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Resumo

Lopes, Marcos Vinicius. Trajetoria Central Associada a Entropia e o Método
do Ponto Proximal em Programacao Linear. Goiania, 2007. 91p. Dissertacio
de Mestrado. Instituto de Informatica, Universidade Federal de Goias.

Em nossa dissertacdo, estudamos a convergéncia das trajetorias central primal e dual as-
sociadas as funcdes entropia e exponencial, respectivamente, investigamos o comporta-
mento assintdtico das trajetdrias central primal e dual associadas as funcdes penalidade
entropia e exponencial, respectivamente, em programac¢do linear. Estudamos também a
convergéncia das trajetdrias central primal e dual associadas a divergéncia de Kullback-
Leibler e sua conjugada. Como aplicac@o do estudo das trajetdrias central primal e dual,
mostramos a convergéncia das seqiiéncias proximal primal e dual ponderada associadas a

distancia Kullback-Leibler para os (PPL), no chamado Método de Ponto Proximal.

Palavras—chave
1. Problemas de Programacgdo Linear. 2. Func¢do Entropia. 3. Divergéncia de
Kullback-Leibler. 4. Método de Ponto Proximal. 5. Trajetéria Central



Abstract

Lopes, Marcos Vinicius. Central trajectory Associated to Entropy and the
Point Proximal Method in Linear Programming.. Goiania, 2007. 91p. MSc.
Dissertation. Instituto de Informatica, Universidade Federal de Goias.

In ours dissertassion, we study the primal and dual central trajectory convergence asso-
ciates to entropy and exponential functions , respectively, we investigate the assintétic
behavior of the primal and dual central trajectory associates to entropy and exponential
penalty functions, respectively, in linear programming. We also study the primal and dual
central trajectory convergence associates to Kullback-Leibler divergence and your conju-
gated. As application of the studies of convergence of the primal and dual trajectories, we
show to the convergency of the proximal primal and dual weighed associates to Kullback-
Leibler distance for (PPL), in the call Method of Proximal Point.

Keywords
1. Linear Programming Problems. 2. Entropy Function. 3. Divergence of
Kullback-Leibler. 4. Proximal Point’s Method. 5. Central Trajetory
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Apresentacao

O problema de otimizar uma funcao linear sujeita a restrigdes também lineares é
chamado de Problema de Programacao Linear (PPL). Neste trabalho estaremos apresen-
tando o PPL no formato padrao, isto €, minimizar uma funcao linear sujeita a restricdes
lineares de igualdade bem como a restri¢des de ndo negatividade. Vdarios autores se con-
centraram no estudo e resolucdo destes problemas nas ultimas décadas. Impulsionados,
principalmente, pelo uso bélico e militar, uma gama de problemas de programacao linear
necessitavam ser resolvidos. Os esfor¢os de guerra foram o principal combustivel para
o desenvolvimento desta area de pesquisa. Apds o término da segunda grande guerra, as
areas econdmica e industrial, predominantemente, passaram a demandar a utilizacdo de
métodos para resolucdo dos problemas de programacgdo linear. Grande foi o nimero de
métodos criados para a resolucdo de tais problemas. O método Simplex, que teve sua cri-
acdo em meados da década de 40, portanto em pleno cendrio de guerra, sem nenhuma
davida, foi o mais famoso.

Mais tarde, provou-se que este método nao possuia tempo algoritmico satisfa-
torio. Ou seja, computacionalmente falando, na teoria o método demandava tempo ex-
ponencial, apesar de funcionar muito bem na prética. Preocupados com esse fato, vérios
grupos de pesquisa matemadtica, pesquisa operacional entre outros, envidaram esfor¢os no
sentido de encontrar algoritmos que pudessem resolver tais problemas em tempo polino-
mial. Neste contexto, advieram os chamados métodos de pontos interiores. Ao contrario
do Simplex, que faz a busca da soluc¢do pela fronteira do conjunto vidvel, aqueles métodos
prevéem uma trajetoria pelo interior do conjunto vidvel. Muitos foram os métodos pro-
postos. Dentre estes, podemos destacar os métodos de penaliza¢do. Nosso trabalho preveé
uma breve apresentagdo histdrica acerca da programacao linear e a otimizagao.

O objetivo central do nosso trabalho € o estudo de propriedades da trajetdria cen-
tral primal-dual associada a entropia bem como a divergéncia de Kullback-Leibler. Uma
outra parte importante é fazer uma aplicacdo desta dltima trajetéria ao estudo do método
de ponto proximal. Nosso estudo sera restrito ao contexto da programacao linear, por este
motivo vamos aproveitar e estudar vérias propriedades do problema de programacao li-
near, bem como fazer um breve histérico. A dissetacdo € baseada nos artigos Cominetti e

San Martin [3], [usem, Svaiter e Cruz Neto [15], [usem e Monteiro [14]. Nestes artigos,
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sao adotados métodos de penalidades para a pertubagdo dos problemas primal e dual. No
primeiro destes artigos, Cominetti € San Martin estudam o comportamento da trajetoria
central através da pertubacdo (penalizacdo) dos problemas primal e dual com a utiliza-
cdo das fungdes entropia e sua conjugada, a fungdo exponencial. Mais especificamente, o

problema de programacdo linear (PPL) primal se escreve:
(P) min{ch:Ax:b,XZO},

onde ¢ € R", b € IR™, a matriz A é de ordem m x n e a varidvel primal é x € R".

Adicionando a fung¢@o entropia a fung@o objetivo de (P), obtemos sua versdo penalizada:

(Py) min{ch+,uZx,-logx,-,Ax:b,x>0} , u>0.

i=1

O problema dual associado a (P) é:
(D) max{bTy:ATy—l—s:c,sZO},

onde AT € R™" denota a matriz transposta de A e (y,s) € R™ x IR" sio as varidveis duais.
Adicionando a funcdo penalidade exponencial a fungdo objetivo de (D), obtemos sua

versao penalizada:

n
(Dy) max{bTy—,uz:eS"/“1 :ATy—l—s:c},,u>O.
i=1

Os conjuntos vidveis primal e dual sdo denotados por:

FP)={xeR":Ax=b, x>0}

F(D)={(y,5) eR"xR": ATy+s=c, s >0},

respectivamente. Os interiores relativos dos conjuntos vidveis primal e dual sdo denotados
por FO(P) e F°(D), respectivamente. Denotamos também por F *(P) e F*(D), os con-
juntos de solugdes Gtimas primal e dual, respectivamente. Supomos ainda que F°(P) # 0
e FO(D) # 0. Um dos nossos objetivos é provar que esta hipétese implica que os pro-
blemas (P,) e (D,) tém tnica solucdo x(u) e (s(u),y(u)), respectivamente, ou, de forma
equivalente, que as trajetérias central primal e dual, associadas as fung¢des entropia e ex-

ponencial, denotadas por {x(u) : u > 0} e {s(u) : u > 0}, respectivamente, estdo bem
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definidas. Como consequéncia, x(u) e s(u) satisfazem a igualdade:

s(u) = —plog(x(u)) —pe, u>0,

onde e € o vetor de nimeros um. Provaremos que as trajetdrias central primal e dual, as-
sociadas as fungdes entropia e exponencial, convergem para uma solugdo de (P) e (D),
respectivamente, quando u vai para 0. Desta forma, podemos pensar em (P,) e (D,) como
métodos de penalidade para resolver problemas (PPL). Cominetti e San Martin em [3]
investigaram a convergéncia das trajetdrias central primal e dual associadas as fungdes
penalidades entropia e exponencial, respectivamente, para problemas de programacao li-
near. Uma de nossas propostas (Capitulo 4) serd simplificar a prova de convergéncia,
apresentando, acreditamos, num contexto mais didatico, demosntracdes e outros resulta-
dos de forma auto-contida.

No artigo de Tusem, Svaiter e Cruz Neto [15], os autores se preocupam em es-
tudar a convergéncia primal do método do ponto proximal com a distancia de Bregman.
Iusem e Monteiro em [14], forneceram uma caracterizacdo do ponto limite da trajetdria
central dual associada a uma grande classe de fun¢des penalidades, incluindo a divergén-
cia de Kullback-Leibler, para problemas de programacio convexa com restricoes lineares.

Iremos utilizar os resultados obtidos, com respeito as trajetdrias central primal e
dual, através das pertubagdes dos problemas (P) e (D) com a func¢des entropia e exponen-
cial, para demonstrar resultados de convergéncia para o método do ponto proximal genera-
lizado aplicado a programagao linear. Novamente aqui, nossa inten¢do € tentar simplificar
as demonstragdes, incentivando principalmente os leitores ainda ndo familiarizados com
tais notacoes.

O método de ponto proximal gera uma seqiiéncia {x*} C IR" | com ponto inicial

xp € F°(P), de acordo com a iteragio
A+ = argmin {ch—HukK(p(x,xk) :Ax=b,x > 0} ,
onde a seqiiéncia {Ay} C Ry satisfaz:
k=0
eK: R xR, — RR¢adistancia de Kullback-Leibler definida por:

Ko(x,y) = 9(x) —9(y) — Vo) " (x—),

e (x) =Y xilogx; é a func¢do entropia.

Na primeira fase de nosso estudo, fizemos um modesto levantamento das bibli-
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ografias sobre o assunto e os artigos estudados. Uma fundamentagio tedrica foi de suma
importancia para que conseguissemos nos familiarizar com o assunto, suas notacoes, prin-
cipais resultados e caracteristicas. Nessecitivamos de um arcabougo tedrico sobre o com-
portamento da trajetdria central, associada a fun¢do entropia, e para tanto utilizamos [13],
bem como [6], [14] e [15]. Nos importava ainda um embasamento acerca de métodos de
penalidade, tais como as barreiras logaritmicas, exponenciais entre outras e nesse sentido
usamos [18], [29], [33], além de outros anteriormente mencionados. Para o estudo das
fungdes de Bregman, bem como do método do ponto proximal, adotamos [1], [2],[16],
[11], além de outros acima ja citados. Como ndo poderia deixar ser, uma série de outros
"papers"e artigos foram ocasionalmente consultados via rede mundial de computadores
sem que fizéssemos, aqui ou nas referéncias, uma mengao explicita.

Nosso trabalho estd estruturado da forma que se segue. No Capitulo 1 € apresen-
tado um breve histérico acerca da programacao linear e da otimizacao. O leitor ja fami-
liarizado com tal histdrico, poderd, sem nenhum prejuizo, dispensar sua leitura e avangar
ao Capitulo 2, onde mostramos uma série de resultados preliminares que embasardo uma
sequéncia de demonstracdes vindoras. Resultados cldssicos com conjuntos e fungdes con-
vexas, de dlgebra linear, bem como exemplos de funcdes convexas, serdo subsequentes.
No Capitulo 3 os problemas de programacdo linear primal e dual, nos formatos padrao,
bem como seus respectivos conjuntos vidveis e conjuntos solucdo, serdo estudados. Nesse
capitulo apresentamos ainda as condi¢des de otimalidade dos problemas de programacao
linear. O Capitulo 4 foi reservado para a apresentacdo da funcdo entropia e sua conju-
gada, a fun¢do exponencial. Ali, onde se encontra o cerne de nosso trabalho, fazemos
a perturbacao dos problemas primal e dual nos formatos padrdo para obter as trajetorias
central primal e dual, respectivamente, e dai demonstrar suas convergéncias. Como havia-
mos antecipado, o leitor atento, verificard uma série de similaridades entre os resultados
do Capitulo 4 e os de seu subsequente. O fato € que os resultados obtidos para a funcdo
entropia em [3], podem ser obtidos para a divergéncia Kullback-Leibler, com isto, pode-
mos fazer uma aplicac@o para o método do ponto proximal, exposta na ultima secao do
capitulo derradeiro deste trabalho. O leitor poderd, portanto, fazer a leitura dos Capitulos
2 e 3, avangando ao Capitulo 4 ou optar por avangar, sem nenhum prejuizo, diretamente
ao Capitulo 5. Ainda no Capitulo 5, na sua udltima secdo, apresentaremos formalmente o
método do ponto proximal generalizado com distancia de Bregman associada a entropia,
ou seja, a divergéncia de Kullback-Leibler. Na conclusdo, apontamos as principais resul-
tados que acreditamos ter alcancado, bem como as dificuldades encontradas, os futuros

trabalhos e desafios que poderdo suceder a este.



CAPITULO 1

Historico de Programacao Linear e Otimizacao

1.1 Introducao

Programacdo Linear (PL) € uma das linhas de pesquisa da drea de programacao
matematica, termo este que representa a maximizac¢ao ou minimizacio de funcdes obje-
tivo lineares sujeitas a restrigoes lineares. Uma fun¢do objetivo € uma funcio de uma ou
mais varidveis que desperte o interesse a alguém em descobrir o seu ponto de maximo
ou de minimo. A funcdo pode representar muitas coisas, como por exemplo, o custo de
algum processo de producao, o fluxo vidrio de alguma rodovia ou avenida, etc. A maximi-
zagdo ou minimizacdo de uma funcdo objetivo pode envolver limitagcdes de igualdade e/ou
de desigualdade nas varidveis de decisao, essas limitacdes sdo chamadas de restricdes do
problema de otimizagao.

Um modelo no qual a fun¢do objetivo e todas as restricdes s@o funcdes lineares
das varidveis de decisao € chamado Problema de Programacgao Linear(PPL). Se a funcdo
objetivo ou uma das restricdes for uma funcdo ndo-linear das varidveis de decisdo, o
modelo é chamado de Problema de Programacao Nao-Linear(PNL). Se o problema inclui
restri¢des inteiras, ele é chamado de Problema de Programacao Inteira Linear ou Nao-
Linear. Estes sdo alguns problemas de otimizacao existentes, os quais foram formulados
e desenvolvidos dentro de uma 4rea de pesquisa mais abrangente, chamada de Pesquisa
Operacional(PO) de acordo com Murty em [27].

Otimizagdao é um ramo da ciéncia de grande interesse desde os tempos pré-
histéricos. Planejar, programar e otimizar a obtencdo e o consumo de alimentos afetou
certamente a manutengdo da espécime. Mais detidamente o termo Programacdo Linear,
quando foi introduzido na década de 1940, era sindnimo de planejamento ou esquema
e a disciplina de "planejamento e programacio”, onde esses métodos foram discutidos
pela primeira vez, ndo tinha nenhuma relacio com programacao computacional. Com
a realizacdo de pesquisas desenvolvidas em vdrias dreas do conhecimento humano e
com a magnitude de dados que deveriam ser trabalhados, verificou-se a importancia

computacional que esta linha de pesquisa viria a desempenhar.
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1.2 Historico

A pesquisa operacional e a programacido matemdtica sdo dreas de pesquisa que
tiveram um grande crescimento recentemente, impulsionadas principalmente, em meados

e final do século passado por duas correntes:

e Esforcos de guerra, principalmente pelos USA e Reino Unido;

e Modelagem matemadtica de sistemas econdomicos (USA e URSS).

O termo Pesquisa Operacional surge em 1938, como resultado da aplicacio
da "pesquisa"em operacdes militares. O problema em questdo era a coordenacdo das
informacdes recebidas pelas estacdes de radar que faziam parte do sistema de defesa aéreo
britanico (Royal Air Force Figher Command), instituido em 1936. Antevendo uma guerra
eminente a RAF, forca aérea britanica, comeca a realizar testes a partir de 1937. Em 1938,
um grande teste é realizado e verifica-se que as informacdes recebidas pelas diversas
estacdes de radar, poderiam ser conflitantes. Para resolver este problema é formado um
grande grupo de pesquisa com especialistas nas dreas de matematica, fisica e engenharia.

Ja em 1939, as vésperas do inicio da 2% Guerra Mundial, um ultimo teste
¢ realizado e constatou-se o grande éxito obtido pelo grupo de pesquisa operacional.
Como resultado do grande sucesso obtido, o grupo € transferido para o quartel general
da RAF. Em 1941, esse grupo recebe o nome de "Secdo de Pesquisa Operacional.
Merece destaque especial, entre varias pesquisas realizadas por esse grupo, o trabalho
para aumentar o sucesso na localizacdo e destrui¢cdo de submarinos alemaes através de
ataques aéreos. Em meados de 1941 essa taxa de sucesso era de 2 a 3%, apds a adogdo
das medidas sugeridas pelo grupo de Pesquisa Operacional, a probabilidade de ataque
aéreo com sucesso subiu para 45%, resultado este que, devido as limitagdes tecnoldgicas
da época, era fantdstico.

Na drea econdmica as primeiras tentativas de modelagem matemaética se remon-
tam ao "Tableau Economique"de Quesnay segundo Dorfman em [10], que propunha um
modelo linear para as relacdes entre o senhorio, camponeses e artesdos do século XVII.
Em 1874, na obra [36], L. Walras propde um modelo onde € introduzido o conceito de
coeficiente tecnoldgico fixo. Entretanto, os modelos lineares nao seriam explorados até
meados dos anos 1930’s, quando um grupo de economistas Austro-alemaes tentou gene-
ralizar o modelo proposto por Walras. Segundo Dantzig em [7], este estudo teria influen-
ciado o matemético americano Von Neumann, que em [35] de 1937, publicaria o trabalho
"Modelo de Equilibrio Econdémico Geral". O modelo cosiderado por Von Neumann, que
supunha taxa constante de expansao econdmica € economia autosuficiente, ndo obteve
grande repercussao. Uma das obje¢des levantadas pelos economistas de entdo, era o fato

do modelo ser linear.
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Posteriormente, outro modelo linear obteve maior sucesso. Esse novo modelo ba-
seado em relacdes de entrada e saida desenvolvido por Leontif em [21], visava estabelecer
um modelo para a economia americana, baseado em insumos e rela¢des interempresariais.
Um dos grandes méritos desse modelo foi o seu cardter quantitativo, propiciado em parte
pelo grande desenvolvimento estatistico e de coleta de dados obtidos no inicio do século
e com as novas pesquisas implantadas. Devido, principalmente, a quebra da bolsa de va-
lores americana em 1929, o interesse na modelagem de problemas econdmicos obtem um
grande crescimento.

Em 1941, a For¢a Aérea Americana retine um grupo de pesquisadores com o
objetivo de aperfeicoar e generalizar o método de Leontif. O objetivo era desenvolver um
modelo automadtico para o planejamento de treinamento e suporte logistico. Este grupo
tinha como consultor o matematico George Bernard Dantzig, que mais tarde seria o
criador do método Simplex para Programacao Linear. Este método, cujo desenvolvimento
¢ iniciado em 1947 e finalizado em 1948, seria mantido em sigilo até a realizacdo da
1* Conferéncia de Programacio Linear, patrocinada pela comissdo Cowles. Os trabalhos
apresentados nessa conferéncia, so viriam a publico em 1951, em uma selecao editada por
T. C. Koopmans, que juntamente com Dantzig, em 1948, cunharam o termo "Programacado
Linear".

O método Simplex de Dantzig da inicio a um grande esforco de pesquisa e

aplicac@o. Nesse esfor¢o hd que se destacar duas correntes [Dorfman,1959]:

e Planejamento Gerencial ("Carnegie Institute of Technology")

e Implicacdes na teoria econdmica (T.C.Koopmans)
Estas duas vertentes dao origem a uma série de resultados tedricos:

e Publicacdo do método da Projecao por C. B. Tompkins;
e Anilise da questdo da estabilidade numérica do Simplex por J. Hoffman;

e Publicacdo do método da relaxagdo para resolver Problemas de Programacao Linear

por Motzkin;

e Kuhn e Tucker publicam o trabalho "Programac¢ao Nao-Linear" em [23], 1951.
Na drea de aplicacdo econdmica temos:

e Publicacdo do artigo "Mecanismos de mercado e maximizacdo", por Samuelson

em [31] de 1955, alterando a concepg¢ao de Leontif;

e Andlise da Teoria Econdmica em programacgdo linear, por Dorfman em 1951, em

[9].
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A proposicdo da programacdo linear deu origem também a novos modelos de
programacdo: a ja citada programacao ndo-linear (Kuhn-Tucker), a programacdo di-
namica (Bellman-1950), a programacgdo inteira (Gomory-1958; Dantzig, Fulkerson e
Johnson-1954). Este conjunto de novas técnicas deu origem a disciplina programacao
matematica, termo que tem sua origem em um congresso patrocinado pela Rand Compo-
ration em 1959. Culminando com a Teoria da Complexidade em 1974, conforme Minoux
em [26].

1.3 Método Simplex

O método Simplex, proposto por Dantzig, foi influenciado por uma série de
trabalhos anteriores. O proprio Dantzig reconheceu que os trabalhos matemdticos que
mais o teriam influenciado seriam relativos a teoria dos jogos, desenvolvidos por Ville em
1938 e por Von Neumann em 1944. A grosso modo, o problema do Simplex resume-
se a encontrar uma solu¢@o para um sistema de equagdes lineares com restricdes de
desigualdade.

Este problema foi inicialmente abordado por Fourier em [12] em 1826. Naquela
oportunidade, Fourier investigava alguns aspectos da teoria de probabilidade. Esta aborda-
gem o levou ao problema da solucao de um sistema linear com restricoes de desigualdade,
que poderia ser reduzido a busca do ponto mais baixo de um conjunto poliedral. A solu-
cdo proposta por Fourier, foi a busca seqiiencial de vértice a vértice, até o encontro do
minimo do conjunto poliedral. Este principio € a base do método Simplex. Este mesmo
problema foi abordado por outro matematico francés, La Vallé de Poussin em [28], 1911,
que propds um método similar de resolucdo. Apesar disso este problema nao despertou
grande interesse nos demais mateméticos daquela época, sendo portanto, pouco explo-
rado.

W. Karush, em sua tese de mestrado em [22], 1939, forneceu as condi¢des de
otimalidade para func¢des com restri¢des, contribuindo sobremaneira para a solugdo do
problema de programacao linear através do método Simplex.

Apenas para ilustrar a vasta capacidade matematica de Dantzig, relataremos um
fato ocorrido em 1939. Dantzig acabara seu mestrado pela Universidade de Michigan em
1938 e fora aceito no programa de doutorado da Universidade de Berkeley na Califérnia,
na drea de estatistica, sob orientagdo do professor Jerzy Neyman. Chegando atrasado para
uma das aulas do professor Neyman, Dantzig observou a existéncia de dois problemas
transcritos no quadro negro. Avaliou se tratar de uma "homework" e sem comentar com
ninguém, tomou nota. Apds uma semana, Dantzig compareceu ao gabinete do professor
Neyman e lhe entregou a resolu¢do dos dois problemas propostos. Somente naquele

momento, diante da surpresa do mestre, ficou sabendo se tratar aqueles "exercicios"
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de dois problemas em aberto na drea de estatistica. Mais tarde, aqueles problemas se
tornariam o foco central da Tese de doutorado de Dantzig. O leitor interessado, podera

verificar esta e outras histdrias acerca de Dantzig em [5].

1.4 Meétodo de Kantorovich

Um trabalho importante para a histéria da programacgdo linear foi o trabalho
desenvolvido pelo matematico soviético L.V. Kantorovich, que em 1939 demonstra o
significado pratico de uma restrita classe de modelos de programacdo linear para o
planejamento da producdo. Propde um algoritmo rudimentar para a solucdo de tais
problemas. Seu trabalho foi apresentado em uma monografia intitulada "Mathematical
Methods in the Organization and Planning of Production".

Um grupo de pesquisadores soviéticos, entre eles Kantorovich, publicam uma
série de trabalhos a este respeito. Porém estes trabalhos nao tiveram grande repercussao
na URSS e, devido a "guerra fria", permaneceram desconhecidos fora dela. O principal
problema, segundo o préprio Kantorovich, era a desconfianca que os economistas tinham
dos matematicos. Desta forma, os trabalhos de Kantorovich s6 seriam divulgados no final
da década de 1950. Como comenda e reconhecimento de suas contribui¢des a teoria da
alocacgdo de recursos, Kantorovich divide em 1975 o prémio Nobel de Economia com T.

C. Koopmans (um dos co-criadores do Simplex); este fato também pode ser verificado em

[S].

1.5 Aplicacoes Industriais da Programacao Linear

A utilizacdo de métodos de otimizacdo no setor industrial é bastante vasta, e

poderiamos citar como exemplos:

e A primeira, e talvez a mais importante aplica¢do industrial, foi nas refinarias de
petrdleo. Esta aplicacdo foi o resultado de um trabalho desenvolvido por Chanes,
Cooper e Mellon em [4], 1952.

e Na industia de alimentos, a primeira aplicacdo foi realizada em 1953. O problema

consistia em abastecer 10 depositos através de 6 fabricas de catchup.

e Outra grande aplicacao industrial aparece, mais tarde, no problema conhecido como
da "dieta". Este consiste no balanceamento da alimentacdo de um rebanho de vacas

leiteras com intuito de aumentar a produ¢do, minimizando os custos.
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1.6 Aplicacoes Recentes

Ap6s trés décadas de absoluto dominio, a hegemonia do Simplex foi posta em
questdo por dois novos métodos. Em 1979, L. G. Kanchian, em [20], prova teoricamente
que o método elipsdide, proposto por N. S. Shor, D. B. Youdin e S. Nemirovs, pode exibir
melhor desempenho em sistemas de grande porte, por possuir convergéncia polinomial ao
passo que o Simplex € de convergéncia exponencial. Apesar dessa superioridade tedrica,
as aplicagOes praticas apontam para um melhor desempenho do Simplex.

J4 em 1984, Karmarkar em [19], propde o método de pontos interiores que,
por apresentar convergéncia polinomial, mostra-se mais eficiente que o Simplex para
problemas de grande porte. Ao contrario do método elipsdide, esta superioridade tedrica
foi comprovada na prética. Este desempenho tornou o método Karmarkar o alvo de um
crescente interesse por parte dos pesquisadores da atualidade, e tem sido aplicado com
grande sucesso.

Atualmente, o planejamento através de técnicas de programacdo matematica
¢ indispensdvel em qualquer setor produtivo. Em grandes organizacdes, as decisdes
sdo bastante complexas, dependentes usualmente de milhares de varidveis de decisdo,
tornando impossivel que decisdes baseadas somente na intuicdo humana sejam tomadas

de forma a obter a eficiéncia maxima.

1.7 Otimizacao na Internet

Devido a seu cardter multidisciplinar e a utilizacdo da computacdo como fer-
ramenta, a programacdo matemdtica ou pesquisa operacional tem sido uma disciplina
bastante divulgada através da Internet. Além das paginas dedicadas a divulgacdo de ar-
tigos e de associagdes internacionais, muitas t€m se tornado féruns de debate e troca de

informacdes. Dentro desta perspectiva, duas paginas podem ser destacadas:

e RIOT( http://www.riot.ieor.berkeley.edu/Cander/riot/index.html)

e The Optimization Technology Center (http://www-c.mcs.anl.gov/home/otc)

A RIOT ("Remote Interactive Optimization Testbed") oferece ferramentas edu-
cacionais e de pesquisa para problemas de otimiza¢dao, bem como apresenta uma série de
novas aplicacdes de programagdo matemaética.

O Centro Tecnolégico de Otimizacdo (OTC), mantido pelo governo norte-americano,
através de um convénio entre o departamento de energia, o laboratério nacional de Ar-
gonne e a Universidade de Northwester, se propde auxiliar os setores industrial, acadé-
mico e governamental na aplicacao de ferramentas de Otimizacdo. Este "site"estd centrado

no sistema NEOS ("Network-Enabled Optmization System"). Este sistema se propde a



1.7 Otimizagao na Internet 21

oferecer suporte teodrico e computacional na Internet. Através dele, problemas podem
ser enviados ao OTC, sendo resolvidos pelos recursos computacionais do servidor NEOS.
Além deste suporte, o NEOS oferece um guia da tecnologia de Otimiza¢do, com nume-
rosos exemplos de aplicacdo, como, por exemplo, a aplicacdo do Simplex a problemas
de dieta e carteira de agdes. Uma biblioteca com programas avangados de otimizagdo
também esta disponivel.

Além dos "sites"descritos, existem muitos outros que oferecem rotinas computa-
cionais, jornais eletronicos, listas de discussdo, etc. Despender algum tempo na consulta a
estes "sites", antes de uma investigacao cientifica, € um procedimento recomendavel. Com
isso, pode-se concluir que a utilizagdo da Internet vem representando um novo marco na

histéria da programacao matematica.



CAPITULO 2

Resultados Preliminares

2.1 Resultados basicos

Neste capitulo, apresentaremos alguns resultados preliminares que apoiardo
véarias demonstragdes no transcorrer de nosso trabalho. Operacdes bdsicas em algebra
linear, bem como desigualdades em conjuntos fechados e ou abertos, convexos ou nao
serdo abordados. Apresentamos ainda, uma versdao do Teorema da Fun¢do Implicita que
dard suporte a demonstragdes futuras. A bibliografia utilizada neste capitulo foi [3], [24],
[25], [34] e [17].

2.1.1 Notacoes e terminologias

As seguintes notagdes e resultados serdo usados ao longo desta dissertacdo. A
partir de agora, IR é o conjunto dos nimeros reais, IR" o espago euclidiano n-dimensional,

ou seja, é o conjunto dos vetores reais da forma:

X1
X2
X =
Xn
R = (x1,..sx,)T € R*: x; >0V i=1,..n} denotard o ortante nio-negativo e

z

R = {(x1, Xg)T €R": x; >0V i=1,...,n} denotard o ortante positivo. M,,x,(IR) é
o conjunto das matrizes reais de dimensdo m x n. O (i, j)-ésimo elemento de uma matriz
A € R™™ ¢ denotado por A;; e a j-ésima coluna € denotada por A;. A transposta de
A € R™™ ¢ denotado por AT . Notamos A~! 4 inversa da matriz A € My, (R), quando
existir. O vetor x” = (x{,x2,...,X,) é o transposto do vetor x. x j € a j-€sima coordenada
do vetor x e ||x|| é a norma euclidiana de x € R". O produto interno euclidiano entre
x € R" ey € R" é dado por (x,y) =¥, x;y;. O vetor e = (1,...,1)T, isto &, o vetor com

todas as coordenadas iguais a um, com dimensdo de acordo com o contexto. O vetor e’
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¢ um vetor de zeros, com o valor 1 na posicdo i. Notamos por 0,,x, a matriz nula de
dimensao m x n e I é a matriz identidade com ordem de acordo com o contexto. Teremos
ainda que X = diag(x) é a matriz diagonal formada pelas coordenadas do vetor x. Agora,
dado u € R"., definimos logu = (loguy,...,logu,)" € R" e para u € R", definimos
et =(e",....e")" € R"

2.1.2 Conjuntos Convexos e Cones

Apresentamos agora, algumas definicdes e proposi¢des acerca de conjuntos
convexos. Estes resultados se mostrardo cruciais para muitas demontracdes no escopo
do trabalho a ser apresentado.

Inicialmente, apresentamos um resultado que trata da decomposi¢ao de uma dada

matriz em duas partes, uma bésica (B) e outra ndo basica (N).

Lema 2.1.1 Seja A € My, «,(IR) com posto (A) = m e m < n. Se o conjunto
F={x€R":Ax=0b, x >0},

é ndo vazio, entdo existe uma parti¢cdo da matriz A, da forma A = [Ag|Ay], com Ap €

My xm(IR) inversivel, tal que: Aglb > 0. Como consequéncia, temos que:
%= (Ag'b,0) € F.

Prova. Primeiro, note que sendo o posto (A) = m > 0, permutando eventualmente as
colunas, existe uma submatriz inversivel Ap € My, x,,(IR) de A. Se b for o vetor nulo,
entdo qualquer submatriz inversivel Ag € My, (IR) de A satisfaz Aglb > 0. Suponhamos
que b ndo é o vetor nulo e seja x = (x1,...,x,)7 € F . Entdo Ax = b, com x diferente
do vetor nulo. Sem perda de generalidade, permutando eventualmente as coordenadas x
pode ser escrito na forma x = (x3,0)7, onde xz > 0. Considere a submatriz A de A,

correspondente as coordenadas nao nulas do vetor x. Deste modo,

Agxg=Db. (2-1)
Seja {ai,...,a,}, o conjunto formado pelas colunas da matriz Aj. Temos duas possibili-
dades:
i) oconjunto {ay,...,a,} ¢ linearmente independente;
ii) o conjunto {ay,...,a,} é linearmente dependente.

Analisemos o caso 1). Neste caso temos que p < m, pois posto(A) = m. Se p =m, a

matriz Ap = A € inversivel. Se p < m, podemos adicionar (m — p) colunas de A ao
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conjunto {ajy,...,a,}, de modo que {ay,...,ap,ap+1,...,an} seja um conjunto linearmente
independente. Seja Ap € M,,x,», a submatriz de A, cuja as colunas sejam os vetores
{ai,...,ap,api1,...,an}. Desde que {ay,...,ap,ap+1,...,am} € um conjunto linearmente
independente, A ¢ inversivel. Considere o vetor Xg = (x1,...,Xp,0,...,0) = (x3,0) € R"
e note que (2-1) € equivalente a ApXp = b, ou seja, Xp = Aglb. Desde que x = (Xp,0) €
F C R", a segunda condi¢do que define F' implica que A{BI)b =ip>0ex; >0parai¢B.
Analisemos o caso ii). Como o conjunto {ar,...,a,} € linearmente dependente, entdo
existe um vetor ndo nulo y € RR”, tal que Azy = 0. Multiplicando esta tltima igualdade
por € e subtraindo em (2-1) temos que Az(xz —€y) = b. Agora, tomando € = min{x;/|y;| :
xi >0, y; # 0} teremos xz — €y > 0 e pelo menos uma de suas coordenadas igual a zero,
pois X(p) > 0. Seja Az uma submatriz de Ag, que por sua vez também € submatriz de A,

correspondente as coordenadas nio nulas do vetor xz — €y. Assim

onde xz > 0 € o vetor formado pelas coordenadas ndo nulas do vetor x; — €y. Se as colunas
de Ap sdo linearmente independente recaimos no caso i). Caso contrério, observando que
b € ndo nulo e consequentemente Az também € ndo nula, podemos repetir 0 processo nao
mais que p — 1 vezes para entdo recair no caso i). Isto prova a primeira parte. A prova da
segunda parte é imediata, pois A% = [Ag|Ay](A5'b,0)T =be = (Ag'b,0) >0. O

Um conjunto C de um espaco vetorial euclidiano R™ é dito convexo se, dados

dois pontos x1,x; € C, tivermos
x1+(1=A)x €C, VAe[0,1].

Geometricamente, isto significa que, um conjunto é convexo se dados dois pontos quais-
quer do conjunto, todo o segmento de reta que une os dois pontos também pertence ao
conjunto.

Um subconjunto C de um espago vetorial euclidiano R™ é chamado de cone

quando satisfaz a seguinte condi¢ao:
VzeC, >0 = oazeC.
Proposicdo 2.1.2 Seja A € My, (IR) com posto (A) = m > 0. Entdo o conjunto
C={zeR":z=Ax,xe R", x>0},

é um cone ndo vazio, fechado e convexo.
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Prova. E imediato que C é nio vazio, pois 0 € C. Para mostrarmos que C é cone, seja z € C
e o> 0. Agora, sejax > 0, tal que Ax = z. Por linearidade temos oz = 0tAx = A( o). Como
x>0ea >0, segue que ox > 0, assim oz € C e portanto C € cone. Resta mostrar que
C ¢ fechado, ou seja, dada uma seqiiéncia {zk } € C com limz¥ = 7 entdo 7 € C. Como
{z*} C C, por defini¢do existe uma sequéncia {x*} C R", tal que Ax* = z* e x* > 0, para

todo k. Logo x* pertence ao conjunto
F= {xER":szzk, XEO}.

Pelo Lema 2.1.1, existe uma parti¢do da matriz A, na forma A = [Ag : Ay, com Ap €

Mo (R) inversivel, tal que & = (A5 '2¥,0) € F, ou seja,
A =7 F>o.

Como limz¥ = Z, temos que lim&* = (A;'Z,0) > 0. Denote (A5 'Z,0) = % e observe que
Ax=z, £>0,

e isto implica que 7 € C. Logo C ¢é fechado. Finalmente, mostremos que C é convexo.
Tomemos x| , xo > 0, tais que Ax; = 71 € Axp = 72, onde z; , 7 € C. Agora, tomando
o€ (0,1), temos 0z + (1 —a)zp = A(owxy + (1 — )x2), como (owxy + (1 —o)xz) > 0,

segue que a combinagdo convexa 0z] 4 (1 — o)z € C, ou seja C é convexo. O

Dizemos que d € R" é uma diregdo de recessdo do conjunto D C IR" quando

x+td €D, Vx €D, Vt €R,.

Proposicao 2.1.3 Seja D C IR" um conjunto convexo, fechado e ndo vazio. Entdo, se D é

ilimitado existe pelo menos uma direcdo de recessdo diferente de zero.

Prova. Suponhamos D ilimitado e fixemos x € D arbitrdrio. Seja {x*} C D qualquer

seqiiéncia, com x* # x, Vk, tal que
[ = x| = oo (k — o).
Sejad € IR"/{0}, qualquer ponto de acumulagio da sequéncia {d*}, onde:

d* = (& —x) /|| = x].
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Sejat € R4 qualquer. Tem-se que:
xtd = (1=t/[[¢* =] |)x+ (/|| — x| )x* € D,

onde a pertinéncia vale para todo k, suficientemente grande (tal que ¢/||x* —x|| < 1), pela

convexidade de D. Como D € fechado, obtemos que
x+td =limg,o(x+td) €D,  VteER,,

onde limkjéwdkf =d. Ou seja, existe pelo menos uma direcdo de recessdo, d em D, que

¢ diferente de zero, o que conclui nossa prova. 0

2.1.3 Projecao em Conjuntos Convexos

Para esta subsecdo, reservamos a apresentacao de resultados cldssicos, tais como
da projecao, o Teorema de Separacdo de Convexos, bem como o Lema de Farkas e o seu
coroldrio.

Seja C # 0 um conjunto convexo fechado em R”". Para x € IR" fixado, considere-
mos o seguinte problema:

inf{[ly —x[| : y € C}. (2-2)

Dado ¢ € C, considere um conjunto de sub-nivel S := {y € R" : ||y —x|| <||c —x||}. Entdo
(2-2) é equivalente a
inf{|ly —x|[ : y e CN S},

o qual possui uma solugéo, pois y — ||y — x|| € continua, S é compacto e CNS é compacto.
Portanto, deduzimos a existéncia de um ponto em C que minimiza a distancia a x e desta
forma o infimo em (2-2) € de fato um minimo. Veremos que existe um unico ponto que

minimiza a distancia de x ao convexo C.

Teorema 2.1.4 Seja x € R". Se, para algum y, € C tem-se ||y, —x|| < ||y — x|, para todo

y € C, entdo
(x—y)T(y—y) <0, VyeC.

Prova. Tome y arbitrdrio em C, de modo que yx+ o(y —yx) € C, para todo o €]0, 1[. Entdo,

podemos escrever

||YX _XHZ < ||YX+a(y_Yx) —x||2
= ||(yx —x) + oy —yx)
= |lyx — 22 + 20 (v — )T (y = yx) + ||y — yx

2
|

2
[
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Esta desigualdade implica que
1
0 < o(yx—2)" (y—yx) + Eoczlly — ¥l

Dividindo por o > 0 e fazendo a0 — 0 obtemos:

(x—y0) (v —yx) <O0.

>

Teorema 2.1.5 Seja x € IR". Existe um tnico ponto y, € C, tal que ||y, —x|| < ||y —x

para todo y € C.
Prova. Suponhamos que existam y, € C e y, € C tais que:
s =l < lly=xl e [y —xll < lly—x],
para todo y € C. Em particular, valem as desigualdades
(x=y) (0 =2) <0 e (x=y)" (e —x) <0,
e somando-as, obtemos:
0 < [[¥s =ll* = (0 =) (0 —32) 0.

Logo, ¥, = yx. Portanto, tal ponto y, é tnico. 0

Seja C um conjunto em R", convexo e fechado, defina a fun¢do distincia a C

como sendo

d(.,C): R"— C
x+— d(x,C)=inf{|ly—x| : y € C}.

A projecao ortogonal sobre C € a fun¢do Pc : R" — C, definida para x € IR" como sendo

o tnico ponto P.(x) € C tal que
d(x,C) = |[Pc(x) — x|

Teorema 2.1.6 Seja C C IR", um conjunto ndo vazio convexo e fechado. Entdo, para todo

b ¢ C a projecio ortogonal Pc(b) de b sobre C esta bem definida e satisfaz a seguinte
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desigualdade
(x—Pc(b))" (y—Pc(b)) <0,  VyeC. (2-3)

Prova. Segue imediatamente do Teorema 2.1.5 que a projecdo esta bem definida. E o

Teorema 2.1.4 implica a desigualdade (2-3). 0

Vamos apresentar agora, o Teorema de Separagao, outro resultado clédssico e vital

para futuras conclusdes.

Teorema 2.1.7 (Teorema de Separagcdo) Seja C um conjunto convexo, fechado e ndo
vazio em IR" e considere b ¢ C. Entdo, existe um vetor a € IR", a # 0 e um escalar d € R,
tais que

aTx§8<aTb, VxecC.

Prova. Se C é um conjunto convexo fechado e ndo vazio e b ¢ C. Pelo Teorema 2.1.6, a

projecdo Pc(b) € C estd bem definida e satisfaz
(b—Pc(b))" (x—Pc(b)) <0, (2-4)
para cada x € C. Defina:
a=(b—Pc(b))#0,  d=a’ Pc(b).

De (2-4) e defini¢do de a temos a’ (x — Pc(b)) < 0 ou equivalentemente, a’ x < a’ Pc(b).
Esta equacdo, juntamente com a definico de §, implica a’x < §, que é a primeira
desigualdade desejada.

Para demonstrar a segunda desigualdade note que pelas defini¢des de a e & temos:

a’b—8=(b—Pc(b)) b—(b—Pc(b)) Pe(b) = ||[b—Pe(b)||* >0,

onde a desigualdade estrita segue do fato que b ¢ C. Assim, a’b > §, o que conclui a

demonstracao. 0

A seguir, apresentaremos dois resultados fundamentais para a seqiiéncia de
demonstragdes que faremos nos proximos capitulos. Trata-se do lema de Farkas e de
seu coroldrio. Devido a importincia destes dois resultados, existe uma grande variedade
de demonstragdes na literatura. Escolhemos estas duas demonstracdes por acreditarmos

serem as mais claras e didéticas. Estes resultados podem ser encontrados em [34].

Lema 2.1.8 (Lema de Farkas) Seja A € My x,(R) com posto (A) = m >0 e b € R™.

Entdo, exatamente um dos dois seguintes sistemas tem uma solucdo:
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(1) Ax=b e x>0;
(2) ATy<0 e bTy>0.
Prova. Suponha que (1) tenha uma solugdo X, entdo AX = b, e X > 0. Assim, dado y € R™,

tal que ATy < 0, temos:
by = (A%)Ty=5TATy <0,

isto implica que o sitema (2) ndo tem solugdo.
Agora, suponha que (1) ndo tenha solucdo. Pela Proposi¢do 2.1.2, o seguinte
conjunto
S:={z€R",z=Ax, x >0},

¢ um cone convexo e fechado. Pela nossa suposicdo b ¢ S . Sabemos também que S é nao
vazio, pois 0 € S. Assim pelo Teorema de Separacdo 2.1.7, existem y € IR e um escalar
0 € R tais que:

dy<8<bly, Vzes. (2-5)

Como 0 € S, segue da primeira desigualdade acima que 0 < §, assim b7 y > 0. Agora, seja

e/ é 0 j-ésimo vetor unitdrio em R". Como S é um cone e ¢/ > 0 temos que:
A(Aej) €8, VA>0.
Esta inclusdo, juntamente com a primeira desigualdade em (2-5), implica que
5> (Ae)) y=Me)TATy,  VA>o0.
Dividindo a ultima desigualdade por A e fazendo A — oo, temos
(ej)JT-ATySQ j=1,...,n,

o que implica que ATy < 0. Isto, juntamente com b7y > 0, provado acima, implica que y

€ solugdo de (2). Portanto, o lema esta provado. O

Corolario 2.1.9 (Coroldrio de Farkas) Seja A € My, (R) e ¢ € R". Entdo, exatamente

um dos dois seguintes sistemas tem uma solugdo:
(3) ATy <

(4) Ax=0, x>0 e cTx<0.

Prova. Para demonstrar o Corolario de Farkas, reescresvemos o sistema do item (3) acima

em um formato padrdo, equivalente ao sistema do item (1) do Lema de Farkas e entdo
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utilizar a propria prova deste lema para concluir a demonstracdo. Primeiramente, vamos

substituir no sistema do item (3):

y=Y1—y2, ylZO;yZZO

Entdo, o sistema do item (3) € equivalente ao seguinte sistema AT (y1 —y2) < ¢, ou ainda,

(AT _AT) . <c,
y2

onde (AT —AT) € M,;x2,(IR). Agora, fazendo z = (y1,y2)" € R¥" teremos:
(AT—AT)ZS c, z>0.

Acrescentando uma varidvel de folga s > 0, o sistema acima pode ser reescrito da seguinte
forma:
AT —AT)z4+s5=c, z>0, s>0.

Fazendo

A= (AT —AT I) EMnX(2m+n)(R>7 x= < j ) S R,

Segue-se que o sistema acima pode ser reescrito na seguinte forma standard:
Ai=c, #>0. (2-6)

Portanto, o sistema do item (3) acima € equivalente ao ultimo sistema. Por outro lado,

consideremos o seguinte sistema:
ATs<o0,  Iy>o. (2-7)

Agora, note que usando a definicdo de A, podemos reescrever o tltimo sistema da seguinte
forma:
AF<0,  Aj=0,  §<0, >0

Fazendo —y = x, temos das duas primeiras desigualdades que Ax = 0 e das duas ultimas
que x >0 e c'x <0, ou seja, o sistema (2-7) é equivalente ao sistema do item (4).
Veja que o sistema do item (3) € equivalente ao sistema (2-6) e o sistema do item (4) é
equivalente ao sistema (2-7). Portanto, aplicando o Lema de Farkas aos sistemas (2-6) e
(2-7), concluimos que exatamente um dos dois sistemas (item (3) ou item (4)) tem uma

solucdo, o que conclui nossa prova. OJ
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2.1.4 Resultados importantes de Algebra Linear

Na caracterizacdo de nosso problema, necessitaremos de ferramentas de algebra
linear para a simplificacio e suporte de provas de alguns resultados. Apresentamos entao,
as defini¢des de espaco nulo e espago linha de uma matriz, bem como uma proposicao de
ortogonalidade e um lema sobre a ndo singularidade de uma matriz especifica.

O espaco nulo de A € definido como Null(A) = {x € R";Ax =0} e o espaco linha
de A ¢é definido como Im(AT) = {x € R";x = ATz,z € R™}.

Proposicio 2.1.10 Sejam A € My, (R), INull(A), o espago nulo de A e Im(AT), o
espago linha de A. Entdo INull(A) é ortogonal a Im(AT)

Prova. Suponha que x € INull(A), entdo por defini¢do temos que:
Ax=0. (2-8)
E suponha também que y € Im(A”), entdo por definigio:
y=ATz, paraalgumz e R™. (2-9)
Agora, usando (2-8), (2-9) e realizando algumas manipulagdes matriciais, obtemos:
yix=(AT)x=7"Ax=0,

0 que prova o resultado desejado. 0J

Lema 2.1.11 Seja M € My,xn(R). Se o Posto(M) = m e D = diag(d), onde d € R"_|,

entdo a matriz

M 0 0
o M' 1 |,
D 0 1

é ndo singular.

Prova. Para mostrar a ndo singularidade, basta mostrar que a seguinte equacdo matricial

M 0 O u
0 M' 1 v | =0,
D 0 I w
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tem o vetor zero como solucdo Unica. Primeiro, note que esta equacdo € equivalente ao

seguinte sistema:
Mu=0, M'v+w=0, Du+w=0. (2-10)
Isolando o valor de w na tltima equacdo acima e substituindo na segunda, temos:
MTy—Du=0.

Como D ¢é nio singular, segue da tltima equacdo que u = D~'M7"v. Entdo, usando a
primeira equagio de (2-10), teremos MD~!M”v = 0. Logo, pela defini¢io de D, a equacio

acima pode ser escrita como:

o que implica que D~ 12MTy =0, ou ainda, MTv = 0. Como PostoM = m, segue-se que
v = 0, que susbstituindo na segunda equacgdo de (2-10), implica que w = 0. Usando esse

fato na ultima equacao de (2-10), concluimos que u = 0. 0J

2.1.5 Funcoes Convexas

Nesta subsec¢ao, apresentaremos alguns resultados, bem como alguns exemplos
acerca de funcdes convexas, que serdo utilizados no decorrer de nosso trabalho.

Seja I um intervalo em /R. Uma funcio f : I — R € dita convexa quando, para
todo x,y € I e todo A € [0, 1] vale:

Fx+(1=A)y) <Af(x)+(1=2)f(y),

e € estritamente convexa se a desigualdade acima € estrita para todo x,y € [ com x # y e
todo A € (0,1).

Proposicao 2.1.12 Seja f : I — R uma fungdo diferencidvel no intervalo aberto 1. A

funcdo f é convexa se, e somente se

—x)f'(x)+fx) < fO), VxyelL

A demonstrac¢ao da proposicao acima pode ser encontrada no Coroldrio 2, pagina 108, em
[24].
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Proposicao 2.1.13 Seja f : I — R uma funcdo duas vezes diferencidvel no intervalo

aberto 1. A fungdo f é convexa se, e somente se
f"(x) >0, Vxel. (2-11)

Se a desigualdade em (2-11) é estrita para todo x € I, entdo f é estritamente convexa.

A demonstracdo da proposi¢ao acima pode ser encontrada no Teorema 4, pagina 106, em
[24].
Dada f: Q — R, onde Q € um subconjunto de R". O epigrafo de f € o conjunto

ndo vazio
epif :={(x,r) €QXR:r> f(x)}.

Seja C um conjunto ndo vazio convexo em R". Uma fungdo f : C — R ¢é dita

convexa em C quando, para todo par x,y € C e todo A € [0, 1]

Fx+(1T=A)y) Af(x)+(1=2)f(y).

Note que esta defini¢do estende a defini¢do de funcdes convexas com dominio em um

intervalo real.

Proposicao 2.1.14 Seja f : C — IR uma fungdo, onde C C R" é um conjunto convexo. As
seguintes propriedades sdo equivalentes:
i) f é convexa,

ii) o epigrafo de f é um conjunto convexo em R" X RR.

Prova. i) = ii). Sejam (x, f(x)) e (y, f(y)) € epif e A € [0,1]. Por hipétese, f é convexa.
Logo, temos que para A € (0,1),

Fx+(1=A)y) Af(x)+(1=2)f(y).

Isto implica que A(x, f(x)) + (1 —A)(y, f(y)) € epif, para A € [0, 1]. Portanto, epif é um
subconjunto convexo de R" x IR.
ii) = i). Dados x,y € C e A € [0,1]. Note que (x,f(x)) e (y,f(y)) pertencem ao epif.

Como o epigrafo de f é um subconjunto convexo de R" x R e A € [0, 1], temos que:

(Ax+ (1 =My, Af(x) + (1 = 1) f(y)) € epif.

Pela defini¢do de epif, segue-se que f(Ax+ (1 —A)y) < Af(x)+ (1 —2A)f(y), mas como
x,y sdo quaisquer pontos de C e A é qualquer ponto de [0, 1], concluimos que f é convexa.
OJ
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Proposicao 2.1.15 Seja f : C — R uma funcdo, onde C C IR" é um conjunto convexo.
A fungdo f é convexa se, e somente se, a restricdo de f a todo segmento de reta, que
esta contido em C, é uma funcdo convexa. Mais precisamente, a fun¢do f é convexa se, e

somente se, para todo x € C ev € R", a fungdo h: I, — IR definida por

h(t) = f(x+1v),

é convexa, onde I, = {t e R: x+1tv e C}.

Prova. Fixe x € C, v € IR" e suponha que f seja convexa. Dados 11,1, € I e A € [0, 1], pela
defini¢do de & e convexidade de f temos:

h(A1+ (1=N)t2) = fx+ A1+ (1= N)i]v)
f( (x+1v)+(1 k)(x—l—tzv))
<A (t+nv)+ (1 =2 f(x+0v)

= Mi(11) + (1= A)h(12).

e isto implica que & é convexa em I. Reciprocamente, dados x,y € C e A € [0,1]. Seja
Liy—x={t € R:x+1(y—x) € C}. Note que, sendo C convexo, x+A(y —x) =Ay+ (1 —
AMxeCparale[0,1]eassimA € [y, Definah: I, y_x — R por h(t) = f(x+1(y—x)).

Como, por hipdtese, i € convexa segue-se que:

FOy+(1=A)x) = fx+A(y—x)) = h(X) = h(A1 + (1 —1)0)
< M(1) 4 (1 =1)h(0) = Af (y) + (1 = M) f(x),

X € isto implica que f é convexa. 0J

A demonstra¢do do resultado anterior pode ser encontrada no Teorema 8, na
pagina 76, em [25]. Veja que deste resultado segue imediatamente que a restricdo de uma

fun¢do convexa a um conjunto convexo € convexa.

Proposicao 2.1.16 Seja f:C — IR uma funcdo diferencidvel, onde C C IR" é um conjunto

aberto e convexo. A fungdo f é convexa se, e somente se,

fO) 2 f(x) +(Vf(x),y—x),

para todo x,y € C. A desigualdade acima é conhecida como "desigualdade do gradiente".

Prova. Dados x,y € C. Tome v =y — x e defina & como na Proposi¢do 2.1.15. Note que I,

€ aberto, pois C € aberto. Sabendo-se que f € convexa, pela Proposi¢do 2.1.15, segue-se
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que h é convexa. Entdo, pela Proposicao 2.1.13, temos que
h(1) = h(0)+1'(0)(1-0),

ou seja, que f(y) > f(x) + (/f(x),y — x), e isto prova a primeira parte. Reciprocamente,
dados x € C e v € IR". Defina h, como na Proposi¢do 2.1.15. Note que o intervalo Iy,
é aberto e que 4'(t) = (7 f(x+1v),v). Entdo, pela defini¢do de A, temos que para todo
s,tel:

h(s)

flx+sv)
> flx+tv) +(Vf(x+1v),(s—1)v)
h(t)+H (t)(s—1).

Portanto, pela Proposi¢do 2.1.13 segue-se que & € convexa e isto implica, pela Proposi-
¢do 2.1.15, que f € convexa e a proposi¢ao estd demonstrada. 0
Veja no Teorema 3.4.7, na pagina 146, em [17] que, se uma funcdo f € duas vezes dife-

renciavel, ela pode ser caracterizada, da seguinte forma.

Proposicao 2.1.17 Seja f : C — IR uma funcdo duas vezes diferencidvel, onde C C IR" é
um conjunto aberto e convexo. A funcdo f é convexa se, e somente se, para todo x € C,
veR",

(VZf(x)v,v) >0 (2-12)

Se a desigualdade (2-12) é estrita , entdo f é estritamente convexa.

Prova. Dados x € C e v € IR", defina h como na Proposi¢do 2.1.15. Note que I, ,, € aberto,
pois C € aberto e que 0 € I, ,. Sabendo-se que f € convexa, pela Proposi¢ao 2.1.15, segue-

se que h é convexa. Entdo, pela Proposicdo 2.1.13, temos que
1"(0) > 0. (2-13)

Pela definicdo de & e regra da cadeia, temos que /2" (t) = (V2 f(x +1v)v,v), assim (2-13) é
equivalente a
(V2f(x)v,v) 2 0,

0 que prova a primeira parte. Reciprocamente, dados x € C e v € IR". Defina h, como na

Proposi¢do 2.1.15. Note que o intervalo I, € aberto e que

() = (V2 f(x+ v, ).
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Entdo, pelas defini¢Oes de A, de I, , e pela equagdo (2-12), temos que para todo ¢ € Iy,
B'(1) = (V2 f(x+1v)v,v) > 0.

Portanto, pela Proposi¢ado 2.1.13, segue-se que h é convexa e isto implica, pela Proposi¢ao

2.1.15, que f € convexa e a proposi¢do estd demonstrada. 0

Vamos exibir agora, alguns exemplos de fungdes convexas que brevemente

figurardo no escopo dos problemas abordados.

Exemplo 2.1.18 Seja a fungdo @ : IR", |, — IR definida por
n
x) =) xilogx;, (2-14)

Note que o gradiente de ¢ é dado por Vo(x) = (1 +1logxy,...,1+1logx,) e sua hessiana

por
1
g 0
0 L . .0
VZo(x) = 2 = diagx™'.
0 0 =

Xn

Vamos agora, denotar X' a matriz formada pelas entradas de x~'. Logo
diagx '=X"1>0, (2-15)

isto é, a hessiana de @ é positiva definida. A equacdo (2-15) e a Proposigcdo 2.1.17,

implicam que @ é estritamente convexa.

Segue outro importante exemplo de funcdo convexa que serd, posteriormente, usada em

nosso trabalho.

Exemplo 2.1.19 Seja a func¢do If(p: R xR , — R, associada a fun¢do ¢ do exemplo

acima, definida por

i (x, log +y, ) . (2-16)

Assim, como fizemos para a fungdo ¢, podemos mostrar que a hessiana da fungdo Ky é

positiva definida, logo esta funcdo também é estritamente convexa.

A seguinte proposi¢do nos garante que os conjuntos dos sub-niveis de uma
funcdo convexa sdo convexos. Esse resultado € encontrado no Teorema 3.4.1, pagina 133,
em [17].
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Proposicao 2.1.20 Sejam C C R um conjunto convexo, i.e., um intervalo e f : C — R

uma fungdo convexa. Entdo para todo ¢ € R o conjunto de sub-nivel C

{xeC: f(x) <c},

é um conjunto convexo.

Prova. Tome ¢ € R arbitrdrio. Se o conjunto L = {x € C: f(x) < ¢} for vazio, o resultado

segue. Caso contrdrio, tomemos x € L e y € L. Assim, temos que

fo)<e e f)<e 2-17)

Como C é convexo, ox+ (1 —a)y € C. Agora como f é convexa, obtemos que

fx+(1—a)y) <af(x)+(1—a)f(y).

Da desigualdade acima e de (2-17) obtemos que f(x+ (1 — a)y) < ¢. Portanto
x+ (1 —a)y € L, concluindo a demonstragao. 0J

Proposicao 2.1.21 Sejam C C IR um conjunto convexo e f : C — IR uma func¢do convexa.

Suponhamos que exista ¢ € IR tal que o conjunto de sub-nivel
Liwe(c) = {xe C: f(x) <o},

é ndo vazio e limitado. Entdo Ly ge(t) é limitado para todo t € R.

Prova. Seja Ly g:(c) um conjunto ndo vazio e limitado. Suponhamos, por absurdo, que
exista 7, tal que Ly g+ (f) seja ilimitado. Logo, pela Proposi¢do 2.1.3, existe pelo menos
uma direcdo de recessio d, diferente de zero, isto é, a semi-reta {x+1d : t € R} } pertence
aLy g (7).

Veja que 7 > ¢, pois caso contrério, terfamos Ly g:(f) C Ly ge(c), 0 que seria absurdo pois
Ly g (c) € limitado e estamos supondo que L g« (f) € ilimitado. Conclusdo Ly g (c) C
Ly g (f). Tome X € Ly ge(c) e d # {0} uma diregdo de recessao para Ly g« (f). Fixet € Ry
e tome g > t. Logo,

f(E+d) = f((t/q)(x+qd)+ (1 —t/q)%) < (t/q)f(F+qd)+ (1 —1t/q)f(F).

Donde utilizando as defini¢des acima, chegamos a

fE+1d) <(t/q)i+(1—t/q)c=c+(t/q)(F—c).
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Veja na dltima desigualdade que quando passarmos ao limite para g — oo, teremos
f(Xx+1td) < c, paratodo t > 0. Mas isso implicaria dizer que X +td € Ly gn(c), para todo
t > 0. O que é absurdo, pois d # {0} e Ly ge(c) € limitado. Logo Ly g»(¢) é limitado para

todo ¢ € IR, concluindo assim nossa prova. 0

Esta proposicao nos garante que havendo um conjunto de nivel limitado, todos
os demais também serdo limitados. Este resultado pode ser encontrado no Teorema 3.4.4,

pagina 140, em [17].

Corolario 2.1.22 Seja C C IR um conjunto convexo e fechado. Se f : C — IR é uma fungdo
estritamente convexa e possui um ponto de minimo, entdo todo conjunto de sub-nivel de

f é compacto.

Prova. Seja x* um ponto de minimo de f, que é tnico, pois f € estritamente convexa.

Considere o conjunto de sub-nivel

Lra(f(x) = {x€Q: f(x) < (")} = ('},

Este conjunto € claramente limitado e, pela Proposicdo 2.1.21 todo conjunto de sub-nivel
de f € limitado. Como Q ¢é fechado e f € continua, segue-se que todo conjunto de
sub-nivel € fechado, logo todo conjunto de sub-nivel de f é compacto, o que encerra

nossa prova. 0J

2.1.6 Teorema da Func¢ao Implicita

Nesta secdo, vamos enunciar uma versao do Teorema da Fun¢do Implicita que

dara suporte a demonstragdes futuras. Este resultado pode ser encontrado em [8].

Teorema 2.1.23 (Teorema da Fungdo Implicita) Seja I x I C R x IRP tal que (wo,z0) €
Ix 1, ondeI C R el C RP sdo conjuntos abertos. Suponhamos que F : I x I — IRP, dada
por F(w,z) = (fiw,2), ..., fe(w,2)), seja de classe C', que F(wg,z0) = ¢ € RP e que a

matriz
0 J
yfll(w(bz()) %(W(DZO)
VzF(wo,20) = : € Mpxp(R),
0 of
L (wo,20) o 52 (wo,20)

seja inversivel. Entdo existe um aberto J x U C I x I que contém (w,z0), tal que
F(w,z) = ¢ para (w,z) € J X U se, e somente se, 7z = @(w), onde ¢ : J — U ¢é a tinica

fungdo que satisfaz F(w,@(w)) = ¢,Yw € J. Além disso, ¢ é de classe C'.



CAPITULO 3

Condicoes de Otimalidade e o Centroide

3.1 Introducao

Neste capitulo, estabeleceremos as condicdes de otimalidade para o problema
de programacgdo linear (PPL). Com esta finalidade, demonstraremos alguns resultados
importantes como os teoremas de Dualidade, Fraca e Forte. Para este ultimo, utilizaremos
alguns resultados apresentados no capitulo 2, tais como as definicdes de Projecdo e Cone,
o Teorema de Separagdo, bem como o Lema e o Coroldrio de Farkas. Finalizamos este
capitulo com um resultado sob a hipétese de existéncia de ponto interior (ndo assumida
até o momento) e a definicdo de centréide do conjunto solucao dual.

Primeiro, vamos apresentar algumas notacdes importantes que utilizaremos no
decorrer deste capitulo, tais como, as do (PPL) no formato padrdo, tanto no formato
Primal quanto Dual, bem como de seus conjuntos vidveis e de solugdes. Para este capitulo
utilizamos [3], [7], [17], [23], [34] e [6].

3.2 O Problema de Programacao Linear

O problema Primal (PPL) no formato padrdo é definido da seguinte forma:

(P) minimizar ¢! x
sujeitoa Ax=">b

x>0,

onde os dados sdo a matriz A de ordem m X n, os vetores ¢ de ordem n € b de ordem m e
a varidvel é o vetor x de ordem n.
Para facilitar os enunciados e demostracdes de alguns resultados necessitaremos das
seguintes notacoes:

F(P)={xeR": Ax=>b,x>0},
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o conjunto vidvel de (P), o seu interior relativo é dado por
FOP)={xcR": Ax=b,x >0},
e o conjunto de solucdes 6timas de (P) por
FHP)={x" € F(P): Ix* <cTx,xe F(P)}.

Em todos os nossos resultados iremos utilizar, as vezes sem mengdo explicita, a seguinte
hipdtese:
Posto(A) =m < n.

O problema Dual associado ao problema Primal € o problema

(D) maximizar by
sujeito a ATy+s =c

s> 0.

Assim como no problema em formato Primal, no formato Dual utilizaremos as seguintes
notagdes:
F(D)={(y,5) eER"xR" : ATy+s5=c,s >0},

denotard o conjunto vidvel de (D), o seu interior relativo é dado por
FOD) = {(y,s) ER" xR" : ATy+s=c, 5> 0},
e o conjunto de solucdes 6timas de (D) por

FD)={("s") € F(D) : 0"y 20"y, ¥ (v:5) € F(D)}.

3.3 Teoremas de Dualidade

O primeiro resultado que apresentaremos é o Teorema de Dualidade Fraca. Este
teorema estabelece a relacdo entre as fun¢des objetivo do (PPL) nos formatos Primal e
Dual.

Teorema 3.3.1 (Teorema de Dualidade Fraca) Suponha x € F (P) e (y,s) € F (D), entdo

xs=cTx—bly.

Em face disso, ¢Tx > bTy.
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Prova. Sejam x € F (P) e (y,s) € F (D). Das defini¢cdes de F (P) e F (D), e apés algumas

manipulacdes algébricas simples, obtemos:
Ix—bly=ATy+5)Tx—(Ax)Ty = (ATy) T x+xTs— (Ax)Ty =5,

0 que prova a primeira parte. Agora, como x > 0 e s > 0, entdo xT's > 0. Concluimos, a

partir da equacdo acima, que ¢’ x > by, e isto prova o resultado desejado. 0

O Teorema de Dualidade Fraca, nos mostra que em todo PPL o valor da funcio
objetivo primal é sempre maior ou igual que o valor da funcao objetivo dual. Futuramente,
mostraremos que esses valores sdo de fato iguais, este resultado é conhecido como
Teorema de Dualidade Forte. Para demonstrar este importante teorema, vamos utilizar
alguns resultados preliminares, tais como o Lema e o Corolario de Farkas, apresentados
no capitulo anterior. O Teorema de Dualidade Forte, devido a sua vasta utilizac@o, possui
varios formatos e vérias formas de demonstracdo. Optamos pela abordagem exposta em
[34], por apresentar uma demonstracdo com argumentos simples e de forma auto-contida.
Esta demonstracao consiste em aplicar varias vezes, de maneira conveniente, o Lema e o

Corolario de Farkas.

Teorema 3.3.2 (Teorema de Dualidade Forte) Considere os problemas (P) e (D). Apenas
uma e somente uma das afirmagées é correta:

e (D) sd@o ambos invidveis;

P) é invidvel e (D) € vidvel e ilimitado;

D) é invidvel e (P) é vidvel e ilimitado; ou

P) e (D) sdo ambos vidveis, F*(P) #0 e F*(D) # 0. Além disso,
Vx* e FXP), V(' s)eFHD) = cIxF=b"y"

Prova. Primeiramente note que (P) e (D) sdo ambos vidveis ou pelo menos um dos
problemas (P) ou (D) € invidvel, note ainda que com a validade de uma das quatro
possibilidades, as demais ficam excluidas.

Iniciamos considerando o caso em que (P) € invidvel. Como a regido vidvel de

(P) é dada pelo sistema a seguir

Ax=b, x>0, (3-1)
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neste caso, nossa hipétese implica que o sistema anterior nao tem solucdo. Entdo, pelo

Lema de Farkas, existe § € R tal que:
ATy <o, b'5>0. (3-2)

Todavia, nds necessitamos discutir a viabilidade de (D), temos duas possibilidades:
(i) (D) é inviavel,
(ii) (D) é viavel.

Ocorrendo (i), teremos o caso (a). Agora ocorrendo (ii), existe (¥,5) € F (D). Note que a

equagao (3-2) pode ser reescrita na seguinte forma
ATj+5=0, §>0, b'5>0. (3-3)

Portanto, para todo o > 0, temos (§+ oy, §+ o) € F (D). De fato, usando a defini¢do de
F (D) e aigualdade em (3-3), temos

ATG+ag)+s+oa5=AT9+5+a(AT5+5) =c.
Logo, usando a udltima desigualdade em (3-3), concluimos que

lim b7 (§+ oF) = bT §+ Jim obT § = oo

Ol—o0

Como (¥ + o, §+ as) € F (D) para todo o > 0, a dltima igualdade implica que (D) é
ilimitado e assim o caso (b) ocorre.
Agora, considere o caso que (D) € invidvel. A regido vidvel de (D) € dada pelo

sistema de equagdes a seguir
Aly+s=c, s> 0.

Nossa hipdtese implica entdo que este sistema nao tem solucao, ou equivalentemente, que
0 seguinte sistema
Aly<c,

ndo tem solugdo. Entdo pelo Corolério de Farkas, existe ¥ € R" tal que:
AZ=0, >0 ¢ cf5<0. (3-4)

Novamente necessitamos discutir a viabilidade de (P). Temos duas possibilidades:

(i) (P) é invidvel;
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(iv) (P) € viavel.

Ocorrendo (iii) obtemos, mais uma vez, o caso (a). Ocorrendo (iv), existe £ € 7 (P). Isto
posto, para todo o > 0 temos que X + oX também € vidvel para (P). De fato, usando a

primeira igualdade em (3-4) e a defini¢do de F (P), temos:
A(X+ ax) = AR+ 0AX = b.
Logo, usando a ultima desigualdade em (3-4), concluimos que:

lim ¢! (£ +o%) = T £ 4 lim oc! & = —oo.
Ol—o0 Ol—o0
Entdo (P) € ilimitado e temos o caso (c).
Resta considerar o caso em que ambos, (P) e (D), sdo vidveis. Primeiramente,

vamos construir um novo sistema com as restricdes de (P) e (D), acrescidas de uma

restri¢do:
Ax < b, (3-5)
—Ax < —b, (3-6)
—x <0, (3-7)
ATy <ec, (3-8)
Tx—bTy<o. (3-9)

Note que se (x*,y*) é solugdo de (3-5)-(3-9), entdo x* é solugdo de (P) e (y*,s*) é solucdo
de (D), onde s* = ¢ — ATy*. De fato, (3-5)-(3-7) implica que x* é vidvel para (P) e (3-8)
implica que (y*,s*) é vidvel para (D). Agora, segue de (3-9) e do Teorema de Dualidade
Fraca que, para todo x € 7 (P) e (y,s) € F (D) vale

bTySCTX* SbTy* SCT)C,
0 que implica imediatamente que x* é solucdo de (P) e (y*,s*) é solu¢do de D, e mais
ainda, que ¢’ x* = bTy*. Portanto, basta mostrar que o sistema (3-5)-(3-9) tem solugio
vidvel. Observe que este sistema, pode ser reescrito na seguinte forma:

ATy <e, (3-10)

onde a matriz A, o vetor ¢ e a varidvel ¥ sdo definidas, respectivamente, por:

_ AT —AT —1 0 ¢
A= , 7 = (x,y)7, & = (b,—b,0,c,0).
( o 0 0 4 _b) ¥ =(xy) ( )
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Se (3-10) € invidvel, entdo pelo Coroldrio de Farkas, existe uma solu¢do vidvel, X €
R™ x R"™ x R" x R™ x R™ x IR, para o sistema

Ax=0, x>0, &z <0, (3-11)

onde ¥ = (u,v,w,z, OL)T. Este sistema pode ser reescrito no seguinte formato:

ATy —ATy —w +coe =0
A —ba =0

. . . (3-12)
b'u —-b'v +c'z <0
u, v, w, Z, a >0.

Desde que o sistema acima tenha solu¢do vidvel, teremos uma das duas situacoes:
v) a>0;
(vi) a =0.

Primeiramente, vamos considerar a possibilidade (v). Neste caso, sem perda de generali-
dade, podemos assumir que ot = 1. Assim, a primeira igualdade e a ultima desigualdade

em (3-12) implicam que
ATv—u)+w=c e w>0. (3-13)
Por outro lado, a segunda igualdade e a ultima desigualdade de (3-12), implicam que
Az=b e z2>0. (3-14)

A equacgdo (3-13) equivale a dizer que (v—u,w) é vidvel para (D) e (3-14) equivale a dizer
que z € viavel para (P), assim pelo Teorema de Dualidade Fraca, temos bT(v —u) < Tz,
0 que contraria a estrita desigualdade em (3-12).

Agora, vamos considerar a possibilidade (vi). Neste caso, o sistema (3-12) se reduz ao

seguinte sistema:

ATu —ATy —w =0
Az =0

3-15

bTu —bTv +cfz <0 ©-15)
u, v, w, z > 0.

Finalmente, vamos considerar as seguintes possibilidades:

(vi-a) ¢Tz<0;

(vi-b) ¢Tz>0.
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Vamos assumir que (vi-a) ocorre. Esta hip6tese, juntamente com a segunda igualdade e a

ultima desigualdade do sistema (3-15), implica que
Az=0, z2>0, cr'z<o.

Assim, pelos motivos acima expostos, o Corolario de Farkas garante que o sistema:
ATv—u)+w=c, w >0,

nio tem solugcdo. Mas isto mostra que (D) € invidvel, o que é absurdo, pois haviamos
assumido que (D) era vidvel.

Agora, vamos assumir que (vi-b) ocorre, isto &, c¢’'z>0. Esta desigualdade, juntamente
com a desigualdade estrita, a primeira igualdade e a tdltima desigualdade do sistema

(3-15), implica que
AT(v—u)+w=0, w >0, bT (v—u) > 0.
Desde que w > 0, o sistema acima pode ser reescrito na seguinte forma equivalente:
AT(v—u) <o, bT (v —u) >0,

o que pelo Lema de Farkas, resulta em que (P) € invidvel. Isto contraria a hipdtese de
viabilidade de (p) em (3-1).

Vemos assim que todas as duas situagdes conduzem a uma contradi¢do, ou seja, o sistema
(3-11) € invidvel. Logo o sistema (3-10) € viavel e portanto, (3-5)-(3-9) também, como
queriamos demonstrar.

Note que se vale o teorema de dualidade fraco e vale a inequacdo (3-9), entdo
CTx* — bTy*,

paraVx* € F*(P), V (y*,s*) € F*(D).Isto conclui nossa prova. O

3.4 Condicoes de Otimalidade

Vimos que para cada Problema de Programacdo Linear Primal temos um outro
problema associado, o chamado Problema Dual. Nesse par de problemas, existem vérias
propriedades e caracteristicas envolvidas. Através dos teoremas de dualidade, comprova-
mos que uma vez encontrada a solu¢do 6tima de um deles, podemos, automaticamente,

encontrar a solu¢do 6tima do outro e vice-versa. Computacionalmente falando, para pro-
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blemas com grandes entradas, essa abordadogem pode se dar de forma mais rdpida e
objetiva. Através da andlise das chamadas condi¢des de otimalidade, que relacionam os
conjuntos vidveis primal e dual, bem como o chamado Gap de dualidade, que seria a ve-

rificacdo de que x’s = 0. Apresentamos agora, o teorema que estabelece tais condigdes.

Teorema 3.4.1 (Condi¢cées de Otimalidade) Considere os problemas (P) e (D). Um
ponto x* € R" é uma solu¢do étima de (P) se e somente se, existe um par (y*,s*) €

R™ X R", tal que (x*,y*,s*) seja solu¢do do sistema:

Ax=b>b
Aly+s=c
xs=0

x,s8 > 0.

Prova. Seja x* € F*(P). Nete caso, (P) é vidvel e limitado e assim pelo Teorema de
Dualidade Forte (D) é viavel e existe (y*,s*) € F*(D), tal que ¢’ x* = bTy* e pelo
Teorema da Dualidade Fraca x*Ts* = ¢Tx* — bTy* = 0. Logo (x*,y*,s*) é solugdo do
sistema.

A reciproca também é verdadeira, pois se ¢! x* — bTy* = x*Ts* = 0, entdo
c’x* = bTy* e, pelo Teorema de Dualidade Fraca, para qualquer (y,s) € F (D), temos
cTx* > by, assim (y*,s*) € F*(D). Ainda temos que ¢! x* = b” y* implica, também pelo
Teorema de Dualidade Fraca, que ¢’ x* < ¢!x, para todo x € F(P), logo x* € F*(P). [

3.5 Sob a Hipotese de Existéncia de Ponto Interior

Uma questdo na qual devemos nos ater € a da hipotese da existéncia de um
ponto interior no conjunto de pontos vidveis do problema dual, ou seja, na existéncia
de (y,s) € FY(D). Com esta premissa, podemos expor uma proposicio que servird de

base para futuras demonstragdes.

Proposicio 3.5.1 Suponha % € F (P). Se existe (7,5) € FO(D), entdo o conjunto £ =
{xe F(P); c'x<cTx} é compacto.

Prova. Para mostrar que o conjunto £ € compacto, devemos mostrar que ele é limitado
e fechado. Para verificar que o conjunto £ é limitado, considere x € £, pelo Teorema de

Dualidade Fraca vale:

T T

xs=cTx—bly
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mas sabemos que ¢’ x — b7 5 < cTx—bT$ = x"5. Como x”§ > 0, temos:

)o

Lembre-se que tomamos x € £ arbitrdrio, logo £ € limitado.

1

Il

%)

1 7
X < =X §=||x[|.. < | max
S i

Agora, verifiquemos que £ é fechado. Vamos imaginar uma seqiiéncia {xk }c L,
tal que limy__,..x* =% > 0. Logo, para qualquer que seja k, temos ¢/ x* < ¢T % e entdo
lim ¢/ =T Jim F=cr <%

O que implica dizer que X € £ ou ainda que £ é fechado. Como £ é fechado e limitado,

£ é compacto. O

Corolario 3.5.2 Se F°(D) # 0 = (P) possui 6timos.

Prova. Da demonstracdo do Teorema de Dualidade Forte, o resultado segue. UJ

3.6 Teorema da Complementaridade Estrita

Sejam x* € F*(P) e (y*,s*) € F*(D), solugdes Gtimas para os problemas primal
e dual respectivamente, dizemos que a igualdade (x*)7s* = 0 é chamada condigio de folga
complementar. O Teorema das Folgas Complementares afirma que as solu¢des 6timas dos
problemas primal e dual satisfazem a condi¢do de folga complementar. A demosntracao

pode ser encontrada em [30].

Teorema 3.6.1 Considere x* € F*(P) e (y*,s*) € F*(D) solugcdes dtimas, respectiva-

mente, para os problemas primal e dual. Entdo x*s* = 0.

Prova. Considere as solu¢des 6timas x* € F*(P) e (y*,s*) € F*(D), pelo Teorema de

Dualidade Forte 3.3.2 temos que, (x*)7s* = 0. Note que x*s* = 0 significa que xis7 =0

para j = 1,--- ,n. Que é equivalente a
n
(x)Ts* = Zx}fs; =0,
j=1
parax > 0e s > 0. E o resultado se segue. O

Considere novamente x* € P* e (y*,s*) € F*(D), solugdes Otimas para os

problemas primal e dual respectivamente, dizemos que a desigualdade x* +s* > 0 é
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chamada condicdo de folga complementar estrita. O Teorema de Complementaridade
Estrita, afirma que qualquer PPL com solug¢do 6tima, possui uma solucdo 6tima que
satisfaz a condicao de folga complementar estrita. Sua demosntracao pode ser encontrada
em [30].

Teorema 3.6.2 Suponha que os problemas (P) e (D) admitam solugdes étimas. Entdo os

problemas primal e dual tém um par de solucdes que satisfaz x* + s* > 0.

Prova. Queremos demonstrar que x}k- = 0 para toda solug@o 6tiuma primal se, e somente se,
s;f > (0 para alguma solucdo 6tima dual. Se sj > 0 para alguma solucdo 6tima dual, entdo
pelo Teorema das Folgas Complementares 3.6.1, temos que xj = 0 para toda solugdo
Otima para o problema primal. Assim, suponha x;‘- = 0 para toda solucdo 6tima primal,
vamos demosntrar que s}f > 0 para alguma solu¢@o 6tima para o dual. Para isso, considere

vp o valor 6timo primal, vp o valor 6timo dual e K = vp = vp. Seja o seguinte problema

(1) minimizar — (uj)Tx
sujeitoa:Ax=>b
—cTx—1r=—x

x>0, t >0,

onde u#/ € IR" é um vetor de zeros com a j-ésima coordenada igual a 1. Note que xj- =0

é equivalente ao problema acima admitir uma solugéo 6tima, digamos (£,7), com valor

6timo —(u/)T £ = 0. O problema dual de (1) é o seguinte problema de otimizagio,

(2) maximizar b’y — 1\
sujeitoa: ATy —ch+s = —u’/
—t+5,41=0
s>0, 5,41 >0.

Pelo Teorema de Dualidade Forte 3.3.2 o problema (2) também admite solu¢do 6tima

>, 5L, §,8,+1) com valor 6timo
b'5—xch=—(u) 2 =0. (3-16)

Agora, defina A= Sn+1 > 0 e considere (7,5) € D*. Assim, segue-se que

AT5+35) +(AT(y) —ch+8) =c—u/
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e com algumas manipulacdes algébricas na equacao acima obtemos que,
F+8+u =(1+Nec—AT(F-9).

Dividindo ambos os lados da dltima expressdo por (1 + 5») > 0 e tomando

— A - A ,]
N e e (3-17)
1+A 1+A

segue-se que

. S+8+u/ .

c—ATy* =¢* e — > — >
1+A 1+A

0. (3-18)

Por outro lado, utilizando a defini¢do de y* em (3-17) e utilizando a igualdade (3-16)
obtemos que

b%ﬁ:bT(y+y

1+A

Como consideramos (7,5) € F*(D) e x sendo o valor 6timo dual, temos da ultima

) _ (bTy-Hi) 141&' (3-19)

igualdade que

N
byt > (b"y+b"yh)— =bTy.
1+
Da dltima desigualdade e de (3-18) obtemos que (y*,s*) € F*(D), logo concluimos que

* __
=
para o dual. Isto finaliza a demonstracao. 0J

se x* = 0 para toda solucdo 6tima para o primal entdo, s;‘. > ( para alguma solu¢do 6tima

3.7 Centroide do Conjunto Solucao Dual

Nesta secdo vamos definir o centréide do conjunto solucdo dual o qual serad
de suma importancia nos Capitulos 4 e 5. Come¢amos com um lema, que trata sobre
a concavidade de um conjunto especifico que aparecera na deducdo do Centréide do
Conjunto Solucao Dual.

Se C C R" € um conjunto convexo, dizemos que f : C — IR" é uma func¢ado

concava em C, quando a fungdo (—f) é convexa em C.

Lema 3.7.1 A funcdo 65 : R" — IR, definida por:
cy(s) =min{sj: j¢ J}

é concava para todo J C {1,2,...,n}.
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Prova. Para provar a concavidade de G, primeiro note que:
6,(s) := —max{—s;: j¢ J}.

Assim, basta mostrar que a seguinte fungio G6,(s) : IR" — IR definida por:

G;(s) :=max{—sj:j¢J}.

é convexa. Como para cada j € J = {1,2,...,n}/J a fun¢do R" > s — ¢j(s) = s; é linear
e portanto convexa e, além disso,

epiGy(s) = Nier epig;(s).
Temos pela Proposicao 2.1.14 e o fato de que a intersec¢do de conjuntos convexos tam-

bém é convexo, que G; € convexa. Portanto, como 6; = —Gy, o resultado segue. O

O centréide s do conjunto F*(D) é determinado recursivamente como segue.

Primeiramente, considere o problema
max{cg(s) : I(y,s) € F*(D), paraalgumy € R™}, (3-20)

onde B={j:%; >0,V x€ F*(P)}eN={1,2,...,n}/B. Sejam v} o valor 6timo e S} o

conjunto solugdo do problema (3-20). Definamos:
Ji:={j¢B:sj=v],Vse S}

Como s; > 0, para todo j € N temos v] > 0. Desde que 65 € uma fungdo concava, (veja
o Lema 3.7.1) temos que S} € um conjunto convexo, compacto, ndo vazio e J; # 0. Se S}
possui um dnico ponto, entéo definimos s¢ sendo {s“} = %, caso contrario, consideramos
o problema

max{cp, (s):s € ST},

onde By = BUJj. Seja v; seu valor 6timo e S5 o conjunto solugdo 6timo. Definamos:
Jr:={j¢Bi:sj=v5Vse€ S5}

* . . * * 4 *
Como S7 possui mais de um ponto e J; # 0, segue-se que v5 > vi. Também temos que S5
¢ um conjunto convexo, compacto, ndo vazio e Jo # 0. Se S5 possui um tinico ponto, entio

definimos s¢ com {s“} = S5; caso contrdrio, continuando esse processo, recursivamente,



3.7 Centréide do Conjunto Solu¢do Dual 51

obteremos uma seqiiéncia de conjuntos
F*(D)=SyD81 D8 D...08 ={5Y,

uma seqiiéncia de conjuntos de indices disjuntos B = Jy,J1,J2,...,J, € uma sequéncia de

escalares 0 = v < v] <vj <...<vj, talque paracadal=0,1,2,...,r — I, temos:

i) vj | eS;, sdo o valor 6timo e conjunto solugéo do problema
max{cp,(s):s €S},

onde B; :=JoUJi UL U...UJ};

i) i ={j¢Bi:sj=v,,Vs €5}



CAPiTULO 4

Trajetoria Central Asssociada a Entropia -

Convergeéncias Primal e Dual

4.1 Introducao

Neste capitulo, estudamos as trajetérias central primal e dual associadas, respec-
tivamente, as fungdes entropia e exponencial. Mais detidamente estudaremos a trajetoria
central primal no contexto da pertubacdo do problema primal através da funcio entro-
pia, que € estritamente convexa e de classe C*. Provaremos a boa definicao da trajetoria
central primal e sua convergéncia ao centro analitico da face 6tima primal. Também pro-
varemos a boa defini¢c@o da trajetdria central dual e sua convergéncia ao centrdide da face
6tima dual. Neste capitulo usamos como referéncias basicas Cominetti e San Martin em

[3], bem como Iusem, Svaiter e Cruz Neto em [6].

4.2 A funcio entropia e a trajetoria primal-dual

4.2.1 A funcao entropia

A nocdo de entropia, ja foi objeto de muitas controvérsias e distintas formu-
lagdes, teve sua origem nos estudos de termodinamica (segunda lei da termodinamica),
onde foi introduzida para caracterizar o grau de desordem de um sistema. Assim, o valor
da entropia € tanto mais baixo quanto menor for a agitacao térmica da matéria e quanto
mais ordenada e complexa for a configuracio por ela assumida. E viceversa, a entropia
¢ tanto maior quanto maior for a agitacio térmica da matéria e quanto mais elementares

sejam os modos pelos quais se estruturam as moléculas, os &tomos e os nicleos atdmicos.

Shannon, também conhecido como "pai" da teoria da informacao, fora um fa-
moso matematico americano que estabelecera a aplicacdo elétrica da dlgebra booleana. O
conceito proposto por Shannon, poderia ser chamado de entropia na teoria da informagao

e refere-se a incerteza de uma distribui¢do de probabilidade, o leitor interessado poderd
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obter outras informagdes em [32]. A entropia na teoria da informagdo corresponde a in-
certeza probabilistica associada a uma distribuicdo de probabilidade. Cada distribui¢do
reflete um certo grau de incerteza e diferentes graus de incerteza estdo associados a di-
ferentes distribui¢cdes (embora diferentes distribuicoes possam refletir o mesmo grau de
incerteza). De um modo geral, quanto mais "espalhada" a distribuicdo de probabilidade,
maior incerteza ela ird refletir.

Por exemplo, se alguém lanca um dado de seis faces, sem saber se ele € viciado ou ndo,
a probabilidade mais razodvel a ser atribuida a cada resultado possivel é 1/6, ou seja,
representar a incerteza usando a distribui¢do uniforme. Esta atitude segue o conhecido
principio da razdo insuficiente de Laplace, onde atribuir chances iguais aos eventos possi-
veis € a maneira mais razodvel de alguém refletir sua ignorancia (e sua incerteza) quanto
as chances de ocorréncia de cada evento. Por outro lado, prevendo-se a informacao de
que o dado € viciado e que ele d4 nimeros maiores (menores) que a média (=3,5, no caso
uniforme) mais freqiientemente, entdo a pessoa naturalmente ird assumir uma distribui¢ao
alternativa a uniforme para expressar sua incerteza.

Shannon (1948) em [32], derivou uma medida para quantificar o grau de incerteza de
uma distribui¢@o de probabilidade. Denominando S a medida de entropia de Shannon, sua

expressdo formal para distribui¢cdes discretas de probabilidade € dada por:

n
S(p) = -} pilogpi. 4-1)
i=1

Note que S é uma funcio estritamente concava. Isto € importante, pois garante que S tenha

um unico méaximo global, mesmo quando sujeita a restricdes lineares.
Em nosso trabalho iremos utilizar a oposta da fun¢do entropia, ou seja, vamos
utilizar a equacdo (4-1) sem o sinal de menos, portanto uma fun¢do estritamente convexa
que possui um unico minimo global, o que serd imprescindivel para vdrias demonstragdes

em nosso trabalho.

4.2.2 Os problemas (P) e (D) perturbados

Vamos utilizar a fun¢do entropia (segunda lei da termodinamica), para perturbar
o problema primal (P) e sua conjugada para perturbar o problema dual (D). Os problemas

(P) e (D) perturbados com a funcao entropia e exponencial, respectivamente, sao:

n
(Py) minimizar ¢’ x+u Z x;logx;
i=1

sujeitoa Ax=">b

x>0,
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n
(D,u) maximizar bTy —u Z e—S[/,Ll—l
i=1

sujeitoa ATy+s=c.

Lembramos que por hipétese consideraremos que F°(P) # 0 e também que F°(D) # 0.
Note que o problema D,,, ndo possui a restri¢cdo de que s > 0. Ou seja, ndo existe a barreira

para s e talvez resida ai a dificuldade em se resolver este problema.

4.2.3 Trajetoria Central Primal-Dual Associada a Entropia

Nesta sec¢do iremos provar alguns resultados, com a intencdo de apresentar
formalmente a Trajetdria Central Primal-Dual. Trabalharemos com as versdes perturbadas
dos problemas primal e dual.

Seja ¢ a fungdo definida na equacdo (2-14), apresentada no Capitulo 2. Vamos
agora, entendé-la a R" e por abuso de nota¢do seguiremos chamando-a de @. Seja
¢ : R", — R definida por:

n
o(x) = Z x;logx;, com a convengdo de que rlogr =0, parat =0, x > 0.
i:x;>0
Como ja vimos anteriormente, @ € estritamente convexa em IR’} , e esse fato serd
importante no decorrer de algumas demonstraces. E ficil ver que ¢ é continua.

Para simplificar as notag¢des, definamos também a fungio @, : R", — IR, tal que
Pu(x) = ¢ x+ (). 4-2)

Note que @, € estritamente convexa em IR, | para u > 0, e possui um unico ponto de

minimo em em R’ .

Proposicao 4.2.1 Seja X > 0. Entdo o conjunto

C={xeR: @ux) < Qu(D)},
é ndo vazio e compacto.

Prova. A funcio ¢ € extritamente convexa e continua. Note ainda que isto também vale
para @,. Temos que £ € claramente ndo vazio, pois £ € £. Como @, possui um tnico
ponto de minimo em R", segue do Coroldrio 2.1.22 o resultado desejado, ou seja, £ é

compacto. 0
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Teorema 4.2.2 Para cada u > 0 o problema (P,) tem solugdo tinica, digamos, x(u) > 0.

Prova. Dado % € F°(P). Pela Proposicio 4.2.1, o conjunto

L={xeR}: @u(x) <oux)},

€ ndo vazio e compacto. Logo, a convexidade estrita de @, implica que ela tem um dnico

minimizador no conjunto
FP)NE={xeR,: Ax=0,x>0, @u(x) <@u()},

visto que este conjunto também é convexo e compacto. Denotamos x(u) ao tinico minimi-
zador de @, em 7 (P)N £. Vamos mostrar que x(u) € F°(P), isto é, x(u) > 0. Para isso,

suponhamos por absurdo que
x(u) €0F(P)={x€R":Ax=b, x>0, x1x2...x, = 0}.
Agora, definimos o seguinte vetor:
ze = (1 —€)x(u) + &%,

onde 0 < € < 1. A igualdade acima € equivalente a

€

(e — () = T (T —ze)- (4-3)

Por outro lado, como z¢ € F (P) N £, pela minimalidade de x(u) temos que @, (x(u)) <
Qu(ze), isto &,
0 < Qu(ze) = Qu(x())- (4-4)

Pela desigualdade do gradiente, Proposicao 2.1.16, obtemos da equacdo (4-4) que

Agora, utilizando a defini¢io de @, a tltima inequagdo se reduz a

0 < (c+pulog(ze) + e, X — z¢).
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Ap6s algumas manipulagdes algébricas, chegamos a

0< <,ulog(z8),)?> - [<C7Z£> + <H10g(28)7Z8>] - <:uevZ8> + <c+ye,i>.

Vemos que o termo que encontra-se entre colchetes, representa justamente o produto

®u(ze). Chegamos entdo a

0 < (ulog(ze), %) — Qu(ze) — (ue,ze) + (c+ue,%).

Note que & > 0 e que limg_,0z¢ = x(u). Como estamos supondo que x(u) € dF (P), existe
pelo menos um j € {1,2,...,n}, tal que x;(u) = 0. Assim, usando o fato que ¢, é continua

e que ¥ > 0, u > 0, a equacdo acima nos leva a um absurdo, pois
lim (log(zg¢),x) = —oo.
£—0

Logo x(u) € F°(P), ou seja, x(u) > 0. Agora, vamos mostrar que x(u) minimiza ¢, em
F(P). Ja que x(u) minimiza @, em F (P)N £ resta mostrar que x(u) minimiza @, no
seu complementar. Seja x pertencente ao complementar de 7 (P) N £ em relagdo a F (P).

Assim temos:
Qu(x) > Qu(X) = Qu(x(u)),

logo x(u) minimiza @, em ¥ (P). O

Também podemos mostrar que, para cada u > 0, o problema (D,,) tem uma tnica
solucdo, digamos, (y(u),s(u)). Vamos definir agora as Condi¢oes de Otimalidade dos

Problemas Perturbados.

Proposicao 4.2.3 Para cada u > 0, o seguinte sistema:

Ax=b, x>0, (4-5)
Aly+s=¢, seR", (4-6)
s+uVe(x) =0, u>0, (4-7)

tem solugdo unica, digamos (x(u),y(u),s(u)).

Prova. Pelo Teorema 4.2.2, a tinica solugdo de (P,) € x(u) > 0. Assim, a restricdo x > 0 ¢

inativa para o problema (P,), logo o Lagrangiano associado ao problema (P,) é dado por:

Lp(x,A) := T x +up(x) — (A, Ax — b), x>0, u>0,
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onde A € R™ é o vetor de multiplicadores de Lagrange. Por defini¢do de x(u), existe A(u),

tal que o par (x(u),A(u)) € o tnico minimo de Lp, e ele anula seu gradiente, isto é

ViLp(x(10), AMu)) = ¢ = ATAMw) + uV(x(u)) =0, (4-8)
VaLp(x(u), Mu)) == Ax(u) —b=0. 4-9)

Como o Posto(A) = m, existe um tnico A(u) € IR™ satisfazendo a equagdo (4-8). Agora,

defina o seguinte vetor s(u) := —uV@(x(u)) e note que esta igualdade é equivalente a

$(1) + UV Q(x(u)) = . (4-10)

Portanto, s(u) e x(u) > 0 satisfazem a equag@o (4-7). Agora, fazendo y(u) = A(u) e como
s(u) = —uVe(x(u))), temos que a equagio (4-8) pode ser reescrita da seguinte forma:

ATy(u) +s(w) = c. (4-11)

Segue das equagdes (4-9), (4-10) e (4-11) que a terna (x(u),y(u),s(u)) é a dnica solu¢do
do sistema (4-5)-(4-7). ]

As equacgdes e inequacgdes (4-5)-(4-7) sdo conhecidas como condi¢des de
Karush-Kuhn-Tucker (KKT) ou de otimalidade para o problema (P,). De modo andlogo,

7z

o Lagrangiano para o problema (D,,) é:
n

Lp(y,s,0) =0Ty —uY e — (W ATy+5—c), >0,
i=1

onde A é o multiplicador de Lagrange. Desta forma, podemos mostrar que as condig¢des
de otimalidade do problema (D,,) sdo também dadas pelo sistema (4-5)-(4-7).

A trajetéria central primal é o conjunto de pontos {x(u) : u > 0}, onde

n
x(u) = argmin {ch—f—,uinlogxi Ax=b,x > O} ,
i=1
ou seja, para cada u > 0, o ponto x(u) é a tnica solug¢@o do problema P(u). De modo ana-
logo, definimos a trajetdria central dual como sendo o conjunto de pontos { (y(u),s(u)) :

u >0}, onde
n
s(u) = argmax {bTy —,uZ e SilH1 Aly 5= c} ,
i=1
ou seja, para cada u > 0, o ponto (y(u),s(u)) € a tnica solu¢do do problema (D,,), para
algum y(u) € R™.
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Portanto, definimos a trajetéria central primal-dual, associada a entropia como sendo o

conjunto de pontos
{ (), y(w),s(u)) = 0> 0}

4.2.4 A Trajetoria Central Associada a Entropia é uma curva dife-

renciavel

Apresentamos agora, alguns resultados que mostram, de fato, que a Trajetéria

Central Primal-Dual associada a entropia é uma curva diferencidvel.

Teorema 4.2.4 As equacoes (4-5)-(4-7) definem uma curva diferencidvel no conjunto

R" . x R™ x IR, ., ou seja, a trajetoria central é uma curva diferencidvel.

Prova. Primeiro, defina a seguinte funcao

YR, xR"xR'<xR— R"xR"xR"
(%, 3,8,18) = (Ax = b, ATy +5 — ¢, 5+ uVQ(x)).

Note que a matriz jacobiana de , com relagdo a (x,y,s) é dada por:

A 0 O
V(&y,S)W(x:nya,U) = 0 AT 1
uV2e(x) 0 I

Note que o sistema (4-5)-(4-7) € equivalente ao seguinte sistema
y(x,y,s,4) = (0p,0,,0,), u>0, x>0, seR" (4-12)

Dado i > 0, temos da Proposi¢ao 4.2.3 que o ponto (x(&),y(@),s(@),n) é solugdo do
sistema acima. Entdo, como o Posto(A) = m e uV?@(x) é nio singular, temos pelo
Lema 2.1.11 que a matriz jacobiana de Wy no ponto (x(@),y(@),s(@),) é ndo-singular.
Entdo, segue-se do Teorema da Funcao Implicita 2.1.23, que existe um aberto

Ux(p—¢pa+e) CR, xR"xR"xR,

e uma unica curva continuamente diferencidvel n : (a —¢€,u+€) — U, satisfazendo a

seguinte igualdade n(z) = (x(@),y(@),s()) e além disso

W(Tl(.u),.u) = (Om;0n70n>, M < ([_1—8, ‘EI—FE) (4'13)

Pela Proposi¢do 4.2.3, para cada u > 0, o sistema (4-5)-(4-7) tem uma unica solug¢do
(x(u),y(u),s(n)) € R x R™ x R". Como n(u) € R" | x R™ x IR" segue-se de (4-13),
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(4-12) que

nw) = (x(u),y(w),sw),  uHe(@—¢, p+e).
Como f é qualquer ponto no intervalo aberto (0,+), segue-se que a trajetdria
{(x(u),y(p), (1)) : u > 0} é diferencidvel. O

Seja {(x(u),y(u),s(u)) : u > 0} a trajetéria associada a fungdo entropia. A curva
M : (0,4e) — IR definida por

tem como imagem a trajetdria central primal-dual associada a entropiae como € usual

também serd chamada de trajetdria central primal-dual associada a entropia.

4.3 Convergéncia da Trajetéria Central Primal  Asso-

ciada a Entropia

Vamos demonstrar a convergéncia da Trajetéria Central Primal associada a
entropia. Como veremos, esta trajetoria convergird para um ponto denominado o centro

analitico da face 6tima primal.

Proposicao 4.3.1 Seja {x(u) : u> 0} a trajetoria central primal. As seguintes afirmagdes

sdo verdadeiras:

(1) A fungdo 0 < ur— @(x(u)) é ndo-crescente;
(ii) O conjunto {x(u) : 0 < u <} é limitado, para cada i > 0;

(iii) Todos os pontos de acumulacdo da trajetoria central primal sdo solugées do

problema (P), quando u — 0.

Prova. Utilizando as equacdes definidas em (4-5)-(4-7), temos:

pVo(x(u) = —c+ATy(w),  Alx(w)=b,  u>0. (4-14)

Sejam 0 < y; < up. Como @ € convexa, pela desigualdade do gradiente, Proposi¢ao 2.1.16,

temos:

i (@(x(u1)) —@(x(12))) < aVo(x(u)), x(u) —x(u2))-

Usando a primeira igualdade de (4-14) e a equagdo acima, concluimos que

(0(x(u1)) = @(x(12))) < (—e+ATy(), x(u1) —x(u2)).
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Como a segunda igualdade de (4-14) implica que (x(u;) —x(u2)) € INullA, entdo usando

a Proposicdo 2.1.10, segue da ultima desigualdade que

p1(@(x(pn)) = @(x(u2))) < (=, x(pr) = x(u2)). (4-15)

Podemos mostrar que a seguinte desigualdade também € valida

p2(@(x(12)) — @(x(u1))) < (—c, x(u2) —x(u1))- (4-16)

Somando (4-15) e (4-16), obtemos

(1 = 1) (@(x(ur)) = @(x(p2)) <.

E como u; —up < 0, teremos que @(x(u1)) > @(x(u2). Isto posto, concluimos que ¢ é
ndo-crescente e a afirmacao (i) estd provada.

Agora, fixemos i > 0. Usando o mesmo raciocionio usado no item (i), temos que

(@ (x(u)) — @(x(m)) < (—c, x(u) —x(@)), 4-17)

para todo 0 < u < fi. Do item (i), sabemos que 0 < @(x(u)) — @(x(z)). Por outro lado, da
equacao (4-17), temos que (c, x(u)) < (¢, x(@)), para todo 0 < u < g. Com isso,

{x(u):0<u<plCc{xe F(P):c"x<c"x(m)}.

Pela Proposicao 3.5.1, o conjunto de nivel {x € F(P) : cTx < ¢Tx(@1)} é compacto, logo
a inclusdo acima implica a afirmacdo do item (ii).

Suponha agora que X seja um ponto de acumulagdo de {x(u) : u > 0}. Veja que Ax =
b e x>0,isto é, x € F(P). Considere uma seqiiéncia de nimeros positivos {u }, tal que
limg ooty = 0 € que limg o x(ux) = X. Seja x* uma solugio de (P) e x € F°(P). Como
x* € 9FO(P), x € FO(P) e FO(P) é convexo, temos que

Z(e)=(1—e)x*+exe FO(P), Vee(0,1).

Da minimalidade de x(u), segue-se que ¢” x(uy) + @ (x(u)) < T Z(e) + w9(Z(g)), ou
ainda que

e (@(x(ur)) — 9(Z(e))) < (¢, Z(e) = x(u))-
Como @ é continua na fronteira dF°(P), limy .. x(u) = ¥ e Z(€) — x* quando € — 0,

concluimos da dltima equagdo que

0<{c, x"—x),
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pois u; — 0. A tltima desigualdade equivale a ¢’% < ¢/x*. Como x* é uma solucio
do problema (P) e ¥ € F(P), segue-se que X também ¢é solucao de (P), o que prova a

afirmacao (iii). O

Teorema 4.3.2 Seja x° € R’} |, o centro analitico de F *(P), isto é, o tinico ponto que

satisfaz
n
x‘ =arg min{inlogxi:xE_‘}'*(P)}. (4-18)
i=1
Entdo
lim x(u) = x°.
u—0

Prova. Sejam X um ponto de acumulacdo da trajetdria central primal, que existe pela
Proposi¢do 4.3.1, e uma seqiiéncia de ntimeros positivos {u}, tal que limg_cour = 0 e
limy_.o x(u) = X. De maneira andloga ao feito na prova da Proposicdo 4.3.1, podemos

mostrar que

1 (@(x (ki) — @(x)) < (e, x— X)),

para todo x € F(P). Tomando x € F*(P), temos ¢! x < ¢’ x(u), para todo k. Assim,
teremos da equacdo acima que, @(x(ux)) < @(x), para todo k. Agora, como ¢ é continua,

podemos tomar o limite quando k — oo, e concluir que @(%) < @(x), isto é, que

n n
Zfi logx; < inlogx,-,
i=1 i=1

para todo x € F*(P). Desse modo, qualquer ponto de acumulac@o da trajetéria central
(4-18), ou seja, € solucdo do problema. Por outro lado, x° é o tinico ponto satisfazendo
(4-18), uma vez que a fungdo objetivo deste problema é estritamente convexa e F*(P) é

um conjunto convexo e fechado. Portanto, a trajetoria central converge a x°. [

4.4 Convergéncia da Trajetéoria Central Dual

Associada a Entropia

Mostraremos agora, a convergéncia da Trajetéria Central Dual. Como veremos,
esta trajetoria convergird ao centréide do conjunto solucdo dual. Comegamos com o

seguinte lema.
Lema 4.4.1 Sejam (x, (v,5)) € F(P)x F(D) e (x°, (°,5°)) € F(P) x F (D). Entdo vale
a relacdo de ortogonalidade:

(x—x% s—s" =o0.
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Prova. Pela viabilidade primal de x e x° temos que Ax = b e Ax" = b. Logo, A(x —x°) =

Ax — Ax" = 0. De onde deduzimos que
x—x" € INullA. (4-19)

Do mesmo modo, como (y,s) e (y?,s°) sdo vidveis, temos que ATy +5 = ¢, ATy0 + 50 = ¢

e AT(y—y") + (s —5°) = c — ¢ = 0, 0 que implica que
s—s9 e ImAT. (4-20)

Portanto, usando (4-19), (4-20) e a Proposi¢ao 2.1.10, obtemos o resultado desejado. [J

Proposicao 4.4.2 As afirmacoes abaixo sdo verdadeiras:

(i) O conjunto {s(u) :0 < u < a} é limitado, para cada g > 0;

(i) Todos os pontos de acumulagdo da trajetoria central dual sdo solugcoes do problema

(D), quando u — 0.

Prova. Para provar (i), consideramos x° € F9(P) e (0,s) € F°(D). Entdo, de acordo

com o lema anterior, temos que:

(x(u) —x°, s() —s°) = 0.

Como x(u) >0 e s” > 0, temos que (x(u), s°) >0, logo

(0, s(u)) < (e(u), s(u)) + (x°, s°),

substituindo o valor de s(u) = —uV@(x(u)) = —ulogx(u) — ue, nessa desigualdade,

obtemos:

0 0

(x°, s(u)) < —p(x(u), logx(u) +e) + (x°, s°).

Mas —u(x(u), e) < 0, logo temos da equacdo acima que:
(2, s(w)) < —u(x(u), logx(w)) + (%, s°).

Como @(x(.)) é ndo-crescente no intervalo (0, ), usando sua defini¢cdo, podemos escrever

a partir da dltima desigualdade que:

(00, s(u) < —pp(x() + (°, 5%). (4-21)
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Considere x¢, o centro analitico da face 6tima primal, e note que pelo Teorema 4.3.2,

lim,, o x(u) = x°. Considere também os seguintes conjuntos:
B:={j:x>0}, N:={j:x5=0}.
Note que s(u) pode ser dividido em duas partes:

sp(u) = —u(logxp(u) +ep),  sn(u) = —p(logxy(u) +en). (4-22)

Da definicdo do conjunto B e da primeira igualdade em (4-22) , temos em vista do
Teorema 4.3.2:

lim sp(u) = 0. (4-23)
u—0

Veja ainda que, pela definicdo de N e a segunda equagdo em (4-22), existe ft < i tal que:

sn(p) = —u(logxn(u) +en) >0,  O<u<p.

Logo, concluimos que:

min {x? ci€N}sn(w)]| < (%, sw(w),

pois, nesse caso, |[sy(u)|| < Y,;cpsi(u). Combinando (4-21), a defini¢do dos conjuntos B

e N e a desigualdade acima temos

Isnll < [, 5%) —u@(x(@)) — (g, sp(w))]/min{x}: i €N},

para 0 < u < 1, pois x > 0 e s(u) < 0. Obtemos de (4-23) e da ultima inequag@o que o
conjunto {s(u) : 0 < u <} é limitado e o item (i) estd provado.
Agora, vamos demonstrar o item (ii). Pelo Teorema 3.4.1 (vide demonstracao),

basta mostrarmos que todo ponto de acumulag@o da trajetéria dual satisfaz as seguinte

equacoes:
Aly+s=c, (4-24)
(x)Ts=0, (4-25)
5 >0, (4-26)

onde x* é qualquer soluc@o do problema (P), isto é x* € F*(P) . Sejam (7,5) um ponto

de acumulagio da trajetéria dual e {1} uma sequéncia de nimeros positivos tais que

§= lim S(yk), khm ur =0.

k—o0
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Note que ATy () +s(ux) = ¢ e passando o limite, temos que AT§ -+ 5 = ¢ e a equagio
(4-24) se verifica.

Veja que lim,_ox(u) = x° € F*(P), de onde podemos escrever que:

(x)"5 = lim (X(uk))TI}E{}OS(Hk) = ,}EIQO(T(Hk)S(Hk)-

k—o0

Observe que de (4-7) temos s(ux) = —uV@(x(uy)). Assim, substituindo esta igualdade

na equacdo acima e usando a defini¢do de ¢ obtemos
(x)'5= — lim [ @(x(kax)) +x(u) ).

Como limy_,e ptx = 0, lim,,_ox(1) = x° e @ € continua, a tltima igualdade equivale

assim (4-25) estd provada, para x* = x°.
Resta mostrar que (4-26) vale ou, mais especificamente, que § > 0. Primeiro

considere os seguintes conjuntos
N={i:x{ =0}, B={l1,...,n}/N.

Desde que s(ux) = —uVo(x(ur)) e § = limg_s(u), pela definicdo de ¢, podemos

escrever
5p = — lim yu[(logxp(u) +ef, Sy = lim puf(—logan (us) —e]. (4-27)
Agora, como lim,_oxy(ux) = x5, = 0 e ux > 0 existe ko tal que
wi(—logxy(ug) —e) >0, k> ko.

Logo, da inequacdo anterior e da segunda igualdade em (4-27), temos que sy > 0. Por
outro lado, lim,_.oxg(ux) = x5 > 0, logo concluimos da primeira igualdade em (4-27)

que §p = 0. Portanto (4-26) vale e o item (ii) estd provado. O

Proposicao 4.4.3 Seja {x(u) : u > 0} a trajetoria central primal. Se u >0 e X € F(P),

entdo s(u) = —ulogx(u) — ue é a unica solugdo de

n
min {)ETS —i—,uZ exp il s € c+ImAT} : (4-28)
i=1
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Prova. Pelas condi¢des de otimalidade de (4-28), devemos mostrar que:

n
Vi ()ETS +u Z exp_si/“_1> =x—exp e,
i=1

avaliado em s(u), pertence ao complemento ortogonal de ImA”, isto é, ao conjunto

INullA. Como s(u) = —ulogx(u) — ue, da equagio acima temos:

n
Vs ()ETS +pZexp_si/“_1> =x—x(u).

=1 ‘SZX(IJ)

Portanto o resultado segue-se, pois X —x(u) € INullA. O

Seja o s¢ centréide do conjunto F*(D), definido na Sec@o 3.7 do Capitulo 3.

Teorema 4.4.4 A trajetéria dual {s(u) : u > 0} converge ao centréide s¢ do conjunto

solugdo dual F*(D), quando u tende a zero.

Prova. Pela Proposigio 4.4.2, temos que para cada i > 0, o conjunto {s(u) : g > u > 0}, é
limitado. Portanto, € suficiente provar que s¢ é o Gnico ponto de acumulacido do conjunto

{s(u) : 0 < u < @} quando u tende a zero, para concluir que

C

lim s(u) = s°.
u—0
Seja § um ponto de acumulagio do conjunto {s(u) : 0 < u < i} quando u vai para zero e

{u} uma seqiiéncia tal que:

limu =0,  lims(u) =35, lim y(u) =7, (4-29)
k—so0 H—0 Hi—0

onde ATy(uy) +s(u;) = c e —AT§ — § = —c. Para simplificar a notacdo, definamos

S =su),  Y=ywm), k=01,...

Definamos ainda
F=s+(s—5), k=0,1,.... (4-30)

Como s¢ € F*(D), existe y* tal que ATy* 4 5 = c. Note que da definigdo acima,
temos que
lim §* = 5°. (4-31)

k—so0
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Efetuando uma soma termo a termo, € imediato concluir, das definicdes acima que
AT (=3 +y +y) +5 + (s —5) =c.

Donde podemos deduzir que §* € ¢+ ImAT .
Pela minimalidade de s¥, para cada y, podemos usar a Proposicdo 4.4.3, com X sendo

uma solu¢do do problema primal (P), para obtermos:

J

n
— sk — _
X_Tsk_'_luk e S]/,uk ISXT§k+‘le
=1 j

n
&
e_sj/,uk—l.
=1

Note que pela Proposigdo 4.4.2 (ii) e pelo Lema 4.4.1, £ 5¢ = &7 s* + x7s¢ — x5 = & s,
isto é,
ilsk=zlsk,

Logo, usando a igualdade acima, a ultima desigualdade pode ser reescrita como

Y oS/l g y oS/ < y oS/l g y oS/

jeB j¢B jeB Jj¢B

Para j € B, da igualdade (4-30) concluimos que s"]C = s’]‘-. Com efeito, pelo que vimos
no fim da demonstragdo da parte (i) da Proposicdo 4.4.2, sp = 0. Por outro lado, como
x>0,5>0exp=0,do Lema 4.4.1 segue que s3 = 0. Entdo podemos simplificar a

ultima desigualdade para estabelecermos que:

Y e i< Y e, (4-32)

Jj¢B Jj¢B
Agora, utilizando a defini¢do da funcdo op (vide secdo 3.7), o lado esquerdo de (4-32),

pode ser limitado inferiormente como

e < Y i
j#B

. ~ . —on(sk .
j4 que todos os termos da soma sdo positivos € e o8(s")/uc ¢ um deles. Por outro lado,

utilizando novamente a defini¢do de 6, de (4-32), obtemos

Y i/ < (n— |B‘)e_63(§k)//1k,
Jj¢B
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onde |B| denota a cardinalidade do conjunto B. Combinando as duas dltimas desigualda-

des com a desigualdade (4-32), segue que

e 086 e < (5 — |B)e~ 086 1

Aplicando o logaritmo a dltima desigualdade, e apds algumas manipulacdes algébricas,

chegamos a
o5(s") = op(5) — ulog(n — |B]).

Tomando o limite quando k tende para o na ultima desigualdade, utilizando a continui-
dade de 6 e as equagdes (4-29) e (4-31), obtemos

op(5) > op(s“) =7,

o que implica dizer que § € S7 (vide se¢do 3.7). Portanto §; = 5%, para todo j € Ji. Desta

ultima igualdade e de (4-30), concluimos que:

k_ & .
si =5, VjelJ.

Utilizando esta ultima igualdade, podemos eliminar os termos correspondentes em (4-32),

Z e—s’j/ﬂk < Z e—S']}/Hk’

j¢B1 J¢B1

onde B; = BUJ;. Usando argumento similar, iremos obter:

para obter:

G, (s*) > o, (5) — plog(n — |Bi]),
onde |B| denota a cardinalidade do conjunto B;. Portanto,
03, (5) = 0B, (s°) = v3,
o que implica dizer que § € S5. Continuando esse processo, concluimos que
ses ={s},

para algum O < r < n, terminando assim a nossa prova. 0



CAPITULO 5

Trajetoria Central Associada a Divergéncia de
Kullback-Leibler e 0 Método do Ponto Proximal

5.1 Introducao

Neste capitulo, estudamos as trajetérias central primal e dual associadas, respec-
tivamente, a divergéncia de Kullback-Leibler (que é também uma distancia de Bregman)
e sua conjugada. Mais detidamente estudaremos a trajetoria central primal no contexto da
perturbacao do problema primal através da divergéncia de Kullback-Leibler, que € estri-
tamente convexa e de classe C™. Provaremos a boa defini¢do da trajetdria central primal
e sua convergéncia ao centro analitico da face 6tima primal associado a divergéncia de
Kullback-Leibler. Também provaremos a boa definicdo da trajetéria central dual e sua
convergéncia ao centréide da face 6tima dual. Verifica-se dessa forma uma grande simi-
laridade ao exposto no capitulo anterior. Neste momento é de bom alvitre enfatizar que
todos resultados, exceto os da dltima secao, tém provas bastante similares as do capitulo
anterior, entretanto, vamos repeti-las aqui, para tornar os capitulos independentes. Fina-
lizamos este capitulo apresentando uma aplicacdo dos resultados obtidos no estudo do
método de ponto proximal. Aqui, novamente, usamos como referéncias basicas Comi-
netti e San Martin em [3], Iusem, Svaiter e Cruz Neto em [6], além de Iusem e Monteiro
em [14].

5.2 Divergéncia de Kullback-Leibler e a trajetoria

primal-dual

5.2.1 A divergéncia de Kullback-Leibler

A divergéncia de Kullback-Leibler, ou entropia relativa, mede a diferenga entre

duas distribui¢des de probabilidade. Considerando p(x) e g(x) duas distribui¢des de
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probabilidade discretas e distintas, a entropia relativa entre ambas € dada por:

Dkr(pllg) = K(pllq) Zp ) log( W)

Desta medida, é importante destacar duas propriedades:

(i) ela é sempre positiva ou nula, i.e., K(p||q) >0
(ii) ela é nula, K(p||q) =0, se e s6 se p(x) = g(x), para todo x.
O teorema da codificacdo de fonte, também conhecido por Primeiro Teorema

de Shannon, indica que o comprimento médio do cédigo (L) utilizado para codificar, os

simbolos produzidos pela fonte de entropia H(A) é maior ou igual a entropia da fonte:
L>H(A).

Nos casos em que o comprimento médio coincide com a entropia da fonte, o cddigo
¢ chamado de ideal. A distribuicdo de probabilidades da fonte é dada por p(A), e o
codigo é estabelecido assumindo a distribui¢do de probabilidade g(A). Nesta situacdo,
em que o comprimento médio do cédigo obtido € penalizado em funcdo da divergéncia

(afastamento) entre estas duas distribui¢des de probabilidade iremos obter um valor para
L=H(A)+K(pllq)-

A entropia relativa K(p||g) mede a ineficiéncia de se assumir que a distribui¢do de

probabilidades é g quando na verdade € p.

5.2.2 Os problemas (P) e (D) perturbados com a divergéncia de
Kullback-Leibler

Vamos utilizar a divergéncia de KullBack-Leibler para perturbar os problemas
primal (P) e dual (D). Primeiro vamos introduzir algumas notag¢des: Seja @ : R | — R

definida por

o(x) = in logx;, com a convengéo de que tlogt =0, parat =0, x > 0.
i=1

A distancia de Bregman K(p R, xR , — IR, associada a func@o ¢, € definida por

Ko(x,y) = ¢(x) —9(y) — Vo)  (x—y). (5-1)



5.2 Divergéncia de Kullback-Leibler e a trajetéria primal-dual 70

Assim, da igualdade acima podemos dizer que a funcdo @ nos fornece a distdncia de

Bregman ou divergéncia de KullBack-Leibler,

n
Z (leog + i _xz) )

l

jé citada anteriormente em (2-16) como exemplo. Por hipétese, iremos considerar que

FO(P) #0.

Fixe £ € FO(P). Seja Ky: R". — R" é definida como:

Note que a fun¢do If(p ¢ estritamente convexa e esse fato serd importante no decorrer de
algumas demonstracdes. E facil ver que If(p € continua com a convengao de que ¢ logt =0,
para t = 0. Para simplificar as notag¢des, definamos também a fun¢do K, : R", , — IR, tal
que

Ky (x) := " x+ pKp(x). (5-2)

Note que K,, também € estritamente convexa para u > 0, e possui um unico ponto de
minimo.

O problema primal (P) perturbado com a divergéncia de Kullback-Leibler é:

(Py) minimizar ¢’ x+ uKe(x),
sujeitoa Ax =b,

x>0.

O problema dual (D) perturbado com a conjugada da divergéncia de Kullback-Leibler é:

n
(Dy) maximizar b’y —u Z Ko Silk
i=1
.. T .
sujeitoa A"y+s=rc.
Por hipétese, também iremos considerar

FO(D) # 0.

Denote por F (P,) o conjunto vidvel primal de (P,) e por F (D) o conjunto vidvel dual
de (D).
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5.2.3 Trajetoria Central Primal-Dual

Nesta secdo, iremos provar alguns resultados com a intencdo de apresentar
formalmente a trajetdria central primal-dual. Trabalharemos com as versdes perturbadas
dos problemas primal e dual pela divergéncia de Kullback-Leibler e sua conjugada,

respectivamente. Comegamos com a seguinte proposic¢ao.
Proposi¢do 5.2.1 Seja ¥ € F°(P). Entdo o conjunto

L={xeR: K(x) <K.(¥)},
é ndo vazio e compacto.

Prova. A funcio Iﬁp ¢ extritamente convexa e continua. Note ainda que estes resultados
também valem para K;,. Temos que £ € claramente ndo vazio, pois X € £. Como K}, possui
um Unico ponto de minimo em R" , segue do Corolério 2.1.22 o resultado desejado, ou

seja, £ é compacto. 0

Teorema 5.2.2 Para cada u > 0 o problema (P,) tem solugdo iinica, x(u) > 0.

Prova. Primeiro note que ¥ (P,) = ¥ (P). Dado & € F°(P). Pela Proposi¢do 5.2.1, o
conjunto
L= {X € R’i : K‘U(X) < K,u(i)}7

€ ndo vazio e compacto. Logo a convexidade estrita de K,, implica que ela tem um tnico

minimizador no conjunto
FP)NL={xe R} : Ax=0>, K,(x) <K (%)},

visto que este conjunto também é compacto. Denotamos x(u) o tinico minimizador de K,

em ¥ (P,) N £. Vamos mostrar que x(u) € F°(P). Para isso, suponhamos por absurdo que
x(u) € 0F (P)={x € R : Ax =b, x1.x2..x, = 0}.
Agora, definimos o seguinte vetor:
ze = (1 —€)x(u) + &%,

onde 0 < € < 1. A igualdade acima pode ser escrita de forma equivalente

€

(ze —x(w)) = =5 (F— z)- (5-3)
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Por outro lado, pela minimalidade de x(u) temos que K, (x(u)) < K,(z¢), isto é
0 < Ky(ze) — Ku(x(w)). (5-4)
Pela desigualdade do gradiente, Proposi¢do 2.1.16, temos da equacdo acima que
0 < Ky(ze) — Ku(x(u)) < (VKy(ze), 26 — x(u)),
donde, utilizando (5-3) e a equagdo acima, obteremos
0< (VK (ze), F— 26) = 0 < (VK (ze) F—2e).
Agora, utilizando a defini¢do de K}, a ultima inequacdo se reduz a
0 < (c+pulog(ze) —log ], % — z).
Ap6s algumas manipulagdes algébricas chegamos a
0 < (ulog(ze),X) — (ulog(ze),ze) + (c — ulog %, — z¢).

Vemos que o segundo termo € justamente —u®(z¢), logo chegamos a

0 < (ulog(ze),%) — u@(ze) + (¢ — plog X, ¥ — z¢).

Note que X > 0 e que limg_0ze = x(11). Como supomos que x(u) € dF (P), temos que
existe pelo menos um j € {1,2,...,n}, tal que x;(u) = 0. Assim, usando o fato de que @,

¢ continua e que ¥ > 0, 4 > 0 a inequagdo acima nos leva a um absurdo, pois
lim log(ze), ) = —.
€—

Logo x(u) € F°(P), ou seja, x(u) > 0. Agora, vamos mostrar que x(u) minimiza K, em

F (P). Dado x pertencente ao complementar de # (P) N £ em relagdo a F (P), temos que

K.U(x) > K,u(i> > K,u(x(;u))v

pois x(u) minimiza F (P) N £. Logo as desigualdades acima implicam que x(u) minimiza
K, em F(P). O

Também podemos mostrar que, para cada u > 0, o problema (D,,) tem uma tinica
solucdo, digamos, (y(u),s(u)). Vamos definir agora as Condi¢oes de Otimalidade dos

problemas perturbados.
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Proposicao 5.2.3 Para cada u > 0 o seguinte sistema

Ax=b, x>0, (5-5)
Aly+s=c¢, seR", (5-6)
s-l—,uVKN(p(x) =0, u>0, (5-7)

tem solugdo unica, digamos (x(u),y(u),s(u)).

Prova. Pelo Teorema 5.2.2 , a solugdo de (B,) é x(u) > 0. Assim a restri¢do x > 0 € inativa,

logo a funcao de Lagrange associada ao problema (PH) ¢ dada por:
Lp(x,A) == x4 uKy(x) — (A, Ax — b)), x>0, u>0,

onde A € R™ é o vetor de multiplicadores de Lagrange. Por defini¢do de x(u), existe A(u),
tal que o par (x(u),A(u)) é o minimo de Lp, que ocorre quando seu gradiente é nulo, isto

¢, quando

VLp(x(u), Mu)) = ¢ = A"Mu) +uVEKo(x(1)) = 0, (5-8)
VaLp(x(u), Mu)) := Ax(u) —b =0. (5-9)

Como Posto(A) = m, existe um tnico A(u) € R™ satisfazendo a equacdo (5-8). Agora

defina o seguinte vetor: s(u) := —uVKq(x(u)) € note que esta igualdade € equivalente a
s(u) +uVKg(x(u)) = 0. (5-10)

Portanto s(u) e x(u) > 0 satisfazem a equagdo (5-7). Agora, fazendo y(u) = A(u) e como
s(u) = —uVKe(x(u)), temos que a equagdo (5-8) pode ser reescrita da seguinte forma

ATy(p) +s(u) = c. (5-11)

Logo, segue das equacdes (5-9), (5-10) e (5-11) que a terna (x(u),y(u),s(u)) € a dnica
solugdo do sistema (5-5)-(5-7). O

O sistema (5-10) e (5-11) sdo as condi¢des de Karush-Kuhn-Tucker (KKT) ou
de otimalidade para o problema (P,).

De modo anélogo, o Lagrangiano para o problema (f),,) é:

n
Lp(y,s,\) := bTy—/Jinles"/’“’ —(MATy4+s—¢), u>0,
i=1



5.2 Divergéncia de Kullback-Leibler e a trajetéria primal-dual 74

onde A é o multiplicador de Lagrange. Desta forma, podemos mostrar que as condi¢des de
otimalidade do problema (Dﬂ) sdo também dadas pelo sistema (5-5)-(5-7). A trajetoria

central KL primal é o conjunto de pontos {x(u) : u > 0}, onde
x(u) = argmin{ch+uI<~<p(x) :Ax=b,x > 0},

ou seja, para cada u > 0, o ponto x(u) ¢ a tnica solugdo do problema (£,). De modo

andlogo, definimos a trajetéria central KL dual como sendo o conjunto de pontos
{(v(u),s(1)) : u> 0}, onde

n
s(u) = argmax {bTy—,uinleS"/“ ATy 5= c} ,
i=1

ou seja, para cada u > 0, o ponto (y(u),s(u)) € a tnica solugdo do problema (D,), para
algum y(u) € R™.
Portanto, definimos a trajetoria central primal-dual associada a divergéncia de KullBack-

Leibler como sendo o conjunto de pontos
{Gee), y (), s(u)) = > 0}

5.2.4 A Trajetoria Central é uma curva diferenciavel

Vamos agora, apresentar o resultado que mostra que a Trajetéria Central KL

Primal-Dual é uma curva diferenciavel.

Teorema 5.2.4 As equacoes (5-5)-(5-7) definem uma curva diferencidvel no conjunto

R" . x R™ x IR, , ou seja, a trajetoria central KL é uma curva diferencidvel.

Prova. Primeiro, defina a seguinte fungdo

VR, xR"xR'<xR— R"xR"xR"
(x,y,8,1) = (Ax — b, ATy +5— ¢, 5 + VK, (x)).

Note que a matriz jacobiana de y com relagdo a (x,y,s) é dada por:

A 0 0 A 0 0
V(x,y.,s)\ll(xuya S,,U) = 0 AT T = 0 AT T
uV2iK,(x) 0 1 uVie(x) 0 I

Note que o sistema (5-5)-(5-7) € equivalente ao seguinte sistema

y(x,y,s,4) = (0p,0,,0,), u>0, x>0, seR". (5-12)
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Dado & > 0, temos de (5-5)-(5-7) que o ponto (x(@),y(f@),s(@),u) é solugdo do sistema
acima. Entdo, como o Posto(A) = m e uV?@(x) = udiag(1/x1,...,1/x,) é nio singular,
temos pelo Lema 2.1.11 que a matriz jacobiana de Wy no ponto (x(z),y(a), s(@),u) é ndo-
singular. Entdo segue-se do Teorema da Fun¢do Implicita (Teorema 2.1.23) que existe um
aberto

Ux(p—¢,a+e) CR, xR"xR"xR,
e uma tnica curva diferencidvel 1 : (7 — €, +€) — U, satisfazendo a seguinte igualdade

n(@) = (x(@),y(@),s(@)) e além disso
v(M(u),u) = (02,0,,0,),  p€(a—¢, a+e). (5-13)

Pela Proposi¢do 5.2.3, para cada u > 0, o sistema (5-5)-(5-7) tem uma tnica solugdo
(x(u),y(u),s(u)) € R, x R™ x R". Assim, como n(u) € R", | < R™ x R" segue-se de
(5-13), (5-12) e do sistema (5-5)-(5-7) que

N(w) = (x(u),y(u),s(w)),  we(p—g p+e).

Como f é qualquer ponto no intervalo aberto (0,+), segue-se que a trajetdria
{(e(u),y(u),s(u)) : 1> 0} é diferencidvel. O

Seja {(x(u),y(u),s(u)) : u > 0} a trajetéria primal-dual. A curva diferencidvel
N : (0,+e) — IR definida por

tem como imagem a trajetdria central primal-dual e como € usual também serd chamada

de trajetéria central primal-dual.

5.3 Convergéncia da Trajetoria Central KL Primal

Vamos demonstrar a convergéncia da trajetdria central KL primal. Como vere-
mos, esta trajetoria convergird para um ponto denominado o centro analitico da face 6tima

primal.

Proposicao 5.3.1 Seja {x(u) : u > 0} a trajetéria central KL primal. As seguintes afir-

magoes abaixo sdo verdadeiras:

(i) A fungdo 0 < p— Kg(x) € ndo crescente;

(ii) O conjunto {x(u) : 0 < u < u} é limitado, para cada i > 0;
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(iii) Todos os pontos de acumulacdo da trajetoria central primal sdo solugcoes do

problema (P,), quando pu— 0.

Prova. Utilizando as equacdes definidas em (5-5)-(5-7), teremos:
uVRp(x(n)) = —c+A"y(u),  Alx(w)=b,  u>0. (5-14)

Sejam 0 < u; < yp. Como Ifq, € convexa, segue da desigualdade do gradiente (Proposicao
2.1.16) que

1 (Ko (x(u1)) — Ko(x(2)) < (1 VR (x(u1)), x(ur) —x(u2)).

Usando a primeira igualdade de (5-14), com u = u; e a equacdo acima, concluimos que

(Ko (x(u1)) = Ko(x(u2)) < (=c+ATy(mr), x(ur) = x(u2)).

Como a segunda igualdade de (5-14) implica que (x(u;) — x(u2)) € INullA, entdo segue

da altima desigualdade que

1 (Rol(x(an1)) — Rol(x(112)) < {—¢, x(u1) — x(u2)). (5-15)

Da mesma forma, podemos mostrar que a seguinte desigualdade também € valida:

2 (Rol(x(112)) — Rol(x(a1)) < {—¢, x(u2) — x(u1)). (5-16)

Somando (5-15) e (5-16), obtemos

(1 — ) (Ko (x(p11)) — Ko(x(12)) < 0.

E como uj —up < 0, teremos que Ko (x(11)) > Ko(x(u2). Isto posto, concluimos que Ky €
nao-crescente e a afirmacao (i) estd provada.

Agora, fixemos g > 0. Usando o mesmo raciocionio adotado para o item (i), temos que

u(Rolx(1)) — o (x() < (—e, x(u) —x(m). (5-17)

para todo 0 < u < fi. Do item (i), sabemos que 0 < Ko (x(11)) — Ko (x(f1). Logo, da equagdo
(5-17), temos que (c, x(u)) < {(c, x(@1)), para todo 0 < u < g. Com isso

{x(w):0<u<p@yc{xe F(B,):x<Tx(m)}.

Pela Proposicao 3.5.1, o conjunto de nivel {x € F(B,) : ¢! x < c¢Tx(n)} é compacto, logo,

a inclusdo acima implica a afirmagao do item (ii).
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Suponha agora que X seja um ponto de acumulagio de {x(u) : u > 0}. Veja que Ax =
b e x>0, isto é x € F(P,). Considere uma sequéncia de nimeros positivos {u}, tal
que limy .ot = 0 € que limy_x(1) = . Sejam x* uma solugdo de (B,) e x € FO(P,).
Como x* € 0F°(B,), x € FO(B,) e F°(P,) é convexo, temos que:

Z(e)=(1—ex* +exc FOUB,), Ve>0.

Da minimalidade de x(u), segue-se que ¢’ x(u) + Ko (x(u)) < T Z(€) + wKo(Z()),
ou ainda que

(Ko (x(ue)) — Ko (Z()) < (e, Z(e) —x(ur))-

Como K, é continua na fronteira 0 F °(B,) e limy_..x(ux) = % € Z(€) — x* quando € — 0,

concluimos da ultima equacao que
0<{c, x" —x).

A tltima desigualdade pode ser escrita como ¢/ % < ¢! x*. Como x* é uma solugdo do
problema (P,) e x € F (P,), segue-se que x também ¢ solugdo de (P,), o que prova a

afirmacao (iii). ]

Teorema 5.3.2 Seja x° € R" |, o centro analitico de F*(P), isto ¢, o unico ponto

satisfazendo

x‘=arg mm{zn: (xllog —|—x,—x,) (X € fF*(P)}. (5-18)

Entdo

lim x(u) = x°.

u—0
Prova. Sejam X um ponto de acumulagdo da trajetéria central KL primal e uma seqiiéncia
de nimeros positivos {u}, tal que limg_, ouy = 0 e limg_, 1 x(tr) = X. De maneira

andloga ao realizado na prova da Proposicao 5.3.1, podemos mostrar que

(Ko (x(uae)) — Ko (x)) < (e, x = x(ue)),

para todo x € F(P,). Note que F*(P)C ¥ (P)= ¥ (P,). Tomando x € F*(P), temos
cTx < cTx(w), para todo k. Assim, teremos da inequagdo acima que Ko (x(ux)) < Ko(x),

para todo k. Agora, como Ifq, ¢ continua, podemos tomar o limite quando k — oo, para
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concluir que K¢ (%) < Ko (x), isto &, que

(ngE

= n
_ Xi ~ — Xi ~
Tlog =+ % —% < Y xilog= +% —x;,
i=1 Xi i=1 Xi

para todo x € F*(P). Desse modo, qualquer ponto de acumulagdo da trajetdria central
satisfaz (5-18). Por outro lado, x € o tnico ponto satisfazendo (5-18), uma vez que a
fungdo objetivo deste problema é estritamente convexa e F*(P) é um conjunto convexo

e fechado. Portanto a trajetéria central converge a x°. 0

5.4 Convergéncia da Trajetoria Central KL Dual

Vamos agora, mostrar a convergéncia da Trajetoria Central KL Dual. Como

veremos, esta trajetoria converge para um ponto denominado centréide.

Lema 5.4.1 Sejam (x, (y,s)) € F(B,) x F(D,) e (°, (°,5°)) € F(B,) x F (D,). Entéo

vale a relacdo de ortogonalidade:
(x—x% s—s" =o0.

Prova. Pela viabilidade primal de x e x° temos que Ax = b e Ax" = b. Logo, A(x —x°) =

Ax —Ax" = 0. De onde deduzimos que
x—x¥ € NullA. (5-19)

Do mesmo modo, como (y,s) e (y°,s°) sdo vidveis, temos que AT y+s=c,ATy0 +s" =¢

eque AT (y—y") 4+ (s —s%) = ¢ — ¢ = 0, 0 que implica que
s—s%eImA”. (5-20)

Portanto, usando (5-19), (5-20) e a Proposicdo 2.1.10, obtemos o resultado desejado. [

Proposicao 5.4.2 As afirmacoes abaixo sdo verdadeiras:

(i) O conjunto {s(u) :0 < u < a} é limitado, para cada i > 0;

(i) Todos os pontos de acumulagdo da trajetoria central dual sdo solugoes do problema

(D), quando u— 0.
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Prova. Para provar (i), iniciamos com x° € FO(P) = F(B,) e (,°,s") € FO(D) C F(

Entdo, de acordo com o lema anterior, temos que:

-

(x(u) —x°, s() = %) = 0.
Como x(u) > 0 e s° > 0, temos que (x(u) , s°) >0, logo
(7 s(u) < x(u) s s() + (7, s%),

substituindo agora o valor de s(u) = —uVK,(x(u)), no lado direito dessa desigualdade,

obteremos
(x°, s(u)) < —p{x(u), logx(u) —log®) + (x°, s°).
Usando a defini¢do da funcdo ¢ (2-14), obtemos:

(%, s()) < —pp(x(u) +plx(u), log®) + (°, s°).

Como a @(x(.)) é ndo-crescente no intervalo (0,f), podemos escrever a partir da dltima

desigualdade que

(", s(w)) < —p@(x() + (x(n), log®) + (%, s%). (5-21)

Considere x¢ > 0, o centro analitico da face 6tima primal e note que pelo Teorema 5.3.2

que lim,,_ox(u) = x¢. Definimos também, os seguintes conjuntos:
B:={j:x>0}, N:={j:x;=0}. (5-22)
Note que s(u) pode ser dividida em duas partes:
sp(u) = —u(logxp(u) +logxp) e sy(u) = —u(logxy(u) +login). (5-23)
Da defini¢ao do conjunto B e da primeira igualdade na equacdo acima, temos
lim s (1) = 0. (5-24)

Veja ainda que, pela defini¢do de N e equagdo (5-23), existe 1 < u tal que:

sn(u) = —p(logxy (u) +logiy) >0,  0<u<p. (5-25)
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Como sy (u) > 0, para 0 < y < f1, concluimos que

min {x0: i € N} [sw(u)]| < (%, sw(w).

Agora, note que (x°, s(u)) = (%, sn(u)) + (x%, sp(u)), assim combinando as equagdes

(5-21), (5-25) e a ultima desigualdade, resulta
lIsn ()l < [~p(e(@)) +p(x(n), log®) +(x°, s°) — (x5, sp(w))]/min {x}: i€ N},
para 0 < y < fi. Como lim,_ou@(x(@r)) = 0, lim,_.o(x(u), logx) = 0, e por
(5-24)limy,,0(xY, sp(u)) = 0, obtemos da dltima inequagdo que o conjunto {s(u) :
0 < u < @} é limitado e o item (i) estd provado.
Vamos demonstrar o item (ii). Pelo Teorema 3.4.1, basta mostrarmos que todo

ponto de acumulagdo da trajetéria KL dual satisfaz as seguintes equagdes:

Aly+s=c (5-26)
(x)'s=0 (5-27)
5> 0, (5-28)

onde x* é uma solugdo do problema (P), isto é x* € F*(P) . Seja (y,5) um ponto de

acumulagdo da trajetéria dual e {y } uma seqiiéncia de nimeros positivos tais que:
(v,8) = lim (y(ute, s(uae)),  lim i =0.

Observe que AT y(uy) +s(ux) = ¢ e que todos os termos dessa equagio sio lineares. Logo,
passando ao limite, teremos que A’ 4 § = ¢ e a equacio (5-26) estd provada para (¥, 5).
Note que lim,,_gx(u) = x° € F*(P), de onde podemos escrever que

()5 = klijlgo(x(/lk))T]}ijgoS(#k) = klij{}oxT (bt ) s (1) -
Veja que de (5-7), temos s = —uVKy(x). Assim, substituindo esta igualdade na equagdo
acima e usando a definicao de ¢ obtemos

(x)"5 = — lim g [@(x(er)) — x(eax) " log 7]

k—o0

Como limy_,e pty = 0, lim,_ox(u) = x° e @ ¢ continua, a tltima igualdade equivale
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assim, (5-27) estd provada, fazendo x* = x°.

Resta mostrar que (5-28), i.e., que § > 0. Primeiro, considere os conjuntos B e N, definidos
em (5-22). Desde que s(ux) = —u VKo (x(k)) € § = limg oo 5(ux ), pela definicdo de Ky e
dos conjuntos B e N, podemos escrever

Sp = —klim ,le[long<‘le) - long], SN = khm /Jk[— long(,uk) + logf]\/]. (5-29)
Agora, como lim,_oxn (ux) = 0 e g > 0, exite ko, tal que:
wr(—logxy (ur) +logxy) >0, k> k.

Logo, da equacdo anterior e da segunda igualdade em (5-29), temos que 5y > 0. Por outro
lado, lim,_.oxp(ux) = x5 > 0, entdo concluimos da primeira igualdade em (5-29) que

§p = 0. Portanto, o item (ii) estd provado. ]

Proposicao 5.4.3 Seja {x(u) : u > 0} a trajetoria central KL primal. Sey>0e X € {x €
R": Ax = b,x > 0}, entdo s(u) = —uVKy(x(u)) = —ulogx(u) +ulogx é a vinica solugao
de

1=

n
min {XTS +u Ziie*s"/" (s € c—|—ﬂmAT} . (5-30)
i—1

Prova. Pelas condi¢des de otimalidade de (5-30), devemos mostrar que

n
V; <)ETS +u Z)Z,e”"“‘) =x—xe S/,
i=1

avaliado em s(u), pertence ao complemento ortogonal de ImA”, isto é, ao conjunto

INullA. Como s(u) = —ulogx(u) 4+ ulogx, da equagdo acima temos

2 ()ETS —|—,uZ)Z,~eS"/“) =x—x(u).

=l ls=s(u)

Portanto o resultado segue, pois X —x(u) € INullA. O

Seja s¢, o centréide do conjunto F*(D), como definido na Secdo 3.7 do Capi-
tulo 3.

Proposicao 5.4.4 A trajetoria dual {s(u) : u > 0} converge para o centréide s¢ do

conjunto solucdo dual F* (D), quando u tende a zero.
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Prova. Pela Proposigao 5.4.2, temos que para cada i > 0, o conjunto {s(u) : 0 <u < p}, é
limitado. Portanto, € suficiente provar que s¢ € o Gnico ponto de acumulaciao do conjunto

{s(u) : 0 < u < @}, quando u tende a zero, para concluir que

lim s(u) = s¢.
u—0
Seja § um ponto de acumulag@o do conjunto {s(u) : g > u > 0}, quando u vai para zero e

{u } uma seqiiéncia tal que

lim gy = 0, lim s(u) =5, lim y(u) = 3. (5-31)
k—o0 ‘uk~>0 ,le*>0

Note ATy(ui) +s(ux) = ¢ e AT$+ § = c. Para simplificar a notacdo definamos:

Sk:S(‘le), yk:y(;uk): k=0,1,....
Definamos ainda o seguinte vetor
F=s+(s—5), k=0,1,.... (5-32)

Como s € F*(D,), tome y* tal que ATy* + s = c. Note que da defini¢do acima
temos

lim §° = s¢.

k—so0

E imediato concluir, efetuando uma soma termo a termo das definicdes acima, que
AT (=5 +y +y) +s5+ (5 =5) =c.

Donde podemos deduzir que §* € ¢+ ImAT .
Pela minimalidade de s¥, para cada g, podemos usar a Proposicdo 5.4.3, com ¥ sendo

uma solucgdo do problema primal (P), para obtermos:

n

—sk _

sk 4 Xje Sy <75 4
=1

n
e
x‘je_sj/yk.
J =1

J

Note que, A =xlsk+x7s— 5= XTsk, isto é,

w5 = sk,
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Logo, a dltima desigualdade poderia ser reescrita como

_k _ Kk & &
Z)Zje sf/'uk—f—Z)fje sf/'ukg Z)Zje sj/'uk—f—ije sj/’uk.

JjeB Jj¢B JjeB Jj¢B
Para j € B, da igualdade (5-32), concluimos que E’j‘ = s’j‘.. Entdo, a desigualdade acima se
reduz a
Y gje /< Y gje M, (5-33)
j¢B j¢B

Segue imediatamente da ultima desigualdade que

min{%;: j ¢ B} Ze_s];'/“" <max{%;:j¢B}) e S, (5-34)
Jj¢B Jj¢B
Agora, utilizando a definicao da fun¢do G, o lado esquerdo de (5-34), pode ser limitado

inferiormente como

min{%; : j ¢ B}e*GB(Sk)/“" <max{%;:j¢B} ) eIl
j¢B

Por outro lado, utilizando novamente a defini¢do de 6p, de (5-34), obtemos

min{¥; : j ¢ Bye )/ < max{; 1 j ¢ BY(n— |B|)e” P/,

onde |B| denota a cardinalidade do conjunto B. Aplicando o logaritmo a dltima desigual-

dade e ap6s algumas manipulacdes algébricas chegamos a

logmin{%; : j & B} — %kcg(sk) < log (max{, : j ¢ B}(n—|B|)) — 'uikGB(Ek).

Agora, multiplicando ambos os lados da dltima desigualdade por g, obteremos
uxlogmin{X;: j ¢ B} — og(s5) < ulog (max{%;: j ¢ B}(n—|B|)) — o(5).

Tomando o limite quando k tende a o na dltima desigualdade, utilizando a continuidade

de op e as equagdes (5-31) e (5-32), temos
0p(3) > op(s) =7,

o que implica dizer que § € S}. Portanto §; = s, para todo j € J;. Desta dltima igualdade
e de (5-32), concluimos que

k -+ .
Sj:Sj7 V]e.]l
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Utilizando esta tltima igualdade, podemos eliminar os termos correspondentes em (5-33),

Z oS5/ < Z e—f’j/uk’

J¢B1 J¢B1

onde B; = BUJ;. Usando argumento similar, iremos obter

para obter

plogmin{%; : j & By} — o, (s*) < i log (max{%;: j ¢ Bi}(n—|Bi])) — o, (55,
onde |B;| denota a cardinalidade do conjunto |B;|. Portanto,
03, (5) = 0B, (s°) = w3,
o que implica dizer que § € S5. Continuando esse processo, concluiremos que
§es ={s},

para algum 0 < r < n, isto €, § = s, terminando assim a nossa prova. 0

5.5 Meétodo do Ponto Proximal Generalizado

Nesta sec@o, vamos apresentar uma aplicagcao dos resultados obtidos neste capi-
tulo ao estudo do método de ponto proximal. As referéncias que utilizamos foram Iusem,
Svaiter e Cruz Neto [6] e Iusem e Monteiro [14].

Seja xo € FO(P). O método do ponto proximal generalizado com a distancia de
Bregman ou divergéncia de Kullback-Leibler K, gera uma seqiiéncia {x;} C F°(P) com

ponto inicial xo € F°(P) da seguinte forma:
Kt :argmin{ch—i—KkIf(p(x,xk) cAx=b,x > 0}, (5-35)

onde a seqiiéncia {A;} C R, é tomada satisfazendo a seguinte condi¢@o

Y 4! = e (5-36)
k=0

Proposicao 5.5.1 A segiiéncia {x;} estd bem definida.

Prova. Primeiro note que xo € F°(P). Para cada k, suponha que x* € F°(P). Agora

k

tomando ¥ = x* e u = 1, segue imediatamente do Teorema 5.2.2, do problema (PF,)

e da definicdo de If(p, que existe um tUnico ponto no conjunto F O(P), digamos ak
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satisfazendo (5-35). Isto prova a boa defini¢iio da seqiiéncia {x*}. 0

De agora em diante referiremos a seqiiéncia acima {xk}, como a seqiiéncia de
ponto proximal primal com respeito a If(p, associada a {u} e ponto inicial x°. De (5-35),
segue-se que {x*} satisfaz

c+ Ak (log(xkﬂ) — log(xk)) = AT, (5-37)

para alguma seqiiéncia {z*} em R" e k =0,1,2,---.
As condigdes de otimalidade para (5-35) determinam também {s*} a seqiiéncia

de ponto proximal dual com respeito a Iﬁp, como
s 1= M VKo () = e (log (%) —log(x*T1)),  k=0,1,2,---. (5-38)

Da seqiiéncia dual {s*} definimos a segiiéncia proximal dual ponderada {5} como

—1
k k

=Y 0 s, uk=<27~j‘1> . k=012, (5-39)
j=0 j=0

Teorema 5.5.2 Sejam {x(u) : u> 0} e {s(u)) : u> 0} as trajetdrias central primal e
dual associadas a If(p, respectivamente. Suponhamos dada uma seqiiéncia {h;} C Ry,

satisfazendo (5-36), e a seqiiéncia {u} definida como

-1
k
yk:<2xj1> , para k=0,1,2---. (5-40)
j=0

M1 — x(uy) e & = s(uy) para k =0,1,2---, onde {x*} e {5} sdo as seqiiéncias

Entdo x
de ponto proximal primal e dual ponderada associadas a {uy}, respectivamente. Con-

seqiientemente,

lim (&%, 5%) = (x¢,59),

k— oo
onde x¢ ¢ o centro analitico da face otima primal e s¢ é o centroide do conjunto otimo
dual.

Prova. Sejam {x*} e {s*} as seqiiéncias de ponto proximal primal e dual, respectiva-
mente. De (5-35), (5-37) e (5-38), temos xX e s¥ satisfazendo

Axkt1l — b, xS 0,
AT 4 sk=c,
¢ = Aylog() — Tog(#+1)), Ay >0
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para alguma seqiiéncia {z¥} em R™ e k = 0,1,2,---. Da tltima equagio do sistema
anterior, segue que Z’J‘.:O(l /A;)s; = log(x?) —log(x**1). Deduz-se da dltima expressio,

juntamente com (5-39) e (5-40), que
5 = —p (log (1) —log(x")).
Assim, é facil concluir que {x*} e {5*} satisfazem:

Axkt1l = b, Xl s 0,
AT 45 = ¢, (5-41)
4w (log (1) —log(x°)) =0, g > 0.

para 7 = u Z];:O(l/kj)zj, k=0,1,2,---. Dessa forma, dos sistemas (5-5)-(5-7) e (5-41)
obtemos:

k+1 :x(

X w),  F=yw), 5 =sw).

Como {A;} satisfaz (5-36), é claro que limg_ jour = 0. Agora, use o fato que
lim,—o(x(u),s(u)) = (x¢,5°) para concluir que limy_, o (x*,5) = (x¢,5°), e a prova
estd completa. O



Conclusao

Em nossa dissertacdo, estudamos a convergéncia das trajetdrias central primal e
dual associadas as fungdes entropia e exponencial, respectivamente, para os problemas de
programacdo linear. Os autores, Cominetti € San Martin em [3], investigaram o compor-
tamento assintético das trajetdrias central primal e dual associadas as fun¢des penalidade
entropia e exponencial, respectivamente, em programacao linear. Em particular, eles obti-
veram uma caracterizaco dos seus pontos limites. Partimos da hipétese de que F°(P) # 0
e FO(D) # 0 e isto foi essencial para o desenvolvimento das provas. Estabelecemos as
propriedades e a convergéncia da trajetdria central primal associada a uma funcio satis-
fazendo algumas hipdteses especificas. Uma vez que esta fungdo € continua na fronteira,
podemos provar que a trajetdria central primal converge ao centro analitico do conjunto
solugdo do problema (P). Em um contexto mais amplo, Tusem, Monteiro, et al. em [14],
caracterizam o ponto limite da trajetéria central dual associada a uma grande classe de
funcdes de penalidade, entre elas a func@o penalidade exponencial, para problemas de
programacdo convexa com restri¢des lineares, ou seja, para os (PPL). Vale ressaltar que
se a trajetéria central dual associada ao problema (P) é limitada e o sistema que deter-
mina a trajetéria central primal-dual é de classe C!, e podemos provar a convergéncia da
trajetdria central primal-dual.

Como aplicagcdo do estudo das trajetérias central primal e dual, mostramos a
convergéncia das seqiiéncias proximal primal e dual ponderada associadas a distancia
Kullback-Leibler para os (PPL). Isto é exatamente o obtido por Iusem et al. [15] e [usem e
Monteiro [14], respectivamente, em programacao linear. Embora tenhamos provado que a
seqiiéncia dual ponderada converge, vale a pena mencionar que a convergéncia completa
da seqiiéncia proximal dual € um problema em aberto. Esse pode ser um desafio a ser
enfrentado. Além disso, apresentamos a convergéncia do método do ponto proximal ge-
neralizado associado a uma distancia generalizada. O trabalho de pesquisa bibliografica,
bem como a familiarizacdo com novas notagdes, talvez tenham sido as principais dificul-
dades enfrentadas para o desenvolvimento desta dissertacdo. O interesse por apresentar
um texto auto-contido, de facil leitura, até mesmo para alunos de graduagao, fora a mola
propulsora para a execucao deste trabalho. Destacamos entre as principais contribuig¢des,

que acreditamos ter apresentado, as demontragdes do Lema e do Corolario de Farkas,
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bem como dos Teoremas de Dualidade Fraca e Forte. Para futuras pesquisas, apontamos
entdo a prova da convergéncia e caracterizacdo do ponto limite da trajetdria central para
uma classe de fun¢des mais gerais, a dificil tarefa de mostrar a convergéncia da seqiiéncia
proximal dual plena, e ndo apenas ponderada, bem como estudar os (PPL) para fun¢des

objetivo convexas e quaisquer.
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