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Resumo

Neste trabalho estudaremos a dinamica das Transformacgoes Expansoras.

Mostraremos que estas transformacgoes possuem uma tUnica probabilidade invariante e abso-

lutamente continua em relacao a medida de Lebesgue.

Para tal, definiremos um operador, chamado operador de transferéncia, e veremos que tais
probabilidades sao seus pontos fixos. Veremos que sob a hipétese de que o Jacobiano det Df é
Holder—continuo estas transformagées exibem medidas invariantes absolutamente continuas em relagao
a medida de Lebesgue. Construiremos tais medidas e mostraremos que estas transformacoes exibem

de maneira natural uma particao de Markov.

Mostraremos que o espectro do operador de transferéncia estd contido no disco unitério e
que os iterados deste operador sao aproximados por uma sequéncia de operadores de posto finito.
Concluiremos, a partir desta aproximagao, que seu espectro possui um numero finito de autovalores

com norma 1. Por fim, mostraremos que a medida construida é exata, e portanto SRB.



Abstract

In this work the Expanding Map’s Dynamics will be studied.

It will be shown that these transformations have a unique invariant probability which is

absolutely continuous with respect to Lebesgue measure.

For this, an operator called transfer operator will be defined to show that those proba-
bilities are their fixed points. It’ll be seen that, under the hypotesis that the Jacobian det Df is
Holder—continuous, these transformations show invariant measures absolutely continuous with respect
to Lebesgue measure. These measures will be constructed and it will be shown that these transforma-

tions show, in a natural way, a Markov partition.

It will be shown that the transfer operator’s spectrum is contained in the disc with radius
1 and that this operator’s iterates are approximated by an operator sequence of finite rank. It will
be concluded, from this approximation, that its spectrum have a finite number of eigenvalue with

modulus 1. Finally, it will be shown that the built measure is exact and so, SRB.
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Introducao

Neste trabalho estudaremos a dindmica das Transformagoes Expansoras. Grosseiramente,
uma transformacao é chamada expansora se expande o comprimento de vetores tangentes a M na
proporgao de alguma constante uniforme o > 1, isto é, localmente aumenta a distancia entre pontos.
Formalmente uma aplicacao f : M — M de uma variedade compacta M ¢é dita ser expansora se

existe 0 > 1 e alguma métrica riemanniana || - || em M tais que para todo x € M e v € T, M tem-se
IDf(z)v]| = alfv]| (1)

Um exemplo destas transformagoes é uma aplicagdo f induzida de uma transformacao linear F' :
R" — R" tal que F(Z") C Z" com |A| > 1 VA autovalor de F. Tal f ¢ dada por f: T" = 5% < com
fom=moF,onde 7w :R"™ — T™ é a projecao canonica. Outro exemplo tipico em dimensao 1 é o da

funcio z + 22, z € S' onde S! = {2z € C; |2| = 1}.

Resultados de Ruelle e Bowen(1976) mostram que se f : M — M é uma transformagao
expansora, entao f tem uma unica probabilidade fisica ou SRB (Sinai-Ruelle-Bowen). Nosso principal
objetivo é construir estas medidas, que sao invariantes e caracterizam o comportamento estocastico

da maioria das érbitas de tais transformacoes. Mais precisamente estamos interessados em construir

medidas SRB.

Dizemos que uma medida de probabilidade f-invariante u é SRB para f se existe um conjunto

de medida de Lebesgue positiva , constituido de pontos x € M tal que

1 n—1 A
tim S (@) = [ edn o € COM)
7=0

n—oo N 4

O conjunto de pontos x € M que satisfazem esta propriedade é chamado de bacia de u, e
denotado por B(u). A bacia sempre é um conjunto f—invariante e se p é ergddica entao B(u) tem

p-medida total.

Este trabalho estd estruturado da seguinte forma:



Introducao 2

No Capitulo 1 sao revistos alguns conceitos fundamentais sobre medida e integragao, analise
funcional e da prépria teoria ergédica. Alguns resultados sao apresentados sem demonstragoes, uma vez
que estas podem ser facilmente encontradas nas referéncias bibliograficas. Em seguida introduziremos
o operador de Perron—Frobenius, também conhecido como o operador de transferéncia. Estudaremos as
propriedades relacionadas com este operador e veremos que grosso modo, ele é simplesmente o operador
mudanca de variaveis pelos ramos inversos de f. Provaremos que os pontos fixos do operador de

transferéncia £ sao densidades de medidas invariantes absolutamente continuas em relacao a Lebesgue.

No Capitulo 2 com a hipétese do jacobiano det D f ser Holder—continuo, construiremos uma
medida absolutamente continua em relacdo a medida de Lebesgue. Mostraremos que a densidade
desta medida (derivada de Radon-Nikodym em relagao a medida do volume) ¢ limitada inferiormente

e superiormente.

No Capitulo 3 mostraremos que existem particoes de Markov da transformagao f, com

diametro arbitrariamente pequeno.

No Capitulo 4 mostraremos que o operador de transferéncia, na verdade, todo seu iterado
suficientemente grande é uma contragao. Isto sera feito aproximando o operador de transferéncia por
uma seqiiéncia de operadores de posto finito. Esta aproximagao permite-nos estudar o espectro do
operador de transferéncia através do espectro do operador de posto finito. Veremos que o espectro do
operador de transferéncia estd contido no disco unitdrio e que possui um tnico autovalor de norma
1 que serd a densidade de uma medida f—-invariante. Por fim, veremos que esta medida é exata e

portanto, SRB.

Nesse contexto, nosso principal teorema sera:

0.1 TEOREMA. Se f: M — M é uma C' aplicacdo expansora, de uma variedade compacta coneza
M, para algum v € (0, 1], entdo f admite uma inica medida invariante p que € absolutamente continua

em relagao a medida de Lebesgue m; além disso, u é exata (portanto ergédica), e d—'u € a unica medida
m
SRB de f.



Capitulo 1

Preliminares

Neste capitulo apresentamos diversas definicbes e resultados necessarios para a execucao
do trabalho. Fazemos uma breve citacao de conceitos da Teoria Ergddica e Teoria da Medida e
enunciamos alguns teoremas da Anadlise. Por se tratarem de resultados em sua maioria conhecidos
do leitor, omitiremos ou resumiremos algumas demonstragoes. Entretanto, as mesmas podem ser

encontradas em [4], [9], [11].

1.1 Nocgoes Basicas

Consideremos que A # () é um espago métrico compacto, A sua o-dlgebra e (A, A, 1) é um

espago de probabilidades de A, onde p : A — [0, 1] é uma medida, com p(A) = 1.

Seja (A, A, 1) um espago de probabilidades e f : A — A. A transformagao f é mensurdvel se
f~1(A) € A para todo A € A. Dizemos que f preserva medida ( ou p é uma medida f-invariante) se

w(f~1(A)) = u(A) qualquer que seja o conjunto mensurdvel A € A.

Se ¢ é uma funcao pertencente a L'(A), onde L'(A) é o conjunto das funcdes integraveis de
A em R, isto é, L'(A) = {p : A — R; ¢ é integravel}, entdo dizemos que ¢ é f-invariante se po f = ¢,

para quase todo ponto (q.t.p) x € A.

Seja M uma variedade compacta. Dizemos que 4 € A é exata com respeito a f se para todo
A €N,50f"(A), temos p(A) = 0 ou u(A) = 1, onde A é a o—dlgebra dos borelianos de M. Se 1 € A
e é exata, entao p é ergddica.

1.1 TEOREMA. (Radon-Nikodym).Seja (A, A, ) um espaco de medida o-finita. Seja v : A — R

uma medida com sinal o—finita absolutamente continua com respeito a . Entdo existe uma fungdo
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mensurdavel f: A — R semi—integrdvel tal que

v(A) = /Afdu,VA cA

A fungao f obtida no teorema de Radon—Nikodym é chamada de derivada de Radon—Nikodym

dv

ou densidade da medida v em relacao a medida u, e denotada por f = T
I

1.2 PROPOSIGAO. Seja f: M — M uma transformagao expansora e M uma variedade compacta.

1. Se f € C? = Df € Lipschitziana.
2. Df é Lipschitziana = det Df é Lipschitziana.

3. det Df é Lipschitziana = log det D f é Lipschitziana.

Prova.

1. f € C? entdao D?f é continua, e como estd definida num compacto |D?f(z)| < M. Logo,
pela desigualdade do valor médio, D f|;; é localmente Lipschitziana, entao para cada z € M, existem

0, >0ec, >0, 7€ N tal que
HDf(y) - Df(Z)H < Cﬂﬂd(ya Z)avyaz S B(xadw)
Sejam B(x1,0z,) . . . B(xk, Iz, ) subcobertura finita da cobertura | J B(x, 6;), ¢ = max;j—1 . r{cs,}
e 6 >0 um nimero de Lebesgue da cobertura M = {J;cqy _xy B(@j, 0a;)).
Se u,v € M e d(u,v) <6, existe z; € M comu,v € B(xj,0:,) =

[[Df(u) = Df(v)|] < cz;d(u,v) < éd(u,v).

Seja 3 = sup ||Df]|. Se u,v sao tais que d(u,v) > ¢, entdo tomando ¢ = max{¢, ?}
IDf(u) = Df()|| < 26 < &8 < cd(u,v)
Concluimos que D f é ¢-Lipschitz.
2. Considere um aberto convexo U C M.

Temos que Df é continua e det : R"*"™ — R é uma aplicagdo n-linear e portanto C'°°. Dali,
det’ Df é continua e como Df estd definida num compacto M, tem-se || det’ Df [|[< M.

Considere um aberto convexo U C M. Pela desigualdade do valor médio det D f|y; é localmente
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Lipschitziana e portanto, analogamente ao caso anterior, globalmente Lipschitziana pois estd definida

num compacto.

3. Como f ¢é expansora det Df > 1, o que implica que log det Df esta longe do zero, isto
significa que Dom(logdet Df) = M.

Temos que
, 2
g det Do) — det l;(i(%j'rg)f(m)

Observe que (log det D f(z))" é continua, e também limitada pois estd definida num compacto
e det Df(x) # 0,Yz € M. Portanto pela desigualdade do valor médio tem-se que log det D f(x)|y

é localmente Lipschitziana. Como estd definida num compacto, pelo mesmo argumento de (1.) é

globalmente Lipschitziana.

O

A hipétese de que a transformagao f : M — M é expansora implica, em particular, que a
derivada D f é um isomorfismo em todo ponto. Logo, dado qualquer x € M existe § > 0 tal que f é um
difeomorfismo local, isto é, f leva difeomorficamente uma vizinhanca V' (z) de = sobre a bola de raio §
em torno de y = f(x). Como uma conseqiiéncia disso e da conexidade e compacidade de M, todos os
pontos y € M tém um mesmo numero k > 1 de pré-imagens. Além disso, para qualquer pré-imagem

x de um ponto y € M, existe uma aplicacdo h : B(y,d) — M de classe C! tal que foh =id, h(y) =z

e h contrai distancias a taxa o~ L.

Sendo h = (f |V(x))_1 pelo Teorema da Funcao Inversa temos o seguinte resultado

IDR(y)l| = I1Df(R(y) 7'l < o', Vy € Domh. (1.1)

As transformacoes h acima sdo chamadas ramos contrativos de f~'. Mais geralmente,

podemos definir ramos contrativos A" de f~", n > 1 como segue.

Dadoy € M e x € f~"(y), sejam hy,...,h, ramos contrativos de f~! com

hyi(f* 74 (@) = "7 (x)

para todo 1 < 5 < n.

Entao h" = hy o....0 hy estd bem definido em B(y,d), pois cada h; é uma contragao e
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portanto sua imagem est4 contida numa bola de raio menor que § em torno de f"~7(z), e fPoh™ = id,

h(y) = .

1.3 TEOREMA. (Teorema da Mudanca de Varidveis) Sejam g : U — V um difeomorfismo de classe C!
entre abertos U,V C R™, X C U um compacto J-mensurdvel e F' : g(X) — R uma funcao integrdvel.

Entao Fog:X — R € integrdvel e

/ F(y)dy = / F(g(X)) - | det ¢/ (2)|dx (1.2)
9(X) X

No nosso contexto o teorema acima serd enunciado da seguinte forma:

1.4 TEOREMA. Sejam f : M — M uma transformacao expansora, h;j : A — M ramos contrativos de
f, A um conjunto mensurdvel tal que diam(A) < d e ¢ : M — R uma fungdo integrdvel. Entao cada

pohj:A— R € integrdvel e

grau(f
@ o hy(
d$ = / dy7
/f‘l(A Z [det Df(h >>|

onde o grau de f € o numero de pré-imagens por f de qualquer ponto y € M.

Seja hj(y) = xj, onde y € A. Usando o teorema de mudanca de varidveis, para um j fixo,

temos que

/ o(@)dr = / o0 hi(y) - | det Dhy(y)|dy.
hj(A) A

Seja k = grau(f), isto é, o nimero de pré-imagens por f de qualquer ponto y € M. Entao,

k
r)dr =
/fl(A) #(@) ;/hj(A)
k
_ ;/Agpohj(yﬂdechj(y)\dy
k
_ Z /A o0 hj(y)] det D ()|~ dy

B @ ohj(y)
= / Z et DF ()
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Dado v > 0, dizemos que ¢ : M — R é (a,v)-Holder—continua se existe alguma constante a
tal que |p(z) — (y)| < a-d(x,y)?, para todo z,y € M. Denotamos por C'*¥ o espaco das funcdes ¢

tais que Dy é v—Holder—continuas.

1.5 PROPOSIGAO. Se f € C? entio log det Df(z) é (C,v)-Holder-continua.

Sejam f : M O expansora e um aberto B C M. Dizemos que h" : B — M é ramo contrativo

de f" se f"(h"(2)) =2,Vz € f*(B) e
d(f*(h™(2)), fF (A" (w))) < A" Fd(z,w) (1.3)

Vz,we fYB), 0<k<nel& (071 1), onde X é a constante de contracio.

1.6 LEMA. (Distor¢ao Limitada) Seja & > 0 tal que estao bem definidos (como difeomorfismos)os
ramos contrativos de f~1, para toda bola de raio 5. Seja f € C'*V uma transformacdo expansora
e seja B um aberto simplesmente conero tal que diamf’(B) < §,V j = 0,...,n. Seja h um ramo
contrativo de f_1|S;L=1fj(B). Entdo log | det D f7(h™(-))| restrito a f™(B) é uniformemente Hélder para
j=1,....n.

Prova.

Tome z,w € f*(B) e escreva x = h"(z) e y = h"(w). Entao,

|log |det D f?(h"(2))| — log | det D f7 (h"(w))||

= |log ]dethj(x)\ —log |dethj(y)H. (1.4)

Dados .,y € Dom f7, temos pela regra da cadeia

j-1
Dfi () = Df (f77* (@) .Df (F72(@)) ... Df (&) = [[ DF (f* @) - (L5)
k=0
j—1
Dfi(y)=Df (7 () .Df (2 () ... Df () = [ Df (f’“ (y)) : (1.6)
k=0
Usando propriedades de médulo e determinantes em (1.5) e (1.6) obtemos

|det Df7 ()| _ ‘detHi;BDf (f* (55))‘ _jfl |det Df (f* (2))]

[1

et DI W et THZy DF (£ ()] o 9D (7 ()]
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Substituindo em (1.4) obtemos

‘dethj(:U)‘_l |det Df7(z) B ‘deth (x))‘
[det Df7 (y)] "0 [det D fi(y)] “ H [det Df (% ()]
]71

\deth(f (w))'
® Tdet DF(FF )l |

k=0
Usando (1.3) temos
Jj—1 k Jj—1
|det Df(f*(z))| A 10 ek k() VY
Yl e prra| < 23O 0)
j—1
< CY (A Md(z,w)
k:0
< CZ)\kdz w)”.
k=0

Tomando C' = C' Z ¥ obtemos
k=0

| det ij(hn (Z))| < €Cd(z,w)”
| det D f7(h"(w))| ~ '

O

1.7 COROLARIO. Sejam A e B dois conjuntos mensurdveis com medida positiva, tais que diam(A) < ¢
e diam(B) < 4. Seja h™ = hyo...ohy, comn € N, a composi¢cio de ramos contrativos partindo de A
ou B. Para ndo sobrecarregar a notac¢ao, denotaremos ambos por h™. Entao existe Cy > 1 tal que

m(r(A) _ o mA)
m(B) = mer(B) = “m@) "

A

Prova.

Sejam A e B conjuntos mensuraveis tais que diam(A4) < ¢ e diam(B) < 6. Defina Jh"™ =

| det Dh™(x)|. Pelo teorema da mudanca de varidveis,

/ l.dm = /Jh"dm
hn(A) A
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donde
m(h"(A)) = / Jh"dm
A
e podemos escrever
n Jhdm
m(h(4)) _ /, |
m(h"(B)) / Jh™dm
B
Dados z,w € Domh™, temos
n Jh"(2)dz
moecy _ 7 | w
m(h"(B)) / Th™ (w)dw
B
Por (1.1) e pela distorcao limitada para todo z,w € Dom h"
Jh"(z) _ Jffl(h"(w)) < Cwz) < (Cdiam(M)
Jhr(w)  JfI(h"(2))
Tomando Cy = eCdiam(M), Cp > 1 obtemos
Jh"(2)
< n < n .
Jh”(w) <Cy = Jh (Z) < CyJh (w)
Para algum @w € Dom h™
Jh"(z) < CoJh™ (). (1.8)
Além disso, usando o teorema do valor médio para integrais tem-se
/ Th" (w)dw = Jh" (@).m(B) (1.9)
B

para algum w € Dom h™.

Donde

/Jh"(w)dw
B — Jh"().
m(B) Jh" ()

Voltando a (1.7) e usando as relagoes (1.8) e (1.9)
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m(h"(4)) /A"hn
i E) " [

B

/ CoJh™ (w)d
A

/ Jh" (w)dw
B
CoJh™(w).m(A)

/BJh"(w)dw

Co /B Jh" (w)dw.m(A)

IN

IN

IN

m(B). /B Jh" (w)dw

m(A)
= OBy

Dai,

Logo,

Juntando (1.10) e (1.11) temos

(1.10)

(1.11)

0

1.8 COROLARIO. Sejam A e B dois conjuntos de medida positiva tais que diam(f"(A)) < 4 e

diam(f"(B)) < 9, para um certo n € N. Entdo para a mesma constante Cy > 1 do Coroldrio
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antertor temos

A

el A) _md) o m(A)
" m(fi(B) T m(B) " B

Prova.

Seja B = hi(B) e A = hi(A). Entdo f/(B) = Be f/(A) = A, para j fixo, com diam(f7(B)) <
§ e diam(f7(A)) < 6.

Do Corolario anterior temos

m(d) _ ., mld) _, m(fi(A)
m(B) = "mB) ~ m(fi(B)
m(d) _ am(4) . m(f(A)
m(B) = m®B) ~ Cm(si(B))

Logo,

c-1 m(f(
° m(fi(

O

1.9 OBSERVAQAO. Note que a distor¢ao e os Coroldrios acima sao ébvios para um iterado fixo de f

(ou h). No Coroldrio 1.8 a tese ocorre sem a hipdtese de limita¢ao para o diagmetro dos conjuntos.

1.2 Operador de Transferéncia

Considere C'*” o espaco das funcdes v—Holder, sendo v a constante de Holder. Seja f : M —
M uma aplicacio C''*" expansora em uma variedade compacta conexa M cujo didmetro ndo é maior

que 1 e cujo volume é normalizado, isto é, m(M) = 1, onde m é a medida de Lebesgue.
Considere também um espaco conveniente de funcdes ¢ : M — R, ¢ € CY.

Atuando no espago das fungdes Holder—continuas, definimos o operador de transferéncia, ou

operador de Perron—Frobenius, por

B ECON
(Lo)(y) = f(%;y |det Df ()|

Dizemos que ¢ é log(a, v)-Holder—continua se existem a > 0, 0 < v < 1 tais que
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igj) <expad(z,y)”, Vr,y € M (1.12)

1.10 PrROPOSIGAO. Seja L : L*(m) — L'(m) o operador de Perron—Frobenius de uma transformagdo

f como anteriormente.

1. L é um operador linear;
2. L é positivo: ¢ > 0= Lo(y) > 0;

3. Se ¢ élog(a,v)—Holder—continua, entio Lo(y) € log(Aa,v)-Hélder—continua: para um a grande

L melhora a reqularidade das fungoes;

4. 1 Lo 1< @ |l1: £ € uma contragao.

Prova.

1.Sejam ¢ e ¢ Holder—continuas, a e b constantes e y € M. Entao,

Liap+ b)) = 3 m:
f(z)=y

Z ]det f + Z ]deth

f(z)=y

ola) o)
" 2 Taanf@] T 2 aa i) -

alp(y) + bLY(y).
2. Sejap > 0= Lo(y) = > |Clet¢l(;f)‘($)|_
f(@)=y

3. SejapeLlex,yec M

log Loo(y)] = SP108 Lo(z) _ Lo(z)

exp [log Ly(x) — explog Lo(y)  Lo(y)
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e
S
fnee |9 DF@IL o det D)™ + -+ o(e;)] det Df ()]~

i)
( +
3 ‘ o(yi )( | o(y1)|det Df(y1)[~' + -+ @(y;)| det D f(y;)|~
det D f(y:)

flyi)=y

@(21)|det D f(x1)] ! ey o(x;)|det D f ()|
o(y1) - |det Df(y1)| ! o(y;)|det D f(y;)|~?

L. p(@i)|det Df ()| " s pla) | det Df(ys)
Z yi)l det D f (i) |~ _;‘P(yi) | det D f (z;)|

=1

Supondo que ¢ é log(a, v)-Holder—continua, det D f é log(é’ , v)—-Holder—continua e que 36 > 0
tal que dados x,y € M com d(z,y) < J.

Escrevamos f~1(z) = {x1,...,2x} e f~1(y) = {y1,..-,ux}, com d(z;,y;) < Md(z,y), para

cadai=1,...,k, onde A € (671,1) é a constante de contracio. Obtemos

QO(ZC) <e ad(x;,y;)" < ed)\d(x,y)”

| det DF(yi)| _ s < (M),
Dal,

p(xi) | det Df(yi)|
o(yi) |det Df(z;)]

< expa(Ad(z,y))” - exp C(Ad(2,y))” <

exp [(@ + C)N)d(z, y)” < exp Nad(z,y)" .

Para a grande com (a + C)\ < Aa.

4. Seja ¢ € L' e A um conjunto mensuravel. Sejam ¢ = max{p,0} e ¢~ = —min{yp,0} =
max{—¢,0}. Entdo, T e~ € LY, o =T —¢p e | ¢ = ¢ +¢~. Como L é um operador linear,
tem-se

Lo=L(eT—9p7)=L(eT) = L(¥).
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Conseqiientemente,

Lol = [L(eT — @) <L)+ L) = L(¢T) + L(¢7) = L]

| Lo 1= / Loldu < / £lgldu = / oldi =1 o Il -
A A A

O

Introduziremos agora o operador Uy e veremos que relagao ha entre ele e o operador de

Perron-Frobenius.

Seja (A, A, 1) um espago de medida e f : A — A uma transformacao que preserva p. Se
@ : A — R é uma funcao mensuravel, entdo ¢ o f é também uma funcdo mensuravel. Podemos assim
considerar uma aplicagao linear Uy no espaco das fungoes mensurdveis, definindo Us(p) := ¢ o f.
Decorre da definicao de Uy que se ¢ > 0, entao Us(p) > 0, e portanto Uy é uma aplicacdo linear

positiva.

Considere H um espaco de Hilbert. Dado A : H — H, definimos o operador A* : H — H,

chamado dual de A por
(A%g, f) = {9, Af).

1.11 PrROPOSICAO. O operador de Perron-Frobenius L ¢ o dual do operador Uy.

De fato, como conseqiiéncia direta da férmula de mudanga de varidveis, se f é continua,

feCteDf(x) #0, para todo z € M tem-se

k
= o m = E 7%%) x)dm = m

isto é,

/X(ﬁw)i/}dm = /Xso(wof)dm.

Esta tltima igualdade representa a dualidade entre o operador £ e o operador Uy.

Observemos agora que todo ponto fixo de £ é a densidade de uma medida p f-invariante.
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De fato, se L(p1) = 1, com ¢1 € C°(X), 1 € C°(X) e a integral indefinida é dada por

= /cpldm, temos que

/M o fdp= /M o f. prdm = /M Uy () prdm = /M BL(p1)dm = /M Piprdm. = /M .

Além disso, como @1 € L1(p) := {f : X — R integravel}, p é absolutamente continua em

relacao a medida de Lebesgue.
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Construcao da medida SRB

Nesta secao provaremos que dada uma transformacao expansora cujo jacobiano det Df é
Hélder—continuo existe uma tnica probabilidade invariante absolutamente continua em relacao a me-

dida de Lebesgue limitada superiormente e inferiormente.

Dada f: M — M e p uma medida qualquer em M, denota-se por f.u e chama-se imagem
de p por f a medida definida por fiu(A) = u(f~'(A)) para cada conjunto mensuravel A C M. Note
que p é invariante por f se e somente se fiit = u.

2.1 LEMA. Se {untnen converge para pn na topologia fraca® entao p,(A) — p(A) para todo conjunto
aberto A C M cujo bordo A satisfaz n(0A) = 0.

Prova.
Sejam g;, g; : M — [0, +00) fungdes continuas com g; > g3, tal que em todo ponto tem-se
9i \.Xieg; ./ Xa
Donde
/Agjdun > pn(A) e /Agjd,U« > n(A) = p(A)
e também

/Ag}dun < pn(A) e /Ag}du < u(A).

16



Desde que uy, w7, 1, existe ng tal que Vn > ng

N g
|/(9jo — g}y )dpn| == |/(9jo = gjy)dul < 3
A A

Logo, para todo n > ng
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Desde que pp, N 1, temos que
i [ gy = [ gyl > n(A) = (). (2.1)
lim g}dun=/g§du < u(A). (2:2)
Assim, para todo j
hn(A) — p(A)| = I/XAdun—/XAdu\ < !/Agjdun—/Ag;du\ <
I/ gjdﬂn—/g}dun+/g}dun—/g§-dﬂl <
A A A A
I/ — g dun|+|/g]dun—/Ag§-du|- (2.3)
Analisemos o primeiro termo de (2.3).
Dado & > 0. seia i tal < € isto & o dy < €
ado & > 0, seja jo tal que u(gj, — gj,) < 3 isto &, S 495 — ¢5)dp < 3
Desde que g, g} sdo monotonas, tem-se
95 — 951 < |gjo — gjol> Y7 > Jo-
Segue que,
[ (05— gl <1 [ (030 = g ) (24)
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g
|/(9jo — 950 )dpin _/(gjo — g5,)dul < 3
A A

Dai,

3
|/(gj0 — 0 )dpin| —\/(gjo — g5,)du| < |/(gjo —g}O)dun—/(gjo — g5,)dul < 3
A A A A

Segue que

p £ , £ €
[ o= s < 51 [ (o= gh)inl < 5 + 5 (25)
Agora, analisemos o segundo termo de (2.3)
Dado % > 0 tomando j = jg e n > nq, desde que p, », p tem-se [ ghdpn — [, gdp,
isto é,

5
\/ Gro i — / gredpl < 3 Vn > nj. (2.6)
A A

Logo, tomando j = jp € n > max{ng,n1}, de (2.5) e (2.6) obtemos

i 4) = 0 < | [ (030 = g )dial +| [ fydin — [ gl <
A A A
g

2.2 TEOREMA. Seja f : M — M wuma transformacao expansora de uma variedade compacta coneza
M. Entdo f possui uma medida de probabilidade invariante pu da forma du = pdm, onde p satisfaz
Co < p < C;1 elp(z) — pw)] < Cd(z,w)", Vz,w € M.

Prova.

A prova se reduz a encontrar uma seqiiéncia de probabilidades absolutamente continuas pi,
cujas densidades sao uniformemente limitadas superior e inferiormente, e que tem como ponto de

acumulacao alguma probabilidade invariante.

Defina Jh" := |det Dh™(x)|. Considere 6 > 0, y € M e A um conjunto bereliano contido
em alguma bola B = B(y, ), tal que estao bem definidos nesta bola, como difeomorfismos, os ramos

contrativos de f~".
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Do Corolario 1.7 sabemos que

m (h" (A))
m (h™ (B))

(4)
(B)'

<

C(;l m (A)

m
<
m (B) - Com

Além disso, observe que fi'm (A) =m (f~" (A)) é a soma dos termos m (h™ (A)) sobre todos

os ramos contrativos de f~".

Dali,

n—1
qﬂmmgﬁmmnxmmgﬁqﬁmmS%Ey%m@g@mmy
=0

-1
13~ i
Definamos a seqiiencia u, = — Z fim e seja pu o ponto de acumulacgao, na topologia fraca*
n
=0
dessa seqiiéncia, isto é,
1 ng—1
= lim — Em. 2.7
1 nw%E:ﬁ (2.7)

Note que a passagem ao limite ndo altera as cotas superior e inferior, ou seja, se i é o ponto

de acumulagao (na topologia fraca*) da seqiiéncia p, entao,

Cylm(A) < p < Com(A).

Como Cy 'm(A) < pn(A) < Com(A) e pn(A) “, p(A) para todo aberto A com p(0A) =0,
do Lema 2.1 tem-se p,,(A) — p(A), entao

Cy 'm(A) < p(A) < Com(A). (2:8)

Faremos um parénteses e mostraremos, no lema seguinte, que esta tltima relacao vale para

um boreliano qualquer.
2.3 LEMA. Sejam p e v medidas borelianas finitas quaisquer e Cy > 0 tal que
Cy'v(A) < u(A) < Corv(A), YA € M aberto com pu(0A) = 0.

Entao
Cy 'v(C) < pu(C) < Cov(C), V¥ C € M boreliano.
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Prova.

Seja K um compacto. Para cada r > 0, seja K, := {z € M,d(z, K) < r} a r—vizinhanga de
K. Note que u(90K,) = 0, exceto para um conjunto enumerdvel de valores de r > 0. De fato, suponha

que nao.
Suponha, por absurdo, que a cole¢ao K := {0K,,v(0K,) > 0} seja ndo—enumeravel.

Seja P uma particdo enumeravel de (0,400). Como K é nado—enumeravel, existe algum

intervalo [a,b) € P, com a > 0 tal que K = {9K, € K,0 < a < v(dK,) < b} é ndo—enumerdvel.

Dai, tomando uma seqiiéncia 0K,; € K, com r; # r; para i # j, como os 0K, sdo dois a

dois disjuntos, temos que

Jj=1

V(U 0K,,) = ZV(@KTj) > Za = 400
j=1

que é uma contradigao.

Entao podemos tomar para todo t € N, K, aberto tal que u(0K;,) =0, Xk, () \ Xk (z),
Ve e X e p(Ky,) \, u(K), quando t — oo, t € N.

De (2.8) temos que para cada K,, aberto, vale

C()_ll/(Kn) < w(Kr,) < Cov(Ky,) (2.9)
mas,
p(Kr,) = /XKrtd,U«
e
v(K,,) = /XKrth-
Dali,

Col/XK”dl/ < /XK,«th < CO/XKTth- (2.10)

Pelo Teorema da Convergéncia Mondtona, tem-se que
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/XKrtd/J — /XKdu = pu(K).

/XKTthﬁ/XKdV:V(K).

Portanto, (2.10) fica

Cy 'w(K) < u(K) < Cov(K), para K compacto. (2.11)

Mostremos que a relacao também vale para um boreliano.

Seja C um boreliano qualquer, existem compactos K,, C C tal que

w(Ky) /7 1(C). (2.12)

v(K,) / v(C). (2.13)

J4 sabemos que para K, vale C; 'v(K,) < u(K,) < Cov(Ky).

De (2.12) e (2.13) tem-se

Cy 'v(C) < pu(C) < Cov(C). (2.14)

Além disso, note que p < m. De fato, de (2.14) se m(C) =0 = u(C) = 0.
Voltemos a prova do Teorema 2.2

Consideremos p como a densidade com respeito & m de um ponto de acumulacao de p, :=

Z fi(m) na topologia fraca*, onde fim é a imagem de m pelo iterado f?.

Para um k fixo e usando o teorema de Radon-Nikodym, temos V A € ﬂnzo (A

pr (A) —/Azll:zdm. (2.15)
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d
Considere p, = d—yk De (2.14) concluimos que pj tem densidade acotada inferiormente e
m
superiormente.
Cylm(A) < / prdm < Com (A) = Cy'! < pr, < Co.
A
Donde,

Cy' < p<Cy.

Vamos mostrar que a densidade p é Holder—continua.

Da férmula de mudanca de varidveis ja sabemos que para todo z € Dom h"™ vale

() = /A TH™(2)dp. (2.16)

Para z,w € M , hj(z) =z e hj(w) =y, j fixo e comparando (2.15) com (2.16), obtemos

pr(w) _ Jh™(w) _ Jf(h;(2))

pe(z) — Jh(z) T f(hi(w))

Pela distorcao limitada tem-se

Jf(hj(2) v
Jf(h;(w < exp(Cd(z,w)")
Dai,
pk(w) v
) < exp(Cd(z,w)")
donde,
p(w) v
) < exp(Cd(z,w)").
Portanto,
10(2) = p(w)] = Ip(2) - (1 = 2201 < o) - 1249 1) < Gy - Cd(z, w)” < Gz w)”

p(2)

p(2)
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onde C = Cy-C' .
n—1

Note ainda que todo ponto de acumulacao da seqiiéncia pu, := % Z f+(m) é uma probabili-
i=0

dade invariante por f. De fato, como o espago é compacto a seqiiéncia u, := %Z fi(m) tem algum
ponto de acumulagao, isto é, existe alguma subseqiiéncia (n;);en € alguma probagilidade € Mj(M)

tais que
1 ni—1

T EERTUNNE i
po=lm iy, = lim — Zg fim
1=

Pela continuidade de f, temos,

’I’Lk—l nE— 1

1 ;
fopr = follim — ; fem) = hmf* Z fim

ne—1

hm— Zf* —hm Zf*m A+ fim).

1 1
Observe que 111?1 — p=0elim— f*m =0. O primeiro limite é 6bvio, e o segundo decorre
k nk

do fato da medida ser limitada, isto é,

para todo conjunto mensuravel £ € A.

Assim, obtemos que

ng—1

Fett _hm Z Fi(m

e portanto p é invariante por f.
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Construcao da Particao de Markov

Dizemos que uma colegdo R = {Ry,..., R,} de abertos disjuntos é uma partigao de Markov

de f: M — M se:
(1) UL, Ri = M, M uma variedade.
(2) diam R; < r,¥i=1,...,n e para todo ramo contrativo h : R; — M de f~! vale
h(Ri))NR; #0 = h(R;) C R;,V1<j<n.
3.1 LEMA. (Construgdo de Particiao) Existem particoes de Markov de f com diametro arbitrariamente

pequeno.

Prova.

Seja B = {Bj,...,B;} uma cobertura de M constituida de bolas abertas com diamB; <

eVi=1,...,L

Definamos para n > 0, B™ = {h™*(B;)/h"™ : B; — M é ramo contrativo de f~"}. Por inducéo

sobre r definamos também

r—1 .
B = B VU (Upesm.pnpe—nz0 Bl paral <i < 1.

A~

B, =2, B".

r=0 "1
Para visualizar essa construgao veja Figura (3.1).

1 Afirmacao. Seja A € (071, 1) a constante de contragdo. Sejam By, ..., B; bolas cujos didmetros

24
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I i =
| I |
[T fl : [ /"
B ] 7 1 = M
s . ‘\ f HO
-+ |! f_/' \\ A
Jiikt: -
[ = TH
LA = il i
! II|I I 1 I H I
B,
B,
Figura 3.1: Construgao de B;
sao menores que € > 0. Entao
diam A" (B;) < \X'e,i=1,...,1.
Prova.
Sejam x,y pertencentes respectivamente a h(By) e h(B,), com k = 1,...,ler =1,...,1

onde By, e B, sao bolas de raio € > 0 e h's ramos contrativos de f~!. Dados dois pontos quaisquer
w = h(a) e z = h(b), a,b € By (ou a,b € B,) tais que z,w € h(By) (respectivamente h(B,)). Pela

convexidade de By e usando a desigualdade do valor médio temos que
d(w,z) < Md(a,b) < e
= diam h(By) < e (respectivamente diam h(B,) < €)).

Suponha por indugao que diam h7(By) < Me para um certo y € N. Mostremos que resultado

andlogo vale para h/T1(By).

Dados dois pontos quaisquer @ = h(a) e Z = h(b), a,b € hi(By,) tal que o, z € hiT1(By).

Pela convexidade de uma bola de raio € > 0 contendo a, 5, para a qual podemos supor que
h esté definida (estendendo h se necessario), usamos a desigualdade do valor médio e a hipdtese de

inducao, obtendo

d(w, 2) < Md(a,b) < - Ne < Mg,
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2 Afirmacao. Tem-se que diam B] < e+ 2e\ + ...+ 2e\".

Prova.

De fato, fixe uma bola B. Sejam z,y € B = BU Upresm.pnp.o B’], B' = h'(By),
Vi=1,....1.

Suponha que z,y pertencem respectivamente a h'(B) e h'(B,), k=1,....ler =1,...,1,
onde By, e B, sao bolas de raio € > 0 e h's ramos contrativos ( que por abuso de notacao, denotaremos

pela mesma letra h) de f~1.
Por construcao de BM) temos que h(By) N B # 0 e h(B,)NB # 0

Tomemos

Entao,

U
—~
&
<
~
IA

d(z,2) + d(2,9) + d(9,y)

< Xe+diam(B) + Ae

IN

2 e + €.

Donde, diam BY < &+ 2)e .
Suponha por indugéo que para a j-ésima etapa de construgao BY) | obtemos

diamB(j)§5+2)\5+...+2>\je.

Mostremos que um resultado similar vale para j + 1.

Dados z,y € BUtY_ suponha que z e y pertencem respectivamente a h(j“)(Bk) e h(j“)(BT).
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Por construcio de B!

R (B) N BY) £

RUTY(B,) N BYW £ .

Tomemos

& e hUt)(B,) N BY

g€ h(j“)(Br) N BY).

J& provamos que diam h/T1(By) < Mtle

Dai,

d(z,y) < d(z,2)+d(&,7)+d@,y)
< NTle + diam BY + Mt
< MPlet(e+2xe+... +2Me) + ¥ Tle
< e+ 2+ + 2V e

Como B; = U2, BZ-(T) entdo diam B; < ﬁ, 1<i<l.
3 Afirmacdo. Se h: B; — M ¢ ramo contrativo de f~' e h(B;) N Bj # 0, entdo h(B;) C Bj, pela

propria construcao dos Ej (veja que h(B;) C E])

Prova.

Por simplicidade, sejam B, B duas bolas e os conjuntos B, B construidos com respeito a

elas. Suponha que h(B) N B0

Seja A, = {AM™ e B A™ entra na n- ésima etapa de construcio de B} = {A) ¢
B A(m)npr—1 £ 0}. Ou seja, A™) § a imagem de qualquer bola pelo n— ésimo ramo contrativo que

intersecta a (n — 1)— ésima etapa de construcao de B.
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Considere A1) = h(Bj) qualquer conjunto que entra na fase 1 de construcao de B qualquer

que seja a bola Bj. Isto é,
AW = h(B;) para algum Bj, onde h : B; — M é ramo contrativo de f~! e AD N B £

Como h é um difeomorfismo local, segue que

AVNB#£0 = hW(AD)NR(B) £0

= h(AD)Y N BW = p2(B;) n BY £4.

Esta tltima implicacio devido a h(B) ¢ BW.

Dai,

h(AWY = h¥(B;) c B® ¢

.Udb

Suponha por indug¢ao que h(A(")) c B(tD ¢ é , YA™ que entra até a fase n de construcio
de B.

Mostremos que vale que h(AM™*1)) ¢ B(+2) é vV AHD que entra até a fase n + 1 de

construcao de B.

Considere A1) = h”“(Bj) qualquer conjunto que entra na fase n 4+ 1 de construcao de B ,

qualquer que seja a bola Bj. Isto ¢,

A+ — prt (B onde h" 1 B; — M é ramo contrativo de f~("t1 e A 0 AU) £ (),

0<j<n.
Por hipétese de indugao temos

h(A™) = h(h™(By)) c B"HY.

Por outro lado,
A A AHD £ = h(AD)) A R(APHD) £

= BUH) A pA )y £, 0<j<n.

Dai,

BUY A p(A"Y(By)) # 0 = h(A™HY) ¢ BUTD ¢ B.
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Logo, como B = Unen{A™ € A,} e como ja mostramos que cada h(A™) C fi, obtemos
que h(B) C B.
([l

Seja R a colegao dos abertos R C M tais que se RN Bj # () entao R C éj e tal que cada

aberto R € R seja maximal com esta propriedade.
R é uma colecao finita de abertos disjuntos tais que | J Reﬂ&‘:ﬁ =M.

Fica provado assim a condi¢ao (1) da definigdo anterior.

Figura 3.2: Retangulos da partigao de Markov

Agora vamos mostrar que vale a condigao (2) da definicdo. Para isso, usaremos a seguinte

afirmacao

4 Afirmacao. Os h(B;) tais que h(B;) N By # 0 cobrem By.

Prova.

De fato, se z € By entdo z € (™ (D,), onde h(™ é ramo contrativo de f~" e D, €

(Bi,...,B)}.

Além disso existe seqiiéncia h(j)(Dj), 1<j<ntalque BiN h(jH)(DjH) #0,1<j<n-1
e h\(Dy) N By # 0.

Suponhamos que Dy = Bj entao h(B;) N By # 0.

Pela construcao dos Bj a seqiiéncia hU *1)(Dj), 1 < 7 < n estd inteiramente contida em Bj,

onde hU=Y = p=Lohi = f o hJ.

J4 sabemos que se x € B; = = € h™(D,) = = € h(h"(D,)) C h(Bj), logo os h(B;)
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cobrem Bl .
O

Seja R € R tal que h(R) N B # (. Da afirmacao, decorre que podemos encontrar B;
satisfazendo h(B;j) N By # 0 e h(B;) N h(R) # 0 [veja que h(R) N By # 0 = h(R) Nh(B;), pois h(B;)

cobrem Bj].

Portanto Ej N R # () e resulta que R C Bj. Logo h(R) C h(Bj) C B (pela afirmacéao 1).
Dai, h(R) C R para algum R’ € R.

5 Afirmacao. A fronteira dos Bj tem medida nula.

Tal demonstragao pode ser encontrada em [4].



Capitulo 4

Espectro do Operador de Transferéencia

Neste capitulo queremos provar que £ é um operador linear limitado, seu espectro o (L) esté
contido no disco unitério {|¢] < 1} e existe 79 < 1 tal que o(L£) N {|¢| > 70} consiste de um numero

finito de pontos cujos autoespagos sao todos de dimensao finita.

A prova segue um caminho padrao usando duas propriedades que sao contratividade e apro-

ximacao por operador de posto finito.

4.1 Contratividade fraca do operador de transferéncia
Tome R = {Ry,..., Ry} uma partigao de Markov da variedade M. Vamos assumir que esta
parti¢do é mixing, isto é, I ng tal que f™(R;) = M, V R, € R.

Embora nao nos alonguemos sobre isso, é fato bem conhecido da teoria das transformagoes
. . . . 5 2 ; ; 5
expansoras que se temos uma tal transformagao C* definida numa variedade compacta conexa entao

suas particoes de Markov associadas sao mixing.
Escolhamos um espaco adequado de fungoes a saber

X :={¢|r: M — R, |gr, ¢é Lipschitziana}

e a norma || - || definida como segue

e =M@ lloo + 1l ¢ [ln

31
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onde

'@ llooi=sup |(x)].

reM
: p(z) = o (y)]
@ ||n:= Lip(p) = sup .
Il (©) vem  d(z,y)
Observe que (X, || - ||) é um espago de Banach.

1. || - || ¢ uma norma em X.

De fato, dados ¢, p1, p2 € X e ¢ um escalar, temos

[p(z) — p(y)|

a. || ¢ ||=supyenm lo(z)] + sup i = sup |p(z)| + Lip(p) > 0.

a:,y) reM
b. | ¢ |= 0= sup,ecp [o(z)| + Lip(p) = 0 = sup,ep [@(z)| =0 = ¢ = 0.
c. || co [|= supen lew(z)] + Lip(cp) = |c|supgen l(@)] + || Lip(e) = |c|lo].

d.[| o1 + @2 [|[= supgenm [01(z) + @2(z)| + Lip(p1 + p2) <

+ zT)— +
sup ‘801($)|+ sup |(,02(l‘)‘+ sup |(‘101 @2)( ) (901 902>(y)‘ <
TeEM reEM

r,yeM d(m, y)

T)+ T) — +
sup |¢1(x)| + sup |p2(x)| + sup lo1(x) + pa(x) — p1(y) + P2(y)|
xEM rEM x,yeEM d(SUa y)

IN

sup [¢1(z)| + sup [p2(z)| + sup
zeEM TEM z,yeM d(x7 y) r,yeM d(.%', y)

sup |¢1(z)|+ sup
zeEM z,yeM d(l’, y) reEM z,yeM d(x7 y)

= [p1] + |p2| .

2. (X,] - ||) é um espago de Banach.

Vamos mostrar que (X,| - ||) é completo. Para tal provaremos que se {¢,}>2; é uma

seqiiéncia de Cauchy entao existe uma aplicacao ¢ € X tal que || ¢, — ¢ ||— 0.
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Seja {¢pn}22 uma seqiiéncia de Cauchy. Entao V g > 0 dng € N tal que V n, k > ng vale

| ™

H@n - Spk” = HSDn - @k”oo + ||90n - Sok”h <

Em particular, fixado x € M, {p,(2)}52; é uma seqiiéncia de Cauchy em R. De fato,

| ™

lon(2) = pr(@)]] < llen = rlloo < llon — @rll <

Defina ¢(z) := klim ¢k (z). Vamos mostrar que
—00

Yn — || = sup |(pn —@)(x)| + sup
lon — | xGMI( n—¢)(@)] S i)

Fixado k € N, como {¢, ()}, é uma seqiiéncia de Cauchy e da definicao de || - ||, temos

€
|(n = @) (@)] < llon = @rlloc < 5, V1 2 m0 e k 2 mp.

Fazendo k — oo, obtemos

k—oo

[(pn =) (@) — [(pn — @) (@) < 5, ¥V =mg e Vo e M.

| ™

Desde que x é arbitrario,

€
[lon = ¢lloc = sup |(pn — @) ()| < 5, V0 2 no.
zeM
Por outro lado, fixados z e y arbitrérios, ¥V n, k > ng, ng € N, da defini¢ao de || - ||, tem-se

[(on = @r) (@) = (pn — ) (V)]
d(z,y)

< |len — @rlln <

DN ™

Fazendo k — oo, obtemos

S
—~
8
<
S~—

S
—~
8
<
~—

| ™
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Como z, y sao arbitrarios

| ™

llon — ¢@l[n = sup
" z,yeM d(way)

dali,
& 19
llon — @l = llen = @lloe + llen — @lln < 5ty =evnzno

Em particular, (¢, —¢) € X e como X é um espaco vetorial segue que ¢ = @, +(p—¢,) € X.

Entao ¢, — ¢ em X.

4.1 LEMA. Seja (X, || - ||) como definido acima, tem-se

1. L(X) C X.
2. Eziste K > 0 tal que para todo p € X,

I Lo lI< Klpli + Al @] -

3. L: X — X € operador limitado.

Prova.

1. Tome ¢ € X. Existe & > 0 tal que dados y',3° € M, com d(y,y") < &, tem-se
YY) ={z),....2. e fHY") = {af,...,2}}. Entéo

k
(Le)(y') = wlaf)| det Df ()™
i=1

k , "

p(3) ) |det D f(x7)| -1
=3 y LCEV I qet D (2
— p(x) %) | det D f(x})] | det Df(a)

") expllog p(2) — log p(2})] - expllog det D f (z) — log det D f(«)] - | det D f ()|

HM:?

k

<> elaf) - |det Df(af)| " - explad(a}, 2f)] exp[Cd(af, 2]
i=1
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k
Z ) - |det Df(z})| 7" - exp[(a + C)d(x}, 2})]
. ., k
<expl(a+C)d(y,y" )] > e(]) - |det Df ()™
=1

1"

=expAd(y .y ) (L)Y )

ComA<le(a+C)<A

Isto mostra que log(L¢y) é lipschitziana. Logo, Ly € X.

Na primeira desigualdade acima usamos o fato de log det D f e log ¢ sao lipschitzianas.

2. i) Estimativa 1: Existe Ko, > 0 tal que Voo , || £ [|o< Koollt + X || ¢ |15

Prova.
1
Considere h ramo contrativo de f~! e definamos Jh;(y) := ‘ Seja R; retangulo
"W = |46t D7y ()
da Particao de Markov. Entao,
I £olR, lloo= sup [ Lo(y)|R, lloo
yeR;
ol 3 Poll) < Zsup I o(hs)) - Ths(w) |
yeR; f( ‘det Df ‘ 196 1
<Z sup [l ¢l - sup I Thi(y) |- (4.1)
] 1x€h (Rl) ye
Fixemos um j e seja h; um ramo contrativo.
Observe que,
| < v [ edmt s [oler) — ()] (12)
el < = pdm up ess|p(z1) — p(za)] . :
9 oo = m(h;(RD) S, (r) @1,02€ hj(Ry)
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Note também que m(h;j(R;)) = / Jhj(y)dy
R
donde,

w8 Ja sty

m(Rl) m(Rl)

Por outro lado, qualquer que sejam y1,y2 € Ry tal que h;(y1) = 21 e hj(y2) = x2 tem-se

15500 1= o7y |
’ 1
| Thj(y2) [[= W |
dali,
| Thslyn) || _ | det Df (h(32) |
| Ths(ya) || ~ et Df(s(on) ||

Sendo log det Df (C,v)-Holder—continua tem-se

I[Th(yn) Il

H
< exp Cd(y2,y1).
70,0y | (92, 1)

Assim, supondo d(y2,y1) = diam(R;), tem-se

LI s
[Tty ] < P Cdiam(R0)

logo, para yo fixado obtemos

| Thy(1) |1 exp Cdiam(Ry)- || Jhy(ye) | -

Supondo que diam(R;) < 1, obtemos

I TR (y1) (1< e || Thy(ya) || -

Integrando ambos os membros em relagao a m temos



Capitulo 4. Espectro do Operador de Transferéncia 37

‘ dm e ‘ dm
J s s < [ s =

m EC
1) | [ i < iy o 1) L dm =

1 C

e
Jh; _— dm < / Jh; dm =
|| J(yl) H m(Rl) R m(Rl) R, || ](3/2) ||

I i) 1< ) (4.3

Fazendo o produto de (4.2) e (4.3) obtemos

I elnemy I - I Thi(y) (<

1 / cm(h;(Rr))
_ wdm|+ sup ess|o(x1) —p(x2)|| €7 ———==.
”m(hj(Rl)) h(R,) 21,226h(R)) (@) = elz2)l m(Ry)
Dal,

k

Y. sup fell-sup || Thi(y) |

j=1z€h;(R1) yER,

cm(h;(Ry)

+ sup  ess|p(z1) —p(z2)|| e (4.4)

xl,mzéhj(Rl) m(Rl)

1
< ”mam»/hj(m S

Supondo, sem perda de generalidade, que diam(M) < 1 o que implica em diam(h(Rg)) <

A < 1, podemos escrever

|p(21) — p(x2)
sup  ess|o(x1) —@(x2)| < sup  ess——
z1,22€h(Ry) z1,22€h(Ry) dla’m(h(Rl))

< sup pssl @) — p(z2)|
1,026h(Ry) d(r1,72)
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Fazendo A = diam(h(R;)) < 1, teremos

sup  ess [p(z1) — p(x2)] < sup  ess (1) — p(z2)|
x1,22€h(R;) A z1,22€h(Ry) d(l‘l,wg)
logo,
sup  ess|o(x1) —@(x2)| < A- sup essw(xl) — ela)] < Xy, -
1,22€h(Ry) e1,22€h(R)) d(z1,72)

Voltando a (4.4)

k

Y sup el -sup || Jhy(y) |I<
j=12€h;(R1) YER

k ' (s
Z ”m(hl /h(R : wdm‘ -eCM + sup ess|p(z1) — p(z2)]) - eCM

j=1 ](Rl)) m(Rl) xl,xgeh(Rl) m(Rl)
C
e le / pdm
hy (By) (hi(R1)) ¢
+A e’ | =
2| i) P Ry
k oC k
pdm| | + gl e Y mh;(R)) =
jz::l m(Ry) /hj(Rl) ‘ " ; ’
&
odm|+ M|, - e€-mM) <
m(Rl); /hj(Rl) | |h ( )
C
_ c
min{m(R;)} Pl + AT el
k k
Desde que Zm(hj(Rl)) =mM)=1e Z / | < /<p| dm = |¢|, e fazendo K =
j=1 j=1 |7 hs(Br)
eC
m, encontramos

I £ lloo< Koolh +2eC [ ¢ [In -
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ii) Estimativa 2: Existe K, > 0 tal que V¢

| Lo [n< CKaoleli + AeC(1+C) |l ¢ n -

Prova.

Escreva x; = hj(y;) e tome y1,y2 € R;.

| Lo [[n:=sup [Lo(x1) — Lop(xa)| _
Y1,92€R; d(l’l’:{]Z)
Z @Oh yl Z C,OOh y2
su B
3 d(ylng) =

$1,$2€h]‘ (Rl)

k
> lelhi()) - Thilyr) — @(hi(y2)) - Thy(ya)]

sup =1
d(yl7 y?)

x1,22€h;(Ry)

Note que

[ (hj(y1)) Thj(y1) — @(h;(ye

[ (hj(y1)) T hj(y1) — (i (y2))Thi(yr) + o(h;(y2

lo(hj(y1) = @(hi(w2)) [ [T hi(ya)] + le(

o (hi(yr)) — @ (hi(y2)) [T (y1)] + [

[o(hj (1)) = o (hj(w2) | TR (y)] + e(hy

hi(y2))] | Th;(y2)] ijEyg)

))Jhj(y2)| =

hi(y2))| | Thj(y1) — Jhj(y2)| =

()

(W2)[1Thj(y2)] - Cd(yr, y2)

NThi(y1) — p(hj(y2)) T h;(y2

)| <
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onde C' é a mesma da estimativa anterior.

Substituindo (4.6) em (4.5) temos

k
> lelhi()) - Thil) — e(hi(ya)) - Thy(yo)]
j=1

;cl,;tgsélilz(Rl) d(ylay2) =
: sup [o(hj (Y1) = (i (w2))l [Thi ()| + Lo (y2)) [ Th (y2)| - Cd(yr, y2)
j=1Y1y2€R d(yhy2)
K
[o(hj(y1) — (i (y2))l | 4, (T (y2))[| TR (y2)| - Cd(y1,y2) |
=1 R, ( d(y1,y2) Thiyol + d(y1,y2) ) a
K K
oy 12 (y1)) — o(h(y2))] “u , A
;ylzggm [Ths ()| ) + C;mgm [ (hj(y2))|1.Thj (y2)]-

Note que o segundo termo na expressao acima difere apenas por uma constante de (4.1) na

estimativa anterior. Entao

k

CY sup lolhy(y))l[Thi(y2)l < C (Koclelt + A [ @ [In) - (4.7)

j=1 y1,y2€R

Analisando o primeiro termo da soma acima, e usando a estimativa anterior, notamos que

m(h(R1))

Th: < 0.
sup H J(yl) ”— e m(Rl)

além disso,

[o(hj(y1)) = @(hi(y2))| _ [o(hy(y1)) — (hi(y2))l  d(h;(y), hj(y2))

d(y1,y2) d(hj(y1), hj(y2)) d(y1,y2)

donde,
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d(hj(y1), hj(y2)) < Ad(y1,y2)

< <\
d(y1,y2) d(y1,y2)

Dai,

k

(a2 (Y1) — o (hy(y2))]
j=1 y1i}glle)Rl [Thityn) d(y1,y2) =

k
€3 sup TR <A ol (4.8)

j=1 y1,92€R, (R )

Juntando (4.7) e (4.8) obtemos

k k

sup [ 7hy () PP =W 4 5= oy (o)) 1Ay ()] <
=1 Y1y2€R d(y1, yQ) j=1 Y1y2€R

A | @ lln +O(Koclph +2e [ @ lln) <

X |l @ |l +CEsoleli + CXeC || @ |In) <

CEoolpli + 2“1 +C) | ¢ ln -

Juntando as duas estimativas concluimos que

I Lo (1< Kool@h + 2 | ¢ |ln +CKooleli + A1+ C) || @ lIn -

Desde que exista C' tal que para todo ¢ € X tenhamos |¢|; < C || ¢ ||o, Obtemos

I Lo [|< Kolph + CEC || ¢ lloo +A“(2+C) || @ [ln -
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Tomando K = K, e desde que as outras constantes sao menores que A obtemos

I Lo l[< Klelh + Al @l

O
3. Por definigao || Lo [|=]] Lo ||co + || Lo |- Das estimativas 1 e 2 anteriores temos
I Lol< Kleh +A el (E+A) el
Jé que [@l <[l ¢ loo<[l ¢ I
Portanto o operador £ é limitado.
[l

4.2 COROLARIO. o(L) C {|¢] <1} .

Prova.
Para mostrar que o espectro de £ pertence ao disco unitario fechado, é suficiente mostrar que

sup || L™ ||< o0
n

jAquese || LM [<K M = /|| L7 ]| < VM = lim sup /|| L7 || < lim VM =1
n—oo n—oo

e, sendo (L) = sup /|| L™ ||, concluiremos que o raio espectral estard contido no disco

unitario.

Considere p € X e k € N|

I L5 =1 £ o) 1< KILH o+ A | L5 e | (4.9)

mas,

L5 p =1 £(£520) [I< KLY 20l + A | £ 20 ||

Substituindo em(4.9) obtemos
| 25 I1< KIL5 A (K120l + 4 ) 2472 )

donde,
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I £ ||< KICH M+ AKIC 20l + 2% | L4720 | (4.10)

também temos que,

I L5720 ||=I £(£520) [I< KIL* 2ol + A | L0 ||

Substituindo em (4.10) obtemos

I L8 [|< KICH M+ AL 20l + K| Pl + 27 | L4750 |

Assim, procedendo desta forma até um ntmero k € N teremos,
I L5 (1< KLY ol + AKLF 20 + NKILY Pl 4+ NWIRC ol + AP || L5 ||<
K (1257 ol + ALF 2]y + N2ILR 2l o+ Ay ) + 00 [ o |
Usaremos o fato de que |L¢|1 < |¢|1 valendo também para seus iterados. De fato, note

que para n = 1, tem-se |Lp|1 < |pl1. Suponha que esta propriedade é vélida para n = k, isto é,

|LFpl1 < |@|1. Teremos, paran =k + 1

IL- ol = [L(LF )1 < LRl < |l

Dai,

| 25 1< K (Il + Ml + A2lpl + o+ XMl ) + 25 [ o || =

k—1
IColl< K (DN ) el + X el (4.11)
j=0

Note que existe My tal que V ¢ € X tem-se |p[1 < My || ¢ ||so- De fato, em cada retangulo

R; da Particao de Markov, com 1 <[ < n, temos

lo R, |1 = / pdm = m(Ry).
Ry

Por outro lado, m(R;) < supess(|¢ |r, |)m(R;), V1<I<n

Dai, para X C M tem-se

el = m(X) < supess(|g]). Y m(Ry).
k=1

n
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n
Fazendo My = Zm(RZ), obtemos
k=1

lolh < Mo || ¢ |l -

Voltando a (4.11)

| Lrp ||< K Z)\j Moy || @ lloo +X* || @ |I€ Ko || ¢ ||, para alguma constante Ky =
J

K Z/\j M.
j

Segue que || L"p ||< oo, donde sup,, || L™ ||< oo.
O

4.3 LEMA. Seja e > 0, eziste ng € N e um operador de posto finito P : X — X tal que || L™ —P ||< e.

Prova.

Tome R = {Ri,...,R,} uma particio de Markov da variedade M. Para ¢ : M — R,
considere a projecao de ¢ com respeito & m, m, : X — R e defina ¢ = m,(p) tal que ¢|p, =
Jr, ®

L. 1<Il<n.
m(Rl)

Considere os operadores P, : X — X definidos por P, := (£ o m,)(p), que afirmamos ter
posto finito. Para mostrar tal resultado vejamos primeiro que o espaco S das fungoes simples sobre a

particdo R tem dimenséo n.
De fato, B = {XR,, XRs: - - - s XR,, } forma uma base de S.
Sejan €S, entao n = a1 xR, + ®2XRy + --- + QO XR,, -

Tome x € R;, com 1 < i < n. Para aj,...,a, € R, considere a seguinte combinagao linear

nula

a1xr, () + ... +Faixg () + ... +anxr, () =0

Dai, temos que

ajxr;(r)=a;-1=0 = a; =0, paraj =i

ajxr;(2) =0, j#i, el <j<n.

Segue que a; = a3 = ... = a, = 0, logo (xRy,---,XR,) ¢ L.I. e 0 espago S das fungoes

simples tem dimensao finita n. Logo, a imagem 7, () tem dimensao finita n. Conseqiientemente o
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operador (Lomy,)(p), por ser linear, aplicado a imagem I'm(m,) de m,, tem dimensao finita, no maximo

n.

Afirmamos que (Lom,) tem dimensao menor ou igual a n. De fato, Sejam v, ..., v, geradores
de Im(m,). Tome ¢, € Im(m,). Escrevemos ¢, = $1v1 + ... + Bpv,. Aplicando o operador linear £

ao elemento ¢,,, obtemos
‘C(an) = ‘C(ﬁlvl +...+ ﬁnvn) = ‘C(ﬁlvl) +...+ ‘C(ﬂnvn)

= ﬂlﬁ(’ul) 4+ ... —l—ﬂnﬁ(vn), 51, - ,,Bn e R.

Os vetores L(v1),...,L(v,) geram o espago onde esta definido £ o 7y, porém eles podem nao
ser L.I., pois alguns dos vetores v1,...,v, podem estar no nicleo de £. Assim, a dimensao de £ o 7,

¢ menor ou igual a n, logo, este ¢ um operador de posto finito.
Agora, iremos mostrar que || £L — P, ||< 79, para um certo 7y a ser definido mais adiante.

Considere o operador P, := L(m(-)) e seja 1 := ¢ — m, 0 p. B conveniente escrever

(£ =Po)(p) = (L= Lm()(p)

= L(p— ()
= L(¥).
Dali,
(£ = Pa)(e) =11 L) [|[=1 £(#) Nloo + (] £() [|n (4.12)
donde,
| L) (<[] £() [loo +(I] L() || -diamM)+ || L() |In - (4.13)

Note que, da defini¢do de v, em cada retangulo R; existe z; tal que ¥(z;) = 0. Entao,

| £L(¥) ||co= 0 para algum z; € R;.

Dai,
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L) 1< £(%) [|n (diamM +1).

Da estimativa 2 anterior, temos que

k

I £(¢ Hh<z sup | Jh;(y )||¢(hj(yl))—1/}(hj(yz))|

j=1 Y1,Y2€R; d(yla Z/2) j=1 Y1,Y2€R;

(5 31)) — ()
2ol g )

M?r

+ C'sup |9 (x \Z]Jh

De (4.8) temos que

sup ’Jh( )|W( ( )) w(hj<y2))’§60/\“¢”h-

j=1Yry2€R d(y1, 2

Entao

| L) 1n< e“ N[ + Csup () Z|Jh )|

k

< e“N|[¢[ln + C max diam(Ry).[[¢|ln. > [Th;(y2)]
j=1

j& que em cada retangulo R; existe z; tal que ¢(z;) = 0. Supondo max diam(R;)

Logo,

y2

< 6Cc-1

k
| L) n= /M | @) lIn dm < eCXelln + [16]1n6- /M S 178y ()]
j=1

< [[¥]n(e“X +9).

Mas, Yy € R; tem-se ||¢||, = ||¢]|n, dai

I £@®) In< llelln(eA+36) |

(4.14)

+CY sup [y ()l Th ()]

,onde5< 1.
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com €)X+ 6 < 1.
Logo, || L) [I<]] ¢ ln (e“X + &) (diamM + 1).

Voltando a (4.12) temos

(£ = Po)(@) =1 £(¢) lloo + | L) |1

< (€“N +0)(diamM + 1) [| ¢ ||n -

Tome 75 = (€A + §)(diamM + 1). Como || - || < || - || obtemos

L=P)@) < mlleln<mollel

Substituindo £ por £ na tultima desigualdade, A serd substituido por \" dai, 7y serd menor

que €, desde que ng seja suficientemente grande.

4.2 Lacuna Espectral

Nesta secao vamos obter condigoes sobre o operador linear limitado T em um espaco de
n—1

Banach complexo que sdo suficientes para verificar que a média % Z T’ converge na topologia uniforme
j=0
do operador.
Considere L(X) o espago dos operadores lineares continuos de um espago de Banach X nele
mesmo e seja T € L(X). Um ntmero complexo 6 é dito estar no conjunto resolvente p(T) se 0 — T

é uma bijecdo com inversa limitada. R(0;T) = (I — T)~! é chamado o resolvente de T em 6. Se

0 & p(T), entao 0 é dito estar no espectro o(T') de T

Chamamos F(T') a familia de todas as fungdes f que sdo analiticas em alguma vizinhanga

(n&o necessariamente conexa) de o (7).

Um subconjunto de o(7") que é aberto e fechado em o(7") é chamado um conjunto espectral.
Se o é um conjunto espectral, existe uma fungao f € F(T) que é identicamente um em o e que se

anula no resto de o(7T"). Definamos E(c;T) := f(T).

Se f é uma fungao analitica definida num anel (degenerado) do plano complexo, A(zp,0,7) :=

{#z;0 < |z — 29| < r}, 20 é chamado uma singularidade isolada de f.
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+o0
Seja f(z) = Z ap(z — 20)P a expansao de Laurent de f que converge no anel A(zg,0,7).
p=—00
Se um numero finito de termos a,, com p < 0, sao nao-nulos, 29 é dito ser um pdlo de f e o menor

nimero n tal que a_j,| # 0 é chamado de ordem do pdlo 2.

4.4 LEMA. O conjunto fechado o(T) € limitado e sem lacuna. Além disso

suplo(T)] = lm /[0 <[ T |

o0
Tn
Para |0| > sup |o(T)| a série R(6;T) = Z grFl converge na topologia uniforme do operador.
n=0

4.5 TEOREMA. Se 0 ¢ um polo de T de ordem «, entdo 0 tem indice . Além disso, um ponto isolado

0 no espectro de T’ € um pdlo de ordem o se e somente se
(01 — T)*E(6;T) =0, (01 —T)* 'E(6;T) #0

4.6 LEMA. Seja X um espaco de Banach e suponha que x, — x em X. Entdo a seqiiéncia || z,, || €

limitada.

Prova.

Seja x € X e Z(-) um funcional linear em X* que atribui a cada [ € X* o ntmero (z). A
aplicagao J : x — & é uma isometria de X em X™** nao necessariamente sobrejetiva. Esta aplicacao é

também chamada de inclusdo canonica ou inclusao isométrica.
. 4 w ~ . ’
Por hipétese x,, — x, entao dado | € X* tem-se {(z,,) — I(z), isto é,

(xp —x) — 0.

Note que [ é continuo, logo limitado. Entao existe uma constante N, tal que

| (zn, — ) ||< N.

Considere z,, — x um funcional linear em X**. Entao, para um [ fixo tem-se

| (@n —2)- L= Uzn — ) |

Assim, || (&, — 2).l|| é limitado em n.
Pelo Teorema da limitacao uniforme, || (&, — ) || é uniformemente limitado em X**.

Usando a inclusdo canonica J : X — X**  concluimos que || z, — x || é uniformemente

limitado em X.
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Isto mostra que toda seqiiéncia fracamente convergente é limitada na norma.

4.7 LEMA. Seja T um operador em um espagco de Banach X e suponha que {%T”} converge a zero
na topologia fraca do operador com n tendendo a infinito. Entdo o espectro de T € um subconjunto do

disco unitdrio {z;|z| < 1}, e qualquer pdlo 6 de T com |0| =1 tem ordem um.

Prova.
. o N X
Seja X um espago de Banach. Por hipétese a seqiiéncia {—T"} converge fracamente & zero.
n
. 1 w
Fixemos x € X e facamos x,, = —T"(x) — 0.
n
Do lema anterior, para z fixo tem-se que a seqiiéncia {1 T"(z)} é uniformemente limitada em
X.

1
Escrevendo T,, = —T", para um z fixo temos que || T,,(z) || é uniformemente limitada em n.
n

Obtemos, pelo Principio da limitagao uniforme que || 7}, || é uniformemente limitado, ou seja,

existe uma constante k tal que V n

]' n n n
| =T <k= /T < VE

= lim /|7 < lim Vk
n—oo n—oo

n—o0

mas, lim V& =1, entdo lim {/|[ 77| < 1
n—oo

= limsup | T" |= < 1.

n—oo

Segue do Lema 4.4 que
sup o) = Jim VT
donde
o(T)| < Timsup /T T7 | < 1.
n—00

T

Se 6 é um pélo de T e |#] = 1, entdo 1 é um pdlo de T} = 7 e — 0 na topologia fraca

do operador.
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oo

De fato, se # é um pélo de T entao T(z) = Z ap(z — 0)P. Para p < 0, p finito tem-se

p=—00
ap # 0.

T(z) = A Z ap(z — )P =

p=—00

T(z) =X ) ap(g NN

p=—00

Z 7 7’ T
(2) = Z ap(g—l)p . 1 éum pdlo de leg.

n

T
Como — — 0 tem-se que
n
n n
T_T w g
n on

Portanto para provar a segunda afirmacao é suficiente tratar o caso em que 1 é um pdlo de

Provaremos por contradicao.

Suponha que a ordem do pdlo 1 é ao menos dois. Segue do Teorema 4.5 que existe xy €

E(1;T)X tal que (I — T)xg # 0, mas (I — T)?z¢ = 0.

Dal,
0=(I—-T)%xg=(I—2T+ T?)x

= T2z = 2Tz — I . (4.15)

T3z = T-T?x
= T(2Tzg — o)
= 2T%zy — Taxo
= 2(2Txo — z9) — Txo

= 3Txo — 2a0. (4.16)
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Observando (4.13) e (4.14), suponha por indugao que a relagao é valida para n.

T"zg = nTxo — (n — 1)xg. (4.17)

Vamos mostrar que a relacao vale para n + 1.

™ = T Tz
= T(nTzo— (n—1)xo)
= nT%zg— (n—1)Txg
= n(2Txg—xo) — (n — 1)Tag
= 2nTxy —nxg — nTaxy + Txg
= nTxg+ Taxg— nxg

= (n+1)Tzo — nxo.

Agora observe que (4.13) pode ser escrita como

T2.le0 . 2T£L'0 - Il’o
2 2
Zo
= T.ZU() - ?
= Tl‘o—.%'o—l—xo—%
x
= 224 (T = Day.
2
Escrevendo (4.15) da mesma forma tem-se
-1
—T"zg = Tzxg-— u — Xo + xo
n n

To
= T:Eo—:l,‘()—l—f
n

X
= 24 (T = Day.
n

Tomando o limite quando n — oo
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1 1
lim —T"zg = lim —xz¢ + (T — I)xo.
n—oo n n—oo n

1
Logo (T — I)zp = 0, pois lim —xy — 0.

n—oo N

Assim, para todo z* € X*, tem-se 2*(T — I)xg = 0, o que é uma contradigao.

Para provar o préximo Lema enunciaremos a Alternativa de Fredholm (vide [7], pg. 201)

4.8 TEOREMA. (Alternativa de Fredholm) Seja D um subconjunto conexo aberto de C. Seja f : D —

L(X) uma fungdao analitica tal que f(z) € compacta para cada z € D. Entao, ou

(a) (I — f(2))~! existe para z ¢ D.
ou

(b) (I—f(2))~" existe para todo z € D\S onde S é um subconjunto discreto de D (i.e. um conjunto
que ndo possui pontos limite em D). Neste caso, (I — f(2))~! é meromorfa em D, analitica em
D\S, os residuos nos pélos sao operadores de posto finito, e se z € S entao f(z)Y =1 tem uma

solu¢ao nao nula em X.

4.9 LEMA. Seja T um operador linear limitado cujo espectro estd contido mo disco unitdrio e seja
|T™ — K| < 1 para algum inteiro positivo ny e algum operador compacto K. Entao todo ponto
espectral 0 de T com |0 > |T™ — K| € isolado e a correspondente projecao E(6;T) tem dimensdo
da imagem finita.

Prova.

Seja ng como na hipdtese e seja w uma primitiva da n-ésima raiz da unidade. Se f € F(7T)

entao f(o(T')) = o(f(T)). Tomando w raiz da unidade claramente os espacos
E6;T) + E@w;T) + ...+ B@w"5T) = B0 T™).
Note que alguns dos E(6wP;T) acima podem ser triviais.

Desde que a aplicagdo 0 — E(0) é um isomorfismo tem-se que E(0w?; T)E(0w?;T) =0, p # q
e entdo se a dimensao da imagem de E(0";7T"™) é finita a dimensao da imagem de E(0;T) também é

finita. Além disso, se 8" é um ponto isolado de o(T™) = [¢(T")]™, ent@ao 6 é um ponto isolado de o (7).

Portanto é suficiente provar o lema sobre a afirmacao de que n = 1.



Capitulo 4. Espectro do Operador de Transferéncia

53

Seja V =T — K. Primeiro mostraremos que se |¢| > |V| e se (I — R((; V)K) ™! existe, entdo

R(¢;T) existe e é igual a (I — R(G;V)K)R((; V).

1
Definamos — := A~!. Esta notacio serd 1til para introduzirmos um algebrismo que justifica

A
heuristicamente a igualdade

[I - R(¢;V)K]T'R(G; V) = R(G;T).

De fato, note que

[I—(I-V)'K]™' = [I—

IV (I—V

[CI—T]l =71t R(GT)
(I-V] ~—[I-V]7L R(GV)

Entao,

I~ (T = V) K] IR(G V) = &

Por outro lado podemos escrever

R(GV)(CI=T) = R(GV)(CI -V - K)
= R(GV)C = R(GV)V = R(GV)K

= ((U-V) - I-V)'V-(I-V)'K

= ((I-V)H(LI-V)=(I-V)'K
= I-(I-V)'K

= I-R(GV)K

isto é,

R(GV)(CI =T) =1 —-R(GV)K.

Note também que

£ et -

(4.18)

(4.19)
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[(1 = R(GV)K]T'R(GV)] - [¢I - T] = 1. (4.20)

De fato, por (4.19) temos

[(R(GV)(CT =T)'R(G V)] - [¢ = T) =

[(CI=T)"" R(G; V)™ - R(G V)] - [CI - T) =

-7t (I-T)=1

Além disso temos

CI—T]-[(I-R(GV)K]™ - R(GV)] =1 (4.21)
De fato,

[CI—T]-[(I-R(GV)K]™ - R(GV)) I =V)(CI=V)TH (I = T)[(I - R(G;V)K) " R(G V)]

= ((I=V)R(G V)T =T)[(I = R(G;V)E)T'R(¢; V)]

De (4.19)

(I =V)R(GV)(CT =TI = R(GV)K)'R(G V)] =
(I =V)I = R(GV)K)I - R(GV)K)'R(GV) =

I =V)R(GV)=(I-V)I-V) "' =1

Observe que o operador R((;V)K é compacto, pois é um produto de um compacto K por

um limitado R(¢; V) (pois |V| < [(] = |V ¢ limitado), e depende analiticamente de (.

Note que |R(¢;V

‘ e}

1
==
I—V
Segue que para |(| suficientemente grande |R((; V)K| < 1, dai o nimero 1 nao pertence ao

espectro do operador R((; V) K, pois

sup o (R(GV)K)| = Tim /[(RIGV)K) < 1
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Logo, como 1 nao pertence a o(R((;V)K) isto garante que a alternativa (a) do Teorema
analitico de Fredholm ndo acontece, e que vale a alternativa (b), isto é, (I — R((;V)K)) ™! existe e é
uma fungao analitica de ¢, no dominio {¢ € C; |V| < |(]}, exceto em um conjunto discreto de pontos
nesse dominio. Voltando a (4.18) concluimos que R((;T) existe no dominio {¢ € C;|V| < |(|} exceto
em um conjunto enumeravel de pontos isolados. Ou seja, todo ponto espectral ¢ de T é isolado, ou de

outro modo, o(T") C Ucey(ry B(G [V ])-
Seja 0 € o(T) e |0| > |V, resta mostrar que E(6;T) tem dimensao da imagem finita.

Seja B = B(#,r) uma bola de raio suficientemente pequeno para que B C {¢ € C; |V| < [(|}

e para que exista (I — R(¢;V)K)™!, para todo ¢ € B, ¢ # 6. Seja C C B um circulo centrado em 6.

Para [(| grande, a expansao de Laurent conduz a identidade

(I-R(GV)KE) ' =T+ R(GV)K(I - R(GV)K)™L (4.22)

De fato,

~

(I-R(GVIE)™ = I

7

= I+R (,V + (R(GV)VK)? + (RGV)K) + ...

V)
K
= I+R(GV)K [I+R(¢VK+ (GV)K)?+.. ]
K
VK

= I+R(GV)K.(I— R(CV ) (4.23)

Por continuidade analitica, isto vale também em C'.

Dai temos que

R(G:T) = [I+R(GV)K(I—R(GV)E) R(GV)
= R(GV)+ R(GV)K(I = R(GV)E) T R(¢G V).

Desde que R((;V) é analitica em C temos que para f € F(T') vale

A1) = 3= [ 1O -1
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Note que as vizinhancas nao sao conexas, dai f é constante em cada uma e é analitica.

1,se 0 € o(T)
fazendo f(T) = E(0;T) =
0,se 0 & o(T)
obtemos
BO:T) = o L RGT)dC
= o [IRGV) + RGVIK( = RGVIE) T RG VS
C

_ . RS . (. —1 (.
= 27”,/CR(C,V)CZC+27TZ,/CR(C7V)K(I R(G;V)K) " R(¢; V)dC.

A primeira parcela da soma acima vai a zero pois ¢ nao pertence a o(V).

Logo,
E(0:T) = % /C R(G:V)E(I - R(G;V)E) 'R(G V)dC. (4.24)

O integrando é um operador compacto para cada (, pois é um produto de um compacto K

por um limitado R((; V).

Sabendo que o conjunto dos operadores compactos é fechado na topologia uniforme do oper-

ador, concluimos que a integral em (4.24) é um operador compacto.

Logo, E(0;T) é um operador compacto. Mas, E(0;T) é o operador identidade do subespagco
E(9;T)X, e como um operador identidade num espaco de dimensao infinita nao pode ser compacto,

concluimos que o espago E(#;T)X tem dimensao finita.

4.3 Exatidao da medida SRB

Dados dois conjuntos A e B contidos em M, definimos o percentual que A ocupa em B por
m(AN B)
m(B)

4.10 LEMA. Seja A C M um conjunto de medida positiva. Dado 0 < 3 < 1, existe § tal que toda
particao de Markov com diagmetro menor que § possui um retangulo no qual A ocupa um percentual

. /
maior que 3 .
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Prova.

Considere uma parti¢ao de Markov R tal que diam(R) < d§, VR € R e ¢ tdo pequeno quanto
queiramos. Seja A um conjunto de medida positiva, entao A possui pontos de densidade. Se zg é um
ponto de densidade de A, tomando 3 < 3 < 1, existe rq tal que para toda bola B(zg,r) com 7 < rg

temos que
a m(AN B(xg,r))
m(B(zo,7))

> f.

Afirmamos que existe um retangulo R € R tal que

m(ANR) /
TR > .

De fato,
Definamos o anel A := A (zg,71,70) com 7, < 70, tal que m(A) < (6 — B').m(B(zo,7)).

Tome uma particao de Markov cujos retangulos tém didametro menor que rg — r1. Sejam

Ry, ..., Ry todos os retangulos dessa partigdo que intersectam B(xg,71).

Como x( é ponto de densidade de A, temos

m(A N B(xzg,ro))
m(B(zo,70))

> .

Logo,

2 mANR) - m(An (U} Ry))
S om(r;)  — m(B(zo,))
m(A N (B(zo,70)\A))

= T m(Blao.m)
. m(ANB(xo, ) m(A)
- m(B(xo,70)) m(B(zg,r0))
. m(B(zg,r0))
> B-(B-p )-7m(3(x07r0))
= g
Entao dj tal que M > ﬁl.

m(R;)
O

4.11 LEMA. Seja f : M — M uma transformacdo expansora tal que f admite uma probabilidade p

absolutamente continua em relagdo a medida de Lebesque. Entdo p € exata.
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Prova.

Seja A pertencente a o-algebra 1,50 f7"(A) tal que A = f7"(By), YB, € (,50 f"(A).
Logo f"(A) = By, Vn.

Suponha por absurdo que 0 < m(A) < 1. Em particular, f é localmente um difeomorfismo

logo preserva conjuntos de medida nula e de medida positiva, entao 0 < m(B,) < 1.

Como m(A) > 0, existem pontos de densidade de A. Se xy € M é ponto de densidade de A

entao existe o limite
.A B L)
li ”L( ($0 7"))

r—0 m(B(.CU(),T)) =L

Ou seja, A ocupa um percentual (arbitrariamente) grande do volume de qualquer bola em

torno de xy que tenha um raio suficientemente pequeno.

Considere alguma particao de Markov . Vamos assumir que existe algum retangulo R € R

e um v > 0 tal que
m(A°N R) -
m(R) "

Pelo Corolario 1.8 da distorgao limitada existe uma constante Cy > 1 tal que para um j fixo

L am(P(ASOR) _ m(A°n R
0 m(R) m(R)
m(fI(A°NR)) m(A°N R)
Z T 9T am

Onde f7(R) contém uma bola de raio g fixado.

Note que existe m tal que para qualquer bola B, tem-se fm (B,,) = M e pelo Corolério 1.8

da distorcao limitada existe uma constante Co > 1 tal que

m(fIT(AC N R)) . m(A°NR)
m(pra@®) 0T ®m)

Observe que m(f/T™(R)) = m(M).

Entao
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j+1m( Ac -
AR g6
dali,
i+ N
106
N m(f7+(A)) c1—C G
m(M) o-Co-7

Note que A = f~"(B,,) = B, = f"(A), entao podemos escrever

m(f7TM(ANR)  m(Bjm)

- 1—Ch-Ch -
m(M) mim) Lo Coy
Logo,
m(B5 ) -

Observe também que se A = f~"(B,) = A° = f~"(B¢). Entao, para simplificar a notacao

escreveremos A¢ = f~U+m) (qu+m)_

Pelo Lema 4.10 podemos considerar uma particdo & de Markov de M tal que A ocupa um
percentual (arbitrariamente) grande de algum retangulo R € R. Considere um refinamento R desta

particao e tome um retangulo R; € R
Logo,

m(A%) = m(f~Ur(B5, )

m(>_(fUTM(BS, 5 0 Ry)
l
m()_ fUT(Ry))
.
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Y om(d(fUT (B N Ry))

l l

Yo mlfUT(Ry))

Desde que Zm(Rl) =m(M)=1e m(BS

]+ﬁz) < C(]é()’)/ = Zm(B;-i-ﬁl N Rl) < Coéo’y.
l l

Como m é equivalente a pu, segue que p é exata.

4.4 Conclusao

Neste ponto podemos recuperar a medida como limite exponencialmente rapido dos iterados
do operador de Perron— Frobenius. Mais precisamente a decomposicao do espectro do operador de
Perron—Frobenius induz uma decomposicao do espaco de Banach X como soma direta dos subespacos
invariantes Fy e F1q, tal que em Ey o espectro do operador de Perron—Frobenius é contrativo e em F4

é unidimensional.

Devido a defini¢ao do operador de Perron—Frobenius como operador de mudanga de varidveis

é facil determinar o espaco Ey. Vejamos.

4.12 PROPOSIGAO. Seja Ey = {¢ € X; [ pdm = 0}, Ey € invariante por L. Além disso, Ey é um

subespaco fechado e tem codimensdo 1.

Prova.
De fato,
Seja ¢ € Ey, entdo [ @dm =0, Vo € M

Como L é o dual do operador ¢ o f, tem-se que

[coppin = [ ewo am.
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Sep=1 = [opofldm= [(po fldm = [pdm =0.

Por outro lado,

[eopan = [(ce)-1dm = [(coyim.

Logo, [(Ly)dm = 0 e portanto L(Ey) C Ey.

Vejamos que Ey é fechado, isto é, seja {¢n}neny uma seqiiéncia em Ep, se lim ¢, = o,
n—oo

Vn € N, entao ¢ € Ejy.
De fato, se ¢, — ¢ em X, temos que

on =@ 1=l en—=¢lloo + 1 on =@ [h,—0

= | on—¢ loo— 0.

Dai, como / wn = 0 tem-se
M

Ry R ) S By e

<| son—woo-/Mdmzu o — @ lso—s 0.

Logo, / pdm = 0= ¢ € Ejy.
M
Resta ver que Ejy tem codimensao 1.

Dado ¢ € X podemos escrever ¢ = / edm + (¢ — / wdm).
M M

Observe que

/ wdm € {¢ € X; ¢ é constante} ~ R
M

além disso,
(o — / pdm) € Ey
M

pois
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/M((p - /f\/l pdm)dm = //\/l pm = /M (/M SOdm) am
o R Ry R e

Como o espaco das fungoes constantes {¢ € X;p é constante} tem dimensao 1 Ejy tem
codimensao 1.

0

Considere o autoespago E7 associado ao autovalor 1 como sendo o gerado por p, densidade

da medida que é ponto fixo do operador L.

4.13 COROLARIO. O autoespaco Ey estd em soma direta com Ej.

Prova.
Seja p a densidade da medida SRB e F; =< p >.
Assim, V € € E7 escrevemos £ =c-p .
Donde,

/‘fdm:c-/ pdm:c,pois/ pdm = p(M) = 1.
M M M

Se £ € Fy N Ey temos

E dm =0
£ e oi/Mﬁm
seEﬁ»é:c-p:%:/ cdm - p
M
=E&E=0-p=£=0.

Dai,
Eyn Ey = {0}.

Como dimensao de Fq é 1 e a codimensao de Ey é 1 temos que

X:El@EO.
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4.14 LEMA. Eziste ng tal que Vn > ng L™ |g, € contracao.

Prova.

Note que o raio espectral de £ é dado por

r(L£) = limsup V/|| L™ |g, |l < A.

n—oo

Dado ¢ > 0, existe ng tal que VYn > ngy temos
VIEY gl < A+e<1

= L% |l < (A +¢)", Vn = mng

Donde,

L% [ po [l < (A +e)" ol -

Logo, || L™ |g,|| ¢ uma contracao e converge exponencialmente rapido para zero.

Concluimos que £ |g, possui em seu espectro a parte de o(L£) que nao estd em {|{| < 1}, e

que é contrativa.

4.15 TEOREMA. L"¢ converge exponencialmente rdpido a densidade da medida SRB.

Prova.

Seja ¢ € X tal que / wdm # 0. Como X = E; @ Ep, podemos escrever ¢ = @1 + ¢g, com
M
0170, 1 € B1 e wo € Ep.

Entao,

L = L p1 + L.

Desde que ¢1 é ponto fixo de £, temos também que L"p1 = ¢1, entao
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L% = |I=I1 £ = L% =] Lo [|[— 0.

Ou seja, L™y converge exponencialmente rapido a ¢1, que é a densidade da medida SRB.

O
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