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Introducao

N&s, cosmélogos — cientistas da totalidade, da origem e da transformacdo —, estamos
particularmente interessados no que bem poderia ser chamado de arquitetura césmica. O
arquiteto convencional entende seu cendrio de estudo como um processo de organiza¢do das
coisas e dos objetos de forma estruturada e, talvez, harménica no espaco tridimensional ao

longo do tempo. Sua grande preocupacdo é, uma vez dados o ambiente fisico e a matéria



disponivel, distribuir coerentemente as estruturas respeitando a funcionalidade e
estabelecendo desta forma relacbes de proporcao entre as diferentes partes. Se o resultado
final é compativel com a estética, tanto melhor. J4 o cosmélogo procura avaliar os mecanismos
fisicos e a seqliéncia de eventos correlacionados que, possivelmente (por causa de uma
cascata de fendmenos envolvendo a gravidade) culminaram nas grandes distribuicGes de
matéria (luminosa ou ndo) “observadas” no universo e como elas se influenciam mutuamente.
Estas enormes ilhas de substancia apresentam-se de maneiras muito variadas envolvendo
tamanho, forma, disposicdo no espa¢o e quantidade de matéria [1-3]. A substancia pode
manifestar-se através de particulas conhecidas em laboratérios, campos eletromagnéticos sob
a forma de radiacdo ou em nuvens colossais de atomos em movimento interagindo pela
gravidade. Dependendo das pretensdes de entendimento do cientista, ou da propensao para
manter a coeréncia dos pressupostos, estara também em aberto a possibilidade de inclusdo de
uma nova ontologia material. Nesta nova ontologia poderdo estar presentes objetos escuros
de varias espécies [4,5], campos exdticos com comportamentos inusitados [6-7],

eletrodindmicas ndo-lineares [8], bem como particulas consideradas como exdticas [9].

Na macro-arquitetura do cosmdlogo as estruturas encontram-se ja dispostas. Resta-
nos a possibilidade de um entendimento remoto de como elas vieram a ser uma vez no tempo.
Entender as sutilezas de sua formacdo em cada uma das escalas (incluindo galaxias,
aglomerados, superaglomerados vacuos etc.), como elas se influenciam mutuamente e com a
propagacdo da radiagdo césmica de fundo tornou-se um dos grandes desafios da cosmologia
relativista. No entanto, também na ciéncia, assim como na arte, estaremos sempre sujeitos
aos modismos da época e também a um sem nimero de pressupostos que nos sdo muito
caros. Por causa da extrema isotropia da radiacdo césmica de fundo® e de certa bagagem inicial

de arbitrariedades [10] pensamos o universo observavel (em larga escala) como um todo

! Tomada em conjunto com a distribuicio espacial de galaxias relativamente préximas, mapas do céu

em faixas de raio X etc. Para uma analise detalhada das sutilezas relacionadas a questdo da
homogeneidade ver [11].



praticamente homogéneo, apesar de dindmico, permeado por inUmeras estruturas de
superaglomerados de galdxias que evoluiram — por causa da gravitacdo — a partir de pequenas
perturbagdes em um mundo primordial essencialmente equivalente em todos os pontos (de
um ponto de vista espacial apenas) [12]. Neste mundo representado pelas geometrias de
Friedmann-Robertson-Walker (FRW), seja por causa da teoria quantica de campos ou por
outra razdo qualquer ainda ndo inventada/conhecida, o espectro de perturbagdes tornou-se
ndo nulo em uma dada hiper-superficie do tipo espago com uma forma inicial especifica. Seria
precisamente esta forma inicial a principal responsdvel pelas pequenas anisotropias
observadas na radiagdo cdsmica de fundo (oriundas de um extenso plasma primordial) bem
como pela hierarquia observada na distribuicao de matéria uma vez propagada pelas equacdes
da relatividade geral [13]. Ndo hda duvidas outras possibilidades de descricio dentre muitas
variantes possiveis estdo, e permanecerdo talvez, em aberto. No entanto, o que nos preocupa
- e também nos interessa, viabilizando o trabalho - é saber até onde podemos caminhar
utilizando uma proposta simples, satisfatoria sob a ética das predicdes, capaz de satisfazer
provisoriamente nossa curiosidade e afasta-la para territérios cada vez mais distantes. Esta

preocupacao nos leva a assumir as geometrias de FRW como um bom ponto de partida.

De um ponto de vista técnico podemos dizer que a investigacdo dos mecanismos de
formacao de estruturas em larga escala nas geometrias de FRW, e inclusive da arquitetura que
dela resulta, reside no territério da teoria de perturbagdes cosmoldgicas [12]. Estas
perturbagdes, em seu nivel mais elementar, operam-se sobre as distribui¢des, assumidas como
homogéneas e isotrépicas, de matéria no universo primordial. Espera-se, portanto, que, por
causa das instabilidades geradas pelo cardter essencialmente atrativo da gravidade, as
estruturas comecem a se despontar e desenvolver na medida em que o universo evolui. Este
ponto de vista — analisado newtonianamente por Laplace, Poincaré e Jeans — adquire uma
conotacdo totalmente nova em termos de geometria no contexto da relatividade geral. As

perturbacdes de uma dada configuracio de matéria passam a ser entendidas como



perturbacbes nas relagdes métricas definidas pelo tensor &,, da variedade FRW. Neste

sentido as perturbacbes passam a ser entendidas como campos infinitesimais definidos sobre

uma dada solugdo (M,) das equacdes de Einstein. Em geral procura-se entender as

propriedades de estabilidade/instabilidade de uma dada solucdo sob certo regime especifico

das perturbacgdes (escalares ou nao, lineares ou ndo, para tempos longos e etc.).
No formalismo tradicional e imediato da teoria de perturbacdes a nocdo de

estabilidade/instabilidade refere-se aos incrementos 5guV [12]. A evolucdo destes

incrementos é entdo governada pelas equacdes de Einstein perturbadas. A medida que 5gw

evolui, o background homogéneo de FRW configura-se em uma nova geometria determinada

do ponto de vista métrico por g, * 5gw onde faz sentido falar em estruturas gravitacionais

no sentido local. Esta abordagem imediata do problema de perturbacdes foi desenvolvida por
Lifshitz [14] nos anos 40 e aperfeicoada em seus aspectos mais sutis nas préximas décadas no
que se refere ao problema de calibre, limite de métrica e natureza fisica das perturbacoes [15-
19]. O problema basico desta abordagem é que as perturbac¢des do tensor métrico misturam
deformacgdes auténticas da variedade com transformacées infinitesimais de coordenadas, o
conhecido problema de calibre da teoria. A menos que a condicdo de calibre seja
completamente especificada os modos de evolugdo de uma dada quantidade acabam
representando grandezas ndo fisicas de dificil interpretacdo. Resultados aparentemente
satisfatorios para o problema de uma formulacdo invariante de calibre em termos de
potenciais associados ao tensor métrico podem ser encontrados nos trabalhos de
Vishniac,Press [20] e de Bardeen [21]. A formulacdo de Bardeen tornou-se canlnica na
comunidade e tem vantagens em uma série de situacdes de interesse apesar de que muitas
das variaveis envolvidas na andlise ndo apresentam um significado geométrico claro uma vez

que elas sdo definidas com relagdo a uma carta especifica.



O presente trabalho aborda a questdo das perturbacdes cosmoldgicas de um ponto de
vista alternativo proposto por Hawking [15] na década de sessenta e pode ser entendido como
conseqliéncia de alguns estudos desenvolvidos pelo grupo de cosmologia e relatividade do
CBPF desde a década de 80 [22-27] nesta mesma linha. Nestes estudos construiu-se de forma
auto-consistente as bases tedricas necessarias para uma teoria de perturbacgdes sob a dtica de
objetos invariantes de calibre com sentido geométrico/fisico absolutamente explicito. O
entendimento da fisica envolvida e de algumas propriedades interessantes relacionada ao
acoplamento das varidveis utilizadas foi realizado parcialmente em alguns contextos. Estes
contextos envolvem as perturbacdes escalares, vetoriais e tensoriais e certa énfase foi dada a
questdo da quantizagdo das perturbacbes. Nosso interesse aqui é levar adiante a analise de
alguns pontos relacionados a dinamica das grandezas invariantes de calibre, entender seu
comportamento assintético em regimes diferenciados e classificar as etapas de evolucdo do
sistema de maneira suficientemente clara. Nossa abordagem tem como ponto de partida as
equacOes quasi-maxwellianas da gravitacdo (QM) desenvolvidas por Jordan, Ehlers,
Lichnerowicz e outros [28] e almeja uma descricdo do problema unicamente em termos de

grandezas diretamente observaveis, com sentido operacional explicito.

S. Hawking, ao aplicar o formalismo QM pela primeira vez a teoria de perturbacdes,
inaugura simultaneamente a possibilidade de entender a questdao da formacdo de estruturas

nos universo de FRW em termos de grandezas relacionadas a estrutura conforme da

variedade. Neste cendrio os potenciais 5guv cedem lugar as projecdes do tensor de Weyl

5Euv e 5Huv . Estas duas proje¢des descrevem, em sentido restrito, o qudo distante esta a

variedade perturbada de uma configuracdo conformalmente plana. Reduz-se portanto a
guestdo da arquitetura cdsmica — pelo menos em parte — a andlise da estabilidade conforme
das geometrias do tipo FRW. Uma vez que estas geometrias sdo conformalmente planas as

perturbagdes do tensor de Weyl, por causa do lema de Stewart [16], podem ser entendidas



enquanto perturbacdes auténticas, invariantes de calibre. Ademais segue que as equacdes de
Einstein ndo determinam as componentes sem traco do tensor de Riemann. Estas sdao apenas
parcialmente restritas pelas identidades de Bianchi. Pode-se pensar, portanto, em uma
infinidade de geometrias compativeis com a equagdo de Einstein para uma mesma distribuicdo
especifica de momento e energia. Entender o quao estdvel é cada tipo de geometria sob este
ponto de vista torna-se uma questdo de principio importante para qualquer modelo
cosmolégico satisfatério. Embora esta ultima andlise seja vélida para praticamente todo tipo
de geometria satisfazendo as equacGes de Einstein, como é o caso das geometrias de Kasner e
Schwarzshild nds analisaremos a evolugdo das perturbagdes apenas no contextos dos universo

de FRW.

Nossa abordagem sobre a estabilidade do tensor de Weyl restringe-se a parte escalar
das perturbacdes e ao regime linear. Assumimos como fonte do background um unico fluido
perfeito com equacdo de estado arbitraria podendo, inclusive, tomar valores negativos. Os
casos envolvendo uma colecdo de fluidos ndo interagentes seguem imediatamente e sem

muita dificuldade da nossa analise. Assumiremos em todo trabalho o vetor de fluxo de calor

q, do fluido perturbado como nulo. Esta hipétese ndo restringe a natureza das perturbacbes

uma vez que uma escolha adequada do campo de observadores pode sempre aniquilar este
vetor. Embora nossa atengao esteja direcionada para os modelos de FRW euclidianos os outros

dois tipos de trisecdo também sdo analisados em alguns pontos interessantes.

Como conseqiiéncia dos trabalhos [22, 23] temos que as perturbac¢des escalares — sob

hipdteses razoaveis — sdo governadas por um dado conjunto minimo e fechado de observaveis

envolvendo apenas a parte elétrica do tensor de Weyl EaB e o tensor de deformagdo da

congruéncia 0,3 . Este conjunto reduz-se a uma cole¢do infinita de sistemas dinamicos

planares e ndao auténomos indexados por um comprimento de onda caracteristico. A



dependéncia explicita do tempo na dindmica sugere uma analise do retrato de fases das
solucdes em termos de secdes transversais onde a varidvel temporal é fixa. Sob esta dtica nds
estudamos de um ponto de vista estroboscdpico a evolugdo das perturbagdes associadas a um

dado comprimento para poeira, radiacdo e um modelo governado por fluido exdtico (

p = -(1/3)p ). A extrapolagdo para qualquer outro tipo de fluido é imediata.

Analisamos de um ponto de vista qualitativo, em algumas circunstancias de interesse,
as propriedades basicas de evolugcdo da parte elétrica do tensor conforme e desenvolvemos
uma abordagem pictérica, onde muitos resultados interessantes podem ser obtidos sem
resolver exatamente o sistema dindmico. E importante lembrar que para as trise¢des ndo
euclidianas, inclusive, o problema das perturbacGes para fluidos arbitrarios ndo tem solucdo
analitica conhecida. Torna-se vital a construcdo de métodos alternativos para um melhor
entendimento do problema sem apelar diretamente para a analise numérica. Para tal
estudamos a topologia das trajetdrias de fase em torno do ponto fixo (background) utilizando
algumas técnicas da teoria de sistemas dindmicos. Mostramos que o sistema de equacdes
constitui uma estrutura dissipativa para os modelos em expansdo. Estudamos todos os tipos
de transi¢Oes possiveis no retrato e classificamos os tipos de regimes associados a estabilidade
ou instabilidade. Toda esta abordagem envolve uma espécie de competi¢cdo entre a pressao, a
expansado e o comprimento de onda. Analisamos em algum detalhe a questdo da instabilidade
de modelos com equagdes de estado exdticas. Esta andlise é particularmente importante uma
vez que atravessamos uma era delicada de modelamento da energia escura e ainda
desconhecemos em detalhe suas propriedades de aglomeracdo. Reconstruimos finalmente a
solucdo exata do problema das perturbagdes escalares no caso euclidiano e mostramos que
para fluidos convencionais a parte elétrica do tensor de Weyl é assintoticamente estdvel sob

perturbacdes lineares. As excitacdes lineares da estrutura conforme sdo, portanto,



reabsorvidas pelo background para tempos suficientemente grandes. Estes resultados sdo

igualmente validos para os invariantes algébrico do tensor de Weyl.



Capitulo 1

Preliminares

Talvez ndo seja exagerado afirmar que a teoria da relatividade geral constitui uma
sistematizagdo conjunta e implicita dos fenOmenos gravitacionais enquanto geometria, dos
campos de matéria e dos observadores em potencial. Neste capitulo introdutério nds iremos
colecionar algumas propriedades basicas relacionadas a caracterizagdo destes trés aspectos

basicos da teoria, além de definir de forma consistente a notagdo empregada no trabalho.



Utilizaremos sempre assinatura (+ - --), a velocidade da luz ¢ = 1 e as equagdes de Einstein

sem constante cosmoldgica.

1.1 — Campos de Observadores e Correlatos

No cendrio colocado pela teoria da relatividade para a cinematica de sistemas
discretos (particulas) bem como continuos (campos), a descri¢cdo de certas quantidades fisicas
de interesse passou a ser convenientemente representada em termos de projecdes tensoriais.
Na teoria da gravitagdo em particular — talvez por heranga dos formalismos empregados na
mecanica dos meios continuos e da elasticidade — estas projecdes desempenham um papel de
extrema relevancia e costumam referir-se ao que se convencionou chamar: campo (ou
congruéncia) de observadores. O campo de observadores pode cobrir apenas parcialmente a
variedade (se, por exemplo, o alvo de estudo for um fluido confinado) ou ser estendido para
todas as instancias do espago-tempo em questdo. No contexto da cosmologia, onde a nogdo
do imenso faz-se forgosamente presente e nossa imaginagdo persiste sempre em abragar o
todo, acabaremos utilizando congruéncias definidas em todos os pontos do continuo quadri-
dimensional riemanniano (exceto talvez em regibes excepcionais denominadas
singularidades). E com relac3o a esses observadores que as grandezas da cosmologia passam a
ter sentido mensurdvel e as simetrias envolvidas na descricdo dos aglomerados de pontos

materiais ganham significado.
Para nés uma congruéncia de observadores ¢ um campo vetorial V'* (x) arbitrério, do

tipo tempo, e normalizado a unidade, ou seja g, VAV = 1. Esta condicdo implica que, neste

cendrio, as curvas integrais estardo sempre parametrizadas pelo tempo préprio §. Desta



forma, podemos também caracterizar o campo por uma colecdo de curvas [ satisfazendo as

equacoes diferenciais acopladas

By o), (11)
ds

onde cada solucdo particular x’ (s,{xﬂ 0}) deve ser identificada com uma possivel linha de

universo de um dado observador satisfazendo a condicdo de contorno x*, para um dado valor

S, do parametro. De um ponto de vista geral, vale lembrar que a obtengdo das solu¢des do

sistema dindmico acima pode ser muito complicada dependendo da estrutura do campo
vetorial em questdo e do nivel de acoplamento estabelecido pelas componentes. O objetivo
dos préximos paragrafos €, no entanto, o de estabelecer a caracterizacdo cinematica do fluxo
definido por estas curvas independentemente de sua solugdo. Esta caracterizagdo
desempenhard papel fundamental no formalismo de 3* ordem (ou quasi-maxwelliano) das

equacdes de Einstein desenvolvido no préximo capitulo.

O conjunto de vetores perpendiculares a V¥ no ponto P constituem um espago
vetorial [I, do tipo espaco, de dimens3o 3 (no caso), denominado referencial inercial local em
P . [, é, na verdade, um subespaco do espaco tangente em P denominado [l,. A projecdo de

tensores em [I, pode ser construida por meio do objeto

huV =& - Vva . (1.2)



As seguintes propriedades seguem diretamente:

hy, =h,, h, V' =0, Rp‘ ", = K", . (1.3)

Através do vetor IV* e do projetor ha,; podemos definir a derivada com relagdo ao
tempo proprio e também os gradientes espaciais de grandezas em [, Para um dado tensor

A"~*, , completamente ortogonal a ¥ temos, entdo:

A’ ~F p.v = A’ ~F gy VZ

(1.4)

O0 Ay s b Wk kR A

3 . ;. ~
Notemos que o operador Sl ., define uma espécie de conexdo no espago de repouso local.

Suponhamos agora que uma das curvas ([ ) da congruéncia tenha sido particularmente

escolhida e que estejamos interessados em analisar o comportamento do fluxo de vetores em

um dominio infinitesimal [ em torno e ao longo dela. Sendo Vu (P) as componentes do

campo em um ponto P arbitrario sobre [ , podemos nos perguntar quem serdo estas
mesmas componentes quando realizado um deslocamento infinitesimal no interior do dominio

considerado, representado por dP . Neste caso, é simples mostrar que:



VE(P+dP)=V"(P)+ AV (P), (1.5)

onde AV* = V¥, dx" . E, portanto, a variagio no campo proporcional a sua derivada

covariante. Assumindo entdo que as componentes da derivada de J* sejam todas

previamente conhecidas e que tomemos as projec¢des qu = h'y hty v, . teremos:

Rk Vg =@ u =V V)@ - VIV W, =

=@ -V, -V, V)=V, -V,

v

[/ g 4, . .
umavezque V,, V" =0 eque I’' ésempre perpendiculara J/* . Desta forma, invertendo

a equacdo e fazendo uso mais uma vez da notagao definida acima:

Vo =0 0,V, +a,V,, (1.7)

a;

onde a, =V, é o vetor de aceleragdo da congruéncia (na verdade a aceleragdo s6 depende

da curva em questdo). Se g" = (, a curva é geodésica e pode ser construida pelo transporte

paralelo de Vu ao longo de sua direcdo® J& podemos notar que estas derivadas podem ser

2 Este é exatamente o caso para os observadores gaussianos da geometria de Friedmann-Robertson-

Walker.



decompostas em uma parte puramente espacial (projetada no espago de repouso) e outra

proporcional ao campo de observadores (mas n3o inteiramente fora de [,). Entdo, geralmente:

AV = D0,V +a" vy fdx’ (1.8)

Decompondo o objeto 3 ﬂVa pelo teorema da decomposicdo em irredutiveis

temos:

S iV, = %haﬁe Y0, 10, (1.9)

onde 0 ,; (deformagdo) é um tensor simétrico (0,5 = 0 5, ) e sem trago (g'a e - 0)e
W,s; (vorticidade) é anti-simétrico (W ,; = ~W 5, ). O escalar f (expansdo) corresponde

obviamente ao traco do tensor A g V, umavez que g“ h“ =3,

Dadas estas definicbes obtemos que se o vetor de deslocamento (x* for proporcional
ao campo de observadores, entdo A V¥ serd proporcional a aceleracdo. No caso em que o

deslocamento pertence inteiramente a [, (sendo, portanto, ortogonal a J'* ) temos, em
principio, trés possibilidades independentes caracterizadas pelos termos da decomposicdo
acima. O comportamento das curvas em torno de P decorrem da analise dos autovetores e
autovalores das partes irredutiveis. Para tal assumiremos sem perda de generalidade que no

ponto P em questdo se escolha um sistema particular de coordenadas onde o tensor métrico



se reduza a forma de Minkowski, ou sejag,, (P)= N, . Também imporemos J* = § ¥,

neste ponto. Desta forma, uma vez que todos os objetos em questdo pertencem a [, isto é,

%B.th”:O o, V' =0 m, V' =0, (1.10)

preocuparemos apenas com as componentes espaciais i, j. Os autovetores sao importantes

para esta analise porque coincidem com as dire¢des proporcionais a variagdo A J/* . Portanto,

se escolhermos para o deslocamento a dire¢cdo de um dos autovetores, o campo F'# também
estara sendo acrescido de um objeto que tem esta mesma direcdo. A dlgebra linear nos ensina

que o calculo dos autovalores de uma matriz 4 deve passar pela equagdo caracteristica:
det(4-11)=0 (1.11)

Da anélise dos autovalores A podemos inferir o comportamento do campo de variacdo

AV" em torno do “ponto fixo” P> Consideremos as duas primeiras matrizes da

decomposicdo (8 ;7 €0 ;). Dateoria de diagonalizagdo de matrizes simétricas temos:

1) A equagdo caracteristica de uma matriz simétrica tem apenas valores reais;

®  Notamos desde ja a semelhanca com os métodos de analise do retrato de fases na teoria de

sistemas dinamicos.



) Se T:V 5 V é um operador linear simétrico com valores proprios distintos,

entdo os vetores proprios sGo ortogonais.

Aplicando estes resultados encontramos em geral trés autovalores reais idénticos para

on ;7 € mais outros trés autovalores reais para 0 ; cuja soma é nula. No caso de uma matriz
3x 3 anti-simétrica como @ ; é facil mostrar que um dos autovalores é real nulo enquanto os

outros dois sdo complexos. Portanto, desta pequena analise pode-se inferir a forma do campo

A V* nasimediacbes de P.

Figura 1.1: Representacdo da cinematica da congruéncia em torno de um ponto P. A

decomposicdo do campo em termos de §, 0,; e W ; pode ser vista da esquerda para a

direita



Por causa destes comportamentos tipicos nas vizinhangas de cada ponto entendemos porque

cada parametro cinematico recebe seu devido nome. No caso em que a vorticidade do campo

W 4 seanula é possivel construir uma hipersuperficie £ , ortogonal ao campo em todo ponto,

que se estende por toda variedade. Esta é exatamente a superficie de simultaneidade a ser

perturbada nos modelos de Friedmann-Robertson-Walker.

Lembremos também que Va;,; é um tensor composto de apenas 12 componentes

independentes por causa da normalizacdo de J/* . Portanto Qaﬂ consiste de uma colecao de

oito numeros, em principio, independentes. De toda esta discussao conclui-se que:

6=h"V,, =V, (1.12)

1 A 1
Uaﬂ = Ehu(a h/i) Vy;/{ - ge.haﬁ (1.13)
O = h iy 1.14
o8 = 5N Moy Vi (1.14)

Tendo ja definido estas grandezas para a descrigdo cinematica da congruéncia passemos para
a dindmica. Uma vez que em uma variedade Riemanniana as derivadas superiores nao
comutam em geral, a evolugdo de cada um dos parametros cinematicos esta submetida a

identidade:



Vs = Rogg V" (1.15)

aspsy

De fato, conhecendo-se apenas as derivadas dos parametros cinematicos nesta
variedade, poderemos reconstruir todas as componentes independentes do tensor de

Riemann resolvendo as equacGes diferenciais e acopladas acima. A contragdo desta equacao

com J/' (e sua projecdo total em [I.), apds um célculo direto, nos d& a importante relagio
P

(lembrando da definicdo Q,; = 0V, ):

hhy' O+ ayay - b h'a, + 0,07 = Ry VIV (1.16)

Esta equacdo descreve (de um ponto de vista geométrico) a evolucdo das propriedades basicas

de uma congruéncia do tipo tempo na presenca da gravitacao (RWv # 0). Aplicando mais

uma vez o teorema da decomposicdao em irredutiveis obtemos trés equacdes independentes

envolvendo derivadas com relacdo ao tempo préprio dos parametros cinematicos. Calculando

o trago obtemos, sem muitos mistérios, a equa¢ao de evolugdo para a expansao (9) :

) 2
f+too2-02)-au =R, V'V, (117)
3



1 1
onde ¢ * = 50 0, ew = —w“w, . Definindo o vetor de rotagdo (ou vorticidade) no tri-

espaco pela equagdo

1
I Eﬂ”“waaVc (1.18)

e simetrizando, vem (apds o uso da equagdo obtida para a evolugdo da expansao):

. 1 1
f v \ 2 2 f v
h,"h, 70, + ghaﬂ a'y -W -20"|taa - Eh(“ hya, +

(1.19)

1
wt 0,05 -0,0, =R, V'V - gRququhuB

+290
3

uma vez que @, @ vz oto uhaﬁ ~W,0; e o vetor de vorticidade € do tipo espaco.

Finalmente, a componente anti-simétrica da identidade em questao resulta em:

2
T A A < - no-
h,"hy @, Zha hya,  + 39&)(XB 10,0 -0,0% =0 (1.20)

gue é a equagao para a evolugdao da vorticidade. Além destas equag¢bes temos ainda trés
relagbes que devem ser preservadas independentemente do parametro utilizado para mapear

as curvas. Estas relagdes sdo, portanto, invariantes por re-parametrizagdo da congruéncia e



implicam que, em geral, os parametros cinemdticos ndo sdao independentes entre si. A

primeira delas decorre da projecdo e contracdo de (1.15):

%e,uh“x ~foe w“y);a h', -a*(0,, +@,,)= R, V'h" (1.21)

Usando o fato de que R, Buv] - 0 obtemos, apds algumas manipulagdes:

w's+t20'a, =0 (1.22)

Multiplicando (1.15) pelo simbolo de anti-simetriza¢do contraido com a velocidade,

simetrizando e finalmente usando o projetor obtemos:

a p ype - _ 1 ¥Bex 7n
h™y b7, U(GB * w(aﬁ ;Vnp) VE * 2a(¢wx) - ERBvu(wnx) \ Vs' (1.23)

uma vez que o termo do lado direito ja pertence inteiramente a tri-secdo. Para concluir esta
secdo gostaria de ressaltar que as equacdes apresentadas esgotam para nossos fins a

cinematica das congruéncias do tipo tempo definidas em espagos curvos (Riemannianos).

1.2 — Substantivacao do Tensor Conforme



Em uma variedade Riemanniana hiperbdlica de dimensdo n> 3 (M, ) o tensor de

curvatura admite sempre a decomposicao:

Rqﬁpv = WuBuv - LR[u[pég]v] ;R v

(n-2) I (1:24)

onde g°%y, = g’ g’y e a quantidade W°F,, é o dito tensor conforme ou simplesmente

tensor de Weyl. E simples mostrar que os trés componentes ao lado direito da equacdo
satisfazem identicamente as simetrias do tensor de Riemann e que todos os tragos possiveis

do tensor de Weyl sdo nulos, isto é:

Wwav =0 (1.25)

E comum re-nomear o termo envolvendo explicitamente o tensor de Ricci em produtos

antissimétricos com deltas de Kronecker sob a forma:

p = RU 8%, (1.26)

Assim, invertendo a equacdo (1.24) podemos considera-la como uma defini¢cdo do tensor

conforme. Nesta definicdo todos esses tracos sdo subtraidos do tensor de curvatura:



1
W = R - MY+ ———— Ro", 1.27
" " i (- D(n- 2) g ( )

E importante ressaltar que este objeto ndo é definido para variedades unidimensionais
(curvas) ou bidimensionais (superficies) e se anula identicamente para espacos de dimensdo 3
. Portanto, somente a partir de 4 dimensdes adquire sentido a nogdo de estabilidade do
tensor conforme. No restante deste paragrafo nds iremos colecionar algumas propriedades

importantes envolvendo estas grandezas.
Utilizando a noc¢do do dual de um tensor com indices bi-vetoriais podemos encontrar

uma interessante relagdo envolvendo o objeto M"Buv . Aplicando o operador de Hodge sobre

o tensor de Riemann duas vezes nos dois pares de indices (dual a esquerda e a direita), temos

apds uma sequéncia direta de calculos:

ape K 0 a 1 a a 0
0% 0 R 2 "ok ot SRe - (- M BuvH, (1.28)

onde o sinal imediatamente antes dos colchetes decorre de o determinante das métricas
hiperbdlicas consideradas (g = det &y ) ser sempre negativo. Esta equacdo permite

representar o tensor M " ,, da forma:

4R g,
(n-2) SRETPEE (1:29)



Portanto, o tensor de Weyl é algebricamente determinado a partir do tensor de Riemann, do

seu duplo dual e do escalar de curvatura por:

I * (n-3)
wet, = ——|(n-3)R*,, - R -— 7 R, . 1.30
u (n- DR, | s R a0

Um calculo algébrico simples permite mostrar também que os nimeros de

componentes independentes dos tensores de Riemann (n, ) e Weyl (n,, ) sao,

respectivamente:

n*(n* -1 - n(nt NH(n+ 2)(n-3)

T, v 12

E curioso notar que apenas em 4 dimensdes o nimero de componentes armazenadas nos
tragos é equivalente ao nimero de componentes armazenados no tensor conforme que é igual
a 10. Conclui-se também que para dimensdes suficientemente grandes o tensor de Riemann é
praticamente descrito em termos do tensor conforme. Uma variedade de dimensdo maior
pode, entdo, curvar-se sobre si de uma infinidade de maneiras sem envolver os tracos do
tensor de curvatura. Se a teoria da gravitacdo tradicional fosse construida/extrapolada para
um numero de dimensdes diferente de 4 vemos que a matéria seria cada vez menos
responsdvel pela curvatura do espago tempo na medida em que n aumentasse. Mas esta é

apenas uma curiosidade relacionada a dimensionalidade. De agora em diante consideraremos



n=4. Passemos agora a caracterizacdo das propriedades mecanicas dos fluidos que,

eventualmente, apresentam interesse para a cosmologia.

1.3 — Atributos da Matéria

Na termodindmica relativista o estado arbitrario® de um dado fluido é descrito pelo

tensor momento-energia Tug em conjunto com mais dois vetores do tipo tempo: o fluxo de

particulas N°, e o fluxo de entropia S° . A conservacdo do momento-energia, a segunda lei
da termodindmica e a conservacdo do numero de particulas tém, em situacdes normais, a

forma [29]:

", =0 S5 20 N =0 (1.41)

Synge demonstrou em um teorema [30] que se TWVu V, 2 0 para todo Vu do tipo tempo,

Tuv admite um Unico auto-vetor do tipo tempo 3" satisfazendo a condicio u u, = 1. No caso

geral o auto-vetor de Tle ndo coincide com os vetores §° ou N". Neste caso a descri¢do

hidrodinamica do fluido ndo pode contar com uma Unica velocidade capaz de caracterizar seu
fluxo. No caso de um fluido perfeito em equilibrio todos os trés vetores sdo paralelos,
constituindo uma definigdo simultadnea da quadri-velocidade do fluido e do espago de repouso.

NOs iremos considerar neste trabalho apenas situagdes de quasi-equilibrio onde os trés

vetores coincidem em primeira ordem. Em termos de Vu , Tuv admite a decomposigao:

*  Em geral fora do equilibrio.



T =pV*'V" + ph*' + q"V" + 1" (1.42)

Onde

v 1 v - a - a
p=T, V'V p=-§T h“ q, = T,V h's = T h' kP + phy,

Wy

caracterizam a densidade de energia, a pressdo isotrépica, o fluxo de calor e a pressdo

anisotrdpica respectivamente. Projetando a equac¢do de conservagdo em Vu e no espaco local

de repouso temos:

p+(+pl+q'V, +q'y -1, =0, (1.43)

(0 + pla, - pyh'et gh'e +8g, +q'm,, +m U0,V =0 (144)

Assumiremos também uma equac3o de estado linear entre 2 e P do tipo

p=Ap. (1.45)



Vejamos agora um pouco sobre o formalismo quasi-maxwelliano das equagdes de Einstein.



Capitulo 2

Sobre o Formalismo

Quasi-Maxwelliano

Pode-se dizer que uma porcentagem considerdvel do esforgo cientifico em periodos de
ciéncia estdvel é devotada a construgdo de quadros. Um quadro, para mim, consiste de uma
colecdo de arquétipos tedricos com o objetivo de refrasear uma teoria especifica sob um
determinado ponto de vista. Ademais, constata-se que a presenca harmonica destes quadros
no interior do conjunto de premissas que constitui uma teoria ndo sé contribui para o

enriquecimento conceitual da mesma como também viabiliza a evolugdo do arsenal técnico de



ferramentas matematicas melhor adaptadas para certos tipos de problemas. Assim, as versdes
de Lagrange e Hamilton da mecanica classica constituem dois olhares diferenciados para o
formalismo vetorial newtoniano, os quadros de Schrédinger, Heisenberg, Dirac e Feynman
estabelecem estruturas alternativas e complementares no cenario da teoria quantica

tradicional e assim por diante.

Também a fisica da gravitacdo relativista apresenta exemplos tipicos desta estrutura
de abordagem por quadros. Neste paragrafo iremos discutir algumas das propriedades do
chamado formalismo quasi-maxwelliano das equacgdes de Einstein construido por Jordan e
colaboradores no final da década de 50 [28] e desenvolvido por Lichnerowicz em alguns pontos
na década seguinte. Este esquema alternativo tem por ponto de partida as identidades de
Bianchi e requer, por questdo de consisténcia, uma sistematizacao conjunta e explicita das
congruéncias em espacos curvos, da mecanica dos fluidos e dos fenébmenos de natureza
gravitacional. Uma das conseqiiéncias interessantes do formalismo é que ele permite
aproximar ainda mais (do ponto de vista formal) a teoria da gravitacdo de Einstein do
eletromagnetismo de Maxwell. Esta aproximagado se dd por meio de analogias entre os campos
elétricos ( E* ), magnéticos ( " ) e as projecdes do tensor de Weyl ( £°* e " ). Na ocasido
de sua construgao, precisamente por causa destas semelhancas, apareceu como uma
evidéncia favoravel a unificagdo entre os campos gravitacional e eletromagnético na linha
proposta por Einstein [31] além de viabilizar uma descri¢cdo sugestiva dos processos de
emissao gravitacional [32]. No final da década de sessenta a abordagem quasi-maxwelliana foi
retomada sob o ponto de vista das teorias de gauge [33] e posteriormente, com o trabalho de
Hawking [15], sob a dtica de perturbacbes do espaco-tempo de Friedmann. Nés iremos nos

deter, adiante, nesta Ultima andlise. Vejamos algumas das conseqiiéncias do formalismo.

2.1 - As identidades de Bianchi e a propagacao das equacdes de Einstein



As identidades de Bianchi, satisfeitas pelo tensor métrico em toda variedade

riemanniana, reescrita em termos do tensor conforme adquire a forma:
Ru[a;B]_ _gu[uR,B] (2.1)

No contexto da relatividade geral esta equacao estabelece uma relagdo indireta entre a
divergéncia do tensor de Weyl e os gradientes dos campos de matéria. No vazio, em particular,

a divergéncia deste tensor se anula identicamente e as forgas de maré sdo completamente

determinadas por W, suv - A equagdo implica, entdo, que a estrutura conforme das variedades

gue satisfazem as equacGes de Einstein ndo é completamente alheia as distribui¢cdes de
momento-energia. O tensor conforme é vinculado ao tensor momento energia por condicoes

de integrabilidade sob a forma das identidades de Bianchi. A matéria, portanto, determina

localmente os tracos do tensor de curvatura Raﬁuv por uma relacdo algébrica e restringe o

espectro de possibilidades, em termos de componentes, do tensor de Weyl — geralmente

especificado pelas condig¢des iniciais do problema.

Reescrevendo a equagdo em termos das distribuicGes de matéria temos a seguinte

relacdo entre tensores de trés indices:

1 . 1
WGBUV;V - __TH[G,B] + ol T’B]. 22
> 6g (2.2)

> Para ser mais exato apenas a parte elétrica do tensor conforme esta ligada as forcas de maré na

TRG. Para uma analise interessante da influéncia da parte magnética no movimento das particulas e
no campo gravitacional ver as referéncias [34, 35]



Aqui T representa de forma abreviada o trago do tensor momento energia. Foi Jordan o
primeiro a considerar uma equacgao deste tipo como base auténtica para a elaboragao de uma
teoria da gravitacdo®. No entanto foi Lichnerowicz quem demonstrou, em uma analise do
problema de Cauchy, através de um teorema, que as equagoes de Jordan podem reproduzir a
relatividade geral sob certas condigdes. O teorema de Lichnerowicz pode ser formulado da

seguinte forma e tem validade restrita a quatro dimensdes [31].

Teorema: Se as equagdes (2.2) sdo satisfeitas em uma vizinhanga [Ide uma hiper-superficie do

tipo espago 1 , entdo pelas identidades de Bianchi, para que Guv = - Tuv seja satisfeita em

uma sub-vizinhanga de []é necessdrio e suficiente que Guv = - T,N valha sobre ¥ .

Portanto, as equagdes de Einstein neste cendrio aparecem como simples condi¢des de
contorno. Se elas valem sobre uma dada hiper-superficie as identidades propagam-nas por
toda a variedade. Estudar as equacdes de Einstein ou as de Jordan para a gravitacdo, entao,
dependera de uma questdo de contexto ou gosto. E 6bvio que em uma ultima instancia
mesmo o quadro QM constitui equacgdes diferenciais no tensor métrico. Com relagdo a este
tensor as derivadas sdo de terceira ordem e altamente ndo lineares. Portanto, se objetivo é
resolver as equacdes de campo para uma dada distribuicdo de matéria é preferivel utilizar o
formalismo tradicional. O formalismo QM deve ser reservado para o estudo de situagdes mais
delicadas do ponto de vista de interpretacdo etc. A ilustracdo abaixo exibe a no¢do basica do

teorema de Lichnerowicz quando aplicado a duas hiper-superficies do tipo espaco.

®  Matte [32] j& havia concebido uma equacado do tipo no principio da década de 50, publicada em um

jornal canadense. Sua abordagem restringe-se, no entanto, puramente a questdo da emissdo de
radiacdo gravitacional no vazio.
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Figura 2.1: Se as equagdes de Einstein s3o satisfeitas em 2 , com fonte Ty @S identidades de

. . T . 1
Bianchi garantem que elas sdo igualmente vélidas em I, com fonte Ty

Nds iremos projetar agora as identidades de Bianchi com relagdo a um dado campo de

observadores.



2.2 — As equacgdes quasi-maxwellianas da gravitacao

Uma congruéncia do tipo tempo V' (x) induz uma decomposigdo do tensor de Weyl

em termos de dois tensores irredutiveis, simétricos, e de ordem dois. Estes dois tensores

pertencem a hiper-superficie I uma vez que ambos admitem o vetor J’* como auto-vetor

associado ao autovalor nulo. Temos, entdo, as seguintes definicdes [36, 37]:

Ey=-W, ., V'V’ (2.3)

appv

Hu[3 = -Wap V'V (2.4)

Eag e H{,B constituem respectivamente as partes elétrica e magnética do tensor de Weyl.

Esta nomenclatura decorre de uma analogia direta com as projecdes do tensor de Faraday FaB

na eletrodindmica de Maxwell. E simples mostrar que as seguintes propriedades decorrem
imediatamente das propriedades de simetria de Wuﬁuv :

EZV'=0 HV'=0 g"E, =0 g"H, =0 (2.5)

H Hv

Pode-se mostrar também que estes tensores tém a propriedade de caracterizar
completamente o tensor de curvatura na auséncia local de matéria embora eles ndo aparecam

explicitamente nas equacdes de Einstein em momento algum’. Colocado de outra forma,

7 Este dltimo fato é um dos grandes motivos da escolha do quadro QM para se estudar a evolugdo das
excitacbes conformes na cosmologia. O formalismo tradicional Lifshitz/Bardeen apresentaria



existe uma completa equivaléncia entre a anulagdo simultanea de Eug e HﬂB e a anulagdo do

tensor de Riemann no vazio. De fato, em termos da parte elétrica e magnética podemos

reescrever o tensor de Weyl como:

VVquO = (n ﬁ[}pvn podt gng gpw)V“ I/)\E‘vT +

* (n apuv gpoh ¥ guBuvn pOM)Vu VA H“ ! (2.6)

onde gy = &0y &y ~ &0y &py € Ngpyy 0simbolo de Levi-Civita. Alternativamente temos,

também:

AL vl_ (K v]
VVuB —5 [(IEB] 2E [aVB]V u

(2.7)
+ nuvMVA V[u HB]I + nuBEXVEV[uHX”

As componentes do tensor de Weyl dual W s podem ser obtidas de forma direta

substituindo as projecoes Euﬁ e HuB nas equacdes acima segundo a transformacdo interna

sobre a hiper-superficie:

E - H H - _E (28)

Este fato pode ser entendido como uma decorréncia das identidades

necessariamente desvantagens neste contexto.



op

nsi nuﬁuv = _2gsiuv

QB _ (2.9)
r]sE guBuv - 2” eduv

*

umavezque I/ 5, = N UBM VVpau" /2 . Fisicamente podemos entender EuB como o objeto

responsavel pelo desvio geodésico no vacuo. A parte magnética HaB nado tem analogo
newtoniano e supGe-se que sua presenca esteja ligada aos gradientes de vorticidade da

congruéncia [38-42].

O tensor de ordem trés definido pela divergéncia do tensor de Weyl (/7" ., ) admite

qguatro projecdes independentes, gerando dois vetores e dois tensores de ordem dois. Estas

quatro possibilidades seguem abaixo

W VIV, B

(2.10)
VVGBUV;VVﬁhu(PhO)a

(2.11)
W' an YV, (2.12)
w. b Sy
op @My ' (2.13)

Substituindo estas possibilidades nas equacgées de Bianchi sob a forma (2.2) e reescrevendo

em termos de E,;, H;; e dos campos de matéria desenvolvidos no capitulo anterior



obtemos quatro equac¢des de movimento independentes denominadas equag¢des quasi-

maxwellianas da gravitacao:

(2.14)
1 1
huBhwEBu;v ¥ nuﬂquBOUAHM t 3H0Bw5 - ghwp,ﬁ ¥ %qu - E(Oaﬁ - 3muﬂ)qB ¥
1 o 1o
—nta, t —h'n,",
AL T
(2.15)
PR Hy -0 s VP EY + 3Em = (0t p)o’ - %n””“qﬁ;qu +
Ly oy, o, 7,
(2.16)

. a a 1 a R Ve OYT a T
Euvhu hVB+eEB_5EV( hB)qu’ +nBun YAVuVIEEAeW _%qu;\’hu( HB)MVI

+aH(anB)VMV:+thB Ya-q'a, - Mo Lot perrs Ly
M ! q q 4, v prp q
1 1 . 1
__hu(ﬂhﬁ)v g hﬂvnuv +_np(aog)
4 qp,v 7 W 4 i

1 1
- Znu(uoﬁ)“ + _enﬂﬁ

3 [ a 1 a Rl VIE o OYT a 1
[_]thIJ hvﬁ +6HB_5HV( hﬂ)uVP: +nﬁlin YAVpVIHg)\eW +%E)\u;yhu( nﬁ)\MVI

3 1 1
RS T ARSI PR (i

1
+ Zhv(or n B)eruVuT[H;I



(2.17)

As equacdes quasi-maxwellianas da gravitagcdo constituem um conjunto de duas
equacoes vetoriais e outras duas tensoriais. As duas equacdes vetoriais caracterizam equacgoes
de divergéncia enquanto as equacgdes tensoriais envolvem derivadas temporais e rotacionais
das projecdes do tensor de Weyl. Sob esta forma as equacdes de Einstein apresentam uma
semelhanca ébvia com as equacdes da eletrodindmica cldssica. No entanto devemos lembrar,
seguindo Lichnerowicz [32], que as equagdes quasi-maxwellianas sdo equagdes diferenciais de
ordem trés no tensor métrico e exigem como condigdo inicial as equagdes de Einstein. Segue
também que, apesar de sua estética complicada em termos de indices, as equa¢des QM
podem apresentar vantagens construtivas em relacdo a representacao tradicional das
equactes de campo quando analisadas em determinas contextos especificos. Estes contextos
abarcam o formalismo Hamiltonianio da gravitacdo [31], a simetria dual das equacdes de
Einstein [43], teoria de perturbacgdes invariantes de calibre [15], emissdo de ondas

gravitacionais e etc. Finalmente, vale lembrar que no regime linear pds-newtoniano, sob certas
hipdteses, a parte elétrica E(,B estd ligada as derivadas do campo newtoniano g, e a parte

magnética com as derivadas do campo gravimagnético b, [44]. Este ultimo campo admite

como fonte as correntes de massa de maneira andloga a que o campo magnético da

eletrodindmica admite as correntes de carga.

2.3 — Os invariantes algébricos do tensor conforme

Para terminar este paragrafo nds iremos colecionar alguns invariantes construidos com

contragdes sucessivas do tensor conforme. Mais adiante, no contexto da teoria de



perturbacdes, analisaremos a evolugao destes invariantes para estudar a evolugdo das
perturbacdes na curvatura conforme. De acordo com a classificacdo de Debever temos:

(2.18)
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Substituindo a parte elétrica e magnética do tensor de Weyl nas equagdes acima resulta em
I,= EYZE' - H' H, I,= EyE"E'. - 3H"sH" | E',

(2.19)

I,=-2E"H", 1,= H H' \H's - 3E°yE* \H',

Ademais, é simples mostrar que vale as desigualdades abaixo:

E E®" 20 H H® 20 (2.20)



Capitulo 3

Modelo de mundo homogéneo

e isotropico

A cosmologia relativista, apesar de suas controvérsias acaloradas e sutilezas
inerentes, admite como pano de fundo comum as geometrias do tipo Friedmann-
Robertson-Walker (FRW). Dois pilares basicos contribuem, no contexto da relatividade
geral, para a sustentacdo destas geometrias enquanto cendrio conceitual®. Um, de
natureza observacional, pode ser encarado como indicio empirico, enquanto o outro,

tedrico, como hipétese de trabalho. Em primeiro lugar as observacdes do céu em

& Além, é claro, do fluxo de Hubble.



faixas de frequléncia variadas — incluindo o dptico, radio e raios X — indicam uma
configuragdo de estruturas aproximadamente isotropica e homogénea em larga
escala’. Também a alta uniformidade na distribuicdo de temperatura da radiacdo
césmica de fundo, suposto retrato do universo primordial, fortalece em muito a
hipotese de uma geometria condizente com estas simetrias. O segundo pilar consiste
no principio de Copérnico (ou principio cosmoldgico) e nega explicitamente qualquer
atribuicdo de destaque aos observadores terrestres. Supde-se entdo que a fisica local
seja igualmente valida em todos os pontos do continuo quadri-dimensional, e também
a equivaléncia entre as observagdes astronOmicas potencialmente realizdveis em
posicdes diferentes do universo. Deste modo somos conduzidos, em uma primeira
andlise, a descartar as particularidades locais do universo em termos de estruturas e a

interpreta-las como perturba¢des em um modelo de FRW homogéneo e isotrdpico.

E de extrema relevancia neste contexto notar que tanto os argumentos tedricos
guanto as ditas evidéncias acerca da homogeneidade e simetrias esperadas em um modelo
cosmoldgico aplicam-se com forca e robustez apenas no caso da distribuicdo espacial dos
campos de matéria. Estes campos sdo interpretados como fontes (embora em sentido restrito
por causa das ndo-linearidades envolvidas nas equagdes de Einstein) da geometria do espaco-
tempo. No entanto, uma vez que as equacgdes de Einstein sdo ndo-lineares, ndo é de maneira
alguma oébvio que a as médias da geometria estardao ligadas com as médias do tensor
momento energia por uma relagdo simples [11]. NO&s ndo iremos adentrar neste detalhes
técnicos aqui e assumir os modelos de mundo de FRW como boas aproximacGes para a
cosmologia padrdo. Nesta secdao faremos uma breve lista das principais propriedades destes

modelos.

®  Por larga escala, neste contexto, entendemos volumes de espaco grandes o suficiente para englobar

alguns superaglomerados de galdxias [45].



3.1 — Cinematica do elemento de linha

Do ponto de vista formal podemos dizer que as variedades do tipo FRW admitem, em
conseqliéncia das referidas simetrias, para cada ponto P uma acdo do grupo de rotacao

enquanto grupo de isometrias do espagco-tempo, com érbitas bidimensionais, mantendo fixo
um dado vetor do tipo tempo Vu em P [46]. Portanto, existe localmente — nas vizinhangas de

todo e qualquer ponto — uma hiper-superficie do tipo espago invariante pela a¢do deste grupo.

Os vetores /" , aos quais refere-se a noc¢do de isotropia, definem, entdo, sobre o espaco-
tempo uma dada congruéncia do tipo tempo. De acordo com a analise do capitulo 1 sobre a
cinematica de congruéncias e o principio cosmoldgico temos que a congruéncia em questao

deve satisfazer:

a, =0 06, =0 W, =0 (3.1)

De fato, as equagOes do capitulo mencionado implicam que um campo de
observadores que nao satisfaca as condi¢ées acima nao pode ser simultaneamente compativel
com as condicdes de homogeneidade e isotropia. Ademais, o fato de a congruéncia nado

apresentar vorticidade garante a existéncia de uma hiper-superficie global do tipo espaco

sempre ortogonal a J/" . Esta hipdtese garante a existéncia de um sistema gaussiano de
coordenadas sobre a variedade. Neste sistema o tensor métrico satisfaz as condi¢cdes g, = 1

e g, = 0, ou seja, as linhas coordenadas do tipo tempo s3o ortogonais a hiper-superficie em



toda a sua extensdo e parametrizadas pelo tempo préprio. Ademais cada hiper-superficie de

homogeneidade pode ser caracterizada por um dado valor do pardmetro ¢, sendo }J'* = §',
Segue que todas as propriedades fisicas essenciais deste modelo s6 podem depender do

tempo césmico . O elemento de linha reduz-se entdo a:

2

ds® = dt* - a(t)’ D 1 ar St >(df* + sin*f .dp * )D (3.2)
er’

Onde a(?) é uma funcdo adimensional (dita fator de escala) e a constante ¢ vale =1, 0, ou +1
respectivamente para os trés tipos de espacos maximalmente simétricos a trés dimensées: H?
(tri-pseudoesfera), R> (tri-plano) e S* (tri-esfera). Estes trés tipos de geometrias admitem

seis vetores de Killing independentes relacionados as invaridancias translacionais e rotacionais.

Por uma questdo de conveniéncia definiremos o parametro do tri-espago hoje por #,. Em geral

, @ menos que seja dito explicitamente em um dado contexto, assumiremos a(f,) = 1. Desta

forma, estamos dizendo que a distancia entre dois objetos localizados entre as coordenadas

radiais 7, e r, hoje (6 e ¢ fixos) é simplesmente o mddulo da diferenca entre as

coordenadas (esta podendo ser medida, por exemplo, em parsecs, anos-luz ou centimetros).

As equacdes de Einstein implicam que o fator de escala @(¢) evolui no tempo em fungdo dos

campos de matéria™.

3.2 — Dinamica do elemento de linha

0 Consideraremos aqui apenas fluidos simples com equag3do de estado definida. Configuracdes mais

complicadas do tipo campo escalar ou vetorial serdo adiados para uma outra ocasido.



Nos modelos de FRW as distribuicdes de momento e energia sao representadas, em

geral, por uma superposicao de fluidos perfeitos. Vale lembrar, no entanto, que estes fluidos

apresentam-se sob esta forma apenas para os observadores gaussianos J'* 2 §"', em questdo

. N6s iremos analisar aqui cada tipo de fluido individualmente mantendo, porém, a equacgao de
estado em aberto. O problema de muitos fluidos'! em interacdo e suas respectivas
perturbagdes constitui uma seqliéncia natural do presente trabalho. Muitos dos resultados
apresentados adiante podem ser generalizados nesta dire¢do. O tensor momento energia de

um fluido perfeito tem a forma:

T, = pV,V, - ph, (3.3)

Assumiremos ao longo do trabalho sempre a relagdo linear p=Ap onde p > 0.
Lembremos que, pelo fato do fluido encontrar-se em equilibrio neste caso, o fluxo de
particulas, o fluxo de entropia e o autovetor do tensor momento energia coincidem, definindo
uma Unica velocidade hidrodinamica. A evolu¢do do modelo é completamente caracterizada

pelas equacdes de conservacao e Raychaudhuri.

pr(p+ph=0 (3.4)

. 12 1
—9%= - —(1+3) :
9+39 2( + 3\ )p (3.5)

' Exemplos de sistemas de dois fluidos de relevincia para a cosmologia foram estudados em

Doroshkevich (1965), Shikin (1966), Thorne (1967) e Osvath (1977) [47].



Estas duas equagdes admitem como vinculo (integral primeira)

uma vez que § = 3a/a. O problema de integracdo das equagdes acima em fun¢do de N tem
um grande histdrico na literatura. Uma revisao interessante pode ser encontrada no trabalho

de Harrison [47]. Da primeira equacado temos:

-331+))

P=poa (3.7)

Notemos que esta dependéncia ndo depende da tri-se¢do em questdo. Utilizando o resultado

na integral primeira torna, pelo menos em principio, possivel encontrar a solu¢do para a

evolucdo temporal do fator de escala a(?). As solugdes de interesse para nés aqui — com
constante cosmoldgica nula, equagdes de estado arbitrarias e validas para as trés tri-secGes —
todas sdao conhecidas na literatura e foram obtidas por Tauber em 1967 usando a forma
conformalmente plana da métrica [48]. Os resultados foram generalizados por Vajk em 1969
[49]. As dependéncias no tempo do fator de escala, da expansdo, e da densidade de energia,

em cada um dos modelos, estdo dispostas de forma abreviada no que se segue.

A — Modelo Euclidiano (¢ = 0)



O modelo em questao é tido atualmente como o candidato mais provavel para a
descricao da geometria do universo em larga escala [45]. Nesta possibilidade mais simples de
geometria ndo s6 o tensor de Weyl se anula, mas também a curvatura gaussiana da hiper-

superficie do tipo espaco é zero. O fator de escala admite uma solucao geral do tipo:

2
a*h = m.DMZD (3.8)

:

se m= /3. Calculando a expansdo e utilizando a equacgdo de vinculo temos, diretamente:

B(r)= 2 HlH p(t)=§

—[]—=. 3.9
(1+\)0eo 2% 2 29

Note-se que neste modelo n3o ha correlagdo explicita de e P com a varidvel M uma vez
que sé existe uma Unica densidade de energia'® capaz de satisfazer o vinculo. Em outras

palavras, no modelo euclidiano § e P s3o completamente determinados por um Unico valor

de P, . Como veremos, este ndo é o caso nas tri-se¢cdes curvas. A tabela abaixo mostra

algumas propriedades de evolugdo para alguns tipos de fluidos diferentes no modelo de
universo com tri-secao euclidiana. Todos estes resultados basicos aparecerdao explicita ou
implicitamente nas equacles responsaveis pelas perturbacdes desenvolvidas no proximo

capitulo.

12 Esta é a chamada densidade critica.



Equacdo de estado Densidade de Energia  Fator de Escala  Aceleragao
=1 p~a—6 a~t"3 a<0
AN=1/3 pNa“‘ a~t"? a<0
A=0 p~a‘3 a~t3 a<0
N=-1/3 p~a'2 a~t a=0
N=-1/2 p~a'3/2 a~tt3 a>0
N=-2/3 pNa‘l a~t’ a>0

Tabela 3.1: propriedades de evolucdo dos universos euclidianos.

Pela tabela segue também que as aceleragGes positivas do fator de escala dependem
da violagdo da condicdo de energia forte, sendo esta Ultima insensivel a curvatura da tri-se¢do
por causa da equacdo de Raychaudhuri. Para a analise dos outros dois tipos de geometrias
definiremos uma re-parametrizacdo do fator de escala em termos de uma nova varidvel 1 .
Esta re-parametrizagdo torna possivel a obtencdo de algumas solugbes implicitas do

problema®. Em termos desta varidvel a equacdo de vinculo fica:

3 Em geral a relagdo entre ¢ e | n3o é trivial. Em alguns casos particulares existe uma representacio

em termos de fungGes elipticas. Nés iremos nos deter apenas em alguns casos especiais.



2 2
%@% - Eﬂé Hla'“”’” - EH- (3.10)
dh dnpio3 i

Os mecanismos de analise das perturbagdes nos modelos ndo-euclidianos serdo apresentados
sucintamente no apéndice. De agora em diante nds usaremos largamente as definicdes abaixo

para as derivadas de uma dada grandeza X :

. dx ,
d_X = X —= X
dt dh
N (o2 (200 gy L N
Desta forma temos, para a equagdo em questdo (a ) = (t ) Hga EE . A solucdo em

forma paramétrica desta equacao da origem as outras duas possibilidades de geometrias.

3.
Lembremos também que, para estes casos, § = —1 a'.
a

B — Modelo Esférico (¢ = 1)

Para o fator de escala temos

1+3) _

2
- . 2 == —
a m.(sinn ) |1 3 | a(n) .



Seguindo raciocinio analogo vem

S1/(1+3)) cosl|

9 :3Sl’l’l - 3m-2/(1+3)\) sin -6(1+ 1) /(1+3))
(Sinr] )3(1+A)/(1+3)\) P ( r])

onde s=1sel+3\>0es=-1sel+ 3\ <0.Segue abaixo mais alguns casos particulares

envolvendo alguns fluidos.

Equagao de Densidade de Fator de Escala Parametrizagdo
estado Energia
=1 p~a’® a ~ sin(n)""? funcdes elipticas
A =1/3 p~a a~ sin(l)) - cos(])
AM=20 p~a a ~ sin(n)’ [-cosh(n )sinh(n) + n]/2
AN=-1/3 p~a’ indefinido Patoldgica
N=-1/2 p~a’? a~sin(0)™*  -(1/3)cos(n) )/sin(n )’ - (2/3)cos(n )/sin(1))
N=-2/3 p Na_l a~sin(n)_2 'COS(”)/Sin(n)

Tabela 3.2: Propriedades de evolugdo dos universos esféricos. Note-se que o fator de escala

ndo é definido nesta parametrizacdo para A = 1/3.

C - Modelo Hiperbélico (¢ = - 1)

1+ 3)

, 2
a"? = m.(sinhn)’ t= ma(ﬂ)

-1/(1+3)) cosh|

0 =3sm
(Sll’l/’lﬂ )3(1+)\)/(1+3)\)

I 3m_2/(“3”(sinhr] )—6(1+)\)/(1+3A)




onde § satisfaz as mesmas propriedades anteriores e m = ), /3 nos Gltimos dois casos. No

proximo capitulo sobre as perturbagcGes nos modelos de FRW iremos assumir em todos os

casos m = 1. Finalmente

Equacao de Densidade de Fator de Escala Parametrizacao
estado Energia
=1 p~a’ a ~ sinh()"? fungdes elipticas
AN=1/3 p~a a ~ sinh(n) cosh()
A=0 p~a’ a ~ sinh(1))? [cosh(n) )sinh(n ) -n1/2
AN=-1/3 p~a’ indefinido patoldgica
N=-1/2 0 ~a’?  a~sinh(n)* -(1/3)cosh(n )/sinh(n)* + (2/3)cosh(n )/sinh(1} )

>
(B}

-2/3 p~a' a ~ sinh() - cosh(n )/ sinh(n )

Tabela 3.3 — propriedades de evolugdo nos universos hiperbélicos.

3.3 — Propriedades conformes das solugdes

De um ponto de vista puramente geométrico, as solugdes de Friedmann constituem
uma colec¢do de espagos-tempo de Minkowski deformados por uma fungdo multiplicativa na
métrica. Deformacdo, neste contexto, significa a possibilidade de reescrever o elemento de

linha na forma:




ds> = O (T,R)dT* - dR* - R*(d8 > + sin*6.dp *)| (3.11)

Isto é, as geometrias de FRW constituem uma classe conformalmente plana das solugdes da
relatividade geral. Para nds é particularmente relevante a propriedade de que o tensor

conforme de Weyl se anule identicamente para todos os tipos de modelos de FRW, ou seja:
VVaﬁuv =0 (3-12)

E precisamente este resultado quem torna o formalismo QM adequado ao estudo de
perturbagdes nos universos de FRW. Uma que a curvatura conforme se anula identicamente
no background, ela se torna uma candidata interessante para uma variavel independente de

calibre. A curvatura Riemanniana das geometrias do tipo FRW tem a forma

1 1
Ropy = Py Ry o * Ry 8oy = Rov &gy = Ryy 80 |- gRgaﬂuv : (3.14)

Conclui-se entdo que, no caso das geometrias de FRW, o tensor de curvatura é
completamente determinado pela distribuicdao local de matéria. Como mencionado
anteriormente, nosso grande interesse neste trabalho serd estudar a evolugdo das excitagdes
infinitesimais do tensor conforme neste tipo de geometria. A grande questdo é entender como

esta nova propriedade geométrica da variedade — que deixa de ser conformalmente plana —se



reorganiza, uma vez admitida nao nula sob uma dada hiper-superficie do tipo espago. Nos
especificaremos adiante como restringir o tipo das excita¢cdes desse tensor. No préximo

capitulo ndés daremos o nosso ultimo passo basico para a andlise destas excitagdes.



Capitulo 4

A teoria de perturbagoes revisitada



A teoria de perturbagdes cosmologicas, no contexto
da gravitacao einsteiniana, esta fortemente
baseada no conceito de deformacoes
infinitesimais de variedades [50]. Uma vez que a
relatividade geral tem como ponto de partida a
relacdo direta entre os campos de matéria e as
propriedades da geometria via equagoes de
Einstein (ou as equagoes de Jordan), a nogao de
perturbacdo de uma dada solugdo () requer
necessariamente a analise das propriedades de
outra variedade (™)) relacionada a primeira por
um mapa. Supde-se entdao que as relagoes
métricas nesta outra variedade sao
aproximadamente as mesmas que no caso da
primeira ¢ estuda-se qual tipo de restricdes a estas
perturbacdes decorre das equacgdes de campo.
Cada ponto da variedade original, juntamente
com todos os campos de tensores previamente
definidos, € entao relacionado um a um por um
procedimento matematico de associacao.



Formalmente a no¢ao de perturbacdes de uma dada
geometria remete a definicdo de um espacgo
abstrato de métricas onde se faz necessaria a
nocao de distancia. Uma vez que a teoria da
relatividade geral admite uma representagao
completamente independente de coordenadas
existe sempre a possibilidade de uma perturbacao
no potencial métrico (%) ndo representar
nenhuma nova propriedade da geometria além de
uma espuria tranformacao de coordenadas. O
problema de gauge, como ja mencionado, foi
analisado por varios autores incluindo Lifshitz,
Hawking, Bardeen Stewart e outros. Um pequeno
pedaco da extensa lista de trabalhos pode ser
encontrada nas referéncias [15-19]. Nos
assumiremos para nossos fins como superados
estes problemas.

A tradigdo convencionou a separagao das perturbagcGes em partes escalares, vetoriais e
tensoriais de acordo com certos tipos de propriedades de transformagao sobre a
hipersuperficie. Este procedimento torna-se bastante razodvel no contexto linear uma vez que
a evolucdo de cada uma destas partes se da de forma completamente independente.
PerturbacGes da vorticidade (vetorial) e de ondas gravitacionais (tensorial) estdo fora do
escopo deste trabalho. Iremos analisar apenas as perturbacdes do tipo escalar. Neste caso,
segue dos teoremas apresentados por Goode [51] que as perturba¢bes ndo podem existir sem
a presencga de deformagGes na congruéncia e que a parte elétrica do tensor de Weyl esta
acoplada as perturbacdes nos gradientes de matéria. E precisamente por causa deste Ultimo
resultado que o presente trabalho pode ser entendido também no cendrio da formacgado de
estruturas. Por uma questdo de auto-consisténcia nds iremos desenvolver brevemente os
calculos necessarios para a obtencdo do sistema minimo e fechado de observaveis na teoria de
perturbacdes™. Iremos ressaltar adiante algumas hipdteses de simplificaco.

4.1 - Propriedades basicas das perturbagoes

% Os detalhes podem ser encontrados em [22, 27, 52]



No nosso contexto uma dada grandeza 4 na variedade M|, serd representada na

variedade perturbada segundo a transformacao:
A+ A+ 04

Seguindo esse procedimento e lembrando que a derivada covariante em A adquire um novo
termo infinitesimal temos para as equacdes de conservacdo, hidrodindmicas, quasi-

maxwelianas e vinculos, as respectivas perturbacdes:

| - Equag0Oes de conservagao

1. (0p) +poV°+(p+ p)df + (Bp+dp)f +0dg°« =0 (4.1)

pAV)+ POV, - @p)y By + (0 + p)Ba,)+

a e 4 a
+ hua (6q ) + ge(aqu)+ hpa (6]-[ B),B = 0

Il - Equagdes hidrodinamicas

1 @GOy +E@EV) %9(59)- @a'), = - w@p) (4.2)
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3. (0w ,,) - %ha”hﬂ"da + %9(5%[;): 0
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Il - Equagdes quasi-Maxwellianas

(4.3)
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IV — Equagoes de vinculo

1) %(5% hy - %9’(51@)— %9’(5V°)5u° -0 5+ 6w 5), k' = -(dg,)

(4.4)

|V) 5wa;a =0
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Restringimo-nos de agora em diante apenas as geometrias de FRW, onde os objetos

Eu[3 ,HuB ,a' .0 u ,H“B ,q(1 sdo todos nulos. Suas perturbag¢des sao, portanto, invariantes de

calibre. Um desenho esquematico das perturbagdes do background de FRW segue abaixo.



Figura 4.1: A variedade a esquerda representa o background homogéneo e isotrépico com o
campo de observadores e uma dada hiper-superficie do tipo espago (Ho). O campo de
observadores é caracterizado apenas pela expansdo e a geometria pelo escalar de curvatura.
Na variedade perturbada (a direita) a congruéncia possui deformacao e a geometria conforme

€ ndo nula.

4.2 - Decomposi¢ao em autofungdes de Helmholtz

Neste paragrafo nds iremos nos deter em uma andlise sobre bases de objetos
tensoriais definidos sob as hiper-superficies £ de FRW e a relagdo de suas derivadas com a
geometria intrinseca das mesmas. Em particular assumiremos como estabelecidos

previamente tanto o sistema de coordenadas (caracterizado pela métrica 3.2) quanto a

congruéncia de observadores gaussianos (definidos por " = §#,) que folheiam a variedade
em hiper-superficies do tipo espaco. Mostraremos que esta abordagem simplifica em muito as

equacoes de evolugao.



Sejam, entdo, as fungdes Q(xk) definidas sobre cada uma das hiper-superficies tal

que Q(xk) = 0 vale com relagdo a este campo de observadores. Desta forma, ao longo de

cada curva da congruéncia rotulada pela coordenada x* , O assume sempre o mesmo valor.

Suponhamos também que cada uma destas func¢des satisfaga a equagdo de autovalor
01°0=-k*Q (4.5)

2 = ij / . . . .
onde U “Q= VUQ,-U- é o operador laplaciano aplicado em Q%, que implica, em termos do

projetor

W, - @%@ 0. (4.6)

A(t) funciona como um simples parametro do ponto de vista das derivadas
covariantes sob I . Pela teoria de equagdes de autovalor o conjunto destes objetos
constitui uma base completa de fungdes a trés varidveis e sdo ortogonais entre si. O

espectro dos autovalores é, de acordo com Lifshitz [14]:

£=0 k=n 0<n<ow (4.7)

£=1 K =n’+1, 0< n< w (4.8)




e = -1 k2 = 1’12 -1, n-= 1,2,.... (4.9)

Embora a andlise detalhada das propriedades destas autofuncdes esteja fora do propdsito do

presente trabalho vale lembrar que a dependéncia angular em todos os casos é dada em

fungdo dos harménicos esféricos Y, , 7 estando associado diretamente a /. As autofuncdes

associadas a um dado valor de &k s3o, em geral, degeneradas, podendo existir mais de um

modo para o mesmo comprimento de onda. A decomposi¢do de uma fungdo escalar qualquer

(por exemplo a densidade de energia perturbada 0p (X)) nas bases Q(k)(x) admite uma

andlise morfoldgica bastante interessante do ponto de vista fisico. Tomando um dado valor

fixo da coordenada radial e “plotando” a variacdao angular das func¢des Q(k) (x) em termos de

deformacgdes de uma esfera construida na trise¢cdo obtemos os diagramas da pagina 56. Cada
desenho corresponde a um dado modo de perturbacdo mantendo fixa a coordenada radial.
Quanto maior o valor de uma componente espectral multiplicando um dado modo maior a
amplitude do mesmo. Veremos adiante que as componentes espectrais das grandezas com
relacdo a estes modos evoluem de acordo com o comprimento de onda. Estamos autorizados

a pensar, entdo, em cada perturbacdo escalar como oscilagdes/crescimentos das amplitudes

dos referidos modos. Lembremos também que, no sentido tridimensional, cada funcdo Y, é

modulada por uma funcdo da coordenada radial. No caso euclidiano esta funcdo se identifica
com cada uma das funcGes de Bessel esféricas. Os outro dois casos sdao apresentados no

trabalho de Lifshitz [ref]. Definamos agora os seguintes objetos tensoriais em termos das

derivadas da base O(x) sobre as hiper-superficies.



| — Vetor sem vorticidade

Calculando o gradiente das funcdes Q(x) vem

0,0, (4.10)

onde Qu Vt =0 por causa da propriedade mencionada acima. Entdo apenas as componentes

espaciais (O, existem. Pelo fato de Qu ser um gradiente é simples demonstrar que seu

rotacional é identicamente nulo. De fato

N @V =0 (4.11)

Uma vez que iremos analisar a evolugdo no tempo (e portanto sobre diferentes hiper-

superficies ) de objetos definidos como combinagbes destes vetores é particularmente

relevante o fato de a norma de O, depender do parametro temporal.

hng[Qj = ‘A(l‘)znyiQ'/ (4'12)

II — Tensor Simétrico



Da projecdo total da derivada covariante de nosso vetor sobre o triespago temos

Oy 2 O, ol (4.13)

E simples mostrar que somente as componentes espaciais (Q,-j = Qi;_,) deste tensor sdao nao-

nulos para nossa escolha (coordenadas/observador). Em geral temos a seguinte relagdo:

: 0
Qi h's = Oy = O Wy = Oy t EQUVB (4.14)

Por causa da equacdo de autovalor o traco deste tensor em cada hiper-superficie é

0" =0+ L 0 (4.15)

Il - Tensor Simétrico e sem Traco

Retirando o trago de O,; obtemos um novo tensor S,; também sobre I .



1 1
R p— +t —
ap k2 QUB 3A2

%)
n

Oh, (4.16)

Uma vez que o projetor huv pode ser identificado com a métrica do tri-espaco induzida pela

geometria da variedade quadri-dimensional em questdo, e a congruéncia do tipo tempo
identificada com o campo de observadores, podemos definir a afinidade da trisecdo de

maneira que’®

- -3 /
Oiie = Oy, =7 Ry O (4.17)

Contraindo i com j vem

Q-0 =% R0 (4.18)

Por causa da relacao de Gauss-Codazzi [ref] temos, finalmente:

, @HkHz 2 B , 20¢ 17,
k i ik i
nk = Q0—0 - — Sk = —=0—-— 4.19
H0A40 2%Q " e 3 (419)
Temos também a identidade atil nas substituicdes que seguem adiante, SU = - EGSU

~ N . . 3 ! .
8 Nesta rela¢do // significa derivada covariante calculada com hif e ( )Rﬂij o tensor de Rieman da

trisegao.
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Tabela 4.1: diagrama pictérico exibindo a natureza morfoldgica de alguns modos escalares (parte
angular)

4.3 — Equagoes de movimento

Nds iremos representar todas as grandezas relevantes para a evolu¢do das
perturbacdes em termos de componentes espectrais (cuja dependéncia se da exclusivamente
no tempo) relacionados as bases definidas acima. A tabela abaixo sintetiza nossas defini¢Ges

de notagao em conjunto com algumas propriedades de interesse:

componente invariante de tipo base
calibre
espectral
éai a, () sim cinematico Q(k> (%)
00 i 2,00 sim cinematico Sij(k)(x)
00 0 ,.() ndo cinematico Q<k) (x)
op w, (@ n3o hidrodinamico 0" (x)
op X () ndo hidrodindmico 0" (x)
6% qk(t) sim hidrodinamico Q,»(k)(x)
611” nk(t) sim hidrodinamico Sij(k)(x)
6Eij E, (1) sim geométrico Sij(k)(x)
d 8 v, (@) sim algébrico Q[(k)(x)
d v, 0] ndo algébrico Q(k)(x)

Tabela 4.2: componentes espectrais das perturbagdes segundo suas propriedades



De acordo com a decomposicdo acima segue que uma dada grandeza perturbada, como por

exemplo 5E,~j , tem uma decomposi¢do em série do tipo

VE,(v0)= ) Eq 00" (x) (4.20)

Por causa da linearidade das equacgGes perturbadas é simples mostrar, no entanto, que

cada modo evolui de forma completamente independente. Segue também que, no contexto

escalar, H; e W, s3o identicamente nulos, ndo influindo em momento algum sobre a

dinamica. Substituindo todas as grandezas do background e as componentes espectrais nas
referidas equagOes reduzimo-las para 4 equagdes evolutivas e 3 vinculos envolvendo apenas as

componentes do espectro.

1) equagdes dinamicas

1. Z'k:—E,(—%nk—kzak (4.21)
: y 1 k? 1. 0

2. Ek:_EEk_E(erP)zk+7Ck+§nk_gnk (4.22)
R I kK

3. uk-gpvk+9(uk+xk)+(p+p)@k+a—2ck—0 (4.23)

1 - 2 k0’ 1
—y .0+ =80, - H—H a, = -— +3 (4.24)
2Vk 300k Ph k Z(Uk X )

4. 0,



2) vinculos

2 20¢ 10

1. —|0,-0v —0—--07,=0 4.25
3( k k) az Ekz 3E k ( )
1 : 10¢ 10 }

2 gluk-pukl-a—zgk—z-gg(za-ﬂk)-0 (4.26)
. . 20¢ 10

30 PV Xt t B0t 505 2O =0 (4.27)

a0k 37

Um calculo direto permite demonstrar que as derivadas temporais dos vinculos se anulam [23]
e que, portanto, estamos autorizados a utiliza-los explicitamente nas equacdes de movimento.

Ademais utilizaremos a hipétese termodinamica T,, = {0, ,onde { & uma constante.

Notemos ainda que as equacdes acima admitem uma restricdo adicional do observador.
Sob este formato elas ndo explicitaram nenhuma relacdo entre o campo de observadores
perturbado e as linhas coordenadas do tipo tempo na variedade perturbada. Esta escolha pode
ser considerada como uma espécie de calibre residual. Assumindo, por exemplo, o observador
perturbado como gaussiano, isto é, U, (#) = 0 e Y, (¢) = 0, segue de maneira trivial que todas
as grandezas perturbadas sao invariantes de calibre. No entanto, mostraremos que a evolugao
do conjunto minimo fechado de observaveis é insensivel a esta restricdo. De fato, assumindo

X (@)= Mt , () eofluxo de calor ¢, (#) nulo temos:

1 ik:_Ek_%Ezk_kzak (4.28)
- 0 1 1. 0
2 Ek:'EEk'E(l"')\)pzk"'EEzk_gEzk (4.29)

. 1.
3. uk-Epvk+9(1+A)uk+(1+A)p@k=0 (4.30)



.12 ko 1
4. Ok_Eyk9+§9®k_§Z@uk:_§(1+3)\)|‘lk

2 : 20¢ 10
5 Z0,-0v,|]- =0—--02,=0

3( k k) a2Hk2 3% k

1 . 10e 10 i
6 E[Uk_puk]_a_sz_z_gH(ZEk_Ezk)_O

(4.40)

(4.41)

(4.42)

(4.43)

Utilizando o terceiro vinculo no segundo obtemos uma relagdo entre a componente espectral

da aceleracdo, a parte elétrica do tensor de Weyl e o shear. Substituindo esta relagdo nas duas

primeiras equacgdes de evolucdo temos, finalmente:

2, = -E.H%+ k2u(e,k)(l‘)@5+ %@HZ ot ()\ k2u(e,k)(t)— 1)'Ek
SR OR 0110 PP WL
E, = HE(p tp)t 2@2+ 3@+ ok u(z,k)(t)@2+ 3§E'z"

o, 5 ) 9_ E_ 0
¥ HE)‘k U 1 (0) @3 ¥ 2@HE1¢

(4.44)

(4.45)



onde a funcao

2 HIHD 3¢ [
u, ()5 ———0—0l- — 4.46
e (0 0+ p)DAZDE kz% (4.46)

serd, por razdes que se tornardo Sbvias, denominada de fung¢do do discurso. E importante
ressaltar que toda dependéncia explicita da tri-secdo decorre desta funcdo. A dependéncia no
tempo de todas as outras grandezas pode ser obtida a partir da solucdo do sistema dinamico
acima. As quantidades do background P, § e a conferem o cardter ndo auténomo do
sistema. Uma vez que as solucdes nem sempre podem ser exibidas para uma situacdo
especifica nds desenvolveremos um conjunto de técnicas da teoria dos sistemas dinamicos que

viabilizardo uma andlise qualitativa. O estudo do acoplamento entre a curvatura conforme

5E,-j e a deformacgao da congruéncia 00 ;j acaba sendo uma forma interessante de avaliar a

estabilidade da curvatura conforme na cosmologia.

De agora em diante nds passaremos a analisar em detalhes as propriedades deste

sistema dindmico em um numero variado de contextos envolvendo perturbacgées de fluidos

diversos nos trés tipos de tri-se¢des. A solugdo consiste no par das funcdes espectrais 2 , (f) e

E, (). Uma vez que, em geral, cada fun¢do estd associada a uma dada constante de

integracao, a solucdo geral pode ser entendida como uma familia de curvas a dois parametros.

No caso adiabatico, onde a pressdo anisotrdpica é nula, temos:

(4.47)

5= (Va0 11E,



- 1 f
E, = 'E(p tp)L - gEk

Esta situacdo simplificada admite, como veremos, algumas solugbes exatas de interesse.
Finalmente, como ponte entre as excitacbes conformes e a formagdo de estruturas,

lembramos que:

1 : 3 0¢ 1[0
—h.0p’ = - —
p 7 P pa’ %kz 3H

(2E, - 1,)0," (4.48)

No caso em que a pressdao anisotrépica se anula os tri-gradientes de matéria sao
completamente determinados pela parte elétrica do tensor de Weyl. Portanto, a analise dos
regimes de estabilidade/instabilidade da estrutura conforme implicam em um verdadeiro

estudo sobre a evolucdo das estruturas no universo.



Capitulo 5
Estabilidade, dissipacdo conforme
e evolucao estroboscopica do retrato de

fases

A teoria de perturbacdes cosmoldgicas®’, uma vez formulada no contexto quasi-maxwelliano e
restrita a sua componente escalar, permite a construgdo de um conjunto infinito de sistemas
dindmicos bidimensionais e ndo auténomos — caracterizados por um dado comprimento de
onda especifico — responsdvel pela evolugdo de todas as grandezas de interesse fisico com

sentido mensuravel explicito. Estas grandezas podem envolver simultaneamente combinagbes

17 Estamos restringindo estas perturbacbes apenas aos universos de FRW



das variaveis cinematicas, dinamicas e geométricas que caracterizam o fluido e a variedade. No
nosso caso de interesse, onde algumas hipdteses sobre o fluido e a congruéncia sdo realizadas,
o conjunto minimo de observaveis obtido envolve apenas uma grandeza do campo de

observadores (representada pelo tensor de deformagdo) e uma outra de natureza geométrica

(representada pela parte elétrica do tensor de Weyl).Lembramos que este resultado

permanece valido para as trisecGes nao-euclidianas. Segue que a evolucdo de Eus e 0

determina o comportamento de todas as outras variaveis.
Neste capitulo iremos recapitular algumas propriedades elementares da teoria dos

sistemas dindmicos e adapta-las a analise do sistema (2 ; , £, ). Nosso foco de interesse seré

os sistemas dinamicos lineares, ndo-auténomos e planares, isto é, envolvendo apenas duas
funcdes dependentes do tempo. Grande parte da analise qualitativa subseqliente envolve o
conceito de retrato de fase, estabilidade e topologia das curvas. A nocdo de pontos fixos
(pontos singulares) no espaco de fases também desempenhara um papel importante na nossa
analise uma vez que, no nosso caso, ele se identifica com o espago-tempo ndo perturbado de
FRW e as trajetérias em sua vizinhanga determinam completamente o comportamento das
perturbacdes escalares. Dois resultados relacionados a evolugdo das trajetdrias serdo
rapidamente analisados. Nosso objetivo sera aplica-los no que diz respeito a definicdo de
estabilidade/instabilidade das solu¢des bem como na noc¢édo de dissipa¢do da curvatura
conforme. Veremos como a topologia do fluxo definido pelas trajetérias em torno do ponto

fixo permite classificar os tipos de regimes em questao.

5.1 — Sistemas nao autonomos e redutibilidade



Os sistemas dindmicos ditos autébnomos, independentemente do nimero de
dimensdes em questdo, sdo aqueles cuja dependéncia temporal manifesta-se apenas de forma
implicita. Contrariamente, um conjunto ndao autonomo de equacdes diferenciais acopladas
admite uma dependéncia da variavel f explicita no campo de vetores que o determina [53].

Em duas dimensdes, por exemplo, temos:

X1 = F1(X1aXz;t)
. . (5.1)
X, . (X, X,30)

X, e X, sdo as variaveis dependentes e as fungdes F| e F, dependem, por hipdtese, do

tempo™. Os sistemas nd3o auténomos podem ser pensados qualitativamente enquanto um
conjunto infinito de sistemas autonomos localizados. Para cada valor da varidvel independente

!t o campo de vetores adquire uma nova configuracdo. Os pontos fixos sdo definidos pela

condigdo simultanea Fj(X,,X,;t)= 0 e F,(X,,X,;t) = 0. Se o sistema é linear ele admite

ainda uma representa¢do matricial envolvendo uma matriz jacobiana J do tipo

M= JM (5.2)

onde

®  No sistema das perturbacdes esta dependéncia temporal decorre das grandezas do background.



- X, - By By
M = J = (5.3)
X, F, Fy

F

= i

e F,»j = ——.Vale lembrar que qualquer sistema planar definido pelas equa¢des mencionadas

01X

J

admite uma representacao tridimensional autébnoma. Neste caso define-se uma nova variavel

X, satisfazendo a condigdo X, = 1. Desta forma, temos:

Xl = E(X19X29X3)
X2 F2(X17X2aX3) (54)
X, =1

Desta forma, passamos a entender as solugdes como um conjunto particular de curvas

que interceptam os planos X; = const apenas uma vez. Nota-se que uma tal reducdo ndo

admite a tradicional defini¢do de pontos criticos uma vez que o campo ao lado direito jamais

se anula. Este é exatamente o caso no sistema (2 ,, £, ) onde o préprio eixo ¢ coincide com o

background. No entanto, admitindo que a matriz jacobiana possa ser expandida em poténcias

de ¢, reconhecemos que o primeiro termo da expansao aplicado ao vetor de posicdo M

define novamente um sistema auténomo. Percorrendo todo o dominio da varidvel X, em
dominios suficientemente pequenos de tempo (numa espécie de fatias de espaco de fases)
podemos fazer uma anadlise estroboscdpica da solucdo geral considerando inUmeros sistemas
autonomos de comportamentos diferentes. Esta abordagem qualitativa torna-se bastante

relevante uma vez que varios sistemas ndo autonomos carecem de solugdo em forma fechada,



como é caso do sistema oriundo da teoria de perturbacdes escalares em certas

circunstancias®.

5.2 — Autonomia, autovalores e curvas integrais

Por causa da possibilidade de reducdo do sistema (2 ,,E,) para uma colegdo

localizada (no tempo) de sistemas autébnomos descreveremos aqui algumas propriedades
elementares dos mesmos. Nosso objetivo basico é a caracterizacdo das propriedades gerais de
evolucdo do sistema (4.47) em termos do comportamento das trajetdrias em cada fatia. Um
dado sistema dinamico planar e auténomo satisfazendo a condicdo de linearidade das

solugdes tem a forma matricial

8

A matriz 2. X2 de transformagdo (ou matriz jacobiana) J é constituida pelas componentes

(reais para todos os fins no nosso exame)

a b
J:H E (5.6)

% por exemplo nos casos onde £ # 0.



Aplicada ao vetor de posicdo no espaco de fases a matriz jacobiana define automaticamente

um campo vetorial 7 de componentes

AN

Em certo sentido sdo as propriedades geométricas das curvas integrais (ou fluxo de

fase) de 7 em uma dada regido do espago de fases quem determina a natureza da solu¢do
naquela instancia®. A andlise desta geometria em torno de um dado ponto (fixos em geral) é
de extrema importancia na classificacdo da topologia das curvas. Da multiplicacdo matricial

decorre:

X=aX+bhY
(5.8)

Y=cX+dY.

As equagbGes de movimento definidas pela regra acima também podem ser
interpretadas do ponto de vista das transformacdes de ponto. Neste contexto elas
determinam, para intervalos suficientemente pequenos da varidvel ¢ , um conjunto de

transformacdes infinitesimais lineares do espaco de fases nele mesmo. Ou seja, para cada par

% Neste sentido a teoria dos sistemas dindmicos pode ser entendida como a anélise de congruéncias

no espaco de fases.



ordenado de condicdes iniciais (X,,Y,) a transformacdo associa um novo par,

infinitesimalmente préximo do primeiro, dado por (X, + dX,Y, + dY) onde os incrementos

(dX,dY) sdo dados por

17,4 . g X, &
EdYH' EY% >

Esta forma é particularmente interessante para o estudo da evolugdo de uma dada
curva fechada de condigdes iniciais em torno do ponto fixo. Se, por exemplo, um circulo de
condicbes iniciais estiver definido em torno de um ponto de cela, a dindmica tratard de

transforma-lo em uma elipse. Os auto-vetores da matriz J determinam as dire¢des nas quais

(dX,dY) se tornam proporcionais & prépria condicdo inicial. Para tal prossigamos com a
anadlise tradicional das solugGes possiveis do sistema. Uma vez que as equagdes sdo acopladas
a determinagdo de uma varidvel dependente acarreta imediatamente no conhecimento da
outra®. Derivando uma segunda vez a primeira equacdo da transformac3o (5.8) e substituindo

a segunda equacdo no resultado temos:

X-(a+d)X+ (ad-bc)= 0, (5.10)

2L portanto, no sistema (2 k,Ek ) o conhecimento da fungdo Ek (¢) implica na evolugdo do shear.



gue pode ser reescrita em termos mais sugestivos através do traco e determinante de J sob a

forma

X - (Tr)X + (detJ) = 0 (5.11)

Assumindo uma solugdo do tipo exponencial ¢™ (sendo 7 obviamente equivalente aos

autovalores da matriz J ) obtemos a relagdo algébrica de segunda ordem:

m* - (TrJ)m+ (detJ)= 0. (5.12)

Temos, portanto, que a solucdo geral tem a forma:

X(@)=uae™ +pe™’ (5.13)

com 0 e B constantes. Lembremos que, no contexto dos sistemas ndo autdnomos, estas
solugdes valem apenas localmente em torno de cada fatia ¢ = const. Portanto é a relagdo
entre o traco e o determinante que implicam o tipo de trajetéria em torno do ponto fixo. Os

autovalores sdo:



_ (1) J(@r))? - 4(detJ)

. (5.14)
i 2
Definindo a fun¢éo de proporgcdo ¢ ? pela relagdo
o = 4detJ 5 15
(TI’J)Z ( . )
temos:
m, = (T;J) (lir 1- 0 ) (5.16)

Portanto, independentemente dos valores assumidos pelo traco de J podemos

estabelecer pelo menos trés regides de comportamentos qualitativamente distintos — do

ponto vista da topologia das solugBes no espago de fases— em fungdo do dominio de ¢ . Em

geral os autovalores de J podem tomar valores complexos e conjugados (¢ > 1), dois valores

reais de mesmo sinal (0< ® < 1), ou dois valores reais de sinais opostos (? < 0). Neste

Ultimo caso é simples concluir que a magnitude dos autovalores depende de quao grande se

torna o0 modulo de ® (supondo fixo o traco). Este ultimo resultado tem importancia na

22

A definicdo da funcdo de propor¢do se mostrard extremamente Util na nossa analise das
perturbacGes. Veremos que ela permitira exibir de forma simples as regides de
estabilidade/instabilidade dos modos de perturbagdo através de uma relagcdo entre grandezas do
background e o comprimento de onda. Ademais, a evolucdo no tempo de ® diz muito sobre a

prépria evolugdo de (2 ,(¢), E, (¢));



caracterizacdo do nivel de instabilidade do sistema em questdo. Notemos também que se a
funcdo de proporgdo iguala-se a unidade os autovalores acabam se degenerando e ambos

finalmente independem do determinante de J. Em nossa andlise da evolugdo das

perturbagdes, cada fatia do espaco de fases serd caracterizada por 17J(t), ® (¢) e por m, ()

. O traco da matriz Jacobiana determina a taxa de dissipacdo das perturbacdes, a funcao de

proporgdo a topologia das trajetdrias e os autovalores o nivel da instabilidade.

5.3 — O teorema da divergéncia e os critérios de dissipagao

Definiremos agora um critério de dissipatividade para sistemas dinamicos autdénomos
e planares baseando-nos na taxa de variacdo da drea no espaco de fases. Restringiremos
apenas aos sistemas lineares. Seja uma dada superficie de condig¢des iniciais definidas em um
dado instante de tempo delimitada por uma curva fechada [ . Iremos assumir que o volume
inicial é infinitesimal e que, portanto, as trajetdrias solugdes sdo infinitesimalmente préximas.

Consideremos em coordenadas cartesianas a evolucdo da area V definida pelo retangulo

(X,,1),(X,,Y,),(X,,Y,),(X,,Y,) noinstante inicial Z,> . Uma vez que, neste caso, a area

é dada por

v (X,- X)X, - 1), (5.17)

Z  Usamos aqui X e Y para rotular as varidveis ao invés da notac3o de indices acima.



os pontos definidos pelos vértices do retangulo (e também as aresta do mesmo) evoluem no

tempo segundo o sistema (5.5). Derivando com relagdo ao tempo e expandindo as trajetorias

em torno do ponto (X,,Y;) vem [54]:

——=Tr] (5.18)

Portanto, a taxa de variagcdo da area no espaco de fases é determinada pelo traco da matriz de

transformacdo J . Observe-se que este valor é numericamente igual a divergéncia do campo

de vetores J/ . Adiantando um resultado sobre a evolugdo das perturbacdes, se 77.J < 0 entdo
a area diminui com o tempo e o estado final das trajetdrias é determinado por uma regido do
espaco de fases de dimensdo menor que o nimero de graus de liberdade. Estes sistemas sdo
chamados de dissipativos e a regido futura para a qual as trajetérias sdo atraidas é

denominada de atrator.

5.4 — A topologia do retrato de fases

A andlise do problema dos autovalores/autovetores de um sistema planar nos conduz
a classificacdo das trajetdrias em torno do ponto fixo baseada na relacdo entre o traco e o
determinante da matriz jacobiana J [54]. A demonstragdo deste resultado imediato pode ser
encontrada em qualquer texto sobre sistemas dinamicos. A tabela abaixo sintetiza este

resultado.



TrJ < 0

TvJ > 0

detJ > (1/4)(TrJ)?

né espiral

no repulsor

0< detJ < (1/4)(TrJ)?

noé

repulsor

detJ <0

ponto de cela

ponto de cela

Tabela 4.1 Classificagdo das trajetdrias em torno de um ponto fixo qualquer.

Os trés tipos de comportamentos bdsicos para um sistema dissipativo tipico, isto é, onde

TrJ < 0 tém a forma:
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Tabela 4.2 — Retrato de fases dos trés tipos de comportamentos basicos nas vizinhangas de um ponto

fixo. O sistema dindmico satisfaz a condicdo 77/ < 0.




Notemos que de um ponto de vista qualitativo o ponto de cela representa uma
situacdo de instabilidade das solu¢des que tendem a crescer indefinidamente na direcdo de
um dos auto-vetores. As outras duas situagOes possiveis representam exatamente o
comportamento oposto do ponto de vista da estabilidade — as trajetérias sendo atraidas para
o ponto de equilibrio. No caso das perturbagGes escalares os trés tipos de comportamentos
estdo presentes. Mostraremos que, em geral, o no espiral representa o comportamento

assintdtico tipico das solugGes para as componentes espectrais da parte elétrica do tensor de

Weyl (E, (f)) e do tensor de deformacdo (2 , (¢)). Em uma situagdo geral temos basicamente

uma espécie de competicdao de magnitude entre o trago e o determinante de J para a
determinacao da topologia das trajetérias das perturbag¢des. Uma simples inspe¢do mostra

gue estes resultados podem ser traduzidos em termos da fungdo de proporgao.

5.5 — Algumas propriedades do conjunto minimo de observaveis

Iremos aplicar agora os resultados da andlise dos ultimos paragrafos no sistema
dindmico responsavel pela evolugdo das perturbacgées escalares nos universos de FRW.
Mostraremos que do ponto de vista da evolucdo da area no espaco de fases o sistema
constitui uma estrutura tipicamente dissipativa, embora a taxa de dissipacao seja uma fungao
do tempo. Seguindo a analise acima e reconsiderando o sistema 4.44 e 4.45 temos, em

notacdo matricial:

A
E.F 1C, D, TiE, '



onde os componentes da matriz Jacobiana dependem explicitamente do tempo em nosso
caso, englobam simultaneamente todas as varidveis de relevancia na dinamica das

perturbacoes e tém a forma:

(5.20)
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Com U 4 (t) dado em termos da definicdo 4.46.

Observemos que no caso mais geral do nosso contexto (com fluxo de calor nulo) o

sistema dindmico acima envolve uma familia de quatro parametros (€, A , { e k). A escolha
da tri-se¢do, das relacBes entre a densidade de energia/pressdo, pressdo anisotrépica/shear, e

do mddulo do vetor de onda k& determina o caso especifico de interesse. Calculando o trago

de J, vem



kzu(s,k) (t)H

3 f

TrJ, = A,(t)+ D, (¢)= - % ZEH (5.21)

Abstraindo por um momento da pressdo anisotrépica reconhecemos imediatamente
gue um modelo de mundo especifico em estado de expansdo apresenta inevitavelmente as
caracteristicas de um sistema aberto tipico quando considerado sob a dtica das perturbagées
escalares. A dinamica das perturbagdes comporta-se exatamente como um sistema dissipativo
— a dissipacdo caracterizada pelo fator de Hubble ( H = 8 /3 ). Neste caso a area de um dado
ensemble de condigdes iniciais - delimitado pela curva fechada [ - diminuird ao longo das
trajetérias. Tudo funciona como se as perturbagdes iniciais, em certo sentido, fossem
amortecidas pela expansdo césmica. Em outras palavras, as perturba¢des acabam dissipando
energia para o background se este se expande de alguma forma. Esta dissipacao independe de
onde se considera o ensemble inicial. A drea, do ponto vista assintdtico, colapsa para uma
regidao do espaco de fases de dimensdao menor do que a dimensdo do mesmo. Esta regido
constitui um atrator das trajetdrias. Ao fendmeno de colapso da area em dire¢do ao atrator
chamaremos de dissipacdo conforme. Observamos também que no caso estatico § = 0 -
perturbacdes escalares em um universo do tipo Minkowski — o sistema é conservativo, e
portanto Hamiltoniano. Neste caso a area no espac¢o de fases se conserva pelo teorema de
Liouville [54]. O caso em colapso apresenta comportamento oposto, tudo se passando como
um sistema do tipo forcado onde energia é injetada no sistema. Este ultimo fato aparece de

forma diferente no trabalho de Lifshitz [14].

Uma analise um pouco mais cuidadosa permite reconhecer uma coincidéncia

interessante quando { = 0. Se lembrarmos da defini¢do do escalar de Hubble em termos do

fator de escala, temos a seguinte relagdo entre a taxa de variagdao da drea no espago de fases e

a taxa de variagao da expansao dos observadores no espaco fisico.



ldv_

v dt

p=-1da (5.22)
a dt

W |

Segue dai que a area no espaco de fases multiplicada pelo fator de escala é uma grandeza

preservada ao longo da dindmica. Surge, portanto, a seguinte relagdo de conservagao:

const

v(?)

[a()v(®)] =0 ou  a(t)= (5.23)

Esta é uma relacdo curiosa entre o espaco fisico e o espaco de fases. Ela nos sugere que
podemos inferir propriedades de evolucdo do fator de escala observando apenas o
comportamento de algumas trajetérias no espaco de fases. As trajetérias dependem da

dindmica de objetos definidos apenas na variedade perturbada.

Considerando a pressdo anisotrépica mais uma vez, reconhecemos que os resultados

acima nao sado alterados significativamente para os casos em expansdo. Uma vez que o fator 4

é positivo (por consideragdes termodinamicas, T, 0 > 0)e u(s,k)(t) também para grandes
freqiiéncias de oscilacdo® (pequenos comprimentos de onda) notamos que a presenca da
pressdo anisotrdpica torna ainda mais dissipativo o sistema. A taxa de dissipacdo é
proporcional ao valor da constante ¢ . Este resultado ja poderia ser esperado uma vez que

este tipo de pressdo esta associado a processos dissipativos (friccdes e deformacgdes do fluido).

% No caso euclidiano e hiperbdlico esta condicdo ndo é necesséria para fluidos satisfazendo (

pt p>0)



Nossa maior atencdo serd para as perturbacdes onde { = 0. Retomando a defini¢do da funcdo

de proporg3o temos®:

44 AD, - BC
- (¢,k) _
LI T ) = 4 (kA "+ Dk)zk (5.24)
k k k

No caso das perturbacdes onde a pressdo anisotrdpica se anula, o traco e o determinante da

matriz de transformacdo tém a forma simplificada:
1
1, = -8 Bip = 50 P Ky, - 1 (5.25)

E, portanto, a fun¢do de proporgio @ (.5 reduz-se a:

18
L e_z(l+ A)p[)\ kug (1) - 1} (5.26)

ou melhor, substituindo a fung¢do do discurso

—Az(k2 - 3¢)- (1+ A)p@. (5.27)

a
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Estudando a evolugdo da fungdo acima para um dado valor de & somos capazes de inferir
completamente as possiveis topologias das solucées no espaco de fases. Através destas
topologias e suas respectivas transicdes somos capazes de dizer quais sao os regimes

estaveis/instaveis do ponto de vista da estrutura conforme.

Desta forma, obtivemos nesta se¢dao uma fung¢do capaz de caracterizar localmente a
topologia das solugdes em cada fatia de espago de fases a tempos constantes. Tudo funciona
como se o comportamento das trajetdrias bidimensionais em cada fatia (entendidas enquanto

projecGes) pudesse revelar de alguma maneira a estrutura do verdadeiro retrato de fases

tridimensional quando consideradas em conjunto . Os dois valores de @ (q;) e ¢1 ) onde se

manifestam as transi¢des tipicas na topologia com interesse para nds estabelecem as relagGes:

L(k2 -3¢)-= %p (cela—=nd) (5.28)
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ﬁH (né —foco) (5.29)

0 1 0 . .
Em geral  acontece para tempos menores do que ¢ .Se ¢ ¢ ¢ O sistema configura-se em

topologias de cela sobre cada fatia. Neste tipo de regime as trajetérias (2 , (), E, (¢) ) sdo

consideradas como instaveis sobre cada se¢do uma vez que um dos autovalores é real e

positivo. Neste regime tanto a componente espectral da curvatura conforme E, (f) quanto

2 . (¢) acabam divergindo do ponto fixo. Do ponto de vista exclusivo da geometria é



exatamente nesse regime onde a variedade perturbada ( A/ ) distancia-se gradativamente da

configuragdo conformalmente plana (M ). Os gradientes de matéria também crescem em

madulo nesta situacdo. Terminamos esta subsecdo exibindo os autovalores e autovetores da

matriz J, (f) em cada se¢3o a tempo constante. Substituindo o valor do traco na equagio

5.16 temos.

m,= - —(li 1- 0 M) (5.30)

Ondem.<0em, >0.

Os autovetores (assumindo { = 0) satisfazem a condicdo abaixo para cada valor de

2, (5.31)

Vejamos agora em alguns comentarios sobre a estabilidade dos fluidos no contexto das

perturbagdes como @ pode desempenhar papel interessante.

5.5 — Consideragdes sobre a estabilidade gravitacional/mecanica dos

fluidos



A relatividade geral em um contexto cosmoldgico apresenta dependéncia bilateral com
relacdo a pressdo dos fluidos. Uma vez que as pressoes, por causa de seu lugar no tensor
momento energia da matéria, passam a gravitar em conjunto com a densidade de energia,
acabamos frente a uma situagdo interessante. De um ponto de vista da hidrodinamica as
pressdes estdo ligadas com a estabilidade mecanica da matéria. Em um nivel microscépico esta
estabilidade manifesta-se pelos choques entre as particulas do fluido que de certa forma se
repelem a curtas distancias. E este fato que impede a implos3o de um dado fluido. No entanto,
a gravitagdo é essencialmente atrativa para os fluidos tidos como convencionais (A > 0).
Quanto maior a pressdao, no caso das geometrias de FRW em expansdo, maior o efeito de
travamento da gravidade sobre a expansdo. O modelo sendo (por hipdtese) homogéneo e
isotrépico, os gradientes de pressdao nulos implicam apenas na natureza geodésica da

congruéncia. Portanto seu aspecto hidrodindmico elementar passa quase desapercebido.

E na teoria de perturbagdes — por causa da quebra da homogeneidade das tri-se¢do -
que nos deparamos explicitamente com este outro aspecto da presenga das pressdes. Os
gradientes de pressdo passam a desempenhar um papel importante do ponto de vista da
estabilidade do fluido sob perturbacdes escalares. Estes se manifestam em sua maior forca
através da segunda equacdo de conservacdo — uma vez que esta aparece®® indiretamente no
nosso sistema dindmico. A fun¢do de propor¢do, ao caracterizar os regimes de
estabilidade/instabilidade da parte elétrica do tensor de Weyl, caracteriza simultaneamente a
evolugdo dos gradientes de matéria e pressdo, uma vez que estamos considerando apenas
equacses de estado lineares e independentes do tempo. No entanto, justamente por causa da
influéncia dupla da pressdo veremos que certos tipos de fluidos exdticos, apesar de sua
influéncia repulsiva do ponto de vista da gravitacdo, apresentam regimes mais propicios a

formacdo de estruturas (instaveis) do que a matéria ordinaria.

% Lembremo-nos da utilizacio da segunda equacdo de conservacdo projetada para eliminar as

variaveis dependentes de gauge.



Vejamos o comportamento genérico de ® . Uma ultima inspecdo na definicdo de @

mostra que podemos escrevé-la apenas em termos da funcdo a(?) e do indice espectral & .
Esta possibilidade decorre do uso da integral primeira 3.6 na equac¢do 5.27 em conjunto com a

dependéncia 3.7. Substituindo estas varidveis do background, temos:

_ 9 2 _ -(1431)
u (£.,5) ()= (p Oa_(mx) _ 38)[2}\ (k*-3)- 1+ )p,a } (5.32)

Note-se que se a solucdo do background é completamente conhecida em termos da varidvel

temporal ¢ todo o conhecimento sobre a estabilidade do sistema pode ser obtido através da
inspecdo da imagem @ (a(?)). E simples mostrar que (com excec¢do do caso ¢ = 1) para um

dado fluido com equacio de estado convencional (A > 0) a funcdo ® é negativa para valores

pequenos do fator de escala, atinge o ponto de transicao q;) , posteriormente q)l e cresce

indefinidamente com o fator de escala. Segue entdo que, independentemente do valor da
dissipagdo (- H ) no tempo, os modelos construidos com fluidos convencionais apresentam os
dois tipos de transicdo possiveis e sdao considerados como instaveis apenas para valores

suficientemente pequenos do fator de escala. Para equacbes de estado exodticas do tipo

-1< XA <0, & passa a ser sempre negativa (satisfazendo sempre o < q;) ) e o sistema

apresenta configuracdo instavel para qualquer valor da varidvel temporal. Ademais esta
instabilidade é inversamente proporcional ao comprimento de onda, como pode ser inferida
de 5.30 e 5.32. Portanto, conclui-se desta analise abreviada da fungdo ® que qualquer fluido
exotico, do tipo definido acima, governando a dinamica de um modelo de FRW é propicio ao

desenvolvimento de estruturas ao ser perturbado do ponto de vista escalar. Nés resolveremos



exatamente um fluido deste tipo no proximo capitulo. Estas estruturas, na linguagem da
curvatura conforme da variedade, implicam que a parte elétrica do tensor de Weyl é sempre
instavel para este tipo de universo. Veremos no proximo capitulo em maiores detalhes as

implicagOes desta anadlise para o modelo euclidiano.



Capitulo 6

Estabilidade conforme

do modelo euclidiano

Comecamos este capitulo colecionando alguns objetos de relevancia para a
analise estroboscdpica do retrato de fases no modelo euclidiano. Iremos realizar
primeiramente uma investigacdo qualitativa envolvendo os fluidos em sua
generalidade, sem especificar o tipo de equagdo de estado no cenario da fungdo de

propor¢ao. Estudaremos posteriormente as propriedades da solugdo exata para



fluidos convencionais (A > 0), mostrando que a estrutura conforme das geometrias do
tipo FRW é preservada de um ponto de vista assintético para os modelos em questao.
Analisaremos alguns casos de interesse ja estudados em outros contextos. O caso de
transicdo bastante simples representado por poeira — que admite uma solucdo exata
envolvendo apenas poténcias de - sera reconstruido. Obtemos solucGes exatas para
dois outros casos especificos envolvendo radiacdo eletromagnética e um fluido

exotico. Como mencionado, reservamos o estudo detalhado da influéncia de pressées

anisotrépicas para outra ocasido. Assumiremos em geral { = 0.

6.1 — Analise qualitativa

Substituindo o valor ¢ = 0 na fung¢do do discurso definida anteriormente

temos:

I
% ) (6.1)

Esta nova relagdo reduz o sistema dindmico das perturbacdes para a forma mais

simples
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Note-se que o indice espectral £ aparece apenas na primeira equacdo diferencial, a
segunda dependendo apenas implicitamente desta grandeza. Do calculo do traco da

matriz de transformacado obtemos novamente

TvJ, = -0/3=-H (6.3)

gue implica na dissipacdo da amplitude (em uma espécie de média) das perturbacées
para os universos em expansdo (6 > 0). Para estes tipos de universos a taxa de
dissipacdo tende a ser muito maior perto da singularidade — onde 6 diverge em geral
— e arrefece gradativamente ao longo da expansdo. Para valores exageradamente
grandes do fator de escala a dindmica se aproxima, no universo euclidiano, de uma
configuracdo essencialmente conservativa, sem nunca, porém, alcanca-la. Vale
ressaltar também que esta taxa ndo depende de k e que, portanto, a evolugdo da area
no espaco de fases (de um ponto de vista numérico apenas) é idéntica para todos os

modos. Com isso quero dizer que, embora as trajetérias associadas a um dado



ensemble de condi¢des iniciais evoluam de formas variadas conforme a ordem de
grandeza do comprimento de onda, a area delimitada pelas mesmas condicdes segue a
mesma funcdo do tempo. Tal fato ndo se dd na presenca de pressdes anisotrdpicas.
Estas pressdes agem de tal forma sobre os modos que a dissipacdo aumenta conforme
se diminui o comprimento de onda fisico das perturbacGes. Esta dependéncia é

guadrdtica e toma a forma, para ¢ = 0:

0 2k?
Tl"Jk: ——-EH1+—3(p+p)a2E (64)

A menor taxa de dissipac¢do possivel acontece no caso limite k* - 0.

No contexto de nossa abordagem, uma vez que E,; caracteriza o qudo distante

estd a nova variedade de uma configuragdao conformalmente plana, torna-se legitimo

falar de dissipacdo da estrutura conforme. A geometria de FRW em expansdo uma vez

perturbada com as propriedades sintetizadas por £,;e 0,; atinge uma situagdo de

evolugdo onde a nova estrutura (#,;,, # 0) em conjunto com a geometria deformada

da congruéncia dissipam em conjunto energia para o background. Este fato, no
entanto, ndo quer dizer que uma trajetdria particular solucdo do sistema dindmico ndo
possa crescer (do ponto de vista das amplitudes das grandezas). As consideragdes

sobre a dissipatividade do sistema levam em conta um continuo de trajetdrias



tomadas em conjunto e ndo podem ser estendidas para casos individuais. Para tal,
devemos comparar o traco com o determinante. E a relagdo de proporcionalidade
estabelecida entre os dois o mecanismo forjador das trajetérias. No caso em questdo

temos para o determinante:

(0,k)

@ -8, E (6.5)

Notemos que o determinante de J, n3o depende de k para fluidos descritos por

poeira . Para comprimentos de onda suficientemente grandes quando comparados
com o fator de escala todos os fluidos convencionais imitam sob esta oética o

comportamento de poeira.

6.2 — Recursos estroboscopicos para o estudo das

perturbacoes

6.2.1 — A fungdo de proporgao e o fator de escala

Das consideragdes do capitulo anterior concluimos que se pode estudar os
aspectos gerais da evolucdo de sistemas ndao-auténomos construindo uma colecdo de

retratos caracteristicos do campo de vetores para valores diferentes da varidvel ¢.



Tomando o conjunto de vdrias fatias determinado pelos valores #,,¢,..£, e assim por
diante acabamos reconstruindo de maneira estroboscépica o comportamento das
trajetdrias do sistema. Neste contexto desempenha grande importancia a fun¢do de
propor¢do. Avaliaremos antes de mais nada as caracteristicas desta funcdo no caso

¢ = 0. Temos entdo, em funcdo do fator de escala:

® ox = 92) k2a" M - (1))} (6.6)

Lembremos que as trés situacdes ¢ < 0, 0< ® <1 e ® > 1 determinam as trajetdrias
enquanto cela, no e foco. A transicdo cela/no6 (instabilidade/estabilidade) se da quando

® se anula. Esta condi¢do implica uma relagdo simples entre as variaveis \ , @ e k:

K2a™®™ = (1+1)/2) (6.7)

Reconhecemos entdo que as perturbacdes escalares de um dado fluido especificado
por A , de comprimento de onda /= 2n/k, admite, em geral, um valor especifico do
fator de escala onde as trajetérias do retrato de fases sofrem uma transicdo de

topologia. Para todos os valores do fator de escala satisfazendo a inequacao



a™M <1+ V) /20K, (6.8)

aquela perturbacgao especifica serd instavel, admitindo um retrato de fases local (neste

sentido de fatias) do tipo cela. As trajetdrias determinadas por ,(?),E,(t) acabam

divergindo do ponto 2, = 0,E, = 0 na direcio de um dos autovetores. Neste regime
ambos os autovalores sdo reais e de sinais opostos, cada um associado a uma das retas
gue definem a cela no espaco de fases. Em geral o cardter de instabilidade de uma
trajetdria individual depende da condicado inicial a qual ela foi sujeita. De um ponto de
vista envolvendo as solu¢des como um todo se admite que, se existe pelo menos um

dos autovalores com parte real positiva, o sistema é essencialmente instavel.

Notemos, no entanto, que o lado direito da inequacdo deve permanecer
sempre positivo para que exista tal ponto de transicao. Um calculo direto mostra que
ele sé existe nos regimes onde A > 0 ou A < - 1. De fato para todos os tipos de fluidos
confinados na regido - 1<) <0 so existe o regime de instabilidade. Ndo ha
possibilidade de transicdo. Este fato constitui um desafio dbvio para os modelos de
energia escura. Sabemos experimentalmente que a distribuicdo espacial da energia
escura é extremamente homogénea. Fosse o contrario ja haveriamos detectado sua
presenca em super-aglorados de galdxias, o que ndo acontece. Ademais, estudando
em detalhes a funcdo de proporg¢do, observamos que a condi¢cdo A = 1/3 separa duas

regides com comportamentos qualitativamente distintos. De fato, para 0> A > -1/3,

- 0

laim ® (a)= -®  Se realizarmos 0o mesmo calculo impondo - 1< )\ < -1/3 obteremos



['im © (a) = const | A tabela abaixo mostra alguns tipos de regimes esse existe ou nao

a-

transicao na topologia das solucgdes.

fluido b onl@ | do, /da Transicdo de
topologia
A>0 <0,=0,>0 >0 sim
A=0 <0 =0 ndo
-1/3<A <0 <0 <0 nao
-1<Ah<-1/3 <0 >0 nao

O comportamento tipico da fun¢do de proporgdo para um dado comprimento

de onda especifico pode ser visto no grafico abaixo para pequenos valores de a.




Figura 6.1 — Funcdo ® para um dado valor do comprimento de onda. Para fluidos convencionais @

atravessa todos os trés regimes possiveis apresentando duas transigées.

Neste grafico podemos observar de um ponto de vista geral o que acontece com as
perturbacdes no que diz respeito a questdo da estabilidade. Notamos que a funcdo ¢

é bem comportada para todos os valores de ) fisicamente aceitdveis. Uma vez
escolhido o valor da constante A temos uma curva de ® versus a. Notamos que em
geral estas curvas sdo crescentes com relacdo ao fator de escala. Na secdo definida
pelo plano A = 0 a fung¢do de propor¢do toma valores constantes e sempre negativos.
Os préximos graficos, construidos como sec¢des deste ultimo para valores diferentes de
A, permitem uma visdo ainda mais detalhada de como as perturbacées associadas a

um dado & transitam de comportamento no diz respeito a topologia das trajetdrias.

Este primeiro grafico exibe uma colecdo de secbes (A = const) construidas
préximas da condicdo A = 0. Notamos que a presenca das pressdes torna dindmica a
noc¢do de estabilidade. Para valores suficientemente pequenos de “a” todos estes
fluidos apresentam regimes de instabilidade ® < 0. E interessante notar que, embora
® tenha um minimo préximo a singularidade, este valor é finito. Este fato poderia nos

induzir a pensar que as perturbagdes escalares sao bem comportadas na singularidade.

No entanto, lembremos que o traco de J,(f) diverge na origem do tempo. Portanto

os autovalores 5.30 também divergem e a instabilidade é infinita.
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A medida que o mundo evolui e o seu volume aumenta a fung¢do de proporgéo

cresce sucessivamente até cruzar o eixo ® = 0. Ao longo desta evolugdo os

autovalores da matriz J, diminuem em mddulo até que um deles se anula, definindo

entdao o novo regime de nd atrator. Este né substitui o antigo regime de cela onde as

trajetdrias eram instaveis e, da andlise do capitulo anterior, segue que na transicao os

autovalores tornam-se M. =0 ¢ m_ =18 /327. Em geral a configuracdo de nd
manifesta-se em um periodo de tempo muito menor que as outras duas. Podemos,
portanto, entendé-la no nosso caso como situagdo de legitima transicao. Esta transicao
cede lugar a uma nova fase na evolucdo das perturbagées. Quando ® adquire o valor
1 os autovalores degeneram-se por um instante e tornam-se complexos conjugados.
Nesta nova situagao as trajetdrias espiralam-se gradativamente em dire¢ao ao ponto
fixo (background) em uma espécie de regime oscilatério. Ndo importa o qudo grande é
o valor do comprimento de onda, em um certo instante ele entrard também neste
regime. A variacdo do indice espectral k£ influi de maneira direta nos periodos de

transicdo de topologia e na sua respectiva duracao. Por causa da equacdo 6.7 temos

% Vale lembrar que o trago é sempre negativo, e que, portanto, o né é atrator.



que quanto menor o médulo de X mais rapidamente este modo atingira o regime de
foco. No regime de foco a evolucdo da curvatura conforme é tal que a mesma tende a

ser reabsorvida pelo background.

Vejamos agora a situacdo andloga para fluidos com equagdes de estado

negativas. Tomando somente valores préximos a situagao limite ® = 0 temos:

8 Figura 6.3 —
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Nestes casos a situacdo é bastante fora do usual. O comportamento das trajetérias (

2,(1),E (t)) é sempre do tipo cela uma vez que ¢ < 0. O nivel de instabilidade
cresce, em geral com o fator de escala — este fato sendo valido para todos os
comprimentos de onda. Notemos também que para um dado valor fixo de "a" ©
decresce com k?. Portanto, quanto menor o comprimento de onda maior a amplitude

adquirida em um mesmo intervalo de tempo para as mesmas condicdes iniciais. Segue



abaixo figura ilustrando a distribuicdo de matéria. Quanto menor o comprimento de

onda maior a instabilidade.

Figura 6.4 — Tipo
de modo
privilegiado nos
modelos de
fluido exdtico
satisfazendo

p=-A

6.2.2 — A fungdo de proporg¢ao e o tempo

As propriedades de estabilidade analisadas até o momento foram construidas
apenas em termos do fator de escala. Vejamos agora a evolucdo da funcdo ¢ no
tempo. Recordando a dependéncia temporal das grandezas do background para um

dado fluido, temos, de acordo com a abordagem do capitulo 2:

(6.9)
e 03+ 0 O PN | -4 g1
a mH 5 t (1) (1+)\)@tg p () %3(1+A)2Dt2

Faremos de agora em diante, sem perda de generalidade, a escolha

m= 4/[9(1+ 1)*]. Desta forma estamos definindo o fator de escala de tal maneira



que, independentemente do fluido em questdo, a(l) = 1. Um célculo simples permite

mostrar que:

4a,’
2 . 0 S2(1+31)/3(1+ 1)
p.a = W (6.10)
Portanto a fungdo ¥4 (!) tem a forma:
3.4 sy
”(o,k)(t) - th(l 30)/3(1+)) (6.11)

Substituindo a funcdo do discurso U, (f) no sistema dindmico temos, finalmente:

3\ (1+ )\)k2 t2(1+3”/3(1+” I

0
1, = - 10E,;
K % ) H k
(6.12)
i~ 114
= — 02 E;
£ 3(1+A Yoo 3(1+A)Dtu g



Em dltima instancia é este o sistema dindmico que descreve a evolucdo das perturbacdes
escalares nos modelos homogéneos, isotrdpicos em expansdo com trisecdo euclidiana. Para o

trago e determinante temos:

(6.13)

2
e -2 [ g2 LHLED, oassan 2 0
3(1+A)0t0 t* Hia, 3(1+ MR

Estamos agora em condi¢Ges de analisar a evolugao qualitativa da topologia do espaco de
fases bidimensional em torno do ponto critico (universo ndo perturbado). Como mencionado,
é esta caracterizagdo que permitird, em melhores detalhes, avaliar o comportamento das
solucdes do sistema dinamico para diferentes instantes do tempo e inferir seu limite

assintdtico. Substituindo a dependéncia temporal no fator de escala obtemos, para @

0 (1) = 9NV - (14))) (6.14)

6.3 — Dos particulares aos universais

Aplicaremos agora os resultados obtidos em trés exemplos tipicos de fluidos perfeitos

(A = 0,h =1/3,0 = -1/3). Procedimento analogo pode ser obtido para qualquer outro tipo

de fluido desejado.



6.3.1 — Universo de poeira

Um caso bastante interessante por causa da sua simplicidade e também aplicabilidade
sob a dtica das perturbacdes é o modelo de mundo permeado de poeira (A = 0). Do ponto de
vista de nossa andlise qualitativa este caso também apresenta uma particularidade especial
uma vez que estabelece o caso limitrofe das perturbagGes essencialmente instaveis. Em um
sentido geral a dindmica das perturbagdes cosmoldgicas pode ser entendida como a
competicdo entre trés fatores independentes: a expansao cdsmica, a resisténcia mecanica do
fluido (representada pela pressao) e a gravidade. Se a pressdo se anula ndo ha nada além da
expansao capaz de diminuir o efeito das aglomeracdes locais por causa da atracdo
gravitacional. A componente espectral da parte elétrica do tensor de Weyl ndo se anula em
geral, implicando em uma distribuicdo de matéria com gradientes espaciais nao nulos. O

sistema dindmico toma a forma:

1=K, (6.15)

- . 2010y 2010,
B ? 3@#@2" 3%&"

Segue neste caso que a funcdo ® é constante, negativa e independente de k . De

fato, como visto nas se¢des anteriores, para poeira ® = -9 independentemente da fatia

considerada no espago de fases. Recordando a expressdo dos autovalores de J(Z,) temos:

1
me = - (1 J10). (6.16)



Temos, portanto, para cada secao definida por f, uma cela caracterizada por dois autovalores

reais de sinais opostos. Observemos que ambos decrescem em mddulo para tempos
suficientemente grandes. Este fato decorre da expansdo do background uma vez que § é
inversamente proporcional ao tempo. Da equag3o 5.31 observamos que, para A = 0, a cada

autovalor corresponde um dado autovetor satisfazendo a equacao:

(6.17)

Nesta equagdo temos o autovetor (2 ,_, E,.) associado ao autovalor negativoe (2 ,,,E,,)

ao positivo. Substituindo o valor numérico dos autovalores temos, sob a secdo, as duas

condicdes abaixo definindo a cela:

1 1
B, = (1s J10): . E =50 V10X, (6.18)

E simples notar que a reta tangente ao autovetor (2 ,_,E,_) estd sempre confinada no

primeiro e terceiro quadrantes passando, obviamente, pela origem (0,0) . Situacdo analoga

acontece com (2 ,, ,E,, ) em relacdo aos outros dois quadrantes. Notemos que para tempos

suficientemente pequenos (préximos da singularidade) ambas as retas principais da cela

aproximam-se do eixo £, ao passo que para tempos suficientemente grandes elas

gradativamente rotacionam para atingir o eixo 2 « - Observamos em uma seqiiéncia



estroboscdpica que o autovetor positivo gira no sentido anti-hordrio enquanto o outro,

associado ao autovalor negativo, gira no sentido hordrio a medida que a varidvel temporal

aumenta. A magnitude dos autovalores é maior para tempos menores e decai segundo uma

poténcia inversa de 7, tendendo assintoticamente a zero no infinito. Os graficos da préoxima

pagina ilustram a evolugdo do campo em uma seqiiéncia estroboscdpica, de onde se pode

acompanhar 0 comportamento dos autovetores.
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Figura 6.5 — Forma do campo para valores diferentes da coordenada temporal (poeira). A

evolugdo no tempo se da da esquerda para a direita e de cima para baixo.

Em cada tempo #, uma dada trajetéria (2, (¢),E,(t)), solugdo do sistema dindmico ndo-

autonomo satisfaz, temporariamente, a dindmica estabelecida em cada uma das fatias. Ao

projetar algumas destas trajetérias no plano (2 ,,E,) obtemos os comportamentos tipicos

ilustrados abaixo.
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Figura 6.6 — Comportamento tipico das solugdes (2 ,(¢),E, (¢)) (representadas por (S(t),W(t))

projetadas no plano (2 k ,Ek). No gréfico, as condicdes iniciais foram estabelecidas aleatoriamente no

primeiro e terceiro quadrantes.

Observemos que, no caso de poeira, o resultado assintdtico, do ponto de vista da componente

espectral £, (), é definido por constantes no tempo. Veremos agora que, de fato, este é

exatamente o caso ao resolver exatamente as equacdes de movimento . Derivando, por

exemplo, a equacdo de evolucdo do shear e substituindo-a na outra equacdo obtemos:

. 2. 2
Zk+§zk-§2k20; (6.19)

Assumindo uma solucdo do tipo ¢* temos, finalmente

C
Zk(l‘): 2‘2—}3*' Czt Ek(f): W'Cz, (620)

que constitui a solucdo geral e exata para as componentes espectrais (2 ,(?),E,(?)).
Gostariamos de ressaltar também que esta solucdo para poeira constitui o Unico caso onde a
evolucdo destas grandezas independe completamente da ordem de grandeza das

perturbacdes. Este era um resultado esperado em nosso contexto uma vez que todos os



sistemas de equacbes definidos nas fatias de espaco de fases eram completamente

independentes de £ .

Vejamos como comportam-se os escalares construidos com a parte elétrica. Das

definicdes dos invariantes algébricos do tensor de Weyl 2.19 temos que, no caso das

perturbacdes escalares, I e I, sdo identicamente nulos. Da definigdo de /, temos:

I = a*OE 0SSPy S my "y ™ (6.30)

Uma vez que estamos considerando as perturbacdes apenas em primeira ordem segue que

I, ~ 0. Extraindo a raiz quadrada e assumindo S*;§®,,y "y’ ~ 1 temos, no entanto:
1 ]

JI ~a > (DE,, (1) (6.31)

Substituindo os valores no caso de poeira resulta em:

2c C
1 2
[1 ~TLy

SR (6.32)



Que implica no decaimento das excitacGes do tensor de Weyl. Calculo semelhante pode ser

feito para /,. Vejamos agora um caso melhor adaptado para descri¢do de situagdes fisicas

razodveis envolvendo pressao.

6.3.2 — Universo de radiacao eletromagnética

Tomaremos o exemplo de universo permeado por radiacdo eletromagnética como
exemplo tipico das perturbacdes em fluidos convencionais. J4 comentamos brevemente que
para todos estes fluidos a funcdo ® atravessa os trés dominios possiveis em termos de
topologia de trajetérias. Este é um resultado valido para todo comprimento de onda com
proporcdes finitas (kK £ 0). Em geral, as trajetorias comegam com um comportamento tipico
de cela, passam temporariamente por um regime de né atrator e finalmente desembocam no

regime de foco. Iremos quantificar agora todos estes comportamentos de transigdo.

Para ) = 1/3 (a(t) = t*"°) o sistema de equagdes fica:

L, =[=kt-10QE,; 6.33
K %3 E K (6.33)
Ek = _lHiZH-zk_ lH_HEka
20t° [ 20t0

A fungdo de proporgdo toma a forma O (¢)-= 6(k2t- 2). O grafico abaixo ilustra o

comportamento de @ () para valores diferentes de % .
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Gréfico 6.7: Intersecdo da fun¢do de proporgdo com o eixo ® = () para diferentes valores do

comprimento de onda .

Lembremos que os pontos onde @ (0.6) (t) cruza o eixo da coordenada temporal definem a

transicdo cela/né. Quanto maior o valor de & mais rapidamente a transigdo acontece no

tempo. No limite ndo fisico de comprimento de onda infinito as solu¢ées comportam-se como

cela independentemente do valor de . Substituindo ® (4, (f) e a expansdo (0 = 3/2¢) na

equacdo dos autovalores obtemos, sobre uma dada secao:

m_= - %(li V13- 6k’t) (6.34)

Para um dado valor de & obtemos dois autovalores reais para qualquer segdo satisfazendo a

condigdo f; < 13/6k*. Na medida em que o tempo evolui a fungdo no interior da raiz



guadrada torna-se negativo e os autovalores adquirem uma componente imagindria. Esta

componente define o comportamento oscilatério do regime de foco no caso eletromagnético.

[ T

Observemos que a parte complexa I 13- 6k°t, tem um extremo. Isto significa que o
s

sistema adquire, para certo valor da coordenada temporal, freqiiéncia de oscilagdo méxima. O

comportamento dos autovetores pode ser obtido de maneira igual no caso de poeira. A

evolugdo estroboscdpica do retrato de fases tem a forma exibida na proxima pégina. Note-se,

em particular, as transi¢8es cela/né/foco.

A equacdo de segunda ordem para a parte elétrica do tensor de Weyl é:

E, + %t“Ek + %kzr"Ek = 0; (6.35)

As duas solugdes independentes tém a forma:

E (1= ¢ ﬁ(zkt'l)cosggk@ @ (\/Er‘“)sin@%k\/i @i
(6.36)

c, i(\/gt‘m ) cos@%k@@ ¥ (2kt‘1)sin@§k\/§gﬁ



q
o
& <
— B R N S B e gl -
R — SN A
RN = [SS0N aEuee ﬁ):?l .
NN T T ///»7;«1/// /
NN 1, s 0 //,Mf:vf NN
RN s A S i remeee Rt N RN NNE
IR S I N I G * < S
\W::,r'nx\\\w\\\ DN ////,M;// °
P G — - /// SN
e zaaa s A b = o EIENNNNNNZ RN -
) . oy — N
S e e ANNSITRIN
e i AN SRl Nw< ] VNN 0
S SE E  N 0 e it R R A dadadad 9 ~ Pvyy :
= Jodaovent s devivrrr 1o NN NN
s NN , MR ' NN ANNEN
Zrel e A SRR
LTI . ——— Y T ///fl;// 7
R , e LA R
— 0 [s) o - — 0 © 0 N — [t} < 0 i
M
b o @
& & &
%) 9]
R ————— R St A\
NS AR RN
P el ««, \ ,/¢l§ NP e
I B ' \ s T == NX Y OIERNG
NN I AN [ =t N N
Vi 0 At 0 Ve 0
e 1 Jas N =R P Nty LTS
NN IR \\m\:/ww\\\\\\ AN RN
‘ NSy /r N RN RN
FIEEA1d) o 2l - PRSI PRI
o raad < o
N S ODNNaDIIEY NS I R TTN
—{a -]
SO BRI st :\\\\u ./«w/// RENNN W\
P NS | IS} \\»\\\\\\\44/v>;\“\ n ///«WM//ﬂx~A//// 0
st NN NN = e NN L SRNITIONN T
SIITIIINN N, ENETON
e T - P el NSO o NSNS 2NN
B B i e ! AR
T R P - 0 2 n 7 A
o A_U o ﬂ < ﬂ_v
[ M
© o Y
g & g
0 [ mm
P [l S WP
e /////ng\\q\\\ AR Y \#H/rllllvv/ri/yr -
o FANS> = T
RN ST fais T DI =
OO AT b I DN S NN Sl
o VIRER e —— Z- s A T T L S P
[N R 4 \\\:A»vi\\www\ A AR S S
.IYA FPTAASs b by o ﬂ »\\\\‘j. .V\W\\ o .HIY. T - N e
Il S SSSSSN MR N AN NN Y O S PN o
PSP DU »»\MM‘M\KNAA i dASS AZ’#HA - .
SRR MR 0 \\\\\\xli,““““ © e ]IS e
RS SR N s e PE TS I
I R P l ~~~x it — DR RN
o e Rl | e uul FE N o
SRR S R TS T
o o =4 ﬂ_u o ﬂ

Figura 6.8: Forma do campo para diferentes valores da coordenada temporal (radiagdo);

Votemos de 6.36 que, novamente, as excitacbes da parte elétrica decaem no infinito e a

0.

estrutura conforme retoma sua configuragdo plana, isto é Waﬁuv



Ambas as solucdes divergem para valores suficientemente pequenos do tempo e oscilam para
valores intermediarios. A oscilacio é modulada por funcdes decrescentes envolvendo

poténcias do tempo. Calculando novamente o invariante definido na ultima se¢ao temos:

5/2

\/I_ cluzcostkx/_H is1nH k\/_H
il

(6.37)

5/2

cZD—smH k\/_H —cosH k\/_HD
nf

Acrescento, finalmente, uma ilustragao das solugdes acima no espago de fases com os

trés tipos de regimes tipicos presentes no caso eletromagnético




Figura: As trajetdrias no espaco de fases tridimensional, ao serem projetadas em cada
um dos planos a t constante definem, respectivamente as celas (a esquerda) os nds (regido
central) e os focos (regides a direita). Este comportamento aparece para todos os outros

fluidos convencionais com pressdo ndo nula

6.3.3 — Universo de fluido exotico

Este tipo de modelo é interessante para a nossa analise porque constitui um caso de
transicdo tipico do ponto de vista da teoria de perturbag¢des (no cendrio da fungdo ¢ ) mas
também caracteriza o limite necessdrio para os modelos mais simples de energia escura (
p +3p=0). Ademais ele admite solugdo simples em termos de poténcias de ?. Substituindo

o valor de A o sistema dindmico fica:

Ok? U
1,=- Dk—+ 1IDE,;
03 1@ (6.38)

Notemos que a dependéncia temporal na primeira equacdo passa a ser apenas implicita neste

caso. Neste caso® = - 6(/’(2 + 1). Derivando, por exemplo, a primeira equagdo e rearranjando

os termos obtemos a seguinte equacdo de segunda ordem:

(6.39)



. 10 1
e _@;@zk ¥ (1+ k2/3)@t—2@2 i3

Assumindo uma solugdo do tipo #* temos, por um célculo direto, B =t 1+ k% /3 .Portanto a

solucdo geral tem a forma:

_ -1+ k273 V1t k2 /3
2=t toyt (6.40)

1 ;
By ()= e o g i

N1+ k*/3

Obtemos novamente dois modos tipicos de evolugdio — um de decaimento e outro de

crescimento. Note-se que no caso limite £ -~ 0 (comprimento de onda infinito), £, (t) evolui

de acordo com:

E (1)~ (clt'z e t’ (6.41)

O outro extremo do limite em termos de comprimentos de onda (kK - ® ) apresenta
comportamento bastante atipico uma vez que a componente espectral da curvatura conforme

cresce exponencialmente com o inverso do mesmo. De fato neste regime temos:

E (1) ~ eyt (6.42)



Notemos que o sistema apresenta comportamento extremamente instavel para pequenos

comprimentos de onda. Seguindo o mesmo procedimento para o invariante, temos:

1 s [ 24
] - Clt (W1t k7 /343) + Czt( 1+k°/3-1)

N1+ k273

(6.43)

Note-se que neste caso ,//, diverge no futuro.

Na proxima secdo nds estudaremos formalmente as propriedades assintoticas da solucao geral
do sistema (6.12). Estas solucdes serdo exibidas em termos da parte elétrica do tensor de Weyl
apenas uma vez que a evolucdo do shear pode ser obtida através de derivacdo simples. Os
resultados assintéticos destas solugbes corroboram completamente nossa andlise qualitativa
desenvolvida no trabalho até o momento, mostrando que ela pode ser de grande utilidade nos

casos onde a obtencdo da solugdo exata é impossivel ou ndo conhecida.

6.4 — Os fluidos convencionais e a solugao geral

A solucdo geral do sistema dindmico 6.12*® pode ser representada por uma
combinagdo simples de fungdes hipergeométricas , F, (a,,.-.,@,;b,,...,0,5x)* do tipo , F].

As fungoes qu podem ser pensadas como generaliza¢gdes da série hipergeométrica de Gauss

% De agora em diante assumiremos valida a condi¢do A > 0

»  Para solugdes em termos dos tri-gradientes de matéria no tempo conforme consultar [51]



e sdo geralmente conhecidas na literatura por funcdes hipergeométricas extendidas de Barne

[55]. Estas funcdes admitem expansdo em série do tipo

: (@),Aa,),x"

Lo (b)"...(b),n!’

JF,(a,..,a,;b,...b,;x)= (6.44)

p

onde (@), =1 e (a), = alat)..(atn-1)=T(at n)/T (a) para n= 1,2...Em geral
(exceto para valores particulares dos parametros quando a série ndo faz sentido) qu

converge para todo X finitose 2 < 4. As fungdes ,F, sdo definidas em termos do limite:

2 3
oFi(c;x)= lim[lFl(a;b;x/a)] =1+ lx+ ! 4 ! LA (6.45)
a- o c clct]) 2l c(ctD(ct 2) 3

As fungdes ,F, admitem representacdo em termos das funcdes de Bessel de primeira e

segunda espécies J, (z) e [, (z) [55]:

VFi (- 2)= 0, V2) - Nz, VD)2 T ) 2 T ()24, (2VE)  (6.46)

VFL(.2)= 0, QiNz) - iz, Qi T ) = T )2 (22)727 (6.47)



A solucdo do nosso problema tem a seguinte forma para as componentes da decomposicdo

espectral da parte elétrica do tensor de Weyl:

E(0): Al F0, /) * B [ R, f())] (6.48)

onde 4, e B, s3o constantes e as seguintes defini¢des valem

a =-(5+31)/3(1+ 1) vE(7+90)/2(1+ 3)) w=30-1)/2(1+ 3h)
(6.49)
2(1+31)

_ - 9KZA (1 A)P D
i 41+ 31)?

O

Portanto, dados um tipo especifico de fluido caracterizado pela equacdo de estado p = Ap e
o comprimento de onda caracteristico da perturbagdo representado por k£ temos dois modos
especificos de evolucdo que determinam a dindmica da estrutura conforme da variedade
perturbada. Note-se que a fungdo f(¢) é sempre positiva para A > 0 e negativa para A < 0.

Os sinais destas grandezas influem diretamente no comportamento assintético das solugdes.

Mostraremos agora o comportamento tipico da solu¢do para valores suficientemente grandes

da coordenada temporal. Lembramos da analise qualitativa em termos do retrato de fases que



as trajetdrias tipicas neste regime caracterizam a topologia de foco no espaco de fases para

fluidos satisfazendo a condicdo 1 > 0 (& finito). De agora em diante assumiremos 0< A < 1

e analisaremos o comportamento assintético das perturbagdes. Neste caso a fungdo f(¢) é

sempre negativa e, portanto f(¢) = - z?. Levando em conta esta definicdo a solucdo 6.48

adquire, em termos das fungdes de Bessel, a forma alternativa:

E ()= A F( - 2|+ Bt | F . 22)

1-v ¢ 1- (650)
= Az, QT+ Bt 27,22 (1)

E importante enfatizar que z2 é uma funcdo mondtona e crescente em relacdo ao
tempo, e que portanto, o comportamento assintdtico da parte elétrica do tensor de Weyl pode
ser analisado quando Z - ® | Neste limite é conveniente expandir as fungdes de Bessel em

poténcias inversas de Z [56]

2

J (5): @%E (P (z)codz- 0+ 1/2)1 /2]- O, (z)sinfz- @ + 1/2)1 /2] . (651)
zZ

As funcdes P, (z) e O, (z) sdo definidas em termos das séries

1o B-DE-9, E-DE-9E-25¢-49),
21(82)* 41(8z)*

P (z)~ (6.52)



_G-D.B-DE-96- 25,
1/(82) 31(8z)°

0, (2) (6.53)

- 2 s . ~ . ~ ~
onde [ = 4v . Portanto, é simples ver que as fungdes de Bessel oscilam mas ndo sdo

exatamente periddicas — exceto no limite Z - ® . A amplitude de J, (x) n3o é constante e

decresce assintoticamente como 7 '/2. Para valores suficientemente grandes do argumento

z asérie B, domina. Em geral temos

1/2

limJ, (2)~ 120 codlz- @ + 1/2)1/2)] (6.54)
z- @ Onz[

Calculemos agora o valor do limite de £, para esta situagdo. O primeiro termo da solug3o fica

lim{, £,(v - %)) = lim{v.J, 22)- J,,,22)7 2T (v) ~
= = , (6.55)
~1 T )z cos[2z- (v + 1/2)1/2]- 27" cos[2z- (v + 3/2)]}

mas nds sabemos que para 1 > 0 Vv > 2, portanto as poténcias de z s3o todas negativas e o
limite se anula. O primeiro modo tende, pois, a zero no infinito temporal. O limite do segundo

termo segue raciocinio semelhante apenas substituindo V por | na soluc3o acima:



lim(, 7 (1 - 2%)) = lim{uJ, 22)+ J,.,(22)2} 27T (1) ~
~TPT )z cos[2z- (0 + 1/2)m/2]- 2% cos[2z- (i + 3/2)]

(6.56)

E simples notar que este limite é divergente em geral. A divergéncia decorre do carater

essencialmente negativo da fungdo W no dominio considerado. Lembremos, no entanto, que

esta parte da solugdo vem sempre multiplicada por uma fungéo do tipo ¢ onde 0 ¢é também

negativo. Reescrevendo esta fungdao em termos de Z tem-se

z20 ¢ (6.57)
21+ 3))
onde Y = ———— . Portanto " ] z?*'' e, conseqiientemente, segue o limite
30+ 1)
lim(, 7, (4~ 2*)e" | = lim| £ (- 2%)2 "), (6.58)

Um célculo simples implica que 20 /Yy = =(5+ 3))/(1+ 3)). Substituindo a expansdo 6.56 e

calculando as poténcias de z obtemos que todas elas também sdo negativas. Portanto, segue
gue a parte elétrica do tensor de Weyl tende assintoticamente a zero para todo valor finito do

comprimento de onda da perturbacao.

limE, ()= 0
- ®



Portanto, do ponto de vista exclusivo das perturbacdes escalares e lineares a curvatura
conforme da variedade mostra-se assintoticamente estdvel para universos dominados por
fluidos perfeitos convencionais. A dependéncia temporal especifica depende obviamente da
natureza do fluido sob investigacdo. Uma conseqiiéncia imediata deste resultado é que, uma
vez que a parte elétrica do tensor de Weyl estd acoplada com os gradientes de densidade de
energia, ndo se pode obter a partir de uma analise puramente linear estruturas no limite

assintotico.



Apéndice

Perturbacoes escalares

no caso nao euclidiano

Investigaremos agora a evolugcdo da parte elétrica do tensor de Weyl e do tensor de

deformacdo nos modelos com trisecao nao-euclidiana. Sabemos que neste caso o cenario de



fundo (background) ndo admite uma representacao explicita para o fator de escala em termos
da variavel temporal (tempo cdsmico). O sistema dindmico 4.47 pode ser reescrito em termos

da variavel auxiliar 1 . Temos entdo, derivando em termos desta varidvel implicita:

Loz i, () IE,;

Bz -2y 20 g

Em notagdo matricial temos

onde agora supde-se que todas as grandezas dependentes estdo escritas em termos da nova
variavel e, de acordo com as defini¢Ges ja mencionadas no capitulo sobre os modelos de

Friedmann

di _3(1+))
a2 Jma(n)



Uma vez que f' é sempre positiva e definida segue que o novo sistema dindmico tem

propriedades semelhantes as do primeiro. Mais uma vez o teorema da divergéncia implica

lﬂ:—t'H.
v dt

Para o caso hiperbdlico, entdo, o sistema continua com o comportamento dissipativo. No caso
esférico existe uma transicdo dissipativo/forcado passando por uma situacdo conservativa.
Essa situagdo acontece exatamente no momento onde o fator de escala comega a colapsar. Em
particular, notamos que a fun¢do de propor¢do associada ao novo sistema dinamico nem

depene de ' uma vez que

detl, _ 4 detJ,
(TrL,)*>  (TvJ,)?

=¥ eh

Portanto, todas as transicdes de topologia no espaco de fases podem ser obtidas para os

modelos ndo-euclidianos utilizando a funcdo

_ 9
0 (E,k)(t)_ (p Oa-(mn _ 38)

(20 (k* - 36)- (14 M)p e ™)

Substituindo o valor especifico do fator de escala, de ¢ e de k& obtemos os devidos regimes.



I — Tri-secao Esférica

Se a densidade de matéria em uma dada sec¢do do tipo espacgo, parametrizada pelo
tempo césmico, é maior que a densidade critica naquele instante entdo o modelo apresenta as

caracteristicas de um universo ciclico, com data marcada para a origem e término. Neste caso:

g - 3(1+3h)  cotgy

1+3h _
- 2 : (Slnf] )2/(I+ 3))

m.(sinn )’

e 3m-2/(1+3x)(sinn )—6(1+A)/(1+3A)
Um célculo direto implica que pa® = 3/(sinl) )* e que, portanto:

)= o 2”[1 k2 /3 (sinn )

Substituindo este resultado bem como as outras varidveis dependentes no nosso sistema

dindmico obtemos, fazendo :

Zlk - _m3(1+x)/2(1+3x)(sinn )2/(1+3A)E3(12 ) + )\(3 k2 )(sznr]) DEk>



9
[ 2 13N /201430 ) £ s o= 2(2430) /(14 30)
E, = Z(1+)\) m (sinn) 2,

- %(1 £ )1+ 30)m 2 (ot gn ) E,

IT — Tri-segcdao Hiperbolica

Resta-nos ainda encontrar a forma do sistema dindmico no caso das folheagdes hiperbdlicas (
¢ = - 1). Como mencionado estes modelos caracterizam universos cujo contetido material é
tal que a densidade seja menor que a densidade critica. A expansdo acontece, portanto, de

forma mais rdpida. As variaveis do cenario de fundo ficam:

g - 3(1+30)  cotghn
2 : (Slnhf] )2/(]+ 3))

a"® = m.(sinhn)*

p - 3m-2/(1+3)\)(sinhn )-6(l+)\)/(l+3)\)

Seguindo procedimento analogo obtemos que pa2 = 3/(sinhn )2 e que, portanto:

w, ()= - {1+ &2 /3).(sinhn )?

a+xr)



Finalmente, obtemos

Z'k - _m3(1+A)/2(l+3)\)(Sl-nhn )2/1+3)\ @3(1; )\ ) _ )\(3+ kZ)(Slnhn )ZﬁEk;

E;{ - - %(1+ )\)Zm-l+3)\/2(l+3k)(sinh” )-2(2+3A)/(1+3)\)Z .

- %(1 + M)A+ 3)m > (cot ghn ) E,



Conclusao

Neste trabalho nds retomamos a analise das perturbagdes escalares nos modelos
de FRW sob a otica de excitagcdes da geometria conforme proposta por Hawking na
década de sessenta. Utilizando o formalismo quasi-maxwelliano das equacdes de
Einstein reconstruimos de forma consistente as equacdes de perturbagdo envolvendo
apenas quantidades invariantes de calibre. Aplicamos o procedimento tradicional de
decomposicao das grandezas de interesse fisico e bases de objetos construidos com as
autofungdes de Helmholtz. Assumindo uma equacio de estado do tipo p = Ap para o
fluido sob andlise recuperamos o resultado ja conhecido na literatura de que as

perturbagdes escalares reduzem-se a um conjunto minimo e fechado de observaveis (
E; e 0, no caso). A parte elétrica do tensor conforme £,; e a deformacido da
congruéncia 0 ;; sdo entdo controlados por uma colegdo infinita de sistemas dindmicos
nao autdnomos rotulados por um indice espectral k. Na nossa analise assumimos o

fluxo de calor perturbado (3¢, ) nulo e a pressio anisotropica dada em termos

exclusivos da deformacio (0T,, = {00 ,, ). Nesta primeira etapa do trabalho utilizamos

muitos dos resultados ja desenvolvidos, em contextos diferentes, por G. Ellis, M.

Novello, J. M. Salim, S. Joras.



A préxima etapa do trabalho consiste na constru¢do de um formalismo baseado
na teoria de sistemas dindmicos e sua respectiva adaptacdo ao problema das

perturbagdes escalares. Particular énfase foi dada a questdo do acoplamento entre as
grandezas E,5, 0,5 e seus regimes tipicos de estabilidade/instabilidade. Mostramos,

em particular, que o sistema dindmico (2 ,(¢), E, (¢) ) apresenta caracteristicas tipicas de

sistemas fisicos dissipativos para os casos onde o background ¢ dotado de expansdo.
Mostramos que o critério de dissipacao (apelidado de dissipagcdo conforme no caso) em

termos da evolucao da area no espago de fases esta diretamente associado ao fator de

Hubble (H = 8/3) e a pressio anisotropica (3T, ) por uma relagdo simples. No caso

adiabatico esta relacdo sintetiza uma situagdo de conservacdo envolvendo o espago

fisico e o espago de fases.

Desenvolvemos adiante um mecanismo de andlise estroboscopica do espago de

fases tridimensional (2 ,(z),£E,(z),z) em termos de fatias definidas para z fixo. Sobre

cada uma destas fatias a dinamica pode ser entendida como localmente auténoma.
Analisamos a possibilidade de se extrair informagdes relevantes das solugdes
(incluindo, obviamente, as no¢des de estabilidade/instabilidade) sem a necessidade de
solugdo explicita, que se mostrou bastante satisfatdria para alguns casos com solucio
exata conhecida. Este resultado ¢é particularmente relevante para o estudo das
perturbagdes escalares no caso ndo-adiabatico (analisado apenas superficialmente
embora de grande relevancia) e para os casos nio euclidianos da trisegdo. E amplamente
conhecido o fato de que estas situagdes nem sempre admitem solu¢des exatas para

completa arbitrariedade dos parametros envolvidos.



Ainda neste cenario de fatias do espago de fases e andlise local das solugdes

construimos uma fun¢io @ (., capaz de definir completamente os regimes de

estabilidade de um dado modelo em termos exclusivos do fator de escala, da
tricurvatura e do comprimento de onda as perturagdes. Determinando o valor de @ (

sob cada uma das se¢des juntamente com os autovalores m. recuperamos alguns

resultados conhecidos na literatura relacionando, por exemplo a ordem de grandeza do

horizonte, o comprimento de onda fisico das perturbagdes o nivel de instabilidade das

mesmas. Neste mesmo contexto extrapolamos a utilidade da fungdo @ . para a

analise da estabilidade de fluidos exoticos. Mostramos que existem valores especificos
de ) onde transicdes bastante peculiares acontecem do ponto de vista do
comportamento assintotico e ligadas as instabilidades mecanio-gravitacionais dos
fluidos. Este fato adquire importancia crucial na modelagem de energia escura uma vez
que sabemos experimentalmente de sua alta taxa de homogeneidade em aglomerados e
os resultados tedricos implicam em maior instabilidade para menores comprimentos de

onda.

Sob a otica da fungio @ (.4, estudamos em profundidade o comportamento de

fluidos convencionais sujeitos as perturbagdes. Mostramos que existem basicamente
trés tipos de regimes tipicos com relagao a topologia das solugdes no espaco de fases.
Em geral as perturbagdes passam por um regime de instabilidade (regimes de cela) para
tempos menores ¢ estabilizam-se para tempos maiores (regimes de no e foco). Estes
resultados foram analisados detalhadamente em seqiiéncias estroboscopicas envolvendo
uma colecdo descontinua de valores da coordenada temporal. Aplicamos estes

resultados na andlise de trés tipos de fluidos incluindo poeira e radiagdo. Um exemplo



de fluido ndo convencional com equagio de estado p = -(1/3)p foi resolvido de modo
exato. Desenvolvemos no apéndice como estender nossa andlise para as se¢des nao

euclidianas.

Finalmente, assumindo A > 0, construimos a solugdo geral da parte elétrica do

tensor de Weyl em termos de fungdes hipergeométricas o F,. Estas fun¢des admitem

representacao em termos de funcdes de Bessel de primeira espécie. Mostramos através
de uma andlise de todos os parametros envolvidos na solu¢do que para valores

suficientemente grandes da variavel temporal a parte elétrica do tensor de Weyl vai a

zero. Concluimos que para fluidos perfeitos satisfazendo a condigdo P> 0 as
excitagdes lineares da curvatura conforme sdo assintoticamente estaveis no tempo. Dito
de outra maneira, se o espectro de perturbacdes da parte elétrica do tensor de Weyl em
uma dada geometria do tipo FRW em expansdo assume valores nao nulos sobre uma
hipersuperficie do tipo espago, as equagdes de Einstein o propaga de forma a anula-lo

no infinito temporal.
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Baixar livros de Literatura

Baixar livros de Literatura de Cordel
Baixar livros de Literatura Infantil
Baixar livros de Matematica

Baixar livros de Medicina

Baixar livros de Medicina Veterinaria
Baixar livros de Meio Ambiente
Baixar livros de Meteorologia
Baixar Monografias e TCC

Baixar livros Multidisciplinar

Baixar livros de Musica

Baixar livros de Psicologia

Baixar livros de Quimica

Baixar livros de Saude Coletiva
Baixar livros de Servico Social
Baixar livros de Sociologia

Baixar livros de Teologia

Baixar livros de Trabalho

Baixar livros de Turismo
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