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A dissertação foi APROVADA, em reunião pública, realizada na Sala Multiuso da Faculdade
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suplentes Dr. Fábio Scalco Dias e Dr. Jocelino Sato.

Aos docentes do Corpo do Mestrado da Faculdade de Matemática da Universidade Federal de
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Resumo

Neste trabalho é apresentado um estudo sobre o contato de superf́ıcies imersas no R3 com
algumas subvariedades, a saber, esferas e ćırculos. Para este estudo são necessários alguns
pré-requisitos da teoria de singularidades. Para medir o contato entre as superf́ıcies e estas
subvariedades, utiliza-se uma variação da função distância ao quadrado. O tipo de contato
depende do tipo de singularidade da aplicação de contato que é, a menos de uma constante,
igual a função distância ao quadrado.
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Abstract

This work presents a study of the contact of immersed surface in R3 with some submanifolds,
namely, spheres and circles. To develop the subject is necessary a background on singularity
theory. The contact between the surface and the submanifold is mesured by using a modified
distance-squared function. The type of contact depends on the singularity type of the contact
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Introdução

Por volta dos anos 50 surgem os primeiros estudos sobre as singularidades de aplicações dife-

renciáveis com o trabalho pioneiro de Hassler Whitney [24]. Nesta mesma época o matemático

francês René Thom [22] se inspirava nas idéias de Whitney. Assim, na década de 60 alguns

matemáticos, principalmente John Mather [13], [14], [15], começaram a estabelecer as bases de

uma teoria, a teoria de singularidades.

Thom aplicou suas idéias em vários campos além da geometria. Ele sugeriu estudar o con-

tato de subvariedades mergulhadas em Rn com objetos degenerados tais como planos, retas,

esferas e ćırculos. Esperava com isto obter informações sobre a geometria das subvariedades.

Tais contatos são medidos através das singularidades de algumas funções ou aplicações. As

primeiras observações sobre o contato com esferas são devidas a Thom, mas os primeiros tra-

balhos nesta área são devidos a Ian Porteous [18], [19], [20]. Aluno de Porteous, James Anthony

Montaldi, [16], [17], tem desenvolvido a teoria de contato entre subvariedades para o estudo

de curvas e superf́ıcies no espaço euclidiano como uma aplicação da teoria de singularidades

de aplicações diferenciáveis devida a Mather. A idéia é utilizar a equivalência de contato K
introduzida por Mather como descrita em [10].

O objetivo central desta dissertação é o estudo da geometria extŕınseca de superf́ıcies em

R3 através do uso de técnicas da teoria de singularidades. Em geral, dada uma subvariedade

X ⊂ Rn, pode-se obter informações sobre a geometria desta subvariedade estudando o contato

de X com certas subvariedades de Rn, denominadas subvariedades modelos, como por exemplo,

contato com planos ou contato com esferas.

Este trabalho é baseado na tese de doutorado de Montaldi intitulada Contact, with applica-

tions to submanifolds of Rn [16], onde ele estuda o contato de superf́ıcies no R3 e no R4. Será

feito aqui o estudo apenas para superf́ıcies em R3.

A idéia básica é a seguinte: para uma subvariedade X imersa no R3 pela aplicação g : X →
R3, deseja-se olhar para o contato entre X e cada uma das famı́lias diferenciáveis de subvar-

iedades modelo que, em particular, são esferas e ćırculos. O que se deseja saber é, para uma

dada situação, qual o tipo de contato pode-se esperar que ocorra genericamente.

A dissertação está organizada da seguinte maneira:

O Caṕıtulo 1 traz algumas noções preliminares sobre superf́ıcies no R3, teoria de contato

1
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e genericidade, importantes para o desenvolvimento desta dissertação. Existe uma relação

interessante entre a aplicação normal de Gauss e a função altura a saber: um ponto cŕıtico de-

generado da função altura é um ponto singular da Aplicação Normal de Gauss, que é mostrada

neste caṕıtulo. A definição de conjuto focal usual é apresentada aqui, porém será utilizada uma

definição equivalente, introduzida por Montaldi [16]. A função utilizada para medir o contato

com esferas é uma variação da função distância ao quadrado que possui os mesmos conjuntos

de ńıvel mas que é não singular nos casos em que os conjuntos de ńıvel são planos. Também,

ao invés de se tomar pontos c ∈ R3, são tomados pontos no espaço projetivo P3(R) da forma

[c : s], em que c ∈ R3 e s ∈ R. Dessa forma a função V : X × P3(R) → R, que será também

chamada distância ao quadrado, é definida por

V (x, [c : s]) = ⟨c, g(x)⟩ − 1

2
s|g(x)|2,

onde g : X → R3 é uma imersão.

Na seção dedicada à genericidade são apresentadas as famı́lias de subvariedades modelo m a

serem estudadas, o Teorema de Genericidade, o significado de uma aplicação genérica e algumas

considerações a respeito da dimensão da superf́ıcie X e da subvariedade m.

No segundo caṕıtulo estuda-se o contato de superf́ıcies em R3 com esferas. O contato

entre uma superf́ıcie e uma esfera é descrito pela K-classe da função distância ao quadrado

correspondente ao centro da esfera. São definidos ridges e ribs, seguidos de dois importantes

teoremas que sugerem definições equivalentes para pontos ridges. Porteous denomina pontos

ridges aqueles cujo contato entre a esfera e a superf́ıcie é do tipo A3. Existem dois tipos de

ridges, o eĺıptico, ou A+
3 , e o hiperbólico, ou A−

3 . São também descritos os diferentes conjuntos

resultantes da intersecção da esfera com a superf́ıcie nestes dois tipos diferentes de pontos

ridges. É dada uma atenção especial para a geometria de uma superf́ıcie genérica em torno de

um umb́ılico, bem como para algumas propriedades da singularidade do tipo D4.

No terceiro caṕıtulo estuda-se o contato de superf́ıcies em R3 com ćırculos. O Teorema

de Meusnier tem uma participação importante neste caṕıtulo para dar origem à definição de

Esfera de Meusnier que aparece nos resultados de contato com ćırculo utilizando os resultados

obtidos no Caṕıtulo 2. No fim deste caṕıtulo aparece o fenômeno conhecido como “curling up

and dying” em que o ćırculo osculador se reduz a um ponto quando há uma aproximação ao

umb́ılico, e também é mostrada a relação existente entre este fenômeno e o ı́ndice do umb́ılico.

No Caṕıtulo 4 tem-se uma generalização do Teorema de Banchoff, Gaffney e McCrory, que

é o teorema central de [4]. Este teorema é sobre ridges onde a curvatura principal é zero, a

generalização é para pontos ridge com qualquer valor de curvatura principal.

Por fim, é apresentado um apêndice que está dividido em três partes. A primeira parte

contém definições e resultados envolvendo variedades diferenciáveis, imersão e submersão. A
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segunda traz algumas idéias básicas sobre germes e jatos de aplicações diferenciáveis e conceitos

e resultados importantes de singularidades. E a terceira parte do apêndice é dedicada às formas

cúbicas.

Carolina Fernandes Molina Sanches

Uberlândia-MG, 26 de janeiro de 2010.



Caṕıtulo 1

Preliminares

Neste caṕıtulo são apresentadas algumas ferramentas matemáticas importantes necessárias no

decorrer deste estudo. Na primeira seção está um pouco de superf́ıcies no R3 como as formas

fundamentais e definições importantes como o conjunto focal. Existe uma relação entre a

segunda forma fundamental e a função altura que é explicada nesta seção. Depois, é abordado

um pouco de teoria de contato e K-equivalência com definições e resultados essenciais. Por fim,

há uma seção sobre genericidade em que são definidos os conjuntos e famı́lias de subvariedades

que serão trabalhados nos caṕıtulos seguintes e que traz resultados utilizados mais adiante.

1.1 Superf́ıcies em R3

Sejam X uma superf́ıcie regular, orientável e conexa em R3 e g : X → R3 uma imersão. A

imagem de g será também chamada X. Sejam u e v vetores tangentes a X em x, x ∈ X, e n um

vetor unitário normal à superf́ıcie no ponto x. As duas formas bilineares e simétricas definidas a

seguir são chamadas primeira e segunda formas fundamentais em x de X, em relação à imersão

g, respectivamente,

Ix(u, v) = ⟨dgx(u), dgx(v)⟩

IIx(u, v) = ⟨n, d2gx(u, v)⟩.

Sendo dgx a diferencial de g em x e d2gx a hessiana de g em x.

Introduzindo coordenadas locais (x1, x2) e identificando X com g(X) é posśıvel expressar

a imersão g como uma aplicação g : U → R3, onde U é um aberto de R2. Assim, o plano

tangente a X em x, denotado por TxX, é o espaço vetorial real bidimensional gerado pelos

4
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vetores
∂g

∂x1
(x) e

∂g

∂x2
(x).

O vetor normal unitário a X em x é definido por

n(x) =

∂g

∂x1
(x)× ∂g

∂x2
(x)∣∣∣∣ ∂g∂x1 (x)× ∂g

∂x2
(x)

∣∣∣∣ .
Seja v ∈ TxX, com v = a

∂g

∂x1
+ b

∂g

∂x2
, então

dgx(v) = a
∂g

∂x1
+ b

∂g

∂x2

e

d2gx(v, v) = a2
∂2g

∂x21
+ 2ab

∂2g

∂x1∂x2
+ b2

∂2g

∂x22
.

Assim, a forma quadrática associada à primeira forma fundamental, que também é denotada

por Ix, é dada por

Ix(v, v) = ⟨dgx(v), dgx(v)⟩ = a2
⟨
∂g

∂x1
,
∂g

∂x1

⟩
+ 2ab

⟨
∂g

∂x1
,
∂g

∂x2

⟩
+ b2

⟨
∂g

∂x2
,
∂g

∂x2

⟩
.

Os coeficientes da primeira forma são

E(x1, x2) =

⟨
∂g

∂x1
,
∂g

∂x1

⟩

F (x1, x2) =

⟨
∂g

∂x1
,
∂g

∂x2

⟩

G(x1, x2) =

⟨
∂g

∂x2
,
∂g

∂x2

⟩
e, então,

Ix(v, v) = Ea2 + 2Fab+Gb2.

A forma quadrática associada à segunda forma fundamental, que também é denotada por

IIx, é dada por

IIx(v) = ⟨n, d2gx(v, v)⟩ = a2
⟨
n,
∂2g

∂x21

⟩
+ 2ab

⟨
n,

∂2g

∂x1∂x2

⟩
+ b2

⟨
n,
∂2g

∂x22

⟩
. (1.1)

Os coeficientes da segunda forma são

e(x1, x2) =

⟨
n,
∂2g

∂x21

⟩
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f(x1, x2) =

⟨
n,

∂2g

∂x1∂x2

⟩

g(x1, x2) =

⟨
n,
∂2g

∂x22

⟩
logo,

IIx(v) = ea2 + 2fab+ gb2.

A aplicação G : X → S2 dada por G(x) = n(x), onde S2 é a esfera unitária, é chamada a

Aplicação Normal de Gauss de X. Considere a diferencial de G em x, dGx : TxX → TG(x)S
2.

Como TxX e TG(x)S
2 são paralelos pode-se identificá-los e então dGx pode ser interpretada

como um operador linear de TxX, isto é, dGx : TxX → TxX.

G

X

S
2

x

G(x)

G(x)

TxX

T
G(x) S

2

Figura 1.1: Aplicação Normal de Gauss.

Observe um exemplo da aplicação normal de Gauss, na Figura 1.2, obtido através do

programa Superficies II [2]. Neste caso, a superf́ıcie X é uma superf́ıcie parametrizada por

g(x, y) = (x cos y, xsen y, y + y2), com x ∈ (0, 2π) e y ∈ (−1, 1).

G

Superfície Imagem da Aplicação de Gauss

Figura 1.2: Exemplo da aplicação Normal de Gauss.
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Observação 1.1.1 É comum encontrar uma outra maneira de escrever a segunda forma quadrática.

Como

⟨
n,

∂g

∂x1

⟩
=

⟨
n,

∂g

∂x2

⟩
= 0, então

e =

⟨
n,
∂2g

∂x21

⟩
= −

⟨
∂n

∂x1
,
∂g

∂x1

⟩
,

f =

⟨
n,

∂2g

∂x1∂x2

⟩
= −

⟨
∂n

∂x2
,
∂g

∂x1

⟩
= −

⟨
∂n

∂x1
,
∂g

∂x2

⟩
=

⟨
n,

∂2g

∂x2∂x1

⟩
,

g =

⟨
n,
∂2g

∂x22

⟩
= −

⟨
∂n

∂x2
,
∂g

∂x2

⟩
.

Substituindo as expressões acima na equação (1.1) obtém-se

IIx(v) = −a2
⟨
∂n

∂x1
,
∂g

∂x1

⟩
− ab

⟨
∂n

∂x1
,
∂g

∂x2

⟩
− ab

⟨
∂n

∂x2
,
∂g

∂x1

⟩
− b2

⟨
∂n

∂x2
,
∂g

∂x2

⟩
=

= −
⟨
a
∂n

∂x1
+ b

∂n

∂x2
, a

∂g

∂x1
+ b

∂g

∂x2

⟩
=

= −⟨dGx(v), v⟩

Assim, para todo v ∈ TxX a segunda forma quadrática é

IIx(v) = −⟨dGx(v), v⟩ .

Os autovalores de −dGx, denotados por k, são as curvaturas principais, e os autovetores

são as direções principais. Pela definição, k é uma curvatura principal em x se, e somente se,

det((−dGx)− kI) = 0.

Em cada ponto da superf́ıcie temos uma equação do tipo

IIx(u, ) = kIx(u, ). (1.2)

Onde Ix(u, ) é a aplicação linear definida por (Ix)u : TxX → R, com (Ix)u(v) = Ix(u, v), e

IIx(u, ) é a aplicação linear definida por (IIx)u : TxX → R, com (IIx)u(v) = IIx(u, v).

Então os autovalores da equação (1.2) são as curvaturas principais e os autovetores são as

direções principais, por isso, esta equação sempre tem solução. Se Ix e IIx são linearmente

independentes, existem duas direções principais ortogonais, ortogonalidade sendo definida com

respeito a Ix. Um ponto x onde as duas formas quadráticas são linearmente dependentes é
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chamado umb́ılico, isto é, as curvaturas principais são iguais, e em geral umb́ılicos são isolados.

Assim, fora do conjunto de umb́ılicos, existem dois campos de vetores distintos que podem ser

integrados para obter duas famı́lias de curvas na superf́ıcie. Essas curvas são chamadas linhas

de curvatura. Diz-se que a superf́ıcie X é totalmente umb́ılica se todos os pontos de X são

umb́ılicos.

A curvatura de Gauss (ou curvatura Gaussiana) deX em x é definida porK(x) = det(−dGx),

isto é, é o produto das curvaturas principais. Uma outra forma bastante conhecida de se es-

crever a curvatura Gaussiana, em termos dos coeficientes da primeira e da segunda forma

fundamental, é

K(x) =
eg − f2

EG− F 2
. (1.3)

Um ponto x ∈ X é chamado parabólico quando K(x) = 0 e k1 ̸= k2, sendo k1 e k2 as

curvaturas principais.

Tem-se, então, um conhecido resultado de geometria diferencial:

Proposição 1.1.2 Suponha que X é totalmente umb́ılica, então K(x) é constante K com

K ≥ 0. Assim:

1. Se K ̸= 0 então X é um pedaço de uma esfera;

2. Se K = 0 então X é um pedaço de um plano.

1.1.1 A função altura e a aplicação normal de Gauss

Sejam v ∈ R3 um vetor unitário e h : X → R a função altura definida por h(q) = ⟨q, v⟩. O
valor h(q) é a altura de q ∈ X relativa a um plano normal a v e passando pela origem de R3.

x

h(x)

X

Figura 1.3: Função altura.
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Seja w ∈ TqX e escolha uma curva diferenciável γ : (−ϵ, ϵ) → X tal que γ(0) = q e

γ′(0) = w, como h(γ(t)) = ⟨γ(t), v⟩, obtém-se

dhq(w) =
d

dt
h(γ(t))

∣∣∣
t=0

= ⟨γ′(0), v⟩ = ⟨w, v⟩.

Assim, dhq(w) = 0 para todo w ∈ TqX se, e somente se, v é normal a X em q. Tome então

v = n e observe que q é um ponto cŕıtico de h(x) = ⟨x, n⟩.

Em coordenadas locais, no ponto q, tem-se h(x1, x2) = ⟨g(x1, x2), n⟩. Então,

∂h

∂x1
=

⟨
∂g

∂x1
, n

⟩

∂h

∂x2
=

⟨
∂g

∂x2
, n

⟩

∂2h

∂x21
=

⟨
∂2g

∂x21
, n

⟩
= e

∂2h

∂x22
=

⟨
∂2g

∂x22
, n

⟩
= g

∂2h

∂x1∂x2
=

⟨
∂2g

∂x1∂x2
, n

⟩
= f

Logo, det(Hess h) = eg− f2, e então, det(Hess h) = 0 se, e somente se eg− f 2 = 0, o que

equivale a K(q) = 0, pela equação (1.3). Portanto o ponto q é um ponto cŕıtico degenerado da

função altura se, e somente se, q é um ponto parabólico de X, ou seja, q é um ponto singular

da aplicação normal de Gauss.

1.2 Função distância ao quadrado e o conjunto focal

Definição 1.2.1 Os pontos focais de X em x são os pontos da forma g(x) +
1

ki
n(x), onde ki

são as curvaturas principais em x, para i = 1, 2. O conjunto focal de X, também conhecido

como evoluta, é o conjunto de todos os pontos focais de X.

Exemplo 1.2.2 A Figura 1.4 mostra um parabolóide hiperbólico e uma folha do conjunto focal.
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Figura 1.4: Uma folha do conjunto focal de um parabolóide hiperbólico.

Os pontos focais podem ser vistos como os dois centros de curvatura correspondentes às

direções principais. Eles podem ser pensados como estando no espaço ambiente ou no fibrado

normal (Definição 1.2.4). Quando a curvatura principal é zero o ponto focal associado está no

infinito, então ao invés de tomar pontos c ∈ R3, tome pontos no espaço projetivo, [c : s] ∈
P3(R), (s ∈ R). c e s podem ser escolhidos tais que |c|2 + s2 = 1. Defina a função distância ao

quadrado V : X × P3(R) → R por

V (x, [c : s]) = ⟨c, g(x)⟩ − 1

2
s|g(x)|2.

A razão do nome é que para s ̸= 0, V (x, [c : s]) tem os mesmos conjuntos de ńıvel da função

|c− sg(x)|2, mas a função utilizada é não singular quando s = 0 e, neste caso, os conjuntos de

ńıvel são planos.

Denote por Vi a i-ésima derivada de V em x.

Observação 1.2.3 No apêndice e na referência [7] é posśıvel encontrar um pouco sobre o

espaço projetivo e variedades diferenciáveis.

Definição 1.2.4 O fibrado normal compactificado é dado pelo seguinte conjunto:

N = {(x, [c : s]) ∈ X × P3(R); V1(x, [c : s]) = 0}.

A seguir é dada uma definição de conjunto focal que será utilizada neste trabalho.

Definição 1.2.5 Seja Ñ = N⊕S1X, onde S1X é o fibrado tangente unitário de X. Considere

o conjunto

F̃ = {(x, [c : s], u) ∈ Ñ ; V2(x, [c : s])u = 0},

o conjunto focal F é definido como a imagem de F̃ sob a projeção Ñ → N .
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Observação 1.2.6 (x, [c : s]) ∈ N é um ponto focal se, e somente se, existir um vetor tangente

não nulo u satisfazendo

⟨c− sg(x), d2gu⟩ − s⟨dg, dgu⟩ = 0

que é equivalente à equação (1.2) com k(c − sg(x)) = sn. De fato, (x, [c : s], u) ∈ F̃ se, e

somente se, V2(x, [c : s])u = 0, logo

⟨c− sg(x), d2gu⟩ − s⟨dg, dgu⟩ = 0⟨sn
k
, d2gu

⟩
− s⟨dg, dgu⟩ = 0

⟨n, d2gu⟩ − k⟨dg, dgu⟩ = 0

IIx(u, . ) = kIx(u, . )

Observação 1.2.7 As Definições 1.2.1 e 1.2.5 são equivalentes. Basta observar que, como

para i = 1, 2, ki(ci − sig(x)) = sin, então ci − sig(x) =
1

ki
sin, logo

ci
si

= g(x) +
1

ki
n são os

centros de curvatura correspondentes às direções principais.

Observação 1.2.8 Na Seção 2.3 prova-se que sob certas condições o conjunto F̃ é uma sub-

variedade de Ñ .

1.3 Contato e K-equivalência

A idéia de contato corresponde a um grau de tangência maior que o usual entre duas

subvariedades, em geral é uma tangência maior que a mı́nima posśıvel. [8]

Sejam N1, N2, P1 e P2 variedades diferenciáveis.

Definição 1.3.1 Uma contato equivalência (ou K-equivalência) é o par (h,H) de germes in-

vert́ıveis para os quais o diagrama abaixo comuta

(N1, x1)

h
��

i1 // (N1 × P1, z1)

H
��

π1 // (N1, x1)

h
��

(N2, x2)
i2 // (N2 × P2, z2)

π2 // (N2, x2)

onde, para k = 1, 2

ik: germe em xk da inclusão Nk → Nk × Pk dada por x 7→ (x, yk);

πk: germe em zk da projeção Nk × Pk → Nk dada por (x, y) 7→ x.

Em outras palavras, H é dada pela fórmula

H(x, y) = (h(x), θ(x, y))
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com θ(x, y1) = y2. E os germes f1 e f2 são ditos contato-equivalentes, ou K-equivalentes,

quando existe uma contato equivalência (h,H) para a qual

H ◦ (1, f1) = (1, f2) ◦ h

Notação: f1
K∼ f2.

Observação 1.3.2 A-equivalência implica em K-equivalência. Por outro lado, dois germes

K-equivalentes não são necessariamente A-equivalentes. [10]

Observação 1.3.3 Sobre A-equivalência, ver apêndice.

Exemplo 1.3.4 Sejam os germes f : R3 → R2, definido por f(x, y, z) = (y, z), e g : R3 → R2,

definido por g(x, y, z) = (y, z − xy), que recortam o eixo x, isto é, f−1(0, 0) = (x, 0, 0) e

g−1(0, 0) = (x, 0, 0). Considere o contato do eixo x com a curva γ : R → R3 tal que γ(t) =

(t, t2, t3). Então as aplicações de contato são f ◦γ(t) = (t2, t3) e g ◦γ(t) = (t2, 0). Assim, como

f ◦ γ e g ◦ γ são K-equivalentes, pois os ideais If◦γ e Ig◦γ, gerados pelas componentes de f ◦ γ e

g ◦ γ, respectivamente, coincidem, então f e g também são K-equivalentes. Mas f e g não são

A-equivalentes, pois as imagens das aplicações de contato não são difeomórficas.

Sejam Xi e Yi, i = 1, 2 subvariedades de Rn, com dimX1 = dimX2 e dimY1 = dimY2.

Definição 1.3.5 O contato de X1 e Y1 em y1 é do mesmo tipo que o contato de X2 e Y2 em

y2 se existe um germe difeomorfismo

H : (Rn, y1) −→ (Rn, y2)

tal que H(X1) = X2 e H(Y1) = Y2. Neste caso escreve-se

K(X1, Y1; y1) = K(X2, Y2; y2)

Observação 1.3.6 Se y /∈ X ∩ Y então o contato é vazio.

Sejam g : X → Rn uma imersão e f : Rn → Rp uma submersão em cada ponto de

Y = f−1(0), neste caso, diz-se que uma tal aplicação recorta Y . O tipo de contato de X e Y

em y é medido pela K-classe da aplicação composta f ◦ g em g−1(y), que é chamada aplicação

de contato de X e Y . A proposição a seguir diz que esta K-classe depende apenas das subvar-

iedades X e Y , e não da escolha da imersão g e da submersão f .

Os resultados seguintes relacionam tipo de contato com as K-classes da aplicação de contato.

As provas dos mesmos podem ser encontradas em [16].



13

Proposição 1.3.7 Sejam X, Y , g e f como acima, e sejam g′ : X → Rn uma outra imersão

com mesma imagem de g e f ′ : Rn → Rp uma outra aplicação que recorta Y , então f ◦ g e

f ′ ◦ g′ são K-equivalentes.

Teorema 1.3.8 Para i = 1, 2 sejam gi : (Xi, xi) → (Rn, yi) germes de imersões e fi :

(Rn, yi) → (Rp, 0) aplicações que recortam Yi, com dimX1 = dimX2 e dimY1 = dimY2.

Então,

K(X1, Y1; y1) = K(X2, Y2; y2) ⇔ K(f1 ◦ g1) = K(f2 ◦ g2).

Em outras palavras pode-se medir o contato entre subvariedades utilizando o conceito de

transversalidade como em [8].

Definição 1.3.9 Sejam X e Y duas variedades diferenciáveis e f : X → Y uma aplicação

diferenciável entre elas. Dada uma subvariedade W ⊂ Y e um ponto x ∈ X, diz-se que f

corta W transversalmente em x, e denota-se por f t W , se f(x) /∈ W , ou f(x) ∈ W e

Tf(x)Y = Tf(x)W + dfx(TxX).

Assim, para g : X → Rn uma imersão e f : Rn → Rp uma submersão em cada ponto de

Y = f−1(0), se X e Y tem um ponto em comum p ∈ X ∩ Y tal que p = g(x) e f ◦ g(x) = 0,

diz-se que X e Y tem contato em p se não são transversais em tal ponto. Isto implica que

a diferencial d(f ◦ g)x não é sobrejetora, portanto a aplicação f ◦ g tem uma singularidade,

o ponto cŕıtico em x. Desta forma aparece a relação entre contato e singularidades: o tipo

de singularidade que a aplicação f ◦ g tem no ponto x determina o tipo de contato entre as

subvariedades X e Y no ponto p. Por esse motivo a composição f ◦ g é chamada aplicação de

contato.

Essa correspondência entre tipos de contato de subvariedades e tipos de singularidades das

aplicações permite o uso dos nomes dos tipos de singularidades para os tipos de contato. Por

exemplo, as subvariedades X e Y tem contato do tipo A1 em p se a aplicação de contato f ◦ g
tem singularidade do tipo A1 em x.

Observação 1.3.10 Sobre tipos de singularidades, ver apêndice.

Em [16] e [17], Montaldi usa o termo (k + 1)-ponto de contato, quando uma das subvar-

iedades envolvidas é uma curva, para indicar que o contato é do tipo Ak. O número (k + 1) é

a multiplicidade de contato entre a curva e a subvariedade que tem contato do tipo Ak. Intu-

itivamente, se a ordem de contato é k, então o ponto de contato se quebra em k+1 pontos em

uma deformação.



14

Exemplo 1.3.11 O contato da curva y = x3 com o eixo x é do tipo A2, pois
dy

dx
(0) =

d2y

dx2
(0) =

0 e
d3y

dx3
(0) ̸= 0. Considerando a deformação y = x3 − ax, para a ∈ R, o gráfico da função

deformada tem três pontos de intersecção com o eixo x.

x

y

Figura 1.5: Curva y = x3.

x

y

Figura 1.6: Deformação da curva y = x3.

1.4 Genericidade

Considere uma famı́lia de subvariedades modelos do Rn parametrizada suavemente por

m ∈ M , com M uma variedade. Geralmente essas subvariedades modelos são retas, planos,

esferas e ćırculos. Deseja-se medir o contato entre uma subvariedade X de Rn fixada e cada

m ∈ M . Para isto é necessário imergir X, recortar m = f−1(0), para alguma f , e olhar

a aplicação de contato resultante. Procedendo desta maneira é posśıvel incluir nesta famı́lia

aplicações que determinam m cujos conjuntos de zeros são singulares.

Para cada m ∈M existe uma aplicação fm : Rn → Rp tal que f−1
m (0) = m é a subvariedade

modelo de codimensão p do Rn. É preciso que a aplicação

F : Rn ×M −→ Rp

(y,m) 7−→ fm(y)

seja diferenciável.

Fixe também uma imersão g : X → Rn. Então, pelo Teorema 1.3.8, o contato entre X, ou

melhor g(X), e a subvariedade modelo m em g(x) é dado pela K-classe da composta fm ◦ g em

x.

Denote por Φg e ϕg,m as aplicações

Φg : X ×M −→ Rp

(x,m) 7−→ ϕg,m(x) = fm ◦ g(x)
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e quando não houver confusão o ı́ndice g será omitido.

Dadas duas variedades X e Y , dê ao conjunto das aplicações diferenciáveis de X em Y ,

C∞(X, Y ), a topologia de Whitney, em que, uma base de abertos consiste dos conjuntos

F(u) = {f ∈ C∞(X, Y ); jrf(X) ⊂ U},

onde U é um aberto no espaço de jatos Jr(X, Y ), para algum r.

Observação 1.4.1 Sobre jatos de aplicações C∞, ver apêndice.

Para os teoremas a seguir é necessária a seguinte versão do teorema de transversalidade de

Thom:

Proposição 1.4.2 Sejam M , X e Y variedades diferenciáveis e seja Z uma subvariedade de

Jr(X, Y )×M . Então, o conjunto

TZ = {g ∈ C∞(X, Y ); (jrg, 1) t Z}

é residual, isto é, intersecção de abertos densos, em C∞(X,Y ), onde (jrg, 1) : X × M →
Jr(X, Y )×M é a aplicação produto.

O primeiro teorema de genericidade é para a situação geral descrita acima, onde para cada

m ∈ M , a aplicação fm : Rn → Rp recorta seu conjunto de zeros, m = f−1(0). Depois este

resultado será estendido a um caso particular em que esta situação pode falhar.

Denote por Jr
y (X,Rp) o subconjunto de r-jatos com meta y. Seja W uma subvariedade

K-invariante de Jr(X,Rp), isto é, se f : X → Rp é tal que jrf(x) ∈ W , dada g : X → Rp com

g
K∼ f , então jrg ∈ W .

Em geral, quando se considera aplicações sob K-equivalência, as metas podem ser distintas

(e também as fontes). Neste caso, porém, existe uma meta preferida, a meta zero, pois o in-

teresse está em subvariedades dadas como f−1(0). Aqui são consideradas aplicações com meta

não nula como sendo K-equivalentes, enquanto se uma aplicação tem meta nula e outra não,

elas não podem ser K-equivalentes. Com isto segue que se W é uma subvariedade K-invariante

de Jr(X,Rp), então W é uma subvariedade de Jr
0 (X,Rp) ou é o complementar de Jr

0 (X,Rp).

Dadas as variedades X eM e uma aplicação Φ : X×M → Rp são definidas duas aplicações:

jrΦ : X ×M −→ Jr(X ×M,Rp)

e

jr1Φ : X ×M −→ Jr(X,Rp)

que é o r-jato na primeira variável.



16

Teorema 1.4.3 Sejam X, Y , fm, g e Φg como acima. Seja W uma subvariedade de Jr
0 (X,Rp)

ou todo o complementar de Jr
0 (X,Rp). Então o conjunto

RW = {g ∈ Imm(X,Rn); jr1Φg t W}

é residual, isto é, intersecção de abertos densos, em Imm(X,Rn).

Demonstração:

A demonstração se encontra em [16].

O próximo teorema, teorema de genericidade, é para situações particulares: o contato entre

subvariedades imersas de Rn com esferas de codimensão p.

Seja M o conjunto das (n − p)-esferas em Rn, cada tal esfera sendo recortada por uma

aplicação apropriada fm : Rn → Rp.

Qualquer (n − p)-esfera em Rn pode ser dada pela intersecção de p hiperesferas. Suponha

que estas p hiperesferas tenham centros c1, ..., cp e raios r1, ..., rp, então a (n − p)-esfera é o

conjunto de zeros da aplicação

y 7−→ (|c1 − y|2 − r21, ..., |cp − y|2 − r2p)

onde ci ̸= cj quando i ̸= j e os r′is são tais que o conjunto de zeros é de fato (n − p)-esfera

genúına. Para incluir planos como um caso especial de esferas é preciso adicionar os pontos no

infinito em Rn e então tratar com pontos [c : s] ∈ Pn(R) e [c : s : ρ] ∈ Pn+1(R). Isto porque

para parametrizar uma esfera precisa-se de dois parâmetros, o centro e o raio e, analogamente

para um plano, um vetor e um número real, então para parametrizar em uma só famı́lia esferas

e planos são necessários três parâmetros.

Assim, são definidos dois conjuntos

Me = {([c1 : s1 : ρ1], ..., [cp : sp : ρp]); [ci : si] ̸= [cj : sj] para i ̸= j e (ci, si) ̸= 0,∀i}

e

M = {m ∈Me; f
−1
m (0) é uma subvariedade de Rn de codimens~ao p}

onde

fm(y) =

(
⟨c1, y⟩ −

1

2
s1|y|2 + ρ1, ..., ⟨cp, y⟩ −

1

2
sp|y|2 + ρp

)
.

Assim, se si ̸= 0, a i-ésima componente de fm define a hiperesfera

∣∣∣∣y − ci
si

∣∣∣∣2 − 2ρi
si

− |ci|2

s2i
= 0,
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caso contrário, se si = 0, ela define o hiperplano

⟨ci, y⟩+ ρi = 0.

De fato,

• si ̸= 0 : ⟨ci, y⟩−
1

2
si|y|2+ρi = 0 ⇒

⟨
ci
si
, y

⟩
− 1

2
|y|2+ ρi

si
= 0 ⇒ −2

⟨
ci
si
, y

⟩
+ |y|2− 2ρi

si
+

+
|ci|2

s2i
− |ci|2

s2i
= 0 ⇒

∣∣∣∣y − ci
si

∣∣∣∣2 − 2ρi
si

− |ci|2

s2i
= 0

• si = 0 : ⟨ci, y⟩+ ρi = 0

Estes conjuntos não dependem da escolha do representante de [ci : si : ρi], apesar de fm

depender. Também, a K-classe de fm ◦ g não é afetada por esta escolha.

Quando necessário pode-se limitar esta escolha à condição |ci|2 + s2i + ρ2i = 1.

Teorema 1.4.4 (Genericidade) Defina a aplicação

Γr : Jr(X,Rn)×M → Jr(X,Rp)

(jrg(x),m) 7→ jr(fm ◦ g)(x) = jrϕg,m(x)

Se W é uma subvariedade K-invariante de Jr(X,Rp), então Γr t W e, conseqüentemente

o conjunto

RW = {g ∈ Imm(X,Rn); jr1Φg t W}

é residual em Imm(X,Rn).

Demonstração:

A demonstração se encontra em [16].

Será discutido agora o que se entende por imersão genérica para quaisquer dados X, n,

M e, conseqüentemente p. Mather [15] calculou a codimensão σ(k, p) do conjunto de singu-

laridades modais em Jr(k, p) - a fibra de Jr(X,Rp) sobre um ponto (x, 0) em X × Rp - para

r suficientemente grande. Devido à preferência pela meta zero, a codimensão do conjunto de

todas as singularidades modais em Jr(X,Rp) é σ(k, p) + p. Observe também que para g dada,

a dimensão da imagem da aplicação jato-extensão associada jr1Φg é k + d, onde d = dimM .

Nos casos em que k + d < σ(k, p) + p, sejam {W1, ...,Ws} o conjunto finito de K-órbitas

em Jr(X,Rp) de codimensão menor que k + d e {Ws+1, ...,Wt} uma estratificação finita do
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complemento de {W1, ...,Ws}. Então, para a situação genérica descrita no Teorema 1.4.3 e a

particular extensão no Teorema 1.4.4, seja R a intersecção dos RW , a qual será um subconjunto

residual de Imm(X,Rn). Para g ∈ R aplicação jato-extensão associada irá, então, perder os

Wi para i > s, e ser transversal aos Wi para i ≤ s, e uma tal aplicação será chamada genérica

para a situação dada. Para as aplicações dos Caṕıtulos 2 e 3, a hipótese k + d < σ(k, p) + p é

sempre verficada conforme as fórmulas abaixo, e para esses caṕıtulos, o termo genérica terá o

significado descrito aqui.

Quando as dimensões são tais que as singularidades modais não são encontradas para uma

imersão genérica, a transversalidade da estratificação garante que todas as singularidades são

apresentadas transversalmente, isto é, são versalmente deformadas. Se, por outro lado, as sin-

gularidades modais ocorrerem, então as singularidades não podem ser apresentadas transver-

salmente. Assim, nas aplicações deste trabalho, todas as singularidades que surgirem para

uma imersão genérica serão apresentadas transversalmente, isto é, não ocorrerão singularidades

modais.

Observação 1.4.5 Sobre singularidades modais e deformação versal, ver apêndice.

Para quais situações as singularidades modais são evitadas pelas imersões genéricas? Mather

calculou a codimensão da variedade algébrica consistindo de todas as singularidades modais em

Jr(X,Rp). Se dimX = k, então este número é σ(k, p) - mais precisamente é σr(k, p), que é

uma função decrescente de r, e σ(k, p) é definida como infr σr(k, p). O número σ(k, p) é dado

pela seguinte fórmula:

Caso I, k ≤ p:

σ(k, p) =


6(p− k) + 8 se p− k ≥ 4 e k ≥ 4
6(p− k) + 9 se 0 < p− k < 3 e k > 4 ou se k = 3
7(p− k) + 10 se k = 2

∞ se k = 1

Caso II, k > p:

σ(k, p) =


9 se k − p = 1
8 se k − p = 2

k − p+ 7 se k − p ≥ 3

No presente contexto de medição do contato de uma dada subvariedade X de Rn com cada

uma das famı́lias de subvariedades modelom ∈M , p é a codimensão dem. Se d = dimM , então

a imagem da aplicação jato-extensão jr1Φ tem dimensão k+ d, então para evitar singularidades

modais deve-se ter k + d < σ(k, p) + p.

Por exemplo, se as subvariedades modelos são esferas de codimensão p, então d = p(n−p+2),

e assim deve-se ter k + p(n− p+ 2) < σ(k, p) + p.



19

No caso deste estudo, dimX = k = 3, para p = 1 tem-se as esferas e para p = 2 tem-se os

ćırculos.

Considere o caso p = 1, então só acontece o Caso II em que k > p:

Como k − p = 2, então

k + p(n− p+ 2) < σ(k, p) + p

3 + 1(n− 1 + 2) < 8 + 1

n < 5

Considere o caso p = 2, então só vale o Caso II em que k > p:

Como k − p = 1, então

k + p(n− p+ 2) < σ(k, p) + p

3 + 2(n− 2 + 2) < 9 + 2

n < 4

Portanto, nos dois casos acima, para p = 1 e para p = 2, não vão ocorrer singularidades

modais já que o valor de n considerado é 3, pois o contato estudado é para superf́ıcies em R3.



Caṕıtulo 2

Contato com Esferas

Neste caṕıtulo estão definidos os conjuntos e a função vistos na Seção 1.4 adaptados para se

trabalhar com esferas. Muitos teoremas são apresentados para estabelecer o tipo de contato

entre esferas e superf́ıcies e as propriedades associadas, bem como a intersecção da esfera dada

com a superf́ıcie, o que está resumido em uma tabela no final do caṕıtulo. Uma atenção

especial é dada para os umb́ılicos da superf́ıcie e, dessa forma, são estudadas duas propriedades

importantes da singularidade D4, a saber: para um D−
4 existem três curvas não-singulares

em cada ponto das quais a deformação versal da forma normal tem singularidades do tipo A3

enquanto que para um D+
4 existe apenas uma curva não-singular com essa propriedade; para

um D−
4 mas não para um D+

4 , pela origem do espaço de parâmetros passa uma curva, em cada

ponto da qual, a função perturbada tem três singularidades do tipo A−
1 .

2.1 Definindo as esferas e a aplicação de contato

Considere os conjuntos

Me = {[c : s : ρ] ∈ P4(R); s, ρ ∈ R, (c, s) ̸= 0}

M = {m ∈Me; f
−1
m (0) é uma subvariedade de R3 de codimensão 1}

onde

fm : y 7−→ ⟨c, y⟩ − 1

2
s|y|2 + ρ

com conjunto de zeros igual a m = [c : s : ρ] ∈ Me (identificando m com a superf́ıcie definida

por m e fm ou R3), tem-se M a coleção de esferas em R3, cada tal esfera sendo definida pela

aplicação apropriada fm : R3 → R.

Para m ∈M , tem-se que m = f−1
m (0) é não singular e fm é uma submersão em cada ponto

de m.

Se s ̸= 0, então m é a esfera de centro em
c

s
e raio

(∣∣∣c
s

∣∣∣2 + 2ρ

s

) 1
2

, enquanto que se s = 0,

20
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m é o plano ⟨c, y⟩+ ρ = 0.

Dada uma imersão g : X → R3, o contato entre X e a subvariedade modelo m em g(x) é

dado pela K-classe da composta fm ◦ g em x.

Considere a aplicação

Φ : X ×Me −→ R
(x,m) 7−→ ϕm(x) = fm ◦ g(x)

e defina a função distância ao quadrado V : X × P3(R) → R por

V (x, [c : s]) = ⟨c, g(x)⟩ − 1

2
s|g(x)|2.

Observe que as aplicações fm, Φ e fm ◦ g parecem não estar bem definidas, pois seus valores

dependem da escolha do representante de [c : s]. Isso pode ser eliminado fazendo restrição à

esfera |c|2 + s2 = 1, e as aplicações serão então determinadas a menos de um sinal, mas em

qualquer caso o conjunto de zeros - ou de ńıvel no caso de V - não são afetados pela escolha

dos representantes, assim como as K-classes.

Agora, supondo que (x,m) ∈ Φ−1(0), com m = [c : s : ρ], segue que V (x, [c : s]) = −ρ e

existe um difeomorfismo entre Φ−1(0) e X × P3(R). De fato:

Φ−1(0) = {(x,m); ϕm(x) = fm ◦ g(x) = 0} =

{
(x,m); ⟨c, g(x)⟩ − 1

2
s|g(x)|2 + ρ = 0

}
=

= {(x,m); V (x, [c : s]) + ρ = 0} = {(x,m); V (x, [c : s]) = −ρ}

Com isto, a projeção natural

Φ−1(0) −→ X ×P3(R)
(x,m) 7−→ (x, [c : s])

é um difeomorfismo entre Φ−1(0) e X × P3(R), sua inversa sendo dada por

X × P3(R) −→ Φ−1(0)
(x, [c : s]) 7−→ (x, [c : s : −V (x, [c : s])])

Observe que a aplicação de contato fm◦g é igual, a menos da constante ρ, a função distância

ao quadrado segundo [c : s], isto é,

fm ◦ g(x) = V (x, [c : s]) + ρ

Então, o tipo de contato de m com X em g(x) será dado pelo tipo de singularidade da função

V ( . , [c : s]). Onde V ( . , [c : s]) denota a função V[c:s] : X → R.

Denote por Vi a i-ésima derivada de V em x.

O primeiro resultado é sobre as propriedades de segunda ordem da superf́ıcie.
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Proposição 2.1.1 V ( . , [c : s]) tem uma singularidade do tipo A1, A2 ou D4 em x se, e

somente se, (x, [c : s]) está no fibrado normal de X, no conjunto focal de X ou é um centro

umb́ılico (isto é, x é um umb́ılico com centro [c : s]), respectivamente. Além disso, o núcleo

para contato A2 é a direção principal associada ao ponto focal.

Demonstração:

A condição para que V tenha uma singularidade do tipo A1 em x é que sua primeira

derivada, V1, se anule em x.

Temos que

V = fm ◦ g − ρ

logo,

V1(x, [c : s]) = ⟨dfm(g(x)), dg(x)⟩ = ⟨c− sg(x), dg(x)⟩.

A condição V1(x, [c : s]) = 0 diz que o vetor c − sg(x) é normal à superf́ıcie X em g(x), e

portanto, o ponto (x, [c : s]) pertence ao fibrado normal de X.

As condições para que V tenha uma singularidade do tipo A2 em x são, simultaneamente,

que V1(x, [c : s]) = 0 e que V2(x, [c : s])u = 0 para algum vetor tangente não nulo u ∈ TxX, isto

é,

V2(x, [c : s])u = ⟨c− sg(x), d2g(x)u⟩ − s⟨dg(x), dg(x)u⟩ = 0 (2.1)

e então (x, [c : s]) pertence ao conjunto focal de X.

A condição para V ter uma singularidade D4 em x é que V2(x, [c : s]) = 0.

Tomando k(c−sg(x)) = sn, onde n é o vetor normal á superf́ıcie em x, obtemos da equação

(2.1) que

k⟨c− sg(x), d2g(x)u⟩ − ks⟨dg(x)u, dg(x)⟩ = 0

⟨sn, d2g(x)u⟩ − ks⟨dg(x)u, dg(x)⟩ = 0

⟨n, d2g(x)u⟩ = k⟨dg(x)u, dg(x)⟩

IIx(u, . ) = kIx(u, . )

A condição V2(x, [c : s]) = 0 diz, então, que

IIx(u, v) = kIx(u, v), ∀u, v ∈ TxX

isto é, IIx e Ix são linearmente dependentes e, portanto, x é um ponto umb́ılico.

Observação 2.1.2 As esferas com contato do tipo A2 com a superf́ıcie são chamadas esferas

focais, pois de acordo com a correspondência acima Φ−1(0) → X × P3(R), estas esferas têm

seus centros no conjunto focal F , e o conjunto F̃ corresponde a {(x,m, u) ∈M × S1X; dϕm =

d2ϕmu = 0}.
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Se x ∈ X não é umb́ılico, existirão duas esferas focais, enquanto que em um umb́ılico elas

coincidem e, neste caso, é chamada esfera umb́ılica.

Exemplo 2.1.3 A Figura 2.1 mostra um parabolóide hiperbólico com uma das esferas focais.

Figura 2.1: Esfera focal de um parabolóide hiperbólico.

Observe que se c = sg(x), então [c : s] está na origem do plano normal, logo, m ∈Me\M e,

neste caso, fm é singular em g(x): dfm(y) = sg(x)− sy, e a singularidade envolvida é um A+
1 :

d(fm ◦ g)(x) = 0, d2(fm ◦ g)(x) = −s⟨dg(x), dg(x)⟩ ̸= 0.

Daqui pra frente o trabalho será feito apenas com esferas focais, podendo assumir então que

c ̸= sg(x) e m ∈M .

Observação 2.1.4 Para uma imersão genérica os umb́ılicos são isolados. Isto porque a k-

codimensão da singularidade D4 é 4 e então a k-codimensão da D4-órbita em Jr(X,R) é 4+2 =

6 e dim(X ×Me) = 6, então desde que para uma imersão genérica jr1Φ seja transversal à D4-

órbita, elas devem se intersectar em um conjunto discreto de pontos.

2.2 Ridges e ribs

Seja γ : R → X uma parametrização regular de uma linha de curvatura principal, com γ(0)

não umb́ılico, e então para cada t, γ′(t) é uma direção principal em γ(t). Isto determina um

curva t 7→ (γ(t), γ̃(t)) no conjunto focal, com γ̃(t) ∈ P3(R). Seja k a função curvatura principal

associada, isto é, que é associada à direção principal γ′(t).

Definição 2.2.1 Um ponto x = γ(0) é um ponto ridge se (k ◦ γ)′(0) = 0. Um ponto x = γ(0)

é um ponto ridge de ordem k em x se uma das funções curvatura principal medida ao longo da

linha de curvatura associada é estacionária de ordem k em x, isto é,

(k ◦ γ)′(0) = ... = (k ◦ γ)k(0) = 0 e (k ◦ γ)k+1(0) ̸= 0
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Definição 2.2.2 Associado a qualquer ponto ridge x está uma direção principal u neste ponto

e um ponto focal (x, [c : s]) que é chamado um ponto rib.

Definição 2.2.3 Os conjuntos de ńıvel em x da função curvatura principal k : X → R são

chamados curvas de curvatura principal constante.

Observação 2.2.4 Essas curvas de curvatura principal constante são uma generalização da

clássica curva parabólica em uma superf́ıcie a qual é uma curva de curvatura principal constante

zero. Fora dos umb́ılicos, as curvas de curvatura principal constantes são diferenciáveis com

posśıveis singularidades nos pontos descritos na Proposição 2.2.5.

Proposição 2.2.5 Seja x ∈ X não umb́ılico, e seja k1 uma das curvaturas principais com

direção principal u em x. Então k1 é singular em x se, e somente se, valem ambas as equações

abaixo:

⟨n, d3gu3⟩ − 3k1⟨dgu, d2gu2⟩ = 0

⟨n, d3gu2v⟩ − 2k1⟨dgu, d2guv⟩ − k2⟨dgv, d2gu2⟩ = 0,

onde k2 é a outra curvatura principal em x e v é um vetor tangente unitário e ortogonal a u.

Demonstração:

A demonstração se encontra em [16].

Seja ϕ : R → X uma parametrização de uma curva de curvatura principal constante, e

suponha que se a imagem de ϕ é não-singular, então sua parametrização também é. Assim ϕ

pode ser singular apenas onde dk(x) = 0. Desde que cada função curvatura principal é associada

(localmente) a uma folha definida do conjunto focal, ϕ se levanta a uma curva (ϕ(t), ϕ̃(t)) no

conjunto focal. Suponha que (ϕ(0), ϕ̃(0)) = (γ(0), γ̃(0)) = (x, [c : s]), assim, se dk(x) ̸= 0, então

k é uma submersão em todos os pontos de ϕ, e portanto x é um ponto ridge de ordem k se, e

somente se, ϕ e γ têm contato do tipo Ak em x.

Teorema 2.2.6 Com x, ϕ, γ, ..., etc., como acima, as seguintes afirmações são equivalentes:

(i) x é um ponto ridge, isto é, (k ◦ γ)′(0) = 0;

(ii) ou dk(x) = 0 ou ϕ e γ são tangentes em x;

(iii) γ̃′(0) = 0;

(iv) a projeção do conjunto focal no espaço ambiente compactificado P3(R) é singular em

(x, [c : s]);
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(v) ou dk(x) = 0 ou ϕ̃′(0) = 0;

(vi) V3(x, [c : s])u
2 + V2v = 0, para algum v (equivalentemente V3u

3 = 0).

Demonstração:

A demonstração se encontra em [16].

O próximo teorema é análogo ao teorema anterior para ridges de ordem mais alta.

Teorema 2.2.7 Seja x um ponto ridge, ϕ, γ, ..., etc., como acima, e dk(x) ̸= 0, então as

seguintes afirmações são equivalentes:

(i) x é um ponto ridge de ordem mais alta, isto é, (k ◦ γ)′(0) = (k ◦ γ)′′(0) = 0;

(ii) ϕ e γ tem, no mı́nimo, 3-ponto de contato em x;

(iii) γ̃′′(0) = 0;

(iv) ϕ̃′′(0) = 0;

(v) para v como no Teorema 2.2.6, V4u
4 + 3V3u

2v = 0.

E se o ridge através de x é uma curva não-singular, então as afirmações acima são todas

equivalentes a

(vi) a projeção do rib em P3(R) é singular;

(vii) o ridge através de x é tangente a γ (e então a ϕ) em x.

Demonstração:

A demonstração se encontra em [16].

A próxima proposição traz uma definição alternativa para um ponto ridge, interpretando

as últimas condições dos Teoremas 2.2.6 e 2.2.7.

Proposição 2.2.8 Seja x não umb́ılico, então:

(i) x é um ponto ridge se, e somente se, uma das esferas focais em x tem contato pelo menos

do tipo A3 com a superf́ıcie.

(ii) x é um ponto ridge de ordem superior se, e somente se, uma das esferas focais em x tem

contato pelo menos do tipo A4 com a superf́ıcie.
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Demonstração:

Seja [c : s] um ponto focal em x com direção principal u, então V1(x, [c : s]) = 0 e

V2(x, [c : s])u = 0.

O fato de x não ser um ponto umb́ılico garante que V2(x, [c : s]) ̸= 0.

As condições para x ser uma singularidade dos tipos A3 e A4 são, cumulativamente: [18]

V3u
2 + V2v = 0, para algum v

V4u
3 + 3V3uv + V2w = 0, para algum w

A primeira é equivalente a V3u
3 = 0, pois V2vu = V2uv = 0, já que V2u = 0. E a segunda é

equivalente a V4u
4 + 3V3u

2v = 0, pela mesma razão.

Assim, pelos Teoremas 2.2.6(vi) e 2.2.7(v) segue o resultado.

Observação 2.2.9 Existem dois tipos distintos de singularidades A3 de funções em R2, chama-

dos hiperbólico e eĺıptico, ou A−
3 e A+

3 , respectivamente, e diz-se que um ridge de primeira ordem

é hiperbólico ou eĺıptico de acordo com o tipo do A3. O hiperbólico é também chamado de fértil

e o eĺıptico de estéril. Se um A3 é hiperbólico ou eĺıptico depende do tipo de quadrática em v

dada por

V4u
4 + 6V3u

2v + 3V2v
2 = 0.

No caso parabólico, quando as duas ráızes coincidem, esta equação se reduz à equação da

condição para singularidade do tipo A4 acima.

As formas normais para A−
3 e A+

3 são, respectivamente, x2−y4 e x2+y4 e seus conjuntos de
zeros são duas curvas tangentes na origem (mas com curvaturas distintas) e um ponto isolado,

respectivamente. O conjunto de zeros de um A4 é uma cúspide ramphoidal e sua forma normal

é x2 − y5.

Observação 2.2.10 Sobre cúspides, ver apêndice.

Teorema 2.2.11 O conjunto dos pontos ribs no conjunto focal de uma superf́ıcie imersa

genérica é, fora dos centros umb́ılicos, uma variedade unidimensional.

Demonstração:

Um ponto rib é um ponto (x, [c : s]) do conjunto focal em que V ( . , [c : s]) tem uma

singularidade do tipo A3, ou mais degenerada, em x, mas não do tipo D4, pois, por hipótese,

estamos fora dos centros umb́ılicos. A correspondência Φ−1(0) −→ X × P3(R) diz então que

um ponto rib é um ponto (x,m) ∈ X ×M em que ϕm = fm ◦ g tem uma singularidade do tipo

A3, ou mais degenerada, em x, mas não D4. Portanto, são esperadas apenas singularidades
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dos tipos A3 ou A4: o conjunto de singularidades do tipo Ak, k > 4, forma um subconjunto de

Jr(X,R) de codimensão 7 (para r grande) que será evitado pela hipótese de genericidade.

A união das órbitas A3 e A4 é uma subvariedade do espaço de jatos (teoria do desdobra-

mento) e, como jr1Φg é transversal a cada uma das órbitas, ela deve ser também transversal à

união delas. Então, jr1Φ
−1
g (A3 ∪ A4) é uma subvariedade de X ×M : (x,m) é tal que ϕm tem

singularidades do tipo A3 ou do tipo A4 em x. Então, usando novamente a correspondência

Φ−1(0) −→ X × P3(R), segue que o conjunto dos pontos ribs é uma subvariedade unidimen-

sional.

Observação 2.2.12 Na demonstração do próximo resultado, e de alguns resultados seguintes,

será útil trabalhar com uma classe especial de parametrizações locais de superf́ıcies. Seja x ∈ X.

Escolha coordenadas em R3 tais que g(x) = 0, onde g é a imersão e o plano xy é tangente a X

em g(x) = 0. A projeção ortogonal de R3 em tal plano induz um sistema de coordenadas em

X via imersão g. O resultado da parametrização pode ser escrito como

g(r, t) = (r, t, h(r, t))

onde h é uma função real em R2 com h(0, 0) = 0 e dh(0, 0) = 0. Uma imersão expressa nessa

forma é dita estar na forma de Monge.

Exemplo 2.2.13 Considere a superf́ıcie X como sendo o parabolóide hiperbólico parametrizado

por (x, y) 7→ (x, y, x2 − y2). Uma vizinhança da origem pode ser representada pela forma

z = h(x, y), com (x, y) ∈ U ⊂ R2, onde U é um aberto e h é uma função diferenciável com

h(0, 0) = 0,
∂h

∂x
(0, 0) = 0 e

∂h

∂y
(0, 0) = 0. A segunda forma fundamental de X na origem

aplicada ao vetor (x, y) ∈ R2 fica

∂2h

∂x2
(0, 0)x2 + 2

∂2h

∂x∂y
(0, 0)xy +

∂2h

∂y2
(0, 0)y2.

Assumindo que as direções dos eixos x e y são as direções principais, sendo o eixo x ao longo

da direção com curvatura principal máxima, obtém-se

f =
∂2h

∂x∂y
(0, 0) = 0

k1(0, 0) =
e

E
=
∂2h

∂x2
(0, 0)

k2(0, 0) =
g

G
=
∂2h

∂y2
(0, 0)

Fazendo a expansão em série de Taylor de h(x, y) e considerando
∂h

∂x
(0, 0) =

∂h

∂y
(0, 0) = 0,

segue que
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h(x, y) =
1

2

(
∂2h

∂x2
(0, 0)x2 + 2

∂2h

∂x∂y
(0, 0)xy +

∂2h

∂y2
(0, 0)y2

)
+R =

=
1

2
(k1x

2 + k2y
2) +R

onde

lim
(x,y)→(0,0)

R

x2 + y2
= 0.

Figura 2.2: Um plano paralelo a TxX, com X sendo o parabolóide hiperbólico.

Lema 2.2.14 Seja (x, [c : s], u) ∈ F̃ e π : F̃ → X a projeção, então

(i) Se x não é umb́ılico, a aplicação π é uma imersão em (x, [c : s], u). Conseqüentemente,

fora dos umb́ılicos, esta é um difeomorfismo local.

(ii) Se x é umb́ılico, então a imagem sob esta projeção de qualquer curva não-singular em F̃

através de (x, [c : s], u) transversal a π−1(x) é uma curva não-singular em X.

Demonstração:

Considere a aplicação

ψ : TX × P3(R) −→ R2 × R2 × R
(x, [c : s], u) 7−→

(
V1(x, [c : s]), V2(x, [c : s])u,

1
2
(⟨dgu, dgu⟩ − 1)

)
e então F̃ = ψ−1(0). A diferencial de ψ é dada pela matriz

[dψ] =

 V2 ⟨ . , dg⟩ −⟨g, dg⟩ 0
V3u ⟨ . , d2gu⟩ −⟨g, d2gu⟩ − ⟨dgu, dgu⟩ V2

⟨d2gu, dgu⟩ 0 0 ⟨dgu, dg⟩

 .
Um vetor (x̂, [ĉ : ŝ], û) é tangente a F se, e somente se, dψ(x̂, ĉ, ŝ, û) = 0 e ⟨(c, s), (ĉ, ŝ)⟩ = 0,

ou seja,

V2x̂+ ⟨ĉ, dg⟩ − ŝ⟨g(x), dg⟩ = 0 ⇒ V2x̂+ ⟨ĉ− ŝg(x), dg⟩ = 0
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V3ux̂+ ⟨ĉ− ŝg(x), d2gu⟩ − ŝ⟨dgu, dg⟩+ V2û = 0

⟨d2gux̂, dgu⟩+ ⟨dgu, dgû⟩ = 0

⟨c, ĉ⟩+ ⟨s, ŝ⟩ = 0

Sejam y = (x, [c : s], u) ∈ F̃ e π∗ : TyF̃ → TxX a diferencial de π : F̃ → X. Assim,

π∗(x̂, ĉ, ŝ, û) = x̂ = 0 se, e somente se, x̂ = 0. Então, π∗ tem núcleo não nulo se, e somente se,

um vetor não nulo da forma (0, ĉ, ŝ, û) é tangente a F .

Seja A a aplicação linear A : R3 × R× R2 −→ R2 × R2 × R× R definida por

A(ĉ, ŝ, û) = (⟨ĉ− ŝg(x), dg⟩, ⟨ĉ− ŝg(x), d2gu⟩− ŝ⟨dgu, dg⟩+V2û, ⟨d2gux̂, dgu⟩+⟨dgu, dgû⟩, ⟨c, ĉ⟩+⟨s, ŝ⟩)

É preciso mostrar que A é invert́ıvel se x não é umb́ılico. Para isso, coloque g na forma de

Monge em x com os eixos x e y sendo direções principais. Então, g tem a forma

g(x, y) =

(
x, y,

1

2
(k1x

2 + k2y
2) + θ(x, y)

)
com θ ∈ M3

2.

Tome u = (1, 0) uma direção principal em x = 0 correspondente ao autovalor k1. Assim,

dg(0) =

 1 0
0 1
0 0


dg(0)u = dg(0)

[
1
0

]
= (1, 0, 0)

d2g(0) =

[[
0 0
0 0

]
,

[
0 0
0 0

]
,

[
k1 0
0 k2

]]

d2g(0)uv =
[[

0 0
]
,
[
0 0

]
,
[
k1 0

]] [ v1
v2

]
= (0, 0, k1v1)

Considerando c = (c1, c2, c3), temos

V (x, y) = c1x+ c2y + c3h(x, y)−
1

2
s(x2 + y2 + h2(x, y))

∂V

∂x
= c1 + c3(k1x+ θx)− sx− sh(x, y)(k1x+ θx)

∂V

∂y
= c2 + c3(k2y + θy)− sy − sh(x, y)(k2y + θy)

Como (x, [c : s]) pertence ao fibrado normal deve-se ter V1(0) = 0, isto é, c1 = c2 = 0.

Então, c = (0, 0, c3), Também, deve-se ter V2u = 0, isto é,[
c3k1 − s 0

0 c3k2 − s

]
·
[
1
0

]
=
[
c3k1 − s 0

]
=
[
0 0

]
⇔ c3k1 = s
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e dáı, [c : s] = [(0, 0, c3) : c3k1] = [(0, 0, 1) : k1], isto é, pode-se assumir s = k1 e c = (0, 0, 1).

Com isto, V2 é dada pela matriz

V2 =

[
0 0
0 k2 − k1

]
̸= 0,

pois, como x não é umb́ılico, k2 ̸= k1.

Com tudo isto, tem-se que

A(ĉ, ŝ, û) = (⟨ĉ, dg(0)⟩, ⟨ĉ, d2g(0)u⟩ − ŝ⟨dg(0)u, dg(0)⟩+ V2û, ⟨dg(0)u, dg(0)û⟩, ĉ3 + k1ŝ).

Assim, A = 0 se, e somente se,

1. ⟨ĉ, dg(0)v⟩ = 0, ∀v ∈ R2 ⇔ ĉ1v̂1 + ĉ2v̂2 = 0, ∀v1, v2 ∈ R ⇔ ĉ1 = ĉ2 = 0 ⇔ ĉ = (0, 0, ĉ3)

2. ⟨ĉ, d2g(0)uv⟩ − ŝ⟨dg(0)u, dg(0)v⟩+ V2ûv = 0, ∀v ∈ R2

Em particular, tomando v = (1, 0) e v = (0, 1), obtém-se

2.a v = (1, 0):

⟨ĉ, d2g(0)u(1, 0)⟩ − ŝ⟨dg(0)u, dg(0)(1, 0)⟩+ V2û(1, 0) = 0

⟨(ĉ1, ĉ2, ĉ3), (0, 0, k1)⟩ − ŝ⟨(1, 0, 0), (1, 0, 0)⟩ = 0

ĉ3k1 − ŝ = 0

ĉ3k1 = ŝ

2.b v = (0, 1):

⟨ĉ, d2g(0)u(0, 1)⟩ − ŝ⟨dg(0)u, dg(0)(0, 1)⟩+ V2û(0, 1) = 0

⟨(ĉ1, ĉ2, ĉ3), (0, 0, 0)⟩ − ŝ⟨(1, 0, 0), (0, 1, 0)⟩+ V2û(0, 1) = 0

V2û(0, 1) = 0

Logo,

V2û(0, 1) =

[
0 0
0 k2 − k1

] [
û1
û2

] [
0
1

]
= [0, û2(k2 − k1)]

[
0
1

]
=

= û2(k2 − k1) = 0

⇒ û2 = 0, pois k2 ̸= k1.

3. ⟨dg(0)u, dg(0)û⟩ = 0 ⇒ ⟨(1, 0, 0), (û1, û2, 0)⟩ = 0 ⇒ û1 = 0

4. ĉ3 + k1ŝ = 0 ⇒ ĉ3 = −k1ŝ
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De (4) e (2.a), tem-se:

ŝ = ĉ3k1 = −k1ŝk1 = −k21 ŝ

logo,

ŝ+ k21 ŝ = 0 ⇒ ŝ(1 + k21) = 0 ⇒ ŝ = 0

e (4) implica que ĉ3 = 0.

Portanto, ĉ = (0, 0, 0). Assim, A é injetora, e então um isomorfismo, se x não é umb́ılico.

Seja (0, ĉ, ŝ, û) ∈ T F̃ . Então, pelas condições acima, A(ĉ, ŝ, û) = 0 e, portanto, (ĉ, ŝ, û) = 0.

Assim, π∗ é injetora, logo π é uma imersão em (x, [c : s], u), se x não é umb́ılico.

Por outro lado, se x é umb́ılico, então V2 = 0 e A toma a forma

A(ĉ, ŝ, û) = (⟨ĉ, dg(0)⟩, ⟨ĉ, d2g(0)u⟩ − ŝ⟨dg(0)u, dg(0)⟩, ⟨dg(0)u, dg(0)û⟩, ĉ3 + k1ŝ)

e

A(ĉ, ŝ, û) = 0 ⇔


ĉ1 = ĉ2 = 0
ĉ3k − ŝ = 0

u⊥û
ĉ3 + kŝ = 0

Portanto, KerA = {(0, 0, v); v⊥u}.
Assim, se γ̃ é uma curva não-singular em F̃ passando por (x, [c : s], u) e transversal a π−1(x),

então γ = π ◦ γ̃ também é não-singular.

Observação 2.2.15 Segue do Teorema 2.2.11 e do Lema 2.2.14 que o conjunto dos ridges na

superf́ıcie, fora dos umb́ılicos, é uma união de curvas não-singulares. Se duas dessas curvas se

encontram em um ponto não umb́ılico, então para uma imersão genérica elas necessariamente

são de folhas diferentes do conjunto focal.

Para uma superf́ıcie não genérica, porém, linhas ridge de mesma folha do conjunto focal

podem se cruzar, e em tal ponto a esfera focal tem contato do tipo A4.

Observação 2.2.16 A projeção π : F̃ → X se fatora através do conjunto focal F , e fora dos

umb́ılicos a aplicação F̃ → F é um difeomorfismo global. Seja x um umb́ılico e (x, [c : s]) ∈ F ,

então π−1(x) = (x, [c : s]) × S1 ⊂ F̃ e a aplicação F̃ → F é uma explosão do centro umb́ılico

(x, [c : s]), como na Figura 2.3. Agora, qualquer curva regular passando por (x, [c : s], u)

transversal a π−1(x) passa de uma componente de F̃\π−1(x) a outra e, conseqüentemente, sua

projeção em F passa de uma folha para outra de F e sua imagem em X é não-singular. Por

outro lado, espera-se que a projeção de qualquer curva passando por π−1(x), mas contida em

uma componente de F̃\π−1(x), seja singular, ver Figura 2.4.
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F
F
~

X

x

π

π
-1
(x)

Figura 2.3: Conjunto Focal 1.

F
F
~

X

x

π

π
-1
(x)

Figura 2.4: Conjunto Focal 2.

2.3 Umb́ılicos

Um umb́ılico é um ponto na superf́ıcie onde as duas curvaturas principais são iguais e cada

direção é então principal. A geometria em, e na vizinhança de, um umb́ılico é regida pela forma

cúbica

C = ⟨n, d3g⟩ − 3k⟨dg, d2g⟩ = dIIx − kdIx

onde k é a única curvatura principal no umb́ılico x e n é o vetor normal unitário escolhido na

definição de IIx. C é chamada a cúbica intŕınseca no umb́ılico e diz-se que o umb́ılico é eĺıptico,

hiperbólico ou parabólico de acordo com C.

Definição 2.3.1 Uma forma cúbica C é dita ortogonal se existe um par de vetores ortogonais

não nulos u e v tais que Cuv = 0.

Observação 2.3.2 Sobre formas cúbicas, ver apêndice.

Proposição 2.3.3 Seja x um umb́ılico cuja forma cúbica intŕınseca C não é ortogonal, então:

(i) Se x é eĺıptico, então não existem curvas de curvatura principal constante passando por x

e as curvas próximas de curvas de curvatura principal constantes são curvas fechadas em

torno de x;

(ii) Se x é hiperbólico, então existem duas curvas de curvatura principal constante não-singulares

passando por x com tangentes nas direções hessianas de x.
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Demonstração:

A demonstração se encontra em [16].

Observação 2.3.4 Considere na superf́ıcie X duas funções curvatura principal, cada uma

correspondente a uma folha do conjunto focal. Porém, as curvas não-singulares de curvatura

constante k, na Proposição 2.3.3, passam de uma folha para outra, e então suas projeções em

X não são curvas de curvatura pincipal constante. As curvas de curvatura pincipal constante

são singulares em um umb́ılico. Nas figuras abaixo tem-se as curvas de curvatura principal

constante para os dois tipos de umb́ılico, com as linhas cont́ınuas para uma folha do conjunto

focal e linhas pontilhadas para a outra folha.

F
~

π
-1
(x)

Figura 2.5: Umb́ılico Eĺıptico.

F
~

π
-1
(x)

Figura 2.6: Umb́ılico Hiperbólico.

Proposição 2.3.5 O conjunto focal F̃ é uma subvariedade (bidimensional) de Ñ se, em cada

ponto umb́ılico de X, a cúbica intŕınseca não é ortogonal.

Demonstração:

Considere a aplicação ψ do Lema 2.2.14, então F̃ = ψ−1(0). Assim, F̃ é uma subvariedade

se ψ é uma submersão em ψ−1(0), isto é, se [dψ] é sobrejetora, ou equivalentemente, se [dψ]t

(transposta de [dψ]) é injetora.

Suponha que [dψ]t(a, b, t) = 0, a, b ∈ R2, t ∈ R e considere a imersão na forma de Monge

em x, então 
V2 V3u 0

⟨ . , dg⟩ ⟨ . , d2gu⟩ 0
0 −⟨dgu, dg⟩ 0
0 V2 ⟨dgu, dg⟩

 ·

 a
b
t

 = 0

(i) V2a+ V3ub = 0

(ii) ⟨dg, a⟩+ d2gub = 0

(iii) ⟨dgu, dgb⟩ = 0
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(iv) V2b+ t⟨dgu, dg⟩ = 0

Aplicando (iv) em u, obtemos que t = 0, pois V2u = 0, logo V2bu = V2ub = 0 e então

V2b = 0. Se x não é umb́ılico, V2b = 0 implica que b é um múltiplo escalar de u (isto é, b

está no autoespaço gerado por u), então por (iii) b = 0 (pois se b = αu, então α⟨dgu, dgu⟩ =
⟨dgu, dgb⟩ = 0 ⇒ α = 0 ⇒ b = 0), e então por (ii), a = 0. Portanto, [dψ]t é injetora.

Por outro lado, se x é umb́ılico então V2 = 0, então por (i) V3ub = 0 e por (iii) ⟨dgu, dgb⟩ = 0.

Assim, b = 0 ou V3 é ortogonal. Mas V3 é um múltiplo escalar de C que por hipótese é não

ortogonal. Então, b = 0 e, novamente, [dψ]t é injetora.

Proposição 2.3.6 Seja x um umb́ılico da imersão g, então a singularidade D4 de ϕm (m como

acima) é apresentada transversalmente se, e somente se, a cúbica intŕınseca C no umb́ılico é

não ortogonal com respeito à primeira forma fundamental de g.

Demonstração:

Escreva g na forma de Monge

g(x, y) = (x, y, h(x, y)), h ∈ M2
2.

Considere h(x, y) =
k

2
(x2 + y2) +

1

6
C(x, y)3 + H(x, y), com H(x, y) ∈ M4

2. Então, k é a

curvatura em x e C é a cúbica intŕınseca.

Com c = (c1, c2, c3), segue que

ϕm(x, y) = ⟨c, g(x)⟩ − 1

2
s|g(x)|2 + ρ =

= c1x+ c2y + c3h(x, y)−
1

2
s(x2 + y2 + h2(x, y)) + ρ

Assim, dϕm = 0 ⇔ c1 = c2 = 0 e d2ϕm = 0 ⇔ s = kc3. Então, o centro umb́ılico está em

m = [c : s : ρ] = [(0, 0, 1) : k : 0] e ϕm toma a forma

ϕm(x, y) = h(x, y)− 1

2
k(x2 + y2 + h2(x, y)) =

=
k

2
(x2 + y2) +

1

6
C(x, y)3 +H(x, y)− k

2
(x2 + y2 + h2(x, y)) =

=
1

6
C(x, y)3 +H(x, y)− k

2
h2(x, y)

Pondo C(x, y)3 = ax3 + 3bx2y + 3cxy2 + dy3, tem-se



35

∂ϕm

∂x
=

1

6
(3ax2 + 6bxy + 3cy2) +

∂H

∂x
− k

2

(
2h(x, y) · ∂h

∂x

)
=

=
1

2
(ax2 + 2bxy + cy2) +

∂H

∂x
− k

(
k

2
(x2 + y2) +

1

6
C(x, y)3 +H(x, y)

)
· ∂h
∂x

=

=
1

2
C(1, 0)(x, y)2 +

∂H

∂x

− k

(
k

2
(x2 + y2) +

1

6
C(x, y)3 +H(x, y)

)
·
(
kx+

1

2
C(1, 0)(x, y)2 +

∂H

∂x

)
=

=
1

2
C(1, 0)(x, y)2

(
1− k

(
k

2
(x2 + y2) +

1

6
C(x, y)3 +H(x, y)

))
+

+
∂H

∂x

(
1− k

(
k

2
(x2 + y2) +

1

6
C(x, y)3 +H(x, y)

))

− k2x

(
k

2
(x2 + y2) +

1

6
C(x, y)3 +H(x, y)

)
=

=
1

2
C(1, 0)(x, y)2

(
1− k

(
k

2
(x2 + y2) +

1

6
C(x, y)3 +H(x, y)

))
+H1(x, y), H1(x, y) ∈ M3

2

Analogamente, obtém-se

∂ϕm

∂y
=

1

6
(3bx2 + 6cxy + 3dy2) +

∂H

∂y
− k

2

(
2h(x, y) · ∂h

∂y

)
=

=
1

2
C(0, 1)(x, y)2

(
1− k

(
k

2
(x2 + y2) +

1

6
C(x, y)3 +H(x, y)

))
+H2(x, y), H2(x, y) ∈ M3

2

Portanto o espaço tangente estendido a ϕm é

TKeϕm = ⟨C(x, y)3 +H(x, y)− k

2
h2(x, y), C(1, 0)(x, y)2 +H1(x, y), C(0, 1)(x, y)

2 +H2(x, y)⟩,

com Hi(x, y) ∈ M3
2, i = 1, 2.

Como a singularidade não pode ser mais degenerada que um D4, por causa da codimensão,

segue que C não é parabólica (pois, do contrário C
K∼ x2y e a singularidade seria pior que um

D4). Então, C é equivalente a x2y + y3 ou a x2y − y3. É preciso mostrar que TKeϕm ⊃ M3
2:

Primeiro veja que M3
2 ⊂ TKeϕm +M4

2. De fato,

M3
2 = ⟨x3, x2y, xy2, y3⟩.

Observe que

x3 = x(x2 + 3y2 +Hy)− 3xy2 − xHy =

= x(x2 + 3y2 +Hy)− 3
(
1
2
y(2xy +Hx)− 1

2
yHx

)
− xHy =

= x(x2 + 3y2 +Hy)− 3
2
y(2xy +Hx) +

3
2
yHx − xHy
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Então, x3 ∈ TKeϕm +M4
2.

Também,

y3 = (x2y + y3 +H)− x2y −H ∈ Tkeϕm +M4
2

x2y =
1

2
x(2xy +Hx)−

1

2
xHx ∈ Tkeϕm +M4

2

xy2 =
1

2
y(2xy +Hx)−

1

2
yHx ∈ Tkeϕm +M4

2

Portanto, M3
2 ⊂ TKeϕm +M4

2.

Agora, ϕm
K∼ x2y ± y3 +H, H ∈ M4

2 e então,

TKeϕm
K∼ ⟨x2y ± y3 +H, 2xy +Hx, x

2 ± 3y2 +Hy⟩.

Segue dáı que M3
2 ⊂ TKeϕm +M4

2 = TKeϕm +M2(M
3
2 ) e, pelo Lema de Nakayama B.2.3,

M3
2 ⊂ TKeϕm.

Lembrando que
Φ : X ×Me −→ R

(x,m) 7−→ ϕm(x) = fm ◦ g(x)
ou melhor,

Φ(x, [c : s : ρ]) = c1x+ c2y + c3h(x, y)−
1

2
s(x2 + y2 + h2(x, y)) + ρ

é uma deformação a s parâmetros de ϕm, segue que

∂Φ

∂C1

([(0, 0, 1) : k : 0]) = x

∂Φ

∂C2

([(0, 0, 1) : k : 0]) = y

∂Φ

∂C3

([(0, 0, 1) : k : 0]) = h(x, y)

∂Φ

∂s
([(0, 0, 1) : k : 0]) = −1

2
(x2 + y2 + h2(x, y))

∂Φ

∂ρ
([(0, 0, 1) : k : 0]) = 1

Assim,

TKeϕm + R{ϕ̇i} = TKeϕm + R{ϕ̇i}+M3
2 =

= ⟨C(x, y)3 +H(x, y)− k
2h

2(x, y), C(1, 0)(x, y)2 +H1, C(0, 1)(x, y)2 +H2⟩ +

+ R{1, x, y, h(x, y), x2 + y2 + h2}+M3
2 =

= ⟨C(x, y)3 +H(x, y), C(1, 0)(x, y)2, C(0, 1)(x, y)2⟩+ R{1, x, y, x2 + y2}+M3
2 =

= R{1, x, y, C(1, 0)(x, y)2, C(0, 1)(x, y)2, x2 + y2}+M3
2
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Segue dáı que Φ é uma deformação k-versal de ϕm se, e somente se, os termos quadráticos

acima são independentes e isto ocorre se, e somente se, a cúbica C não é ortogonal em relação

à x2 + y2 (a primeira forma fundamental). De fato,

TKeϕm + R{ϕ̇i} = R{1, x, y, C(1, 0)(x, y)2, C(0, 1)(x, y)2, x2 + y2}+M3
2 = ε2 (2.2)

se, e somente se, os termos quadráticos são linearmente independentes.

Escreva

C(1, 0)(x, y)2 = ax2 + 2bxy + cy2

C(0, 1)(x, y)2 = bx2 + 2cxy + dy2

e então os termos quadráticos na equação (2.2) são linearmente independentes se, e somente

se, o sistema 
ax2 + 2bxy + cy2 = 0
bx2 + 2cxy + dy2 = 0
x2 + y2 = 0

tem uma única solução, isto é, se, e somente se, o determinante D da matriz dos coeficientes

for não nulo:

D =

∣∣∣∣∣∣
a 2b c
b 2c d
1 0 1

∣∣∣∣∣∣ = 2[(bd− c2) + (ac− b2)] ̸= 0

Esta é a condição algébrica, que pode ser expressa geometricamente: associada à cúbica

C(x, y)3 está a sua forma Hessiana que é dada por

H(x, y)2 = (ac− b2)x2 + (ad− bc)xy + (bd− c2)y2.

Para simplificar, escreva α = (ac− b2), β = (ad− bc) e γ = (bd− c2), então

H(x, y)2 = αx2 + βxy + γy2.

As ráızes de H são as direções Hessianas de C, e C é dita ortogonal com respeito a uma

forma quadrática Q se Quv = 0, onde u e v são quaisquer direções Hessianas de C.

Note que D = 0 se, e somente se, C é não ortogonal com respeito à primeira forma funda-

mental.

Observe inicialmente que o discriminante de H é ∆ = β2− 4αγ e então para α ̸= 0 as ráızes

de H são dadas (nos complexos) por((
−β ±

√
β2 − 4αγ

2α

)
y, y

)

e então as direções Hessianas são

u = (−β +
√
β2 − 4αγ, 2α) e v = (−β −

√
β2 − 4αγ, 2α)
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Assim,

⟨u, v⟩ = 0 ⇔ β2 − (β2 − 4αγ) + 4α2 = 0 ⇔ 4α2 + 4αγ = 0 ⇔ 4α(α+ γ) = 0
α̸=0⇐⇒ α = −γ,

isto é, ac− b2 = −(bd− c2) e dáı, D = 0.

Resta considerar o caso em que α = 0:

H(x, y)2 = βxy + γy2 = y(βx+ γy)

seu discriminante é ∆ = β2 e D = 2γ.

Como C(x, y)3 não pode ser parabólica, deve-se ter β ̸= 0. Então, as direções Hessianas de

C são u = (1, 0) e v =

(
−γ
β
, 1

)
que são ortogonais se, e só se, γ = 0, isto é, se, e somente se,

D = 0.

2.3.1 Propriedades da Singularidade D4

A relação entre a Proposição 2.3.5 e a Proposição 2.3.6 é que o conjunto

{(m,x, u) ∈M × S1X; dϕm = d2ϕmu = 0}

correspondendo a F̃ é uma subvariedade de M × S1X perto de um umb́ılico se a singularidade

D4 é apresentada transversalmente.

De fato, o conjunto {(m,x, u) ∈ M × S1X; dϕm = d2ϕmu = 0} se projeta sobre F̃ pela

projeção π :M×S1X → P3(R)×S1X (na verdade, π projetaM×S1X em N×S1X). Suponha

que perto de um umb́ılico a singularidade D4 seja apresentada transversalmente. Então, pela

Proposição 2.3.6, a cúbica intŕınseca C não é ortogonal e, portanto, pela Proposição 2.3.5, F̃ é

uma subvariedade. Assim, o conjunto acima é uma subvariedade de M × S1X.

Existem dois tipos de singularidade D4: hiperbólica (D+
4 ) com forma normal x(x2 + y2)

e eĺıptica (D−
4 ) com forma normal x(x2 − y2). Como as duas primeiras derivadas da forma

normal de uma singularidade do tipo D4 se anulam, a terceira derivada é intŕınseca, e então a

singularidade D4 é hiperbólica ou eĺıptica de acordo com a terceira derivada da forma normal.

Em um umb́ılico na superf́ıcie, esta terceira derivada intŕınseca é, a menos de um múltiplo

escalar, a cúbica intŕınseca no umb́ılico.

Seja f(x, y) = x(x2 − y2) a forma normal de uma singularidade D−
4 e considere a seguinte

deformação versal de f :

F (x, y, s, t, u, v) = x(x2 − y2) + sx2 + tx+ uy + v.

Tem-se que:
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∂F

∂x
= 3x2 − y2 + 2sx+ t e

∂F

∂y
= −2xy + u.

Procura-se os pontos singulares de F (x, y, s, t, u, v) que são mais degenerados, isto é, aqueles

cujo determinante Hessiano é nulo, mas também que, nestes pontos, a hessiana seja não nula,

isto é, tenha corank 1. Deve-se ter

det HessF =

∣∣∣∣ 6x+ 2s −2y
−2y −2x

∣∣∣∣ = −4(3x2 + sx+ y2) = 0,

ou seja, sx = −(3x2 + y2). Substituindo a equação anterior em
∂F

∂x
= 0, tem-se

3x2 − y2 − 2(3x2 + y2) = 0

−3x2 − 3y2 = −t

x2 + y2 =
t

3
,

e portanto t ≥ 0.

Pode-se parametrizar x e y pondo

x =

√
t

3
cos θ e y =

√
t

3
senθ,

com θ ∈ [0, 2π), e então,

u = 2xy = 2
t

3
cos θsenθ =

t

3
sen2θ

s = −
√
t

3
(3 cos θ + senθ tan θ)

Assim, para cada t > 0 obtém-se uma curva λt no plano us. Esta curva é singular nos

pontos θ = ±π
4
e θ ± 3π

4
, pois

du

dθ
e
ds

dθ
se anulam nestes pontos.

Os pontos singulares de λt, para θ = ±π
4

e θ = ±3π

4
, respectivamente, são:

(
t

3
,−2

√
2

√
t

3

)

e

(
− t

3
, 2
√
2

√
t

3

)
. Tem-se assim definidas em R3 duas curvas não singulares

t 7−→ (s, t, u) =

(
−2

√
2

√
t

3
, t,

t

3

)
, t > 0

t 7−→ (s, t, u) =

(
2
√
2

√
t

3
, t,− t

3

)
, t > 0.

Pondo θ =
π

4
e θ =

3π

4
nas expressões de x e y, obtém-se duas curvas não-singulares em

R2 × R3 dadas por:

t 7−→

(√
2

2

√
t

3
,

√
2

2

√
t

3
,−2

√
2

√
t

3
, t,

t

3

)
, t > 0
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t 7−→

(
−
√
2

2

√
t

3
,

√
2

2

√
t

3
, 2
√
2

√
t

3
, t,− t

3

)
, t > 0.

Como x = ±
√
2

2

√
t

3
, segue que x2 =

t

6
, e então t = 6x2. Assim, é posśıvel reparametrizar

as curvas acima por:

x 7−→ (x, x,−4x, 6x2, 2x2)

x 7−→ (x,−x,−4x, 6x2,−2x2)

Quando x = 0, detHessF = y2, logo detHessF = 0 ⇔ y = 0. Então deve-se ter s ̸= 0

para que a Hessiana de F seja não nula. Com isto, obtém-se t = u = 0. Assim, tem-se uma

outra curva não singular em R2 × R3 :

s 7−→ (0, 0, s, 0, 0)

É preciso mostrar que, em cada ponto de cada uma destas curvas, F tem uma singularidade

do tipo A−
3 (exceto na origem, onde a singularidade é D4).

Começando com a curva s 7→ (0, 0, s, 0, 0), mostra-se que no parâmetro λ = (s, 0, 0), o ponto

(0, 0) é uma singularidade de Fλ do tipo A3. E, neste caso tem-se

Fλ(x, y, s, t, u, v) = x3 − xy2 + sx2

que é exatamente o 3-jato de Fλ na origem, (j3Fλ(0, 0)).

Para saber se j3Fλ(0, 0) tem a forma normal de uma singularidade do tipo A−
3 é preciso

verificar as seguintes condições descritas em [21]: sendo

Aij =
1

i!(j − i)!

∂jj3Fλ

∂xj−i∂yi
, deve-se ter A33 = 0 e A44 −

1

4
A2

23 ̸= 0.

Nesse caso, tem-se A33 = 0, A44 = 0 e A23 = −1. Logo, a condição para singularidade

do tipo A3 está verificada. Então, em cada ponto desta curva, F tem singularidades do tipo A3.

Para as outras curvas o procedimento é análogo.

Agora, seja f(x, y) = x(x2 − y2) a forma normal de uma singularidade D+
4 e a seguinte

deformação versal de f :

F (x, y, s, t, u, v) = x3 + xy2 + sx2 + tx+ uy + v.

Tem-se que:

∂F

∂x
= 3x2 + y2 + 2sx+ t e

∂F

∂y
= 2xy + u



41

detHessF =

∣∣∣∣ 6x+ 2s 2y
2y 2x

∣∣∣∣ = 4(3x2 + sx− y2) = 0,

ou seja, sx = −3x2 + y2. Substituindo a equação anterior em
∂F

∂x
= 0, obtém-se

3x2 + y2 + 2(−3x2 + y2) + t = 0

−3x2 + 3y2 = −t

x2 − y2 =
t

3
,

então, para θ ∈ R, se t ̸= 0:

x =

√
t

3
cosh θ e y =

√
t

3
senhθ, se t > 0

e

x =

√
−t
3

senhθ e y =

√
−t
3

cosh θ, se t < 0

E assim, se t > 0,

u =
−t
3

senh(2θ)

s = −3x+
y2

x
=

√
t

3

(
−3 cosh θ +

senh2θ

cosh θ

)
e esta é uma curva não-singular.

Se t < 0

u =
t

3
senh(2θ)

s =

√
−t
3

(
−3senhθ +

cosh2 θ

senhθ

)
que também é não-singular.

Se t = 0, então y = ±x e

u = −2x(±x) = ∓2x2

sx = −3x2 + y2 = −3x2 + x2 = −2x2 ⇒ s = −2x, x ̸= 0

Tem-se então três curvas

x 7−→ (x,±x,−2x, 0,±2x2)

s 7−→ (0, 0, s, 0, 0)

das quais apenas a última representa singularidade A3 de F .

Outra propriedade importante de uma singularidadeD−
4 , mas não de uma singularidadeD+

4 ,

é que pela origem no espaço de parâmetros passa uma curva em cada ponto da qual (exceto
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na origem) a função perturbada tem três singularidades do tipo A−
1 . Considerando a mesma

deformação anterior, tem-se:

F (x, y, s, t, u, v) = x3 − xy2 + sx2 + tx+ uy + v

∂F

∂x
= 0 ⇔ 3x2 − y2 + 2sx+ t = 0 e

∂F

∂y
= 0 ⇔ −2xy + u = 0

Fazendo u = v = 0 obtém-se as seguintes soluções:

Se x = 0 então t = y2, e a curva é (0, y, s, y2, 0, 0).

Se y = 0 então t = −3x2 − 2sx e a curva é (x, 0, s,−3x2 − 2sx, 0, 0).

E então fazendo s = 2a, tem-se a curva (s, t, u, v) = (2a, a2, 0, 0) com as singularidades

(x, y) = (0, a), (x, y) = (0,−a) e (x, y) = (−a, 0). Nesses três pontos o determinante Hessiano

é não nulo.

2.3.2 Geometria de uma superf́ıcie genérica próximo de um umb́ılico

Teorema 2.3.7 Seja x um umb́ılico eĺıptico (respectivamente, hiperbólico) da imersão g. Então,

passando por x existem 3 (respectivamente, 1) ridges, cada um sendo uma curva não-singular.

Mais ainda, em uma vizinhança suficientemente pequena de um umb́ılico todos os pontos ridges

são férteis (ou hiperbólicos). Em cada ponto ridge existe uma direção principal associada, e

as direções ráızes da cúbica intŕınseca no umb́ılico são os valores limite das direções principais

quando nos aproximamos dos umb́ılicos ao longo dos ridges. Se u é uma dessas direções ráızes

e C é a cúbica intŕınseca, então o vetor tangente ao ridge associado é x̂ satisfazendo Cuvx̂ = 0,

com v ortogonal a u.

Demonstração:

Seja x um umb́ılico da imersão g e considere a deformação

Φ : X ×M −→ R
(x,m) 7−→ ϕm(x) = fm ◦ g(x)

Seja m a esfera focal correspondente ao umb́ılico x. Se x é eĺıptico, existem 3 curvas em

X×M passando por (x,m) tais que, em cada ponto de cada uma delas, a aplicação deformada

tem uma singularidade do tipo A−
3 . Se x é hiperbólico existe somente uma tal curva.

Pela Proposição 2.2.8 essas curvas representam linhas ribs em X × M . Assim, no caso

eĺıptico existem 3 linhas ridges em x e no caso hiperbólico somente uma tal linha.

Precisa-se mostrar que essas linhas ridges são não-singulares.

O A2-conjunto de ϕm é o conjunto focal de X e sua dessingularização é o conjunto

Ã2 = {(m,x, u) ∈M × S1X; dϕm = d2ϕmu = 0}
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que, pelas Proposições 2.3.5 e 2.3.6, é uma subvariedade de M × S1X perto de um umb́ılico se

a singularidade D4 é apresentada transversalmente.

Seja α(t) = (x(t),m(t)) uma das linhas ribs definidas acima. Esta curva se levanta a

uma curva α̃(t) = (m(t), x(t), u(t)) em Ã2 não singular. Temos que α̃ é transversal ao ćırculo

unitário correspondente ao umb́ılico. Então, pelo Lema 2.2.14, a projeção de α̃ em X, isto é, a

curva x(t), é não-singular.

Para umb́ılico eĺıptico tem-se:

Teorema 2.3.8 Seja x um umb́ılico eĺıptico da imersão genérica g, com m a esfera umb́ılica.

Então, existe uma curva em M passando por m tal que, cada ponto desta curva, exceto m,

representa uma esfera tritangente, isto é, uma esfera tangente à superf́ıcie X em três pontos

distintos. Quando a esfera se aproxima de m, ao longo desta curva, os três pontos de tangência

se aproximam de x.

Demonstração:

De acordo com a segunda propriedade de um D−
4 , existe uma curva em M (espaço de

parâmetros), digamos m(t) passando por m, em cada ponto da qual (exceto m) a aplicação

deformada ϕm(t) tem três singularidades A−
1 . O resultado agora segue: a aplicação ϕm(t) corre-

sponde à perturbação

φ
m(t)

com o primeiro conjunto sendo o conjunto de zeros de um D−
4 e os pontos duplos representam

contato A−
1 .

Observação 2.3.9 O enunciado do teorema anterior pode ser reescrito na forma: Em qualquer

vizinhança de um umb́ılico eĺıptico existem três pontos com uma esfera tangente comum.

Obtém-se assim, a seguinte lista dos vários tipos de contato esperados para uma imersão

genérica, as propriedades associadas e a intersecção da esfera dada com a superf́ıcie.
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Caṕıtulo 3

Contato com Ćırculos

Neste caṕıtulo estão definidos os conjuntos e a função vistos na Seção 1.4 adaptados para se

trabalhar com ćırculos. Muitos teoremas são apresentados para estabelecer o tipo de contato

entre ćırculos e superf́ıcies. Aparece também o fenômeno conhecido como “curling up and

dying” em que o ćırculo osculador se reduz a um ponto quando há uma aproximação ao umb́ılico.

Existe uma relação entre este fenômeno e o ı́ndice do umb́ılico, que é mostrada no final do

caṕıtulo.

3.1 Definindo os ćırculos

Para este caṕıtulo seja

Me = {([c1 : s1 : ρ1], [c2 : s2 : ρ2]) ∈ P4(R)× P4(R); (c1, s1), (c2, s2) ̸= 0, [c1 : s1] ̸= [c2 : s2]}

Então, para m ∈Me, a aplicação fm é definida por

fm(y) =

(
⟨c1, y⟩ −

1

2
s1|y|2 + ρ1, ⟨c2, y⟩ −

1

2
s2|y|2 + ρ2

)

Observe que f−1
m (0) é a intersecção de duas esferas com centros (c1, s1) e (c2, s2). Se s1 = 0

então, a primeira esfera será um plano, o mesmo acontece para s2 = 0. Se s1 = s2 = 0 este

ćırculo se degenera em uma reta. Também, Me não é uma representação fiel da famı́lia de

ćırculos em R3, pois a escolha de esferas intersectando em um dado ćırculo pode dar origem a

uma redundância, isto é, diferentes pares de esferas podem dar origem a um mesmo ćırculo.

45
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Defina M como o subconjunto aberto de Me para o qual f−1
m (0) é um ćırculo genúıno (não-

vazio e não-singular).

Como no caṕıtulo anterior, da famı́lia de aplicações fm, defina F : R × Me → R2 por

F (x,m) = fm(x), e Φ e ϕm por

Φ : X ×M −→ Rp

(x,m) 7−→ ϕm(x) = fm ◦ g(x)

Para determinar o quão alta pode ser a k-codimensão das singularidades é preciso considerar

os seguintes fatos:

1. Se W é uma k-órbita em Jr(X,R2), então a codimensão de W , para r suficientemente

grande, é duas unidades maior do que a k-codimensão da singularidade que ela representa

(os ćırculos são considerados como conjuntos de zeros ao invés de conjuntos de ńıvel).

2. dim(X ×Me) = 10

3. Existe uma redundância bidimensional na parametrização do conjunto de ćırculos em R3,

isto é, dois pares distintos de esferas podem dar origem a um mesmo ćırculo.

De (2) e (3) espera-se que jr1Φ encontre subvariedades k-invariantes de codimensão no

máximo oito, então, de (1), as aplicações ϕm irão exibir singularidades de k-codimensão no

máximo seis.

Para utilizar o Teorema de Genericidade 1.4.4, considere o subconjunto de Jr(X,R2) de

singularidades de k-codimensão no máximo seis. Este tem uma estratificação regular por um

número finito de k-órbitas {W1, ...,Ws}. O complementar desse subconjunto é algébrico, então

{W1, ...,Ws} pode ser estendido a uma estratificação regular de Jr(X,R2), {W1, ...,Wt}. Seja

R =
t∩

i=1

RWi
. Este conjunto é aberto e denso, embora o Wi possa não ser fechado, pois o fecho

de cada Wi contém um Wj de dimensão menor.

Para este caṕıtulo, dado um subconjunto aberto e denso R′ de Imm(X,R3), a imersão g é

genérica se g ∈ R ∩R′. Para uma tal imersão todas as singularidades de ϕm são k-versalmente

deformadas por Φ.

Se m ∈M , então as únicas singularidades que aparecem são as do tipo Ak, pois a aplicação

ϕm é K-equivalente a uma suspensão de uma aplicação de R em R. Porém, caracteŕısticas

interessantes ocorrem para m ∈Me\M onde podem aparecer singularidades de corank 2.

Definição 3.1.1 Considere um ćırculo contido em um plano. A reta que passa pelo centro do

ćırculo e é normal ao plano que o contém é chamada eixo do ćırculo.
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x

N

eixo

m

X

π

r

Figura 3.1: Eixo do ćırculo m tangente à superf́ıcie X em x.

Suponha que o ćırculo m é tangente à superf́ıcie em x, como na Figura 3.1. Para representar

esse ćırculo pode-se escolher quaisquer duas esferas distintas passando por x com centros no

eixo do ćırculo. Assim, m é tangente à superf́ıcie em x se, e somente se, seu eixo passa pela

normal N à superf́ıcie em x. De fato, considere o plano π que contém o ćırculo m e uma reta r

contida em π passando por x e pelo centro do ćırculo. Então, o eixo do ćırculo é perpendicular

a r. Pelo teorema das três perpendiculares [9], existe um ponto de intersecção entre o eixo e a

reta N normal à superf́ıcie em x. Por outro lado, se N e o eixo fossem reversas, o ćırculo m não

seria tangente à superf́ıcie no ponto x, pois, neste caso, o vetor tangente ao ćırculo no ponto x

não estaria em TxX.

Existem dois pontos importantes no eixo, um onde o eixo encontra a normal, denotado por

(c1, s1), e outro onde encontra o plano tangente, denotado por (c2, s2). Sejam

V (x) =< c1, g(x) > −1

2
s1|g(x)|2 e W (x) =< c2, g(x) > −1

2
s2|g(x)|2

as funções distância ao quadrado apropriadas. Assim,

ϕm(x) = (V (x) + ρ1, W (x) + ρ2) .

Denote por Vi e Wi a i-ésima derivada, respectivamente, de V e W em x.

As condições para ϕm ter singularidade do tipo Ak em x, para k = 1, ..., 4 são, cumulativa-

mente: [18]

A1: W1u = 0, para algum u ̸= 0

A2: V2u
2 = 0; W2u

2 +W1v = 0, para algum v
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A3: V3u
3 + 3V2uv = 0; W3u

3 + 3W2uv +W1w = 0, para algum w

A4: V4u
4 + 6V3u

2v + 3V2v
2 + V2uw = 0;

W4u
4 + 6W3u

2v + 3W2v
2 +W2uw +W1z = 0, para algum z

Isto segue da condição que um germe de aplicação φ : (R2, 0) → (R2, 0) tem uma singulari-

dade do tipo Ak se existe uma curva imersa γ : (R, 0) → (R2, 0) tal que φ ◦ γ tem k-jato zero

na origem, mas dφ(0) ̸= 0.

Antes de dar continuidade, será dada uma pausa para fazer um comentário a respeito do

Teorema de Meusnier e definir a Esfera de Meusnier.

3.2 O Teorema de Meusnier

Teorema 3.2.1 (Meusnier) Os centros de curvatura de todas as curvas em uma superf́ıcie X

que passam por um ponto x arbitrário fixado e cujos vetores tangentes a x tem mesma direção,

diferente das direções assintóticas, estão em um ćırculo de raio 1
2
|R| que está contido no plano

normal e tem um contato de, no mı́nimo, primeira ordem com X em x. Aqui |R| é o raio de

curvatura da secção normal no ponto x. [12]

Os ćırculos de curvatura de todas as secções planas de X com reta tangente comum em x,

cujas direções são diferentes das direções assintóticas, pertencem a uma esfera. Tal esfera é a

chamada Esfera de Meusnier definida mais adiante.

Em outras palavras, o Teorema de Meusnier pode ser enunciado da seguinte maneira: Todas

as curvas de uma superf́ıcie que tem, em um dado ponto, a mesma reta tangente, tem mesma

curvatura normal. [6]

Observação 3.2.2 Uma ilustração deste teorema pode ser observada utilizando o programa

Superficies [1]. A Figura 3.2 mostra um elipsóide recortado por um plano que passa por um

ponto na superf́ıcie, chamado x (vermelho), e é ortogonal à direção tangente à superf́ıcie no

ponto x, que é determinada pela reta r (azul). Um meio disco, em verde, corta o elipsóide em

uma curva α (branca), e contém a reta r e a reta s, sendo s normal à superf́ıcie em x (verde

claro). O ponto p (vermelho) no ćırculo c (verde claro) representa o centro de curvatura de

α em x e sua distância a x é o raio de curvatura |R| da secção normal no ponto x. A seta

(vermelha) representa o vetor curvatura de α em x. Na extremidade deste vetor passa uma reta

t (verde claro), paralela a uma reta cinza, q, que é tangente à superf́ıcie, ortogonal à reta r e

contém o ponto x. Observe agora a Figura 3.3, ao mover a extremidade do vetor ao longo desta
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reta t, obtém-se uma famı́lia de curvas (brancas), na superf́ıcie que compartilham a mesma reta

tangente em x, a reta r (azul). Os centros de curvatura descrevem um ćırculo, o ćırculo c, e

a direção do vetor curvatura, varia ao longo da reta t. Como a projeção ortogonal de todos os

pontos dessa reta sobre a reta normal à superf́ıcie em x vai para um mesmo ponto, então todas

as secções planas da superf́ıcie que tem mesma reta tangente em x tem a mesma curvatura

normal.

x

r

s
p

α

t
q

c

Figura 3.2: Teorema de Meusnier 1.

x

r

c
t

q

Figura 3.3: Teorema de Meusnier 2.

Definição 3.2.3 Seja u um vetor unitário tangente a X em x. A Esfera de Meusnier, denotada

por Mu, para a direção u em x é definida como a esfera tangente à superf́ıcie em g(x) com

curvatura gaussiana IIx(u, u) [16].

Observação 3.2.4 Como a curvatura gaussiana da Esfera de Meusnier, Mu, é IIx(u, u), então

o raio de Mu é r =
1√

IIx(u, u)
.

Observação 3.2.5 Se u é uma direção assintótica, então IIx(u, u) = 0, e dáı Mu é o plano

tangente em g(x).

Observação 3.2.6 Em [17] Montaldi define Esfera de Meusnier da seguinte maneira: para

qualquer vetor tangente não nulo u em x, a Esfera de Meusnier é a esfera tangente a X

em x com centro (c, s) no fibrado normal compactificado satisfazendo a equação ⟨c, d2gu2⟩ =

s⟨dgu, dgu⟩. Ele afirma que o comprimento do vetor u não é importante, isto é, a Esfera de

Meusnier depende apenas da direção de u. Aqui será mostrado que a Definição 3.2.3, de [16],

é equivalente à definição de Esfera de Meusnier dada em [17] quando o vetor u é unitário.
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De fato, tome g na forma de Monge, isto é, o sistema de coordenadas tem origem em g(x)

e o plano tangente a X passando por g(x) é o plano xy, assim, g(x) = 0 e pode-se tomar

dg(x)u = u e d2g(x)u = u′, como na Figura 3.4. Se Mu é a Esfera de Meusnier da Definição

3.2.3, então, sendo r o raio da esfera, segue que

IIx(u, u) =
1

r2

Mas IIx(u, u) = ⟨n, u′⟩, onde n é o vetor normal unitário. Por outro lado, como o centro da

esfera é [c : s], então o raio é r =
1

s
, logo s2 =

1

r2
e, portanto, s2 = ⟨n, u′⟩. Também tem-se

que c =
n

s
, assim, n = sc o que implica s2 = s⟨c, u′⟩ e, então, s = ⟨c, u′⟩. E como u é unitário,

segue que s⟨u′, u′⟩ = ⟨c, u′⟩.
Agora se Mu é a Esfera de Meusnier definida em [17], com |u| = 1, então, considerando

g(x) na forma de Monge, ⟨c, d2gu2⟩ = s⟨dgu, dgu⟩ ⇒ ⟨c, u′⟩ = s. Como, para n normal e

unitário, c =
n

s
, então s2 = ⟨n, u′⟩ = s, logo s2 = IIx(u, u). O raio de Mu é r =

1

s
, assim

IIx(u, u) =
1

r2
e, portanto, a curvatura gaussiana da Esfera de Meusnier Mu é IIx(u, u).

x

X

c
1

u
u'

T

eixo

N

Mu

u-círculox X

Figura 3.4: Esfera de Meusnier Mu com centro em (c1, s1).

No teorema seguinte, um u-ćırculo é um ćırculo tangente à superf́ıcie em x cujo vetor

tangente está na direção u. Observe que a única suposição de genericidade aparece na segunda

parte de (iv).

Teorema 3.2.7 Para qualquer imersão g : X → R3 e com Mu definido anteriormente, as

seguintes afirmações são válidas para cada vetor u não nulo tangente à superf́ıcie em x.

(i) Um u-ćırculo tem contato do tipo A2 com a superf́ıcie em g(x) se, e somente se, está em

Mu. (Este é o Teorema de Meusnier estendido para incluir o caso em que u é uma direção

assintótica)



51

(ii) Se u não é uma direção principal, então existe um único u-ćırculo emMu com, no mı́nimo,

contato do tipo A3 com a superf́ıcie em x.

(iii) Se x é não umb́ılico e se u é uma direção principal, então

(a) Se u não está associado a um ponto ridge, então não existe u-ćırculo com contato do

tipo A3 com a superf́ıcie.

(b) Se u está associado a um ponto ridge, então cada u-ćırculo em Mu tem, no mı́nimo,

contato do tipo A3 com a superf́ıcie de acordo com o ridge, se é hiperbólico, eĺıptico

ou de ordem mais alta.

(iv) Se x é um umb́ılico, então toda Mu coincide, e será chamada M . Dáı um ćırculo em

M tangente à superf́ıcie tem, no mı́nimo, contato do tipo A3 se, e somente se, seu vetor

tangente à superf́ıcie é uma raiz da cúbica intŕınseca C. Mais ainda, se u é uma raiz

de C e o umb́ılico é genérico, então exatamente um u-ćırculo em M terá, no mı́nimo,

contato do tipo A4 com a superf́ıcie. Assim, em um umb́ılico eĺıptico existem três ćırculos

com contato do tipo A4, enquanto que em um hiperbólico existe apenas um.

Demonstração:

(i) Uma singularidade do tipo Ak de ϕm corresponde a (k + 1)-ponto de contato e um u-

ćırculo é tangente à superf́ıcie, então a condição para contato do tipo A1 acima está

satisfeita, e assim, (c2, s2) é tal que W1u = 0. O ćırculo em questão tem contato do tipo

A2 com a superf́ıcie se, e somente se, V2u
2 = 0 e W2u

2 + W1v = 0 para algum v. A

segunda equação depende apenas de v e (c2, s2), então não impõe restrições sobre u e

(c1, s1). A primeira equação fica V2u
2 = ⟨c1 − s1g(x), d

2g(x)u2⟩ − s1⟨dg(x)u, dg(x)u⟩ = 0.

Considere g na forma de Monge, então a primeira equação pode ser escrita da seguinte

maneira ⟨c1, u′⟩ − s1⟨u, u⟩ = 0. Como u é unitário, então ⟨u, u⟩ = 1 e ⟨u, u′⟩ = 0, assim,

⟨c1, u′⟩ = s1. Seja n o vetor normal unitário e, como |c1| =
1

s1
, segue que c1 =

1

s1
n, e

então ⟨ 1
s1
n, u′⟩ = s1 ⇒ ⟨n, u′⟩ = s21 ⇒ IIx(u, u) = s21. Portanto,

1

s1
=

1√
IIx(u, u)

que é

o raio da Esfera de Meusnier, logo o centro de Mu é c1 e, como x é um ponto da esfera e

x pertence ao u-ćırculo, então o ćırculo está contido na Esfera de Meusnier. Agora, por

outro lado, se o ćırculo está contido na Esfera de Meusnier, então o centro da esfera é c1

e o raio é r =
1

s1
. Como o raio da Esfera de Meusnier Mu é r =

1√
IIx(u, u)

, segue que

IIx(u, u) = s21, isto é, ⟨n, u′⟩ = s21 ⇒ ⟨ 1
s1
n, u′⟩ = s1 ⇒ ⟨c1, u′⟩ = s1. Como u é unitário e

g(x) = 0, então ⟨c1 − s1g(x), u
′⟩ = s1⟨u, u⟩ ⇒ ⟨c1 − s1g(x), u

′⟩ − s1⟨u, u⟩ = 0 e, portanto,
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V2u
2 = 0, ou seja, o u-ćırculo tem, no mı́nimo, contato do tipo A2 com a superf́ıcie em

g(x).

(ii) As condições para se ter contato do tipo A3 são: V3u
3 + 3V2uv = 0; W3u

3 + 3W2uv +

W1w = 0, para algum w e com v satisfazendo W2u
2 +W1v = 0.

Se u não é uma direção principal, então V2u ̸= 0 (com (c1, s1) sendo o centro de Mu,

por (i)) e a primeira equação pode ser resolvida unicamente para v (módulo u). Então,

W2u
2 + W1v = 0 pode ser resolvida unicamente para (c2, s2), que determina o ćırculo

unitário unicamente (a segunda equação da condição para contato do tipoA3 é solucionada

para w).

(iii) Como u é direção principal V2u = 0, mas como x não é umb́ılico, então V2 ̸= 0. Pelo

Teorema 2.2.6, a condição para que u seja associado a um ridge é que V3u
3 = 0.

(a) Como u não é associado a um ridge, V3u
3 ̸= 0 e, como V2u = 0, então, não existe v

que satisfaça V3u
3+3V2uv = 0, logo não existe ćırculo que tenha contato do tipo A3

com a superf́ıcie.

(b) Nesse caso, V3u
3 = 0, logo todo v satisfaz V3u

3 + 3V2uv = 0, então não há restrições

para (c2, s2) na condição para contato do tipo A3.

A condição para contato do tipo A4 se reduz a V4u
4 + 6V3u

2v + 3V2v
2 = 0, dando

uma equação quadrática para v que é a mesma que determina o tipo de A3. Então,

existem duas, uma ou nenhuma soluções para v, e assim, para (c2, s2), de acordo

com o ridge ser hiperbólico, de ordem mais alta ou eĺıptico, respectivamente.

A segunda equação para a condição A4 pode ser resolvida para z.

(iv) Como x é umb́ılico, então V2 = 0 para (c1, s1) no centro da esfera umb́ılica. A cúbica

intŕınseca C é um múltiplo escalar de V3. Como em (iii)(a), se V3u
3 ̸= 0, então não

existem soluções para a condição A3, assim, cada u-ćırculo na esfera umb́ılica tem contato

do tipo A2.

Porém, se u é uma direção raiz, então a condiçãoA3 deixa v indeterminado (pois Cuv = 0),

assim, cada u-ćırculo tem, no mı́nimo, contato do tipo A3.

A condição para contato do tipo A4 fica V4u
4+6V3u

2v = 0, que é unicamente solucionada

para v desde que V3u
2 ̸= 0. A condição V3u

2 = 0 é a condição para que o umb́ılico seja

parabólico, o qual é não-genérico.

Existe uma intuição para o contato desses u-ćırculos na esfera de Meusnier com a superf́ıcie.

A intersecção de Mu com a superf́ıcie é determinada, por difeomorfismo, pelo tipo do ponto
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(c1, s1), como na Tabela 2.1. Por exemplo, se (c1, s1) é um rib fértil (hiperbólico), então Mu

intersecta a superf́ıcie em um par de curvas tangentes. Qualquer u-ćırculo em Mu é tangente a

ambas as curvas tendo, então, 2 + 2 = 4-ponto de contato com a superf́ıcie. Cada uma dessas

curvas tem um ćırculo osculador, resultando, então, em dois ćırculos com 2 + 3 = 5-ponto de

contato. Esta intuição funciona sempre que a intersecção determina o contato entre Mu e a

superf́ıcie. Para a situação do item (ii) do Teorema 3.2.7, Mu intersecta a superf́ıcie em x em

duas curvas transversais, uma das quais tem vetor tangente u, pois, como u não é uma direção

principal, então V2u ̸= 0 e V2u
2 = 0, logo Mu tem contato do tipo A−

1 com a superf́ıcie em

g(x). O ćırculo osculador para este ramo é o único u-ćırculo tendo 4-ponto de contato com

a superf́ıcie em x. Para esta situação pode-se aproximar a situação (iii)(a) do Teorema 3.2.7

onde u é uma direção principal.

Neste processo, a curvatura da curva de intersecção se torna infinita e o ćırculo osculador

se reduz a um ponto. Desde que este ćırculo osculador está sempre na apropriada esfera de

Meusnier, segue que o plano gerando este ćırculo se aproxima do plano tangente. Este fenômeno

é chamado “curling up and dying”.

Voltando à situação de um ponto arbitrário na superf́ıcie, pelo Teorema 3.2.7, em um dado

ponto x e para a maioria das direções tangentes u existe um único ćırculo com contato do tipo

A3 com a superf́ıcie, e para um número finito de direções (geralmente nenhuma) existe uma

famı́lia unidimensional de tais ćırculos com contato do tipo A3. Então, espera-se que existam

ćırculos com contato do tipo A4 com a superf́ıcie em qualquer ponto x. O próximo teorema diz

quantos tais ćırculos podem existir.

Teorema 3.2.8 Existe um conjunto aberto denso de imersões g : X → R3, tal que em qualquer

ponto x ∈ X existe, no máximo, dez ćırculos com, no mı́nimo, contato do tipo A4 com a

superf́ıcie em x.

Demonstração:

A demonstração deste teorema utiliza técnicas de geometria algébrica que estão fora do contexto

deste dissertação e se encontra em [16] ou em [17].

3.3 Na Vizinhança de um Umb́ılico

Muitos desses ćırculos com contato do tipo A4 de fato tem, no mı́nimo, contato do tipo

A5 com a superf́ıcie. Não é fácil afirmar muito sobre isso em geral, embora seja posśıvel obter

algumas informações na vizinhança dos umb́ılicos usando teoria de deformação.

Primeiro é preciso verificar como as singularidades Σ2 aparecem.
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Observação 3.3.1 Sobre singularidades dos tipos Σ2 e IVk, ver apêndice.

Observe que dϕm(x) = 0 se, e somente se, (c1, s1) e (c2, s2) estão ambos na reta normal à

superf́ıcie em x. De fato,

ϕm(x) = (V (x) + ρ1, W (x) + ρ2)

dϕm(x) = (⟨c1 − s1g(x), dg(x)⟩, ⟨c2 − s2g(x), dg(x)⟩)

Assim, dϕm(x) = 0 ⇔ V1(x, [c1 : s1]) = 0 eW1(x, [c2 : s2]) = 0, isto é, ⟨c1−s1g(x), dg(x)⟩ = 0

e ⟨c2 − s2g(x), dg(x)⟩ = 0, ou seja, (c1, s1) e (c2, s2) estão na reta normal à superf́ıcie em x.

Com isso, ϕm tem uma Σ2 singularidade e m = f−1
m (0) é o ponto isolado {x}, então

m ∈Me\M . Como antes, pode-se escolher (c1, s1) e (c2, s2) como quaisquer dois pontos distin-

tos no eixo do ćırculo m. Neste caso, o eixo é a reta normal à superf́ıcie em x e (c2, s2) é tomado

como sendo o ponto x, que por conveniência será a origem do R3, então escolha (c2, s2) = (0,−1)

obtendo-se ϕm(x) =

(
V (x, (c1, s1)) + ρ1,

1

2
|g(x)|2

)
. E, portanto, d2ϕm = (V2, ⟨dg, dg⟩).

Se x não é um umb́ılico da imersão g, então as duas formas quadráticas que aparecem em

d2ϕm são linearmente independentes com uma sendo positiva definida e, segue que, a Σ2 singu-

laridade que ocorre é um I2,2, na notação de Mather, que tem forma normal (x2 + y2, xy).

Se, por outro lado, x é umb́ılico, então as duas formas quadráticas são linearmente depen-

dentes e a singularidade é de um tipo mais alto. Desde que a forma quadrática que ocorre é

definida positiva, a singularidade é do tipo IVk, com k ≥ 3, que tem forma normal (x2+y2, xk).

A codimensão de uma singularidade do tipo IVk é 2k, então a única possibilidade para uma su-

perf́ıcie genérica é k = 3. Para este caso, pode-se escolher (c1, s1) como sendo o centro umb́ılico,

então d2ϕm = (0, ⟨dg, dg⟩). Tem-se que d3ϕm = (V3, 3⟨dg, d2g⟩).
Dáı, ϕm tem uma singularidade tipo IV3 em x se, e somente se, Ix = ⟨dg, dg⟩ não é um fator

da forma cúbica V3. Ou equivalentemente, ϕm tem uma singularidade tipo IV3 no umb́ılico

se, e somente se, a cúbica intŕınseca C tem representante harmônico não nulo com respeito a

primeira forma fundamental Ix.

Observação 3.3.2 Sobre representante harmônico de uma forma cúbica e direções harmônicas,

ver apêndice.

Teorema 3.3.3 Por qualquer umb́ılico genérico passam três curvas na superf́ıcie tais que, em

cada ponto de cada uma delas, existe um ćırculo com contato do tipo A5 com a superf́ıcie.

Aproximando-se do umb́ılico ao longo dessas curvas, as direções tangentes aos ćırculos se apro-

ximam das direções harmônicas do umb́ılico. Mais ainda, os raios dos ćırculos tendem a zero

e o plano que o gera se aproxima do plano tangente à superf́ıcie no umb́ılico.
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Demonstração:

A demonstração se encontra em [16].

Existem duas maneiras em que um ćırculo pode “curl up and die” aproximando-se do

umb́ılico x. Seja P um ponto em uma das curvas descritas no Teorema 3.3.3, também chamadas

A5-curvas, com o ćırculo apropriado chamado A5-ćırculo. Considere a projeção do A5-ćırculo

e sua reta tangente em P no plano tangente a X em x. Para P suficientemente perto de x

essas projeções são não-singulares. A distinção entre os dois tipos é a seguinte: para o tipo (i)

a projeção do ćırculo e o ponto x estão no lado oposto da projeção da reta tangente, enquanto

que para o tipo (ii) eles estão no mesmo lado, como na Figura 3.5.

x x

X
X

P
P

Mu
Mu

Tipo (i)
Tipo (ii)

Figura 3.5: Duas maneiras de um ćırculo “curl up and die”.

Equivalentemente, se c é o centro do ćırculo, então para os tipos (i) e (ii), (c − P )(x − P )

é, respectivamente, negativo ou positivo para P suficientemente próximo de x.

Associado a um umb́ılico está um número que é o ı́ndice da singularidade no umb́ılico do

campo de direções principais. Existe uma relação entre este ı́ndice e a cúbica intŕınseca. Em

resumo, qualquer forma cúbica real em (x, y) pode ser escrita como

αz3 + 3β̄z2z̄ + 3βzz̄2 + ᾱz̄3,

com z = x+ yi.

Para um umb́ılico genérico a cúbica intŕınseca tem parte harmônica não nula, então α ̸= 0.

Pode-se rotacionar o plano xy para fazer α = 1, assim a forma cúbica fica parametrizada por

β ∈ C. O umb́ılico tem, então, ı́ndice
1

2
se |β| > 1 e −1

2
se |β| < 1.

Teorema 3.3.4 Para uma imersão genérica, quando nos aproximamos de um umb́ılico ao

longo de qualquer uma das A5-curvas, a maneira em que o A5-ćırculo “ curls up and dies”

corresponde ao ı́ndice do umb́ılico como segue:

tipo (i): ı́ndice
1

2
e tipo (ii): ı́ndice −1

2



56

Demonstração:

Para provar este teorema cada ćırculo é imerso enquanto a superf́ıcie é o conjunto de zeros

da submersão. A aplicação composta agora é de R em R. Esta inversão de papéis da superf́ıcie

e do ćırculo não altera o problema de procurar singularidades do tipo A5, pelo Lema de Simetria

1.3.8.

Considere o umb́ılico como a origem do R3 e a superf́ıcie dada por

f(x, y, z) = h(x, y)− z = 0

com

h(x, y) =
1

2
B(x, y)2 +

1

6
C(x, y)3 +

1

24
D(x, y)4 +H(x, y)

onde H(0) = dH(0) = ... = d4H(0) = 0.

O A5-ćırculo em P pode ser imerso por

rP (t) = P + (a, a3)sen t+ (b, b3)(1− cos t),

onde a, b ∈ R2, (b, b3) = c − P e (a, a3) é o produto vetorial de (b, b3) com o vetor normal

unitário à superf́ıcie em P . Este ćırculo tem centro c e vetor tangente (a, a3) em P .

A aplicação de contato é, então,

f ◦ rP (t) = h(a sen t+ b(1− cos t))− a3 sen t− b3(1− cos t).

A condição para que a aplicação de contato tenha uma singularidade do tipo A5 é que as

cinco primeiras derivadas de f ◦ rP (t) se anulem em t = 0, com todas as derivadas de h em P ,

logo

A1 : dh(a cos t+ b sen t)− a3 cos t− b3 sen t |t=0 = 0

dha− a3 = 0

A2 : d2h(a cos t+ b sen t)2 + dh(−a sen t+ b cos t) + a3 sen t− b3 cos t |t=0 = 0

d2ha2 + dhb− b3 = 0

A3 : d3h(a cos t+ b sen t)3 + 3d2h(a cos t+ b sen t)(−a sen t+ b cos t) +

+ dh(−a cos t− b sen t) + a3 cos t+ b3 sen t |t=0 = 0

d3ha3 + 3d2hab− dha+ a3 = 0

d3ha3 + 3d2hab = 0
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A4 : d4h(a cos t+ b sen t)4 + 6d3h(a cos t+ b sen t)2(−a sen t+ b cos t) +

+ 3d2h[(−a sen t+ b cos t)2 − (a cos t+ b sen t)2] +

+ d2h(a cos t+ b sen t)(−a cos t− b sen t) +

+ dh(a sen t− b cos t)− a3 sen t+ b3 cos t |t=0 = 0

d4ha4 + 6d3ha2b+ 3d2h(b2 − a2)− d2ha2 − dhb+ b3 = 0

d4ha4 + 6d3ha2b+ 3d2hb2 − 3d2ha2 = 0

A5 : d5h(a cos t+ b sen t)5 + 10d4h(a cos t+ b sen t)3(−a sen t+ b cos t) +

+ 15d3h(a cos t+ b sen t)(−a sen t+ b cos t)2 − 10d3h(a cos t+ b sen t)3

− 15d2h(a cos t+ b sen t)(−a sen t+ b cos t) +

+ dh(a cos t+ b sen t)− a3 cos t− b3 sen t |t=0 = 0

d5ha5 + 10d4ha3b+ 15d3hab2 − 10d3ha3 − 15d2hab+ dha− a3 = 0

d5ha5 + 10d4ha3b+ 15d3hab2 − 10d3ha3 − 15d2hab = 0

Agora, como o ćırculo “curls up and dies”, então c tende a P , e dáı (a, a3), e (b, b3) tendem

a zero.

Sejam u, v vetores nas direções limites de (a, a3) e (b, b3) respectivamente.

Por A1 e A2 tem-se que u e v estão no plano tangente à superf́ıcie em 0, que ⟨u, v⟩ = 0 e

que pode-se tomar |u| = |v| = 1. De fato:

• u está no plano tangente à superf́ıcie, pois a3 = dha, logo existe um α tal que u =

α(a1, a2, dh(a1, a2)) e o plano tangente é gerado por {(1, 0, hx), (0, 1, hy)}.

• v está no plano tangente à superf́ıcie, pois b3 = dhb − d2ha2, logo existe um β tal que

v = β(b1, b2, dhb− d2ha2) e o plano tangente é gerado por {(1, 0, hx), (0, 1, hy)}.

• ⟨u, v⟩ = 0 pois (a, a3)⊥(b, b3)

Diferenciando as condições A3, A4 e A5 três vezes e avaliando em 0 obtém-se, com p̂ tangente

à A5-curva 
Cu3 + 3Cuvp̂ = 0

2Cu2v + Cv2p̂− Cu2p̂ = 0
3Cuv2 − 2Cu3 − 3Cuvp̂ = 0

(3.1)
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Eliminando Cuvp̂ na primeira e na terceira equações, tem-se Cu3 − 3Cuv2 = 0 que é

precisamente a condição para u ser uma direção harmônica no umb́ılico.

Expresse a forma cúbica como

C(x, y)3 = z3 + 3β̄z2z̄ + 3βzz̄2 + z̄3,

e seja β = s+ it. Então, para u = (x, y) e v = (−y, x), obtém-se

Cu3 = (x+ yi)3 + 3(s− ti)(x+ yi)2(x− yi) + 3(s+ ti)(x+ yi)(x− yi)2 + (x− yi)3 =

= (x3 + 3x2yi− 3xy2 − y3i) + 3(s− ti)[x3 + x2yi+ xy2 + y3i] +

+ 3(s+ ti)[x3 − x2yi+ xy2 − y3i] + x3 − 3x2yi− 3xy2 + y3i =

= 2x3 − 6xy2 + 6sx3 + 6sxy2 + 6tx2y + 6ty3 =

= (2 + 6s)x3 + (6s− 6)xy2 + 6tx2y + 6ty3 =

= 2(1 + 3s)x3 + 6(s− 1)xy2 + 6tx2y + 6ty3

Cuv2 = (x+ yi)(y − xi)2 + (s− ti)[2(x+ yi)(y − xi)(y + xi) + (x− yi)(y − xi)2] +

+ (s+ ti)[2(x− yi)(y − xi)(y + xi) + (x+ yi)(y + xi)2] + (x− yi)(y + xi)2 =

= −2x3 + 6xy2 + 2sx3 + 2sxy2 + 2tx2y + 2ty3 =

= (2s− 2)x3 + (6 + 2s)xy2 + 2tx2y + 2ty3 =

= 2(s− 1)x3 + 2(3 + s)xy2 + 2tx2y + 2ty3

Cu3 − 3Cuv2 = (2 + 6s)x3 + (6s− 6)xy2 + 6tx2y + 6ty3

− 3[(2s− 2)x3 + (6 + 2s)xy2 + 2tx2y + 2ty3] =

= [(2 + 6s)− 3(2s− 2)]x3 + [(6s− 6)− 3(6 + 2s)]xy2 + [6t− 3(2t)]x2y +

+ [6t− 3(2t)]y3 =

= 8x(x2 − 3y2)

Assim, as ráızes harmônicas, isto é, as ráızes de Cu3−3Cuv2 = 0, são u = (0, 1), u = (
√
3, 1)

e u = (−
√
3, 1). Sem perda de generalidade, pode-se tomar u = (0, 1), v = (−1, 0) e p̂ = (x, y),

e substituir em (3.1). Logo,

Cu3 = i3 + 3(s− ti)i2(−i) + 3(s+ ti)i(−i)2 + (−i)3 = −i+ 3si+ 3t− 3si+ 3t+ i = 6t
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Cuvp̂ = −i(x+ yi) + (s− ti)[(−i)(x+ yi) + i(x+ yi) + (−i)(x− yi)] +

+ (s+ ti)[i(x+ yi) + (−i)(x− yi) + i(x− yi)] + i(x− yi) =

= −xi+ y − sxi− sy − tx+ tyi+ sxi− sy − tx− tyi+ ix+ y =

= 2y − 2sy − 2tx

A primeira (e também a terceira) equação de (3.1) fica:

Cu3 + 3Cuvp̂ = 6t+ 3(2y − 2sy − 2tx) = 6t+ 6y − 6sy − 6tx = 6t+ 6(1− s)y − 6tx = 0

Cu2v = (−1)i2 + (s− ti)[2(−1)(−i)i+ (−1)i2] +

+ (s+ ti)[(−1)(−i)2 + 2(−1)i(−i)] + (−1)(−i)2 =

= 1− s+ ti− s− ti+ 1 =

= 2− 2s

Cv2p̂ = (x+ yi) + (s− ti)[2(x+ yi) + (x− yi)] + (s+ ti)[(x+ yi) + 2(x− yi)] + (x− yi) =

= 2x+ 3sx+ syi− 3txi+ ty + 3sx− syi+ 3txi+ ty =

= (6s+ 2)x+ 2ty

Cu2p̂ = i2(x+ yi) + (s− ti)[2i(−i)(x+ yi) + i2(x− yi)] + (s+ ti)[(−i)2(x+ yi) +

+ 2i(−i)(x− yi)] + (−i)2(x− yi) =

= −2x+ (s− ti)(x+ 3yi) + (s+ ti)(x− 3yi) =

= −2x+ sx+ 3syi− txi+ 3ty + sx− 3syi+ txi+ 3ty =

= (2s− 2)x+ 6ty

A segunda equação de (3.1) fica:

2Cu2v + Cv2p̂− Cu2p̂ = 2(2− 2s) + (6s+ 2)x+ 2ty − [(2s− 2)x+ 6ty] =

= 4− 4s+ 6sx+ 2x+ 2ty − 2sx+ 2x− 6ty =

= 4(s+ 1)x− 4ty − 4(s− 1) = 0

E assim (3.1) se torna
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tx+ (s− 1)y e (s+ 1)x− ty = (s− 1)

Resolvendo esse sistema, obtém-se

x =
t2 + (s− 1)2

s2 + t2 − 1
.

Como o sinal de ⟨p̂, v⟩ = x determina o sinal limite de (c − P )(x0 − P ): para o tipo (i)

⟨p̂, v⟩ > 0 e para o tipo (ii) ⟨p̂, v⟩ < 0, para C não ortogonal, isto é, s2 + t2 ̸= 1, segue que

• se s2 + t2 > 1, então ⟨p̂, v⟩ > 0 e o ı́ndice é
1

2
;

• se s2 + t2 < 1, então ⟨p̂, v⟩ < 0 e o ı́ndice é −1

2
.



Caṕıtulo 4

O Teorema de Banchoff, Gaffney e
McCrory

Neste caṕıtulo é apresentada uma generalização do Teorema de Banchoff, Gaffney e McCrory,

que é o teorema central do livro intitulado “Cusps of Gauss Mappings”, [4]. Nesta generalização

são considerados os contatos de uma superf́ıcie com esferas e ćırculos, sendo o plano considerado

como um caso especial de esfera, e a reta como um caso especial de ćırculo, pois o teorema

original trata apenas do contato de uma superf́ıcie com retas e planos. Primeiramente é apre-

sentado o teorema original, e depois a generalização. Para isso, não é utilizada a Aplicação de

Gauss como definida no Caṕıtulo 1, mas sim uma extensão da aplicação paralela para incluir a

Aplicação de Gauss no infinito.

4.1 O Teorema de Banchoff, Gaffney e McCrory

Seja g : X → R3 uma imersão de uma superf́ıcie X. A Aplicação de Gauss G : X → S2 é

singular nos pontos onde a curvatura principal é zero - a curva parabólica.

Denote por gt : X → R3 a aplicação paralela, gt(x) = g(x) + tG(x), sua imagem sendo a

superf́ıcie paralela a X na distância t e gt é singular em x se, e somente se, gt(x) é um ponto

focal em x.

Segue agora o enunciado do teorema original de Banchoff, Gaffney e McCrory, que é o

teorema central do livro “Cusps of Gauss Mappings” [4].

Teorema 4.1.1 Se a Aplicação de Gauss G de g tem uma cúspide em x ∈ X, então as

afirmações de (i) a (viii) são verdadeiras. Por outro lado, se G é estável e as seguintes

afirmações são válidas, então G tem uma cúspide em x.

(i) Uma direção de curvatura principal nula de g é tangente à curva parabólica em x;
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(ii) Para cada ϵ > 0 existem três pontos y1, y2, y3 ∈ X tais que, para i = 1, 2, 3, |yi − x| < ϵ

e os planos tangentes a X em g(yi) são paralelos;

(iii) Para cada ϵ > 0 existem dois pontos y1, y2 ∈ X tais que, para i = 1, 2, |yi − x| < ϵ e os

planos tangentes a X em g(yi) são iguais;

(iv) x é um ponto ridge de g, assim como um ponto parabólico, e a curvatura principal asso-

ciada ao ridge é zero em x;

(v) Dados D, ϵ > 0 existem a, d > D e um ponto y ∈ X tais que |x− y| < ϵ e y é um rabo de

andorinha da aplicação paralela gd;

(vi) Para qualquer ponto z ∈ R3 que não está no plano tangente a X em g(x), o ponto x é um

rabo de andorinha da superf́ıcie pedal de X a z;

(vii) x é um ponto parabólico de g e uma reta em R3 tem, no mı́nimo, contato do tipo A2 com

X em x.

(viii) x é um ponto parabólico de g e dado ϵ > 0 existe um y ∈ X tal que |y− x| < ϵ e y é um

ponto de inflexão de uma curva assintótica de g.

Se a imagem da curva parabólica de g em X tem curvatura não nula em x, então a condição (ix)

pode ser inclúıda no teorema e, se a aplicação direção assintótica ao longo da curva parabólica

de g é regular em x, então tem-se também a condição (x).

(ix) O plano osculador em g(x) da imagem da curva parabólica de g é o plano tangente de X

em g(x);

(x) x é um ponto de inflexão da aplicação assintótica de g.

A generalização do Teorema 4.1.1 não faz uso da Aplicação de Gauss como definida anterior-

mente. Então, estenda a aplicação paralela para incluir o infinito tomando t = [a : b] ∈ P1(R)

e gt(x) = [ag(x) + bG(x) : a].

Para t = [0 : 1], a aplicação acima é exatamente a Aplicação de Gauss. Singularidades de gt

ocorrem nos pontos x para os quais
a

b
é uma de suas curvaturas principais, ou equivalentemente,

quando gt(x) é um ponto do conjunto focal de X em x. Isto sugere que a generalização da

curva parabólica é para curvas na superf́ıcie ao longo das quais uma das curvaturas principais

é constante - essas curvas são chamadas curvas de curvatura principal constante.
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4.2 Generalização do Teorema de Banchoff, Gaffney e

McCrory

O próximo teorema é uma generalização do Teorema 4.1.1 de Banchoff, Gaffney e McCrory,

exceto para os itens (vi), (viii) e (x) do teorema original.

Teorema 4.2.1 Seja g : X → R3 uma imersão genérica e suponha que x ∈ X seja não

umb́ılico. Seja k(x) uma das funções curvatura principal com direção principal u e ponto focal

(c, s) em x. Então, as seguintes afirmações são equivalentes:

(i) x é um ponto ridge de g, com curvatura principal associada k(x);

(ii) dk(x) = 0 ou a linha de curvatura, associada à k, é tangente à curva de curvatura principal

constante k(x) em x;

(iii) Para qualquer vizinhança U de x em X existem três pontos em U e três esferas concêntricas,

cada uma tangente à superf́ıcie em um desses três pontos;

(iv) Para qualquer vizinhança U de x em X existem dois pontos em U e uma esfera que é

tangente à superf́ıcie em ambos os pontos;

(v) Seja t tal que gt(x) = (c, s), então x é um rabo de andorinha de gt;

(vi) Existe um ćırculo em R3 com vetor tangente u em x que tem, no mı́nimo, contato do tipo

A3 com a superf́ıcie;

(vii) A esfera osculadora em x de qualquer curva passando por x com vetor tangente u na

superf́ıcie é tangente à superf́ıcie em x. Se isso for verdade para uma tal curva, então é

verdade para todas elas.

Demonstração:

Para verificar que todas as afirmação são equivalentes, observe que cada uma delas é equi-

valente à afirmação (i).

(i) ⇔ (ii) é o Teorema 2.2.6.

(i) ⇔ (iii),(iv) A função distância ao quadrado para (c, s) tem uma singularidade do tipo

A3 em x se, e somente se, (x, (c, s)) é um ponto rib [20]. Considere a seguinte deformação da

forma normal de um A±
3 :

fa(x, y) = x2 ± (y2 − a)2.

Então, fa é singular em (0, 0), (0,
√
a) e (0,−

√
a) para a > 0, com valores a2 em (0, 0) e zero nos

demais pontos. Como g é genérica, esta situação também é válida para a função distância ao
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quadrado nos pontos próximos de (c, s), provando assim que (i) ⇒ (iii) e (i) ⇒ (iv). Agora, por

outro lado, suponha que (x, (c, s)) não é um ponto rib, então a função distância ao quadrado

tem uma singularidade, no máximo, do tipo A2. Tomando uma deformação da forma normal

de um A2, é posśıvel obter apenas duas singularidades, o que implica que não pode valer (iii)

nem (iv).

(i) ⇔ (v): A condição para gt ter uma singularidade rabo de andorinha é similar à condição

para se ter uma singularidade do tipo A3, que é, para t = [a, b]

dgtu = 0 d2gtu
2 + dgtv = 0

para algum vetor não nulo u e algum vetor v. [16]

Escrevendo isto em termos de g e G e usando o fato que dGx̂ = n̂, a primeira equação diz

que (x, (c, s)) é um ponto focal com direção principal associada u, de fato:

0 = dgtu(x) = adgu(x) + bdGu(x).

Como gt(x) = (c, s) e gt(x) = [ag(x)+bG(x) : a], então a = s e bG(x) = c−sg(x). Também,

bdGu = −sdgu. Assim,

⟨c− sg(x), d2gu⟩ − s⟨dgu, dgu⟩ = ⟨bG(x), d2gu⟩+ ⟨bdGu, dgu⟩ = 0,

pois dGx̂ = n̂⊥dgu e, portanto, (x, (c, s)) é um ponto focal com direção principal associada u.

Agora, é preciso mostrar que a segunda equação é exatamente a condição para que a função

distância ao quadrado tenha uma singularidade do tipo A3.

Primeiramente observe que a segunda equação é:

d2gtu
2 + dgtv = ad2gu2 + bd2Gu2 + adgv + bdGv = 0.

Substituindo a = s na equação acima, vem:

sd2gu2 + bd2Gu2 + sdgv + bdGv = 0.

Logo,

bd2Gu2 + bdGv = −sd2gu2 − sdgv. (4.1)

Observe também que

⟨G, dg⟩ = 0, (4.2)

⟨dG, dg⟩+ ⟨G, d2g⟩ = 0, (4.3)

⟨d2G, dg⟩+ 2⟨dG, dg⟩+ ⟨G, d3g⟩ = 0. (4.4)
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A condição para que a função distância ao quadrado tenha uma singularidade do tipo A3 é:

V3u
2 + V2v = 0 para algum v.

Assim,

V3u
2 + V2v = ⟨c− sg, d3gu2⟩ − 3s⟨d2gu2, dg⟩+ ⟨c− sg, d2gv⟩ − s⟨dgv, dg⟩ =

= ⟨c− sg, d3gu2 + d2gv⟩ − 2s⟨d2gu2, dg⟩+ ⟨−sd2gu2 − sdgv, dg⟩

Agora substituindo c − sg = bG(x0) e as equações (4.1), (4.3) e (4.4) na expressão acima,

obtém-se:

V3u
2 + V2v = ⟨bG(x0), d3gu2 + d2gv⟩ − 2s⟨d2gu2, dg⟩+ ⟨bd2Gu2 + bdGv, dg⟩ =

= b⟨G(x0), d3gu2⟩+ b⟨G(x0), d2gv⟩ − 2s⟨d2gu2, dg⟩+ b⟨d2Gu2 + dGv, dg⟩ =

= b(−⟨d2Gu2, dg⟩ − 2⟨dG, d2gu2⟩)− b⟨dGv, dg⟩ − 2s⟨d2gu2, dg⟩ +

+ b⟨d2Gu2, dg⟩+ b⟨dGv, dg⟩ =

= −2b⟨dG, d2gu2⟩ − 2s⟨d2gu2, dg⟩ =

= −2⟨bdG− sdg, d2gu2⟩

Como bdG− sdg = 0, a condição para singularidade do tipo A3 está verificada.

(i) ⇔ (vi): É exatamente o item (iii)(b) do Teorema 3.2.7.

(i) ⇔ (vii): Chame as curvas na superf́ıcie que passam por x com vetor tangente u de u-

curvas. Pelo item (i) do Teorema 3.2.7, o ćırculo osculador à u-curva está na Esfera de Meusnier

Mu, então a sua reta focal passa pelo centro (c, s) de Mu. Agora, o centro da esfera osculadora,

que também é chamado de centro da curvatura esférica, de uma curva está na reta focal. Então,

a esfera osculadora é tangente à superf́ıcie se, e só se, coincide com Mu. Assim, fica mostrado

queMu tem contato do tipo A3 com (isto é, é a esfera osculadora de) uma u-curva se, e somente

se, (x, (c, s)) é um ponto rib. A condição para que uma curva tenha contato do tipo A3 com

uma esfera é:

V1u = V2u
2 + V1u = V3u

3 + 3V2uv + V1w = 0,

onde V é a função distância ao quadrado do centro da esfera, e (x, u, v, w) é o 3-jato da curva.

Para V medida de (c, s), estas equações se reduzem a V3u
3 = 0, pois como [c : s] é ponto focal,

então V1 = V2u = 0, que é precisamente a condição para (x, (c, s)) ser um ponto rib.



Caṕıtulo 5

Conclusões e Perspectivas Futuras

O objetivo deste trabalho foi estudar os contatos entre superf́ıcies do R3 e objetos como esferas

e ćırculos. Ele foi baseado na referência [16], com o intuito de desenvolver as idéias do autor

para o R3 e escrever algumas passagens omitidas. Para isso foi preciso introduzir conceitos

básicos da teoria de contato entre subvariedades e K-equivalência, genericidade e teoria de

singularidades.

Alguns resultados interessantes da geometria diferencial de superf́ıcies foram explorados

aqui, como a relação existente entre a função altura e a aplicação normal de Gauss e uma

ilustração do Teorema de Meusnier.

Uma extensão natural deste trabalho seria desenvolver o mesmo estudo para subvariedades

em Rn, n ≥ 4. Observa-se, porém, que embora resultados gerais possam ser obtidos, cada valor

de n deve ser considerado separadamente. Fica ainda o desejo de encontrar a generalização

para as partes (vi), (viii) e (x) do Teorema de Banchoff, Gaffney e McCrory.
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Apêndice A

Neste apêndice estão algumas definições e resultados básicos envolvendo variedades diferenciáveis.

Na primeira seção se encontra a definição de uma variedade diferenciável, imersão e submersão.

Mais sobre esse assunto pode ser encontrado na referência [7]. A segunda seção é sobre aplicações

estáveis. As definições desta seção foram retiradas da referência [11].

A.1 Variedades Diferenciáveis

Definição A.1.1 Uma variedade diferenciável de dimensão n é um conjunto M e uma famı́lia

de aplicações injetoras fα : Uα ⊂ Rn →M de abertos Uα de Rn em M tais que:

(i)
∪
α

fα(Uα) =M ;

(ii) Para todo par α, β com fα(Uα) ∩ fβ(Uβ) = W ̸= ∅, os conjuntos f−1
α (W ) e f−1

β (W ) são

abertos em Rn e as aplicações f−1
β ◦ fα são diferenciáveis (Figura A.1);

(iii) A famı́lia {(Uα, fα)} é máxima relativamente às condições (i) e (ii).

U

U

α

β

f

f

α

β

fαof
β
-1

M

f
β
-1

W

(W)

f -1
(W)α

Figura A.1: Aplicações f−1
β ◦ fα.
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O par (Uα, fα) com p ∈ fα(Uα) é chamado uma parametrização, ou um sistema de coorde-

nadas , de M em p; fα(Uα) é, então, chamada uma vizinhança coordenada em p. Uma famı́lia

{(Uα, fα)} satisfazendo (i) e (ii) é chamada uma estrutura diferenciável em M .

Exemplo A.1.2 São exemplos de variedades diferenciáveis:

(i) O espaço euclidiano Rn com a estrutura diferenciável dada pela identidade;

(ii) O espaço projetivo real Pn(R) com a estrutura diferenciável {(Rn, fi)}, em que fi é definida

da seguinte maneira:

Considere que Pn(R) é o espaço quociente de Rn+1 − {0} pela relação de equivalência

(x1, ..., xn+1) ∼ (tx1, ..., txn+1), t ∈ R, t ̸= 0

e indique os pontos de Pn(R) por [x1, ..., xn+1]. Defina em Pn(R) os subconjuntos V1, ..., Vn+1

por

Vi = {[x1, ..., xn+1]; xi ̸= 0}, i = 1, ..., n+ 1.

E assim, são definidas as aplicações fi : Rn → Vi por

fi(y1, ..., yn) = [y1, ..., yi−1, 1, yi, ..., yn], (y1, ..., yn) ∈ Rn,

que satisfazem as condições da Definição A.1.1.

Definição A.1.3 Sejam M e N variedades diferenciáveis com dimensões m e n, respectiva-

mente. Uma aplicação φ : M → N é diferenciável em p ∈ M se dada uma parametrização

g : V ⊂ Rm → N em φ(p) existe uma parametrização f : U ⊂ Rn → M em p tal que

φ(f(U)) ⊂ g(V ) e a aplicação g−1 ◦ φ ◦ f : U ⊂ Rn → Rm é diferenciável em f−1(p). A

aplicação φ é diferenciável em um aberto de M se é diferenciável em todos os pontos deste

aberto.

U
V

f

fog -1

M

g

o

ϕ

ϕ

N

p

f (U)

g(V)

(p)ϕ

ϕ (f(U))

Figura A.2: Aplicação g−1 ◦ φ ◦ f : U ⊂ Rn → Rm.

Da condição (ii) da Definição A.1.1 segue que a Definição A.1.3 não depende da escolha das

parametrizações f e g.
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Definição A.1.4 SejaM uma variedade diferenciável. Uma aplicação diferenciável γ : (−ε, ε) →
M é chamada uma curva (diferenciável) em M . Suponha que γ(0) = p ∈ M , e seja D o con-

junto das funções de M diferenciáveis em p. O vetor tangente à curva γ em t = 0 é a função

γ′(0) : D → R definida por

γ′(0)f =
d(f ◦ γ)
dt

∣∣∣
t=0

com f ∈ D. Um vetor tangente em p é o vetor tangente em t = 0 de alguma curva γ : (−ε, ε) →
M com γ(0) = p. O conjunto dos vetores tangentes a M em p, com as operações usuais de

funções, forma um espaço vetorial chamado o espaço tangente de M em p, denotado por TpM .

Proposição A.1.5 Sejam M e N variedades diferenciáveis com dimensões m e n, respectiva-

mente e φ : M → N uma aplicação diferenciável. Para cada p ∈ M e cada v ∈ TpM , escolha

uma curva diferenciável γ : (−ε, ε) →M com γ(0) = p, γ′(0) = v. Faça λ = φ◦γ. A aplicação

dφp : TpM → Tφ(p)N dada por dφp(v) = λ′(0) é uma aplicação linear que não depende da

escolha de γ.

Definição A.1.6 A aplicação linear dφp definida na Proposição A.1.5 é chamada diferencial

de φ em p.

Definição A.1.7 Sejam M e N variedades diferenciáveis com dimensões m e n, respectiva-

mente. Uma aplicação diferenciável φ : M → N é uma imersão se dφp : TpM → Tφ(p)N é

injetora para todo p ∈ M . Se, além disto, φ é um homeomorfismo sobre φ(M) ⊂ N , onde

φ(M) tem a topologia induzida por N , diz-se que φ é um mergulho. Se M ⊂ N e a inclusão

i :M ↪→ N é um mergulho, diz-se que M é uma subvariedade de N .

Observação A.1.8 Se φ : M → N é uma imersão, então m ≤ n. A diferença n − m é

chamada a codimensão da imersão φ.

Definição A.1.9 Sejam M e N variedades diferenciáveis com dimensões m e n, respectiva-

mente. Uma aplicação diferenciável φ : M → N é uma submersão se dφp : TpM → Tφ(p)N é

sobrejetora para todo p ∈M .

Observação A.1.10 Se φ :M → N é uma submersão, então m ≥ n.

A.2 Aplicações Estáveis

Definição A.2.1 Sejam f1 e f2 aplicações C∞ de M em N . Diz-se que f1 é equivalente a f2

se existirem difeomorfismos g1 :M →M e g2 : N → N tais que o diagrama abaixo comuta:
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M
f1 // N

M

g1

OO

f2
// N

g2

OO

Definição A.2.2 Seja f1 em C∞(M,N). Diz-se que f1 é estável se existe uma vizinhança U

de f1 em C∞(M,N) tal que cada f2 em U é equivalente a f1.



Apêndice B

Neste apêndice estão alguns conceitos importantes sobre germes e jatos de aplicações diferen-

ciáveis e um pouco sobre singularidades. Mais sobre esses assuntos e as demonstrações dos

teoremas enunciados se encontram em [10]. Para um estudo mais detalhado sobre teoria de

singularidades recomenda-se [10], [11] e [23].

B.1 Germes e Jatos de Aplicações C∞

Considere a aplicação diferenciável N → P onde N e P são variedades diferenciáveis.

Seja um ponto x ∈ N e considere o conjunto de todas as aplicações diferenciáveis U → P

cujo domı́nio U é uma vizinhança de x em N . Neste conjunto introduza uma relação de

equivalência ∼: dadas duas tais aplicações f1 : U1 → P e f2 : U2 → P escreve-se f1 ∼ f2

quando existe uma vizinhança U de x em N , dependendo de f1 e f2, para a qual as restrições

f1|U e f2|U coincidam. As classes de equivalência são chamadas germes de aplicações N → P

em x e elementos dessa classe de equivalência são chamados representantes do germe.

É comum usar a notação f : (N, x) → (P, y) para o germe, e x e y são chamados respecti-

vamente de fonte e meta.

Em particular, quando N = P usa-se a notação 1N : (N, x) → (N, x) para o germe em x da

aplicação identidade.

Dados os germes f : (N, x) → (P, y) e g : (P, y) → (R, z) pode-se obter um germe

g ◦ f : (N, x) → (R, z) escolhendo-se representantes f : U → P e g : V → R tais que

f(U) ⊆ V e o germe dessa composição g ◦ f : U → R em x pode ser definido pela composição

dos germes.

Um germe f : (N, x) → (P, y) é invert́ıvel quando existe um germe g : (P, y) → (N, x), para

o qual tem-se f ◦ g = 1P e g ◦ f = 1N e, nesse caso, g é chamado o inverso de f . Mais ainda,

a um germe f : (N, x) → (P, y) associa-se uma diferencial denotada por Txf : TxN → TyP e

definida pela diferencial em x de algum representante.

O teorema da aplicação inversa admite uma versão para germes e diz que um germe é in-

71



72

vert́ıvel se, e somente se, a diferencial é invert́ıvel. O posto (rank) de um germe f : (N, x) →
(P, y) é definido como o posto da diferencial. Quando o posto é igual à dimensão de N o germe

é dito imersivo e quando é igual à dimensão de P , é dito submersivo. Assim, um germe é

invert́ıvel se é imersivo e submersivo. Um germe que não é imersivo nem submersivo é chamado

singular.

Dois germes f1 : (N1, x1) → (P1, y1) e f2 : (N2, x2) → (P2, y2) são equivalentes se existirem

germes h, k invert́ıveis para os quais o diagrama abaixo é comutativo

(N1, x1)
f1 // (P1, y1)

(N2, x2)

h

OO

f2
// (P2, y2)

k

OO

Observação B.1.1 Esta definição é análoga à Definição A.2.1 de aplicações equivalentes.

Às vezes é conveniente dizer, nesta situação, que f1 e f2 são A-equivalentes.

Observe que, sendo n e p as dimensões das variedades N e P , respectivamente, qualquer

germe f : (N, x) → (P, y) é equivalente a algum germe (Rn, 0) → (Rp, 0).

Dado um germe pode-se obter a correspondente Série de Taylor (de algum representante com

respeito a apropriadas coordenadas locais de fonte e meta) e os jatos do germe correspondem

aos finitos segmentos da Série de Taylor. O espaço de jatos Jk(n, p) é o espaço vetorial real

de todas as aplicações f : Rn → Rp em que cada componente é um polinômio de grau ≤ k

nas coordenadas canônicas em Rn com o termo constante nulo. Os elementos de Jk(n, p) são

chamados k-jatos. Seja f : Rn → Rp uma aplicação C∞ e a ∈ R. Tomando a Série de Taylor de

f(x)− f(a) na origem sem os termos de grau maior que k, o resultado pode ser pensado como

um k-jato, o qual é denotado por jkf(a) e chamado k-jato de f em a. Dessa forma obtém-se

uma aplicação C∞

jkf : Rn −→ Jk(n, p)

dada por a 7→ jkf(a) chamada k-jato extensão de f .

Definição B.1.2 Dado um germe f0 : (Rm, 0) → (Rq, 0), uma deformação a r parâmetros de

f0 é um germe f : (Rr×Rm, 0) → (Rq, 0) com f(0, x) = f0(x) e o correspondente desdobramento

a r parâmetros é o germe F : (Rr × Rm, 0) → (Rr × Rq, 0) dado por F (u, x) = (u, f(u, x)).

Definição B.1.3 Uma deformação f do germe f0 é dita versal se cada deformação f ′ de f0

pode ser representada na forma f ′(0, x) = f(g(0, x), θ(x)), g(0, 0) = 0, θ(0) = 0. [3]
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Definição B.1.4 Uma deformação g de f0 é K-versal quando para qualquer deformação f

existe um morfismo de f em g.

B.2 Singularidades

Definição B.2.1 Um ponto singular (ou singularidade) de uma aplicação diferenciável f :

N → P é um ponto x ∈ N onde o germe é singular, isto é, não é imersivo nem submersivo.

Ou ainda, é um ponto onde o posto da diferencial não é máximo. O conjunto singular Σf de

f é o conjunto de todos os pontos singulares.

Lema B.2.2 (Hadamard) Seja U uma vizinhança convexa do zero em Rn, e seja f uma

função diferenciável definida em U × Rq que se anula em 0 × Rq. Então existem funções

diferenciáveis f1, ..., fn em U ×Rq com f = x1f1+ ...+xnfn, onde x1, ..., xn são as coordenadas

usuais do Rn.

Lema B.2.3 (Nakayama) Seja ε um anel comutativo com unidade 1, e seja M um ideal em

ε com a propriedade que 1 + x é invert́ıvel em ε para qualquer x ∈ M. Seja M um ε-módulo e

sejam A e B ε-submódulos de M com A finitamente gerado. Se A ⊆ B +MA, então A ⊆ B

Teorema B.2.4 (René Thom) Seja f ∈ M2
n com codimensão ≥ 2 e ≤ 5, então, a menos da

adição de uma forma quadrática não degenerada em várias variáveis e multiplicação por ±1, f

é equivalente a um dos germes da lista a seguir:

Corank Codimensão Germe Nome
2 x3 dobra

1 3 x4 cúspide
4 x5 rabo de andorinha
5 x6 borboleta
4 x3 − xy2 umb́ılico eĺıptico

2 4 x3 + y3 umb́ılico hiperbólico
5 x2y + y4 umb́ılico parabólico

Observação B.2.5 Considere a curva regular γ(t) = (tr, ts) com t > 0 e s > r > 0. A

imagem de γ para todo t (pequeno) é chamada uma cúspide ordinária (Figura B.1) quando

r = 2 e s = 3, neste caso a curvatura tende a infinito, e é chamada uma cúspide ramphoidal

(Figura B.2) quando r = 2 e s = 5, neste caso a curvatura tende a zero. [5]
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Figura B.1: Cúspide Ordinária. Figura B.2: Cúspide Ramphoidal.

Teorema B.2.6 Seja f ∈ M2
n.

(i) Se f tem corank 1 e codimensão finita (k − 1), então

f(x1, ..., xn) ∼ ±xk1 ± x22 ± ...± x2n.

(ii) Se f tem corank 2 e codimensão ≤ 5, então f é equivalente a um dos seguintes germes:

± (x31 − x1x
2
2)± x23 ± x23 ± ...± x2n;

± (x31 + x32)± x23 ± x23 ± ...± x2n;

± (x21x2 + x42)± x23 ± x23 ± ...± x2n.

Um ponto singular de uma função diferenciável de corank ≤ 1 e codimensão finita k é

chamado uma singularidade do tipo Ak.

Restringindo a atenção a curvas algébricas reais, isto é, subconjuntos do R2 definidos pela

equação f(x, y) = 0, onde f : R2 → R é uma função polinomial, supondo que a curva f = 0

passa pela origem - então f não possui termos constantes - e que a origem é um ponto singular de

f - então f também não tem termos lineares. Se assumirmos a singularidade ser de codimensão

finita, então será do tipo Ak para algum inteiro k ≥ 1 e então equivalente à singularidade de

± xk+1 ± y2, pelo Teorema B.2.6. A multiplicação de f por um escalar não nulo não afeta a

curva f = 0, então pode-se supor que a forma normal é ± xk+1 + y2. Para k ı́mpar, há uma

distinção entre A+
k e A−

k , com formas normais xk+1 + y2 e −xk+1 + y2, respectivamente.

Um ponto singular de uma função diferenciável de corank ≤ 2 e codimensão finita k ≥ 4 é

chamado uma singularidade do tipo Dk. A forma normal de uma singularidade do tipo Dk é

± x2y+yk−1. Quando k é par, há uma distinção entre D+
k e D−

k com formas normais x2y+yk−1
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e −x2y + yk−1, respectivamente.

As singularidades dos tipos Ak e Dk são chamadas singularidades simples, pois suas formas

normais dependem apenas das variáveis x e y.

Uma singularidade modal é um tipo de singularidade para a qual a forma normal depende de

um parâmetro (ou parâmetros) além das variáveis usuais x e y. Um exemplo de singularidade

modal é a singularidade P8 com forma normal x3 + ax2z + xz2 + y2z, neste caso o parâmetro a

é chamado o parâmetro modal.

Definição B.2.7 Sejam f : N → P uma aplicação diferenciável e para cada x ∈ N , Txf :

TxN → Tf(x)P a diferencial de f . Os conjuntos de singularidade de Thom de primeira ordem

são dados por

Σif = {x ∈ N : dim ker(Txf) = i}

Se os conjuntos Σif são subvariedades, pode-se introduzir os conjuntos de singularidades de

segunda ordem que são dados por Σi,jf = Σj(f |Σif). Se estes conjuntos forem subvariedades

pode-se introduzir conjuntos de singularidades de terceira ordem Σi,j,kf = Σk(f |Σi,jf). E assim

sucessivamente pode-se obter os conjuntos de singularidades de Thom de ordem mais alta.

Agora, defina subvariedades Σi do espaço de jatos J1(n, p) para os quais as imagens in-

versas sob j1f são os conjuntos Σif , e então para uma aplicação genérica esses conjuntos são

variedades diferenciáveis. Thom gostaria de continuar com este procedimento para conjuntos

de singularidade de ordem k. O caso k = 2 foi resolvido por H. Levine, mas o caso geral foi

resolvido apenas em 1967 por Boardman.

Sejam εn o conjunto de todos os germes (Rn, 0) → (R, y) e εn,p o conjunto dos germes

(Rn, 0) → (Rp, y), que pode ser escrito como εn,p = εn × ... × εn, com p fatores. Dado um

germe f : (Rn, 0) → (Rp, 0), considere Jf o ideal jacobiano de f e If o ideal em εn gerado pelas

componentes de f . Defina △sI o ideal If + I ′, onde I ′ é o ideal gerado por todos os menores

s×s da matriz jacobiana. Observe que △sI = I quando s > n e que valem também as inclusões

If ⊆ △nI ⊆ △n−1I ⊆ ... ⊆ △1I.

Denote △sI = △n−s+1I e chame △1I, △2I,...,△nI as sucessivas extensões jacobianas de If .

Observe também que

If ⊆ △0I ⊆ △1I ⊆ ... ⊆ △nI. (B.1)

O ideal If é próprio quando If ̸= εn. Supondo que If seja próprio, a extensão jacobiana cŕıtica

de If é o último ideal △i1I da sequência (B.1) que é próprio. Este tem uma extensão jacobiana

cŕıtica△i2△i1I. E continua dessa forma para obter uma sequência ascendente△i1I,△i2△i1I, ...

de sucessivas extensões jacobianas cŕıticas de If . Fica definido assim o Śımbolo de Boardman

do ideal If , denotado por (i1, i2, ...).
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Definição B.2.8 O Śımbolo de Boardman de um germe f : (Rn, 0) → (Rp, 0) é definido como

o Śımbolo de Boardman do ideal If gerado pelas componentes f1, ..., fp.

Observação B.2.9 O Śımbolo de Boardman de um germe é um invariante de contato.

Definição B.2.10 Dados k inteiros i1, ..., ik, um germe f : (Rn, x) → (Rp, y) é do tipo Σi1,...,ik

quando seu Śımbolo de Boardman tem a forma (i1, ..., ik, 0, ...).

Proposição B.2.11 Qualquer germe f : (R2, 0) → (R2, 0) do tipo Σ2,0 e K-codimensão finita

é K-equivalente a um dos germes listados abaixo:

Ia,b: (xy, xa + yb), 2 ≤ a ≤ b

IIa,b: (xy, xa − yb), 2 ≤ a ≤ b com a par

IVa: (x2 + y2, xa), a ≥ 3

Observação B.2.12 A notação Ia,b, IIa,b, IVa é devida a Mather. Em sua lista encontram-se

também outros germes denotados por IIIa,b e Va.



Apêndice C

Este apêndice é dedicado às formas cúbicas e à representante harmônica de uma forma cúbica.

As definições e os resultados apresentados estão em [16] e em [17].

C.1 Formas Cúbicas

A geometria de uma superf́ıcie em, e perto de, um umb́ılico é regida por uma forma cúbica

no espaço tangente, a cúbica intŕınseca, junto com uma forma quadrática positiva definida, a

primeira forma fundamental.

Sejam x e y duas variáveis reais, então uma forma cúbica arbitrária C pode ser escrita como

C(x, y)3 = ax3 + bx2y + 3cxy2 + dy3. (C.1)

Associada a qualquer cúbica está sua hessiana quadrática

H(x, y)2 = det[C(x, y)].

Para C como em (C.1), tem-se

H(x, y)2 = (ac− b2)x2 + (ad− bc)xy + (bd− c2)y2.

As ráızes de H são chamadas as direções hessianas de C. Se Hu2 = 0, u = (x, y), então

Cuv = 0 para algum v, neste caso v também é uma direção hessiana. Portanto, as direções

hessianas satisfazem Cuv = 0. Segue que C é um cubo perfeito se, e somente se, sua hessiana é

zero, e C tem uma raiz repetida se, e somente se, H satisfaz: Hu = 0 ⇔ Cu2 = 0, para H ̸= 0.

As outras correspondências são:

C tem três ráızes reais distintas se, e somente se, H é eĺıptica;

C tem uma raiz real e duas ráızes complexas se, e somente se, H é hiperbólica.

Então C é dita eĺıptica, hiperbólica ou parabólica de acordo com H.
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Suponha que tem-se também uma forma quadrática Q positiva definida. Esta define uma

relação de ortogonalidade: u e v são ortogonais se Quv = 0. Uma forma cúbica é dita ortogonal

se suas direções hessianas são ortogonais com respeito a Q.

Dada uma forma quadrática Q, pode-se escolher uma mudança de coordenadas lineares

h tal que I = h∗Q, onde I(x, y)2 = x2 + y2. Associado a Q está o operador diferencial

∆Q = (h∗)−1∆Ih
∗, onde ∆I é o laplaciano usual.

Observe que para Q(x, y)2 = x2 + y2, ∆Q(Q(x, y)
2) = 4 e, para qualquer forma linear L,

∆Q(QL) = 8L.

Dada uma forma cúbica, pode-se formar um feixe de formas cúbicas {C + LQ}, com

L variando no espaço de formas lineares. Existe uma única forma linear L para a qual

∆Q(C + LQ) = 0 e esta forma cúbica (C + LQ) é chamada a representante harmônica de

C com respeito a Q. É claro que a representante harmônica de C com respeito a Q é zero se,

e somente se, C = LQ, para algum L. Também, ∆Q(C) = 0 se, e somente se, a hessiana de C

é um múltiplo de Q. Conseqüentemente, a representante harmônica de qualquer forma cúbica

tem três ráızes reais que são distribúıdas harmonicamente com respeito a Q. [16]

Pode-se reescrever o que está acima afirmando que ϕm tem uma singularidade IV3 no

umb́ılico se, e somente se, a cúbica intŕınseca C tem representante harmônico não nulo com

respeito a primeira forma fundamental I.

Em um umb́ılico, as direções ráızes da parte harmônica da cúbica intŕınseca (com respeito

a primeira forma fundamental) são chamadas direções harmônicas no umb́ılico.

Lema C.1.1 Seja f : (R2, 0) → (R2, 0) um germe de aplicação com uma singularidade IV3. A

representante harmônica de f é intŕınseca: é uma forma k-invariante no espaço tangente a R2

em 0.

Demonstração:

Ver [17].
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