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SANCHES, C. F. M. Geometria de Superficies em R do Ponto de Vista de Contato. 2010. 92
p. Dissertacao de Mestrado, Universidade Federal de Uberlandia, Uberlandia-MG.

Resumo

Neste trabalho é apresentado um estudo sobre o contato de superficies imersas no R?® com
algumas subvariedades, a saber, esferas e circulos. Para este estudo sao necessarios alguns
pré-requisitos da teoria de singularidades. Para medir o contato entre as superficies e estas
subvariedades, utiliza-se uma variacao da funcao distancia ao quadrado. O tipo de contato
depende do tipo de singularidade da aplicacao de contato que é, a menos de uma constante,
igual a funcao distancia ao quadrado.

Palavras-chave: geometria genérica, contato, singularidades, esferas, circulos.
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SANCHES, C. F. M. Geometry of Surfaces in R® from a Contact Viewpoint. 2010. 92 p. M.
Sc. Dissertation, Federal University of Uberlandia, Uberlandia-MG.

Abstract

This work presents a study of the contact of immersed surface in R?® with some submanifolds,
namely, spheres and circles. To develop the subject is necessary a background on singularity
theory. The contact between the surface and the submanifold is mesured by using a modified
distance-squared function. The type of contact depends on the singularity type of the contact
map, that is, the singularity type of the distance-squared function.

Key-words: generic geometry, contact, singularities, spheres, circles.
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Introducao

Por volta dos anos 50 surgem os primeiros estudos sobre as singularidades de aplicagoes dife-
rencidveis com o trabalho pioneiro de Hassler Whitney [24]. Nesta mesma época o matemético
francés René Thom [22] se inspirava nas idéias de Whitney. Assim, na década de 60 alguns
matematicos, principalmente John Mather [13], [14], [15], comegaram a estabelecer as bases de
uma teoria, a teoria de singularidades.

Thom aplicou suas idéias em varios campos além da geometria. Ele sugeriu estudar o con-
tato de subvariedades mergulhadas em R™ com objetos degenerados tais como planos, retas,
esferas e circulos. Esperava com isto obter informagoes sobre a geometria das subvariedades.
Tais contatos sao medidos através das singularidades de algumas fungoes ou aplicagoes. As
primeiras observagoes sobre o contato com esferas sao devidas a Thom, mas os primeiros tra-
balhos nesta drea sdo devidos a Ian Porteous [18], [19], [20]. Aluno de Porteous, James Anthony
Montaldi, [16], [17], tem desenvolvido a teoria de contato entre subvariedades para o estudo
de curvas e superficies no espaco euclidiano como uma aplicacao da teoria de singularidades
de aplicacoes diferenciaveis devida a Mather. A idéia é utilizar a equivaléncia de contato IC
introduzida por Mather como descrita em [10].

O objetivo central desta dissertacao é o estudo da geometria extrinseca de superficies em
R3 através do uso de técnicas da teoria de singularidades. Em geral, dada uma subvariedade
X C R", pode-se obter informagoes sobre a geometria desta subvariedade estudando o contato
de X com certas subvariedades de R", denominadas subvariedades modelos, como por exemplo,
contato com planos ou contato com esferas.

Este trabalho é baseado na tese de doutorado de Montaldi intitulada Contact, with applica-
tions to submanifolds of R™ [16], onde ele estuda o contato de superficies no R?* e no R*. Sera
feito aqui o estudo apenas para superficies em R3.

A idéia bésica ¢ a seguinte: para uma subvariedade X imersa no R? pela aplicacio g : X —
R3, deseja-se olhar para o contato entre X e cada uma das familias diferencidveis de subvar-
iedades modelo que, em particular, sao esferas e circulos. O que se deseja saber é, para uma
dada situacao, qual o tipo de contato pode-se esperar que ocorra genericamente.

A dissertacao estd organizada da seguinte maneira:

O Capitulo 1 traz algumas nocoes preliminares sobre superficies no R3, teoria de contato



e genericidade, importantes para o desenvolvimento desta dissertacao. Existe uma relacao
interessante entre a aplicagao normal de Gauss e a funcao altura a saber: um ponto critico de-
generado da fungao altura é um ponto singular da Aplicagao Normal de Gauss, que é mostrada
neste capitulo. A definicao de conjuto focal usual é apresentada aqui, porém serd utilizada uma
definigao equivalente, introduzida por Montaldi [16]. A fungao utilizada para medir o contato
com esferas é uma variacao da funcao distancia ao quadrado que possui os mesmos conjuntos
de nivel mas que é nao singular nos casos em que os conjuntos de nivel sao planos. Também,
ao invés de se tomar pontos ¢ € R3, sao tomados pontos no espago projetivo P3(R) da forma
[c: 5], em que ¢c € R? e s € R. Dessa forma a fungao V : X x P3(R) — R, que serd também

chamada distancia ao quadrado, é definida por

Vi, le: 5)) = (e g(a)) — golo(e)P

onde ¢ : X — R? é uma imersao.

Na secao dedicada a genericidade sao apresentadas as familias de subvariedades modelo m a
serem estudadas, o Teorema de Genericidade, o significado de uma aplicagao genérica e algumas
consideracoes a respeito da dimensao da superficie X e da subvariedade m.

No segundo capitulo estuda-se o contato de superficies em R? com esferas. O contato
entre uma superficie e uma esfera é descrito pela K-classe da funcao distancia ao quadrado
correspondente ao centro da esfera. Sao definidos ridges e ribs, seguidos de dois importantes
teoremas que sugerem definicoes equivalentes para pontos ridges. Porteous denomina pontos
ridges aqueles cujo contato entre a esfera e a superficie é do tipo As. Existem dois tipos de
ridges, o eliptico, ou A, e o hiperbdlico, ou A;. Sao também descritos os diferentes conjuntos
resultantes da interseccao da esfera com a superficie nestes dois tipos diferentes de pontos
ridges. E dada uma atencao especial para a geometria de uma superficie genérica em torno de
um umbilico, bem como para algumas propriedades da singularidade do tipo Dj,.

No terceiro capitulo estuda-se o contato de superficies em R® com circulos. O Teorema
de Meusnier tem uma participacao importante neste capitulo para dar origem a definicao de
Esfera de Meusnier que aparece nos resultados de contato com circulo utilizando os resultados
obtidos no Capitulo 2. No fim deste capitulo aparece o fenomeno conhecido como “curling up
and dying” em que o circulo osculador se reduz a um ponto quando hé uma aproximacao ao
umbilico, e também ¢é mostrada a relagao existente entre este fenomeno e o indice do umbilico.

No Capitulo 4 tem-se uma generalizacao do Teorema de Banchoff, Gaffney e McCrory, que
é o teorema central de [4]. Este teorema é sobre ridges onde a curvatura principal é zero, a
generalizagao é para pontos ridge com qualquer valor de curvatura principal.

Por fim, é apresentado um apéndice que esta dividido em trés partes. A primeira parte

contém definigoes e resultados envolvendo variedades diferenciaveis, imersao e submersao. A



segunda traz algumas idéias bésicas sobre germes e jatos de aplicacoes diferenciaveis e conceitos
e resultados importantes de singularidades. E a terceira parte do apéndice é dedicada as formas

cubicas.

Carolina Fernandes Molina Sanches

Uberlandia-MG, 26 de janeiro de 2010.



Capitulo 1

Preliminares

Neste capitulo sao apresentadas algumas ferramentas matematicas importantes necessarias no
decorrer deste estudo. Na primeira secao estd um pouco de superficies no R?® como as formas
fundamentais e definicbes importantes como o conjunto focal. Existe uma relacao entre a
segunda forma fundamental e a funcao altura que é explicada nesta secao. Depois, é abordado
um pouco de teoria de contato e K-equivaléncia com defini¢oes e resultados essenciais. Por fim,
ha uma secao sobre genericidade em que sao definidos os conjuntos e familias de subvariedades

que serao trabalhados nos capitulos seguintes e que traz resultados utilizados mais adiante.

1.1 Superficies em R’

Sejam X uma superficie regular, orientdvel e conexa em R3 e g : X — R? uma imersao. A
imagem de g serd também chamada X. Sejam u e v vetores tangentes a X em x, x € X, e n um
vetor unitario normal a superficie no ponto z. As duas formas bilineares e simétricas definidas a
seguir sao chamadas primeira e segunda formas fundamentais em x de X, em relacao a imersao

g, respectivamente,

Iy (u,v) = (dge(u), dge(v))
I1(u,v) = (n,d*g.(u,v)).

Sendo dg, a diferencial de g em x e d*g, a hessiana de g em .

Introduzindo coordenadas locais (z1, ) e identificando X com g(X) é possivel expressar
a imersao ¢ como uma aplicacao ¢ : U — R3, onde U é um aberto de R?. Assim, o plano

tangente a X em x, denotado por T,X, é o espaco vetorial real bidimensional gerado pelos

4
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0
vetores —g(x)

0$1

O vetor normal unitario a X em x é definido por

’I’L(l‘) — axl 81'2
dg y dg '

B ) X 5, (@)

Sejav e T, X, comv = a@ + bﬁ, entao
al'l 81'2
g dg
dg,(v) = a=—=— + b——
g (U) a@xl + 8362
e
0?g 0%g 0%g
d*g, =a? 2ab I —c
g <U,U) “ 5@% +ea (93:18332 + 8x§

Assim, a forma quadratica associada a primeira forma fundamental, que também é denotada

por I, é dada por

dg Og dg Og dg 9dg
+(v,v) = (dg,(v),dg,(v)) = a <8:c1’ (9:1:1> + ab<8x1’ 3t +0 Bs” Ds
Os coeficientes da primeira forma sao

E(x1, 72)

Il
PN
Fle
gl
\/

e, entao,

I.(v,v) = Ea* + 2Fab + Gb*.

A forma quadratica associada a segunda forma fundamental, que também é denotada por

11,, é dada por

P g g P g
2 2 2
I1,(v) = (n,d°g.(v,v)) = a <n, x%> + 2ab <n, o x2> +0b <n, x§> . (1.1)

Os coeficientes da segunda forma sao

2
e(xy,xg) = <n, 8—g>
Oxy




D?g
f($17$2) — <na (9x1(9332>

0%g

g($1> $2) = <n, 8_x§>

I1,(v) = ea® + 2fab + gb*.

logo,

A aplicacao G : X — §% dada por G(z) = n(z), onde S? é a esfera unitéria, ¢ chamada a
Aplicacao Normal de Gauss de X. Considere a diferencial de G em =z, dG, : T, X — T, G(I)S2.
Como T, X e Tg,)S? sdo paralelos pode-se identifica-los e entdo dG, pode ser interpretada

como um operador linear de T, X, isto é, dG, : T, X — T, X.

Figura 1.1: Aplicacao Normal de Gauss.

Observe um exemplo da aplicagao normal de Gauss, na Figura 1.2, obtido através do
programa Superficies II [2]. Neste caso, a superficie X é uma superficie parametrizada por

g(z,y) = (zcosy,xsen y,y + y*), com z € (0,27) ey € (—1,1).

Superficie Imagem da Aplicacdo de Gauss

-
=
,WAN

~Z

'
\

Figura 1.2: Exemplo da aplicagao Normal de Gauss.



Observacao 1.1.1 FE comum encontrar uma outra maneira de escrever a sequnda forma quadrdtica.

g \ _ dg \ i
Como <n’8_m1>_<n’6_x2>_0’ entao
o, P9N_ _[on Og
N 781‘% N (9:101’(9351 ’
o Pa N du\ 0w 0y [ O
- ’ 33?18372 a 8x2’ 8371 - 8x1’ 8272 a ’ 83:289[:1 ’
_ [, 09\ _ _[on 99
9= 78[L’% N 81’278[)’}2 ’

Substituindo as expressoes acima na equagao (1.1) obtém-se

on 0dg on 0dg on 0Jg on 0dg
_ 2/ 9 99\ on 99\ on 99\ 4o/ 0N 09\ _
ILB(U) B “ <8x1’8x1> ab<8$1781'2> ab<8x2’8x1> b <8x2’8x2
B on on  0dg dg \
N <“ax1 s oy T b8x2> -
= —(dGy(v),v)

Assim, para todo v € T, X a sequnda forma quadrdtica é
I1,(v) = — (dG,(v),v) .

Os autovalores de —dG,, denotados por k, sao as curvaturas principais, e os autovetores
sao as direcoes principais. Pela defini¢ao, k£ é uma curvatura principal em z se, e somente se,
det((—dG,) — kI) = 0.

Em cada ponto da superficie temos uma equagao do tipo
I (u, )=kl (u, ). (1.2)

Onde I.(u, ) é a aplicacao linear definida por (1), : T,X — R, com (I,),(v) = I.(u,v), e
I1,(u, ) é a aplicagao linear definida por (/1,), : T,X — R, com (11,),(v) = I1,(u,v).

Entao os autovalores da equagao (1.2) sdo as curvaturas principais e os autovetores sao as
direcoes principais, por isso, esta equacao sempre tem solucao. Se [, e I, sao linearmente
independentes, existem duas direcoes principais ortogonais, ortogonalidade sendo definida com

respeito a I,. Um ponto x onde as duas formas quadraticas sao linearmente dependentes é



chamado umbilico, isto é, as curvaturas principais sao iguais, e em geral umbilicos sao isolados.
Assim, fora do conjunto de umbilicos, existem dois campos de vetores distintos que podem ser
integrados para obter duas familias de curvas na superficie. Essas curvas sao chamadas linhas
de curvatura. Diz-se que a superficie X é totalmente umbilica se todos os pontos de X sao

umbilicos.

A curvatura de Gauss (ou curvatura Gaussiana) de X em x é definida por K (x) = det(—dG,),
isto é, é o produto das curvaturas principais. Uma outra forma bastante conhecida de se es-
crever a curvatura Gaussiana, em termos dos coeficientes da primeira e da segunda forma
fundamental, é

K(z) = cg — f*

— m. (1.3)

Um ponto x € X é chamado parabdlico quando K(x) = 0 e k; # ks, sendo ki e ko as

curvaturas principais.

Tem-se, entao, um conhecido resultado de geometria diferencial:

Proposicao 1.1.2 Suponha que X € totalmente umbilica, entao K(x) é constante K com

K > 0. Assim:
1. Se K # 0 entao X € um pedago de uma esfera;

2. Se K =0 entao X é um pedacgo de um plano.

1.1.1 A funcao altura e a aplicagao normal de Gauss

Sejam v € R um vetor unitdrio e h : X — R a funcao altura definida por h(q) = (q,v). O

valor h(q) ¢ a altura de ¢ € X relativa a um plano normal a v e passando pela origem de R3.

h(x)

Figura 1.3: Funcao altura.



Seja w € T,X e escolha uma curva diferencidvel v : (—¢,e) — X tal que y(0) = q e

v (0) = w, como h(vy(t)) = (v(t),v), obtém-se

Assim, dh,(w) = 0 para todo w € T, X se, e somente se, v é normal a X em ¢. Tome entao

v =n e observe que ¢ é um ponto critico de h(z) = (x,n).

Em coordenadas locais, no ponto ¢, tem-se h(xy1,x2) = (g(z1,x2),n). Entao,

Ory

d*h

2
oxs

(
d*h <82

03
0h B 0?g n) = f
8:618:62 n 8x18x2’ B

Logo, det(Hess h) = eg — f?, e entao, det(Hess h) = 0 se, e somente se eg — f2 = 0, o que

equivale a K(q) = 0, pela equacao (1.3). Portanto o ponto ¢ é um ponto critico degenerado da
funcao altura se, e somente se, q é um ponto parabdlico de X, ou seja, ¢ € um ponto singular

da aplicacao normal de Gauss.

1.2 Funcao distancia ao quadrado e o conjunto focal

~ . . 1
Defini¢ao 1.2.1 Os pontos focais de X em x sao os pontos da forma g(x) + En(:)s), onde k;
sao as curvaturas principais em x, para i = 1,2. O conjunto focal de X, também conhecido

como evoluta, € o conjunto de todos os pontos focais de X.

Exemplo 1.2.2 A Figura 1.4 mostra um paraboloide hiperbdlico e uma folha do conjunto focal.
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Figura 1.4: Uma folha do conjunto focal de um paraboléide hiperbdlico.

Os pontos focais podem ser vistos como os dois centros de curvatura correspondentes as
direcoes principais. Eles podem ser pensados como estando no espago ambiente ou no fibrado
normal (Definigao 1.2.4). Quando a curvatura principal é zero o ponto focal associado estd no
infinito, entdo ao invés de tomar pontos ¢ € R3, tome pontos no espaco projetivo, [c : s] €
P3(R), (s € R). c e s podem ser escolhidos tais que |c|? + s* = 1. Defina a fungao distancia ao

quadrado V : X x P3(R) — R por

Vil 5)) = {e.g(e) — ol

A razdo do nome é que para s # 0, V(z,[c : s]) tem os mesmos conjuntos de nivel da fungao
lc — sg(x)|?, mas a funcao utilizada ¢ nao singular quando s = 0 e, neste caso, os conjuntos de
nivel sao planos.

Denote por V; a i-ésima derivada de V' em x.

Observacao 1.2.3 No apéndice e na referéncia [7] é possivel encontrar um pouco sobre o

espaco projetivo e variedades diferencidveis.

Definicao 1.2.4 O fibrado normal compactificado é dado pelo sequinte conjunto:
N = {(z,[c: s]) € X x P*(R); Vi(x,]c: s]) = 0}.
A seguir é dada uma definicdo de conjunto focal que sera utilizada neste trabalho.

Definicao 1.2.5 Seja N = N®S'X, onde S'X € o fibrado tangente unitdrio de X. Considere
o conjunto

F={(z[c:s],u) € N; Va(x,[c: s])u =0},

o conjunto focal F' ¢ definido como a imagem de F sob a projecao N — N.
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Observacao 1.2.6 (z,[c: s]) € N é um ponto focal se, e somente se, existir um vetor tangente
nao nulo u satisfazendo

(¢ — sg(x), d®gu) — s(dg, dgu) = 0
que € equivalente ¢ equagio (1.2) com k(c — sg(z)) = sn. De fato, (z,]c : s|,u) € F se, ¢
somente se, Va(x,[c: s])u =0, logo

(¢ — sg(x), d®gu) — s(dg, dgu) = 0

<%, d29u> — s{(dg,dgu) =0

(n, d*qu) — k{dg, dgu) = 0

I (u, . )=kl (u, .)

Observagao 1.2.7 As Definigoes 1.2.1 e 1.2.5 sdo equivalentes. Basta observar que, como
1 ; 1 .

para i = 1,2, ki(c; — s;9(x)) = sin, entao ¢; — s;g(x) = 7 Sil logo - g(z) + T sdo os
i Si i

centros de curvatura correspondentes as direcoes principais.

Observagao 1.2.8 Na Secao 2.3 prova-se que sob certas condigoes o conjunto F é uma sub-

variedade de N.

1.3 Contato e K-equivaléncia

A idéia de contato corresponde a um grau de tangéncia maior que o usual entre duas

subvariedades, em geral é uma tangéncia maior que a minima possivel. [§]

Sejam Ny, N,, P, e P, variedades diferenciaveis.

Definigao 1.3.1 Uma contato equivaléncia (ou K-equivaléncia) é o par (h, H) de germes in-

vertiveis para os quais o diagrama abaizo comuta

(N1, 1) —2 (Ny X Py, 21) 2 (N, 1)
hl Hl lh
(Na, x5) —2% (Na X Py, 25) = (Ny, 2)
onde, para k =1,2
ir: germe em xy da inclusio Ny — Ny X Py, dada por x — (x,yx);
TR germe em z da proje¢ao Ny X Py — Ny, dada por (x,y) — x.

Em outras palavras, H é dada pela formula

H(z,y) = (h(x),0(z,y))
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com 0(z,y1) = y2. FE o0s germes fi e fo sao ditos contato-equivalentes, ou K-equivalentes,

quando eziste uma contato equivaléncia (h, H) para a qual
Ho(1,fi)=(1,f2)oh
Notagao: fi L fa-

Observagao 1.3.2 A-equivaléncia implica em K-equivaléncia. Por outro lado, dois germes

K-equivalentes nao sao necessariamente A-equivalentes. [10]
Observagao 1.3.3 Sobre A-equivaléncia, ver apéndice.

Exemplo 1.3.4 Sejam os germes f : R® — R?, definido por f(z,y,2) = (y,2), e g : R® — R,
definido por g(z,y,2) = (y,2 — zy), que recortam o eivo z, isto é, f~1(0,0) = (2,0,0) e
g71(0,0) = (z,0,0). Considere o contato do eizo x com a curva v : R — R® tal que y(t) =
(t,t2,t3). Entao as aplicacoes de contato sao fovy(t) = (t%,t%) e goy(t) = (¢*,0). Assim, como
fovy egory sao K-equivalentes, pois os ideais Itoy € I4oy, gerados pelas componentes de fory e
g o, respectivamente, coincidem, entao f e g também sao K-equivalentes. Mas f e g nao sao

A-equivalentes, pois as imagens das aplicagoes de contato nao sao difeomorficas.
Sejam X; e Y;, i = 1,2 subvariedades de R”, com dim X; = dim X, e dimY; = dim Y5.

Definicao 1.3.5 O contato de Xy e Y, em y, € do mesmo tipo que o contato de Xy e Yy em

Yo Se existe um germe difeomorfismo
H:R" ) — (R, y)
tal que H(X;) = Xo e H(Y1) = Y. Neste caso escreve-se
K(X1, Y1) = K(X2,Y2;12)
Observagao 1.3.6 Sey ¢ X NY entdo o contato € vazio.

Sejam ¢ : X — R" uma imersao e f : R" — RP uma submersao em cada ponto de
Y = f71(0), neste caso, diz-se que uma tal aplicagao recorta Y. O tipo de contato de X e YV’
em y é medido pela K-classe da aplicagao composta f o g em g~ '(y), que é chamada aplicagao
de contato de X e Y. A proposicao a seguir diz que esta K-classe depende apenas das subvar-

iedades X e Y, e nao da escolha da imersao g e da submersao f.

Os resultados seguintes relacionam tipo de contato com as K-classes da aplicacao de contato.

As provas dos mesmos podem ser encontradas em [16].
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Proposicao 1.3.7 Sejam X, Y, g e f como acima, e sejam ¢’ : X — R"™ uma outra imersao
com mesma imagem de g e f': R™ — RP wma outra aplicacao que recorta Y, entdo fogq e

f'og" sao K-equivalentes.

Teorema 1.3.8 Para ¢ = 1,2 sejam ¢g; : (X;,z;) — (R",y;) germes de imersdes e f; :
(R, y;) — (RP,0) aplicagoes que recortam Y;, com dimX; = dim X, e dimY; = dimY;.
Entao,

K(X1,Yi50) = K(X2,Ya12) © K(fiog1) = K(f2092).

Em outras palavras pode-se medir o contato entre subvariedades utilizando o conceito de

transversalidade como em [8].

Definicao 1.3.9 Sejam X e Y duas variedades diferencidveis e f : X — Y uma aplicacao
diferencidvel entre elas. Dada uma subvariedade W C Y e um ponto v € X, diz-se que f
corta W transversalmente em x, e denota-se por f h W, se f(z) ¢ W, ou f(z) € W e
Trw)Y = TryW + df, (T, X).

Assim, para g : X — R"™ uma imersao e f : R" — RP uma submersao em cada ponto de
Y = f710), se X e Y tem um ponto em comum p € X NY tal que p = g(x) e fog(z) =0,
diz-se que X e Y tem contato em p se nao sao transversais em tal ponto. Isto implica que
a diferencial d(f o ¢g), ndo é sobrejetora, portanto a aplicagdo f o g tem uma singularidade,
o ponto critico em x. Desta forma aparece a relacao entre contato e singularidades: o tipo
de singularidade que a aplicacao f o g tem no ponto x determina o tipo de contato entre as
subvariedades X e Y no ponto p. Por esse motivo a composicao f o g é chamada aplicacao de
contato.

Essa correspondéncia entre tipos de contato de subvariedades e tipos de singularidades das
aplicagoes permite o uso dos nomes dos tipos de singularidades para os tipos de contato. Por
exemplo, as subvariedades X e Y tem contato do tipo A; em p se a aplicacao de contato fog

tem singularidade do tipo A; em z.
Observacao 1.3.10 Sobre tipos de singularidades, ver apéndice.

Em [16] e [17], Montaldi usa o termo (k + 1)-ponto de contato, quando uma das subvar-
iedades envolvidas é uma curva, para indicar que o contato é do tipo Ay. O nimero (k+ 1) é
a multiplicidade de contato entre a curva e a subvariedade que tem contato do tipo Aj. Intu-
itivamente, se a ordem de contato é k, entao o ponto de contato se quebra em k£ + 1 pontos em

uma deformacao.
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d d?
Exemplo 1.3.11 O contato da curvay = x3 com o eizo x € do tipo Ay, pois d—y(O) = gé(O) =
x x
d3
0e = 3;(0) # 0. Considerando a deformacao y = x* — ax, para a € R, o grdfico da fungdio
x

deformada tem trés pontos de intersec¢ao com o eixo x.

3

Figura 1.5: Curva y = z°. 3

Figura 1.6: Deformacao da curva y = x°.

1.4 Genericidade

Considere uma familia de subvariedades modelos do R™ parametrizada suavemente por
m € M, com M uma variedade. Geralmente essas subvariedades modelos sao retas, planos,
esferas e circulos. Deseja-se medir o contato entre uma subvariedade X de R" fixada e cada
m € M. Para isto é necessario imergir X, recortar m = f~!(0), para alguma f, e olhar
a aplicacao de contato resultante. Procedendo desta maneira é possivel incluir nesta familia
aplicagoes que determinam m cujos conjuntos de zeros sao singulares.

Para cada m € M existe uma aplicacdo f,, : R® — RP tal que f.1(0) = m é a subvariedade
modelo de codimensao p do R". E preciso que a aplicagao

F: R*xM —RP
(y,m) — fn(y)
seja diferenciavel.

Fixe também uma imersao g : X — R". Entao, pelo Teorema 1.3.8, o contato entre X, ou
melhor ¢g(X), e a subvariedade modelo m em g(z) é dado pela K-classe da composta f,, o g em
x.

Denote por @, e ¢, as aplicagoes

O, X xM-—RP
(2, m) — @gm(x) = fmn 0 g(x)
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e quando nao houver confusao o indice g sera omitido.

Dadas duas variedades X e Y, dé ao conjunto das aplicacoes diferenciaveis de X em Y,

C*(X,Y), a topologia de Whitney, em que, uma base de abertos consiste dos conjuntos
S(u) ={f e C(X,Y); j'f(X) C U},

onde U é um aberto no espago de jatos J"(X,Y), para algum 7.

Observacao 1.4.1 Sobre jatos de aplicagoes C*, ver apéndice.

Para os teoremas a seguir é necessaria a seguinte versao do teorema de transversalidade de

Thom:

Proposicao 1.4.2 Sejam M, X e Y wariedades diferencidaveis e seja Z uma subvariedade de

J"(X,Y) x M. Entao, o conjunto
Tz ={g€ C*(X,Y); (j79,1) h Z}

¢ residual, isto é, intersec¢ao de abertos densos, em C*(X,Y), onde (j7g,1) : X x M —
J(X,Y) x M é a aplicagao produto.

O primeiro teorema de genericidade é para a situagao geral descrita acima, onde para cada
m € M, a aplicacao f,, : R® — RP recorta seu conjunto de zeros, m = f~1(0). Depois este
resultado serd estendido a um caso particular em que esta situagao pode falhar.

Denote por Jy (X, R?P) o subconjunto de r-jatos com meta y. Seja W uma subvariedade
K-invariante de J"(X,RP), isto é, se f: X — RP é tal que j" f(z) € W, dada g : X — RP com
g X f,entao j7g € W.

Em geral, quando se considera aplicacoes sob K-equivaléncia, as metas podem ser distintas
(e também as fontes). Neste caso, porém, existe uma meta preferida, a meta zero, pois o in-
teresse estd em subvariedades dadas como f~1(0). Aqui sao consideradas aplicacoes com meta
nao nula como sendo K-equivalentes, enquanto se uma aplicacao tem meta nula e outra nao,
elas nao podem ser K-equivalentes. Com isto segue que se W é uma subvariedade C-invariante

de J"(X,RP), entao W é uma subvariedade de Jj(X,RP) ou é o complementar de J§ (X, RP).

Dadas as variedades X e M e uma aplicacao ® : X x M — RP sao definidas duas aplicagoes:

B X x M — J7(X x M,RP)

X x M —s J'(X,RP)

que ¢é o r-jato na primeira variavel.
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Teorema 1.4.3 Sejam X, Y, fn, g e ®, como acima. Seja W uma subvariedade de Jj(X,RRP)

ou todo o complementar de J5(X,RP). Entao o conjunto
Ry = {g € Imm(X,R"); j1®, W}
¢ residual, isto €, intersecgdo de abertos densos, em Imm(X, R™).

Demonstracgao:

A demonstragao se encontra em [16]. |

O préximo teorema, teorema de genericidade, é para situagoes particulares: o contato entre
subvariedades imersas de R™ com esferas de codimensao p.

Seja M o conjunto das (n — p)-esferas em R"™, cada tal esfera sendo recortada por uma
aplicacao apropriada f,, : R — RP.

Qualquer (n — p)-esfera em R™ pode ser dada pela intersecgao de p hiperesferas. Suponha
que estas p hiperesferas tenham centros ¢y, ..., ¢, e raios r1,...,7,, entao a (n — p)-esfera é o

conjunto de zeros da aplicacao
Yy (|Cl - y|2 - T%, ey ’Cp - y|2 - 7“2)

onde ¢; # ¢; quando i # j e os r}s sao tais que o conjunto de zeros é de fato (n — p)-esfera
genuina. Para incluir planos como um caso especial de esferas é preciso adicionar os pontos no
infinito em R™ e entao tratar com pontos [c : s] € P*(R) e [c: s : p| € P"T(R). Isto porque
para parametrizar uma esfera precisa-se de dois parametros, o centro e o raio e, analogamente
para um plano, um vetor e um numero real, entao para parametrizar em uma so familia esferas
e planos sao necessarios trés parametros.

Assim, sao definidos dois conjuntos

Me=A{([e1: 51 1],y (et Sp i ppl); [cisi]l # ¢y :sj] parai # j e (¢, s:) #0,Vi}

M = {m € M,; f,.*(0) é uma subvariedade de R" de codimensdo p}

onde
1 2 1 2
fm(y) = (chy>—§slly| +p1,.-.,<cp,y>—§8p|y! +pp |-

Assim, se s; # 0, a i-ésima componente de f,, define a hiperesfera

o2 el
_ — =0,
S; S

C;
y__
S;
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caso contrario, se s; = 0, ela define o hiperplano

De fato,

1 C; 1 i C; 2 i
o500 g = galila =0 (L) - ghl+ 2 0= -2 (Sl - 24

Si 7 7

e s5,=0: (c,y)+pi=0

Estes conjuntos nao dependem da escolha do representante de [¢; : s; @ p;], apesar de f,,
depender. Também, a K-classe de f,, o g nao é afetada por esta escolha.

Quando necessério pode-se limitar esta escolha a condigao |¢;|? + s7 + p? = 1.

Teorema 1.4.4 (Genericidade) Defina a aplicagdo
I": Jr(X,R") x M — J'(X,R?)
(7"g(@),m) = J"(fin 0 9)(x) = j" gm(2)

Se W € uma subvariedade K-invariante de J"(X,RP), entao I'" h W e, conseqiientemente

0 conjunto

Ry = {g € Imm(X,R"); j1®,Mmh W}

é residual em Imm(X,R").

Demonstragao:

A demonstragao se encontra em [16]. |

Sera discutido agora o que se entende por imersao genérica para quaisquer dados X, n,
M e, conseqiientemente p. Mather [15] calculou a codimensao o(k,p) do conjunto de singu-
laridades modais em J"(k,p) - a fibra de J"(X,RP) sobre um ponto (z,0) em X x RP - para
r suficientemente grande. Devido a preferéncia pela meta zero, a codimensao do conjunto de
todas as singularidades modais em J"(X,RP) é o(k,p) + p. Observe também que para g dada,
a dimensao da imagem da aplicacao jato-extensao associada j7®, ¢é k + d, onde d = dim M.

Nos casos em que k + d < o(k,p) + p, sejam {W7y,..., W} o conjunto finito de KC-érbitas

em J"(X,RP) de codimensao menor que k + d e {Wsiq,..., W;} uma estratificagao finita do
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complemento de {W7, ..., W;}. Entao, para a situagdo genérica descrita no Teorema 1.4.3 e a
particular extensao no Teorema 1.4.4, seja R a interseccao dos Ry, a qual sera um subconjunto
residual de Imm(X,R"™). Para g € R aplicagao jato-extensao associada ird, entdo, perder os
W, para i > s, e ser transversal aos W, para ¢ < s, e uma tal aplicagao serd chamada genérica
para a situagao dada. Para as aplicagoes dos Capitulos 2 e 3, a hipétese k + d < o(k,p) +p é
sempre verficada conforme as férmulas abaixo, e para esses capitulos, o termo genérica tera o
significado descrito aqui.

Quando as dimensoes sao tais que as singularidades modais nao sao encontradas para uma
imersao genérica, a transversalidade da estratificacao garante que todas as singularidades sao
apresentadas transversalmente, isto é, sao versalmente deformadas. Se, por outro lado, as sin-
gularidades modais ocorrerem, entao as singularidades nao podem ser apresentadas transver-
salmente. Assim, nas aplicacoes deste trabalho, todas as singularidades que surgirem para
uma imersao genérica serao apresentadas transversalmente, isto é, nao ocorrerao singularidades

modais.
Observacao 1.4.5 Sobre singularidades modais e deformagao versal, ver apéndice.

Para quais situacoes as singularidades modais sao evitadas pelas imersoes genéricas? Mather
calculou a codimensao da variedade algébrica consistindo de todas as singularidades modais em
J"(X,RP). Se dimX = k, entao este numero é o(k,p) - mais precisamente é o,.(k,p), que é
uma funcao decrescente de r, e o(k,p) é definida como inf, o,(k,p). O nimero o(k,p) é dado

pela seguinte férmula:

Caso I, k < p:
6(p—k)+8 se p—k>4e k>4
(h.p) = 6(p—k)+9 se 0<p—k<3 e k>4 ouse k=3
o\ P = Tp—Fk)+10 se k=2
00 se k=1
Caso 11, k > p:
9 se k—p=1
o(k,p) = 8 se k—p=2

k—p+7 se k—p>3

No presente contexto de medicao do contato de uma dada subvariedade X de R™ com cada
uma das familias de subvariedades modelo m € M, p é a codimensao de m. Se d = dim M, entao
a imagem da aplicacao jato-extensao j7® tem dimensao k + d, entao para evitar singularidades
modais deve-se ter k + d < o(k,p) + p.

Por exemplo, se as subvariedades modelos sao esferas de codimensao p, entao d = p(n—p+2),

e assim deve-se ter k + p(n —p+ 2) < o(k,p) + p.
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No caso deste estudo, dimX = k = 3, para p = 1 tem-se as esferas e para p = 2 tem-se os

circulos.

Considere o caso p = 1, entao sé acontece o Caso Il em que k > p:

Como k — p = 2, entao
k+pn—p+2)<o(k,p) +p
3+1n—142)<8+1
n<9y

Considere o caso p = 2, entao s6 vale o Caso II em que k > p:

Como k — p =1, entao

k+pn—p+2)<o(k,p)+p
3+2n—24+2)<9+2
n <4

Portanto, nos dois casos acima, para p = 1 e para p = 2, nao vao ocorrer singularidades

modais ja que o valor de n considerado é 3, pois o contato estudado é para superficies em R3.



Capitulo 2

Contato com Esferas

Neste capitulo estao definidos os conjuntos e a funcao vistos na Secao 1.4 adaptados para se
trabalhar com esferas. Muitos teoremas sao apresentados para estabelecer o tipo de contato
entre esferas e superficies e as propriedades associadas, bem como a interseccao da esfera dada
com a superficie, o que estd resumido em uma tabela no final do capitulo. Uma atencao
especial é dada para os umbilicos da superficie e, dessa forma, sao estudadas duas propriedades
importantes da singularidade D,, a saber: para um D, existem trés curvas nao-singulares
em cada ponto das quais a deformacao versal da forma normal tem singularidades do tipo As
enquanto que para um D existe apenas uma curva niao-singular com essa propriedade; para
um D; mas nio para um D, pela origem do espaco de parametros passa uma curva, em cada

ponto da qual, a funcao perturbada tem trés singularidades do tipo A7 .

2.1 Definindo as esferas e a aplicacao de contato

Considere os conjuntos
M. ={[c:s:p] € P'(R); s5,p €R,(c,s) # 0}
M ={m € M,; f,*(0) é uma subvariedade de R* de codimensdo 1}

onde
oy fe) = solul® +
com conjunto de zeros igual a m = [c: s : p| € M, (identificando m com a superficie definida
por m e f,, ou R?), tem-se M a colegao de esferas em R3, cada tal esfera sendo definida pela
aplicacao apropriada f,, : R — R.
Para m € M, tem-se que m = f,-1(0) é ndo singular e f,, é uma submersido em cada ponto

de m.
1

S

2 92p\?
+ — | , enquanto que se s = 0,
S S

~ , & .
Se s # 0, entao m é a esfera de centro em — e raio (

20



21

m é o plano (c,y) + p = 0.

Dada uma imersao g : X — R3, o contato entre X e a subvariedade modelo m em g(z) é
dado pela K-classe da composta f,, o g em z.

Considere a aplicacao

d: X xM, —R
(x,m) — ¢ () = fm 0 g(2)

e defina a fungao distancia ao quadrado V : X x P3(R) — R por

Vi, le: s)) = {e.g(e)) ol

Observe que as aplicacoes f,,, ® e f,, 0 g parecem nao estar bem definidas, pois seus valores
dependem da escolha do representante de [c : s|. Isso pode ser eliminado fazendo restri¢ao a
esfera |c|> + s = 1, e as aplicago ao entao determinad d inal

=1, plicacoes serao entao determinadas a menos de um sinal, mas em
qualquer caso o conjunto de zeros - ou de nivel no caso de V - nao sao afetados pela escolha

dos representantes, assim como as K-classes.

Agora, supondo que (z,m) € ®1(0), com m = [c : s : p|, segue que V(z,[c: s]) = —p e
existe um difeomorfismo entre ®71(0) e X x P3*(R). De fato:

070) = {(am)s Gnle) = Fwoglo) =0} = { (o) {e:g(0) = Jola()P +p =0 =

= {(w,m); V(z,[c:s]) +p =0} ={(z,m); V(z,[c:s]) = —p}

Com isto, a projecao natural
d~10) — X x P3(R)
(x,m) +—— (z,[c: 5]

é um difeomorfismo entre ®~1(0) e X x P3(R), sua inversa sendo dada por

X x P3(R) — &71(0)
(x,[c:s]) = (z,[c:s:=V(x,[c:s])])

Observe que a aplicagao de contato f,,0g é igual, a menos da constante p, a funcao distancia

ao quadrado segundo [c : s], isto é,

fmog(x) =V(zc:s]) +p

Entéao, o tipo de contato de m com X em g(x) serd dado pelo tipo de singularidade da funcao
V(.,[c:s]). Onde V(. ,[c: s]) denota a fungao Viaq : X — R.
Denote por V; a i-ésima derivada de V' em =x.

O primeiro resultado é sobre as propriedades de segunda ordem da superficie.
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Proposicao 2.1.1 V( . ,[c : s]) tem uma singularidade do tipo Ay, Ay ou Dy em x se, e
somente se, (z,[c : s]) estd no fibrado normal de X, no conjunto focal de X ou € um centro
umbilico (isto é, x é um umbilico com centro [c : s|), respectivamente. Além disso, o nicleo

para contato Ay € a direcdo principal associada ao ponto focal.

Demonstragao:

A condigao para que V tenha uma singularidade do tipo A; em z é que sua primeira
derivada, V7, se anule em .

Temos que

Vi="fmog—p
logo,
Viz, [c: s]) = (dfim(g(2)), dg(x)) = (c — sg(x), dg(x)).

A condigao Vi(z,[c: s]) = 0 diz que o vetor ¢ — sg(z) é normal a superficie X em g(z), e
portanto, o ponto (z, [c: s]) pertence ao fibrado normal de X.

As condigoes para que V' tenha uma singularidade do tipo As em x sao, simultaneamente,
que Vi(z,[c: s]) =0 e que Va(z,[c: s])u = 0 para algum vetor tangente nao nulo u € T,.X, isto
¢,

Va(z, [e: s])u = (c — sg(a), d*g(x)u) — s(dg(x), dg(x)u) = 0 (2.1)
e entao (z, [c: s]) pertence ao conjunto focal de X.

A condigao para V ter uma singularidade Dy em z é que Va(z, [c: s]) = 0.

Tomando k(c—sg(x)) = sn, onde n é o vetor normal & superficie em z, obtemos da equagao
(2.1) que

k(e = sg(x), d*g(x)u) — ks(dg(x)u, dg(x)) = 0
(sn, d*g(x)u) — ks(dg(x)u, dg(z)) =0
(n, d*g(x)u) = k{dg(x)u, dg(z))
I, (u, .) =kl (u, .)

A condigao Vi(z, [c: s]) = 0 diz, entao, que
I, (u,v) =kl (u,v), Yu,veT,X
isto é, I, e I, sao linearmente dependentes e, portanto,  é um ponto umbilico. [

Observagao 2.1.2 As esferas com contato do tipo Ay com a superficie sio chamadas esferas
focais, pois de acordo com a correspondéncia acima ®~1(0) — X x P3(R), estas esferas tém

seus centros no conjunto focal F', e o conjunto F corresponde a {(x,m,u) € M x S'X; dp,, =

d*¢pu = 0}.
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Se x € X nao é umbilico, existirao duas esferas focais, enquanto que em um umbilico elas

coincidem e, neste caso, é chamada esfera umbilica.

Exemplo 2.1.3 A Figura 2.1 mostra um paraboldide hiperbélico com uma das esferas focais.
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Figura 2.1: Esfera focal de um paraboléide hiperbdlico.

Observe que se ¢ = sg(x), entao [c : s| estd na origem do plano normal, logo, m € M.\ M e,
neste caso, f,, é singular em g(z): df,,(y) = sg(x) — sy, e a singularidade envolvida é um Af:
d(fm 0 g)(x) =0, d*(fm © g)(x) = —s(dg(z), dg(x)) # 0.

Daqui pra frente o trabalho sera feito apenas com esferas focais, podendo assumir entao que

c#sg(r)eme M.

Observagao 2.1.4 Para uma imersao genérica os umbilicos sao isolados. Isto porque a k-
codimensao da singularidade Dy € 4 e entao a k-codimensdo da Dy-0rbita em J"(X,R) €442 =
6 e dim(X x M.) = 6, entdo desde que para uma imersao genérica j1® seja transversal a Dy-

orbita, elas devem se intersectar em um conjunto discreto de pontos.

2.2 Ridges e ribs

Seja v : R — X uma parametrizac¢ao regular de uma linha de curvatura principal, com ~(0)
nao umbilico, e entao para cada t, 4/(t) é uma direcao principal em v(t). Isto determina um
curva t — (y(t),7(t)) no conjunto focal, com F(t) € P3(R). Seja k a fungao curvatura principal

associada, isto é, que é associada a dire¢ao principal v/(¢).

Defini¢ao 2.2.1 Um ponto x = v(0) é um ponto ridge se (ko) (0) =0. Um ponto x = v(0)
¢ um ponto ridge de ordem k em x se uma das fungoes curvatura principal medida ao longo da

linha de curvatura associada € estaciondria de ordem k em x, isto €,

(kon)(0)=..= (ko) (0)=0 e (koy)*(0)#0
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Definicao 2.2.2 Associado a qualquer ponto ridge x estd uma dire¢ao principal u neste ponto

e um ponto focal (x,[c: s]) que é chamado um ponto rib.

Definicao 2.2.3 Os conjuntos de nivel em x da funcao curvatura principal k : X — R sao

chamados curvas de curvatura principal constante.

Observacao 2.2.4 Fssas curvas de curvatura principal constante sao uma generalizacdo da
classica curva parabolica em uma superficie a qual € uma curva de curvatura principal constante
zero. Fora dos umbilicos, as curvas de curvatura principal constantes sao diferencidveis com

possiveis singularidades nos pontos descritos na Proposigao 2.2.5.

Proposicao 2.2.5 Seja x € X nao umbilico, e seja ki uma das curvaturas principais com
direcao principal w em x. Entao ki € singular em x se, e somente se, valem ambas as equacoes
abaizro:

(n, d*gu®)y — 3k {dgu, d*gu®) =0
(n, dgutu) — 2k (dgu, dguv) — ky{dgv, P gu®) = 0,

onde ko € a outra curvatura principal em x e v é um vetor tangente unitdrio e ortogonal a .

Demonstragao:

A demonstracao se encontra em [16]. |

Seja ¢ : R — X uma parametrizacao de uma curva de curvatura principal constante, e
suponha que se a imagem de ¢ é nao-singular, entao sua parametrizacao também é. Assim ¢
pode ser singular apenas onde dk(x) = 0. Desde que cada funcao curvatura principal é associada
(localmente) a uma folha definida do conjunto focal, ¢ se levanta a uma curva (¢(t), ¢(t)) no
conjunto focal. Suponha que (¢(0), $(0)) = (v(0),5(0)) = (z, [c : s]), assim, se dk(z) # 0, entao
k é uma submersao em todos os pontos de ¢, e portanto x é um ponto ridge de ordem k se, e

somente se, ¢ e v tém contato do tipo A; em x.

Teorema 2.2.6 Com x, ¢, v, ..., etc., como acima, as sequintes afirmacgoes sao equivalentes:
(1) = € um ponto ridge, isto é, (ko) (0) =0;

(i) ou dk(z) =0 ou ¢ ey sao tangentes em x;

(iii) 7'(0) = 0;

(iv) a projegcio do conjunto focal no espaco ambiente compactificado P*(R) é singular em

([ : s]);
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(v) ou dk(z) =0 ou ¢'(0) = 0;
(vi) Vs(z,[c: s])u? 4+ Vou = 0, para algum v (equivalentemente Vau® = 0).

Demonstracgao:

A demonstragao se encontra em [16]. |

O proéximo teorema é analogo ao teorema anterior para ridges de ordem mais alta.

Teorema 2.2.7 Seja x um ponto ridge, ¢, v, ..., etc., como acima, e dk(z) # 0, entdo as

sequintes afirmacgoes sao equivalentes:

(i) x € um ponto ridge de ordem mais alta, isto €, (ko) (0) = (ko~)"(0) =0;
(ii) ¢ e~y tem, no minimo, 3-ponto de contato em x;

(iit) 7(0) = 0;

(iv) ¢"(0) =0;

(v) para v como no Teorema 2.2.6, Viju? + 3Vzu?v = 0.

E se o ridge através de x € uma curva nao-singular, entao as afirmacoes acima sao todas

equivalentes a
(vi) a projecao do rib em P3(R) é singular;
(vii) o ridge através de x € tangente a vy (e entao a ¢) em x.

Demonstracgao:

A demonstracao se encontra em [16]. |

A préxima proposicao traz uma definicao alternativa para um ponto ridge, interpretando

as ultimas condicoes dos Teoremas 2.2.6 e 2.2.7.

Proposicao 2.2.8 Seja x nao umbilico, entao:

(1) = € um ponto ridge se, e somente se, uma das esferas focais em x tem contato pelo menos

do tipo As com a superficie.

(ii) = é um ponto ridge de ordem superior se, e somente se, uma das esferas focais em x tem

contato pelo menos do tipo Ay com a superficie.
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Demonstracgao:

Seja [c¢ : s] um ponto focal em x com dire¢do principal u, entdo Vi(z,[c : s|]) = 0 e
Vo(z, [c: s])u = 0.

O fato de x ndo ser um ponto umbilico garante que Va(z, [c : s]) # 0.

As condigbes para z ser uma singularidade dos tipos Az e A4 sdo, cumulativamente: [18]

Vau? + Vov = 0, para algum v
Viu? + 3Vauv + Vaw = 0, para algum w

A primeira é equivalente a Vzu® = 0, pois Vovu = Vouv = 0, ja que Vou = 0. E a segunda é
equivalente a Vyu* + 3Vsu?v = 0, pela mesma razao.

Assim, pelos Teoremas 2.2.6(vi) e 2.2.7(v) segue o resultado. |

Observacao 2.2.9 Existem dois tipos distintos de singularidades As de fun¢oes em R?, chama-
dos hiperbdlico e eliptico, ou A e Af, respectivamente, e diz-se que um ridge de primeira ordem
¢ hiperbolico ou eliptico de acordo com o tipo do As. O hiperbolico € também chamado de fértil
e o eliptico de estéril. Se um As € hiperbolico ou eliptico depende do tipo de quadrdtica em v
dada por

Viut 4+ 6Vzu?o + 3Va0? = 0.

No caso parabolico, quando as duas raizes coincidem, esta equacao se reduz a equacao da
condi¢ao para singularidade do tipo Ay acima.

As formas normais para Ay e A§ sdo, respectivamente, % —y* e x> +y* e seus conjuntos de
zeros sao duas curvas tangentes na origem (mas com curvaturas distintas) e um ponto isolado,
respectivamente. O conjunto de zeros de um Ay € uma cuspide ramphoidal e sua forma normal

éx? — 9.
Observagao 2.2.10 Sobre cuspides, ver apéndice.

Teorema 2.2.11 O conjunto dos pontos ribs no conjunto focal de uma superficie imersa

genérica €, fora dos centros umbilicos, uma variedade unidimensional.

Demonstragao:

Um ponto 7ib é um ponto (z,[c : s]) do conjunto focal em que V( . ,[c : s]) tem uma
singularidade do tipo Az, ou mais degenerada, em x, mas nao do tipo Dy, pois, por hipdtese,
estamos fora dos centros umbilicos. A correspondéncia ®1(0) — X x P3(R) diz entao que
um ponto rib é um ponto (z,m) € X x M em que ¢, = f,, © g tem uma singularidade do tipo

Az, ou mais degenerada, em x, mas nao D,. Portanto, s@o esperadas apenas singularidades
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dos tipos Az ou A4: o conjunto de singularidades do tipo Ay, k > 4, forma um subconjunto de
J"(X,R) de codimensao 7 (para r grande) que sera evitado pela hipdtese de genericidade.

A unido das dérbitas Az e Ay é uma subvariedade do espago de jatos (teoria do desdobra-
mento) e, como ji P, é transversal a cada uma das 6rbitas, ela deve ser também transversal a
uniao delas. Entao, j{®,'(As U Ay) é uma subvariedade de X x M: (z,m) é tal que ¢, tem
singularidades do tipo A3 ou do tipo A4 em x. Entao, usando novamente a correspondéncia
d~1(0) — X x P3(R), segue que o conjunto dos pontos ribs é uma subvariedade unidimen-

sional. u

Observacao 2.2.12 Na demonstracao do proximo resultado, e de alguns resultados sequintes,
serd util trabalhar com uma classe especial de parametrizagoes locais de superficies. Sejax € X.
Escolha coordenadas em R? tais que g(x) = 0, onde g € a imersio e o plano xy € tangente a X
em g(z) = 0. A projecio ortogonal de R® em tal plano induz um sistema de coordenadas em

X wvia tmersao g. O resultado da parametrizagdo pode ser escrito como

g(ryt) = (r,t,h(r,t))

onde h é uma fungdo real em R* com h(0,0) =0 e dh(0,0) = 0. Uma imersdio expressa nessa

forma ¢é dita estar na forma de Monge.

Exemplo 2.2.13 Considere a superficie X como sendo o paraboldide hiperbolico parametrizado
por (xz,y) — (z,y,2% — y?). Uma vizinhanca da origem pode ser representada pela forma
z = h(z,y), com (z,y) € U C R?, onde U é um aberto e h é uma fun¢dio diferencidvel com
1(0,0) = 0, 0.0y = 0 ¢ 2

ox oy
aplicada ao vetor (x,y) € R? fica

(0,0) = 0. A segunda forma fundamental de X na origem

0*h 9?h 9?h

2
Ere - (0, 0)x? —i—288 (0, 0)my+62(0,0)y

Assumindo que as direcoes dos eizos x ey sao as diregoes principais, sendo o eixo x ao longo

da direcao com curvatura principal mdxima, obtém-se

0?h
0,0) =0
f= 8x8y< ) =
e (92
9 _ 82h
k2(0,0) = 5(0,0
. . , oh oh
Fazendo a expansdo em série de Taylor de h(x,y) e considerando 8—(0,0) = 8—(0,0) = 0,

Z Y

seque que
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h(z,y)

1 (0*h 0?h 0?h
Oy?

_ 1 2 2 _
=5\ 72 (0,0)z + 28x8y<o’ 0)zy + =—(0,0)y ) +R
1 2 2

onde

R

lim —— =0.
(z,9)—+(0,0) 2 + 32

Figura 2.2: Um plano paralelo a T,,.X, com X sendo o paraboldide hiperbdlico.

Lema 2.2.14 Seja (x,[c: s],u) € Fer:F—>Xa projecao, entdao

(i) Se z nao é umbilico, a aplicacao ™ € uma imersao em (x,[c : s],u). Conseqiientemente,

fora dos umbilicos, esta € um difeomorfismo local.

(ii) Se x € umbilico, entao a imagem sob esta projecdo de qualquer curva ndo-singular em F

através de (z,[c : s],u) transversal a 7= (x) é uma curva ndao-singular em X .

Demonstracgao:
Considere a aplicacao
Pv: TX xP3(R) — R*xR?*xR
(z,c:sl,u)  +— (Vi(z,[c: s]), Valz, et s])u, 3 ((dgu, dgu) — 1))

e entdao F' = ¢~1(0). A diferencial de 1 é dada pela matriz

Vs (..dg) —(9,dg) 0
[di)] = Vau (., dqu) —(g,d’gu) — (dgu,dgu)  V;
(d*qu, dgu) 0 0 (dgu, dg)

ou seja,
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Vaud + (¢ — 8g(x), d*qu) — §(dgu, dg) + Vot = 0
(d*guz, dgu) + (dgu,dgi) = 0
(c,¢) +(s,8) =0

Sejam y = (z,[c : s|,u) € F emn : T,F — T,X a diferencial de 7 : F' — X. Assim,
m.(Z,¢, 8, 1) = & = 0 se, e somente se, = 0. Entao, 7, tem nticleo nao nulo se, e somente se,

um vetor nao nulo da forma (0, ¢, §,u) é tangente a F.

Seja A a aplicacao linear A : R? x R x R? — R? x R? x R x R definida por
A(&,5,0) = ((6—3g(x), dg), (6—3g(x), d*gu) — 5(dgu, dg) + Vaii, (4> gui, dgu) + (dgu, dgi), (¢, ¢) + (s, 3))

E preciso mostrar que A € invertivel se x nao é umbilico. Para isso, coloque g na forma de

Monge em x com os eixos x e y sendo diregoes principais. Entao, g tem a forma

1
g(ZE, y) - <J],y, 5([51.%‘2 + k292) + 0(1‘7 y)>

com § € M3.

Tome u = (1,0) uma diregao principal em x = 0 correspondente ao autovalor k;. Assim,

dg(0) =

o O =
O = O

dg(0)u = dg(0) | ; } ~ (1,0,0)

#0=10 o]0 0] |5 0]

U1
V2

Pguw=1[[0 0],[0 0],[ & oﬂ{ }z(0,0,klvl)
Considerando ¢ = (¢q, ¢2, ¢3), temos

1
V(!E, y) =Qax + Cy + Cgh(f,y) - 58(5[]2 + y2 + h2<l’,y))

oV
k! + c3(kix + 0,) — sz — sh(x,y)(kix + 6,)
ov
o co + cs(kay + 0,) — sy — sh(z,y)(kay + 0,)

Como (z,[c : s]) pertence ao fibrado normal deve-se ter V1(0) = 0, isto é, ¢; = o = 0.

Entao, ¢ = (0,0, ¢3), Também, deve-se ter Vou = 0, isto é,

csky — s 0 1
0 03k2_8:|-|:0:|=[03]{21—5 0]=[0 0] ck=s
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e dai, [c: s] =[(0,0,¢3) : csk1] = [(0,0,1) : ky], isto é, pode-se assumir s = ky e ¢ = (0,0, 1).

Com isto, V5 é dada pela matriz

0 0
VQ:[O kQ—kl}%O’

pois, como x nao é umbilico, ko # k.

Com tudo isto, tem-se que
A(e,3,1) = ((¢,dg(0)), (¢, d*g(0)u) — 5{(dg(0)u, dg(0)) + Vai, (dg(0)u, dg(0)a), &5 + ki3).
Assim, A = 0 se, e somente se,

1. (¢,dg(0)v) =0, Yo € R? & 6101 + Caly = 0, Yo, ER & ¢ =6 =04 ¢=(0,0,¢3)

2. (¢,d*g(0)uv) — 8(dg(0)u, dg(0)v) + Vatw = 0, Vv € R?

Em particular, tomando v = (1,0) e v = (0, 1), obtém-se

2.a v=(1,0):
(¢, d*g(0)u(1,0)) — 5(dg(0)u, dg(0)(1,0)) + Vai(1,0) = 0
<(éla 627 é3)7 (07 07 k1)> - §<(17 07 0)7 (17 07 0)> =0
Csky —5=0
63]{?1 == <§
2.b v=(0,1):
(¢, d*g(0)u(0,1)) — 5(dg(0)u, dg(0)(0,1)) + V2i(0,1) =0
((¢1,¢9,¢3),(0,0,0)) — §((1,0,0),(0,1,0)) + V2u(0,1) =0
Vo@(0,1) =0
Logo,

o = [3 2] [2][2] s 2]-

= Uy = 0, pois ko 7é k.
3. (dg(0)u, dg(0)a) = 0 = ((1,0,0), (i1, its, 0)) = 0 = @3 = 0

4. ég+k1§20$63:—k1§
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De (4) e (2.a), tem-se:

logo,

e (4) implica que ¢é3 = 0.
Portanto, ¢ = (0,0,0). Assim, A é injetora, e entdo um isomorfismo, se x nao é umbilico.
Seja (0,¢,8,u) € TF. Entao, pelas condigoes acima, A(¢, §,4) = 0 e, portanto, (¢, §,4) = 0.
Assim, 7, é injetora, logo m é uma imersao em (x, [c : s],u), se z nao é umbilico.

Por outro lado, se x é umbilico, entao Vo =0 e A toma a forma

A(é,5,1) = ((¢,dg(0)), (¢, d*g(0)u) — 5(dg(0)u, dg(0)), (dg(0)u, dg(0)i), &5 + k13)

e
6126220
Aoy Gsk—5=0
A6, 8,u) =0 < wlil
3+ k5=0

Portanto, KerA = {(0,0,v); vLlu}.
Assim, se ¥ é uma curva nao-singular em F passando por (z,[c : s],u) e transversal a 7~!(z),

entdao v = w o~ também é nao-singular. [

Observagao 2.2.15 Segue do Teorema 2.2.11 e do Lema 2.2.14 que o conjunto dos ridges na
superficie, fora dos umbilicos, é uma uniao de curvas nao-singulares. Se duas dessas curvas se
encontram em um ponto nao umbilico, entdo para uma imersao genérica elas necessariamente
sao de folhas diferentes do conjunto focal.

Para uma superficie nao genérica, porém, linhas ridge de mesma folha do conjunto focal

podem se cruzar, e em tal ponto a esfera focal tem contato do tipo Ay.

Observagao 2.2.16 A projegdo 7 : F — X se fatora através do conjunto focal F', e fora dos
umbilicos a aplicag¢dao F— F éum difeomorfismo global. Seja x um umbilico e (x,[c: s]) € F,
entao 7 !(x) = (z,[c: s]) x ST C F e a aplicagio F — F ¢ uma explosio do centro umbdlico
(x,[c : s]), como na Figura 2.3. Agora, qualquer curva reqular passando por (x,[c : s],u)
transversal a 7' (x) passa de uma componente de ﬁ\ﬁ_l(l’) a outra e, conseqilientemente, sua
projecao em F' passa de uma folha para outra de F' e sua imagem em X € nao-singular. Por
outro lado, espera-se que a proje¢io de qualquer curva passando por w'(x), mas contida em

uma componente de ﬁ\w‘l(:v), seja singular, ver Figura 2.4.
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Figura 2.3: Conjunto Focal 1. Figura 2.4: Conjunto Focal 2.

2.3 Umbilicos

Um umbilico ¢ um ponto na superficie onde as duas curvaturas principais sao iguais e cada
direcao é entao principal. A geometria em, e na vizinhancga de, um umbilico é regida pela forma

cubica

C = (n,d*qg) — 3k{dg,d*q) = dI1, — kdlI,

onde k é a unica curvatura principal no umbilico z e n é o vetor normal unitario escolhido na
definicao de I1,. C é chamada a ctibica intrinseca no umbilico e diz-se que o umbilico é eliptico,

hiperbdlico ou parabdlico de acordo com C'.

Definigao 2.3.1 Uma forma cibica C é dita ortogonal se existe um par de vetores ortogonais

nao nulos u e v tais que Cuv = 0.
Observacao 2.3.2 Sobre formas cibicas, ver apéndice.

Proposigao 2.3.3 Seja x um umbilico cuja forma cibica intrinseca C' nao € ortogonal, entao:

(1) Se z € eliptico, entao nao existem curvas de curvatura principal constante passando por x
e as curvas proximas de curvas de curvatura principal constantes sao curvas fechadas em

torno de x;

(ii) Sex € hiperbdlico, entdo existem duas curvas de curvatura principal constante nao-singulares

passando por x com tangentes nas direcoes hessianas de x.
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Demonstracgao:

A demonstracao se encontra em [16]. |

Observacao 2.3.4 Considere na superficie X duas fungoes curvatura principal, cada uma
correspondente a uma folha do conjunto focal. Porém, as curvas nao-singulares de curvatura
constante k, na Proposicao 2.3.3, passam de uma folha para outra, e entao suas projecoes em
X ndo sao curvas de curvatura pincipal constante. As curvas de curvatura pincipal constante
sao singulares em um umbilico. Nas figuras abaizo tem-se as curvas de curvatura principal
constante para os dois tipos de umbilico, com as linhas continuas para uma folha do conjunto

focal e linhas pontilhadas para a outra folha.

Figura 2.5: Umbilico Eliptico. Figura 2.6: Umbilico Hiperbdlico.

Proposicao 2.3.5 O conjunto focal F é uma subvariedade (bidimensional) de N se, em cada

ponto umbilico de X, a cubica intrinseca nao é ortogonal.

Demonstragao:

Considere a aplicacao ¥ do Lema 2.2.14, entao F= ¥~1(0). Assim, F ¢ uma subvariedade
se 1 é uma submersao em 1 ~1(0), isto é, se [dy] é sobrejetora, ou equivalentemente, se [di)]*
(transposta de [di)]) é injetora.

Suponha que [dy]'(a,b,t) = 0, a,b € R?, t € R e considere a imersao na forma de Monge

em x, entao

Va Viu 0 a
(..dg) (..d%gu) 0O b | =0

0 —(dgu, dg) 0

0 | (dgu, dg)

(i) Vaa+ Vaub=0
(ii) (dg,a) + d*gub=0

(iii) (dgu,dgb) =0
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(iv) Vb + t{dgu,dg) =0

Aplicando (iv) em u, obtemos que t = 0, pois Vou = 0, logo Vobu = Voub = 0 e entdo
Vob = 0. Se x nao é umbilico, Vob = 0 implica que b é um miltiplo escalar de u (isto é, b
estd no autoespaco gerado por u), entao por (iii) b = 0 (pois se b = au, entao a{dgu, dgu) =
(dgu,dgb)y = 0= a=0=b=0), e entdo por (ii), a = 0. Portanto, [d¢]" é injetora.

Por outro lado, se z é umbilico entao V4 = 0, entdo por (i) Vaub = 0 e por (iii) (dgu, dgb) = 0.
Assim, b = 0 ou V3 é ortogonal. Mas V3 é um muiltiplo escalar de C' que por hipdtese é nao

ortogonal. Entdo, b = 0 e, novamente, [di)]" é injetora. |

Proposicao 2.3.6 Seja x um umbilico da imersao g, entdo a singularidade Dy de ¢, (m como
acima) € apresentada transversalmente se, e somente se, a cubica intrinseca C' no umbilico é

nao ortogonal com respeito a primeira forma fundamental de g.

Demonstragao:

Escreva g na forma de Monge
g(z,y) = (z,y, h(z,y)), h € M3.

k 1
Considere h(z,y) = 5(362 +y?) + EC(x,y)?’ + H(x,y), com H(z,y) € Mj. Entao, k ¢é a

curvatura em x e C é a cibica intrinseca.

Com ¢ = (c1, ¢2, ¢3), segue que
1 2
On(z,y) = (e g(@)) = 5slg(@)l" +p =
1
=z + ooy + esh(w,y) — 5s(a” +y" + W22, y)) +p

Assim, d¢,, =0 ¢, = co = 0 e d?¢,, = 0 & s = kes. Entao, o centro umbilico estd em

m=/|c:s:p=1[0,0,1):k:0] e ¢, toma a forma

buley) = h(e,y) = ke + 4+ W2(a,y)) =

o

1 k
= = 2+y2)+50(x,y)3+H(fE,y)—§(x2+y2+h2(:v,y)) =

(\]

1 k
- EC(IL‘,Z/)?) + H(ZE,y) - §h2($7y)

Pondo C(z,y)? = az® + 3bx*y + 3cxy? + diy?, tem-se
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Oon L o OH ony _

5 = 6(3@1: + 6bxy + 3cy”) + 9 2 <2h($,y) 8;10) =
_ 1o o OH (ko 2, 2,1 3 on _
— 2(% + 2bzy + cy?) + 2 k<2(x —|—y)+6C(a:,y) + H(z,y) o
1 , OH
= 50(170)(%@ t 50

(5 et ) (e oo+ 2) -

= %0(1,0)@,;})? <1 —k (’;(ﬁ + %) + éC(a;,y)?’ - H(x,y))) -

+ %—Z <1 —k <];(:r2 +9°%) + éc(% y)® + H(:z:,y)))

- R (5 5+ GO+ Hw) ) =

= 5002 (15 (5 47+ GO + Hp)) ) + i), Hilowy) € M

Analogamente, obtém-se

Opm

1 9 5.  OH k oh
_— = — _— — = 2 T -
9y 6(3b:c + 6ecxy + 3dy”) + 5 ( h(z,y)

Oy Oy

= 5002 (15 (5 47+ GO + Hp)) ) + o). Halo.y) € M

Portanto o espaco tangente estendido a ¢,, é
k
TKe¢m = <C(ZL‘, y>3 + H([E, y) - §h2(l‘7 y)a C(L O)(ZE, y)Q + Hl(xv y)7 0(07 1)(1[’, y)2 + HQ(‘T’ y)>7

com H;(z,y) € M3, i =1,2.

Como a singularidade nao pode ser mais degenerada que um Dy, por causa da codimensao,
segue que C' nao é parabdlica (pois, do contréario C L 22y e a singularidade seria pior que um
D,). Entao, C é equivalente a 22y + ¢ ou a z%y — y3. E preciso mostrar que Ty, ¢, D M3:

Primeiro veja que M3 C T, ¢y, + M3. De fato,
M = (o, 2y, ay, ).

Observe que

¥ =ux(2*+3y* + H,) — 3xy* —zH, =
= x(a? + 3y* + Hy) — 3 (3y(22y + H,) — syH,) — aH, =

= (2?4 3y* + H,) — 3y(2zy + H,) + 3yH, — zH,
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Entao, 23 € T, ¢ + Mj.
Também,

v =@y +y*+ H)— 2’y — H €Ty ¢ + M,

1 1
xzy = 5:L’(2$y + Hx) - éxHa: € Ty, Pm + Mg

1 1
vy’ = SyQ2ey + Hy) = JyHy € Tidm + M;

Portanto, M3 C Tic,m + Ms.
Agora, ¢ ~aty £y + H, He M3 e entdo,

T ~ (a%y £° + H, 20y + H,, 2* £3y> + H,).

Segue dai que M3 C Ti, ¢ + M3 = Tic, o + Mo(M3) e, pelo Lema de Nakayama B.2.3,
M% C T]Ce¢’ﬁ’l'

Lembrando que
d: X xM, — R

(x,m) — ng(x) :fmog(‘r)

ou melhor,
1
O(z,[c:s:p]) =crr+ oy + csh(z,y) — 53(:52 +y* 4+ R (z,y) +p

é uma deformagao a s parametros de ¢,,, segue que

e ((0.0,1) k50 =z
S ([0.0.1) k5 0) =y
g_i([(o,o, 1) : k:0]) = h(z,y)
g_f([(o, 0,1):k:0]) = —%(xZ +y° + WP (z,y))
5, (0.0.1):k:0) =1

Assim,
Tic.dm +R{di} = Tk.dm+R{¢:} + M =
— (C(x,y)* + H(z,y) — En2(z,y), C(1,0)(x,y)2 + H1, C(0,1)(x,y)* + Ha) +
+ R{L, z,y,h(z,y), 2> + y> + h*} + M3 =
= (C(z,y)*+ H(z,y), C(1,0)(z,y)?, C(0,1)(z,y)?) +R{1,z,y,2% + y*} + M =

= R{l,2,y,C(1,0)(z,9)% C(0,1)(z, )% 22 + y*} + M3
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Segue dai que ® é uma deformacao k-versal de ¢,, se, e somente se, os termos quadraticos
acima sao independentes e isto ocorre se, e somente se, a cubica C' nao é ortogonal em relacao

a 22 + y? (a primeira forma fundamental). De fato,
Tic,¢m + R{¢:} = R{1,z,y,C(1,0)(x,y)*,C(0,1)(z,y)* 2* + ¥’} + M = &, (2:2)

se, e somente se, os termos quadraticos sao linearmente independentes.
Escreva

C(1,0)(x,y)* = ax® + 2bxy + cy?
C(0,1)(x,y)* = ba® 4 2cay + dy*

e entdao os termos quadraticos na equagao (2.2) sao linearmente independentes se, e somente

se, o sistema
ar’ + 2bzy + cy*=0
br? + 2cxy + dy>=0
x? + =0
tem uma unica solucao, isto é, se, e somente se, o determinante D da matriz dos coeficientes

for nao nulo:

DO

b
2c
0

Esta é a condicao algébrica, que pode ser expressa geometricamente: associada a cibica

D= = 2[(bd — ¢*) + (ac — b*)] #0

— o Q
— a0

C(x,y)? estd a sua forma Hessiana que é dada por
H(z,y)?* = (ac — b*)2* + (ad — be)xy + (bd — )y,
Para simplificar, escreva a = (ac — b?), 8 = (ad — bc) e v = (bd — ¢?), entao
H(z,y)* = ax® + By + vy°.

As raizes de H sao as direcoes Hessianas de C, e C' é dita ortogonal com respeito a uma
forma quadratica ) se Quv = 0, onde u e v sao quaisquer direcoes Hessianas de C.

Note que D = 0 se, e somente se, C' é nao ortogonal com respeito a primeira forma funda-
mental.

Observe inicialmente que o discriminante de H é A = 32 — 4oy e entao para o # 0 as raizes

de H sao dadas (nos complexos) por

(=)

e entao as direcoes Hessianas sao

u=(=B+ /B —dar,20) e v=(—f—/F —day,20)
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Assim,

(u,v):O©ﬂ2—(52—4a7)+4a2:0@4a2+4a720®4a(a+7):()(a:#o)ozz—%

isto é, ac — b* = —(bd — ¢?) e dai, D = 0.

Resta considerar o caso em que o = O:

H(z,y)* = By + vy = y(Bz + )

seu discriminante é A = %2 e D = 2.
Como C(z,y)? nao pode ser parabdlica, deve-se ter 3 # 0. Entao, as direcoes Hessianas de
Csaou=(1,0)ev= —1, 1] que sao ortogonais se, e sé se, v = 0, isto é, se, e somente se,

s
D =0. u

2.3.1 Propriedades da Singularidade D,

A relacao entre a Proposicao 2.3.5 e a Proposicao 2.3.6 é que o conjunto
{(m,z,u) € M x S*X; dp, = d*¢ppu = 0}

correspondendo a F é uma subvariedade de M x S'X perto de um umbilico se a singularidade
D, é apresentada transversalmente.

De fato, o conjunto {(m,z,u) € M x S'X; d¢,, = d*¢,,u = 0} se projeta sobre F pela
projecao 7 : M x S1X — P3(R)x S'X (na verdade, 7 projeta M x S'X em N x S'X). Suponha
que perto de um umbilico a singularidade D, seja apresentada transversalmente. Entao, pela
Proposicao 2.3.6, a cibica intrinseca C' nao é ortogonal e, portanto, pela Proposicao 2.3.5, Fé

uma subvariedade. Assim, o conjunto acima ¢ uma subvariedade de M x S'X.

Existem dois tipos de singularidade Dy,: hiperbdlica (DJ) com forma normal z(z? + y?)
e eliptica (D} ) com forma normal z(z? — y?). Como as duas primeiras derivadas da forma
normal de uma singularidade do tipo D, se anulam, a terceira derivada é intrinseca, e entao a
singularidade D, é hiperbdlica ou eliptica de acordo com a terceira derivada da forma normal.
Em um umbilico na superficie, esta terceira derivada intrinseca é, a menos de um miltiplo

escalar, a cubica intrinseca no umbilico.

Seja f(x,y) = x(2®> — y?) a forma normal de uma singularidade D, e considere a seguinte

deformacao versal de f:
F(x,y,s,t,u,v) = 1’(352 — y2) + sz? +tx +uy +v.

Tem-se que:
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OF

oF
=32 — P+ 250+t e — = —2zy+u
or

dy
Procura-se os pontos singulares de F'(z, vy, s,t,u,v) que sdo mais degenerados, isto é, aqueles
cujo determinante Hessiano é nulo, mas também que, nestes pontos, a hessiana seja nao nula,

isto é, tenha corank 1. Deve-se ter

| b +2s 2y 9 o0
det HessF = ‘ Loy 2| 43z + sz +y°) =0,
. 2 2 . . ~ . aF
ou seja, sz = —(3z* + y?). Substituindo a equagao anterior em — = 0, tem-se

ox

302 — 92 — 2322 +4*) =0

—32% — 3y* = —

W =

$2+y2=

e portanto ¢t > 0.

Pode-se parametrizar z e y pondo
t t
xr=14/=-cosf e =4/ = send,
\/; Y \/;

t t
u=2xy = 2§ cos fsenf) = 3 sen26

com 6 € [0,27), e entao,

s = —\/g(?)cose + senf tan 6)

Assim, para cada t > 0 obtém-se uma curva \; no plano us. Esta curva é singular nos

s 3 ) du ds
pontosH—:I:ZeH:I:Z,pms 7 d0

3
Os pontos singulares de \;, para 6 = :i:% e 0= I respectivamente, sao: ( 2\/_\/>>

se anulam nestes pontos.

t t
e <—§, 2v/2 \/%) . Tem-se assim definidas em R3 duas curvas nao singulares

t—s (s, t,u) = <2f\/7 )
t—s (s,t,u) = <2\/’\[ ) > 0.

us 37 _ , .
Pondo 6 = 1 e = 1 nas expressoes de = e y, obtém-se duas curvas nao-singulares em

R? x R? dadas por:
ﬂ\/?ﬁ\/? \/? t
g Ay L Y L NGV A BN
<2 372 V3 V2 37737
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tH< NN ) -0

Como = = i—\/> segue que 2 = 6 e entdo t = 622, Assim, é possivel reparametrizar
as curvas acima por:

x> (2,1, —4x, 627, 227)
x +— (2, —x, —dx, 627, —21%)
Quando z = 0, det HessF = 32, logo det HessF = 0 < y = 0. Entdo deve-se ter s # 0

para que a Hessiana de F' seja nao nula. Com isto, obtém-se t = u = 0. Assim, tem-se uma

outra curva nao singular em R? x R3 :
s+— (0,0,s,0,0)

E preciso mostrar que, em cada ponto de cada uma destas curvas, F' tem uma singularidade
do tipo A5 (exceto na origem, onde a singularidade é Dy).
Comegando com a curva s — (0,0, s,0,0), mostra-se que no parametro A = (s,0,0), o ponto

(0,0) é uma singularidade de F do tipo As. E, neste caso tem-se
Fy(z,y, s, t,u,v) = 2° — 2y + s

que ¢ exatamente o 3-jato de F) na origem, (j3F)(0,0)).
Para saber se j3F)\(0,0) tem a forma normal de uma singularidade do tipo A3 é preciso

verificar as seguintes condigoes descritas em [21]: sendo

1 3R, 1,
Aij = Z'(] — Z)' axj_iayi, deve-se ter A33 =0e A44 - ZA23 7é 0.
Nesse caso, tem-se Asz3 = 0, Ay = 0 e As3 = —1. Logo, a condicdao para singularidade

do tipo Az estd verificada. Entao, em cada ponto desta curva, F tem singularidades do tipo As.
Para as outras curvas o procedimento é analogo.

Agora, seja f(z,y) = x(2? — y?) a forma normal de uma singularidade D] e a seguinte

deformagao versal de f:
F(xay757tauvv) = $3 +5Uy2 +S:U2+tx+uy+v.
Tem-se que:

F 9 9 OF
— =3ty +2sx+t e — =2zy+u
ox oy



41

| b6 +2s 2y | 9 oy
det HessF = ‘ o 2r | 432 +sx —y°) =0,
. 2 2 . . ~ . aF ,
ou seja, st = —3x”~ + y°. Substituindo a equagao anterior em — = 0, obtém-se

ox

302+t +2(=322 + ) +t=0

—32% + 3y = —t

entao, para 6 € R, se t # 0:

t
x:\/gcoshe e y:\/;senhe, se t>0
e
—t —t
x:\/?senhﬁ e y:\/?COShQ, se t<0

u = %t senh(26)

2 2
Y t senh”f
=-3 — =4/=( —3coshf
i sl x \/;( cos +cosh9>
e esta ¢ uma curva nao-singular.

Set <0

~+

E assim, se t > 0,

u= %senh(Z@)

—1
3

S =

h2
(—3senh0 + o8 0)

senhf
que também é nao-singular.

Set=0,entao y = t+x e
u = —2x(+x) = F22°
st =-32"+1yt= -3+t = -wP=>s5=-22,0#0
Tem-se entao trés curvas
x — (2, +x, —22,0, £22%)
s+ (0,0,s,0,0)

das quais apenas a ultima representa singularidade A3 de F.

Outra propriedade importante de uma singularidade D} , mas nao de uma singularidade D,

é que pela origem no espago de parametros passa uma curva em cada ponto da qual (exceto
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na origem) a fungao perturbada tem trés singularidades do tipo A;. Considerando a mesma

deformagao anterior, tem-se:

F(l’,y,S,t,U,’U) :$3—$y2+8x2—|—tx+uy+v

g—i=0<:>3x2—y2+25x+t:0 e %—520@—ny+’¢¢:0
Fazendo u = v = 0 obtém-se as seguintes solugoes:
Se z = 0 entao t = y?, e a curva ¢é (0,vy, s,52,0,0).
Se y = 0 entao t = —32% — 2sx e a curva é (x,0, s, —32% — 2s7,0,0).
E entao fazendo s = 2a, tem-se a curva (s,t,u,v) = (2a,a* 0,0) com as singularidades

(z,y) = (0,a), (z,y) = (0, —a) e (z,y) = (—a,0). Nesses trés pontos o determinante Hessiano

é nao nulo.

2.3.2 Geometria de uma superficie genérica proximo de um umbilico

Teorema 2.3.7 Seja x um umbilico eliptico (respectivamente, hiperbélico) da imersao g. Entao,
passando por x existem 3 (respectivamente, 1) ridges, cada um sendo uma curva nao-singular.
Mais ainda, em uma vizinhanga suficientemente pequena de um umbilico todos os pontos ridges
sao férteis (ou hiperbdlicos). Em cada ponto ridge existe uma dire¢ao principal associada, e
as direcoes raizes da cubica intrinseca no umbilico sao os valores limite das direcoes principais
quando nos aprorimamos dos umbilicos ao longo dos ridges. Se u é uma dessas dire¢oes raizes
e C' € a cubica intrinseca, entao o vetor tangente ao ridge associado € T satisfazendo Cuvz = 0,

com v ortogonal a u.

Demonstragao:

Seja x um umbilico da imersao g e considere a deformacao

d: X xM-—R
(x,m) — m(z) = fm 0 g()

Seja m a esfera focal correspondente ao umbilico x. Se x ¢ eliptico, existem 3 curvas em
X x M passando por (z,m) tais que, em cada ponto de cada uma delas, a aplicagdo deformada
tem uma singularidade do tipo A;. Se x ¢ hiperbdlico existe somente uma tal curva.

Pela Proposigao 2.2.8 essas curvas representam linhas ribs em X x M. Assim, no caso
eliptico existem 3 linhas ridges em x e no caso hiperbdlico somente uma tal linha.

Precisa-se mostrar que essas linhas ridges sao nao-singulares.

O As-conjunto de ¢,, é o conjunto focal de X e sua dessingularizacao é o conjunto

Ay ={(m,r,u) € M x S'X; dé,, = d*¢pu = 0}
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que, pelas Proposicoes 2.3.5 e 2.3.6, é uma subvariedade de M x S'X perto de um umbilico se
a singularidade D, é apresentada transversalmente.

Seja «(t) = (x(t),m(t)) uma das linhas ribs definidas acima. Esta curva se levanta a
uma curva a(t) = (m(t), z(t), u(t)) em A, nao singular. Temos que & é transversal ao circulo
unitario correspondente ao umbilico. Entao, pelo Lema 2.2.14, a projecao de @ em X, isto é, a

curva x(t), é ndo-singular. |

Para umbilico eliptico tem-se:

Teorema 2.3.8 Seja x um umbilico eliptico da imersao genérica g, com m a esfera umbilica.
Entao, existe uma curva em M passando por m tal que, cada ponto desta curva, exceto m,
representa uma esfera tritangente, isto €, uma esfera tangente a superficie X em trés pontos
distintos. Quando a esfera se aproxima de m, ao longo desta curva, os trés pontos de tangéncia

se aproximam de x.

Demonstragao:

De acordo com a segunda propriedade de um D, , existe uma curva em M (espago de
parametros), digamos m(t) passando por m, em cada ponto da qual (exceto m) a aplicacao
deformada ¢y, tem trés singularidades A;. O resultado agora segue: a aplicagao ¢, corre-

sponde a perturbacao

q:'m( 1)

com o primeiro conjunto sendo o conjunto de zeros de um D, e os pontos duplos representam

contato Aj . |

Observagao 2.3.9 O enunciado do teorema anterior pode ser reescrito na forma: Em qualquer

vizinhanga de um umbilico eliptico existem trés pontos com uma esfera tangente comum.

Obtém-se assim, a seguinte lista dos varios tipos de contato esperados para uma imersao

genérica, as propriedades associadas e a interseccao da esfera dada com a superficie.
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Capitulo 3

Contato com Circulos

Neste capitulo estao definidos os conjuntos e a funcao vistos na Secao 1.4 adaptados para se
trabalhar com circulos. Muitos teoremas sao apresentados para estabelecer o tipo de contato
entre circulos e superficies. Aparece também o fenomeno conhecido como “curling up and
dying” em que o circulo osculador se reduz a um ponto quando ha uma aproximagcao ao umbilico.
Existe uma relagao entre este fenomeno e o indice do umbilico, que é mostrada no final do

capitulo.

3.1 Definindo os circulos

Para este capitulo seja
Me = {([e1 = 512 p1),[e2 521 pa]) € PHR) X PHR); (c1,51), (c2,82) # 0, [en 2 s1] # [c2 : s2]}

Entao, para m € M., a aplicagao f,, ¢ definida por
1 2 1 2
fm(y) = | {c1,y) — 531|y| + 1, (c2,y) — 552|?/‘ + p2

Observe que f,1(0) é a interseccao de duas esferas com centros (c1, 1) e (2, 82). Se s1 =0
entao, a primeira esfera sera um plano, o mesmo acontece para s; = 0. Se s; = s5 = 0 este
circulo se degenera em uma reta. Também, M, nao é uma representacao fiel da familia de
circulos em R3, pois a escolha de esferas intersectando em um dado circulo pode dar origem a

uma redundancia, isto é, diferentes pares de esferas podem dar origem a um mesmo circulo.

45
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Defina M como o subconjunto aberto de M, para o qual f,.}(0) é um circulo genuino (nao-

vazio e nao-singular).

Como no capitulo anterior, da familia de aplicacoes f,,, defina F' : R x M, — R? por

F(:r;,m) = fm(x)a ede ¢m por

O: X xM—RP
(x,m) — ¢ () = fm 0 g(2)

Para determinar o quao alta pode ser a k-codimensao das singularidades ¢é preciso considerar

os seguintes fatos:

1. Se W é uma k-6rbita em J,.(X,R?), entdo a codimensao de W, para r suficientemente
grande, é duas unidades maior do que a k-codimensao da singularidade que ela representa

(os circulos sdo considerados como conjuntos de zeros ao invés de conjuntos de nivel).
2. dim(X x M,) =10

3. Existe uma redundancia bidimensional na parametrizacao do conjunto de circulos em R3,

isto é, dois pares distintos de esferas podem dar origem a um mesmo circulo.

De (2) e (3) espera-se que j7® encontre subvariedades k-invariantes de codimensao no
méximo oito, entao, de (1), as aplicagoes ¢, irdo exibir singularidades de k-codimensao no
maximo seis.

Para utilizar o Teorema de Genericidade 1.4.4, considere o subconjunto de J"(X,R?) de
singularidades de k-codimensao no maximo seis. Este tem uma estratificacao regular por um
nimero finito de k-6rbitas {W1, ..., Ws}. O complementar desse subconjunto é algébrico, entao

{Wy, ..., W} pode ser estendido a uma estratificacao regular de J"(X,R?), {Wy,...,W;}. Seja
t

R= m Ryw,. Este conjunto é aberto e denso, embora o W; possa nao ser fechado, pois o fecho
de Cazgz; W; contém um W; de dimensao menor.

Para este capitulo, dado um subconjunto aberto e denso R’ de Imm(X,R?), a imersao g é
genérica se ¢ € RN R'. Para uma tal imersao todas as singularidades de ¢,,, sao k-versalmente
deformadas por .

Se m € M, entao as unicas singularidades que aparecem sao as do tipo Ay, pois a aplicacao

om € K-equivalente a uma suspensao de uma aplicacao de R em R. Porém, caracteristicas

interessantes ocorrem para m € M.\ M onde podem aparecer singularidades de corank 2.

Definicao 3.1.1 Considere um circulo contido em um plano. A reta que passa pelo centro do

circulo e € normal ao plano que o contém é chamada eixo do circulo.
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Figura 3.1: Eixo do circulo m tangente a superficie X em .

Suponha que o circulo m é tangente a superficie em x, como na Figura 3.1. Para representar
esse circulo pode-se escolher quaisquer duas esferas distintas passando por x com centros no
eixo do circulo. Assim, m é tangente a superficie em x se, e somente se, seu eixo passa pela
normal N a superficie em x. De fato, considere o plano m que contém o circulo m e uma reta r
contida em 7 passando por x e pelo centro do circulo. Entao, o eixo do circulo é perpendicular
a r. Pelo teorema das trés perpendiculares [9], existe um ponto de intersec¢ao entre o eixo e a
reta N normal a superficie em x. Por outro lado, se IV e o eixo fossem reversas, o circulo m nao
seria tangente a superficie no ponto x, pois, neste caso, o vetor tangente ao circulo no ponto x
nao estaria em 7,X.

Existem dois pontos importantes no eixo, um onde o eixo encontra a normal, denotado por

(¢1,81), e outro onde encontra o plano tangente, denotado por (¢, s9). Sejam

V(e) =< e g@) > —gailg@)F e W) =< e9(2) > —gslo(e)l

as fungoes distancia ao quadrado apropriadas. Assim,
Om(z) = (V(z) + p1, W(x)+p2).

Denote por V; e W; a i-ésima derivada, respectivamente, de V e W em x.
As condigoes para ¢,, ter singularidade do tipo A; em z, para k = 1, ..., 4 sdo, cumulativa-

mente: [18]

Ap: Wiu = 0, para algum u # 0
As: Vou? = 0; Wou? + Wiv = 0, para algum v
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As: Vau? + 3Vouv = 0; Wiu? + 3Weuv + Wiw = 0, para algum w
Ay Viut + 6V5u?v + 3Vov? + Vouw = 0;
Waut + 6Wsu?v + 3Wov? + Wouw + Wiz = 0, para algum 2

Isto segue da condigao que um germe de aplicagio ¢ : (R?,0) — (R?,0) tem uma singulari-
dade do tipo Ay se existe uma curva imersa v : (R,0) — (R?,0) tal que ¢ o~ tem k-jato zero

na origem, mas dp(0) # 0.

Antes de dar continuidade, sera dada uma pausa para fazer um comentario a respeito do

Teorema de Meusnier e definir a Esfera de Meusnier.

3.2 O Teorema de Meusnier

Teorema 3.2.1 (Meusnier) Os centros de curvatura de todas as curvas em uma superficie X
que passam por um ponto x arbitrdrio firado e cujos vetores tangentes a x tem mesma direcao,
diferente das direcoes assintoticas, estao em um circulo de raio %]R\ que estda contido no plano
normal e tem um contato de, no minimo, primeira ordem com X em x. Aqui |R| € o raio de

curvatura da secgao normal no ponto x. [12]

Os circulos de curvatura de todas as secgoes planas de X com reta tangente comum em x,
cujas direcoes sao diferentes das direcoes assintdticas, pertencem a uma esfera. Tal esfera é a
chamada Esfera de Meusnier definida mais adiante.

Em outras palavras, o Teorema de Meusnier pode ser enunciado da seguinte maneira: Todas
as curvas de uma superficie que tem, em um dado ponto, a mesma reta tangente, tem mesma

curvatura normal. [6]

Observacao 3.2.2 Uma ilustragao deste teorema pode ser observada utilizando o programa
Superficies [1]. A Figura 3.2 mostra um elipséide recortado por um plano que passa por um
ponto na superficie, chamado x (vermelho), e é ortogonal a dire¢ao tangente a superficie no
ponto x, que € determinada pela reta r (azul). Um meio disco, em verde, corta o elipsdide em
uma curva « (branca), e contém a reta r e a reta s, sendo s normal & superficie em x (verde
claro). O ponto p (vermelho) no circulo ¢ (verde claro) representa o centro de curvatura de
a em x e sua distancia a x € o raio de curvatura |R| da sec¢ao normal no ponto x. A seta
(vermelha) representa o vetor curvatura de o em x. Na extremidade deste vetor passa uma reta
t (verde claro), paralela a uma reta cinza, q, que € tangente a superficie, ortogonal a reta r e

contém o ponto x. Observe agora a Figura 3.3, ao mover a extremidade do vetor ao longo desta
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reta t, obtém-se uma familia de curvas (brancas), na superficie que compartilham a mesma reta
tangente em x, a reta r (azul). Os centros de curvatura descrevem um circulo, o circulo ¢, e
a direcao do vetor curvatura, varia ao longo da reta t. Como a projecao ortogonal de todos os
pontos dessa reta sobre a reta normal a superficie em x vai para um mesmo ponto, entao todas
as seccoes planas da superficie que tem mesma reta tangente em x tem a mesma curvatura

normal.

Figura 3.2: Teorema de Meusnier 1. Figura 3.3: Teorema de Meusnier 2.

Definicao 3.2.3 Seja u um vetor unitdrio tangente a X em x. A Esfera de Meusnier, denotada
por M,, para a dire¢io uw em x € definida como a esfera tangente a superficie em g(x) com

curvatura gaussiana 11, (u,u) [16].

Observagao 3.2.4 Como a curvatura gaussiana da Esfera de Meusnier, M, é IT,(u,u), entdo
1

VI (u,u)

Observacao 3.2.5 Se u é uma direcao assintdtica, entio I1,(u,u) =0, e dai M, é o plano

o raio de M, ér =

tangente em g(x).

Observagao 3.2.6 Em [17] Montaldi define Esfera de Meusnier da seguinte maneira: para
qualquer vetor tangente ndao nulo u em x, a FEsfera de Meusnier é a esfera tangente a X
em x com centro (c,s) no fibrado normal compactificado satisfazendo a equacio {c,d*qu?®) =
s(dgu,dgu). FEle afirma que o comprimento do vetor u nao € importante, isto €, a Esfera de
Meusnier depende apenas da dire¢ao de u. Aqui serd mostrado que a Definigdo 3.2.3, de [16],

¢ equivalente o defini¢ao de Esfera de Meusnier dada em [17] quando o vetor u € unitdrio.
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De fato, tome g na forma de Monge, isto é, o sistema de coordenadas tem origem em g(x)
e o plano tangente a X passando por g(x) € o plano xy, assim, g(x) = 0 e pode-se tomar
dg(z)u = u e d’g(x)u = u', como na Figura 3.4. Se M, ¢ a Esfera de Meusnier da Defini¢ao

3.2.3, entao, sendo r o raio da esfera, seque que

Mas I1,(u,u) = (n,u’), onde n é o vetor normal unitdrio. Por outro lado, como o centro da

_ 1
esfera € [c : 8], entdo o raio é v = —, logo s* = — ¢, portanto, s? = (n,u'). Também tem-se
s r
n . AR , N , L
que ¢ = —, assim, n = sc o que implica s* = s{c,u’) e, entdo, s = (c,u’). E como u € unitdrio,

s

seque que s{u’,u')y = (c,u’).
Agora se M, é a Esfera de Meusnier definida em [17], com |u| = 1, entao, considerando
g(z) na forma de Monge, {(c,d*qu®) = s(dgu,dgu) = (c,u') = s. Como, para n normal e

unitdrio, ¢ = —, entdo s> = (n,u’) = s, logo s*> = I, (u,u). O raio de M, é r = —, assim
s

o »I3

1
I (u,u) = 2 © portanto, a curvatura gaussiana da Esfera de Meusnier M, € I1,.(u,u).

eixo

Figura 3.4: Esfera de Meusnier M,, com centro em (cq, s1).

No teorema seguinte, um wu-circulo é um circulo tangente a superficie em z cujo vetor
tangente esta na direcao u. Observe que a Unica suposicao de genericidade aparece na segunda

parte de (iv).

Teorema 3.2.7 Para qualquer imersio g : X — R3 e com M, definido anteriormente, as

sequintes afirmacoes sao vdlidas para cada vetor u nao nulo tangente a superficie em x.

(1) Um u-circulo tem contato do tipo As com a superficie em g(x) se, e somente se, estd em
M,. (Este € o Teorema de Meusnier estendido para incluir o caso em que u € uma dire¢ao

assintotica)



o1

(ii) Sew ndo € uma diregdo principal, entdo existe um unico u-circulo em M, com, no minimo,

contato do tipo As com a superficie em x.
(iii) Se x é ndao umbilico e se u é uma dire¢ao principal, entdo

(a) Seu ndo estd associado a um ponto ridge, entdo nao existe u-circulo com contato do

tipo Az com a superficie.

(b) Se w estd associado a um ponto ridge, entdo cada u-circulo em M, tem, no minimo,
contato do tipo Az com a superficie de acordo com o ridge, se € hiperbaolico, eliptico

ou de ordem mais alta.

(iv) Se x é um umbilico, entao toda M, coincide, e serd chamada M. Dai um circulo em
M tangente a superficie tem, no minimo, contato do tipo As se, e somente se, seu vetor
tangente a superficie é uma raiz da cubica intrinseca C'. Mais ainda, se u € uma raiz
de C' e o umbilico € genérico, entao exatamente um u-circulo em M terd, no minimo,
contato do tipo Ay com a superficie. Assim, em um umbilico eliptico existem trés circulos

com contato do tipo Ay, enquanto que em um hiperbolico existe apenas um.

Demonstracao:

(i) Uma singularidade do tipo Ay de ¢, corresponde a (k + 1)-ponto de contato e um u-
circulo é tangente a superficie, entao a condigao para contato do tipo A; acima esta
satisfeita, e assim, (cg, s9) é tal que Wiu = 0. O circulo em questao tem contato do tipo
Ay com a superficie se, e somente se, Vou? = 0 e Wou? + Wiv = 0 para algum v. A
segunda equagao depende apenas de v e (cg, S2), entdao nao impde restrigoes sobre u e
(c1,51). A primeira equagdo fica Vou? = (¢ — s19(x), > g(z)u?) — s1{dg(x)u, dg(x)u) = 0.
Considere g na forma de Monge, entao a primeira equacao pode ser escrita da seguinte

maneira (ci,u') — s1{u,u) = 0. Como u é unitario, entdao (u,u) =1 e (u,u’) = 0, assim,

(c1,u’) = s1. Seja n o vetor normal unitdrio e, como |¢;| = —, segue que ¢; = —n, e
S1 S1
= 1 / / 2 2 1 1 4
entdo (—n,u’y = s = (n,u') = s] = [, (u,u) = s7. Portanto, — = ————= que é
51 51 I, (u,u)

o raio da Esfera de Meusnier, logo o centro de M, é ¢; e, como x é um ponto da esfera e
x pertence ao u-circulo, entao o circulo esta contido na Esfera de Meusnier. Agora, por

outro lado, se o circulo esta contido na Esfera de Meusnier, entao o centro da esfera é c;

. . _ 1
e oraio é r = —. Como o raio da Esfera de Meusnier M,, é r = ——, segue que
51 I, (u,u)
: 1 o
I (u,u) = s, isto é, (n,u') = s7 = (S—n,u'> = $1 = (c1,u’) = s7. Como u é unitdrio e
1

g(x) =0, entdo (c; — s19(x),u') = s1{u,u) = (c; — s19(x),u’) — s1(u,u) = 0 e, portanto,
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Vou? = 0, ou seja, o u-circulo tem, no minimo, contato do tipo A, com a superficie em

g(z).

(ii) As condigoes para se ter contato do tipo Az sdao: Viu?® + 3Vouv = 0; Wiu® + 3Wouv +
Wiw = 0, para algum w e com v satisfazendo Wou? + Wiv = 0.
Se w nao é uma diregao principal, entao Vou # 0 (com (cq,s1) sendo o centro de M,,
por (i)) e a primeira equagao pode ser resolvida unicamente para v (médulo «). Entao,
Wou? + Wiv = 0 pode ser resolvida unicamente para (cs, s2), que determina o circulo
unitario unicamente (a segunda equacao da condigao para contato do tipo As é solucionada

para w).

(iii) Como u é diregao principal Vou = 0, mas como x nao é umbilico, entdo V5 # 0. Pelo

Teorema 2.2.6, a condicao para que u seja associado a um ridge é que Vau® = 0.

(a) Como u nao é associado a um ridge, Vsu® # 0 e, como Vau = 0, entdo, nao existe v
que satisfaca Vau® + 3Vhuv = 0, logo nao existe circulo que tenha contato do tipo As

com a superficie.

(b) Nesse caso, Vau® = 0, logo todo v satisfaz Vzu® + 3Vauv = 0, entdo nao hd restrigoes
para (cg, $2) na condigao para contato do tipo As.
A condicao para contato do tipo A, se reduz a Vyu* + 6Vzu?v + 3V40? = 0, dando
uma equacao quadratica para v que é a mesma que determina o tipo de Az. Entao,
existem duas, uma ou nenhuma solugoes para v, e assim, para (cs, S2), de acordo
com o ridge ser hiperbodlico, de ordem mais alta ou eliptico, respectivamente.

A segunda equacao para a condicao A4 pode ser resolvida para z.

(iv) Como z é umbilico, entdo Vo = 0 para (c1,$1) no centro da esfera umbilica. A cibica
intrinseca C' é um muiltiplo escalar de V3. Como em (iii)(a), se Vzu® # 0, entdao nao
existem solucoes para a condicao As, assim, cada u-circulo na esfera umbilica tem contato
do tipo As.

Porém, se u é uma diregao raiz, entao a condi¢ao As deixa v indeterminado (pois Cuv = 0),
assim, cada wu-circulo tem, no minimo, contato do tipo As.

A condicao para contato do tipo Ay fica Vju* +6Vsu?v = 0, que é unicamente solucionada
para v desde que Vau? # 0. A condicao Vau? = 0 é a condicao para que o umbilico seja

parabdlico, o qual é nao-genérico.

Existe uma intuicao para o contato desses u-circulos na esfera de Meusnier com a superficie.

A interseccao de M, com a superficie é determinada, por difeomorfismo, pelo tipo do ponto
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(¢1,51), como na Tabela 2.1. Por exemplo, se (¢, s1) é um rib fértil (hiperbdlico), entdao M,
intersecta a superficie em um par de curvas tangentes. Qualquer u-circulo em M, é tangente a
ambas as curvas tendo, entao, 2 + 2 = 4-ponto de contato com a superficie. Cada uma dessas
curvas tem um circulo osculador, resultando, entao, em dois circulos com 2 4+ 3 = 5-ponto de
contato. Esta intuicao funciona sempre que a interseccao determina o contato entre M, e a
superficie. Para a situagdo do item (ii) do Teorema 3.2.7, M, intersecta a superficie em x em
duas curvas transversais, uma das quais tem vetor tangente u, pois, como u nao é uma direcao
principal, entdao Vou # 0 e Vou? = 0, logo M, tem contato do tipo A; com a superficie em
g(x). O circulo osculador para este ramo é o tnico u-circulo tendo 4-ponto de contato com
a superficie em x. Para esta situacdo pode-se aproximar a situacao (iii)(a) do Teorema 3.2.7
onde u ¢ uma direcao principal.

Neste processo, a curvatura da curva de interseccao se torna infinita e o circulo osculador
se reduz a um ponto. Desde que este circulo osculador estd sempre na apropriada esfera de
Meusnier, segue que o plano gerando este circulo se aproxima do plano tangente. Este fenomeno
¢ chamado “curling up and dying”.

Voltando a situacao de um ponto arbitrario na superficie, pelo Teorema 3.2.7, em um dado
ponto x e para a maioria das direcoes tangentes u existe um nico circulo com contato do tipo
Aj com a superficie, e para um numero finito de diregdes (geralmente nenhuma) existe uma
familia unidimensional de tais circulos com contato do tipo As. Entao, espera-se que existam
circulos com contato do tipo A4 com a superficie em qualquer ponto z. O préximo teorema diz

quantos tais circulos podem existir.

Teorema 3.2.8 FEziste um conjunto aberto denso de imersoes g - X — R3, tal que em qualquer
ponto x € X existe, no mdximo, dez circulos com, no minimo, contato do tipo Ay com a

superficie em x.

Demonstragao:
A demonstracao deste teorema utiliza técnicas de geometria algébrica que estao fora do contexto

deste dissertagao e se encontra em [16] ou em [17]. |

3.3 Na Vizinhanca de um Umbilico

Muitos desses circulos com contato do tipo A de fato tem, no minimo, contato do tipo
As com a superficie. Nao é facil afirmar muito sobre isso em geral, embora seja possivel obter
algumas informagoes na vizinhanca dos umbilicos usando teoria de deformacao.

Primeiro é preciso verificar como as singularidades Y? aparecem.
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Observacao 3.3.1 Sobre singularidades dos tipos X? e IV}, ver apéndice.

Observe que d¢,,(x) = 0 se, e somente se, (c1,$1) € (g, 52) estao ambos na reta normal a

superficie em x. De fato,

Om(@) = (V(2) + p1, W(z)+ p2)
dpm(z) = ({1 = s19(x), dg()), (c2 — s29(), dg(x)))

Assim, do,,(x) =0 < Vi(x,[c1 : s1]) = 0e Wi(x, [cq @ s9]) = 0, isto é, (c1—s19(x),dg(x)) =0
e (ca — s2g(x),dg(x)) = 0, ou seja, (c1,51) e (2, 52) estdo na reta normal a superficie em x.

Com isso, ¢,, tem uma 3? singularidade e m = f,1(0) é o ponto isolado {z}, entdao
m € M, \M. Como antes, pode-se escolher (¢, 1) e (cg, $2) como quaisquer dois pontos distin-
tos no eixo do circulo m. Neste caso, o eixo é a reta normal a superficie em z e (cq, s2) é tomado

como sendo o ponto z, que por conveniéncia sera a origem do R3, entao escolha (cg, 52) = (0, —1)

1
obtendo-se qu(l’) = <V(I, (Cla 81)) + p1, §|g(l’)|2> Eu portanto, d2¢m = (‘/27 <dg7 dg))

Se x nao é um umbilico da imersao g, entao as duas formas quadraticas que aparecem em
d*¢,, sao linearmente independentes com uma sendo positiva definida e, segue que, a X2 singu-
laridade que ocorre é um I5 5, na notagao de Mather, que tem forma normal (2% + y2, zy).

Se, por outro lado, x é umbilico, entao as duas formas quadraticas sao linearmente depen-
dentes e a singularidade é de um tipo mais alto. Desde que a forma quadratica que ocorre é
definida positiva, a singularidade ¢ do tipo IVj, com k > 3, que tem forma normal (22 + 32, z¥).
A codimensao de uma singularidade do tipo IV}, é 2k, entao a unica possibilidade para uma su-
perficie genérica é k = 3. Para este caso, pode-se escolher (¢, s1) como sendo o centro umbilico,
entao d*¢,, = (0, (dg,dg)). Tem-se que d*¢,, = (V3,3(dg, d*g)).

Dai, ¢,, tem uma singularidade tipo V5 em x se, e somente se, I, = (dg, dg) ndo é um fator
da forma cubica V3. Ou equivalentemente, ¢,, tem uma singularidade tipo V3 no umbilico
se, e somente se, a cibica intrinseca C' tem representante harmonico nao nulo com respeito a

primeira forma fundamental 7.

Observacao 3.3.2 Sobre representante harmonico de uma forma cibica e dire¢coes harmonicas,

ver apéndice.

Teorema 3.3.3 Por qualquer umbilico genérico passam trés curvas na superficie tais que, em
cada ponto de cada uma delas, existe um circulo com contato do tipo As com a superficie.
Aproximando-se do umbilico ao longo dessas curvas, as direcoes tangentes aos circulos se apro-
ximam das direcoes harmonicas do umbilico. Mais ainda, 0s raios dos circulos tendem a zero

e o plano que o gera se aproxima do plano tangente a superficie no umbilico.
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Demonstracgao:

A demonstracao se encontra em [16]. |

Existem duas maneiras em que um circulo pode “curl up and die” aproximando-se do
umbilico x. Seja P um ponto em uma das curvas descritas no Teorema 3.3.3, também chamadas
As-curvas, com o circulo apropriado chamado As-circulo. Considere a projecao do As-circulo
e sua reta tangente em P no plano tangente a X em x. Para P suficientemente perto de x
essas projecoes sao nao-singulares. A disting¢ao entre os dois tipos é a seguinte: para o tipo (i)
a projecao do circulo e o ponto x estao no lado oposto da projecao da reta tangente, enquanto

que para o tipo (ii) eles estao no mesmo lado, como na Figura 3.5.

My

Tipo () Tipo (ii)

Figura 3.5: Duas maneiras de um circulo “curl up and die”.

Equivalentemente, se ¢ é o centro do circulo, entdo para os tipos (i) e (ii), (¢ — P)(z — P)
é, respectivamente, negativo ou positivo para P suficientemente préximo de x.

Associado a um umbilico estd um numero que é o indice da singularidade no umbilico do
campo de diregoes principais. Existe uma relacao entre este indice e a cibica intrinseca. Em

resumo, qualquer forma ctibica real em (x,y) pode ser escrita como
az® +3B2%z + 3822° + az’,

com 2z = + yt.
Para um umbilico genérico a ctbica intrinseca tem parte harmonica nao nula, entao o # 0.
Pode-se rotacionar o plano zy para fazer a = 1, assim a forma cubica fica parametrizada por

1 1
£ € C. O umbilico tem, entao, indice 5 se 1Bl >1e —5 se 1Bl < 1.

Teorema 3.3.4 Para uma imersao genérica, quando mnos aprorimamos de um umbilico ao
longo de qualquer uma das As-curvas, a maneira em que o As-circulo “curls up and dies”

corresponde ao indice do umbilico como seque:

1 1
tipo (i): indice 5 ¢ tipo (ii): indice )



56

Demonstracgao:

Para provar este teorema cada circulo é imerso enquanto a superficie é o conjunto de zeros
da submersao. A aplicagado composta agora é de R em R. Esta inversao de papéis da superficie
e do circulo nao altera o problema de procurar singularidades do tipo As, pelo Lema de Simetria
1.3.8.

Considere o umbilico como a origem do R? e a superficie dada por

flz,y,2) = h(x,y) —2 =0

com
1 1 1
onde H(0) =dH(0) = ... = d*H(0) = 0.

O As-circulo em P pode ser imerso por
rp(t) = P+ (a,az)sen t + (b, b3)(1 — cost),

onde a,b € R?, (b,b3) = ¢ — P e (a,a3) é o produto vetorial de (b,b3) com o vetor normal
unitario a superficie em P. Este circulo tem centro ¢ e vetor tangente (a,as) em P.

A aplicacao de contato é, entao,
forp(t)=h(asent+b(l—cost)) —ag sent — bz(1— cost).

A condicao para que a aplicagao de contato tenha uma singularidade do tipo As é que as
cinco primeiras derivadas de f orp(t) se anulem em ¢ = 0, com todas as derivadas de h em P,

logo

Ay dh(acost +bsent) —agcost —bs sent |—g =0

dha — a3 =0

Ay i d?h(acost + b sen t)? + dh(—a sen t + bcost) + az sen t — bz cost |j—g = 0

d’*ha?® + dhb — by = 0

Az d®h(acost + b sen t)> + 3d?h(acost + b sen t)(—a sen t + beost) +
+ dh(—acost — b sen t) + agcost + bz sen t |4—g =0
d3ha® + 3d*hab — dha + a3 = 0

d*ha® + 3d*hab = 0
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Ay d*h(acost +bsen t)* + 6d>h(acost + b sen t)?(—a sen t + bcost) +
+ 3d*h[(—a sen t + beost)* — (acost + b sen t)?] +
+ d*h(acost + b sen t)(—acost — b sen t) +
+ dh(a sen t — bcost) — ag sen t + bz cost |i—g =0
d*ha* + 6d>ha*b + 3d*h(b* — a*) — d*ha® — dhb + b3 = 0

d*ha* + 6d*ha®b + 3d*hb? — 3d*ha* = 0

As: d°h(acost +bsen t)® + 10d*h(acost + b sen t)*(—a sen t + bcost) +
+ 15d3h(acost + b sen t)(—a sen t + beost)? — 10d3h(acost + b sen t)3
— 15d*h(acost + b sen t)(—a sen t + beost) +
+ dh(acost + b sen t) —agcost — bz sen t |i—g =0
d®ha® + 10d*ha®b + 15d3hab? — 10d*ha® — 15d*hab + dha — a3 = 0
d®ha® + 10d*ha®b + 15d3hab? — 10d*ha® — 15d*hab = 0
Agora, como o circulo “curls up and dies”, entao c tende a P, e dai (a, a3), e (b, bs) tendem
a zero.
Sejam u, v vetores nas diregoes limites de (a,as3) e (b, b3) respectivamente.

Por A; e A, tem-se que u e v estdao no plano tangente a superficie em 0, que (u,v) =0 e

que pode-se tomar |u| = |v| = 1. De fato:

e u esta no plano tangente a superficie, pois a3 = dha, logo existe um « tal que u =

a(ay, az,dh(ay,as2)) e o plano tangente é gerado por {(1,0,h;), (0,1, h,)}.

e v estd no plano tangente a superficie, pois by = dhb — d*ha?, logo existe um 3 tal que

v = B(by, by, dhb — d*ha®) e o plano tangente é gerado por {(1,0,h,), (0,1,h,)}.
e (u,v) =0 pois (a,az)L(b,bs)

Diferenciando as condicoes As, Ay e As trés vezes e avaliando em 0 obtém-se, com p tangente

a As-curva

Cu? + 3Cuvp =0
2Cu*v + Cv?*p — Cu*p = (3.1)
3Cuv? — 2Cu® — 3Cwp =
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Eliminando Cuvp na primeira e na terceira equacoes, tem-se Cu® — 3Cuv? = 0 que é
precisamente a condicao para u ser uma direcao harmonica no umbilico.

Expresse a forma cubica como
C(z,y)® = 2° + 3B2%2 + 3B22° + 2°,

e seja f = s +it. Entdo, para u = (z,y) e v = (—y, x), obtém-se

Cu® = (x+yi)+3(s—ti)(z +yi)*(x —yi) + 3(s + ti)(z + yi)(z — yi)® + (z — yi) =
= (2% 4 3x2yi — 3zy® — %) + 3(s — ti)[2® + 2Pyi + 2y + y3i] +
+ 3(s + ti)[2® — 2?yi + xy? — y3i] + 23 — 32%yi — 3zy? + yPi =
= 223 — 62y? + 652> + 652y + 6ty + 6ty =
= (24 6s)2® + (65 — 6)zy® + 6tz’y + 6ty =

= 2(1+3s)z® +6(s — 1)ay? + 6ty + 6ty3

Cuv? = (z+yi)(y — xi)* + (s — t)[2(z + yi)(y — 1) (y + 21) + (x — yi)(y — x1)?] +
+ (s +ti)[2(x — yi)(y — zi)(y + xi) + (x + yi) (y + 21)?] + (x — yi) (y + x1)? =
= =223 + 6zy® + 252 + 2swy? + 2ty + 2ty =
= (25 —2)2 + (6 + 2s)zy? + 2tz?y + 2ty =

= 2(s —1)2® + 2(3 + s)ay® + 2ta’y + 2ty°

Cu? —3Cuv? = (24 6s)z® + (6s — 6)xy? + 6tz?y + 6ty°
— 3[(2s — 2)2® + (6 + 2s)ay® + 2ta?y + 2ty°] =
= [(2+6s) —3(2s — 2)]z% + [(6s — 6) — 3(6 + 2s)]xy® + [6 — 3(2t)]x%y +
(6t — 3(20)]y? =
= 8x(x® — 3y?)

Assim, as rafzes harmonicas, isto é, as rafzes de Cu® —3Cuv? = 0, sao u = (0,1), u = (v/3,1)
eu = (—+/3,1). Sem perda de generalidade, pode-se tomar v = (0,1), v = (=1,0) e p = (x,y),
e substituir em (3.1). Logo,

Cu? =i + 3(s — ti)i*(—i) + 3(s + ti)i(—i)* + (—i)® = —i + 3si + 3t — 3si + 3t +i = 6t
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Cuvp = —i(x+yi)+ (s—ti)[(—i)(z+yi) +i(z+yi) + (—i)(x —yi)] +
+ (s +t)[i(x +yi) + (—i)(z — yi) +i(z — yi)] +i(z —yi) =
= —xit+y—svi—sy—ter+tyt+sri—sy—ter—tyi+ix+y =
= 2y —2sy— 2tx

A primeira (e também a terceira) equagao de (3.1) fica:

Cu® + 3Cuvp = 6t + 3(2y — 2sy — 2tx) = 6t 4 6y — 65y — 6tz = 6t + 6(1 — s)y — 6tx =0

Cutv = (=1)i® + (s — ti)[2(=1)(=i)i + (—1)i%] +
+ (s + ) [(=1)(=0)% + 2(=1)i(=i)] + (=1)(—=i)® =
= l—-s+tr—s—ti+1 =

= 2-—12s

Cv’p = (v+uyi)+ (s—t)[2(x +yi) + (x — yi)] + (s + ti)[(x + yi) + 2(x — yi)] + (z — yi)
= 2x 4+ 3sx + syi — 3txi +ty + 3sx — syi + 3txt +ty =

= (6s+2)x + 2ty

Cu?p = 2(x +yi) + (s — t0)[2i(—i)(x + yi) + i2(x — yi)] + (s + t0)[(—i) (2 + yi) +
+ 2i(=i)(z — yi)] + (1) (z — yi) =
= =2z + (s —ti)(z + 3yi) + (s + ti)(z — 3yi) =
= —2x + sz + 3syi — twi + 3ty + sz — 3syi + twi + 3ty =
= (25 —2)z + 6ty

A segunda equagao de (3.1) fica:

2000 + Cv*p — Cu?p = 2(2—2s) + (6s + 2)x + 2ty — [(2s — 2)z + 6ty] =
= 4 —4s+ 6sx + 22+ 2ty — 2sx 4+ 20 — Gty =
= 4d(s+ 1)z —4ty—4(s—1)=0

E assim (3.1) se torna
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tr+(s—1)y e (s+1l)x—ty=(s—1)

Resolvendo esse sistema, obtém-se

P4 (s — 1)
o242 -1

Como o sinal de (p,v) = = determina o sinal limite de (¢ — P)(xy — P): para o tipo (i)

p,v) > 0 e para o tipo (ii) (p,v) < 0, para C' nao ortogonal, isto ¢, s? + 2 # 1, segue que
g g

e se s> +t% > 1, entao (p,v) > 0 e o indice é 3

1
o se s2+t2 <1, entdo (p,v) <0 e o indice é ~3



Capitulo 4

O Teorema de Banchoff, Gafiney e
McCrory

Neste capitulo é apresentada uma generalizacao do Teorema de Banchoff, Gaffney e McCrory,
que é o teorema central do livro intitulado “Cusps of Gauss Mappings”, [4]. Nesta generalizacao
sao considerados os contatos de uma superficie com esferas e circulos, sendo o plano considerado
como um caso especial de esfera, e a reta como um caso especial de circulo, pois o teorema
original trata apenas do contato de uma superficie com retas e planos. Primeiramente é apre-
sentado o teorema original, e depois a generalizacao. Para isso, nao é utilizada a Aplicacao de
Gauss como definida no Capitulo 1, mas sim uma extensao da aplicagao paralela para incluir a

Aplicacao de Gauss no infinito.

4.1 O Teorema de Banchoff, Gaffney e McCrory

Seja ¢ : X — R? uma imersao de uma superficie X. A Aplicacao de Gauss G : X — S? é
singular nos pontos onde a curvatura principal é zero - a curva parabdlica.

Denote por g; : X — R? a aplicagao paralela, g;(z) = g(z) + tG(z), sua imagem sendo a
superficie paralela a X na distancia t e g; é singular em x se, e somente se, g;(x) é um ponto
focal em x.

Segue agora o enunciado do teorema original de Banchoff, Gaffney e McCrory, que é o

teorema central do livro “Cusps of Gauss Mappings” [4].

Teorema 4.1.1 Se a Aplicacio de Gauss G de g tem uma cuspide em x € X, entao as
afirmagoes de (i) a (viil) sdo verdadeiras. Por outro lado, se G € estdvel e as seguintes

afirmacgoes sao validas, entao G tem uma cuspide em x.

(1) Uma diregcao de curvatura principal nula de g é tangente a curva parabdlica em x;
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(ii) Para cada € > 0 existem trés pontos yi, ya, ys € X tais que, para i =1,2,3, ly; — x| < €

e 0s planos tangentes a X em g(y;) sao paralelos;

(iii) Para cada € > 0 existem dois pontos vy, ys € X tais que, parai = 1,2, |y; — x| < € e 0s

planos tangentes a X em g(y;) sdo iguais;

(iv) = € um ponto ridge de g, assim como um ponto parabdlico, e a curvatura principal asso-

citada ao ridge € zero em x;

(v) Dados D,e > 0 ezistem a,d > D e um ponto y € X tais que |x —y| < € ey é um rabo de

andorinha da aplicacdo paralela gq;

(vi) Para qualquer ponto z € R3 que nao estd no plano tangente a X em g(z), o ponto x é um

rabo de andorinha da superficie pedal de X a z;

(vii) z € um ponto parabélico de g e uma reta em R3 tem, no minimo, contato do tipo Ay com

X em x.

(viii) = € um ponto parabolico de g e dado € > 0 existe um y € X tal que |y —z| < e ey € um

ponto de inflexao de uma curva assintotica de g.

Se a imagem da curva parabdlica de g em X tem curvatura nao nula em x, entao a condigdo (ix)
pode ser incluida no teorema e, se a aplicagao direcao assintotica ao longo da curva parabolica

de g € reqular em x, entao tem-se também a condi¢do (x).

(ix) O plano osculador em g(x) da imagem da curva parabolica de g é o plano tangente de X

em g(z);

(x) = € um ponto de inflexio da aplicagao assintdtica de g.

A generalizacao do Teorema 4.1.1 nao faz uso da Aplicagao de Gauss como definida anterior-
mente. Entdo, estenda a aplicagao paralela para incluir o infinito tomando ¢t = [a : b] € P'(R)

e gi(x) = [ag(x) + bG(x) : al.

Para t = [0 : 1], a aplicacao acima é exatamente a Aplicagao de Gauss. Singularidades de g;
ocorrem nos pontos x para os quais % é uma de suas curvaturas principais, ou equivalentemente,
quando g¢(x) é um ponto do conjunto focal de X em x. Isto sugere que a generalizacao da
curva parabdlica é para curvas na superficie ao longo das quais uma das curvaturas principais

é constante - essas curvas sao chamadas curvas de curvatura principal constante.



63

4.2 Generalizacao do Teorema de Banchoff, Gaffney e
McCrory

O préximo teorema é uma generalizagao do Teorema 4.1.1 de Banchoff, Gaffney e McCrory,

exceto para os itens (vi), (viii) e (x) do teorema original.

Teorema 4.2.1 Seja g : X — R3 uma imersio genérica e suponha que x € X seja ndo
umbilico. Seja k(x) uma das fungoes curvatura principal com dire¢ao principal u e ponto focal

(c,8) em x. Entdo, as sequintes afirmagoes sao equivalentes:
(1) = € um ponto ridge de g, com curvatura principal associada k(x);

(ii) dk(z) =0 ou a linha de curvatura, associada a k, é tangente a curva de curvatura principal

constante k(z) em x;

(iii) Para qualquer vizinhan¢a U de x em X existem trés pontos em U e trés esferas concéntricas,

cada uma tangente a superficie em um desses trés pontos;

(iv) Para qualquer vizinhang¢a U de x em X existem dois pontos em U e uma esfera que é

tangente a superficie em ambos os pontos;
(v) Sejat tal que gi(z) = (¢, s), entao x é um rabo de andorinha de g;;

(vi) Eriste um circulo em R® com vetor tangente u em x que tem, no minimo, contato do tipo

Az com a superficie;

(vii) A esfera osculadora em x de qualquer curva passando por x com vetor tangente u na
superficie é tangente a superficie em x. Se isso for verdade para uma tal curva, entao é

verdade para todas elas.

Demonstragao:

Para verificar que todas as afirmacao sao equivalentes, observe que cada uma delas é equi-
valente a afirmagcao (i).

(i) & (ii) é o Teorema 2.2.6.

(i) < (iii),(iv) A funcdo distancia ao quadrado para (c,s) tem uma singularidade do tipo
Az em x se, e somente se, (x,(c,s)) é um ponto 7ib [20]. Considere a seguinte deformacao da

forma normal de um Aj:
falw,y) = 2" £ (y* — a)”.

Entao, f, é singular em (0, 0), (0,+/a) e (0, —/a) para a > 0, com valores a* em (0, 0) e zero nos

demais pontos. Como g é genérica, esta situagao também ¢é vélida para a funcao distancia ao
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quadrado nos pontos préximos de (¢, s), provando assim que (i) = (iii) e (i) = (iv). Agora, por
outro lado, suponha que (z, (¢, s)) ndo é um ponto rib, entdo a fungao distancia ao quadrado
tem uma singularidade, no maximo, do tipo A,. Tomando uma deformacao da forma normal
de um As, é possivel obter apenas duas singularidades, o que implica que nao pode valer (iii)
nem (iv).

(i) © (v): A condigdo para g; ter uma singularidade rabo de andorinha é similar a condigao

para se ter uma singularidade do tipo As, que é, para t = [a, b]
dgyu = 0 d*gau® + dgv =0

para algum vetor nao nulo u e algum vetor v. [16]
Escrevendo isto em termos de g e G e usando o fato que dGz = n, a primeira equacao diz

que (z,(c,s)) é um ponto focal com dire¢ao principal associada u, de fato:
0 = dgyu(x) = adgu(zx) + bdGu(x).

Como g¢(x) = (¢, 8) e gi(z) = [ag(x)+bG(z) : a], entdo a = s e bG(x) = ¢ —sg(x). Também,
bdGu = —sdgu. Assim,

(c — sg(z), d*qu) — s{dgu, dgu) = (bG(z), d*qu) + (bdGu, dgu) = 0,

pois dGx = nldgu e, portanto, (z, (¢, s)) é um ponto focal com dire¢ao principal associada u.
Agora, é preciso mostrar que a segunda equacao é exatamente a condicao para que a funcao
distancia ao quadrado tenha uma singularidade do tipo As.

Primeiramente observe que a segunda equacao é:
d*gu® + dgev = ad?gu® 4 bd*Gu® 4 adgv + bdGv = 0.
Substituindo a = s na equacao acima, vem:

sd®gu? + bd*Gu? + sdgv + bdGv = 0.

Logo,
bd*Gu? + bdGv = —sd*gu® — sdguv. (4.1)
Observe também que
(G, dg) =0, (4.2)
(dG,dg) + (G, d*g) = 0, (4.3)

(d*G,dg) + 2(dG, dg) + (G, d*g) = 0. (4.4)
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A condicao para que a funcao distancia ao quadrado tenha uma singularidade do tipo As é:
Vsu? + Vov = 0 para algum v.

Assim,
Vau? +Vou = (¢ — sg, d’qu®) — 3s(d*gu®, dg) + (c — sg,d*gv) — s(dgv, dg) =

= (c — sg, @gu® + d*gv) — 2s{d*qu?, dg) + (—sd*qu® — sdgv, dg)

Agora substituindo ¢ — sg = bG(x¢) e as equagoes (4.1), (4.3) e (4.4) na expressao acima,

obtém-se:

Vau? + Vou = (bG(xp), d>gu? + d*gv) — 2s(d*gu?, dg) + (bd*Gu? + bdGv,dg) =
= b{(G(x0), Pgu®) + b{(G (), d*gv) — 2s{d*gu?, dg) + b{d*Gu* + dGv,dg) =
= b(—(d*Gu?,dg) — 2(dG, d*gu?)) — b{dGv,dg) — 2s(d*qu?, dg) +
+ b(d*Gu?, dg) + b{dGv,dg) =
= —20(dG, d*gu?) — 2s(d*qu?,dg) =
= —2(bdG — sdg, d*gu?)

Como bdG — sdg = 0, a condicao para singularidade do tipo Aj esta verificada.

(i) < (vi): E exatamente o item (iii)(b) do Teorema 3.2.7.

(i) < (vii): Chame as curvas na superficie que passam por x com vetor tangente u de u-
curvas. Pelo item (i) do Teorema 3.2.7, o circulo osculador & u-curva esta na Esfera de Meusnier
M,, entao a sua reta focal passa pelo centro (¢, s) de M,,. Agora, o centro da esfera osculadora,
que também é chamado de centro da curvatura esférica, de uma curva esta na reta focal. Entao,
a esfera osculadora é tangente a superficie se, e sé se, coincide com M,. Assim, fica mostrado
que M, tem contato do tipo Az com (isto é, é a esfera osculadora de) uma u-curva se, e somente
se, (z,(¢,s)) é um ponto rib. A condigao para que uma curva tenha contato do tipo Az com
uma esfera é:

Viu = Vou? + Viu = Vau? + 3Vauv + Viw = 0,

onde V é a funcao distancia ao quadrado do centro da esfera, e (x,u,v,w) é o 3-jato da curva.
Para V medida de (c, s), estas equagoes se reduzem a Vzu® = 0, pois como [c : s] é ponto focal,

entdao Vi = Vou = 0, que é precisamente a condicao para (z, (¢, s)) ser um ponto rib. |



Capitulo 5

Conclusoes e Perspectivas Futuras

O objetivo deste trabalho foi estudar os contatos entre superficies do R? e objetos como esferas
e circulos. Ele foi baseado na referéncia [16], com o intuito de desenvolver as idéias do autor
para o R? e escrever algumas passagens omitidas. Para isso foi preciso introduzir conceitos
bésicos da teoria de contato entre subvariedades e K-equivaléncia, genericidade e teoria de
singularidades.

Alguns resultados interessantes da geometria diferencial de superficies foram explorados
aqui, como a relacao existente entre a funcao altura e a aplicacao normal de Gauss e uma
ilustragao do Teorema de Meusnier.

Uma extensao natural deste trabalho seria desenvolver o mesmo estudo para subvariedades
em R" n > 4. Observa-se, porém, que embora resultados gerais possam ser obtidos, cada valor
de n deve ser considerado separadamente. Fica ainda o desejo de encontrar a generalizacao

para as partes (vi), (viii) e (x) do Teorema de Banchoff, Gaffney e McCrory.
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Apeéendice A

Neste apéndice estao algumas definicoes e resultados basicos envolvendo variedades diferencidveis.
Na primeira sec¢ao se encontra a definicao de uma variedade diferenciavel, imersao e submersao.
Mais sobre esse assunto pode ser encontrado na referéncia [7]. A segunda sec¢ao é sobre aplicagdes

estdveis. As definigoes desta segao foram retiradas da referéncia [11].

A.1 Variedades Diferenciaveis

Definicao A.1.1 Uma variedade diferencidvel de dimensdo n € um conjunto M e uma familia

de aplicagoes injetoras fo : U, C R™ — M de abertos U, de R™ em M tais que:
(i) | faUa) = M;

(ii) Para todo par a, 3 com fo(Us) N f3(Us) = W # 0, os conjuntos f; (W) e f3'(W) sio

abertos em R™ e as aplicagoes fﬁ’1 o fo sao diferencidveis (Figura A.1);

(iii) A familia {(U,, fa)} € mdzima relativamente as condigoes (i) e (ii).

Figura A.1: Aplicacdes f5' o fa.
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O par (U, fo) com p € f,(U,) é chamado uma parametrizacao, ou um sistema de coorde-
nadas , de M em p; fo(U,) é, entdo, chamada uma vizinhanca coordenada em p. Uma familia

{(Ua, fa)} satisfazendo (i) e (ii) é chamada uma estrutura diferencidvel em M.
Exemplo A.1.2 Sao exemplos de variedades diferencidveis:

(1) O espago euclidiano R™ com a estrutura diferencidvel dada pela identidade;

(ii) O espago projetivo real P™(R) com a estrutura diferencidvel {(R", f;)}, em que f; € definida
da sequinte maneira:

Considere que P"(R) € o espago quociente de R™™ — {0} pela relacio de equivaléncia
(xl,...,xn+1) ~ (t[]fl,...,tl‘n+1), tGR, t7§0

e indique os pontos de P"(R) por [z1, ..., xpi1]. Defina em P™(R) os subconjuntos Vi, ..., Vi1
por

Vi=A[x1, ..., xn1]; 2 #0}, i=1,...,n+ 1L

E assim, sao definidas as aplicacoes f; : R™ — V; por

f’i(ylﬂ 7yn) = [yl» cy Yi—1, 17%7 "'ayn]7 (ylv 7yn) € an

que satisfazem as condi¢oes da Definicao A.1.1.

Definicao A.1.3 Sejam M e N wariedades diferencidveis com dimensoes m e n, respectiva-
mente. Uma aplicacao ¢ : M — N ¢ diferencidvel em p € M se dada uma parametrizacao
g:V CR"™ = N em ¢(p) existe uma parametriza¢io f : U C R™ — M em p tal que
o(f(U)) € g(V) e a aplicagio gt oo f: U C R" — R™ € diferencidvel em f~'(p). A
aplicagcao @ € diferencidvel em um aberto de M se é diferencidvel em todos os pontos deste

aberto.

Figura A.2: Aplicacao gt oo f: U C R* — R™,

Da condigao (ii) da Definigao A.1.1 segue que a Definicao A.1.3 ndo depende da escolha das

parametrizacoes f e g.
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Definicao A.1.4 Seja M uma variedade diferencidvel. Uma aplicagao diferencidvely : (—e,e) —
M € chamada uma curva (diferencidvel) em M. Suponha que v(0) =p € M, e seja D o con-
Junto das funcoes de M diferencidveis em p. O wvetor tangente a curva v emt =0 € a fun¢do

v (0) : D — R definida por

d(f o
V(0)f = (fdt ) g

com f € D. Um vetor tangente em p € o vetor tangente em t = 0 de alguma curva vy : (—¢, &) —

M com v(0) = p. O conjunto dos vetores tangentes a M em p, com as operagoes usuais de

funcoes, forma um espago vetorial chamado o espaco tangente de M em p, denotado por T,M.

Proposicao A.1.5 Sejam M e N wvariedades diferencidveis com dimensdes m e n, respectiva-
mente e ¢ : M — N uma aplicagao diferencidvel. Para cada p € M e cada v € T,M, escolha
uma curva diferencidvel 7y : (—e,e) — M com y(0) = p, v/ (0) = v. Faga A = ¢o~. A aplica¢ao
dop : TyM — T,y N dada por dp,(v) = N(0) € uma aplicagdo linear que nao depende da
escolha de 7.

Defini¢ao A.1.6 A aplicacao linear dyp, definida na Proposicao A.1.5 € chamada diferencial
de p em p.

Definicao A.1.7 Sejam M e N wariedades diferencidveis com dimensoes m e n, respectiva-
mente. Uma aplicagdo diferencidvel ¢ : M — N € uma imersao se dy, : TyM — T )N €
injetora para todo p € M. Se, além disto, p é um homeomorfismo sobre p(M) C N, onde
©(M) tem a topologia induzida por N, diz-se que ¢ € um mergulho. Se M C N e a inclusao

1: M — N é um mergulho, diz-se que M é uma subvariedade de N .

Observacao A.1.8 Se ¢ : M — N € uma imersao, entao m < n. A diferenca n —m é

chamada a codimensao da imersao ¢.

Definicao A.1.9 Sejam M e N wariedades diferencidveis com dimensoes m e n, respectiva-
mente. Uma aplicagao diferencidavel ¢ : M — N € uma submersao se dp, : T,M — T, N ¢

sobrejetora para todo p € M.

Observagao A.1.10 Se ¢ : M — N € uma submersao, entao m > n.

A.2 Aplicacoes Estaveis

Definicao A.2.1 Sejam f1 e fy aplicacoes C* de M em N. Diz-se que f; € equivalente a fo

se existirem difeomorfismos g, : M — M e go : N — N tais que o diagrama abaixo comuta:
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f1

HN

M
o] "
M——N

f2

Definigao A.2.2 Seja f; em C°(M,N). Diz-se que fi € estdvel se existe uma vizinhan¢a U
de fi em C®°(M,N) tal que cada fo em U € equivalente a fi.



Apeéendice B

Neste apéndice estao alguns conceitos importantes sobre germes e jatos de aplicagoes diferen-
ciaveis e um pouco sobre singularidades. Mais sobre esses assuntos e as demonstragoes dos
teoremas enunciados se encontram em [10]. Para um estudo mais detalhado sobre teoria de

singularidades recomenda-se [10], [11] e [23].

B.1 Germes e Jatos de Aplicacoes C'*

Considere a aplicacao diferenciavel N — P onde N e P sao variedades diferencidveis.

Seja um ponto x € N e considere o conjunto de todas as aplicacoes diferenciaveis U — P
cujo dominio U é uma vizinhanca de x em N. Neste conjunto introduza uma relagao de
equivaléncia ~: dadas duas tais aplicacoes f1 : Uy — P e fy : Uy — P escreve-se fi ~ fo
quando existe uma vizinhanca U de x em N, dependendo de f; e f5, para a qual as restrigoes
filu e fa]u coincidam. As classes de equivaléncia sao chamadas germes de aplicagoes N — P
em x e elementos dessa classe de equivaléncia sao chamados representantes do germe.

E comum usar a notacio f : (N,z) — (P,y) para o germe, e x e y sao chamados respecti-
vamente de fonte e meta.

Em particular, quando N = P usa-se a notacao 1y : (N,x) — (IV,z) para o germe em = da
aplicacao identidade.

Dados os germes f : (N,z) — (P,y) e g : (P,y) — (R,z) pode-se obter um germe
gof : (N,x) = (R,z) escolhendo-se representantes f : U — P e g : V — R tais que
f(U) CV e o germe dessa composicao go f : U — R em x pode ser definido pela composigao
dos germes.

Um germe f : (N,z) — (P,y) é invertivel quando existe um germe g : (P,y) — (N, z), para
o qual tem-se fog=1p e go f =1y e, nesse caso, g ¢ chamado o inverso de f. Mais ainda,
a um germe f : (N,z) = (P,y) associa-se uma diferencial denotada por T, f : T,N — T,P e
definida pela diferencial em x de algum representante.

O teorema da aplicagao inversa admite uma versao para germes e diz que um germe ¢ in-
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vertivel se, e somente se, a diferencial é invertivel. O posto (rank) de um germe f : (N,z) —
(P,y) ¢é definido como o posto da diferencial. Quando o posto é igual & dimensdo de N o germe
é dito imersivo e quando é igual a dimensao de P, é dito submersivo. Assim, um germe é
invertivel se é imersivo e submersivo. Um germe que nao ¢ imersivo nem submersivo é chamado
singular.

Dois germes f1 : (N1, 21) — (P1,y1) e fa: (Na,x2) — (Ps,y2) sdo equivalentes se existirem

germes h, k invertiveis para os quais o diagrama abaixo é comutativo

(Ny, 1) S (Pr,v1)

! Is

(N2> 372) ? (P27 ?J2)

Observagao B.1.1 FEsta definicao ¢ andloga a Definicao A.2.1 de aplicagoes equivalentes.

As vezes é conveniente dizer, nesta situacao, que f; e fy sao A-equivalentes.
Observe que, sendo n e p as dimensoes das variedades N e P, respectivamente, qualquer

germe f: (N,z) — (P,y) é equivalente a algum germe (R™,0) — (R?,0).

Dado um germe pode-se obter a correspondente Série de Taylor (de algum representante com
respeito a apropriadas coordenadas locais de fonte e meta) e os jatos do germe correspondem
aos finitos segmentos da Série de Taylor. O espaco de jatos J¥(n,p) é o espaco vetorial real
de todas as aplicagoes f : R™ — RP em que cada componente é um polindmio de grau < k
nas coordenadas canonicas em R"™ com o termo constante nulo. Os elementos de J*(n,p) sio
chamados k-jatos. Seja f : R" — RP uma aplicacao C*° e a € R. Tomando a Série de Taylor de
f(z) — f(a) na origem sem os termos de grau maior que k, o resultado pode ser pensado como
um k-jato, o qual é denotado por j*f(a) e chamado k-jato de f em a. Dessa forma obtém-se
uma aplicacao C'*®

5 R — J¥(n,p)
dada por a +— j*f(a) chamada k-jato extensdo de f.
Defini¢ao B.1.2 Dado um germe fo : (R™,0) — (R%,0), uma deformag¢ao a r parametros de

fo € um germe f : (R"xR™,0) — (R9,0) com f(0,z) = fo(x) e o correspondente desdobramento
a r parametros é o germe F : (R” x R™ 0) — (R" x R?,0) dado por F(u,z) = (u, f(u,x)).

Definicao B.1.3 Uma deformacao f do germe fy € dita versal se cada deformacao f' de f

pode ser representada na forma f'(0,x) = f(g(0,x),0(x)), g(0,0) =0, 6(0) = 0. [3]
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Definicao B.1.4 Uma deformacio g de fo € K-versal quando para qualquer deformacao f

existe um morfismo de f em g.

B.2 Singularidades

Definicao B.2.1 Um ponto singular (ou singularidade) de uma aplicagao diferencidvel f :
N — P ¢ um ponto x € N onde o germe € singular, isto €, nao € imersivo nem submersivo.
Ou ainda, € um ponto onde o posto da diferencial nao é mdzrimo. O conjunto singular X f de

f € o conjunto de todos os pontos singulares.

Lema B.2.2 (Hadamard) Seja U uma vizinhan¢a convexa do zero em R", e seja f uma
funcao diferenciavel definida em U x R? que se anula em 0 x RY. FEntao existem funcoes
diferencidveis fi, ..., fnp em U XRY com f = x1fi+...+x,fn, onde x1, ..., x, Sdo as coordenadas

usuals do R"™.

Lema B.2.3 (Nakayama) Seja ¢ um anel comutativo com unidade 1, e seja M um ideal em
e com a propriedade que 1+ x € invertivel em € para qualquer x € M. Seja M um -mddulo e

sejam A e B e-submaddulos de M com A finitamente gerado. Se A C B+ MA, entio A C B

Teorema B.2.4 (René Thom) Seja f € M2 com codimensio > 2 e < 5, entio, a menos da
adi¢ao de uma forma quadrdtica nao degenerada em vdrias varidveis e multiplicacao por +£1, f

¢ equivalente a um dos germes da lista a sequir:

Corank | Codimensao | Germe Nome

2 z? dobra

1 3 z? cispide
4 x° rabo de andorinha
5 20 borboleta
4 23 —xy? |  umbilico eliptico

2 4 23 + 3> | umbilico hiperbélico
5 22y + y* | umbilico parabdlico

Observacao B.2.5 Considere a curva reqular ~v(t) = (t",t°) comt > 0es >r > 0. A
imagem de ~y para todo t (pequeno) é chamada uma cispide ordindria (Figura B.1) quando
r =2 es =3, neste caso a curvatura tende a infinito, e é chamada uma ciuspide ramphoidal

(Figura B.2) quando r =2 e s =5, neste caso a curvatura tende a zero. [5]
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-
N

Figura B.1: Cuspide Ordinéria. Figura B.2: Cuspide Ramphoidal.

Teorema B.2.6 Seja f € M2.

(i) Se f tem corank 1 e codimensdo finita (k — 1), entao

flzy, .yan) ~ £ o2 £ £22

(ii) Se f tem corank 2 e codimensao <5, entao f € equivalente a um dos sequintes germes:
+ (28 —ma)) £ o5 £ £ 22

+ (2 +ad) o+l L2

+ (zlwg+ o) £as s+ .. L2,

Um ponto singular de uma funcao diferenciavel de corank < 1 e codimensao finita k é
chamado uma singularidade do tipo Aj.

Restringindo a atencao a curvas algébricas reais, isto ¢, subconjuntos do R? definidos pela
equagao f(z,y) = 0, onde f : R? = R é uma funcio polinomial, supondo que a curva f = 0
passa pela origem - entao f nao possui termos constantes - e que a origem é um ponto singular de
f - entao f também nao tem termos lineares. Se assumirmos a singularidade ser de codimensao
finita, entao sera do tipo Ay para algum inteiro £ > 1 e entao equivalente a singularidade de
+ 2% 4 42, pelo Teorema B.2.6. A multiplicacio de f por um escalar nao nulo nao afeta a
curva f = 0, entao pode-se supor que a forma normal é £+ z**! 4 42, Para k fmpar, hd uma
distingao entre A} e A, , com formas normais z**! + y* e —z"™! + ¢, respectivamente.

Um ponto singular de uma funcao diferencidvel de corank < 2 e codimensao finita k > 4 é
chamado uma singularidade do tipo D;. A forma normal de uma singularidade do tipo D, é

+ 2%y +y"'. Quando k é par, hd uma distingao entre D} e D, com formas normais z?y +y*~*
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e —x%y + y*~1, respectivamente.

As singularidades dos tipos Ay e Dj sao chamadas singularidades simples, pois suas formas
normais dependem apenas das variaveis x e y.

Uma singularidade modal é um tipo de singularidade para a qual a forma normal depende de
um parametro (ou parametros) além das varidveis usuais = e y. Um exemplo de singularidade
modal é a singularidade Py com forma normal a2 4 ax?z + 222 + 3?2, neste caso o parametro a

é chamado o parametro modal.

Definicao B.2.7 Sejam f : N — P wuma aplicagao diferencidvel e para cada x € N, T, f :
ToN — Ty P a diferencial de f. Os conjuntos de singularidade de Thom de primeira ordem

sao dados por

Yf ={z € N :dimker(T,f) =i}

Se os conjuntos X! f sao subvariedades, pode-se introduzir os conjuntos de singularidades de
segunda ordem que sao dados por X% f = I (f|2'f). Se estes conjuntos forem subvariedades
pode-se introduzir conjuntos de singularidades de terceira ordem X59% f = Yk(f|249 f). E assim
sucessivamente pode-se obter os conjuntos de singularidades de Thom de ordem mais alta.

Agora, defina subvariedades X' do espaco de jatos J'(n,p) para os quais as imagens in-
versas sob j!f sdo os conjuntos Xf, e entao para uma aplicacio genérica esses conjuntos sao
variedades diferenciaveis. Thom gostaria de continuar com este procedimento para conjuntos
de singularidade de ordem k. O caso k = 2 foi resolvido por H. Levine, mas o caso geral foi
resolvido apenas em 1967 por Boardman.

Sejam ¢, o conjunto de todos os germes (R",0) — (R,y) e €,, o conjunto dos germes
(R",0) — (RP,y), que pode ser escrito como €,, = &, X ... X &,, com p fatores. Dado um
germe f : (R",0) — (R?,0), considere Jy o ideal jacobiano de f e I o ideal em ¢,, gerado pelas
componentes de f. Defina A I o ideal I; 4+ I’, onde I’ é o ideal gerado por todos os menores

s x s da matriz jacobiana. Observe que AgI = I quando s > n e que valem também as inclusoes
I; CA T C A, 4T C..C AL

Denote A*T = A,_¢411 e chame AT, A?[,..,A"] as sucessivas extensoes jacobianas de I;.

Observe também que

I; CATC AT C...C AL (B.1)

O ideal If é préprio quando Iy # ¢,. Supondo que I seja préprio, a extensao jacobiana critica
de Iy ¢ o tltimo ideal A" ] da sequéncia (B.1) que é préprio. Este tem uma extensao jacobiana
critica A2/A"]. E continua dessa forma para obter uma sequéncia ascendente A", AZAUT
de sucessivas extensoes jacobianas criticas de I¢. Fica definido assim o Simbolo de Boardman

do ideal I, denotado por (i1, s, ...).
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Defini¢ao B.2.8 O Simbolo de Boardman de um germe f: (R",0) — (RP,0) é definido como

o Stmbolo de Boardman do ideal I; gerado pelas componentes fi, ..., fp.
Observacao B.2.9 O Simbolo de Boardman de um germe é um invariante de contato.

Definigao B.2.10 Dados k inteiros iy, ..., i, um germe f : (R", x) — (RP,y) € do tipo L1

quando seu Simbolo de Boardman tem a forma (iy, ..., 1,0, ...).

Proposigao B.2.11 Qualquer germe f : (R%,0) — (R2,0) do tipo ©3° e K-codimensdo finita

¢ K-equivalente a um dos germes listados abaizo:

Lp: (zy, 2" +9°),2<a<b
Iy (zy, 2% —yb), 2 < a<b coma par

IV (2% + 9% 2%), a >3

Observacao B.2.12 A notagao Iy, 11,4, IV, € devida a Mather. Em sua lista encontram-se

também outros germes denotados por I11,; e V,.



Apeéendice C

Este apéndice é dedicado as formas ctibicas e a representante harmonica de uma forma cibica.

As definigoes e os resultados apresentados estao em [16] e em [17].

C.1 Formas Cubicas

A geometria de uma superficie em, e perto de, um umbilico é regida por uma forma ciibica
no espaco tangente, a cibica intrinseca, junto com uma forma quadratica positiva definida, a
primeira forma fundamental.

Sejam x e y duas variaveis reais, entao uma forma ctbica arbitraria C' pode ser escrita como
C(z,9)* = ax® + br*y + 3cay® + dy’. (C.1)
Associada a qualquer cibica estd sua hessiana quadratica
H(z,y)* = det[C(z,y)].
Para C' como em (C.1), tem-se
H(z,y)? = (ac — b*)2? + (ad — be)xy + (bd — )y

As raizes de H sao chamadas as diregoes hessianas de C. Se Hu? = 0, u = (z,y), entdo
Cuv = 0 para algum v, neste caso v também é uma direcao hessiana. Portanto, as dire¢oes
hessianas satisfazem C'uv = 0. Segue que C' é um cubo perfeito se, e somente se, sua hessiana é
zero, e C' tem uma raiz repetida se, e somente se, H satisfaz: Hu = 0 < Cu? = 0, para H # 0.
As outras correspondéncias sao:

C' tem trés raizes reais distintas se, e somente se, H ¢ eliptica;
C tem uma raiz real e duas raizes complexas se, e somente se, H ¢é hiperbdlica.

Entao C' é dita eliptica, hiperbdlica ou parabdlica de acordo com H.

7
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Suponha que tem-se também uma forma quadratica () positiva definida. Esta define uma
relacao de ortogonalidade: u e v sao ortogonais se Quv = 0. Uma forma ctbica é dita ortogonal
se suas direcoes hessianas sao ortogonais com respeito a Q.

Dada uma forma quadratica (), pode-se escolher uma mudanca de coordenadas lineares
h tal que I = h*Q, onde I(z,y)> = x? + y>. Associado a @ estd o operador diferencial
Ag = (h*)"*Arh*, onde A; é o laplaciano usual.

Observe que para Q(z,y)? = z° + y?, Ag(Q(z,y)?) = 4 e, para qualquer forma linear L,
Ag(QL) =8L.

Dada uma forma cibica, pode-se formar um feixe de formas cibicas {C' + LQ}, com
L variando no espago de formas lineares. Existe uma tunica forma linear L para a qual
Ag(C 4+ LQ) = 0 e esta forma cibica (C' 4+ LQ) é chamada a representante harmonica de
C' com respeito a (). E claro que a representante harmonica de C' com respeito a @) é zero se,
e somente se, C' = L@, para algum L. Também, Ag(C') = 0 se, e somente se, a hessiana de C
¢ um multiplo de ). Conseqiientemente, a representante harmonica de qualquer forma ciibica
tem trés raizes reais que sao distribuidas harmonicamente com respeito a Q. [16]

Pode-se reescrever o que estd acima afirmando que ¢,, tem uma singularidade V3 no
umbilico se, e somente se, a cibica intrinseca C' tem representante harmonico nao nulo com
respeito a primeira forma fundamental .

Em um umbilico, as diregoes raizes da parte harmonica da cibica intrinseca (com respeito

a primeira forma fundamental) sdo chamadas diregdes harmonicas no umbilico.

Lema C.1.1 Seja f: (R%0) — (R? 0) um germe de aplicagio com uma singularidade IV3. A
representante harmonica de f € intrinseca: é uma forma k-invariante no espaco tangente a R?

em 0.

Demonstragao:

Ver [17]. |
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