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Resumo

Neste trabalho estudamos a existéncia de solugoes positivas do tipo blow-up para
uma classe de equacoes elipticas semilineares. Usamos argumentos desenvolvidos por
Cirstea & Radulescu [6], Lair & Wood [20] e as técnicas empregadas sdo o Método
de Sub e Supersolucao, Teoremas de Ponto fixo e em alguns resultados exploramos a

simetria radial e algumas estimativas para equacoes elipticas.

Palavras-chave: Sub e supersolucao, Solug¢oes Blow-up, Principio de maximo.



Abstract

In this work we studied the existence of blow-up positive solutions for the class
of semilinear elliptic equations. We used arguments developed by Cirstea & Radulescu
[6] and by Lair & Shaker [20] and the techniques used are the method of Sub and
Supersolution, Fixed point theorems and some results explored radial symmetry and

some estimates for elliptic equations.

Keywords: Sub and supersolutions, Blow-up solutions, Maximum principle.
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Notacoes

|A| - Volume (medida de Lebesgue) do conjunto A;
B(z, R) - Bola aberta de centro z e raio R;
C*(Q) - Espago das fungoes k vezes diferenciaveis em Q C RY;

C*2(Q) - Espago das fungdes k vezes diferencidveis, cujas derivadas sdo Holder

continuas com expoente «;

Clkoca(Q) - Espaco das funcgoes k vezes diferenciaveis, cujas derivadas sao local-

mente Holder continuas com expoente «;
C>=(Q) - Espago das fungdes infinitamente diferenciaveis em Q C RY;
< f > - Valor médio da funcao f;

LP(, i) - Espaco das funcdes Lebesgue mensuraveis sobre Q C RY, p-integraveis,
com 1 < p < 00, segundo a medida p.

Se p denota a medida de Lebesgue, poremos LP(€);
WHkP(Q), H(Q) - Espaco de Sobolev, com Q2 C RY aberto;
r /" R - r converge para R com valores r < R;

r \, i - r converge para R com valores R < r;

wy - Volume da esfera no R"™.



Introducao

Nos ultimos anos os problemas elipticos tem recebido atencao dos pesquisadores
em Equacoes Diferenciais Parciais motivados pela amplitude de suas aplicagoes em
modelos fisicos, nas ciéncias biologicas e em diversas areas do conhecimento humano.

Os métodos matemaéticos e os argumentos de analise matematica desenvolvidos,
fundamentados pela teoria eliptica, podem ser aplicados em muitos problemas.

Muitas vezes, a busca por solugoes para as equacoes diferenciais parciais elipticas,
nao ¢é simples, surgem dificuldades, especialmente com relagao ao dominio em que
estamos trabalhando. Um problema diretamente relacionado com o dominio, é o fato
deste ser limitado ou ndo, como por exemplo o RY.

Em particular, nesta dissertacao, deteremos nossa atencao ao estudo da existéncia

e das propriedades das solucoes do problema

Au = p()f(u) em ©,
u > 0,u#0 em ()

onde Q C RY(N > 3) é um dominio regular.

Um ntamero consideravel de problemas do tipo (P) apresentam singularidades
sobre a fronteira do tipo blow-up. Uma solugao de (P), sujeita a condi¢do de fronteira
singular u(r) — oo quando dist(z,0) — 0, se @ # RY ¢ limitado ou ilimitado com
fronteira compacta, ou u(z) — oo quando |x| — oo, para = RY & chamada de
solucao do tipo blow-up ou simplesmente, solu¢ao blow-up.

Problemas desse tipo tiveram origem nos estudos feitos por Bieberbach em 1916,
motivado por um problema em Geometria Riemanniana, em que considera f(u) = e*

(modelo exponencial) e @ C RY com N = 2, e Rademacher em 1943 que estuda o
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mesmo problema com N = 3. Em 1974, Loewner e Niremberg, também motivados por
um problema em Geometria Riemaniana considerou o caso em que f(u) = u? (modelo
poténcia), com p = (N + 2)/(N — 2).

Inicialmente, no Capitulo 1, apresentamos um método cléssico de resolucao de
equacoes diferenciais parciais, conhecido como método de subsolucao e supersolucao.
Usamos a técnica de Interagao Monotonica desenvolvida por Figueiredo em [10], técni-
cas similares as de Ni [26] e um argumento tipo boot-strap, conforme Lazer & Mckenna
[22].

Em seguida, no Capitulo 2, mostraremos a existéncia de solugao blow-up para
o problema (P) quando 2 é limitado, ilimitado com fronteira compacta e quando

) = R". Uma hipotese fundametal ¢ a condicdo de Keller-Osserman,

/IOO[QF(t)]_l/th < oo onde F(t) = /Otf(s)ds. (KO)

Utilizaremos principios do maximo e os argumentos e técnicas desenvolvidas no artigo
de Cirstea e Radulescu [6].
No Capitulo 3, tomando por base o artigo de Lair & Wood [20], consideramos

um caso particular que é o problema sublinear
Au=p(z)u’, =RV,

N >3 e 0 < v < 1. Neste caso, restrigimos o problema ao caso radial e mostramos

que
/ rp(r)dr = oo
0

é uma condicao necessaria e suficiente para existéncia de solucao blow-up. Mostramos
também, alguns resultados de nao existéncia de solugdo quando €2 é limitado. Aqui
usaremos teorema do ponto fixo de Schauder-Tychonoff, argumentos e técnicas desen-
volvidas por Kusano & Oharu em [18] e Lair & Wood em [19].

No Apéndice A, apresentamos alguns conceitos relacionados a Espacos Vetoriais
Topologicos que sdo utilizados na dissertagdo. Além disso, mostramos que C([0, 00)) é
um espaco de Fréchet, o que é importante para o desenvolvimento do primeiro teorema
do capitulo III.

Por fim, no Apéndice B, enunciamos os principais resultados utilizados ao longo

do nosso trabalho.



Capitulo 1

Sub e Supersolucoes

Neste capitulo apresentaremos o método de subsolucao e supersolucao, que seré

util no estudo do seguinte problema

Au = p(z)f(u) em €,
u > 0, u#0 em €

onde Q C RY ¢ um dominio suave limitado (ou ilimitado) ou = R".

No que segue, consideraremos as seguintes hipoteses sobre as funcoes p e f:

e (B) p>0,pe CHQ)se Qe limitado e p € C%(Q) caso contrario, onde

loc

O<a<l.

o (F) feC'0,), f>0,f(0)=0¢e f>0em (0,00).

Considere a familia de problemas

Au = p@)f(u) em 9,
u 2 O,U#Oem QJ (Pg)
u = g em 0f,

onde g : 9Q — (0,00) é continua' e a fronteira Q) ¢ uma superficie regular em R".

Ver Apéndice B
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Definigdao 1.1 (Subsolugdo) Uma funcio u € C*(Q) N C(Q) ¢ uma subsolucio de
(P,) se

>
S
V

u > p(x)f(u) em Q,
u < g em 09, (P,)

> 0, u#0 em Q.

A\

Definigdo 1.2 (Supersolugio) Uma func¢io u € C?(Q) N C(Q) é uma supersolugio
de (P,) se

>
g
N

p(x)f(@) em €,
> 0, u#0 em (.

S
\Y

gl

1.1 Sub e supersolucao para () limitado

Nesta secao mostraremos um resultado que serd uma ferramenta de fundamental

importancia na demonstracao do Teorema de Sub e Supersolucao.

Lema 1.1 Seja f uma fun¢ao satisfazendo a condicao (F) e p satisfazendo a condi¢ao
(Py) para Q C RY (N > 3) limitado. Suponha que g € C(9) e vy € tinica solugdo

nao negativa de

Avy = p(x)f(vg_1) em Q, com k=12,...

vy = g em Of),
tal que a sequéncia {vy} é mondtona, vy € C%(Q) N C(Q) e existem fungdes continuas
v, U € (D tais que

0<v(x) <wvlzr) <v(z), €Q e k=1,2,...

Entao a fun¢do v(z) = lim vg(x) € solugdo cldssica do problema

o k—o00

Av = p@)f(v) em Q,
v = g em Of.
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Prova. Para provarmos o lema acima, utilizaremos um argumento do tipo boot-strap.

Seja zp € 2 C RY e r > 0, escolhido de tal forma que B(zg,r) C €2, onde B(xg,r) é

uma bola aberta de raio r, centrada em zy. Considere a fun¢ao? ¢ € C*(R"), dada

por

1 em B(xg,r/2),

Y = c
0 em (B(zg,7))" .
Observe que
8(¢vk) B 8w 8vk
or; Uk ox; + ¢0xi ’
82 (¢Uk) 8% a¢ ﬁvk 82vk .
= — =1,2,...
8.771'2 vk8$i2 * 28371 (93:2 + w@mﬂ’ ot T

Dai,

A(vg) = 2V Vi + g,
onde g, = vV AY + YAy,
Desde que,

|Avg| = [p(x) f(vp-1)| < max p(z)|f(@)] < Cy,

B(zo,r)

com C} independente de k, temos
|| < |vkl[AY] + 0[] Avg| < C1C2 + C3Cy < C,

de onde segue que, ||qxl Lo (B < C 3.

Além disso, multiplicando (1.1) por (¢vy), obtemos

Yo A(Yug) = 20,V (Vo) + Yoggs.

Denotando

Sk = Yurgr — ve[VY (20, V)]

Ak = QUka7

2Ver livro de anélise do Elon, 23]

(1.1)

3Com C independente de k. As demais funcoes que posteriormente aparecem indexadas a k e que

forem limitadas terao por limitacao uma constante independente de k.
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obtemos
Yo A(Yoy) = AV (Yug) + Sk (1.2)
Desde que
| Ak| = 2[or V| < 2ol [ VY] < Cs,
Skl < [¢llvillgs] + 2lvx*[ V" < Co.
Temos

[Akllo < C5 e [[Sklleo < Co.

Mostrando que Ay e Sy sdo limitadas em L>(B(zq,7)).

Agora, fazendo v, = u, usando (%) e a Identidade de Green, temos

/ ulAu = —/ |Vuldz, (1.3)
B(zo,r) B(xzo,r)

pois u = Yvp = 0 em OB(xo, 7).
Integrando (1.2) e utilizando (1.3), deduzimos que

/ V(v dr = - / (ALY ($v) + Silda
B(zo,r) B(zo,r)
B(zo,r)

< / AV (un)ldr + / EALE
B(zo,r)

B(zo,r)

holder

1
2
Y L I EY N
ZTo,Tr

< O (/ |V(¢vk)|2da:) + Cy.
B(zo,r)

Isto é,
IV v 2250 — CLllV (@0l 2250 — Ca < 0.

Note que a expressao acima é uma equacgao do 2° grau na variavel ||V (Yup)| 12(B(zo.r)s
de onde segue que,

IV (@v)llZ2(pimory < CF +2C2 < C.

Portanto, V(1vy,) ¢ limitada em L?(B(zg,7)) e C independe de k. Por (x) concluimos
que Vuy, & limitado em L?(B(xg,7/2)).
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Agora, para k > 1, defina a fungio 1, € C(R"Y) dada por

em B(xzg,r/4),
T ot/ ()
0 em (B(xg,r/2))".

Observe que,

A(rvg) = 2Vor Vi + qu, (1.4)

onde ¢ = v Ay + 101 Avg e qip é limitado em L*°(B(xg,r/2)) por uma constante que
independe de k.

Considere o problema

A(rvg) = hy, em B(xg,7/2),
(Y = 0 em 0B(x,r/2),

(Pix)

com hy, = 2V, Vi + qip e hy, € L*(B(z9,7/2)). Por regularidade Eliptica?, temos
Yrog € W*(B(20,7/2)) e rue] < Ol [l < C

Assim, vy, é limitado em W?22(B(xzg,r/4)), de onde segue que Vuy é limitado em
Wh2(B(zg,7/4)) -
Da imersao continua

2n
n—2

WY2(B(xg,7/4)) — L* (B(xzo,7/4)), 2" =

obtemos que, Vuy, & limitado em L% (B(xg,r/4).
Seja 1y € C(RY) dada por
1 em B(xg,7/8),
Yy = o (% % *)
0 em (B(zg,r/4))".
Temos

A(havr) = 2VupViby + ga, (1.5)

onde gor limitado na norma L (B(zg,7/4)).

4Ver Apéndice B, Teorema B.28.
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Novamente, considerando o problema

A(pau) = hg, em B(xg,r/4),
v, = 0 em O0B(xg,7/4).

(Pax)

onde hy, = 2VvyViby + go ¢ limitado em L* (B(xg,7/4)). Por regularidade eliptica,

obtemos

Yovy, € W22 (B(zo,7/4)) e |20k || 2,2% /2 < C'thk

o r/a < C.

Daf, v ¢ limitado em W22 (B(zg,7/8)). Consequentemente, Vv, ¢ limitado em

W2 (B(xo,7/8)).
Considere os seguintes casos:

(i) Se N < 2%, istoé, N < 2& (N = 3), temos 0 < & < 1 pelo Teorema das

Imersoes de Sobolev® obtemos
W22 (B(xg,7/8)) — CY*(B(z,7/8)).

Portanto, vy, € CY*(B(xzg,1/8)).
(ii) Se N > 2* observamos que

Para N =2* (N =4), aplicando o Teorema das Imersoes de Sobolev temos
W (B(wo,/8)) = L(B(wo,7/8)),

para todo g > 2%.
Para N > 2%, istoé, N > 13—]_\[2 (N =5,6,7,...), temos 1 < Qﬂ pelo Teorema das

Imersoes de Sobolev, obtemos

W (Blao,r/8)) = LU(B(xo, /8)).

= %, ou seja, ¢ = % > 2*. Seja Y3 € C°(RY) dada por

b = 1 em B(aco,r/16); (16)
0 em (B(xp,r/8))" .

5Ver Apéndice B, Teorema B.23.
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E argumentando como antes, considerando o problema

A(Ysvg) = hg, em B(xg,r/8),
Ysvy = 0 em 0B(xg,7/8).

onde hs, = 2V, Vi3 + g3 € limitado em L(B(xzg,7/8)), temos
¢3’Ul~c € W27q(B(l’0,7“/8)) € HwiﬂkaQ,q,r/S S é‘|h3k||q,r/8 § C.

Portanto, v; ¢ limitado em W29(B(xq,7/16)).
Para N = 2%, temos ¢ > 2* arbitrario. Dai, tomando ¢ de maneira que N < ¢, obtemos,

por Imersoes de Sobolev
W?24(B(z9,7/16)) — CY*(B(x0,7/16)).

Logo, vy € CY*(B(xg,7/16)) é limitado.

2N

1 > N, (N =5) e consequentemente

Se N > 2* temos para q =
W?24(B(z9,7/16)) — CY*(B(x9,7/16)).

Dai, v, € CY*(B(xg,7/16)).
Continuando com este raciocinio, com um nimero finito de passos, fixado uma

dimensao N, obtemos r; > 0 e ¢; > 0, tais que
W2’q1 (B(CC(), ’1"1)) — CI’Q(B(QJ’O’ 7”1))

para ¢; > N/(1 — «).
Assim, vy é limitado em C'*(B(xg,71)). Portanto, a menos de subsequéncias, Vv, €
C%*(B(xg,r1)), para k fixado.

Seja ¢ € C™ uma funcao, tal que,
~ 1 em B(zg,1m/2),
0 em (B(zo,m))°.

Entao

A(@Evk) = QV’UkVQz ~+ Gk, (17)

com Gy, = v Ay + P Avy,. Como o lado direito da equacio (1.7) converge pontualmente

em C%*(B(zg,71)), do Teorema B.20, temos que tuv), converge em C**(B(xq, 7)),



Cap.1 Sub e Supersolucoes 18

pois (vy,) € C%(Q) e 2V, V4 + G é limitado em C*(B(zg, 7)) e pelo Teorema das

estimativas interiores obtemos,

Hvk 2,0,B(x0,m1/2) S K (qubkaoo,B(xo,rl) + ||2VU}€V¢ + CijOc,B(aco,rl)) .

Sendo v, uma sequéncia de funcoes continuas que converge monotonicamente para
a fun¢do continua v em (B(xg,71/2)), obtemos vy convergindo uniformemente em

C**(B(xg,71/2)). Desde que
02’(1(3(?[70,7"1/2)) — 02(B<$0,T1/2))‘

Segue que v € C?(B(wg,71/2), e como xy € ) arbitrario, temos que v € C?*(Q) ¢é
solucdo de (P,). |

Teorema 1.3 Seja f uma fungao satisfazendo a condicao (F') e p satisfazendo (Fp).
Suponha que g € C(9) com Q@ C RNY(N > 3).Se u e u sdo respectivamente sub
e supersolu¢io de (P,) tais que u < u em Q, entdo (P,) possui uma solugdo u €

C2H Q) NC(Q), tal que u < u < em Q.

Prova. Considere o problema auxiliar

Au—2Au = p(x)f(u) —Au em €
(A1)
u = g em Of.

onde A > 0 é um parametro, escolhido convenientemente, de modo que a funcao

é uma funcao Holder continua em € e uniforme em .
Sendo (A;) um problema linear, existe tnica u; € C?*(Q) N C(Q), solugao® de (A;).

Assim,

Aup — Au; = p(z)f(u) — Au em €;
up, = ¢ em Of).

6Ver Apéndice B, Teorema B.21.
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Afirmacdo 1.4 u < u; <u em Q.

De fato, desde que h é mondtona

( Auy =y = p(o)f(u) — I

> p(z)f(@) — \u
> Au—Au em (),
| u, < uw em O0f),
do Teorema B.22 obtemos,
u <7 em (1.8)

Por outro lado,

A
[

Auy — Auy p(z)f(u) — Au < Au— Au em €,

wy > uw em 0f),

Novamente, do Teorema B.22,

u<u; em Q. (1.9)

De (1.8) e (1.9) segue a afirmacdo acima.

Agora, defina

Au—u = p(a)f(u) — Au; em €,
g em 0.

(A2)

u

Outra vez, usando o Teorema B.21, temos que uy € C?(€2) N () é solugdo tnica de
(A2)7 dai

Aug — duy = p(x)f(ur) — Aduy em Q, ()

uy = g em Of).

Afirmacao 1.5 u <wu; <uy <u em Q.

Com efeito, desde que u < u; < u, segue da monotonicidade de h que

(

I
&

Augy — Aug p(x) f(ur) — Aug > p(x) f(u) — \u
> Au—Mu em (),
uy < w em Of).
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Portanto,

uy <U em €. (1.10)
Além disso,

Aug — dug = p(x)f(ur) — Ay < p(z)f(u) — Au

—
IN%

Auy — dup em €,

up em Of),

Uz

e pelo Teorema B.22, concluimos que

up <ug em S (1.11)

De (1.10),(1.11) e da afirmacao anterior, obtemos o resultado desejado.

Seja

Au—Au = p(x)f(ug) — Aug em €,

(4s3)
u = g em Of.
Sabemos que existe tnica solugdo de (A3), uz € C%(Q) N C(Q), que satisfaz
Auz — Aug = p(x)f(uz) — Adup em €
( * *)
uz = g em O0S2.
Afirmacao 1.6 u <wu; <uy <uz <u em Q.
Pela Afirmacao 1.5 e a monotonicidade da fungao h, temos
Bug = Aug = p(a) fluz) = Mz = p(w) f (@) = N
> Au—AMu em (),
us < w em Of).
Assim,
uzs < em ). (1.12)
E também,
Aug — Aug (=) p(x) flug) — Aug < p(x) f(ur) — Mg
(%)
Z AUQ — )\UQ em Q,

us = Uy em Of),
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Dai, aplicando o Teorema B.22, obtemos

up <ug em (1.13)

De (1.12), (1.13) e da Afirmacao 1.5 obtemos o resultado.

Interando este procedimento, encontramos uma sequéncia {u, },en, satisfazendo

Au, — Auy, = p(a) f(up—1) — AMup—y em €, (4,)
u, = g em O0f, "

com

u<u <up<...<up1<u,<...<u em K.

Assim, construimos uma sequéncia crescente e limitada, consequentemente, pontual-
mente convergente.

Seja u(x) = lim w,(z), do lema anterior concluimos que
u € C*(Q) NC(Q).

Por fim, fazendo n — oo em (A,,), obtemos que u é uma solugao de (F,), satisfazendo

u<u<u em €. W

1.2 Sub e supersolucao para 2 = RY

Na presente secao, iremos mostrar um resultado de Sub e Supersolucao, para

Q =RV,
Teorema 1.7 Suponha que u é supersolucdio de

Au = p(x)f(u) em RY,
(P2)
v > 0,u#0 em RY,
onde p(x)f(u) é uma funcdo localmente Holder continua em x € RN e localmente
lipschitz em wu.
Se u ¢ subsolugio de (Po) com u < U em RY. Entdo, (P,) possui uma solucdo

u€eRYN comue C?(RY) eu<u<u em RV
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Prova. Seja Bg uma bola centrada na origem, com raio R > 0. Considere o problema

de valor de fronteira
Au = p(x)f(u) em Bg,

u > 0, u#0 em Bg, (P3)
u = ¢ em OBg,
onde ¢ : 0B — (0,00) é continua.
Como Br C RY| temos para (Pj), que T é uma supersolugao (para cada R) e u
¢ uma subsolu¢ao (para cada R) com u < em Bp.
Do teorema anterior, decorre que para cada R, existe ug, solugdo de (Pj), tal
que, up € C?(Br) NC(Bg), com u <ur <u em DBp.
Fixemos os inteiros Ry, Ry, com Ry < R, tal que, para cada inteiro n > R,

obtemos u" € C*(B,) N C(B,), satisfazendo

Au™ = p(z)f(u™) em B,,

u" = ¢ em 0B,,

Portanto

_ (Pn)

Desde que, pf € C)%(B,), B, ¢ um dominio de RN, u” € C?*(B,) e Bg,, Br, C B,

loc

com ERl C Bpg, e Bg, C B,,, com ERZ compacto, temos, pelo Teorema B.207, que

u" € CH%(Bgr,), 0<a<l,

loc

208, < M {llW"loc.Br, + IPC)f @ (D) llo0.Br, |

M(Ry, Ry)

IA

IN

Mg

1

"Ver Apéndice B, Teorema da Estimativa interior.
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Em resumo, fazendo Ry = 1,2, 3, ... encontramos M, My, Ms, ... tais que
|u"l20, < My, n>2
" |20, < Mo, n >3
lu|208s < Ms, n>4 (1.14)

|u"(|2.0,85, < Mg,, n>Ri+1.
Agora, para cada inteiro ¢ > 1, defina
u :u”|B_, n >+ 1.

Temos, B; C Bijq e que {u?,,}52,,, é uma subsequéncia de {u} ,}2%, ;. De (1.14) e

usando a imersao compacta,
C**(B;) — C*(By); i=1,2...

obtemos, u; € C?(B;); i=1,2... tais que, a menos de subsequéncias,

C*(By)

2 3 .4 1

Ul,ul,ul7 o .. — ul,
P

3.4 5 C*(B2)

Ug, Ug, Uy, ... — Ug,
g

4 5 6 C%(B3)

U,3,U3,U3, — U,g,

com ui+1|Bi = U;.
Definindo

u(z) = w;(z) para x € B;,
temos u € C?. Além disso, a sequéncia
Un:ui”, n=273,...
isto €, a sequéncia diagonal
{uy, uS, uf, uz’, ... u?",...} com n=23,...

verifica

U, —u em C?*(Bg,),

para cada inteiro R > 1.
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Assim, de (Py,,) e usando o fato que Bg, C Bg,, temos

Finalmente, fazendo n — oo, obtemos u € C?(Bg,). Desde que R; é arbitrario,

concluimos que u € C?(R") é solugao de (P,), com u <u <uem RY. ®



Capitulo 2

Problemas Semilineares sob a

condicao de Keller-Osserman

Neste capitulo apresentaremos resultados devido a Cirstea & Radulescu [6], sobre

a existéncia de solucao para o problema

Au = p(r)f(u) em ©Q,
u > 0,u#0 em €,

(P)

onde Q@ C RY(N > 3) ¢ um dominio regular limitado (ou ilimitado) com fronteira
compacta ou 2 = RY. As funcdes p e f satisfazem as condigoes (P) e (F), respecti-
vamente.

Veremos, que sob certas condi¢oes o problema (P) possui Solu¢do Blow-up, con-

forme definicao abaixo:

Definigao 2.1 (Solugao Blow-up) Uma fungio u € C*(Q) é uma Solu¢io Blow-up
de (P) se:

e u(z) — oo quando dist(x,d) — 0, para Q # RV,

e u(z) — oo quando || — oo, para = RY.
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Para a existéncia de solu¢ao blow-up do problema (P), veremos que uma hipotese

fundamental é

/100[2F(t)]_1/2dt < oo onde F(t) = /Otf(s)ds, (KO)

conhecida como Condicao de Keller-Osserman.
Podemos citar, como exemplo de funcoes que satisfazem a condicao acima, as

funcoes

2.1 O Laplaciano para Funcoes Radiais

Seja v uma funcdo regular, radialmente simétrica, isto é, v(z) = v(|z|) onde

= (21,79,...,7,) € |z| = /2P + 22+ ... +22.

Considere r := |z| e observe que

0 i
a;}i :U’(r)z?comizl,?,...,]\f

De onde segue que

2 S e () v (2 )] <+ Xt

assim,
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2.2 Um Problema Auxiliar

A partir de agora, mostraremos um resultado que nos auxiliard na demonstracao

do problema (P), para tanto, considere a equacao

Av=¢(r) em A(r,7)={x¢€ RV r < |z| < T}, (Py)
onde
r =inf{r > 0; 9B(0,7)NQ # 0}, 7=sup{r >0; dB(0,7)NQ# 0} e

¢(r) = maxp(x) para r € [r,7].

|z[=r

Desde que o operador laplaciano é invariante por translacoes, podemos supor, sem
perda de generalidade, que 0 ¢ €.

Observe que

v(r) =1+ / (tl—N /0 sN_lgb(s)ds> dt, v € [r,7] (2.2)

satisfaz a equagao (P).
De fato, derivando (2.2) com relacdo r = |z|,, obtemos
v'(r) —rlN/ sNLp(s)ds,
0
implicando que
rN N (r) = / sV Lp(s)ds.
0

Derivando novamente, temos

(rN W (r)) = rNl(r), 1€ 7. (2.3)

Por outro lado,
) = (V- N2 + V()
= P )+ )| (2.4)
De (2.3) e (2.4) decorre
V() + ) = o),
ou seja,
Av =" (r) + L) = ()
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Proposicao 2.2 Seja Q2 um dominio limitado. Assuma que p satisfaz a condi¢ao (),

f satisfaz (F) e g : 0 — (0,00) € continua. Entdo o problema de valor de contorno

Au = p(e)f(u) em
u > 0, u#0 em Q, (P,)

u = g em O0f),

tem uma solucao cldssica unica, a qual € positiva.

Prova. Inicialmente, mostraremos que o problema acima possui uma subsolucao e
uma supersolucao. Em seguida, aplicando o Teorema 1.3, encontraremos uma solugao
de (P,) e por fim, utilizando os principios de méximo, concluiremos que tal solucdo é
unica.
EXISTENCIA
Supersolucao de (F))

A funcdo ©w = n, para n € N escolhido adequadamente, ¢ uma supersolucao

para o problema (F,). De fato, sendo f e p fungdes nao negativas em (2, temos que
Au =0 < p(x)f(u). (2.5)

Além disso, g € C(092) e 02 &€ um conjunto compacto. Logo, existe K > 0, tal que

lg(z)| < K, paratodo x € 052, de onde escolhemos n > K e obtemos
u(x) =n > g(x), Vre . (2.6)

Por (2.5) e (2.6), concluimos que 7 = n é supersolucao do problema ().
Subsolucao de (F,)

As hipoteses sobre f e g implicam:
(i) go = mingg g > 0.

De fato, sendo ¢ continua na fronteira (conjunto compacto), g assume um minimo

positivo em 0f). Seja gy tal nimero.

(11) limz_>0+ ZQO % = OQ.
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Com efeito, como f € C'([0,00)) e f’ > 0, entao, existe M > 0, tal que
0 < f/(t) < M7 Vte [2790] - [0,00)

O que implica
7S S0 A0 (27)

(.) Se f & constante em [z, go], temos

90t 90 dt 1 >z—>0Jr
—Zz) — OQ.

O A O T

(..) Se f nao é constante, existe ty € [z, go], tal que f'(¢y) # 0. Assim, obtemos [zo, 21],

com tg € [z, z1], tal que f'(t) #0, V t € [z0,21] C [z, go]-

Dali,
W ogr [ dr dt
w2l L e 28)
Por (2.7) e (2.8),
90 d 21 1
t > ftt [0 f(e2) ~ In f(z0))

z

Note que, se zy — O*, entao z — 0+, visto que, 0 < z < 2y < 21 < gg. Portanto,

im [ -2 m [ La 1 —
ti [7 = i ()~ )] = o

ou seja,
1‘ 90 dt
Zi}%ﬁ_ z Ft) -
Como (ii) ocorre, existe! ¢ > 0, tal que
90 dt
—— = K = maxuv. (2.9)
e [f(t) o9
Agora, defina u implicitamente por
u(@) 4
v(x) = / —, €L (2.10)
e f(O)

Decorre de (2.9), (2.10) e do principio de maximo que

9 ¢ () dt
CWZ/C Ii0}

LConsidere h(b) = m e observe que hm h(b) = 0 e blim h(b) = 0, assim, pelo teorema
b —0+ —go~

do Valor Intermediario, existe um ¢ > 0, tal que h(c) =K.
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Logo,
90 = u(),
j& que f é nao negativa. Dali,
g(x) > Halsi)ng(x) = go(z) > u(x), =€ 0. (2.11)
Além disso,
Av = ¢(r) = Tﬁi)fp(l‘) > p(x), e (2.12)
Por (2.10), deduzimos que
o) _ 1 dlu(w)
Ox; flu(z)) Oz
o) 0 [ 1 )]  Pu) 1 Y e (2
et = o ey o] = o Faey (7)o (5)
Portanto,
v = ATz 1 _f/(ﬂ(l')) w2
0= ST T e
Av < Au(x) !
S (ufx)

Usando (2.12) e (2.11),

Au(z) > Avf(u(z)) = p(z)f(u(z)) em €,
u(x) < g(x) em O9.

Agora, vamos mostrar que v € C?(Q) N C(Q), para concluirmos que u é uma
supersolugao de (P,).
Desde que v € C%*(Q) N C(Q), entdo, dado € > 0, existe § > 0 tal que,

€

,y €Q; ||lz—y| <d temos |v(z) —v(y)| < 7 (2.13)
onde T'= max f(t) com gy = maxg. Segue que
t€[c,go0] o0
u(@) 1t uw(y) ¢ u(x) gt
v —owl=| [ - [ Tl Tl e
o S Joo F@) uy) [(t)

De (2.13) e (2.14), obtemos

u

u(x)
/u(y) dt} = %\g(w) —u(y)l

€

o2 lola) —vly) > 7
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Portanto, para quaisquer z,y € (0, vale
lu(z) —u(y)| <, sempre que [z —yl <d, ouseja, ue C(Q).

Segue da regularidade de f e v que u € C?*(2). De fato,

%@ - mg—i(fc% r€Q e i=12.. N
Logo
gi () = g;}i () (u(@)) € C(Q).
Implicando que
u € CH(Q).
Por outro lado,
a:fjgxz (z) = 85]2(;% (@) f(u(@)) + gg@ (a:)gi (@) f(u(z)) € C(Q).
Portanto 2
afj 5 € C(®)

e consequentemente u € C*(Q2) N C(2) é uma subsolugio de (P,), satisfazendo
u<u em (.

Além disso, p(z) f(u) é uma funcio Hélder continua em 2 com (z,u) € Qx[0, 00).

De fato, sendo p € C%*(Q) com 0 < a < 1 e f de classe C'[0, c0), segue que

p(x) f(u) = p(y) f(w)]

IN

| f(w)]lp(z) — p(y)]
< CiChlz —y|*

IN

Clz —y|*.

Aplicando o Teorema 1.3, concluimos que (P,) tem uma solugio u € C2(Q)NC(Q),

verificando u < u <w em (.
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UNICIDADE
Sejam u; e uy solugbes arbitrarias de (P,;). Mostraremos que uy > us.
Suponhamos, por contradi¢ao, que existe xg € €, tal que uq(zg) < ua(zo).

Considere

w={r € u <ug} #0N.

Sendo f nao decrescente e f(0) = 0, temos f(uy(z)) — f(uz(z)) < 0. Dai, obtemos
At = A(ur — uz) = Auy — Auy = p(z)(f(wi(2)) — f(ua(2))) <0,
implicando que a funcao u = u; — uy < 0, satisfaz

At < 0 em w,

w = 0 em Ow.

Logo, @ ¢ uma funcio superharmonica?, que se anula na fronteira de w, ja que
Ow ={z € Q; u; = us}.
Segue, do principio do méaximo?, que

w>infu=infu=0
w

Assim, 4 =0 ou @ > 0 em w.
Se 4 = 0 entao u; = ug em w.

Se 4 > 0 entao u; > up em w, contrariando a hipotese de que, u; < us em w. Portanto
u; > ug em ).
De maneira analoga, prova-se que

u < uy em S

De onde concluimos que o problema (P,) tem unica solu¢do u, positiva. W

2Ver Apéndice B, Definicdo B.4.
3Ver Apéndice B, Teorema B.18.
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2.3 Lemas Técnicos

Nesta secao apresentaremos alguns lemas que serao utilizados na demonstracao

dos resultados posteriores do presente Capitulo.

Lema 2.1 Seja f satisfazendo as condicoes (F') e (KO). Suponha que u € a unica
solucao de

Au = f(u) em €,

onde Q C RN ¢ um dominio limitado, com N > 3.

Entao existe uma funcao nao-crescente - Ry — Ry tal que

u(@) < p((R(x)), (2.15)
onde R(x) = dist(x,00), x €.
A fungao p(R) tem os sequintes limites
p(R) — oo quando R — 0, (2.16)
u(R) — —oo  quando R — oc. (2.17)
Prova. Observe que cada x € Q é centro de uma bola de raio R = R(x) > 0,

inteiramente contida em €. Por translagdo, vamos considerar x como sendo a origem.

Agora, suponha que u é solucao do problema

Au = f(u) em B(0,R),
u = «a em 0B(0,R),

(B1)

onde o € R é uma constante positiva.
A existéncia e a unicidade da solucao u, é assegurada pela Proposicao 2.2, além

disso, u cresce com «, ou seja,
se ap < g, entao Uy, < Ug,-
Agora, defina a funcgao u(R) por

p(R(x)) = lim (uq(z)) (2.18)

a—00
isto é,

Uy () < Uy () < oL < g, () — p(R;) V neN.
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Assim, para todo «a,

U= Uy < pu(R).

Continuando a demostragao, mostraremos que u(R) é finito. Antes porém, afirmamos
que u é uma funcao radial, pois caso contrario, obteriamos diferentes solugoes para
(BY), contrariando a unicidade?.

Sendo u solugao radial, segue que

N;l?ﬂ(?‘) = f(u) em B(0,R), (2.19)
(

u”(r) +

/
u

0) = 0, (2.20)
w(R) = a em 0B(0,R). (2.21)

A igualdade (2.20) é consequéncia da regularidade de u em r = 0, pois

) = | TV (u(s))ds,

dai,

lim o/ (r) = 4/(0). (2.22)

r—0

Por outro lado,

Jo 5% f(u(s))ds

. / . .
) = T
N-1
SR (C100),
r=0 (N — 1)rN-2
i 7T 0)
= lim (N —1) =0

usamos a regra de L’Hopital em (x1) e concluimos que
u'(0) = 0.

Todo ntmero real o € unicamente determinado por u,(0) = u(0), o qual determina

uma sequéncia monotona que cresce com «. Isto nos permite substituir (2.21) por
u(0) = uy.

De fato, dado a € R, existe tinica solugdo u, de (Bj), onde u,(0) = ug. Se existe uma

@ satisfazendo a equagdo em (B}) e 4(0) = ug, entdo

U(R) = o = uy(R).

4Ver observacdo 2.1.
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Pois caso contrario, se @(R) # uq(R), por exemplo, supondo

obtemos,

up = u(0) = ua(0) < ua(0) = up.

O que é absurdo. Portanto, podemos substituir a condigao de fronteira u(R) = « pela
condigao inicial u(0) = uy.

E conveniente reescrevermos (2.19) na forma
(rN () =V f (). (2.23)
Integrando (2.23) de 0 a r temos
u'(r) == /r 2N flu(z))de.
0

Dai, observamos que v’ > 0. Portanto, v ¢ uma funcdo ndo decrescente. Além disso,

r

MOJSrFNﬂwmy43W*mw=NJwvn. (2.24)

Inserido (2.24) em (2.19), temos

) = 5 + (2 ) 2 )+ () st = o)
Portanto,
a'(r) > L [1;\(77“)] (2.25)
Também,
() = Flulr)] ~ /) L < flu(r)]
ja que v/ (r) > 0. Combinando com (2.25) deduzimos
" flu(r)]
flu(n)] 2 u'(r) =2 = (2.26)
Multiplicando (2.26) por (), temos
Pl ) > o) > L), (2.21)

Integrando (2.27) de 0 a r, fazendo uma mudanca de variavel obtemos

u(r) ' (r) 1)
/ f(z)dz > / s ds > —/ f(2)dz.
uo u/(0) N ug
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Fazendo H (u(r),ug) = 2f f )dz, ficamos com

/ 2 1
H(u(r),uo) 2 (u'(r))” 2 - H(u(r), uo)- (2.28)

Extraindo a raiz quadrada de cada termo em (2.28) e tomando o inverso, temos

[H (u(r), u)] ™% < [/ ()] ™" < VN[H (u(r), uo)] 72,

Multiplicando a inequagao acima por u/(r), fazendo z = u(r) e integrando de 0 a r,

deduzimos que
u(r) u(r)
/ H Y2 (2 up)dz < r < \/N/ H™Y2(2,u)dz. (2.29)
uo uo

Observamos que a integral em (2.29) converge para qualquer valor positivo de uy,

de onde segue que

R(up) < r < VNR(uy), (2.30)

onde
u

R(up) = lim HY2(2,uq) dz—/ H2(2,up)dz. (2.31)

U—00
uo

A fungao R(up) é continua e ndo crescente e satisfaz

R(up) — +oo quando uyg — —oo

R(ug) — 0 quando wug — +o0.
Agora, definimos p(R) como o inverso de R(ug), isto é
p(R) = {uo|R(uo) = R}.

Esta funcao é a funcao desejada p(R) do Lema 2.2, a qual é decrescente e satisfaz

(2.16) e (2.17). O que completa a prova do lema. H
Observacao 2.1 Se u nao € radialmente simétrica, entao obtemos
u(w) £ uly) == v(@), ¥ xR,

onde y = y(x) € obtido de x, pela rotacdo de um certo dngulo 6.

Sendo o Laplaciano invariante por rotacoes obtemos

Au(z) = Av(z),
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de onde seque que

Av(z) = h(v(z)) em B(0,R),

(2.32)
v(r) =« em 0B(0,R),
o que contraria a unicidade de solucao.
Lema 2.2 Assuma que as condigoes (F') e (KO) sao satisfeitas. Entao
/OO dt _
— < 00.
v J(@)
Prova. Fixado R > 0, considere B = B(0, R). Segue da Proposi¢ao 2.2 que
Au = f(u) em B,
u > 0, u#0 em B, (P'1)

u = n em 0B,

tem tnica solugdo positiva, u, € C?(Q) N C(Q), para cada n € N.
Utilizando o principio do maximo e o fato de f ser nao decrescente, mostraremos
que u,, cresce com n.
De fato, suponha, por contradigao, que existe xog € B tal que wu,1(x0) < un(zo).
Considere w = {z € B;ups1(x) < up(x)} # . Da monotonicidade de f temos

funs1) < f(u,) em w. Dai, para w = u,1 — u, temos

Aw = Aun-i—l - Aun = f(un-i-l) - f(un) <0 em w,

w=0 em Ow.

Isto é, w ¢ uma funcao superharmonica em w. Logo

O=infw=infw <w <0.

ow w

O que é um absurdo! Portanto u,(z) < u,1(z), para cada x € B.
Prosseguindo, veremos que u, é uniformemente limitada em todo subdominio

compacto de B.

Com efeito, seja K C B um compacto e d = dist(K,0B). Entao

0<d<dist(z,0B) V z € K. (2.33)
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Pelo Lema 2.1, existe uma funcao continua, nao crescente
iRy — R, tal que

0 < up(x) < p(dist(x,0B)), Vee K e neN.

Logo, de (2.33) obtemos uma sequéncia u,, com

0 <uy(z) <wug(x) <...<u,(z) < p(dist(x,0B)) < u(d).

Mostrando que u,, € uma sequéncia uniformente limitada.
Como toda sequéncia monoétona e limitada é convergente, para cada x € B, defina

lim wu,(z) = u(z).

n—oo

Agora mostraremos que u é uma Solugdao Blow-up do problema
Au= f(u) em B. (2.34)

Usando os mesmos argumentos do Lema 1.1, obtemos u,, convergindo em C2*(B(xq,71)),
para algum r; > 0. Desde que zg € B ¢é arbitrario, concluimos que u € C*(B) é solugao
positiva de (2.34) e por Gidas-Ni-Niremberg® u é uma solugio radialmente simétrica
em B. Neste caso, u(z) = u(r), r = |z|.

Assim,

Por (2.34) temos,

() + u’(r)Nr_ L ), 0<r<nR

Esta equacao pode ser reescrita da seguinte maneira
(N () =N f(u(r)), 0<r < R.
Integrando a equacao acima no intervalo (0, 7), obtemos

/oT(SN_lu,(S))/dS B /OT s" 7 f(u(s))ds,  0<r <R

5Ver Apéndice B, Teorema B.27.
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Portanto
u'(r) = rl_N/ s f(u(s))ds >0, 0<r<R,
0

mostrando que u é uma fungdo ndo decrescente. Logo, u(s) < u(r), paratodo s €

(0,7) e da monotonicidade de f temos
flu(s)) < f(u(r)), 0<r<R.
Dai,
/ _ L A-N " oNo d -~ [ N1 d
u'(r) r /0 st f(u(s))ds <r /0 s f(u(r))ds
1-N N-1g4
< Flul)r /O N1ds

r

< flu(r)) N 0<r<R. (2.35)
Continuando, mostraremos que u é uma solu¢ao Blow-up de (2.34), isto é,
u(r) — oo quando r / R.
Suponha, por contradicao, que existe D > 0, tal que
u(r) < D, quando 0<r<R.
Fixe N7 € N, de modo que

lim up, (1) = Ny > 2D.
r,/'R

Isto é, dado € > 0, existe § > 0, tal que
R—r<d = l|un(r)—N|<e

Fazendo r1 = R — §, obtemos r; = R — 9§ <1 < R. Assim, N; — e < up,(r) < Ny + ¢,

para todo r € [ry, R). Escolha 0 < ¢ < D, de modo que
UN1(T> 2 Nl —&> D,

obtemos

un, (r) > D, ¥Yre]|r,R).

Desde que u,, cresce com n, temos

D <un,(r) <uni(r) <... <up(r) <upga(r) ... Yn> Ny, VremR).
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Passando ao limite quando n — oo, obtemos
u(r) > D, Vre][rm,R).

O que contraria a nossa hipotese.

Voltando para a equagao (2.35), temos

0<

Por integragao, obtemos

/oum s~ [ Ty s ) v

onde t = u(s) e dt = u/(s)ds.

Sendo u soluc¢do do tipo blow-up, se r / R, entdo u(r) — oo, consequentemente

©dt /R s s R R?
— < —ds = —| = —.
o f@) o N 2N lo 2N
Portanto
< dt < R? _
— < — < 0.
o [f(t) 2N
|

2.4 Resultados de Existéncia para Dominios Limita-
dos

Antes de apresentarmos o resultado de existéncia, faremos a seguinte observacao.

Observacao 2.2 Se p > 0 em 0, entdio
(P)) Y 29 € Q com p(xg) = 0, eziste um dominio Qo > g, tal que Uy C QL ep >0 em
00 € satisfeito.

De fato, desde que p é continua e 02 compacta, segue que existe um ¢ > 0, tal
que

p(y) > ¢ >0, paratodoy € 0f.

Por outro lado, dado € = (/2, existe § > 0, tal que para x € €, y € 02,
com ||z —yl|| < d, entdo

Ip(z) — p(y)| <e.
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Assim,

p(w) > ply) — > C— 2 >0

Portanto, p > 0 em €25, onde
Qs = {x €Q; dist(x,00) < 6}.

Logo, todos os zeros de p estdo incluidos em Q) = Q\Qs CC Q e como p > 0 em Iy,

segue que (p;) é satisfeito.

Teorema 2.3 Supondo Q um dominio limitado e p satisfazendo (Py). Entao, o pro-

blema (P) tem Solu¢ao Blow-up positiva.

Prova. Considere o problema de valor de contorno

Avn - p(CC)f(Un) em Q’
v, > 0 em (), (A1)

v, = n em JS.

Observe que v,, € uma sequéncia monotona, que cresce com n, para z € € fixado.

Por outro lado, pela proposicao 2.1, temos que o problema

AL

[1Pllocf(§) em €,
> 0 em

= 1 em 09,

tem solucao tinica e positiva.
Observe que £ < v;. De fato, pois do contrario, existe xq € €2, tal que

v1(zo) < &(xp) em Q. Com isso,

Al =€) = pa)f(vr) = [[pllecf(§) <O em wy,

v —& = 0 em Owy,

onde wy = {x € Q;v1(x) < &(x)} # 0.

Pelo principio do maximo,
v <€&<wv em .

O que é contradigao.
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Agora, observemos que

(A) Para todo x € €2, existe um conjunto aberto O CC Q contendo z
e My(xo) = My > 0, tal que v, < My em O, para todo n > 1.

Isso mostra que a sequéncia {v, } é uniformemente limitada em todo subconjunto
compacto de 2.

Para mostrarmos (A) consideremos dois casos:
Caso 1 - p(zg) >0

Pela continuidade de p, existe uma bola B = B(xg,r) CC , tal que
mo = min p(x) > 0.
B

Segue do Teorema B.26° que o problema
Aw =myf(w) em B,
w(x) — oo quando d(z,0B) — 0,

tem solucao w, classica e positiva.
Afirmacao 2.4 v, <w em B

De fato, suponhamos, por contradi¢do, que existe um xy € B, tal que w(xy) < v,(xo),

entao

Aw — Av, = mof(w) — p(x) f(vn) < p(x)f(vn) —p(x)f(v,) =0 em wo,

v, =n<w em OJws,

assim,
Alv, —w) > 0 em ws,
v, —w = 0 em Ows,
onde wy = {x € Qw(x) <wv,(x)} # 0.
Pelo principio do maximo , segue-se que

0 < (v, —w) < max(v, —w) = max(v, —w) =
w2 Owo

Absurdo!
5Ver Apéndice B.
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Além disso, sendo w solugao classica, obtemos w limitada em B(xg,7/2) e pode-
mos definir o supremo de w como My = supw, onde O = B(zg,7/2). Deduzimos da
o

Afirmacao 2.4, que
v, <w(x) < My em O, para todon > 1.

Caso 2 - p(zo) =0
Nossa hipotese (P;) e a limitacdo de €2 implicam a existéncia de um dominio O CC €,
contendo xg, tal que p > 0 em 00.

Como no caso anterior, segue que, para cada € 90, existe uma bola B(x,r,),
estritamente contida em €2 e uma constante M, > 0, tal que v, < M, em B(z,7./2),
para todo n > 1. Desde que 0O é compacta, podemos cobri-l4 com um namero finito

de bolas. Sejam,

B(xi,re,/2) i=1,..., K.

Considerando My = max{M,,, ..., M:,;ko}, temos v, < My em 00, para algum n > 1.
Aplicando o principio do méaximo, obtemos v, < My em O. Demonstrando (A).
Desta maneira,

0<v, <My, em .

E definindo v(z) = lim v,, segue do Lema 1.1 que v é solucao de (P).
Para concluir a prova do teorema, resta-nos mostrar
B) i = o0.
(B) lim v(z) = oo
Seja

—Az = p(x) em Q,
z > 0, z#0em Q, (A3)
z = 0 em ON.

Segue-se que (A})7 tem solugao tinica e positiva em 2.

Observe inicialmente, que para provarmos (B) é suficiente mostrarmos que

©dt
—— < z(x), paratodo z €9, (2.36)
/v(cr:) f(t)

"Ver Apéndice B, Teorema B.25 (Lax-Milgran).
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pois, se x € 0€), entao z = 0. Logo

< dt
/ — =0 & v(x) = o0, ou seja, lirgﬂv(x) = 0.

@ f(t)

Sendo v,, > 1, segue do Lema 2.2 que

[

Dai, o lado esquerdo de (2.36) esta bem definido em €.

Desde que v, = n em 09, fixado € > 0, existe n; = ny(g), tal que

0 dt o dt
lim —— = lim =0, Ve ed, Vn>ny,
= Ju f(t)  n= ), f(D)

mas como z > 0, temos

/ — < eI+ RV <z2(x)+e(1+|z[H)V2 Vo ed, Yn>ny, (2.37)

Un

onde R > 0 é escolhido de modo que Q C B(0, R).

Para mostrarmos (2.36), basta provarmos que

0 dt
m <zz)+e(l+|zH) V2 Ve, Vn>n. (2.38)

Realmente, fazendo n — oo em (2.38) deduzimos (2.36), ja que € > 0 é escolhido
arbitrariamente. Assuma, por contradi¢ao, que (2.38) ndo é valido. Entao

*dt
om 2(z) —e(14 |z|*)7Y? > 0, para algum z € Q e algum n > ny,

dai,

meag:{ OO % aw)—e( + |x|2)—1/2} - 0.

De (2.37) deduzimos que o maximo ¢é atingido no interior de €. Seja z tal ponto de

maximo, temos

mfd—t—z v) = <(1+ o) 1/2)

2
_ (; . 11}H>ZZT:)—Az(x)—5A(1+|x\2)1/2>
(-7

(%) (0n)|Vvp|? = Az(z) — eA(1 + |x|2)—1/z) (2.39)

|z:10

‘z:zo

Flva)

‘:c:aco



Cap.2 Problemas Semilineares sob a condigao de Keller Osserman 45

Por (A7) e (A3),
1

mAvn:p(x) e — Az(x) = p(x). (2.40)
De (2.39) e (2.40), temos
1 /
0> —px)= (=) 0)|Vua|> + plx) — eA(1 + |z[>)~1/? ) 2.41
(=pte) = (7) @ITunl + ) = A1+ o) ) (2.41)

Note que,

n_oo2 2\—1/2
A(l + ‘x’2)71/2 _ Z 9 (1 + ’I| )

i=1 r;?
"9
= Za ~(1+ |z?) 3/22:@]

- (s YY)

= 31+ |z[) P — n(1 + [2?) 7

= 3(1+[a) |z 4+ 3(1+ |2*) 2 = n(1 + [«*) 77 = 3(1 + [|*) 7/
= 3L+ [a) (|2 + 1) = n(L+ |2*) 72 = 3(1 + [af*)

= (B—n) 1+ 272 = 3(1 +[af*) 7,

Dai e de (2.41),

f’( n) 2 n— 2|2)~3/2 x2_5/2
0>((( ) 51 Vua|® +e(n = 3)(1+ [27) ™% + 3¢(1 + [z]%) ) > 0.

‘:c:xo
O que é contradigao. Portanto, (2.36) é valido, consequentemente (B) esta provado e

a prova do teorema esta completa. W
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2.5 Resultados de Existéncia para Dominios Ilimita-
dos

Agora, consideremos o problema (P) quando Q = R,
Observagao 2.3 A solu¢ao Blow-up de (P), caso ezista, é positiva.

Com efeito, vamos assumir que existe ro € R, tal que u(xg) = 0. Sendo u uma
solugdo Blow-up de (P), segue que, existe R > 0, tal que |z9| < R, onde u > 0 em
0B(0, R).

O problema

A¢ = p(@)f(u) em B(0,R),
¢ > 0 em B(0,R), (A3)
¢ = u em 0B(0,R),
tem solucdo cléssica tinica, a qual é positiva®. Dai, segue que £ = u, o que contradiz
o fato de u(zg) = 0, com o € RY, pois £ = u > 0; Implicando que u nao se anula no

RY.

Teorema 2.5 Assuma que 2 = RY e que o problema (P) tem ao menos uma solugdo.
Suponha que a funcdo p satisfaz a condicao

9

o (P) Eziste uma sequéncia de dominios’ requlares limitados (2,)n>1, tal que

Q, C Qpyr, RY = U2, e (P1) € vdlido em Q,, para todo n > 1.

Entao, existe uma Solugao cldssica Mazimal™® U de (P).

Se a funcao p verifica a condicao adicional

o (P) [°ro(r)dr <oo, onde ¢(r)=maxp(z).

|z|=r

Entao U é uma Solucao Blow-up em RY.

Observacao 2.4 Nos pontos externos, a solucao U independe da escolha dos dominios
Q,, e do niimero de solugoes do problema (P). Isto seque diretamente da unicidade da

solucao maximal.

8Segue-se da Proposicio 2.2.
9Por exemplo, as bolas centradas na origem, de raio natural
10 maximal no sentido de que, qualquer outra solucio u de (P), vai esta abaixo de U, isto é, u < U.
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Observe agora que se p(x) > 0 para |z| suficientemente grande, entdo (P;) é
satisfeito. Portanto, é natural que se questione, se existe p > 0, de modo que sejam
satisfeitas as condicoes (P;)" e (P2), com p(z) = 0 quando |z| — oo.

A resposta é positiva, como mostra o seguinte exemplo.

Exemplo 1 Assumindo p(r) =0 parar = |z] € [n—g,n+ 3], n>1ep(r) >0 em

2
o 1 =~
RAUpZi[n = 3,n 43, com p € CT[0,00) e [glz?i]p(x) S n2(2n+ 1)

Claro que (Py) & satisfeito, para Q,, = B(0,n + 3). Além disso, a condi¢ao (P»)

é também satisfeita, visto que

/100 ro(r)dr = i /:H rp(r)dr

o0 n+1 2
< d
- ;/n n?(2n + 1)T :
=1
= -
n=1 n
< OoQ.

Prova(Teorema 2.5). Pelo Teorema 2.3, o problema de valor de contorno

Av, = p(x)f(vn) em (2,
v, >0 em €, (P3)
vp(x) — oo quando d(x,09,) — 0,

tem Solucao Blow-up e positiva.

Desde que Q,, C Q,,41, nés aplicamos para cada n > 1, o principio do maximo e
da mesma maneira como na prova da Proposicao 2.2, temos a unicidade da solucao.

Segue do principio do maximo, que v, > v, em §2,.

Por outro lado, RY = U2 ,Q,, e Q,, C Q,,1, assim V¥ x5 € RV, existe ng = no(z)
tal que z¢ € €, para todo n > ny.

Em vista da monotonicidade da sequéncia {v, (o) }n>n, € pelo fato de
0<... < Un(l'o) <...< ’Ug(fﬂo) < ’U1($0) < M,
pois v; € uma solucao classica de (Pj), definimos

U(xy) = nh_)rrgo v (o).
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Aplicando o argumento padrao boot-strap!!, temos U € Clzof(]RN) e AU =
p(x)f(U) em Q.

Mostraremos agora que U é a solugdo maximal do problema (P).

Com efeito, seja u uma solugao arbitraria de (P). Aplicando o principio do
méaximo, obtemos v,, > u em (,,, para todo n > 1.

Pela definicao de U, temos
u(zo) < wvy(xp), implicando que, wu(zo) < lim v,(z) = U(xo),

desde que zo € RY ¢ arbitrario, segue que u < U em RY.

Agora, supondo que p satisfaz (P,), provaremos que U tem um comportamento
explosivo quando |x| — oo. Para este proposito, é suficiente encontrarmos uma fungao
positiva W € C(RY), tal que U > W em RY e W(x) — oo quando |2] — oo.

Inicialmente, observamos que

k= /OOO rtN (/0 sN_l(b(s)dS) dr < oo. (2.42)

Note que, (2.42) ¢ simples consequéncial? do fato que, para todo R > 0, temos

/OR rt= (/O sN—1¢(s)ds) dr = ﬁ /OR dii(r?—N) (/0 sN—lqa(s)ds) dr

RQ—N T N1 R
= 5N i s (s)ds — 5oN ro(r)dr
1 R 2—N T
= N 3 /o ro(r)dr — ]Z; — /0 sV Lo (s)ds

IA
‘H
o\
8
3
-
S
Q
3
A
g

Por (2.42) e o principio do méaximo, concluimos que o problema

—Az=¢(r), r=|z| < oo,
z(|z]) = 0, quando |x| — oo

113

tem tUnica solugao radial*” positiva, a qual é dada por

z(r) =k — /0 st (/0 tN—1¢(t)dt> ds ¥ r>0.

"Ver Capitulo I, Lema 1.1.
12Nesta inequacdo usamos Integracio por partes.

BVer Se¢do: Um problema auxiliar.
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Seja w a fungao positiva definida implicitamente por

< gt N
z(z) = /w(x) 0] VzeR". (2.43)

Desde que z(z) — 0 quando |z| — oo, entdo, pela definigao (2.43),
w(x) — oo quando |z| — oo.
Assumindo (F') e usando a regra de L’ Hopital, obtemos

i Y — o (1) = (0) € 0,00)

implicando, que existe algum ¢ > 0, tal que

ft)

" — f'(0) <1 paratodo 0 <t <.

Consequentemente,
1 1

tLfr ) +1] ~ f(t)

Assim, para todo s € (0,9), temos

° dt 1 *dt 1
: f(t) >f/(0)—|—1/ 7—W[1H5—1H8],

fazendo s\, 0, segue-se que

_ O dt
lim —— =00

N0 Sy f(t)

E isto possibilita definirmos w como em (2.43).

Agora, vamos mostrar que
w<wv, em 2, paratodo n > 1. (2.44)

Claramente, temos

w<wv, em 0f),, paratodo n>1,

ja que w(zr) — oo quando |z| — 0o e v, () — oo quando d(z,0,) — 0.

A fim de mostrarmos que (2.44) é valido, é suficiente demonstrarmos que
w < v, +e(l+ \x!Q)%l em (Q,, paratodon >1,

para ¢ > 0 fixado.
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Com os mesmos argumentos utilizados na demonstragao da desigualdade (2.38)'*]

no Teorema 2.4, obtemos (2.44). Consequentemente, U > w e por (2.43),
w(x) — oo quando |z| — oo.
Isto completa a prova do teorema. W

Teorema 2.6 Suponha que Q # RY ¢ ilimitado e que o problema (P) tenha ao menos
uma solucdo. Assuma que p satisfaz a condi¢iao (Py) em Q. Entao existe uma Solu¢do
Mazimal cldssica U do problema (P).

Se Q = RNM\B(0, R) e p satisfaz a condicao adicional (Py) com ¢(r) = 0 para

r € [0, R], entdo a Solu¢io Mazimal U é uma Solu¢io Blow-up que explode no infinito.

Prova. Usaremos argumentos similares a prova do Teorema 2.5, com algumas escolhas
diferentes, lembrando que  # RY.

Seja (2,)n>1 sequéncia de dominios limitados, suaves, que satisfazem a condi¢ao
(Py). Paran > 1 fixado, considere v, solu¢ao positiva do problema (P5) e recorde que
Up = Upyq €m §2,,.

Fazendo

U(z) = lim v,(z), paratodo z €2

n—o0
e utilizando os mesmos argumentos da prova do Teorema 2.6, obtemos que U ¢ solugao
classica de (P) e que U ¢ uma solu¢ao maximal.
Deste modo, a primeira parte do teorema esta provada.

Para a segunda parte, onde Q = R™\B(0, R), supondo que a hipotese (Py) é
satisfeita, com ¢(r) = 0 para r € [0, R].

Inicialmente, para demonstrar que U ¢ uma solucao, mostraremos a existéncia de
uma funcio positiva w € C(RN\B(0, R), tal que U > w em RN\ B(0, R) e w(z) — oo

quando |z| — oo e quando |z| \, R. O que é obtido, quando na prova do Teorema 2.6,

a funcao z dada agora é tinica solucao radial positiva do problema

—Az=2¢(r), |z|=r>R
2(Jz]) — 0 quando |z| — oo,

z(|z]) — 0 quando |z| \, R.

14 Com 2 substituido por €2,,.
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A unicidade de z, segue-se do principio do maximo. Além disso,

() = (ﬁ - TN—1_2> /: sV (/0 tN1¢(t)dt) ds
_R]\lf—Q /R sV % (/0 tN1¢(t)dt) ds.

Isto completa a prova. H

Teorema 2.7 Assuma que p € C(RY) é uma funcio ndo negativa, nio trivial que
satisfaz (Py). Seja f uma fungao satisfazendo a condi¢io (F). Entao a condigdo

IOO % < 00 (2.45)

€ necessdria para a existéncia de Solucoes do tipo Blow-up para o problema (P) no RY.
Prova. Seja u uma solugdo Blow-up do problema (P). Seja @ dada por

a(r) = ﬁ/u (/aU(x) %) ds.

Usando a formula de mudanca de vériavel'

f(y)dy = / £(h(@)).| det ()| da,
h(z) T

com
B RN-1 __, RN-1
z ~ h(l’) = Tf = (7"51,7’52,. . 77G£N71)
e fazendo
||
v =re = ol = Irell = el = g = 12 = 1
obtemos )
. 1 / /“ &) dt ,
wr) = —=— — | |h'(x)|ds.
(r) wyrN-t |§:1<a f(t) (@)
Desde que ] )
r 0 0
0 r - 0
h'(x) =
0 0 r

3Ver Apéndice B.
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temos |det h'(z)| = rV=1. Portanto,

1 e gt
u(r) = — — | ds
( ) WN Jig|=1 (/a f(t)) ’

onde wy denota a area da superficie esférica unitaria no RV e a é escolhido de maneira

que a € (0,up) e ug = infu > 0. Assim

V() — ! u(r S
w'(r) = o o)) V(u(r§))éds.

Novamente, fazendo mudanca de variavel, para y = r¢, temos { = £ = h(y). Dai

h: RV-1 — RN

y o~ hy) =2

Logo, |det b/ (z)| = ——, e
0/ -t L wNLds
U(T’) - U)NT’N_l yl=r f(u( ))V( (y>)7,d
= (u(y))yds

ri ly|= rfuy)

u(y) dt
= oo / \Y (/ (t)) yds
o ([ at
B wzv?“N*1 /y|:r ov (/a f(t)> s
1 w®@) gy
-~ wyrN! /B(O,r) A </zz m) e (2.46)

onde utilizamos em (2.46) a Identidade de Green'.

Sendo u solugao cléssica positiva, segue que
|4 (r)] < Cr — 0 quando 7 — 0.

Por outro lado,

wn (BN Y8 (R) — r¥ N (r) = /D A( / fcz))dx

_ /TR A:ZA</GU(@%> ds] d,

16Ver Apéndice B, Teorema B.6.
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onde D = {z € RY; r < |z| < R}. Dividindo a desigualdade acima por R—r e fazendo

R — r, temos

L AT
= /p&r div (mVu(x)) ds

- /| Kf(uix)))l VU + )] &

u

p(x)f(u(z)) N-1 N
< /|I:T st < wnr Max p(T)jz|=r = WNT o(r).

Integrando a desigualdade acima, obtemos

u(r) < u(0) —I—/ st=N (/ tN_lgb(t)dt) ds, para todo r > 0.
0

0
Como (P,) implica em (2.42), segue-se que

u(r) <a(0)+ K, Vr>0.

Assim @ é limitada. Portanto, se assumirmos que (2.45) nao ocorre, obtemos que u

nao é solucao do tipo blow-up. H



Capitulo 3

Problemas Semilineares: Caso

Sublinear

Neste capitulo abordaremos os resultados apresentados no artigo de Lair & Shaker
[20]. Estabeleceremos resultados de existéncia e nao existéncia para o seguinte pro-

blema

Au=p(x)u), z¢€ RY, (Py)

onde 0 <y <1, p(x) >0e N > 3.
Em alguns caso, mostramos que a solucao do problema (P,), é do tipo blow-up

em R™, isto &, u(x) — +oo quando |z| — +o0.

3.1 Resultados de Existéncia

No caso em que p(r) ¢ radial, isto ¢, p(x) = p(|z|), = € RY, temos o seguinte

resultado:

Teorema 3.1 Suponha que 0 < v < 1 e p € uma funcao radial, continua e nao-
negativa em RY. Entdo o problema (P) tem uma solucdao blow-up e positiva em RN

se, e somente se

/Ooo rp(r)dr = oo. (3.1)
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Prova. Suponhamos, por contradicao, que

/000 rp(r)dr < +o0. (3.2)

Nestas condig¢oes, mostraremos que
Afirmagao 3.2 O Problema (P,) nao tem solugdo positiva do tipo blow-up.

Com efeito, considere u(x) uma solucao positiva de (P) e defina 4 como sendo

) = — = /| o, = /| o, (3.3)

wyrN-1

onde wy é o volume da esfera de (N — 1) dimensao e o, é a medida da esfera.

Desde que 4 é radial,

onde utilizamos em B.4 a desigualdade de Jensen'.

Dai, obtemos

o < p(r)d(r). (3.4)

Como

segue de (3.4) que

Integrando (3.5) no intervalo [0, s], com a condi¢ao inicial @/(0) = 0, obtemos

/OS(TN_lﬁ'(T))'dr < /0 N p(t)a (t)dt

donde
S < [ e o
0

Ver Apéndice B, Teorema B.10.




Cap.3 Problemas Semilineares: Caso Sublinear 56

isto é,

i'(s) < sV /O tNp(t) a7 (t)dt. (3.6)

Integrando (3.6), no intervalo [ro, 7] temos

a(r) —a(rg) < / <51N/ tNlp(t)m(t)dt> ds para r>1rg > 0.
0

70
Desde que 4’ > 0, segue que @ é crescente. Assim, 0 < s <t = u"(s) < a7(t) .

Dai para r > ry > 0 temos

a(r) < a(r) + / ' (sN1 / S tNlp(t)m(t)dt) ds

< a(r0)+/ (N a7 ( /tN ! tdt) ds,
0
e isto implica que

a(r) < alr) + a7 (r /( /tN ! dt) ds
< ) +a"(r /OO< /OtN ! ) ds. (3.7)

W'(r)y<l4a(r), 0<y<L1

Verificacao de (i)
Considere f(s) = s> N e g(s) = [ " 'p(t)dt, observe que

fis)=2=N)s"™  g'(s) = s""p(s)

Integrando (fg(s)) = f'(s)g(s) + f(s)g'(s) no intervalo [0, 7], temos

|0 / f'(s ds—l—/orf(s)g’s ds
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Logo,

[32—N /0 e —1p(t)dt] T

/ ((Q—N)sl_N/ tN_lp(t)dt) ds+/ s> NN =1p(s)ds <
0 0 0 0
<:>7“2N/ tNlp(t)dt—(Q—N)/ (slN/ tNlp(t)dt) ds+/ sp(s)ds <
0 0 0 0
<:>(N—2)/ <51N/ tNlp(t)dt) ds:/ tp(t)dt—r2N/ tNp(t)dt.
0 0 0 0
Portanto,

/OT <31—N /O tN_lp(t)dt) ds = ﬁ UO tp(t)dt — r*=N /0 tN_lp(t)dt] . (3.8

Provando (i).

Verificacao de (ii)

De fato, para a € R, temos a® < 1+a
Sea<1, entao a®* <1< 1+a.

Sea>1, entao a®* <a = a" <1+a.

Assim, segue de (ii) e de (3.7), que para todo r > 7y,

a(r) < a(ro) + (1 +a(r)) 8
< (ro) + B+ Bu(r),
isto &,
(1= B)a(r) < alro) + 3,
logo,

Mostrando assim, que « é limitada, e portanto u nao pode ser uma solucao blow-up de
(P,). Desta maneira, mostramos a afirmagio e consequentemente a primeira parte do
teorema.

Para demonstrarmos a reciproca do Teorema, vamos mostrar que a equacao

N -1
+

— )
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tem uma solugao positiva, a qual satisfaz a condigdo de fronteira singular v(r) — 400
quando r — o0.

Sabemos que
N -1
r

(/' (r)rN 1) =N (u”(r) + u'(r)) ,

assim,

(u/(s)sN_l)/ = sV (p(s)u?) . (3.9)

Integrando (3.9) no intervalo [0,¢] com a condigao inicial v/'(0) =0
t
o (1)t :/ sNp(s)u(s)ds,
0
isto &,
t
u'(t) :th/ sV p(s)u (s)ds
0

Integrando a equacao acima no intervalo [0,7], com as condi¢ao inicial u(0) = C,

u(r) = C+/OT (sl‘N /0 tN_lp(t)zﬂ(t)dt) ds,
> C+C’Y/OT (sl—N /StN_lp(t)dt> ds, (3.10)

0

obtemos:

onde C' é uma constante positiva.

Assim, considere o operador T : C([0,00)) — C([0, 00)),

T(u(r)) = C + /0 (sl—N /0 tN—lp(t)uV(t)dt) ds.

Mostraremos que 7' tem um ponto fixo em C([0,00)) e com isso provamos que u
é solugao de (P).

Inicialmente, vamos supor que tal ponto fixo, u, existe e provaremos que
u(r) — oo quando r — oo.

Supondo que a igualdade

/ rp(r)dr = oo,
0

/OOO (sl—N /O tN—lp(t)dt> ds = o0, (3.11)

é satisfeita, obtemos



Cap.3 Problemas Semilineares: Caso Sublinear 59

De fato, como

/ tp(tydt — 12N / e = UOTTN%p(t)dtN—_ZfoTtN1p(t)dﬂ

T
= == / (rV =2 — N2 tp(t)dt.
0

Para 0 < t <7, segue que (rV=2 —tV=2) > (, assim

r r 1 z
/tp(t)dt—rQN/ tNp()dt > —— /Z(TNQ—tN2)tp(t)dt
0 0 0

r

> rN12 {rN—Q - (g)zw} /0 %tp(t)dt
> [1— (%)M] /0  p(t)ds. (3.12)

Por (3.12) e (i),

T

/oT (sN‘l /0 tN‘lp(tW) as 2 Nl— 2 [1 - <%>N1 /Oth(t)dt' o

Fazendo r — oo em (3.13), obtemos

/ (le/ tNlp(t)dt) ds = 0,
0 0

u(r) — 400 quando r — +00.

logo, por (3.10) temos

Agora, mostraremos que 7' tem um ponto fixo em C([0,00)). Para isso, primeiro
estabeleceremos um ponto fixo em C([0, R]), para R > 0 arbitrario.
Seja up = C' e defina w1 =T, para k =0,1,2,.... Nota-se, pela definicao de T, que

C < uppara k=0,1,2,..., além disso
u(r) = rlN/ tNIp(H)ug_1 Y (t)dt > 0,
0

portanto u é crescente.

Assim, para 0 < v < 1,

Upsr (1) = C+/OT (sN—l /OstN—lp(t)ukW(t)dt) ds
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Logo

g1 (r) < C 4wy (r)H(r), (3.14)
onde H(r) = [ sN=1 ([ " ~"p(t)dt) ds.

De onde segue que
1
u1(r) < C+yug(r) + (1 =) H™= (r). (3.15)

Para mostrarmos a desigualdade acima, usaremos a defini¢ao de funcao convexa?. Sabe-

se que uma funcao f é convexa, se para todo 0 <~ < 1, tem-se

flyz+ (1 =7)y) <vf(t) + (1 —=7)f(y), para z,y>0.

Desde que a funcao exponencial é convexa, temos
eI < ye® (1 — )e? para ,y > 0. (3.16)

Sendo ug(r) e Hﬁ(r) valores positivos, fazendo © = Inug(r) e y = In Hﬁ(r) em

(3.16), obtemos

e’Ylnuk(r)Jr(lf'y) lnHﬁ(r) < f}/elnuk(r) X (1 B ”y)elnHﬁ(r)

ou seja,
MOEOIO) < () + (1= ) H (1)
Logo,
Wl (r)H (r) < yug(r) + (1 — ) H™ (r). (3.17)

De (3.14) e (3.17) decorre (3.15).

Usando o principio de Indugao matemaética, mostraremos que

up(r) < 1L + Hﬁ(r) = M, para todo k€ N. (3.18)
-7

com 0 <vy<L1l

2Ver Apéndice B, Definicdo B.8.
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ii) Suponhamos que a desigualdade em 3.18 seja valido para k.
iii) Mostraremos que (3.18) é valido para k + 1.
De fato, ja vimos que
U1 (1) < O+ yug(r) + (1 =) H= (r).
Por (3.18),
C 1 1
wal) < €y (o H5 ) + (0= )
~C 1 C 1
<(C4+ ——+ H1— = —— 4+ Hi=(r).
< —1—1_74— (r) 1_7+ ()
Portanto,
C 1
Up1(r) < 11—~ +H™=(r) V keN,
-7
de onde segue o resultado.
Deste modo
C < u(r) < M, < Mg, paratodo r € [0, R], (3.19)

visto que H(r) = [ (N7 [PtV 1p(t)dt) ds.
O que implica

H'(r) = rl_N/ tNp(t)dt > 0.
0

Isso mostra que H é crescente, logo, se r < R, entdo M, < Mg, pois M (r) = M(H(r)).

Afirmacao 3.3 uj, é limitado.
De fato, para todo 0 <r < R,
wr) = o [ o
< V) [
0
por (3.19),

wh(r) < ]\/[777»11\7/ tNlp(t)dthﬂrlNer/ p(t)dt
0 0

IN

R R
]\/[17/ p(t)dt < Mﬂ/ max p(t)dt
0 0

< v =
< M max p(t)R = Mg,

onde usamos o fato que p é localmente Holder Continua em RY. E portanto 0 <

uy(r) < Mpg.
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Assim, para 0 < 7 < 1, a sequéncia {uz} ¢ limitada e equicontinua® em [0, R].
Pelo Teorema de Arzela-Ascoli?, {u;} tem uma subsequéncia convergente em [0, R].

Desde que {uy;} é uma sequéncia de fungoes continuas, e u,; — wem [0, R], segue
que a convergéncia ug; — u é uniforme no compacto [0, R| e portanto

u € C([0, R]); Além disso, Tu = u, isto é,

k—0

r S
= C+/ (sl‘N/ tN"1p dt> ds = T(u
0 0

De fato, note que se u; — u, entao, dado € > 0, existe jo € N, tal que V j > jo,

s
uw(r) = limugy(r) = C + lim (1 N/ N1y (t)ug,( )dt>d
0

temos V ¢ € [0, R

9
() =0 (0] < 5

de P, = t).
onde P trerf%p()

Assim,

‘/Orsl‘N (/OStN_lp(t)“Zj(t)dt) ds_/o’“ e (/OstN_lp(t)uv(t)dt) sl —

[ ([ o wou o o) as < [0 ([0, 0 - el o

8 T S 8P T S
< 1-N N-1 < 0 / / <
< P0R2/0 (s S /0 p(t)dt) ds < B2, ( i p(t)dt ) ds < ¢

Tu=u VY wueC([0,R]).

logo

Para provarmos que 7 tem um ponto fixo em C([0,00)), consideremos {wy}

definida da seguinte maneira:

Tw, =wy em [0,k];  wy € C([0, k)).

3Ver Apéndice B, Defini¢ao B.12.
4Ver Apéndice B, Teorema B.16.
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Vimos anteriormente, que u é uma sequéncia equicontinua e limitada em [0, R],

donde podemos concluir que {wy} é limitada e equicontinua em [0, 1], j4 que
wy =Tw, em [0,1], wy, € C(]0,1])

we =Twy em [0,2], wy € C(]0,2])

wz =Tws em [0,3], ws e C([0,3])

wy =Tw, em [0,k]; w, € C([0,k]).

Logo {wy } tem uma subsequéncia® {wj }, a qual converge uniformemente em [0, 1].

Seja wy — v; em [0,1], quando k — oo. Observe, que a sequéncia {wi} é
limitada e equicontinua em [0, 2], logo, temos uma subsequéncia {w?}, a qual converge
uniformemente em [0, 2].

Considere w; — v, em [0,2] quando k — oo. Note que, wi — v; em [0, 1],
pois {w?} é uma subsequéncia de {w}}. Dai, vy, = v; em [0, 1].

Continuando com o raciocinio, nos obtemos uma sequéncia {vx}, a qual tem a

seguinte propriedade: {v,} € C([0,k]) k=1,2,..., pois
wl — v; em [0,5] quando k — oo

Além disso, esta convergéncia é uniforme num conjunto compacto [0, j], logo

v; € C([0,4]) com j=1,2...¢
vg(r) =wv(r), Yrelo,1]

vg(r) = va(r), Y relo,2]

v(r) = vg_1(r), ¥V ref0,k—1].

®Ver Apéndice B, Definicdo B.14.
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Definindo
vi(r) =wv(r) se rel0,1]
vo(r) =v(r) se r€[0,2]
vp(r) =wv(r), paratodo r €0,k
Obtemos
Uk (1) = .. = 0(1) = 01 (1) = Ve = ... = va(r) = 01 (r), 7 €][0,1].

Mostrando que {v;}° converge para v, e esta convergéncia ¢ uniforme em conjuntos
compactos’.
Portanto vy — v uniformemente em [0,k] e v € C([0,k]). Fazendo k — o0,

temos v, — v uniformemente em [0, 00) e v € C([0,00)) satisfaz
Tv=v se 0<~vy<l.

Assim, mostramos o primeiro Caso.

Para o caso v = 1, a prova ¢é idéntica a anterior, exceto que a limitacao de uy
dada na desigualdade

uk(r)<L+H(r)jEMT V keN

nao é valida.

Usaremos a expressao® abaixo, para mostrarmos uma limitacdo para u.

/0’" (SNl /0 tNlp(t)Uk(t)dt) ds = ﬁ Vo (et —r /0 tNlp(t)w{(t)dt} |

(3.20)
6{v;} € uma sequéncia constante.
TA convergéncia uniforme, deve-se a construcio da sequéncia vy,.
8Esta expressdo é facilmente encontrada, se integrarmos por partes, as funcdes f(s) = sV 72 e

g(s) = [ tN"Ip(t)ux(t)dt no intervalo [0, r].
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Sendo v = 1, temos

Upsr (1) = C+/0r (le /OstNlp(t)uk(t)dt) ds

320 o 4 ﬁ {/0 tp(H)ug(t)dt — r*=V /O tNlp(t)uk(t)dt]

1 T
< -
< Cti— /0 tp(t)ur(t)dt

|
<
< Ot [ FuOuo.

logo
upr1(r) < C —i—/ h(t)ug(t)dt,
0

onde h(t) = 7 tp(t).

Agora, mostraremos que
up(r) < Celo M4y | e N, (3.21)

De fato, se k=0

uy = C = Ce® < celo hb)dt,

Suponha que a desigualdade em (3.21) seja valida e observe que

upr1(r) < C’+/T h(t)ug(t)dt

3.21 T r

< C+ / h(t)Celo Mt
0

Da desigualdade de Gronwall?,

Uy (1) < Clelo MO,

Assim,

up(r) < Celo "4 v | e N.

O restante da prova, é feito da mesma maneira que para0 <~y <1. H

9Ver Apéndice B, Lema B.1.
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Observacao 3.1 No caso particular em que p(x) = |x|*, para alguma constante o > 0;

A equacao
Au = p(z)u”, zeRY (3.22)
tem uma solucdo u, dada por u(x) = c|z|®, onde B = ‘1’%3 e
7= ! :
(N 47+ 67)(a+ By +2)

Com efeito, se u(z) = c|z|?, entdo

8u(:17) _ Cﬁ|x|5—1£ _ Cﬁl’i|$|ﬁ_2
Ox; ||
827«0(55) B—3 xzz B8—2
ar cB(B —2)|x| ] + cB|z|
Logo,
- azu(ff) B—4) |2 B—2
> oy = BB =2l af + Nelal*2,
i=1 Li
dai,

Au = Be|z|P 73N + 3 - 2).

Por outro lado,

Au = p(z)u) = |z

Assim, para mostrarmos a observacao, basta que

Belz|P AN + B — 2) = |z|*TPe (3.23)
Para tanto, note que se
1 2
e . 3= o+
(N +7+B87)(a+ By +2) 11—~

entao

1 2 + 2N + 4y + a? + aN + 2ay — Nay — 2N =
= [V 47+ Br)(a+ 5+ D) = | e i
Fazendo as devidas substitui¢oes no lado esquerdo de (3.23), temos

- at2 (Y 4 2)
Be|z|P~2(N+5—2) = |z| = {
P2 (N+0-2) = Jof 5 2
_pppz @tV =Ny tat ) 20+ 2N + 47 + o + aN + 20y — Nary — 2Ny 7T

N (1 =)

2o¢+2N+4’y+oc2+ozN+2ow—Nom—2N7]’Y£1
1—72

1—~2
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:mal%v [204+2N+47—|—a2+ozN+20z7—Ncw—2N7]
1—+2

y {2@—}—2]\7—1—47—1—&2+aN+2a7—Nav—2N7}71—1
1 — 2 ’

logo,

wizy [200+ 2N + 47 + a2 + aN + 2av — Nay — 2N~ 71
ﬁc|x|ﬁ—2<1v+ﬁ_2>=\x|ﬁ?{“+ Ty o’ +al + 2y = Nay = 2Ny]

1—~2
(3.24)
Substituindo no lado direito de (3.23), os valores de ¢ e 3, obtemos
o 2 _ _ o
[t — |$|%2”7 {204 +2N +4v+« +1aN2+ 2ay — Nay 2N7] v (3.25)
-7

De (3.24) e (3.25) decorre (3.23).

O exemplo abaixo mostra que existe uma solugao nao radial para a equagao (3.22).

Exemplo 2 Considere a equacgao

Au = p(z)vu, xcR? (3.26)

onde p(z) = 8/(1/222 + y2 + 22 + 1).

Sendo u = 22? + y* + 2% + 1 temos

%:4:17 g—z:%J %:22
¢ 2 2 2
%:4 g_y?;:2 %:2
implicando
Au = 8.

Por outro lado

(X)W = :

(V222 + 92+ 22+ 1)

Mostrando que u é solugao de (3.26), apesar de nao ser uma solugao radial.

Desta maneira, notamos o seguinte problema em aberto:
A equagao (3.22) tem uma Solucao do tipo Blow-up, inteira e positiva se p é ndo radial

e satisfaz

/000 ri(r)dr = oo onde (r) = minp(z)?

|z[=r
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3.2 Resultados de Nao Existéncia

Teorema 3.4 Suponha Q um dominio limitado em RY (N > 2) e p é uma fungdo

continua em Q. Se 0 < v <1, entdo

Au=p(x)u’; x €, (Py)

nao tem uma Solucao do tipo blow-up em €.

Prova. Suponhamos, por contradicao, que exista uma Solucao Blow-up, u em €2, para

a equacao acima. Considere
v(x) = log (1 + u(x)).

Observe que,

Ou(x) _ _; Ou(x)
Or; (1t (@) ox;
Pu(z) _ o Pula) L {Ou(x)\’
or2 (14 u(x)) B2 — (1 + u(z)) (a_xz>
Av = 3 3@2(? =(1+u()™! ; 3@1;5’;0) 93 (333(;)) (1 + u(z))"?
= (1+u(x) " Au—[Vul* (1 + u(z))
Assim,
Av < (14 u(z)) " Au = %u(m)p(ar).

Dai e por (ii),

Av < p(r) <maxp(r) = K. (3.27)

€

Usando o fato que p ¢ uma funcao continua no compacto Q, obtemos que p atinge um
maximo.
Além disso A(|x]?) = 2N, dai e de (3.27),
Alv— K|z|*) = Av— KA(|z]*)
< K-2NK

< K(1-2N)<0.

(3.28)
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Portanto,

A(v— K|z]*) <0, paratodo x € Q.

Agora, defina w(z) = v(z) — K|z|?>. Ja vimos que Aw < 0, para todo z € Q,
além disso, K|z|? é limitada'®.
Assim,

w — 00, sempre que d(z,0) — 0.

De fato, para d(x, Q) — 0 temos u(z) — oo, dai log(1+u(z)) — oo. Desde que K|xz|?

¢ uma funcao limitada, temos
w(z) = v(xr) — K|z|* — 00, quando d(z,dQ) — 0
Afirmagao 3.5 w — oo quando d(z, ) — 0, nao pode ocorre, a ndo ser que w = 0.

Com efeito, seja zp € Q2 e M > 0. Provaremos que w(xy) > M.
Suponhamos, por contradigao, que w(zg) < M. Escolha § > 0 tal que w(x) > M, para
todo x verificando d(z,02) < 4.
Considere Q5 = {z € Q / d(z,08) > &} e observe que zy € Qs, j& que w(xy) < M.
Sendo 95 = {x € Q / d(x,00) = d}, segue que w(x) > M, YV x € 0Qs.
Como por hipotese, w(xg) < M temos que, M — w(xg) >0 com x4 € Q.
Faca M — w(Z) = maxq, (M — w) e note que,
M —w(z) = max(M —w) > M —w(xg) >0
Qs
Portanto M > w(Z) se, e somente se, T € s C (s.

Mas, sendo M — w(Z) ponto de méaximo,
A[M — w(z)] <0,

logo,

Aw(z) >0, com I € Q.

O que contraria o fato de Aw < 0, para todo x € .
Mostramos que se uma funcao verifica Aw <0 em Q e w — o0, esta deve ser
w = oo. Mas a funcao w(z) = v(z) — K|z|? # cc.

O absurdo se deu, ao supor que existia uma solucao u do tipo blow-up. W

%Visto que  é um dominio limitado.



Cap.3 Problemas Semilineares: Caso Sublinear 70

Observacao 3.2 Isto ¢ interessante para mostrarmos que, para o caso superlinear,
v > 1, a solugao positiva da equagio (3.22) em um dominio limitado, eziste, contanto

que a fungdao p(x) seja suficientemente regqular. [Ver [1]]
Teorema 3.6 Suponha que p ¢ localmente Holder continua em RY e satisfaz

/OOO to(t)dt < oo, onde ¢(t) = maxp(t). (3.29)

|z|=t
Entao,
(a) A equacao
Au=p(z)u’; 0<y<1l; N >3, (3.30)
tem uma solucdo ndo negativa e limitada em RY.

(b) Se p satisfaz a equagao,

/000 t(t)dt = oo, onde Y(t) = minp(t). (3.31)

|z|=t

Entdo (3.30) nao tem solugao limitada e nao negativa em RY.

Prova de (a). Dividiremos a prova do teorema em dois casos:
1° Caso. 0 <y<1

Para resolver este problema, vamos considerar o problema auxiliar
Au=—f(zr,u), zeRY, N>3, (3.32)

o qual é equivalente ao problema inicial (3.30).

Suponhamos, que além da condigao (3.29) valham as seguintes condigoes:

(A) A fungio f(z,u), definida em RY X (0, 00), & localmente Holder continua em z e

localmente continua lipschitz em w;

(B) Existe uma fungao localmente Hélder continua ¢(r) > 0 em [0, 00) e uma fungao

localmente lipschitz F'(u) > 0 em [0, 00), tal que
£, )] < B2 F(u) para (z,u) € RY x (0, 00):

(C) Existe uma uy > 0, tal que F'(u) é nao decrescente para u > us e

lim F(u)

u—oo U

=0.

Observe que o nosso problema satisfaz as condi¢oes acima.
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Condigao (A)
Para f(z,u) = p(z)u?, temos

[f (2, un) = f (2, ug)| = |p(z)ui — p(x)us| < [p(a)[u] —us

(i)
< p(z)|uy — us| < kluy — usl,

o que mostra que f(x,u) é lipschitz na variavel u.
Agora, vamos mostrar que F(z) = 27, 0 <y < 1 é localmente Holder continua.
Seja K C [0,400) um compacto, note que para x # y, obtemos da desigualdade!!
(B.9)
|F(z) = F(y)| = |27 —y’| < C(y)lz —yl.
Consideremos dois casos

(i) Se 0 < |z —y| < 1, entdo
) = F)l < COlo =yl < )l =yl + Colo)lo = " < Cla =y
(ii) Se |z —y| < |z| + |y| < 2C, para alguma constante C' € R. Entao,
F@)-Fy)l < COle -yl = COMo—yllo -yl

< CERO) Tz -yl =Ci(y)|z —y|

Portanto, para quaisquer z,y € K, x # y, temos
|F(x) = F(y)| < C(lz =y,

Implicando que F € Cp7([0, +00)).
Desde que f(z,u) = p(x)F(u) e produto de fun¢oes Holder continuas é ainda
Holder continua, segue que f(x,u) é localmente Holder continua em z.

Com efeito,

|f (2, u) = [y, u)] p(z)u(z)” = p(y)uly)’|

< [p(z)u(z)” = p(x)uly)"] + [p(@)u(y)” — p(y)uly)"|
< [p(@)l|u(@)” — u(y)"] + [u(y)l[p(z) — p(y)]

< Gslz —y["+ Culz —y|”

< Clz—y"

Mostrando assim, que f(x,u) € C7([0, +00)) em z.

loc

HVer apéndice B.
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Condigao (B)
Considere ¢(|t|) = maxp(t) > 0, observe que

|z|=t

[f(z,u)| = p(e)u’] < ¢@)u” = G(t)F(u), para (z,u) € R" x (0,00).

Condigao (C)
Desde que 0 < v < 1,

r Y 1
i 20 g ¥ — 0.
u—oo U u—o0 u—o0 Y7

Mostraremos, com essas condicoes, que a equacao (3.32) possui infinitas solugoes

inteiras, positivas e limitadas.

Inicialmente, iremos construir uma supersolugao, v(z) = y(|z|) de (3.30). A qual

resolve o problema de valor inicial

v =a-55 [ [1 - (f)]”} SO F(y(s)ds 720, (3.33)

para alguma constante positiva «, suficientemente grande, de modo que

(1\2/F__<a2;a /OOO rordr <1 334

é satisfeito!'?.

Com esta escolha de «, considere o conjunto
Y = {y e C([0,00)); % <y(r) <a; para r> 0} : (3.35)

onde C([0,00)) é um espago vetorial topologico localmente convexo!®, com a topologia

da convergéncia uniforme em cada subintervalo compacto K,, = [0,n] C [0, c0).

120 que é possivel, ja que por hipétese (3.29) ocorre.
3Ver Apéndice A, Defini¢ao A.9.
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(i) Y é convexo.

De fato, sejam y; e yo € Y, entao

<y (r) <a para r >0,

< yo(r) < a para r>0.
Logo, para t € [0, 1] temos

5 St + (L= tp(r) < as para 120,
implicando que Y é convexo.

(ii) Y é fechado.

Seja {y;}jen C Y, tal que d(y;j,v0) — 0, quando j — oo, com yy € C([0,00)).

Temos
d(y;,y0) = f: 27"Pult; — o) — 0 quando j — oo, n € N,
“— 1+ pu(y; — ¥o)
assim,
21, (1 — .
Dol = 40) — 0 quando j — oo, n € N.
1+ pn(yj — %)
Logo
pa(y; —yo) — 0 quando j — 0, n € N.
Dati,
y;(r) = yo(r) quando j — 0, em K, =[0,n], n €N
e como

o Q

!
<y;(r) <a para r >0 entdo 5 <wyo(r) <a, para r>0
de onde deduzimos que y, € Y. Portanto, Y é fechado.

Assim Y é um subconjunto convexo e fechado do espaco topologico localmente

convexo C'([0, 00)).

Agora, definamos o operador integral

§:Y —Y

y — 3),
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onde

s =a- 55 [ [1- ()] seeruas =0

r

e a é escolhido de modo que (3.34) seja satisfeito.
Como iremos aplicar o Teorema do ponto fixo de Schauder-Tychonoff, vejamos que:
(I) § esta bem definido.

Por defini¢ao, §(y(r)) < a, 7> 0. Além disso,

1

B(r) > a - / " so(s)F(y(s))ds.

Sendo F' nao decrescente e « grande, tal que y(s) < a, V0 < s <r, temos

Fy(s)) < Fla) = —F(y(s)) = —F(a).

Dali,
Fyr) > a- 5@2 /Ors¢(s)ds
> oo ]f; (_0‘>2 /O " so(s)ds. (3.36)
De (3.34), . N
_%/0 sp(s)ds > _%, (3.37)

Por (3.36) e (3.37) conclui-se

| e

<Fly(r)<a, >0 = FY)CY.

(II) § é continua.
Seja {yx} C y uma sequéncia convergindo para y € Y, na topologia C([0, 00)).

Entao, temos d(yx,y) — 0. Logo
S (yr(r)) = Syr)| =

=[5 [ 906 (Flnto — Frutomds— [(2)"s000) (Pl - Pl ds

r

1

<
“N-=-2

/0 " 56(5)| Fun(s)) — Fly(s))|ds.

portanto

() = 80 < 7 | s Fln(s) — Flulolds. (339)
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Note que, ¢ (s) é dominada por uma fun¢ao integravel, isto é,

or(s) = s0(s)|F(yr(s)) — F(y(s))|
< so(s)[F(yr(s))| + s0(s) [ F(y(s))|
< 2s¢(s)F(a).

Além disso, ¢x(s) — 0, ja que F é continua e yr — y quando k — oo. Pelo Teorema

da Convergéncia Dominada de Lebesgue, obtemos que
§(yx) — §(y) quando k — oo, em K,,n=1,2,...

Dai,

unif

Pa(F(ye) —F(y)) — 0 quando k& — o0, neN

(S (k) —S(y))
L+ (S (k) — S(y))

Entao, dado € > 0, existe M € N tal que
Z 27"pn (8 (yr) — S()) i
1+ pn(S(y ) ~ =

k—oo

Portanto, d(§(yx),§(y)) — 0.
Mostrando que § é continua em (C([0, 00)), d).

< pa(F(ye) — F) 25 0 quando K — 0o, n € N.

(III) F(Y) é relativamente compacto.
(1)§(Y) é uniformemente limitado.

De fato,

d(F (), §(y2) = ; f:i’;g((yyi)) :‘N;((Z)))) <1

(ii) Vamos mostrar a equicontinuidade de F(Y).

Observe que
G = [ / r sN—1¢<s>F<y<s>>ds\

= [[ )" s

< Fla) i ¢(S)d8

< F(a) i o(s)ds.
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Concluimos que F(Y') é equicontinuo™.
Pelo Teorema de Arzela-Ascoli, deduzimos que §(Y') é relativamente e compacto
em cada K, C [0,00), com n € N.

Considere agora
({u; )iz € () C C([0, 00)).

Neste caso, (§({u;})) C (YY) é uma sequéncia de funcdes que contém subsequén-

cias convergentes em cada K,, = [0,n], n € N. Defina

S = ()]0, nEN,

Para n = 1, temos que existe (F(uj,) C (§(u;)'), tal que

Fluge)' — F(u').

Para n = 2, existe (§(uj;) C (§(uy)'), de modo que

luge)® — F(u?).
Com este argumento repetitivo, construimos a sequéncia “diagonal” (F(u;x)*), tal que
S(ujr)* — F(u) em cada K,,, n € N.

Daf (F(u;r)*) C (§(uy)), verifica d(F(u;r)*, F(u;)) — 0 quando k — oo.
Mostrando assim que §(Y') é relativamente compacto na topologia C([0, 00)).

Recorde que Y é fechado, convexo e que §F(Y) C Y. Entao,

FY)cY=Y=3FY)CY e

Y =cono(F(Y)) C cono(Y)'® =Y.

Desde que (C([0,00)),d) é completo e F(Y) C C([0,00)) é compacto; Obtemos
que Y é compacto e esta contido em Y (Teorema de Mazur).

Além disso,

YcFY)cgY)cY

MVer Apéndice B, teorema B.15.
150nde eonv(Y') é a envoltéria convexa do conjunto Y.
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Agora, podemos aplicar o Teorema do ponto fixo de Schauder-Tychonoff e concluir

que § tem um ponto fixo, isto é,

Este ponto fixo y = y(r) é uma solugdo de Pp. Assim, nés obtemos uma super-

solu¢do v(z) de (3.30) em R™, definida por v(z) = y(|z|), visto que
Av = —4(r)F () < f(z,0).

Da mesma maneira, nés consideramos uma subsolugdo w(z) de (3.30) em RY;

onde z é um ponto fixo do operador G : Z — Z, definido por

G(=(r)) = 5 + ﬁ /0 ' {1 - (;)M} s6(s)F(2(s))ds, >0, (3.39)

em um subconjunto convexo e fechado de C([0, c0)),
Z ={2€C([0,00)); 5 <2(r)<28; parar >0}, (3.40)
onde escolhemos uma constante (3, tal que

F(25) / *
—_— ro(r)dr <1, 3.41
=25 )y " 40
seja satisfeito.
O ponto fixo z = z(r) de G satisfaz a equacao integral

z(r)y =0+ ﬁ /01“ [1 - (;)N_Q] sp(s)F(z(s))ds, r>0. (3.42)

E assim é uma solucao do problema de valor inicial

4 ML b(r)F(2) =0 r>0

r

0
20) =4, 2(0) =0.

Isto nos d4 uma subsolugio de (3.30) em RY.

Se 20 < %, entdo a funcao v(|z|) e w(|z|) satisfaz

B<z(r) <2< -<y(r)<a

N9

Portanto, z(r) < y(r) se, e somente se, w(x) < v(x) V z € RV,
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O Teorema 1.7, garante a existéncia de uma solucgdo inteira positiva u(x) satis-
fazendo

w(z) < u(r) <v(z) com z€RY.

Mostramos que dados a, 3 € (0,00) com « > 47, existe uma solugao u(x) de
(3.30), satisfazendo u(x) € [3,a], ja que 3 < w(z) < u(z) < v(r) < a, com x € RY e
a e (3 escolhidos como em (3.34) e (3.41).
2° Caso. 7 =1

Do mesmo modo em que mostramos, para a prova de suficiéncia do Teorema 3.1,

mostra-se que existe uma fun¢io w, ndo negativa em C([0,00)), tal que

wr) =1+ /0 ' (tl—N /0 t sN_lgb(s)w(s)ds) dt Y r>0

onde T : C([0,00)) — C([0,00)) e

Tw(r) =1+ /O ' <t1‘N /0 t SN_lgb(s)w(s)ds) it v >0

Segue de (ii)'® que
1 T
w(r) <14+ m/() to(t)w(t)dt,
usando a desigualdade de Gronwall obtemos

tb(t) gt 3.29

< g (3.43)

mostrando que w é limitada. Assim w(|z|) é solugdo limitada, positiva(radial) de
Aw = ¢(|z))w; xRN,
Agora, considere v uma solucao nao negativa, definida por

v(r) = M + /0 (tl—N /Ot SN_lw(s)ds> dt ¥ r>0, (3.44)

onde M ¢é a mesma constante da inequagao (3.43).

Entao, v(]z|) é uma solucao limitada, positiva (radial) de
Av=y(lz))v; = eRY.
Por (ii) e (3.44),

1 T
v(r) < M+ N=2), t(t)v(t)dt,

16Ver Secdo - Resultados de Existéncia.
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e da desigualdade de Gronwall,

v(r) < Melo gt

Portanto
M <o(r) < el Wt (3.45)
Como
o(t) = I‘g@cp(x) e Y@t) = mi:gp(x),
temos

Aw = ¢(|z))w = p(|z)w em RY,

Av = ¢(lz[)v < p(lz[)v em RY.
Segue de (3.43) e (3.45) que
w(r) < M <wo(r) em RY.

Dai, w é subsolugao da equagao (3.30) e v & supersolucao da equagao (3.30), com v = 1.
Desta forma, a equagao (3.30) tem uma solugao u, satisfazendo w < u < v em
RY, desde que, w e v sdo solucdes positivas e limitadas, obtemos a solucdo desejada
para v = 1.
Prova de (b).
Suponha agora, que a equagao (3.31) é valida e suponha que a conclusdo é falsa,

isto &, suponha que u, ndo negativa, nao trivial é solugao inteira da equacio (3.30) com

0<u<M.
Considere
= )
u(r) = — u(:c)da,,_/ u(z)do
riN ! |z|=r |z|=r
Entao,

Desde que u é radial,

dai,
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i'(r) = rlN/ <8N1/ pu”da) ds > 0,
0 |z|=r

implicando que @ é uma funcao nao decrescente.

assim

Além disso, u é nao negativa e nao trivial, logo existem R > 0 e € > 0, tais que

u > ¢, para todo r > R, disso temos

1 1
u(r) = ——— do, < ——— do, = <M
) = s [ wovdor < L [ =t
Logo
T t
M > a(r)=a(0) +/ [tl_N/ sN1 (/ pu”da) ds] dt
0 0 |x|=r
r t
> a(0)+ / {tln / N Lyi(s) ( / umo—) ds} dt. (3.46)
0 0 |z|=r
Mas
w=uu'""" <u'M'™, implicando que w? > uM?"t.
Assim,
/ udo > M71/ udo = M 'u(s) >eM"™ se s> R. (3.47)
|z|=r |z|=r

De (3.46) e (3.47),

a(r)

v

00) + eat [ (tl—N g d )dt

a(0) +e /0 /OS U(s)ds
v—1 " <t1_N N-—1 d )dt,

M /0 /0 e

onde usamos o fato de u(0) > 0.

v

Portanto
r t
M > a(r) > eM-! / (tl—N / SN_11/J(s)ds) dt. (3.48)
0 0

Como por hipotese

fazendo r — oo em (3.48), obtemos
M > a(r) > .

Isso é absurdo! Logo, é impossivel a existéncia de tal solucao v. M
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Observacao 3.3 Observamos que a existéncia de solucdao inteira, limitada, positiva

da equagao (3.30), é um problema aberto, se p satisfaz

/oow(t)dt:oo c /Ootw(t)dt<oo.
0 0



Apéndice A
Espacos Vetoriais Topol6gicos

Agora, iremos apresentar alguns conceitos e resultados de espacos vetoriais topologi-
cos, que serao importantes para o entendimento do teorema do ponto fixo de Schauder-
Tychonoff, o qual é uma ferramenta béasica na demostracao do Teorema 2.2.2 (Capitulo

2), no caso em que 0 < v < 1.

Defini¢ao A.1 (Topologia) [Ver [27], p.6] Seja X um conjunto ndo vazio. Uma

colecao S de subconjuntos de X € uma topologia em X se
(i) 0, X € S
(i) Se Vi,Vo € S entaoViNV, € S;

(iii) Se {V;}icr € S entao UV" € Q.

iel

Neste caso, dizemos que (X, ) é um espago topologico e os V; sao os abertos de 3.

Definicdo A.2 (Vizinhanga) [Ver [27|, p.7| Uma vizinhanga de um ponto p € X €

qualquer aberto que contém p.

Definicao A.3 (Base)|Ver [27], p.7| Uma cole¢io S’ C S € uma base para S se dado

VeSS entaoV = U V.

Ve’



Apéndice A 83

Definicao A.4 (Base Local) |Ver [27], p.7| Uma colecio T de vizinhancas de um
ponto p € X € uma base local de p, se qualquer vizinhanca de p contém um membro de

7. Isto é, se T = {V;},V; € & entao
(i)peVi, ¥V Vier;
(i) Se V € contém p, existe V; € T tal quep € V; C V.

Observagao A.1 A colegao dos abertos de um Espago métrico (X, d) satisfaz os axio-
mas da definicdo de espaco topoldgico, assim obtemos uma topologia denominada topolo-

gia induzida pela métrica d.

Definicao A.5 (Espago Metrizavel) |Ver [27|, p.8] Um espaco topoldgico (X, ) se
diz metrizdvel se existe uma métrica d em X tal que a cole¢ao dos abertos de (X, d)

coincide com .

Definicao A.6 (Funcgao Continua) [Ver [27], p.13|Sejam X, Xy espacos topoldgi-
cos. Uma funcao f: X1 — Xo € continua em p € Xy se dado um aberto Vy de X,
com f(p) € Vs, existe um aberto Vy de X; tal que p € Vi e f(V1) C Vs,

Dizemos que f € continua, quando € continua em todos os pontos de X;.

Defini¢ao A.7 (Espagos Vetoriais Topologicos) [Ver [27|, p.7| Suponha que X é

um espaco vetorial e S uma topologia em X tal que

(i) Todo ponto de X € um conjunto fechado;

(i1) As operagoes de espago vetorial sao continuas com rela¢ao a 3.

Neste caso, dizemos que X = (X,¥) € um espacgo vetorial Topoldgico.

Em um espago vetorial topologico X , dizemos que V' C X é aberto se, e s6 se
a + V é aberto para cada a em X. Portanto, qualquer topologia fica completamente
determinada por uma base local. Neste contexto, base local sera considerada como

base local em 0.

Definicdo A.8 (Métrica Invariante) [Ver [27], p.8] Uma métrica d sobre um espago

vetorial X € invariante se

dlx+ z,y+2)=d(z,y) ¥V z,y,z € X.
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Definicao A.9 (Espago Localmente Convexo) |Ver [27|, p.8] Um espago vetorial
topoldgico € localmente convexo se existir uma base local B formada por conjuntos con-

VETO0S.

Definicdo A.10 (Espago de Fréchet) [Ver [27], p.8] Um espago localmente convezo
¢ um espaco de Fréchet se sua topologia & € induzida por uma métrica invariante e

em relacao a esta métrica o espaco € completo.

Teorema A.11 Seja X um espaco vetorial topoldgico com uma base local enumerduvel,

entao X ¢ melrizdvel.
Prova. Conforme Teorema 1.24 em [27] p.18. W

Definicao A.12 (Conjunto Equilibrado) [Ver [27], p.6] Um conjunto E C X é dito
equilibrado se aE C E Ya € R; |a| < 1.

Defini¢ao A.13 (Conjunto Limitado) [Ver [27], p.8]| Seja X espago vetorial topoldgico.
Um conjunto E C X € limitado se para toda vizinhanca V de "0"em X, corresponde

s>0,s € R tal que E C tV para todo t > s.

Definicdo A.14 (Seminorma) [Ver [27], p.24]Uma seninorma sobre um espago ve-

torial X € uma funcio p: X — R, tal que

(i) p(x+y) <p@)+ply), YV z,y €X;

(i) plax) = |alp(z), V aeR, xze€ X.

Definicao A.15 (Familia Separada) [Ver |27, p.24] Uma familia de seminormas
sobre X € dita separada se para cada x # 0 corresponde pelo menos um p € @ tal que

p(z) # 0, onde p denota a familia de seminormas.

Definicdo A.16 (Espago Normavel) [Ver [27]|, p.8] Um espago vetorial topdlogico
X = (X,) ¢ normdvel se existir uma norma em X tal que a métrica induzida pela

norma € compativel com .
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Teorema A.17 Um espago vetorial topoldgico X = (X, ) é normdvel se, e somente

se, sua origem tem uma vizinhanca convexa e limitada.
Prova. Conforme teorema 1.39 em [27], p.28. ®

Teorema A.18 Seja o uma familia separada de seminormas em um espago vetorial

x. Dado p € o en €N defina

V(p,n) = {xeX / plz) < %}

Seja [ a colecio de todas as intersecgoes finitas dos conjuntos V(p,n). FEntao
B é uma base local equilibrada para uma topologia § de X que torna X wum espago

localmente convero tal que
(i) Qualquer p € o é continua;
(i) Um conjunto E C X € limitado se, e sd se, todo p € p € limitado em E.

Prova. Conforme teorema 1.37 em [27], p.26. B

Observacao A.2 Se o = {p;, i = 1,2,...} € uma familia enumerdvel e separada de
seminormas em X, o teorema acima, mostra que @ induz uma topologia & com uma

base local enumerdvel. Do teorema B.0.17 obtemos que S € metrizdvel.

Uma métrica invariante por translacao, compativel com a topologia & gerada por

p ¢ dada por

i) =3 Y

—~1+pi(z—y)

Para provar que d é compativel com &, basta mostrar que as bolas
B(0) = {x / d(x,0) < r}

formam uma base local para .
Desde que cada p; é S-continua segue que d é continua na topologia produto.
Entao

B,(0) ={z / d(x,0) <r} =d '(—o0,r) x {y = 0}



Apéndice A 86

é aberto em . Seja W uma vizinhanga de 0, logo W D V(py,n1) N... NV (pg, ng). Se
z € B,.(0)

= 27, i ;
> Zplw) o pl) g
—~ 1+ pi(z) 1+ pi(x)

1
2=t . ; _pilz) ng
Tome r < T L= 1,... k. Dai T < T3 T

g

1
=pi(r) < — =2 €W D V(p,m)N...0V(pg,ng) =z € W.

7

Portanto B, (0) C W, é base local.
Exemplo 3 [Ver [27], p.31]|: O espago C([0,00)) é um espago de Fréchet.

De fato, note que

onde cada K,, = [0,n] é compacto e K,, C K11 V n.
Defina p,, : C([0,00)) — R por

Pa(y) = max ly(r)| n=1,2,...

Afirmacao A.19 p, ¢ seminorma e compoe uma familia separada.

Com efeito, dados z,y € C([0,00)) temos

(@palz +y) = max|(y +)(r)| < maxily(r)| + |z(r)]}

< <
< max|y(r)] + max|z(r)] < pa(z) + paly)
(iD)palaz) = max|az(r)| = |a| max|z(r)| = |a|p(z)

Se y # 0, existe rg € K, tal que y(ry) # 0, logo

Pao(®) = max{ly(r)]} > [y(r)| > 0.

Portanto p = {p,,} é uma familia de seminormas separada e enumeravel.
Do teorema B.0.24, segue que p induz uma topologia & localmente convexa em

C(]0,00)). Além disso, como p; < py < ps... temos que 0s conjuntos

x%:@ecmﬂm/m@<l}

n

determina uma base local convexa e enumeravel.
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[

Logo C([0,00)) = (C([0,00), ) é metrizavel, e a topologia obtida de (3, é com-

pativel com a métrica
o0

27"pn(y1 — Y2)
d = )
(1, 12) Z 1+ pu(y1 — y2)

n=1

Afirmacao A.20 (C([0,00)),d) é completo.
Sejam {y;} C (C([0,00)),d) sequéncia de Cauchy

,]—00

= d(ysy;) 30 = palys — ;) 50
= |yi(z) — y;(2)] M0 em Ky, n=1,2,. ..
= Y; — Wy, uniformemente em K, ,n=12,...
Agora defina w : C([0,00)) — R tal que wl, = w,. Segue que y; — w
uniformemente em K,,n=1,2,... com w € C([0,0))

= pulys —w) — 0, n=1,2,...

= d(y;,w) — 0

logo d é uma métrica completa.

Portanto C([0,00)) = (C([0,00)),d) é um espago de Fréchet.
Exemplo 4 : C([0,00)) é ndo normdvel.

Observe que em cada V,, podemos tomar y tal que p,,1(y) seja tdo grande quanto
desejarmos. Segue do item (ii) do teorema B.0.29 que nenhuma vizinhanca V,, é limitada

em C([0,00)), assim deduzimos do teorema B.0.28 que C([0,00)) é ndo normavel.

Teorema A.21 (A. Tychonoff) Seja X um espago topoldgico localmente convexo e
seja Y C X um subconjunto compacto e convero. Se f:Y — Y € continua entao

tem um ponto fizo.
Prova. Conforme teorema 2.2 em (8], p.414. ®

Teorema A.22 (J. Schauder) Seja X um espaco de Banach e seja Y C X um

subconjunto convexo e fechado e f:Y — Y continua. Se f(Y) € compacto, entdo f

tem um ponto fizo.

Prova. Conforme teorema 3.2 em 8|, p.415. W



Apéndice B
Resultados Utilizados na dissertacao

Neste apéndice enunciaremos as principais definicbes e teoremas utilizados no

decorrer deste trabalho.

Teorema B.1 (Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue) Seja {f,}
uma sequéncia de fungoes integrdveis que converge em quase toda a parte para uma

fung¢ao mensurdvel f. Se existe uma funcao integrdvel g tal que

If| <g para todo m €N,

/ fdy = lim / fm

Prova. Conforme teorema 5.6 em [3], p.44. W

entao f € integrdvel e

Teorema B.2 (Desigualdade de Holder) Sejam f € LP(Q) e g € LI(QY), onde

1<p< o e%—l—%:l. Entao
fg e LY(Q) e [f9ler@) < | flr@)lglis ).

Prova. Conforme teorema 7 em [2], p. 115. W
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Teorema B.3 (Teorema de Riesz-Fréchet) Todo funcional linear f sobre um es-

paco de Hilbert, pode ser representado em termos do produto interno, isto é,

fz) = (z,2),

onde z € unicamente determinado e verifica

1A= fl=]l-
Prova. Conforme teorema V.5 em [4], p. 81. W

Definicao B.4 (Fungdes continuas em superficies) (Ver 24|, p.309) Dizemos que
uma aplicagao g : (02) — (0,00) € continua quando, para cada x € 0S), eriste uma

parametrizacio ® 1 Vo CRY — V. C 00, comxz € V, tal que go® : Vj — R ¢é

continua.

Definigao B.5 (Fungdao Harménica) (Ver [13], p.13) Seja Q um dominio em RN
eu: Q — R uma funcio de classe C?. A fung¢io u € dita harmoénica (sub-

harmoénica; super-harmonica) em Q) se satisfaz
Au=0 em Q (Au>0; Au<0),

onde Au denota o Laplaciano de u, definido como sendo

N

Teorema B.6 (Teorema da Divergéncia) Seja Q C RY dominio limitado,

00 € C! e seja v a normal unitdria exterior a OQ. Para uma fungdao vetorial F' em

C°(Q) N CYQ) temos
/didex:/ F-vds
Q o9
OF,

5 ' ¢ ds indica o elemento de drea de dimensio N —1 em OS).
T

N
onde divF = VF = Z
=1

Prova. Conforme [7] ®

Teorema B.7 (Identidades de Green) Seja Q2 C RN um dominio onde vale o teo-

rema da divergéncia e sejam u,v € CY(Q)NC?(Q). Entdo
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(I) Primeira Identidade de Green

(II) Sequnda Identidade de Green

ou ov
/Q(UAU — uAv)dx = /ag (v% - ua) ds

Prova. Conforme [7] ®

Definigao B.8 (Fungao Convexa) (Ver [21], p.44) Um conjunto K C RY ¢ dito
convezo se Ax + (1 — Ny € K para todo x ey € K e todo 0 < A\ < 1. Uma func¢ao
f: K — R, € dita funcao convexa em um conjunto K C RN se é uma funcdo de

valor real satisfazendo:

fAz+ (1 =Ny) <Af(z)+ (1= AN)f(y) (B.1)

para todo x,y € K e todo 0 < X\ < 1. Se a igualdade nao ocorre em B.1 quando x # y
e < A <1 entao f é estritamente convexa. Mas geralmente, nds dizemos que
f € estritamente convexa em um ponto v € K se f(x) < Af(y) + (1 + \)f(2) onde
=AY+ (1=XNzpara 0 <A <1ey+#z Setemos a inequacio B.1 ao contrdrio, f
¢ dita convexa (alternativamente, f é concava < —f € conveza). Além disso, se k é

um conjunto aberto, entao a funcao convexa € continua.

Teorema B.9 Seja f: I — R duas vezes deriwvdvel no intervalo aberto I. Para que

[ seja convezxa € necessdrio e suficiente que f'(x) > 0, para todo x € I.
Prova. Conforme teorema 11 em [23] , p. 287. B

Teorema B.10 (Desigualdade de Jensen) Sejam J : R — R uma fungdo con-
vera e f uma funcao real definida em um conjunto Q, mensurdvel. Desde que J é
conveza, ela é continua e (J o f)(z) = J(f(x)) é mensurdvel em (.

Assuma que () = [, dx € finita e suponha que f € L'(Y), onde (f) € valor

médio de f, isto €,

1
<f>:m /Qfdﬂ-

(Jof) = JUNH)

Entao

Prova. Conforme teorema 2.2 em [21], p.45. W
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Caso B.11 Considere J(t) = —t” com 0 <y < 1.

Note que J ¢é convexa, pois

J(t)=—-""  J'{t)=—(y—- 1" >0,

usando o fato de v — 1 < 0.
Portanto

J't)>0, V t>0.

Definindo f(t) = t, temos

J(0)) = J {m /| . tdar} / . tdarr (B.2)

onde vy(SV!r) denota o volume da esfera de (N — 1) dimenséo e o, ¢ a medida da

esfera.

Por outro lado,

1 1
J 1) =(J({)) = ———— —t'do = ————— t"d B.3
TS0 = 0) = gy [ o= [ e (9
De (B.2), (B.3) e aplicando teorema acima segue que
1 [ 1 7
—_— tdo, < | —=v—— tdo, |
00 (5YT) /|. 7 LSV ) /| "]
isto é,
r gl
/ tVdo < / tda} : (B.4)
|z|=r LS |z|=r

Definicao B.12 (Ver [9], p.226) Seja f, : [a,b] — R uma sequéncia de funcoes

continuas, definidas em um intervalo |a,b]. Dizemos que a sequéncia f, é:

e Equicontinua -Se dado € > 0, existe § > 0, tal que |f,(x) — fo.(y)| < e, para

todon € N e todo x ey € [a,b] com |x —y| <.
e Equilimitada ou uniformemente limitada) - Se existe C > 0, tal que

Ifa(t)| <C, Vte[a,b e YVneN

Seja h um difeomorfismo de classe C'!' numa vizinhanga de X, e f : h(X) — R

integravel. A formula de mudanga de variaveis para integrais multiplas, é dada por

f(y)dy = / F(h(x))] det B (x)|dz.
h(X) X
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Defini¢ao B.13 (Funcao localmente Lipschitziana) (Ver |24], p.356) Uma apli-
cacio f : X — RY, definida num conjunto X C RM, diz-se localmente Lips-
chitziana quando, para todo v € X, existem V, C RM aberto contendo x e ky, > 0
tais que y,z € V, = | f(y) — f(2)| < kily — z|. Noutras palavras, ezxiste uma cobertura

aberta X C UV, tal que cada restricao f‘(Vx N X) € Lipschitziana.

Definicao B.14 (Critério de Compacidade) (Ver [17]) Sejam X e Y espagos nor-
mados. Um operador linear T : X — Y ¢é compacto se, e somente se, toda sequéncia
limitada {x,} C X tem a propriedade que a sequéncia {T(x,)} CY possui uma sub-

sequéncia convergente.

Teorema B.15 Seja {f,} uma sucessao uniformemente convergente de funcoes con-
tinuas em wm intervalo fechado |a,b]. Entdo, os elementos de {f,} formam um con-

Jgunto equicontinuo de funcoes.
Prova. Conforme teorema 9.15 em [9], p.226. W

Teorema B.16 (Teorema de Arzela-Ascoli) Se f, : [a,b)] — R é uma sequén-
cia de fungoes equilimitada e equicontinua.Fntdo, {f,} possui uma subsequéncia

convergente em [a, b).
Prova. Conforme teorema 9.16 em [9], p.227. ®

Lema B.1 (Lema de Gronwall) Sejam «, 3 e 0 fungdes continuas em um intervalo
(a,b), tais que >0 e
i(z) < a(z) +/ B(s)d(s) ds. (B.5)
o

Entao

i(z) < afz) +/ B(s)a(s)els S gg. (B.6)

zo

Em particular se a(x) = K =const, temos

§(z) < Kelao P, (B.7)

Prova. Conforme Lema 3.9 em [11], p. 61. ®



Apéndice B 93

Agora, daremos algumas defini¢oes necessarias para o entendimento do Principio
do Méaximo Forte.(Ver [13])

Considere operador diferencial eliptico linear da forma
Lu = a"(z)Diju +b'(x)Diu+ c(z)u, d? =a, i,j=1,2,...N e a;;,bec €C(Q)

onde # = (x1,...,2,) estd em um dominio limitado Q C RY para N > 2.
Dizemos que L é um operador eliptico num ponto z € €2 se a matriz [a"”(z)] é
positiva; isto &, se a(z) e A(z) denotam respectivamente, o minimo e o maximo dos

autovalores de [a”(z)], entao
0 < a(@)[¢]* < a”(2)&€&; < A(x)lg]*

para todo & = (&1,...,&,) € RV\0. Se A/« ¢ limitado em €2 dizemos que L é uniforme-

mente eliptico.
Exemplo 5 O operador Laplaciano A € uniformemente eliptico.

De fato, por definicao

0*u
Au = 1=1,2,...N
81’12
=1
Note que esse operador é da forma
1 |, se 1=
Clij =
0 , se i#£]

eb=c=0, V x€QcC RV
Entao dado ¢ € RY qualquer, onde £ = (&, &,...,&N), temos

N N
Z aij&ikj = Zfi2 = \|§HZ>
i=1

ij=1
fazendo 8 = 1 obtemos N
> aukés > 0l€)1>
ij=1

Portanto, A é um operador uniformemente eliptico.
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Teorema B.17 (Principio do Maximo Forte de Hopf) Sejam, Au > 0 (Au <
0) num dominio Q0 (nao necessariamente limitado). Entdo se u atinge o sew mdzimo
(minimo) no interior de Q, u é uma constante. Consequentemente, a fun¢ao harmonica
nao pode atingir um mdzimo nao negativo (minimo nao positivo) no interior de ) a

menos que seja constante.

Prova. Conforme Teorema 2.2 em [13], p. 15. W

Teorema B.18 (Principio do Maximo Fraco)

Suponha que u € C*(Q)NC(Q), e Q limitado. Entdo

(1) Se Au>0emQ, maxu=maxu
Q G)

(i) Se Au <0 emQ, minu=minu
a o0

Prova. Conforme Teorema 2.3 em [13], p. 15. W

Definigdo B.19 (Funcao Hélder Continua) (Ver [10]) Uma fungdo u: Q — R

¢ Holder continua de expoente a,0 < a < 1, se

H,[u] = supM < 0.

Ay T =yl
Teorema B.20 (Estimativa Interior) Sejam Q um dominio de RY e u € C*(Q),

f ey Q) tal que Au = f em Q. Entio u € C2Y(Q), e para Qy, 0 C Q, com

loc

Qo C Q1,01 C Q e Qy compacto, temos
[ull200 < K ([ulloc.0r + 1 Fllowr)
onde K = K (€, ).
Prova. Conforme Teorema 4.6 em [13], p. 60 e Teorema 1.7 em [10], p.11. W

Teorema B.21 Seja ¢ > 0, constante. Se f € CY¥(Q) e ¢ € C(IQ) entio

loc

Au—cu = f em
u = ¢ em 0.

tem solugdo tinica u € C*(Q) N C(Q).

Prova. Conforme Teorema 6.13 em [13], p. 106. ®
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Teorema B.22 Suponha que u e v € C2(Q)NC(Q) e c >0, constante. Se

Au—cu > Av—cv em (,

u < v em 09,

entio u < v em .

Prova. Conforme Teorema 3.3 em [13], p. 33. W

Teorema B.23 (Imersoes de Sobolev) Sejam Q C RY dominio de classe C', m €

N el <p<oo. Entao, para qualquer 7 € N temos as sequintes imersoes continuas:

N
(i) Se m < —, entao
b

, ) 1 1 2N
Witme(Q) — W(Q), Vq € [p, px], onde e = P %, ou seja p* = N _om

N
1) Se m = —, entao
(ii) ,

p

WIHmP(Q) — W9(Q), Vg € [p, 00);

N
(iii) Se m > —, entdo
p

WItme(Q) — CL(Q).

Onde C’fé(Q) € o subespago de C7(Q) formado pelas fungoes que juntamente com
as suas derivadas até a ordem j sao limitadas em §2. Neste espagco usamos a
norma

Jullos gy = max_sup | D%u(a)

0<|e|<g

N
(iv) Se m > — >m — 1, entao
p

4 R N
WItmP(Q) — C7*(Q), 0<a<m— —.
p

Prova. Ver [10]. &
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Lema B.2 (Desigualdade entre as médias aritmética e geométrica) Sea; > 0

n
e p; > 0 sao numeros reais, com1=1,2,...,n e E p; = 1 entao
i=1

n n
i
Hail < g pii,
=1 =1
18to €,
p1 P2
ay Gy .. .a’,’L" < pray + peas + ... + ppa,.

Prova. Ver [9]. &

Caso B.24 Um caso particular da desigualdade acima:

Sea,b>0, a,>0 ea+ (=1, entao,
a®P <aa+pb, ondef=1—a; 0<3<1.
Da desigualdade acima, temos
a® < (aa+ Bb)b"

= Jaa+ (1 —a)b)p*!

< aab® '+ b — abb™ L.
Dali,

a® —b* <ab*'a—b), 0<a<l.
De onde segue, que existe uma constante C' = C'(«) > 0, tal que
la® — b < C(a)|a — b (B.8)

Teorema B.25 (Lax-Milgran) Seja H um espaco de Hilbert e a : H x H — R
uma transformacao bilinear, continua e coerciva. Isto €,

(i) Continua, se ezriste uma constante C, tal que
la(u,v)| < Clullv] Y u,v e H,
(ii) Coerciva, se existe uma constante o > 0 tal que
a(u,v) > alv]* Vo€ H.
Entao, para toda o € H', existe inico uw € H tal que
o(v) =a(u,v) ¥ veH.

Prova. Conforme teorema V.6 e Corolario V.8 em [4], p. 82-84. ®
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Teorema B.26 Se f(u) € nio decrescente e satisfaz as condicoes (F') e (KO), isto é,

o (F) feC0,00),f >0,f(0)=0e f>0em (0,00)
e a condicao de Keller-Ossermam
e (KO)
[e'e) t
/ [2F(t)]"Y?dt < 0o onde F(t) :/ f(s)ds.
1 0
Entao, em algum dominio limitado ) existe uma solucao de
Au= f(u) em €,
u(zr) — oo quando z — Of.

Prova. Conforme Teorema III em [16], p.504. W

Teorema B.27 Na bola Q : |[z| < R em RY, considere u > 0 uma solugio positiva
em C*(Q) de

Au = —f(u) quando |z| < R,

u = 0 quando |z|= R.
Se f ¢ de classe C'. Entdo u e radialmente simétrica e

0
—u<0, para 0 <7 < R.
or

Prova. Conforme Teorema 1 em [12], p.209. H

Teorema B.28 Seja f € LP(Q) com 1 < p < co. Entao, erxiste uma inica
u € WP(Q)NW,*(Q) tal que

—Au = f em
u = 0 em 09,

além disso, existe uma constante C independente de f e u tal que
[ull2p.0 < Cllfllpo-

Em particular, se p > % e ¢ € C(Q), entdo, existe uma tnica solucdo do problema

—Au = f em Q,
u = @ em 0f),

Prova. Conforme Teorema 11.3 em [15], p.42. W
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