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Resumo

Considerando equagoes diferencias ordinarias equivalentes ao problema

—Ayu = f(z,u), Q= B(0)
u = O, 831(0)

onde f : Q2 — R é uma funcao continua assumindo condi¢oes adequadas para cada caso
estudado.

Mostramos resultados de existéncia, multiplicidade e unicidade de solugoes ra-
dialmente simétricas nao-negativas nao triviais para estas edo’s. Para tanto, usamos
os métodos de shooting, blow-up, e Teoria do Grau de Leray-Schauder.

Palavras chave: Operador p-Laplaciano, Método de shooting, Estimativa a pri-

ort via blow-up, Relacao de Energia, Equacgoes assintoticamente homogéneas.



Abstract

Whereas ordinary differential equations equivalent to the problem

—Ayu = f(z,u), Q= B(0)
u = O, 831(0)

where f : €2 — R is a continuous function assuming appropriate conditions for each
case.

We will show results of existence, multiplicity and uniqueness, for nonnegative
and nontrivial solutions for these edo’s. For this we use the method of shooting, blow-up
and the theory of the Leray-Schauder degree.

Keywords: p-Laplacian Operator, Shooting Method, a priori estimate via blow-

up, Energy Relations, Asymptotically Homogeneous Equations.
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Introducao

Neste trabalho, estudamos a existéncia, unicidade e multiplicidade de solucoes
positivas de problemas que envolvem o operador p-Laplaciano em dominios limita-
dos. Quando o operador for assintoticamente homogéneo, estudaremos a existéncia de
solucoes radialmente simétricas.

O p-laplaciano surge na modelagem de vérios problemas fisicos dentre os quais
podemos citar fluidos ndo newtonianos [20], [11].

Temos como objetivo estudar a existéncia, multiplicidade e unicidade de solugoes

positivas para problemas do tipo

_Apu = f(:c,u), Bl(o)
U = 0, 831(0)

onde f: RxR — R é continua e assume condigoes apropriadas considerando equagoes
diferenciais ordinérias equivalentes.

O trabalho esta dividido em trés capitulos e dois apéndices.

Baseado em Ubilla [27|, no primeiro capitulo estudamos resultados sobre existén-

cia e multiplicidade de solu¢oes para o problema

—(a(lu/' (D)) |[w'[P~?u’) = f(u) em I=(0,1),
u(0) = u(1) =0,

(P)

onde p > 1, f € C(R) e a € C(R"), sob as seguintes condigoes:
(a1) a(|s|?)|s[P~2s € CH(R\ {0}, R) N C(R,R) e (a(|s|P)|s|P~2s) > 0, para todo s # 0;
(as) Existem constantes ¢ > 0 e 1 < g < p, tais que lim+ sP7a(sP) = ¢

5—0

(a3) Existe uma constante b > 0 tal que lir+n a(s) =b;



(f1) f é uma funcado impar;

5) Existem constantes € (0,1 e sg > 0 tais que
(f2) pe(0,1/p q
usf(s) > F(s) >0, para todo |s| > so,

onde F(s) = [ f(r)dr.

O resultado que garante a existéncia e multiplicidade de solugoes para (P) é o
Teorema 0.1 Suponha que f satisfaz (f1) e (f2). Entao existe ko € N tal que, para
cada k > ko, existem no mdzximo, duas solugoes fracas nao trivias do problema (P), de

classe C* em I, isto ¢,
{_uk‘auk’}a k 2 k07

tal que uy tem exatamente k — 1 zeros em 1.

A demonstracao é feita usando relagoes de energia e o método de shooting. Tal método

¢ descrito no Lema 1.2 a partir da relacao de energia associada ao problema auxiliar

—(a(l' ") [P=2u’)" = f(u) em (0, 1),

(Pa)
u(0) =0, ¥(0)=a#0.

Um caso especial de operador diferencial no problema (P) que sera estudado no
capitulo 2 é dado pelo chamado p-Laplaciano 1-dimensional que surge quando consid-

eramos a(t) = 1 para todo t, ou seja,
Aju = (|Ju'|P2u'),

Sao varios o resultados sobre existéncia e multiplicidade de solugoes para p-
Laplaciano 1-dimensional, como se vé em [19], [21] e [9].

No segundo capitulo, conforme o trabalho de Sanches & Ubilla [25], estudamos
um caso particular de (P) quando a(t) = 1, sob condi¢bes que possibilitam mostrar a

existéncia e unicidade de solu¢oes para o problema de autovalor

—(Jul""?u)" = Af(u) em I=(0,1),

(Px)
u(0) = u(l) =0,

onde A > 0 é um parametro real, p > 1 e f : [0,+00] — R é uma func¢ao continua.
Além disso, sao estabelecidas condigoes de multiplicidade de solu¢Ges nao-negativas.

Como (Py) é um caso particular do problema dado no capitulo 1, chegamos

aos resultados propostos usando as técnicas adquiridas 14 com algumas alteracoes nas



hipoteses sobre a funcao f, a saber,

(f1)f(0) <0 e f se anula no maximo uma vez em (0, +00);

f(s)

(f2) li%l+ = d onde d € [—o00, +00);
(f3) lim J(s) = oo (condi¢ao superlinear);
s—o00 S

(f4) Existem constantes a > 0 e s > 0 e um namero ty € [0, 1) tal que
F(ts) <t*F(s), paras > spet € (to, 1),

onde a fungao F ¢ definida por F(s) = [; f(t)dt, com s > 0;

(fs) G(s) = pF(s) — sf(s) é decrescente em ({f, +00) e Ozni& G(s) = G(ly). No caso
<s<ty

em que f muda de sinal, definimos a constante C' € (0, 00| por

C= /eF(—F(t))idt.

As condigdes (f1), (f2) e (f3) serdo de grande importancia para garantirmos ex-
isténcia de solugoes positivas. A condi¢ao (fy) é uma propriedade pseudo-homogénea
local e a condigao (f5) seré essencial para garantirmos unicidade de solu¢ao. A hipotese
(f2) também é importante para obter resultados de unicidade, ja que nesta hipotese
temos a condigdo de d € [—o0,+00). Comprovamos este fato observando que se

d = 400, é possivel mostrar que o problema

—([vP=20)" = pw? 4+ vP em (0, 1),

(A)
v(0) =v(1) =0,

onde 0 < g <p—1e\>0, tem exatamente duas solugbes para A pequeno (veja [24],
Teorema 1, (c)). Sanchéz & Ubilla obtiveram, em [24], um resultado de multiplicidade
exato, para o problema (A) com p > 0. Os autores mostraram a existéncia de um
tnico p* > 0 tal que para p > p*, ndo ha solugdes positivas para (A), exatamente duas
solugoes positivas quando 0 < p < p* e exatamente uma solugao positiva para u = p*,
além de estudarem o comportamento assintotico de ||v,||o para p suficientemente
pequeno. Tal problema também foi proposto por Ambosetti 2| quando p = 2.

Os resultados apresentados aqui podem ser usados para obter unicidade de solugoes
positivas, bem como multiplicidade de solugoes nao-negativas para o problema (A),

quando é considerado o caso em que p < 0. Assim fica completo o estudo iniciado [24].
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Problemas em que se considera f(0) < 0 sdo chamados semipositone e foram
trabalhados pela primeira vez por Castro, A. & Shivaji, R.em [5]. Outros trabalhos
envolvendo problemas semipositone podem ser encontrados em [6].

Em 2001 Gadam & laia [12] estudaram o problema (P)) no intervalo [—1,1],
considerando p = 2 e a nao-linearidade f € C? sendo uma funcao concavo-convexa,
com f(0) < 0, superlinear para +oco e tendo um tnico ponto de inflexdo. Neste caso,
quando A > 0, eles mostraram um resultado de multiplicidade exato para solucoes. Os
resultados deste trabalho s@o obtidos através da analise da mudanga dos sinais de f”(t)
e (@)’ :

Os principais resultados do capitulo sao:

Teorema 0.2 Suponha que as condigoes (f1) — (f5) sao satisfeitas.

(i) Sejam 0 < d < 400 e A\g = A1/d. Entao:

1. para 0 < X < Xg, o problema (P), admite uma unica solu¢ao positiva;
2. para todo A > Ny, o problema (P)y nao tem solugao positiva.

(11) Se —oo < d < 0, entao, para cada X\ > 0, o problema (Py) admite uma unica

solucao positiva.
Teorema 0.3 Suponha (fy), com d = —oo. Além disso, assuma que a condi¢io (f1),
(f3) — (f5) sdo satisfeitas.

(i) Quando C' < +00, a constante \* = (2C)P((p — 1)/p) € tal que:

1. para 0 < XA < \*, o problema (P), admite uma unica solugdo nao-negativa,
a qual € positiva,
2. para todo A > X*, o problema (P)y tem infinitas solugdoes nao-negativas,

embora nenhuma solucao positiva;

(1) Quando C = oo, para cada A > 0, o problema (Py) tem uma tnica solu¢do nao

negativa, a qual € positiva.
Baseado Garcia-Huidobro, Manasevich & Ubilla [13]|, no Capitulo 3 buscamos
justificar a existéncia de solugdes positivas radialmente simétricas para o problema (D)

—(div(V(|Vu|)Vu) = f(u) em §)
u=0, 0.

(D)

Para tanto, trabalhamos com o problema equivalente
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—(rew)) =" f(u) em (0,R),
w'(0) =0=wu(R) em 09,

(Dy)

onde r = |z|, z € RN e ¢ : R — R é um homeomorfismo crescente impar, dado por
o(s) = sV (s),onde V : R — R ¢ a funcao dada em (D). Consideramos ainda que ¢ e

f sdo fungoes assintoticamente homogéneas (AH) e que vale a condigao

lim —= = 400
s—00 ¢(s)
Sendo assim, pedimos que ¢ seja (p — 1)-AH, i.e.,

lim ¢(0s)
S§——+00 ¢(3)

e f seja 0-AH, ou seja,

lim f(os)
P ()

e, neste sentido, o operador correspondente é dito um operador assintoticamente ho-

= ¢?"! paratodo o € RT, p > 1,

= ¢°, para todo o € R*, § >0,

mogéneo. Mostramos, entao, sob essas condigoes e sf(s) > 0, para s > 0, que existe

uma solugao positiva para (D,). Tal fato é justificado pelo

Teorema 0.4 Suponha que ¢ € um homeomorfismo impar crescente de R, f: R — R
¢é continua, satisfazendo sf(s) > 0 e € crescente para s > sg. Assuma também que ¢ e
f satisfazem a condigao superlinear (3.1) e que existam p, com 1 <p < N, e d > 0 tal

que

(i) liin q;(éfss)) = o~ para todo o € RT
S— 100

(ii) 1ir+n ff(és)) = 0° para todo o € R*

(111) lin%% =400 e limjnf% > 0 para todo o € R

(iv) § < Mot

Entao o problema (D,) tem uma solug¢ao positiva.

Para concluirmos que o resultado dado acima é valido usamos estimativas a priori,
blow-up e teoria do grau de Leray-Schauder.
No caso homogéneo, i.e., quando ¢(s) = |s|P™2s, p > 1, o uso de técnicas de blow

up permitem transformar a questao da limitagdo a priori das solugoes positivas de



11

alguns problemas superlineares em um problema de nao existéncia de solucao positiva
em RY, para uma certa equacao limite. Esta equacao limite tem o mesmo operador
que a equagao original, devido & homogeneidade. Veja [18] para o caso de uma equagao
escalar e p = 2, e [7| para o caso de uma sistema de p, ¢-Laplacianos. Veja também
[22] para resultados relacionados.

Um pergunta natural que surge é saber se este método pode ser estendido para
cobrir a situagdo radial colocada pelo problema (D,). A resposta para esta questdo
é positiva restringindo-se as funcoes ¢ e f a classe das fungoes assintoticamente ho-
mogéneas, o que foi fortemente motivado pelos trabalhos [15], [16], [17] e [27].

No Apéndice A enunciamos alguns resultados usados no trabalho, mostramos a
relacao entrea as fungdes gamma e beta usada na demosntracao da proposicao 2.4, no
capitulo 2, além alguns resultados sobre teoria do grau de Leray-Schauder e por fim um
estudo que sera de extrema importancia nao demonstragao do lema 3.1, no capitulo 3.

No Apéndice B, estudamos os autovalores do p-laplaciano em dimensao um, cuja

forma geral é

e = (k) = KP(p — 1) {2/01 (dﬁr.

1—sP



Capitulo 1

O método de shooting no estudo de
existéncia e multiplicidade de

resultados.

Neste capitulo, baseando-nos em Ubilla em [27|, estudaremos as relagdes de en-
ergia juntamente com método de shooting, para obter resultados de existéncia e mul-

tiplicidade para o problema de Dirichlet:

—(a(ju/'(O)P)|[w'[P~?u’) = f(u) em I=(0,1),

(P)
u(0) = u(1) =0,

onde p > 1, f € C(R) e a € C(R") sdo fungoes que satisfazem algumas propriedades.
Um caso especial do operador dado em (P) é o p-Laplaciano em dimensao 1,

obtido quando consideramos a(t) = 1, ou seja,
Ayu = (Ju'[P~2Y.

Existem resultados gerais de multiplicidade de solugoes para o p-laplaciano uni-

dimensional usando relagées de energia, como vemos em [19], [21], [9].

1.1 O método de shooting e a relacao de energia

Nesta secao apresentamos um resultado que descreve o método de shooting, a

partir da relagdo de energia associada ao problema (P,), que sera estabelecido a seguir.
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O método consiste em variar o parametro « até atingir a condigao u(1) = 0 e sera usado
para encontrar as solugoes de (P).

Vejamos a defini¢ao de uma solugao fraca para o problema (P).

Por uma solugao fraca de (P), entendemos ser uma fun¢ao u € Wol’p(f), que

1 1
satisfaz a(|u'[P)|u'|P~2u’ € LI(I), com = + = =1 e tal que, dada v € WyP(I),
q P

1 1
/ o[ [P) o PP=2 v dt = / Fu)vdt.
0 0

Sobre as fungoes a : R™ — R e f: R — R temos as seguintes condigdes:

a(|s|P)|s[P~2s € CHR\{0}, R)NC(R, R) e (a(]s|?)|s[P~2s)" > 0, para todo s # 0;
Existem constantes ¢ > 0 e 1 < ¢ < p tais que lim+ sP7la(sP) = ¢;
s—0

(a1)
(a2)
(a3) Existe uma constante b > 0 tal que sginm a(s) =b;
(f1) f é uma funcao impar;

(f2)

Existem constantes € (0,1/p) e so > 0 tais que
pusf(s) > F(s) >0, para todo |s| > so,

onde F(s) = [} f(r)dr.

As condigoes (a1), (ag) e (a3) sdo satisfeitas para a(t) = 1 e a(t) = t" + d,
onde r = ’% > 0 e d>0 é uma constante. A condi¢ao (f;) é chamada condi¢ao de
Ambrosetti-Robinowitz.

A seguir, enunciamos o principal resultado deste capitulo, o qual justifica a ex-
isténcia e multiplicidade de solugoes para o problema (P).

Teorema 1.1 Suponha que f satisfaz (f1) e (f2). Entao existe kg € N tal que, para
cada k > ko, existem pelo menos duas solugoes fracas nao triviais do problema (P), de

classe C* em I, isto ¢,
{_uk‘auk’}a k Z k07

tal que uy tem exatamente k — 1 zeros em I.

Observacao 1.1 Se no Teorema 1.1 assumirmos que 1 < q < 2, prova-se que solugoes

fracas do problema (P) sao solugdes cldssicas.

A verificagao desta observagao sera feita na demonstragao da Proposigao 1.2.
A Relacao de Energia

Seja a € R e considere o problema
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—(a([u'P)[u'P~?u') = f(u) em (0,1),
u(0) =0, o' (0)=a#0.
Defina
©(s) :=a(|s|P)|s|P"2s, paratodo s € R
e observe que, pela hipotese (a),
e 0 ¢ crescente para s # 0;

e Existe !, a inversa de o.

Seja & : R — R por

Note que, como

d d _ d d

(@0 (s)] = B (o(5)5-0(5) = ¢ () -0 (5) = 55 (s),

entdo, ¢ o p(s) é crescente para s > 0 e decrescente para s < 0.

Suponha que u € C?(I) seja uma solugdo de (P,). Entdo

d

= E[go(u’(t))]v,b'(t), para todo t € R.

o g(u (1)

Multiplicando a equagao em (P,) por u/(t), obtemos

Ll ) (0) = ) )
isto é,
L0 o oul (1)) = — 2 Fu(t)

e, dessa forma, a relagdo de energia associada a (P,) é dada por
Do p(u'(t)) + F(u(t)) = C, para todo t € R.
Fazendo t = 0, obtemos C' = ® o p(«). Portanto,
Do p(u'(t)) + F(u(t)) = ®oyp(a) para todo tR. (1.1)

No que segue, faremos um estudo no sentido de dar condigdes que nos permitam

dizer quando existe e é tnica a solu¢cao de um dado problema proveniente da relacao
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de energia associada a (B,).

Observe que

boyp(s)=H(s)VseR

onde H : R — R ¢é dada por
— p p 1 p
H{(s) = al|s|")]s] —];A(ISI ),

com A(t) = [} a(s)ds.

De fato, reescrevendo H como

H(s) = af|s)[s] 2% — %A(|S|P)

temos,
LH(s) = sL(a(sP)lslP2s) + allsP)sP2s — ~a(|sP)plslPs
ds ds P
= allsP)lsPs)s
isto é,
d d
H(s) = 55(p(s). (1.2)
Como
d d
£[¢’ o p(s)] = 5@(90(5)%
temos

Pop(s)=H(s)+C.

Fazendo s = 0, temos C = 0, donde segue a igualdade. Por esta razao reescrevemos
(1.1) como

HW (1)) + Fu(t)) = H(a). (1.3)

Sendo, por 1.2, H uma fungao crescente para s > 0 e por (f2), ligl F(s) = +o0,
para cada a > 0 denotamos por ¢y(«) o primeiro zero positivo da fun¢ao que associa a
cada s o valor H(a) — F(s).

Além disso, por (as3),

H(s) — +o00, quando s — +o00.
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Logo devemos ter

lim fy(a) = +o0. (1.4)

a—+00
Lembrando que, para s > 0, a funcao continua H tem derivada positiva e continua,
concluimos que Existe H~! continua definida em (0, +00)

Mais ainda, como H & injetiva, H='(0) =0 e

1 1

= =)~ o)

tem-se H~! € C*(0, 4+00).

A partir da relacao de energia em 1.3 vamos propor um outro problema e estudar
a existéncia e unicidade de solu¢ao para o mesmo.

Seja w, com w' > 0,Vt € I uma solugao de (P,). Da relagio de energia, temos o

seguinte problema:

W'(t)=H Y(H(a) — F(w(t))) em I
w(0) =0 (1.5)
w € C'(R).
Como estamos trabalhando com « fixo, escreveremos £o(a) = {.
Sendo F' uma fungao par, segue que a fungao T : R — R, definida por T'(s) =
H '(H(a) — F(s)) também ¢ par. Entao, para —fy < s < (o,

F(s) < F(£)

e, como F(fy) = H(a),
T(S) > O, V s¢€ (_60760)-

Assim, fica bem definida a funcao

J: (—EQ,K()) — R
/S dz

S .

o T(z)

A funcao J goza das seguintes propriedades:

e J é uma funcao continua;

o J'(s)= ﬁ > 0, para todo s € (=g, {y);
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e J é uma fungao fmpar.
Supondo que f({y) > 0, a condigdo (ay) nos diz que

im 2 Lo (1.6)

s—0t+ 84

De fato,
H(s) a(lsP)[s[” — L A(|s[?)

s4 s4

logo, segue da regra de L’Hopital que
H(s) 1

lim =c— —c.
s—0t 54 q

Com isso, estd bem definido #(a) = J({p(cw)). Daqui em diante para simplificar a
notagao e ja que « foi fixado anteriormente escreveremosf em vez de 0(«).

Com efeito,

/ Tdéo B / [%T_c:)) - (lo —lzwq .

onde ¢ > 1, entao, basta mostrar a existéncia do limite

by —2)Ya
lim ~————,
SEZ_ T(z)

Lo d

. z

ja que / m converge para todo ¢ > 1.
0 0— =%

Justifiquemos a existéncia de (1.7)

Como F({y) = H(a) segue que

. H(o) = F(s) _
Slif% (b — 5) f (o),
isto é,
- H(T(s)
slieg (o =) f(to)

[T(s)]7 H(T(s)) [T(s)]

ly—s ly—s H(T(s))

donde o limite (1.7) existe.
Note que, supondo que existe uma solugao para o problema (1.5), esta deve
satisfazer a relagao de energia (1.3) e, consequentemente, o problema (P, ). Desse modo,

assumiremos que esta solugao existe.
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Seja up uma soluc¢do para o problema (1.5). Entao

_w) o, ~
T (up(t)) L, o(t) € (=, by),Vt € 1.

Logo, das propriedades da fungao J,
1= J'(uo(t))ug(t) = (J o uo)'(t),
donde
(J o UO)(t) == t,

por conseguinte, ug(t) = J71(t) é a solugao de (1.5) em [—6,0], a qual, pelo Teorema
de existéncia e Unicidade, ¢ Gnica, ja que T' ¢ localmente lipschitziana para s proximo
de 0.

Além disso, 0 = J({y) e —0 = J(—{y), logo

UO(Q) = 607 U()(—Q) = —go

Queremos agora estender a solu¢ao encontrada para [, 36]. Para isso, considere

a funcdo vo(t) = u(20 —t) em [0, 360]. Assim,
o v)(t) = —up(20 —t) <0
e v5(0) = up(0)

portanto, vy satisfaz o problema

—v'(t) = H Y (H(a) — F(v(t)))
v(20) =0
v e CYR).

Como H(—wvy) = H(vp), temos que a fungao u : (0,1) — R, dada por

uo(t), se —0<t<4
u(t) =
vo(t), se 6<t<30
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¢é solucao do problema
H(w/'(t)) = H(a) = F(u(t)) em (0,1),
w(2k0) =0, k=0,£1,£2...,
u € C'(R).
Consequentemente, u é solugdo do problema (P,).

No caso em que v/ (0) = —a, consideramos a soluc¢ao v : (0,1) — R, definida por

onde

e assim, recaimos no caso ja estudado.
Além disso, como f é impar, se u é solugao de (P, ), entdo —u também o é. Diante

do estudo feito, temos justificado o seguinte lema:

ult)

AWAY
(AR

Figura 1.1: grafico da fungao u.

Lema 1.1 Suponha que f seja impar. Seja o € R, tal que f({y) > 0. Entdo, o

problema (P,) possui exatamente duas solu¢oes {—u,u} tais que

w(2k0()) =0,  k=0,+1,+2,... (1.8)

bol@) g5
onde 0(« :/ .
@W=) 7

Até agora mostramos a existéncia de solu¢ao para o problema (F,), entretanto

o que na verdade desejamos, ¢ mostrar a existéncia de solugoes para o problema (P).
Para tanto, no que segue, apresentamos uma proposi¢ao que relaciona solugdes do

problema (P,) com solu¢oes do problema (P).
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Proposicao 1.2 Suponha que f satisfaz (f).

(i) Seja o # 0, f(ly) > 0 e u a solugao de (P,) satisfazendo (1.5) com u(1) = 0.

Entao u € uma solugao fraca do problema (P);

(11) Suponha que sf(s) > 0, para todo t # 0. Se u € solug¢ao fraca nao trivial do

problema (P), entdo u € solugao do problema (P,).
Demonstracao:
Sejam a > 0 e u solugao do problema (P, ), logo u € C'(R). Pelo Lema 1.1 existe

k € N tal que
2k0 =1

uw(0) = u(20) = - =u(2kh) =0
u'(0) =u'(30) =--- = u'((2k — 1)0).

Vimos que H~! € C1(0, +00) e a fungio que associa a cada s € R o niimero real

H(a) — F(s) é de classe C*(R). Com isso, de

u'(t) = T(u(t)

concluimos que u' € C*(0,6), e consequentemente

u € C?((2i — 1), (2i + 1)0), 1<i<k-1

u € C*(((0,0); R) N C*(((2k — 1)), 1)).
Seja v € WyP(I) e defina
w(t) == a(ju' ()|P)|' () [P~/ (t), Vt € (0,1).
Como

. fog(wv)’dt

(2i+1)0
. / (wv)'dt = 0;
(

2i—1)0

0;
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o /(1 (wv)'dt = 0.

2k-+1)8
pois, w(f) = -+ =w((2i+1)0) =0, V1 <i<k—1,0v0) =v(1) =0 e u é solugao

fraca de (P) em cada um dos intervalos
0,0), (20 —1)0,(20+1)0), V1 <i<k—1,e((2k—1)0),1).

Assim, temos

1 0 k=1 (2i+1)0 1
/ wo'dt = / wv'dt + Z / wv'dt + / wv'dt
0 0 (2i—1)0 (2k—1)0

i=1
0 k-1 .(2i+1)0 1

= f(u)vdt+2/ f(u)vdt+/ f(u)vdt
0 = J2i-1)0 (2k—1)0
1

= f(u)vdt
0

ou seja,
/0 a(|u/ (D] (@) ()0 (t)dt —/O f(ut))v(t)dt.
Mostrando o item (7).

Notemos que se u é solucao fraca de (P), entao dada v € VVO1 P

/0 1 f(u)vdt‘ |

1
/ a(\u’|p)|u’\p2u’v’dt‘ _
0

Pela desigualdade de Holder

1
/0 a(IU’I”)W’!”‘QU’v’dt‘ < [[f@)llqlloll, < Clloll,.

Pelo Teorema A.2 segue que a(|u/'[P)|u/|P~?u’ € WP, e, pelo Teorema A.1,
a(|u'|P)|u'|P~2u’ € C(I) e, portanto, u € C*(I).

Considere oo = u/(0) com « # 0, e suponha que a > 0. Seja b > 0, tal que
u(t) >0 em (0,b) e u(0)=u(b) =0.
Por hipétese, sf(s) > 0, para todo s # 0, dai,
—(a([' DI @O ' (1)) = fu(t)) >0 em (0,b).

Entao,

(a(lu' (BN () (1)) < 0 (1.9)
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Sabendo que, por (a;), a fungao
p(s) = al|sP)|s|"?s, Vs € R
¢ crescente em (0,0), por (1.9)
pou' ¢édecrescente em (0,b),

donde ' ¢é decrescente em (0, D).

Pela relacao de energia, fazendo ¢t = 0 e t = b, obtemos

e, assim, sendo H uma funcao par, temos
—u'(0) = u/(b).

Desse modo, pelo Teorema do Valor Intermediario obtemos que u' possui um tnico

zero em (0,b). Ainda pela rela¢do de energia,

H(w'(t)) + F(u(t)) = H(w'(0)) em (0,b)
resulta que u é solucao da EDO

u'(t) =T(u(t)) em [0,4) e u(0)=0

onde ty € o zero de u'.
Pelo Teorema de Existéncia e Unicidade de solu¢ao para EDOs, segue que tq = 6.

Além disso, pelo estudo feito anteriormente concluimos que
u'(t) =T(u(t)) em [0,b] b=20eu(f) =/

logo u(t) = us(t), onde u, é a solugdo do problema P,.

1.2 Aplicacao do Método de Shooting

Nesta se¢ao, enunciamos dois lemas muito tteis na demonstracao do Teorema 1.1
e, por fim, demonstraremos o teorema citado.
Na demonstracao do Lema a seguir, escreveremos: T(s) = T(«,s) e voltaremos a

notagao 0(a).
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Lema 1.2 Assuma as hipdteses do Teorema 1.1 e seja 6(a) como na Seg¢ao 1.1. Entao

lim O(a) = 0.

a—00

Demonstracao:

Dado o > 0, temos

Lo
B(a) = J (L) :/0 o

Fazendo a mudancga de variavel z = sf;, obtemos

0(@):J(£0):/0 %. (1.10)

Das hipoteses (a1), (az2) e (a3), temos:
1)c

H(s) _ (a=1)

1) lim
)s—>0+ 51 q

=:p.
Logo, fixado ¢y >, existe 19 > 0 tal que, para 0 < s < 1,

H(s) < (p + 20)s"

e, por conseguinte, fazendo

2= (p+eo)st,

e usando o fato de H~! ser crescente, uma vez que H o ¢, temos

H(2) > 12V 0 < 2 < w,

1/q
> > 0, w1:770(p—|—80)>0.
2) lim % < 2b . )

§—00 p

onde, ¢; = ( L

p+eo

Entao, fixado 1 > 0, existe n; > 0 tal que para s > 7y,
H(s) < (p1+e1)s”
e daf repetindo o que foi feito acima, existe wy > 0
H Y 2) > 2P 2> wy, o= (p1+e1) Y >0.

Assumindo, sem perda de generalidade, que wy < ws, como as funcoes H~', s/?
e s'/% sdo funcdes continuas, existe wy € [wy, ws] tal que
H™(2) > c12'/4 0<2<uw

(1.11)
H7Yz2) > ez'/? 2> wy.
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Do Teorema do Valor Médio, para s € [1/2,1]
F(ty) — F(sly) = f(Blo)lo(1 —s) para (e (1/2,1)

H(a) — F(sly) = f(Blo)lo(1 —s) para (€ (1/2,1). (1.12)

Como existem constantes p € (0,1/p) e so > 0 tais que

>0, s> s, (1.13)

ou seja

% [sV1F(s)] . s> s,

tem-se que, a fungio s~'/#F(s) é crescente para s > sg, logo
sTVRE(s) > 55 /M F(so) = C, s> sq,

donde, dividindo por p em ambos os lados,

F(s)
7

> Oyst*, s > sp. (1.14)

Por (1.12) e (1.13), para « suficientemente grande e € (1/2,1), uma vez que tem-se
14,

Hia)— F(sly) — ~f(3lo)Blo(1 - s)

B
ACOI
> 3 (1—s).

De 1.14,
H(a) — F(sly) > Co( ) /*(1 — s).

Entao existe o suficientemente grande tal que, para cada (a, s) € [ag, +00) X [1/2, 1],

temos

H(a) — F(sty) > CyB7me"(1—s)
> Cy(1/2)Vrem (1 — s)
e assim,

T(o,sly)  H Y (Csl)™(1 - s))
> .
Eo gO

(1.15)
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Defina os seguintes conjuntos:

M(wo) = {(a,s) € o, +00) x [1/2,1];  C3li/"(1 = s)) < wp}

N(wo) = {(a,s) € [ag,+00) x [1/2,1];  Cs5/"(1 = 5)) > wo .

Portanto, de 1.11 e 1.15,

T(«, sly) C1(C3£é/u(1 —5)))H/e
_ > ’
EO 60

> Ol (11— )Y (a,s) € M(wp)

(ar,8) € M(wp)

e, analogamente,

T(cv, sly)

L
/ > Cslh? (1 —5)Y7, (o, 8) € N(wp).
0
Logo, tomando se necessario ay maior, existe x; tal que

T 1
—(aé%)mlegp (1= 9% W(a,s) € fag,+00) X [1/2,1]. (L16)
0

Lembrando que F' é crescente no infinito, quando « é suficientemente grande,

para s € [0,1/2]

1 1
F(ly) — F(sty) > F(ly) — F (560) = f(Blo)lo (1 - 5) (1.17)
onde 5 € (1/2,1).
De (1.12) e (1.17)
1 1
H(a) — F(sty) > % F(By) Bl > ﬁﬁl/“%/“
> Cylt/".
Entao,
T(a,st) _ H™'(Coly™)
> .
to lo
Donde, finalmente, obtemos que existem ko > 0 e «; suficientemente grande tais que
T 1
% > olh? 1’ V(a, s) € [an, +00) x [0,1/2] (1.18)
0

Portanto, por (1.16) e (1.18) e considerando @ = max{ap, a1}, para a > @

1 1 L ds
O(a) < -+ 1[ A=)
2

1 S
1{266@ 1{166@

Sabe-se que
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o liril ly(r) = 4003

o i< 117, consequentemente ﬁ —-1>1;

! ds
° . m converge.
2

lim f(a) = 0.

a——+00

Seja so como na condigao (f2) e defina

M, = max F(s)

s€[0,s0]

By = H ' (My).
Lema 1.3 Assuma as hipoteses do Teorema 1.1. Entao, existe ag > [y, tal que

0 € C([a, +0))

Demonstracao:
Seja sg como na condi¢ao (f). Sabendo que F' é crescente para s > sy e que

lp() € o primeiro zero positivo da fungao
s — H(a) = F(s),

observamos, pelas figuras 1.3 e 1.2, que, para a < [, a funcao ¢y pode assumir pon-
tos de descontinuidade. Assim, existe ag > Sy, tal que £y é continua para a > «.
Consequentemente s6 podemos estudar a continuidade de 6 em [ag, +00) j& que, por

definigao, to(a) dz
0= [ e —Fe)

ou equivalentemente,

! ds
) = 600) || T Py 19



27

Figura 1.2: grafico da funcao H.

F

8

Figura 1.3: grafico da funcao F.

Desse modo, a continuidade de 6 depende da continuidade da integral em (1.19).

Defina
1

H='(H(a) — F(sto(a)))

que é continua em 0 < s < 1. Portanto, se & — a,, > [y,

Sa(s) =

Sa(s) = Sa.(s)

para cada 0 < s < 1. Além disso, para g > 1,

(1 —s)l/a 1

5al8) = FT () = Flsto(@))) (1 = 5)/0

Note que, pela regra de L’Hopital,

lim 2 = F(@) ) fisto(a)

s—1— 1—s s—1—

= Lo(@)f(lo(e)) >0

(1—2s) _ (1—2s) H(T(a, sly()))
T(a, sbo(a))r  H(T(a,slp(c))) T(a,sly(a))r
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Logo, por (1.6)

T 5)/0 <+
im ————— 00
s—1- T(a, sly()) ’
portanto

|Sa(s)] < M—|1 —of

Assim, segue do teorema da convergéncia dominada de Lebesque que
1 1
/ Sa(s)ds — / Sa. (s)ds,
0 0

0(a) — O(c),

ie.,

ou ainda,

0 € O([a, +00)).

Agora estamos prontos para provar o principal resultado deste capitulo.
Demonstracao do Teorema 1.1:

Fixe ag > 0 como no Lema 1.1. Sabe-se que existe ky € N tal que

1
2—1{:0 < (9(060).

Logo, para k > kq fixado,
1
0< % < (9(0[0).
Como 0 € C([ag, +00)) e vale o Lema 1.2, do Teorema do Valor Intermediério
existe a > «a tal que
flo(a) >0 e Ola)=—
ou seja,
2k0(a) = 1. (1.20)
Do Lema 1.1, o problema (FP,) tem duas solugdes {—u, u} tais que
u(2j0) =0, j=0,£1.£2...
Entéo, para j = k e por (1.20),
u(0) = u(20) = --- = u(2(k — 1)0) = u(2k0) = u(1) = 0. (1.21)

Pelo item (i) da Proposigao 1.2, segue que u é uma solucdo fraca de (P) e por

(1.21), esta solugao possui k — 1 zeros em (0, 1).
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Observacao 1.2 Seja k € N e 0(«) a fungao associada ao problema (P,). Se assumir-
mos que existe um unico ay € R, tal que tal que 2kO(cy,) = 1. Logo do Lema 1.1 e da
Proposi¢ao 1.2, existe um unico par de solugoes fracas {—u,u} do Problema (P) tal
que u possui exatamente k — 1 zeros em (0,1). Dessa forma quando supomos que 0(cv)
€ uma funcao estritamente decrescente, entao o Teorema 2.1 garante que as solucoes

obtidas pela relacao de energia sao as unicas solugoes fracas do Problema (P).

Neste capitulo, trabalhamos com o método de shooting para encontrar solugoes para o
problema (P). Fazendo uso dos conhecimentos adquiridos nesse capitulo estudaremos

a existéncia e unicidade de solugées para o Problema (Py) dado no proximo capitulo.



Capitulo 2

Existéncia e Unicidade de Solucoes

positivas via Método de Shooting

Neste capitulo, diferentemente do capitulo anterior vamos estudar a existéncia e
unicidade de solugoes positivas para o problema de autovalor (P)) estabelecido mais
tarde.

Além disso trabalharemos com nao-linearidades superlineares no oo, estudando
seus efeitos proximo do zero, donde obteremos resultados de unicidade para solugoes
positivas conforme o Teorema 2.1 e resultados de multiplicidade para solugoes nao-
negativas, conforme o Teorema 2.2. Para tanto usaremos o método de shooting visto
anteriormente, conforme os estudos de Sanchez & Ubilla em [25], veja também [27],
[24], [1] e [14]. Os teoremas citados s@o os principais resultados deste capitulo e serao
enunciados logo mais.

Vale a pena ressaltar que o método de shooting sera usado quando fizermos uma
analise da fungao tempo 6, dada no Capitulo 1, a qual passaremos a denotar por T,
contudo aqui tratamos o caso em que a(t) = 1 para todo t.

Comecemos com a defini¢ao

Dada uma fungao continua z : [0,400] — R com um nimero finito de zeros,

denotaremos por {, = T%X{t; z(t) = 0}.

Considere o problema:
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—(Jul""?u)" = Af(u) em I=(0,1),

(Px)
u(0) =u(1) =0,

onde A > 0 é um parametro, p > 1 e f: [0, +00] — R é uma fungao continua.

Estabeleceremos algumas condig¢oes sobre a funcao f

(f1) f(0) <0 e f se anula no maximo uma vez em (0, +00);

f(s)

(f2) Slir(r]l+ e d onde d € [—00,+00)
(f3) lim J(s) = 00 (condi¢ao superlinear)

s—oo0 g1
(f4) Existem constantes 3 > 0 e sop > 0 e um ntimero ¢, € [0,1) tal que

F(ts) <t°F(s) para s>sq e tE€ (t,1),

onde a func¢do F ¢ a primitiva de f, definida por F(s) = [; f(t)d¢t, com s > 0;
(fs) G(s) = pF(s) — sf(s) é decrescente em ({f, +00) e qui<nZ G(s) = G(lf). No caso
<s<{y

em que f mudar de sinal, definimos a constante C' € (0, +o00] por

= /ZF(—F(t));dt.

Aqui, A\; denota o primeiro autovalor do p-Laplaciano.

Alguns comentdrios a respeito das hipdteses dadas.
As condigoes (f1), (f2) e (f3) ser@o de grande importancia para garantirmos existéncia
de solugoes positivas. A condigao (f4) é uma propriedade pseudo-homogénea local, e a
condigao (f5) sera essencial para garantirmos unicidade, pois ela nos permitira provar
que a fungao tempo é monétona. A hipdtese (f) também é importante para obter resul-

tados de unicidade precisos ja que nesta hipotese temos a condigao de d € [—o0, +00).

Vejamos agora os resultados que provaremos no final deste capitulo e que garan-

tem a existéncia e unicidade de solugao para o problema (P))
Teorema 2.1 Suponha que as condigoes (f1) — (f5) sao satisfeitas.

(i) Seja 0 < d < 400, e seja A\g = A1/d, onde Ny € o primeiro autovalor do p-

laplaciano. Entao:
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1. para 0 < X < Ag o problema (P), admite uma tnica solugdo positiva;
2. para todo X > Ay o problema (P)y nao tem solu¢ao positiva;

(i) Se —oo < d < 0, entdo para cada X > 0 o problema (P), admite uma tunica

solucao positiva.

Teorema 2.2 Suponha (f3) com d = —oo. Além disso, assuma que a condigao (f1)

bem como as condigoes (fs) — (f5) sao satisfeitas.
(i) Quando C < +00, a constante \* = (2C)P((p — 1)/p) € tal que:
1. para 0 < X < \* o problema (P), admite uma unica solu¢io nao negativa,
a qual € positiva,
2. para todo X > X* o problema (P), tem infinitas solu¢des nao negativas,

embora nenhuma solucao positiva;

(11) Quando C = oo, para cada A > 0 o problema (P), tem uma unica solu¢do nao

negativa, a qual € positiva.

Na proxima segao faremos um estudo que nos permitird provar os Teoremas 2.1

e 2.2.

2.1 Analise da Funcao Tempo

Nesta secao relembraremos a alguns fatos estudados no Capitulo 1 a respeito do
método de shooting e mostraremos resultados fundamentais para a prova dos nossos
resultados principais.

Como aqui estamos considerando a = 1, a funcao H vista no capitulo anterior,
agora esta definida como H(s) = ’%ISP’.

Passaremos a denotar a funcao 6 estudada no Capitulo 1 por 7', além disso,

denotaremos por
—1

p
R\ s,a) =
( ) p

af — AF(s). (2.1)

e éo()\, O./) = EQ .
Para que nao haja confusao continuaremos denotando por ¢y o zero de R de acordo
com o que foi feito no Capitulo 1

Definimos os seguintes conjuntos:

A={ueC'0,1]: u é positiva em (0,1), u(0) = u(1) =0 e v/(0) = —u'(1) > 0}
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B ={ue C'0,1] : u é positiva em (0,1), u(0) = u(1) =0 =u'(0) = —u/(1) = 0}

Voltando a parte (ii) da Proposi¢ao 1.2 dada no Capitulo 1, observamos que, ao
final deste capitulo as solu¢oes obtidas para 0 < A < Ay no Teorema 2.1 e as obtidas
para 0 < A < A* no Teorema 2.2, pertencem ao conjunto A. Agora a solug@o obtida
para A = A\* na parte (a) do Teorema 2.2 pertence ao conjunto B. Observe também
que solugoes positivas sao simétricas em volta de seus méaximos.

Como no Capitulo 1, consideramos a equagao diferencial ordinaria

—(Jul""?u)" = Af(u)

(P)a)\
u(0) =0, v (1) =a > 0.

A esta equagao temos associada a funcao tempo

T\ a) = /Ofo(ap — Ap*F(t))'dt com o€ D (2.2)

onde D ={a>0: 0<€0<+ooef(€0)>0},ep*:%1.
Observamos pelo Lema 1.1 do capitulo 1, que T esta b]eQm definida.

Para justificarmos nossos resultados principais precisaremos essencialmente do
Teorema 2.3 e da proxima proposi¢ao que enunciaremos, contudo para chegarmos no
enunciado desta proposi¢ao e consequentemente em sua prova precisamos de algumas

informagoes a respeito das fungoes

a — Ly(a, ) (2.3)
A — Lo(a, N) (2.4)

Com relagdo a fungdo (2.3)
Dado « # 0, sabemos que ¢y = {y(c, \) é o primeiro zero positivo da fungao R
logo

of — p%lm(eo) =0 (2.5)

derivando a igualdade em relagao a o obtemos

(0~ Do = A7) 520 0)
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0ly (p—1)ar™!

— N\ a)=—F"F~——>0. 2.6

o) = L (26)
Além disso — = —Af(s) # 0 e Sendo f uma funcdo continua em [0, +00) tem-se que

0s

R
—— & continua em [0, +00), logo R € C'([0,+00)) e do teorema da fungao implicita

0s
segue que {o(A, ) € CH((0,400)).

Vamos analisar o que ocorre com a fungdo (2.3) quando fazemos o — 07 e
o — +00.

Fazendo a — 0% em (2.5), obtemos

P \F(lim £) = 0.

p— a—0t
Como F'(s) — 0 quando s — 0,

alir(r)1+ by = Up.

Por outro lado quando ov — 400 em (2.5), obtemos

]%AF (Jm_fo) = +oo.

Com relagao a funcgao (2.4)

Quando fixamos a > 0 e consideramos f(0) < 0 observamos que reescrevendo (2.5)

como
aP
~ =P F(b(A a)) (2.7)
e derivando com relagao a A
aP % 860
_p p f(£0()\7a))a(()‘va))
donde
660 . af
m((Ava» Agp*f(éo(/\,oé))

Observe que para o > 0,

Uy <lp < ly(\ ),

Logo, f(ly(A, ) > 0. Portanto

14
%((A,a)) <0 paracada A€ (0.A] e a>0.

Ainda mais, passando ao limite em (2.10) quando A — 07

“F(lim lo(\ a)) =
prE(lim £o(A, a)) = +o0
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donde segue que /\limJr lo(\, ) = +00.
—0

Observamos ainda que para o =0 e A = \* em (2.2)
NP F(Lo(A*,0)) =0

donde £y(A\*,0) = (k.

Figura 2.1: comportamento assintotico de ||uy||« para A pequeno.

Agora faremos algumas consideragoes necesséarias para as demonstragoes que
seguem.

Fazendo a mudanca de variavel ¢t = s/, de (2.2) obtemos

! godS
TlanA) = /0 (a? — \p*F(sly))'/» (28)

Observamos entao que fixado A > 0 passando ao limite quando av — 0*

Lo
lim T(a,\) = lim (o — \p*F(s))~YPds

a—0t a—0t Jj

1
T70,\) = lim EO/ (=A\p*F(sty))~V7ds
0

a—0t

T0,\) = (g / 1(—)\p*F(s€F))_1/pds
ZFO
T(0,)) = / (=\p*F(slp)) YPds

Dessa forma, quando 0 < C' < 400 definimos

T(\) =T(0,3) =C (1%1) e (29)

além disso note que se T'(\) = 3 , entdo A = A"
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Se —oo < d < 0, pela condigao (fs), dado € > 0 para s > 0 estiver proximo de

zero, temos

f(s) > (d—¢e)sP,

logo
) d d— ’ P=1q
/Of(t) t > ( e)/ot t
F(s) > (d—a)%
1 pi/P
CFE)7 T d—e)s
tr ds pl/p tr q
| w7 g
Desde que

diverge, segue que

tr ds
C = /0 TEe (2.10)
Observamos ainda que, pela condic¢do (f3), F(s) — 400 quando s — o0, por-
tanto,
Jim_ = +oo. (2.11)

Ainda por (f3), dado M > 0, existe n > 0 tal que

f(s) > MsP™t s>n.

/Osf(t)dtJr/sn f@)dt > M (/0 tp—ldt+/sn f(t)dt) :

Entao, para s > n

Note que

F(s)| > [F(n)] + M2 — a™
S)| > n)| + — = —
p p
F F M P
[P EM] M, 7 (2.12)
sP sP P psP

Dado € > 0, escolha M suficientemente grande tal que € < QM”. Para este M existe

n tal que vale (2.8). Assim,

il < 1 < 2p<
— 9
[F(s)] ~ @l 3 e <M
p

sP psP
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ou seja
Sp

lim ——— = 0. (2.13)
s—+o0 [F'(s)]

Vejamos agora, um teorema importante na conclusao dos resultados principais

do capitulo.

Teorema 2.3 Suponha que f € C(RY) e que p > 1. Entao:

(i) O problema (P)a\ possui uma solu¢iao u € B se, e somente se, 0 € D e T(\,0) =

1/2. Neste caso a solugao € unica e ||ul|o = €o(A,0).

(it) O problema (P),,\ possui uma solugao u € A satisfazendo u'(0) = « se, e somente
se, « € DN (0,400) e T(A\, ) = 1/2. Neste caso a solugio € tunica e ||u|| =
60()\7 Oé) .

Demonstracao:
Observamos que a segunda parte do Teorema 2.3 ja foi justificada na prova do
item (i7) da Proposi¢ao 1.2 do Capitulo 1.

Note que se constante C' ¢ finita, definimos

J(s) = / (=Ap*F(s))™YPds em 0<s</p
0

T(0,\) = /0 (Ap* F(s))"Vrds

fica bem definido. Assim obtemos que

¢ a tnica solugao positiva da EDO
u'(t) = (=Ap"F(u(t)) u(0) =u'(0)=0

além disso, pela prova da Proposi¢ao 1.2, u/(1) = 0. Consequentemente u é a unica
solugdo positiva do Problema (P) » conforme vimos no capitulo 1. Notemos que neste
caso u € B.

Portanto, fica justificado ainda com base no capitulo 1 a primeira parte do

Teorema 2.3.



Finalmente depois de feitas alguma consideragdes sobre as fungoes (2.3) e

vamos ao enunciado da proposi¢ao que mencionamos anteriormente.
Proposicao 2.4 Para cada A\ > 0 temos

(i) lim T(c, \) = 0;

a—00

1 1/p
(1) lin[l)T(oz,)\,) =3 (%) para 0 < d < +00;

(11i) A funcio o — T(a, N) € estritamente decrescente em (0, +00).

Demonstracao:

Prova do item (i)

Seja a > 0. Por definicao ¢y satisfaz
af — Ap*F(sly) =0

De (2.11)

T(a,\) = ¢ /1 ds
G R0 o = A F(slo)) 7P

1 ds
o d) = EO/O (A" F(s) = Ap* F(st))17

1/ 1 ds
T(o, ) = Lo(Ap") //0 (F(s) — F(sty))\/r

Note que (2.15) pode ser reescrito como

- i F(b) I/p r1 ds
T(a, A) = Lo(Ap") / {M} /0 (a? — \p*F(slo)) 1/

A condigao (f4) implica em

1 Ft _l/p 1
/ (1— (8)) dté/ﬂ—t“)‘””dt, para s>so e to€[0,1)
to

F(s)

to

38

(2.14)

(2.15)
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Assim,
/o1 (1 ) ];(Z;))l/p dt = /0 ) (1 - ﬁ;(fj)))l/p a4 /t: (1 . P;((t;))>1/p .
/01 (1 _ Z;((t;)))l/pdt < /Oto (1 _ %)Vpdtjt/t:a o) gy

Pela relagao entre as fungoes Beta e Gama (ver Apéndice A, segdo A.2) concluimos

que

TR B (Y
[ ey aT((plat D) —a)jpa) - 2T

Portanto,

1 ~1/p
/ (1— F(t5)> dt < Cy + Cy
0

Por (2.7) e (2.9), temos

I T(0,)) = i (Ap*>1/p[<£o>f?}l/” /01 (1_ ?(tfoo)))_l/p a0

)
- oy [ [ () e
’|

< 1 “)~/p
< lim (Ap7) F(s)
= () M7.0.C;

= 0

para cada A > 0, e assim fica provado o item (i).

T(A)

T

Figura 2.2: fungao tempo para cada a > 0e 0 < C < +oc.
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T

Figura 2.3: funcao tempo para a =0e 0 < C < 4o00.

Prova do item (i)
Quando 0 < d < 400, temos C' < +o0.
Desde que of = A\p*F (), de (2.8)

! Eods
T = [ O F(lo) — Ap F(slo)) 7

Analisando o integrando, notamos que

Ap*F (Ly) — A\p* F(slp) B
0 Lo

F(go) — F(Sgo) _ ! f(téo) dt
60 s Eg_l ‘

e como 0 < d < +oo, £y — 07 quando o — 07

Observando que

f(sto) . f(slo) g1

B (st

por (f2)

lim f(sto)

— Jep—1
p =ds
Lo—0+ 60

uniformemente para 0 < s < 1.

Assim,
_ 1
lim L) pF(SEO) = d/ Lt = C—Z(l — sP)
Lo—0+ 14 s P
Logo,
lim to — <B>1/p —1
to—0+ F(ly) — F(sly)/p — \d/ (1 —sp)l/p



Além disso, dado € > 0, para s € (0,1)

f(SEg) p—1
0<(d—e) < (sEO)P—ls < (d+e).
Consequentemente
_ 1 1
b s 0 :
F - F
‘ ) 7 Gl (@ +e)
0
Assim,
4y - 1
F(EQ) — F(Sfo)l/p (d —+ 5)1/10

Do Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue

1
l

lim T — 1/p/ 0

im T'(a, \) im (Ap*)~ ' Flle) = Flslg)?

a—0t a—0t

= ()~ ”p(d) /p/o mds

1 1 1
— S DLV |
()\d)l/p(p ) /0 (1— sp)l/p 5

Temos por (B.4), (apéndice B)

— kP(p — 1)1/P
A =KP(p—1) {2/0 = Sp)l/pds]

1 )\1 1/p
ali%lJr T(Oé )\) 5 <m)

Portanto

Prova do item (%ii)

Observe que:

T(a,\) = (\p*) P4, /0 1(F(€0)—F(t£0))_1/pdt.

Derivando em relacao a «

or — *—l/pa ' —-1/p
Sava) = o)l ([P - Flst) s

41

)

B ) —1/p£ 1 fo - Sf(
= () 80/0 (/o (£ (lo) — 550 )M/P +/0 P(sto))
— * —l/pi 1 — bo(f(£o) — s (sto)) s
= ) [ :

Oc F(£) = F(sto))#+2/7)
8—T o) = *—1/p% 1 G(l) — G(sby)
ga e = 0a/o (F () — F(sto))]7 5"

,_.\_/

L)
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Por (2.5)

0
a—afo(a, )\) >0

para cada A > 0 e cada a > 0. Além disso G ¢ estritamente decrescente em (¢, +00),
(condigao (fs)) e F(ly) > F(sly) para s € (0,1).
Logo
orT

%(z\,a)<0 em (0,+00)

Mostrando, portando, o item (7).

Nesse momento, quando ja temos todos os resultados necessarios para justificarmos os

principais resultados do capitulo, passemos entao as suas demonstragoes

Demonstragao do Teorema 2.1:

A
(a) Sejam0<d<+ooe>\0:)\—;.
Note que
se 0 < A < A, entao
A1
—>1 2.16
d (2.16)
se A > \g, entao
A1
— <1 2.17
d (2.17)
se A = )\g, entao
A1
— =1 2.18
d (2.18)

Do item (i) da Proposigao 2.4
. 1/ )\ 1/p
i{%T(aa )\7) - 5 (m)

Se ocorrer (2.16), resulta que

) 1
ilE’I%)T(O{,)\,) > 5

como o — T'(a, ) é continua e decrescente em (0, +00), pelo Teorema do Valor Inter-
mediario, existe tnico o € (0, +00) tal que

T(a, ) = % (2.19)
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¢ satisfeita.

Lembrando que neste caso u/(0) = a > 0, segue do Teorema 2.3 que o Problema
(P), admite tnica solugao u € A.

No caso em que vale (2.17) nao existe a € (0,+00) tal que (2.19) é satisfeita.
Portanto, nao existe solu¢ao positiva para (P)y quando A > Ao.

No caso em que vale (2.18), temos
1
T(O, )\0) - 5

Suponha que exista uma solugao u > 0 de (P),,, com «'(0) = 0. Neste caso, ¢ pelo
que foi estudado no Capitulo 1 u deve satisfazer a rela¢ao de energia (1.1) para o = 0,
isto é

W/ (8)]7 + Ap"F(u(t)) = 0,

entao

|/ (8)] = —Ap"F(u(t))

Desde que para 0 < d < +o0, F(s) > 0, para todo s, segue que
WO <0 Vie(0,1),

donde
u'(t)=0 Vte(0,1)

logo, u = 0.
Portanto (P),, ndo tem solugao positiva.

(b) Seja —oco < d < 0, por (2.13) C' = 400, consequentemente por (2.12),
lima — 07T(a, \) = T(\) = +o0. Portanto, o problema (P), tem uma tnica solugao

positiva para cada A > 0.
|

Observacao 2.1 Notemos que, pela parte (a) do Teorema 2.2 e pelas condigées sobre
fungao N — lo(a, N), obtemos uma generalizagao da parte 1 do Teorema 1 em [12]

quando nao se tem a hipotese de reqularidade sobre a fungao f.

Demonstragao do Teorema 2.2:
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Primeiramente notemos que para 0 < A < A* as solugoes nao-negativas sao
positivas.

De fato, pois caso contrario existiria uma solu¢ao nao-negativa v do problema
(P)x que ndo é positiva em (0,1) para 0 < A < A*. Ou seja, existiria um intervalo
[a,b] C (0,1) tal que u > 0, u(a) = w(b) = 0 e v/(a) = 0. Assim u ¢ solugao do
problema

—(W'PP7?u) = Af(u)  em (a,b)
u(a) = u(b) = 0.
Além disso, como u € C'([0,1]), temos que u'(a) = u/(b) = 0.
Considerando v(t) = u(s), onde s = (1 —t)a+tb, t € [0,1] entdo v ¢ uma solugao

positiva do problema

—g([o720) = Ab — )’ f(v) em (0,1)
v(0) =v(1) =0.
onde " denota %.

Com efeito, se v(t) = u(s), entao

logo,
d o . d ore =2, 00y 38
—— (0O 20®) = —(b—a)(lu/(s)"u'(s)
= —(b—a) ([ (s)P7*u/(5)) (b~ a)
= —(b—a)’(Ju'(s)""*u/(5))' (b~ a)
= Ab—a)Pf(u(s))
Portanto

com v'(a) = v'(b) =0 e \* = A\(b— a)? < ), o que é absurdo.

Por (2.12) temos que a fungao A — T'(\) é decrescente em (0, +00), além disso ja
observamos anteriormente que A\* é o inico numero positivo tal que T'(\*) = % Assim,
para 0 < A < \*

%:TQﬂ<ﬂM
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Sabendo que a fun¢do o — T'(a, \) ¢é estritamente decrescente em (0,+00) e que
lirf T(a, ) = 0.

Temos que existe um tnico a € (0, +00) tal que

1
T(a,\) ==
(a7 ) 2
Portanto, pelo Teorema 2.3, o problema (P), tem uma tnica solugao positiva u € A.

E claro que no caso em que A\* = X\, a = 0 é o tnico « tal que
1
T(a,\) = =.
(0 \') = 5

Assim, a solugao u € B.
Se A > \* entao

T(a,\) <supT(a,\) =T(\) <T(\") = %

a>0

Portanto, a equagao escalar T'(a, \) = % nao tem solugao positiva na varidvel a. Por-
tanto, o problema (P), nao tem solugdo positiva.

Afirmamos que, para A > \*, existem infinitas solu¢oes nao - negativas para o
problema (P),. Com efeito, seja u € B a tnica solugao associada a \*. Para cada a e

b tais que 0 < a < b < 1, seja v definida por

o(t) = u((t —a)/(b—a)) se te€la,b,

0 se t€[0,a)U(b,1].
Temos
1 / _l—a
0(t) = = a>u (s), para s= —
logo
~GOrie) = o (g ere) G
1 / p—2ul S / 1
" T O
= o)

donde segue

— (P i) = —mk*f(v(t))
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com v(0) = v(b) = 0.
Assim v é soluc¢ao do problema (P)y, com A = A*(b— a)? e fica justificado a parte(2)
do item (7).
O item (7) segue de um argumento similar ao feito na prova do item (ii) do

Teorema 2.1.



Capitulo 3

Estimativas a priori de um problema
envolvendo funcoes assintoticamente

homogéneas via método blow-up

Neste capitulo, baseado em [13], estudaremos a existéncia de solugoes positivas

radialmente simétricas para o problema.

o) { —(@dv(V(Vul)Ve) = f(u) em O

u=0, 0.

onde Q = B(0,R) C RN, R >0, é a bola de raio R e a fungao f : R — R é continua.
Observaremos que, por meio de uma mudanga de variaveis no problema (D), para
certas fungoes V : R — R uma solucdo radial positiva de (D) satisfaz o problema de

Dirichlet nao-linear

(D,)

—(rlo()) =" f(u) em (0, R),
uw'(0) =0=u(R) em 052,

onde r = |z|, x € RY¥ e ¢ : R — R é um homeomorfismo crescente impar, dado por
o(s) = sV (s). Além disso as fungoes ¢ e f pertencem a uma classe fungoes chamada

assintoticamente homogénea, a qual que descreveremos mais tarde, e

. f(s) o
Slirglo ) +o0. (3.1)
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Neste sentido, nosso objetivo é mostrar a existéncia de solugao positiva para o
problema (D,) quando a fungao ¢ for da forma ¢(s) = |s[P72s. A existéncia sera
provada usando teoria do grau.(cf. Apéndice A, se¢ao A.3)

Por uma solugio do problema (D,) entendemos ser uma fungdo u € C*[0, R| com
(u') € C*0, R] tal que (D,) € satisfeito.

Na demonstragao do Lema 3.1, que seré enunciado em momento oportuno, perce-
beremos que, para o caso homogéneo, i.e., quando ¢(s) = |s|P"2s, p > 1, usando uma
técnica blow-up é possivel mostrar que a nao existéncia de solugoes positivas de um
certo problema nao-linear, o qual é uma equagao limite, implica na limitacao a priori
das solugoes positivas de (D).

Devido a homogeneidade, o lado esquerdo desta equacao limite coincide com o
da equacao original.

Veja [18], para o caso escalar e p = 2, |7| para o caso de sistemas p, g—Laplacianos e
[22| para resultados gerais.

Mostramos no que segue a equivaléncia entre os problemas (D) e (D,).

Considere a fungao V(s) = |s|P~? e facamos em (D) a seguinte mudanga de
variaveis

r=|x|.

Seja u uma solugao radial positiva de (D), entdo u(x) = u(r) e calculamos

— (2 )Y = () E
Vu(a) = (w22, () ) = ()
Assim,
V()P Vu(z) = [/ (1)~ ()
Calculemos

div(|Vu(z)[P*Vu(z)).
Observe que

o (Bl 0)) = 2 (WP ) + 0P = S P )

obtemos

(V)2 Vu(r)) = Sl ()P () + - (W )P ) — ol ()P (),
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f) = TR + ()P )

r

=N () = (N = e ()P () +7”N‘1%(IU’(T)|”‘QU’(T))
d
dr

(= () P72 ()

Portanto

— ()P () = Y f () em (0, R)

Ja que v = 0 em 0f2, quando r = R teremos u(R) = 0. Sabendo que u(z) = u(—x)",
pois u ¢ radialmente simétrica e u € C'[0, R], concluimos que u/(0) = 0 , mostrando

assim que se u é uma solucao radial positiva de (D), entdo u é uma solugao positiva

de (D).

3.1 Preliminares

e Funcoes Assintoticamente Homogéneas e Operadores Assintoticamente
Homogéneos
Definicao 3.1 Seja h: R, — R, uma fun¢ao mensurdvel que satisfaz

lim hlos)
§——+00 h(s)

=0, Vo e Ry (3.2)

Entao dizemos que h € assintdticamente homogénea com indice q, ou h € g-AH ou ainda
h ¢ AH de indice q.

Neste sentido, se a fungao ¢(s) = sV (s) ¢ (p — 1)-AH, dizemos que o operador
correspondente em (D,) ou (D) é um operador assintoticamente homogéneo. Assim,
com esta notagao, pedimos que ¢ seja um homeomorfismo impar (p—1)-AH em R para

algum p > 1 e que a fungao continua real f seja 6-AH para algum § > 0, ou seja,

. ¢(08) _ p—1
SILIIOlO o) o7, Yo eR, (3.3)
. [(os) _
Slirgo o) - o’, Yo eRy (3.4)

Mesmo sem a condigao de motonicidade de ¢ , (3.3) e (3.4) sdo muito usadas em
probabilidade aplicada em um contexto diferente do exposto aqui como se vé em [23],

[26] e suas referéncias.
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e Definigoes e observacgoes.

Considere as fungoes ¢ : R — R e &, : R — R definidas por

o) = [ ottt @)= [ 67wy
respectivamente.

Proposicao 3.2 (i) Se¢: R — R é um homeomorfismo impar crescente e (p — 1)- AH,
entao

¢~ (0s) p

lim ———= = |o[F" 2 todo o € Ry, p* = ——.
lim o1(s) lo|P "o para todo o € Ry, p p—

(11) Suponha que x, ¥ : Ry — Ry sao (p—1) - AH e (¢ — 1) - AH respectivamente,

com x crescente no infinito, ¥ (s), x(s) — 400 quando s — 400, entao
xov é(r—1)— AH,
onder=(p—1)(¢g—1)+ 1.

Demonstracao:

L' < 1, daf segue de

Note que basta demonstrar para o < 1, pois se ¢ > 1, entao o~
modo analogo ao caso o < 1.

Seja 0 < o < 1 e fixe (z,) tal que z,, — co. Sejam t, = ¢~ '(x,) e 5, = ¢ (0z,)
e observe que

Ty = O(tn) > oxy = P(s5).

)} é um sequéncia limitada que possui

-1
Como ¢ é crescente, t, > s, ou seja {Q;,l(”x"

(zn)

uma subsequéncia convergente

oY oxy) B

Lelo1].
Vamos mostrar que L = (O‘)Til.
Dado ¢ > 0, existe ng tal que
¢ How,)
L—eg)<——=<(L+c¢
o)<,y <

(L—e)t, < ¢ Hox,) < (L+e)t,.

Como ¢ é crescente temos

o((L —e)ty) < oz < ¢((L + €)t,) para todo n > ng,
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logo
¢((L — 5>tn) gb((L + 5)tn).

<o <

¢(tn) ¢(tn)

Passando ao limite
(L—e) ' <o < (L+e) paratodo € >0,

portanto, L = o,

Caso 0 < 0, faga

¢~(os) ¢~ (—0s) :

— — —(—0)r 1 = |o]F" 0.

o7ls)  o7Ns)

Portanto,
~1
lim ¢ 1(08)
o G1(s)

mostrando o item (7)

= |o[P" %0 para todo o € Ry.

Sejam o € (0,1) e ¢ > 0. Fixe so > 0 tal que para todo s > s

¥(os)
(s)

Como x ¢ crescente no infinito , para s grande

X" —e)i(s) _ x((o9)) _ x((0"" +€)(s))
X (¥(s)) X (1(s)) X (1(s))

Passando ao limite

—e4+ ot < <e+4 ol

(07— et < limint XD g g < (91 4 ey

s=oo X(1(s))  smoo

para todo € > 0, logo
lim X(1(os)) — o1
s—oo X(1h(s))

mostrando o item (ii).
|
Visto que ¢ ¢ um homeomorfismo fmpar crescente e vale a Proposi¢ao 3.2 temos

e &, é par,crescente e p*-AH
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Defina a fungao H : R — R, por

e observe que

ja que, H'(s) = (P.(4(s))). Além disso,

1) H é uma fungao par

2) H é mondtona

e como ®, é px-AH e ¢ é (p — 1)-AH, pela Proposigao 3.2, concluimos que

. H(os)
S HG)

=0’ (3.6)

ou seja,
3) H ép-AH.
Diante do que foi posto até o momento e com mais algumas observagoes verifi-

caremos que a condigao (3.1) implica
o>p—1.

Defina F(s) = [ f(t)dt. Note que por (3.3) temos para s > 0 e o € (0, 1]

B(os) [ o)

so(s)  Jo  s(s)
e fazendo a mudanca de variaveis t = xs, obtemos
@ g
N O
s¢(s)  Jo (s
Lembrando que ¢ é crescente, para cada x € [0, 1]

¢(xs)
¢(s)

por esta razao segue do Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue que

o P
lim ®(os) :/ 2P Ve = g—.
0

s—+00 sgb(s) p

<1

Em particular para o =1
O(os) 1
lim = —. 3.7
S ) T b (3.1)
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De modo andlogo, por (3.4), obtemos

. F(s) 1
sig-nw sf(s) - 5—1——1 (3.8)

Pelo limite em (3.8), dado & > 0, existe so > 0 tal que para todo s > sy temos a

seguinte inequacao diferencial

sF'(s)
(0+1)—e< F(s) <(0+1)+e€

81 SFl(t) 81
1— - 1 -
(0 + 5)/80 75alt</s0 F(t)dt<(5+ +5)/ tdt

(0+1—-¢)ln (S%) <In (zf(fo))) <(6+1+ 6)1:(830)
In (_) () < (_)

Sendo In crescente, temos

F(s0) (Sio)(mg < F(s) < F(so) (i>6+m.

donde

S0

Derivando com respeito a s

AP < f(s) < Aps®™, para todo s> sg (3.9)

_ F(s0)(6+1—¢) _ F(s0)(0+1+e
OndeAl—TeAQ—%
0 0

Da mesma forma, podemos mostrar que

As?™1 7% < (s) < AusPHE, paratodo s > s (3.10)

para Ay = 20=e) o 4, — 2l0)lpte)
S0 S0

Entao (3.1), (3.9) e (3.9) implicam em
o0>p—1.

Para cada s € R considere a equacao:

H(z) = F(s). (3.11)
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Sabendo que F' é crescente para s > 0 e F/(s) — 400 quando s — 400 notamos que
para cada s > 0, a equagao (3.11) tem tnica solugdo, a qual denotaremos por z(s).

Podemos entao definir a funcado g : (0,4+00) — R*, onde R* := (0, +00) por

g(s) = 22 (3.12)
Com respeito a funcao g temos a
Proposicao 3.3 Se wvale (3.1), entdo g(s) — 400 quando s — +00

Demonstracao:

Se para s > 0, z(s) ¢ o unico zero de (3.11) e z(s) = sg(s), segue que

H{(sg(s)) = F(s)

Supondo por contradigdo que exista uma sequéncia {s, } tal que s,, — +ooc e g(s,) < M,

entao por (3.6)

ol < P (3.13)

Fis) — F(s) _ F(s) ®(s)

H(s)  s0(s) - 9(s)  B(s) s0(s)

por (3.7) e por (3.1)

o que contraria (3.13). Portanto temos o resultado desejado.

3.2 Existéncia de Solucoes Positivas.

Nesta se¢ao mostraremos que o problema

—(r" o)) =r""f(u)  em (0,R)
w'(0) =0=u(R), 0N

(Dy)
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tem solugdo positiva assumindo que o homeomorfismo ¢ satisfaz (3.3) e a nao lineari-
dade f satisfaz (3.4), sf(s) > 0 para s > 0 e (3.1). Tal existéncia ¢ garantida pelo

Teorema 3.4, resultado principal deste capitulo, o qual é enunciado a seguir.

Teorema 3.4 Suponha que ¢ € um homeomorfismo impar crescente de R, f : R — R
¢ continua, satisfazendo sf(s) > 0 e € crescente para s > sg. Assuma também que ¢ e
f satisfazem a condigdo superlinear (3.1) e que existam p, com 1 <p < N, e > 0 tal

que

(i) liin ‘igés)) = o~ para todo o € RT

(i) lim 92 = 5% para todo o € R*

s$—+400 f(s)
(1i1) lir% ‘;8 =400 e limjnf d;gg;) > 0 para todo o € Rt

(iv) & < Sl

Entao o problema (D,) tem uma solugao positiva.

Para demonstrar o Teorema 3.4, seguiremos trés passos envolvendo estimativas a-priori
e técnicas blow-up. Nos dois primeiros passos justificamos que, se u é um ponto fixo do
operador completamente continuo 7', entao, u é limitada a priori. No terceiro e ultimo
passo provamos o Teorema 3.4 usando teoria do grau.

Considere o seguinte problema

(A) —(r" o)) =r"" f(jul)  em (0, R)

Note que se u(r) é uma solu¢ao nao trivial de (A), entdao u'(r) < 0, para todo r € (0, R)
e como u(R) = 0 segue que u(r) > 0, para todo r € (0, R). Mostrando que u(r) é uma

solucdo positiva do problema (D,.).

1° Passo - Formulagao Abstrata do Problema

Sejam K o subespago fechado de C([0, R]) definido por

K = {u e ([0, R]); u(R) = 0}
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onde K é um espago de Banach com a norma ||-|| := ||+ || € Tp : K — K um operador

definido por

) = [0 [ [ € utenae] as 3.1

Se u for um ponto fixo de Ty, entao

)= [ [ [ utag] as

Derivando com respeito a r, obtemos

W) =~ | [ €]
N gwe) = [ e s
Derivando novamente com respeito a r
G (1)) = P ()

Além disso, u(R) =0 e limu/(r) = 0.

r—0

De fato, sendo f(|u(§)]) < C

|/ (r)]

VAN
S
| —
iq
<:\ﬁ
sy
¥
S
IL

logo, lli% |u/(r)| = 0.

Desta forma, concluimos que u € solugao de (A) se e somente se € ponto fixo de Ty.
Diante do estudo feito para encontrar solugbes positivas para (D,), vamos tra-

balhar no sentido de estudar situagoes que nos permitam encontrar pontos fixos de Tj.

Para tanto, definimos o operador 7' : K x R, — K por

rwn = o [ [ uten + ) as (3.15)

Note que T leva conjuntos limitados de K x R, em conjuntos limitados de K, e que

To(u) = T'(u,0).

O proximo resultado nos fornece uma propriedade importante do operador T.

Proposicao 3.5 O operador T é completamente continuo.
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Demonstracgao:
Sejam {(u,, 7,)} uma sequéncia em K x R, i.e.
||un|| + 7, < Cy  paratodon € N
e o conjunto

Vamos mostrar que {v,,} tem uma subsequéncia convergente. Por (3.15)

R e R ((GIRRAT:

logo, v/, € C1([0, R]). Além disso, |u,(r)] + 7o < ||tn]] + 7 < Cy

G0 = o [ €)1+ e

()

onde C' > 0. Portanto (v],) é limitada e consequentemente (v,) é equicontinua e

uniformemente limitada.
Pelo Teorema de Arzela-Ascoli, (v,) possui uma subsequéncia convergente, portanto 7'
é compacto.

Mostremos agora que 7' é continuo.

Seja {(uy, 7,)} uma sequéncia em K x R, convergindo para (u,7) € K x R,.

v (1) = /TR hyn(s)ds n €N

onde hn(9) =07t =5 [ € un() + e

Temos que (h,) é limitada e para cada s € [0, R]

lim h,(s) = h(s)

n—-+00

onde h(s) = ¢~ [— == [y EN T (f(Ju(€)] + T)dE] .

Segue do Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue que

| = hl|L10,r) — 0 quando n — 400

onde || - ||1(0,r) denota a norma no espago de Banach L'(0, R).
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Como
vn(r) = /TR hn(s)ds < /OR hn(s)ds,

definindo v(r) := fTR h(s)ds e note que v € K, entao

R
o(r) — o(r)| = / (h(s) — h(s))ds

IN

/0 () — h(s)|ds

donde segue

[on = vl] < [[hn = hlL10.5)

Portanto ||v, —v|| — 0 quando n — 400, logo
T(up,1,) — T(u,7) quando n — 400

Mostrando que T é continuo.
Sendo T" um operador continuo e compacto, entao 1" é uma operador completamente

continuo.
[ |

2° Passo - Limitacao a-priori. Nesta etapa da demonstracao, mostraremos que

solugbes (u,7) € K x R, da equagao
T(u,7)=u (3.16)
sao limitadas a-priori. Para concluir isso usaremos técnicas de blow-up.

Proposicao 3.6 Suponha que existe uma sequéncia {(u,,7,)} de solugdes de (3.16)
tal que

||un|| + 7, — 400, quando n — +o00.
Entao
(i) [ttal] = +00, quando n — +oo;

(i) — " — 0.

F(luall)



Demonstracao:

Temos que para cada n € N, o par {u,, 7,} satisfaz

= [Co [ [ e suena] as

29

Observando que f(|uy,|) > 0 (hipotese do Teorema 3.4) concluimos que f(|uy,|)+7, > 7.

e sendo ¢! crescente e ||u,|| = u,(0) obtemos que

1

w0 2 [Co [ [ uena) o

— / ¢ [NTH] ds

assim,

R . |Rm,
lull = 507 | 5]

fazendo n — +o00, entao 7,, — +00 e com isso

SEI

pois ¢! é crescente. Consequentemente, vale (i).

De (3.17), para n suficientemente grande,

_, ( Rm, 2
¢1(W> < EH%H

Rt, 2
< o ()

R Tn < ¢(}%||un||)

2N f(lfunll) = fluall)

IA

Desde que
¢ (Zlluall) _ ¢ (Zlluall) &(|lunl])

Flunll) @(luall) f(llell)
¢ é (p-1)-AH e vale (3.1), segue

R . 2\ (] fuall)
bl | N — | —
ON wtte F(unll) = <R> n=rzo f(|[uall)

(3.17)
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Entao

T, 2\?
0< lim _ngzv(_) 0,
n—too f(||un]) R

e, portanto,

. Tn
lim

— =0
n—too f(|[unl])

O lema dado a seguir garante que as solugoes de (3.16) sao limitadas a-priori.

Lema 3.1 Se (u,7) € K x Ry € uma solugao de (3.16), entao existe uma constante

C > 0, independente de u e T, tal que
l|lul| + 7 < C. (3.18)

Demonstracao:
Supondo, por contradigdo, que exista uma sequéncia {(u,,7,)} em K x Ry, tal que

(un, T,,) satisfaz (3.16) e

|un|| + 7 — 400, quando n — +oo

e denotando t,, := ||u,|| e 2z, := z(t,) para cada n € N, onde a fun¢ao z esta definida
em (3.12).
Considere a seguinte mudanca de variaveis
Zn
=—r
e
Un (7
wn(y) = ;
Note que
dy 2z
dr  t,
e denotando w,(y) = d%wn(y)
, d [u,(r)
ot = 1=
1d
)
1, .dr
= aun(r )@
1, t
= aun(T )Z
1
~ )
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logo,
Zn@n (Y) = Up (1) (3.19)

Temos que u,, = T'(un, 7,,) ou seja

[ @D + nde] as

derivando a igualdade em relagao a r

i) =07 | [ € (e + mie

De (3.19)
() = —cb‘l[ €Tt + e
~Bin®) = [ E €D + e
i) = / N1 (F (unl€)]) + )
L o) = tg [ €D +miag
- tN—N (uar)) +7) 2
= P un)) + )
Assim,
00 i) = ™ tan0) + 1) (3.20)

De u},(0) = u,(R) = 0, resulta que

@ =1, o="" "0 ¢ w(Ren/t) =0 (3.21)

Zn

Note que g(t,) = 7= e das Proposi¢des 3.3 e 3.6 segue

Zn
— — +00, quandon — +oc.
n

Seja My > 0 uma constante e suponha que Rg(t,) > My, para todo n, passando a
uma subsequéncia se necesséario. Considere y € [0, M].
Voltando a equagao (3.20) e dividindo-a por y¥=!

—%@N-wznwn(y»)% = 1y (F(un(©) + )
(V1)

Y

(2 (y)) 20 — Zn¢/(znwn(y))znwn<y> = tu(f([un(§)]) + tn)
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multiplicando por w,(y)

(V-1

ann<y>zn¢/(znwn(y))ann(y) + tn(f(’un(f)n + Ln)wn(?/) = - " (b(ann(y))an(y)
d% [H (20n()) + F(tson(®)) + tatnin(y)] = — “Vy‘ Y 5o () 2 ()
Como ¢(z,wn(y)) < 0 e wy(y) < 0 temos
o Haa(0) + F(tion () + a7 1)) < 0 (3.22)

Integrando (3.22) em (0, ), encontramos
H(znwn(y)) + F(tnwn(y)) + tnTown(y) — H(20wn(0)) = F(tnwn(0)) — tn7nwn(0) <0
¢ por (3.21)
H(zpin(0) =0,  Fltywn(0) =F(t,) e  taTuwn(0) = tutn

Logo
H (2p60m(y)) + Ftawn(y)) + taTuwn(y) < F(ty) + taTn

e como F(t,w,(y)) > 0 e t,Twn(y) > 0 concluimos que,
Heainls) < Floa) |1+ 220
T tnf(tn)]
f(tn) F(tn)

Por (3.8) e pela parte (ii) da Proposi¢ao 3.6, para n suficientemente grande, existe

— () 14

c > 0 tal que

dai,

. Sabendo que existe H~1, pois H é mondtona, tem-se

H~(cH (zn))

|wn(y)| < H(H(z))

(3.23)

Da Proposigao 3.2 e de (3.6)

lim H_1<CH(S)) _ Cl/p

oo H-1(H(s))
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H=Y(cH(2))

m} é limitada, ou seja, existe ¢; > 0 tal que

Assim para n > ny,

lwn(y)| < ¢, paratodon € N e para todo y € [0, M|

Logo a sequéncia {w,} é equicontinua, pelo Teorema Fundamental do Célculo. Desde
que essa sequéncia também é uniformemente limitada, pois |w,| = 1, para todo n e todo
y € [0.My], segue do Teorema de Arzela-Ascoli que {w,} possui uma subsequéncia
limitada que ainda denotaremos por {w,}.

Digamos que
wp, — w em C([0, My]) quando n — +oo

Integrando (3.20) em [0, y] C [0, My], temos

_yNilfb(ann(y))Zn = /Oy gNil(f(tnwn(y» + 7p)d§

— $(emion(y)) = i—’;yil /OygN-1<f<tnwn<y>>+rn>d5
Py _ t_n L Y No1 f(tnwn(y)) Tn
o) = (e [ ( b ) de

Consequentemente
~0lzaon() = () (0) (3.24)
onde
LY N (fawn(y) | T
hn(y)—yN_l/Oé“ ( ) +f(tn)>d£' (3.25)

Afirmagao 3.7 {h,(y)} é uma sequéncia convergente para cada y € [0, My).
Por hipotese f é crescente a partir de um certo s,, ou seja,

f(s1) > f(s2) para s; > s9 > s,.

Entao, para s > s; > 0, temos que existe sy > 0 tal que

f(os)
f(s)

De fato, existe um tnico sy > s1, tal que

<1, para todo s > sy e para todo o € [0, 1]. (3.26)

f(so) = max f(s):= M.

s€[0,s1]
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f(os)
f(s

Se 0s > sg, entao f(os) < f(s) e assim vale (3.26).

Seja o € (0,1) e considere o termo para s > sg.

Se 0s < sg, entao
flos) < M = f(so) < f(s)
e novamente (3.26) ¢ satisfeita.
Observando que wy,(y)) € (0, 1] para todo y € [0, My], de (3.26) temos

f(tnwn(y))
f(tn)

desde que n seja grande. Em particular isto implica que {h,(y)} é uma sequéncia

<1 (3.27)

limitada.

Mostraremos que para cada yo € [0, M|

lim f(tawn(yo))
n—-+o0o f(tn)

Sabemos que w,(yy) — w(yo), quando n — +o00. Se w(yy) > 0, entdo para n grande

= (w(y))”. (3.28)

tow(yo) > so. Como f & crescente para s grande, a parte (ii) do Teorema 3.4 implica

que dado € > 0,

Fltn(u) = 2)) _ fltwon()) _ flta((po) + <)
F(ta) f(ta) F(ta)

5 i f (tawn(y0))
(w(yo) —€))° < ngrfoo f(tn)

< (w(yo) +¢))°
donde segue (3.28).

Se w(yo) = 0, temos que separar em dois casos a saber, (t,w,(yo)) é limitada ou
nao ¢ limitada.

Mostraremos
n——+o0o f(tn)

para o caso em que(t,w,(s)) ndo é limitada, pois se a sequéncia for limitada nao ha o

=0 (3.29)

que fazer.

Supondo por contradi¢ao que

. f(tnwn(yO))
NPT )

Note por (3.27) que ug < 1. Existe uma subsequéncia {n;} de inteiros positivos tal

que

. f(tnkwnk (yo)) o
e R
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com {t,,wn,(yo)} ilimitada. Assim, passando a subsequéncia se necessario, podemos
supor que tp, wn, (Yo) > So. Agora de desde que wy, (yo) — 0, dado ¢ > 0 existe

ko = ko(e, po) tal que
tnywny (Y0)) < tn.Eto para todo k > k.

Logo,
f(tnkwnk (yo)) < f(tnkffﬂo),

pois ty, W, (Yo) > So. Assim

f(tnkwnk (yo)) f(tnk’fﬂo
) = flt) (3:30)
Entretanto
f(tnk€ﬂ0>

lim

Jm e,y s

ja que f é 9-AH.
Fazendo k — +o0 em (3.30) concluimos que

pio < &°

o que é uma contradi¢do. Portanto (3.29) vale.

Aplicando o Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesque em (3.25)

h,(y) — h(y) = yf\}l /Oy sV (s)ds

para cada y € [0, My]. Por (3.24), para y € [0, My

—¢(znn(y)) = z_:f(tn)hn(y)
—znl) = 7 (St 0)
Entao,
W)
n(Y) L (0(5) para y € [0, My (3.31)
_ taf(tn) _ taf(tn) H(2n)
onde a,(y) = w6 (on) ha(y) = o zngzﬁ(zn)hn(y).
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Segue de (3.8) e

lim H(Zn> — Jim Zn¢<zn> — (I)(Zn) —1_ 1

n—+oo Z,d(2,)  ntoo 20 ®(2n) p

bl () Hiz) AT
F(t,) z,9(z,) (6+1) <1 p)' ’

logo, para cada y € [0, My

que

Jim an(y) = Gh(y). (3.32)
Integrando (3.31) de 0 a y € (0, M), obtemos
Y o an(s)(2n)
1 —w,(y) = /0 pTEEny ds. (3.33)

Usando (3.32) e a proposicao 3.2

S

do Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesque

1—w(y) = /wah(s))p*-lds.

Diferenciando a tltima igualdade em relacao a y, temos

—w(y) = 8" [h(s)"
elevando a poténcia (p — 1) temos

. —9. B Y N—-1, 6
—l@(y)” w(y)IyN_1 s (s)ds

Assim, w é uma solugdo nao-negativa nao trivial em [0, My] para o problema de valor
inicial
— Mol o)) = ByN 1w (y)
W'(0)=0, w0)=1

(3.34)

Afirmamos que w pode ser estendida para (0,+00). Com efeito, basta repetir o argu-
mento feito, no intervalo [0, M.], M, > My, para a sequéncia convergente (w,). Assim

obtemos a fungao @, limite de (w,,), solu¢ao de (3.34)

w(y) = w(y) para todo y € [0, My).
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Continuando com este processo, e usando a diagonal, formamos uma sequéncia conver-
gente em R, para a solu¢do @ de (3.34). Além disso argumentando como em [7], pode
ser mostrado que w é de fato uma solucao positiva de classe C?(0, +o00) de (3.34).
Por hipoétese, § < Mf\,——_l;ﬂ) o que contradiz o caso em 6 > p — 1 como pode ser
visto na segao A.4, Teorema A.9. onde mostramos que problemas como (3.34) nao
possuem solugao positiva de acordo com [7]. O caso em que 6 = p — 1, mostramos

na segao A.4, Teorema A.10 que toda solugdo de (3.34) com # > 0 muda de sinal em

(0, +00) baseado em [10] o que é contradigao. Assim fica justificado o Lema.

3° Passo - Demonstragao do Teorema 3.4

Do Lema 3.1, se (u, 7) é solugao de
T(u,7) =u

entdo ||ul] < C e 0 <7 < C, onde C é uma constante positiva.

Assim se B(0, R;) C K denota a bola de centro 0 com raio Ry > C, temos
u# T(u,T)

algum (u,7) € 0B(0, Ry) x [0, R;]. Portanto, se I denota a identidade em K, o grau
de Leray-Schauder do operador

I-T7T(,7):B(0,R) —» K

estd bem definido para todo 7 € [0, Ry].
Pela propriedades do grau de Leray-Shauder como 0 # (I — T'(-,7))(0B(0, Ry),

para todo 7 € [0, Ry] concluimos que
d(I =T(-,Ry),B(0,7),0) = const.

Note que
d(I —T(-,Ry),B(0,R),0) =0,

logo
d(I —T(,7),B(0,R1),0) =0, V7 €[0,Ry] (3.35)
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Assim de (3.35) e do fato de T'(u,0) = Ty (u)
d(I —Ty,B(0,Ry),0) =0 (3.36)

Agora, defina o operador S : [0,1] x K — K,

so= [ o [ [ e tu@na] as

Entao, como no primeiro passo, mostra-se que S é completamente continuo. Além

disso, note que S(-,1) =T
Afirmacao 3.8 FExiste um € > 0 tal que a equacgao

u=S(\u) (3.37)
nao tem solugao (A\,u) com u € 0B(0,¢) e A € [0, 1].

Suponhamos, por contradi¢ao, que existem sequéncias {u, } e {\,} com ||u,|| =&, — 0

quando n — 400 e A\, € [0, 1] tal que (uy,, \,) satisfaz

un(r) = / o Lﬁ"l /0 S sN—1<f<|un<£>|>d5] ds

Pela primeira parte de (ii7) segue que para t pequeno f(t) < u¢(t), qualquer que seja
p > 0 e pequeno. Logo f(||lun]]) < ¢(||un||) para n grande. Logo

R r A s
lll < [ o |5 [ € 0tmba] as

R
- /0 a _SN—l/o fN_ll“b(HanH)df} ds

SN

R ) o
B /0 ¢ _sNIWM¢<||un||):| ds
R s
< [Co [Setlu] ds
R (LR
= / W_wmunm] ds
1

— {ﬂﬁ(en)] R

N

Assim,
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Desse modo, temos

Consequentemente,
¢(en) < %¢(5n)
o que é um absurdo. Por outro lado, se R > 1, entao
1
olen) — N

o que contradiz a segunda parte de (iii). Portanto a afirmagao é verdadeira.
Desde que I — S(A,-) define uma homotopia entre I e I — Tj segue da afirmacao

e das propriedades do grau de Leray-Schauder que para £ > 0 pequeno,
d(I — S(\,-),B(0,¢),0) = constante para todo A € [0, 1].
Assim
d(I — Ty, B(0,¢),0) =d(I, B(0,¢),0) =1

e entdao por (3.36) e (3.37) a propriedade de exercisao do grau de Leray-Schauder

devemos ter

d(I — Ty, B(0, Ry) \ B(0,¢),0) = =1 #0

e por esta razao existe u € B(0, Ry) \ B(0,¢) tal que
u = To(u)

e isto conclui a prova do teorema.



Apéndice A

A.1 Resultados Gerais

Os teoremas enunciados nesta segdo tém suas demonstracoes em [4].
Teorema A.1 Seja u € WHP(I), entdo existe uma fung¢io u € C(I) tal que

u="1u quase sempre em [

u(z) —u(y) = /y o (t)dt Va,y € 1.
Demonstracao: veja [4], p. 123.
Teorema A.2 Sejau € LP(I) com 1 < p < 4o00. As propriedades sao equivalentes
(i) we Wher(I)
(i1) Eziste uma constante C tal que, para toda ¢ € C§°

1
/ W’dt‘ — Cliell,.
0

1,01 _ .
onde st = 1,
Demonstracao: veja [4], p. 124.

Teorema A.3 (Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue)
Seja (f,) uma sequéncia de fungoes em L' que converge em quase todo ponto para um

funcao mensurdvel f. Se existir um func¢ao integravel g tal que

|ful < g, para todo n € N.



entao, f € integravel e

/ fdu = lim / m

Demonstragao: (3], p. 44.

A.2 Relacao entre as funcoes Beta e Gama

Definicao A.4 A integral
+oo
/ t"Lexptdt
0

é, por defini¢ao, a fun¢io Gama T, avaliada no ponto I'(t), para t > 0.
Definicao A.5 A integral

1
B(m,n):/ "1 — )" at
0

define a fun¢ao Beta no ponto (m,n), onde m,n sdo nimeros reais positivos.

Observamos que entre as fungoes Beta e Gama existe a seguinte relacgao:

L(m)I'(n)

B(m,n) = m

De fato, por defini¢ao, temos
+oo +00
L(m)'(n) = / t" lexp™! dt/ t" lexptdt
0 0
fazendo a mudanca de variaveis t = 22, obtemos
+o00 )
['(m) = 2/ e " dx,
0

logo por (B.2)

+o0 +oo
Fm)I'(n) = 4/ (/ me_le_IQy%_le_dey) dx
0 0
+oo

+oo
_ 4/ (/ e(:r2+y2)x2m1y2n1dy> dz.
0 0

71
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Agora, fazendo a mudanga de variaveis x = rcost), y = rsenf), com 0 < 0 < T e

0 <r < +4oo. Temos

00 /2 )
C(m)l'(n) = 4/ </ e’ (rcos@)2m_1(Tsen9)2”_1d9> dr
0 0
+o00 5 w/2
= 4/ e r2(m+"_1)dr/ cos®™ 0sen*10do
0 0

/2
= 2'(m+ n)/ cos®™ H9sen®"10db.
0

Portanto, y
r r /2
M = 2/ cos®™ 1hsen*10dp,
I'(m +n) 0

Por outro lado, fazendo a mudanga t = sen?d em (B.1), obtemos
w/2
B(m,n) = 2/ sen®™20(1 — sen®0)" 'senfcosHdl
0
w/2
= 2/ sen®™ 10cos® 1 0d6.
0

Donde
B L'(m)T'(n)
Blm.n) = F =

Pelo que vimos acima, observamos que fazendo a mudanca t* = x na integral

(A.1) obtemos

/1(1—t“)‘”pdt = é/lxi‘l(l—xﬂfldw
_ lplr-l
N ozB<oz7 P )
Contudo,
Y A L B L (D))
o' p 7 al((pla+1) = a)/pa)

pois I'(n) é convergente.

=(C <+

A.3 Alguns resultados sobre a Teoria do Grau de
Leray-Schauder

Esta segao foi baseada em Deimling [8].
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Observacao A.1 K(Y) é o conjunto dos operadores T :'Y — Y tais que T' € com-
pacto.

I denota a aplicagao identidade I(z) = x.

Definigao A.6 Seja X um espago de Banach real, 2 C X aberto e limitado, F € K ()
ey ¢ (I — F)(0Q). Com a tripla adimissivel, (I — F,Q,y) definimos uma fungao d,
assumindo valores inteiros, satisfazendo

(d1) d(I,Q,y) =1, onde I(x) = x, para todo y € Q;

(d2) (Excisao) Se Qy,Qs, sao abertos em 2 tais que

U NQ=0,eyd (I—F)(Q\(QUQ)),

entao

d<I_FJQ7y>:d(-[_F7Ql7y)+d(I_F7927y)a

(d3) (Invariancia por homotopia) Seja H : [0,1] x Q — X compacta e y : [0,1] — RV
continua com

y(t) & (I = H(t,-))(09) em t € [0, 1],

entao d(I — H(t,-),Q,y(t)) € constante para todo t € [0,1].

A aplicacgao d é chamada grau de Leray-Schauder.

Neste trabalho usamos os seguintes resultados:

Teorema A.7 Baseado em (d1)-(d3), o grau de Leray-Schauder tem as sequintes pro-
priedades:

(d4) Se d(I — F,Q,y) # 0 entio f~1(y) # 0;

(d5) d(I—G,Q,y) = d(I—F,Q,y) para G € K(Q)NB(F,r) ed(I—F,(,-) é constante
em B(F,r), onde r = dist(y, (I — F)(0R)). Ainda mais d(I — F,€Q,-) é constante em
cada componente conexa de X \ (I — F)(09Q);

(d6) d(I — G, y) = d(I — F,Q,y) sempre que G |so= I |oo;

(d7) d(I — F,Q,y) = d(I — F,Qq,y) para todo subconjunto aberto 2y de € tal que
y ¢ fQ\ ).
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A.4 Resultados de nao-existéncia de solucao positiva
para o problema (3.34) com § > p — 1.

As demonstragoes dessa segao sao devidas a [7] e [10].

Se u for solugao de
— (N ()P () = BN (r) em [rg, +00), (A.3)

entao u > 0.
Considere a fungao

M, (r) = rd'(r) + au(r) (A.4)

onder >0ea=——.
P

Note que quando integramos (A.3) de [rg, 7], obtemos
—rN 7 () P2 () > 0,

entao u'(r) < 0, para todo r > ry. Além disso, se para algum s > r > r, v/(s) = 0, ao

integrarmos (A.3) de r a s, temos
=N ()PP () < =TT ()PP ().

Logo

—rNHd () P72/ (1) < 0 para 7 € [rg, s].

Portanto,

u'(r) =0 para 1 € [rg,s].

Desse modo, concluimos que u é constante em [rg, +00) no caso em que M, é constante
e nao negativa ja que « é nao negativo, ou existe r; > rq tal que v/(r) < 0 para r > ry,
w(r) =0eu(r) = u(rg) > 0 para rg < r < r;. Assim, sem perda de generalidade
podemos assumir que u(rg) > 0, u/(ro) < 0 e u/(r) < 0 para r > ro. Entéo é claro que
u(r) > 0 para r > rg.

Derivando M, (r) em relagao a r

M! (r) =ru"(r) +

ou seja,
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Calculando a derivada em A.3 temos

_<N _ 1)7,N72’u/(,r)|p72u/(r) . (p . 1)7,N71|u/<r>’p—2u//<r>

v
o

=M () PPN = D (r) + (p = Dru ()] = 0
dividindo ambos os membros da ultima desigualdade pelo nimero positivo (p — 1)
—rN 72 () P2 o () + ru ()] > 0
donde M, (r) é nao crescente.
Afirmagao A.8 M, (r) € nao negativa.

De fato, suponha por absurdo que exista r; > 0 tal que M, (r1) < 0. Como M,(r)
¢ nao crescente

ru'(r) + au(r) < My(rq),

para r > rq, i.e.,
u'(r) + artu(r) < r 'M,(ry) para > 1.

Lembrando que u é nao negativa e integrando a desigualdade em [rq, 7], obtemos

r

u(r) —u(ry) < My(rq) In(—).

T

Assim fazendo r — 400, teremos u(r) — —oo o que é absurdo, pois u > 0, logo
My (r) =ru'(r) + au(r) > 0.
Agora considere o problema equivalente a (A.3)
(1) { —div [VulP?Vu = Blul"'u em Q= Bg(0)
onde 3 > 0.Temos o seguinte resultado

Teorema A.9 O problema (1) nao tem solugao radial positiva nao-trivial de classe

C*(RY\ {0}).

Demonstragao:
Suponha por contradicao que existe u solucao radial positiva nao-trivial da equagao

(1), entao u satisfaz

(NP = N (), = e > 0 (4.5)

£(0) = 0. (A.6)
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e note que v’ < 0.

Integrando (A.5) em (r,t) obtemos
t
N )P N () PR (r) = / sV Bul (s)ds. (A7)

Desde que tu/(t) + au(t) > 0 segue que a fungdo r*u(r) é nao decrescente, ou
seja,
ru(r) < s%u(s) s>r

assim,

SN—IUJ(S) — ud(s)sw—l—éas—v—dasN—l
— (Sau<8)>5578N7176a77
> réaué(r)r'ystlféaf'y

Substituindo a tltima desigualdade em (A.7)

t
tN_llu/(t)‘p_l+TN_1|U/(T>|p_2U/(7’) > ﬁrfy—&-&aué(?n)/ SN—l—éa—de

(tN—cioz—W o rN—da—v)

tN_l / ¢ p—1 _ y+da, & N—-1y,/ p—1
P = () s Y )
’Y+5au5(r>
thl (¢ p—1 BT théaf'y _ wN—-da—y )
e pN=8e)

Ainda por tu/(t) + au(t) > 0 por v'(r) <0

ou seja,
Q !/
u(r) = (1)
logo,
/ p—1 Br7+§au6(r) —N+4+1/4N—-da—vy N—da—
' (t)] > mt (t - )
_ +doa, 0
(%>p ! u(r)pfl > ]ﬂ\:’)’ 5 u (T> thJrl(théaf'y o TNféocf'y)
dar,, 0
oP lu(,r,)p—l > ]B\/?j’y+5 u (T’) tp—N<tN—6a—'y . TN—(;O[—’V)
+da o—p+1
ap—l 57/)/ U(T) P tp—N(tN—(Sa—'y o /,«N_(SO‘_’Y).

>
- N —da — 7
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Assim
Y+da o—p+1p—N
6T Nu(i;) t (th(Saf'y . T,Nféaffy) < Cl- (A8)
Note que
N — —1-94
N_(;a_,y:( p)(p ) _ ..

pp—1)
Ao considerarmos t = 2r em (A.8) obtemos

d—p+1
ﬁu(r) b 2p—NTp—N+5a+'y((2r)N—6a—7 o TN—(Sa—'y)

>

G =z N —da—v
5—
_ bje)“(;) P 2p—NTp—N+5Oc+’Y(2N—5a—’y o 1)TN—6a—'y
d—p+1
_ Jiu_(rga a 72[,,1\7740(21\/7@ —1)
— 6 ( >6fp+1 D 2p_N (1 o 2N76a7'y)
u(r r “(N —da—7)

donde
Bu(r)? PP (1 — 2Ny <

e portanto para r > ro > 0

u(r) < Cs— (A.9)

ro—p+1

Multiplicando a equagao (A.5) por ru’ e integrando por partes em (0, R) o lado

esquerdo da igualdade
R
[0ty s)as =
0

R R
= —RNIW(R)P —i—/ sV (s)|Pds —l—/ s (s) [P (s)ds
0 0

R RN N R
= —RY[W(R)| +/ sV (s)[Pds + — U/ (R)|P — = sV (s)|Pds
0 p P Jo
1— N — R
—_ ( p)RN|U,/(R)|p _ ( p) / SN_1|UI(S)|pdS.
p p 0
Portanto
f (1—p) (N—p) [*
BsNul (s)u/ (s)ds = —=RN|u/(R)|P — —/ sNHu/(s)[Pds (A.10)
0 p p 0
Mas
R
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logo,

/OR Br¥ul (r) (r)dr = ?f;];u‘sﬂ(]%) — —5((-;\:—_17) /OR N T (Y dr

B R
_ _5 1 / ,yr’y—er—’yqu-l(r)dr
0

ou seja,

R R
Br¥ul (r)u (r)dr = @u‘sﬂ(R) — —5((];\:__17) /0 rN R0 () dr

R
- —5—?—1/ ()Nl (rYdr (AL1D)
0
Observando que
N—-—p N-—vy
p  d+1

por (A.10) e (A.11) obtemos

R RN —1
Fﬁl/o (r) PN WO () dr = %UHl(R) + (ppf)RN’u/(R)‘p

N-—-p f N—1y, 1 f N—1p, 6+1
+ W T () |Pdr — r T BT (r)dr | (AL12)
0 0

Multiplicando (A.5) por u e integrando por partes em (0, R) temos,
R R
/ N (r) [Pdr — / N 3u T (r)dr = RN W (R) P2 (R)u(R). (A.13)
0 0

Substituindo (A.13) em (A.12) e multiplicando a igualdade por p

ﬁp R«//N—yé—i—l d_ﬁpRN(H-lR 1RN’RP
mo(r)r u (T)T——5+1 u’(R)+ (p— )R W' (R)|

+ (N = p)RY ' (R) P70/ (R)u(R)  (A.14)
Sendo u positiva e,
R R
/ (r7)'rN_7u5+1(7’)dr > MIRN_W/ (r?)dr,
0 0

segue que o lado esquerdo da igualdade (A.14) é positivao e maior que uma constante

N(p—1)+p

M para R grande, ja que de § < N

Por outro lado, de (A.9),

segue que v > 0.

Bp N 541 Bp N 1 1
mR U+ (R) S (5+1R O4R§Ss:;2 =C p(3+1)

Ri-p+1
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portanto,
Bp N § 1 T
—— RV R) < C | =
g1 () < R
logo para R grande 327 RNb(R)u’*'(R) fica proximo de zero. Além disso, percebemos
que

(0= DR (R)]” + (N — p)RY |/ (R)"~*u/ (R)u(R) =

N-p (R)] < 0.

(p = DRV (R)P~*u/(R)[Ru/(R) + Sl <

Consequentemente o lado esquerdo da igualdade (A.14) nao pode ser maior que
uma constante M para R grande. Portando o problema (1) ndo possui solugao radial

positiva nao trivial.

Teorema A.10 Considere o sequinte problema

—(rN Y P 2u) = e N P2 emr >0
uw'(0) =0, u(0) =1.
Se ¢ € uma solugao do problema dado, entao ¢ € oscilatoria, isto €, dado r > 0, existe

um T > 1 tal que ¢(1) = 0.

Demonstracao:
Suponhamos por contradicao, que ¢ nao seja oscilatoria, isto é, para algum ry > 0
¢ nao se anula em [rg, c0). Defina

)
o(r)

¢'(r)
¢(r)

Derivando w em relacao a r temos

N-1

w(r)=r r € [ro, +00).

/ _ _T,Nfl o o qb/(T)w r
w/(r) = =150

e note que

)
o(r)

Logo w satisfaz

P wm)l oy w())”
pRECEnED,

/ . |w(7")’p/ N-1 N—-1 _
w'(r)+(p—1) Syt YT =0 1 € [ro, +00). (A.15)



Integrando (A.15) de rg a t > g
¢ ' N N
[w(r)[? AL
w(t) + (p — 1)/ —T(p,_l)(N_l)dr =-% - N + w(ro).

0

Em particular, observamos que
[w(t)] = —w(t) = Ot

para C' > 0 e t grande.
Defina
fw()”
k() = / e
De (A.17) e (A.18) segue que
k(t) > ét? =N
para t grande e algum ¢ > 0.

Por outro lado de (A.16) obtemos

assim,

/
1y — __w(m)l?
e como k (t) = - D(N-D)

(p— 1P k(t) < t®-DE=DE/(t) para t grande.

ou ainda
1 < E'(t)
tW=DIN=1) = (p — 1P k(t))

Integrando a ultima desigualdade de t a s > t temos

5 1 1 - 1 1
k)1 k(sP-1) = (@ DE-D1  s@-DE-D-1

para algum B > 0 e ¢, s grandes.

Fazendo s — 400 em (A.20) e notando que k(s) — +o00, concluimos que

k(f) < AMO DRI

o que contraria (A.19).
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(A.16)

(A.17)

(A.18)

(A.19)

(A.20)



Apéndice B
Autovalores do p-Laplaciano

Usaremos o método de shooting estudado no Capitulo 1 para determinar os auto-
valores do p-laplaciano em dimensao 1. Para tanto consideremos o seguinte problema

de autovalor para o p-laplaciano.

—(lw'P72u’) = Au[P~?u em (0,1)

u(0) =u(1) =0,

(P)

Os autovalores de (P), sdo os nameros reais A, tais que (P) tem solugdo ndo nula
e a solu¢do associada sdo chamadas autofungdes de (P). Por um calculo simples,
observamos que (P) so tera solu¢ao nao-trivial quando A > 0. De fato, Seja u uma

solugao nao trivial de (P), entdo multiplicando a equagdo em (P) por u
— ([ P20 u = MNulP~2un
="~ u = Alul?

Integrando por partes de 0 a 1

1 1
= [y = [
0 0
1 1
- [ yu=a [l
0 0

Por outro lado
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Implicando em
Ly 1
1
Jo lul?

mostrando que os autovalores de (P) sao positivos para solugoes nao-triviais. Agora

>0

partiremos para os célculos que nos permitirao definir os autovalores de (P) e respec-
tivamente suas autofungoes (solugoes) associadas.
Como utilizaremos o método de shooting, considere a fungao do Capitulo 1 dada
por
f(s) = A|s|P~2s, (B.1)
logo
F(s) = /S f(t)dt = M.
0 p
Considerando em (P); a funcdo (B.3), notamos que f satisfaz a propriedades (f;) e

(f2) dadas no Capitulo 1, assim concluimos que as tnicas solu¢oes do problema

—(luP2u)" = AulP~?u

u(0) =0, v (0)=a#0

(P)

sao {—u,u}, onde u(2kf(a, \)) = 0, k € Z. (cf. proposi¢ao 1.2) Além disso tinhamos
que

Lo
O(a, \) = /0 (P — \p*F(s))"V/Pds

e neste caso, para s € (0, {)

fo ds
O(a, \) = /0 (P — )\%Sp)l/p

_ 1/p
€0<aa )‘) =« (pTl) s

ja que {y(a, A) é o primeiro zero positivo da fungao R dada em (2.1).

Observando que % = zﬁ’ por (2.12) temos
1
f()dS
Ola, \) = /
R A T VG
L a(z)”
- /0 (P — ﬁ(apsp (P_l)p)l/p

B p—1 l/p/l ds
- @ Y o (ap —apsp)l/p’
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Consequentemente,

Como queremos solugoes que satisfagam u(0) = u(1l) = 0, pelo Teorema 2.1,

existe vy € (0,400) tal que

para algum k € Z. Dessa forma

p—11”/1 ds 1
A o (1—sp)lp 2k
Assim os autovalores para os quais (P) tem solugao sao da forma
1 1/p
ds
A= (2k(p-DV? | ————— .
=D
Contudo, quando p = 2, fazendo na integral acima a substitui¢ao trigonométrica
s = cos(0), 0<0<m/2

obtemos,

™2 sen(f)
sen?(0)

0 —
/ _zsenl®) 4 i
72 /1 — cos(6)
w/2

de

I
NI S— S—

o que nos motiva a definir, quando p > 2,

1
T 1/p ds

— = (p-1 —_—.
r =00 [

Nestes termos

AP =kn,  keN
Assim,

1—sp

1 P
ds
denota o k-ésimo autovalor do p-laplaciano. Fazendo um paralelo as solugoes do prob-

lema de autovalor do laplaciano definimos as autofunc¢oes do p-laplaciano como
ui(t) = Cseny(kmpt),

onde C' # 0 é uma constante real arbitraria.
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Baixar livros de Literatura

Baixar livros de Literatura de Cordel
Baixar livros de Literatura Infantil
Baixar livros de Matematica

Baixar livros de Medicina

Baixar livros de Medicina Veterinaria
Baixar livros de Meio Ambiente
Baixar livros de Meteorologia
Baixar Monografias e TCC

Baixar livros Multidisciplinar

Baixar livros de Musica

Baixar livros de Psicologia

Baixar livros de Quimica

Baixar livros de Saude Coletiva
Baixar livros de Servico Social
Baixar livros de Sociologia

Baixar livros de Teologia

Baixar livros de Trabalho

Baixar livros de Turismo
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