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Resumo

O fenomeno do colapso gravitacional e a estrutura de estrelas relativisticas sao de
grande importancia em astrofisica desde a formulacao da relatividade geral. Alguns tra-
balhos mais recentes revelam avancos importantes em nosso entendimento da formacao de
estruturas tais como buracos negros e singularidades nuas e do comportamento de fluidos
exoéticos tais como matéria e energia escura, incluindo aqui os fluidos fantasmas.

A complexidade do estudo do colapso gravitacional esta relacionada a existéncia de
poucas solucgoes analiticas disponiveis para estudo. Recentemente, solugoes auto-similares
das equacoes de campo de Einstein tém atraido grande atencao, nao somente pela possibil-
idade de serem estudadas analiticamente, simplificando o problema, mas também por sua
relevancia em astrofisica.

Neste trabalho, estudamos o colapso gravitacional do fluido anisotrépico com auto-
similaridade do segundo e primeiro tipos em espagos-tempos (2 + 1)-dimensionais, com
simetria circular. Impondo as equagoes de estado p, = 0 e py = wp, onde p determina
a densidade de energia e p,, py as pressoes nas direcoes radial e tangencial do fluido,
mostramos que, para solugoes com auto-similaridade do segundo tipo, ha duas distintas
familias. Uma delas é representada unicamente por fluido de poeira, neste caso todas as
solugoes para as equagoes de campo de Einstein sao encontradas e suas propriedades locais
e globais sao estudadas em detalhes. Algumas delas podem ser interpretadas como um pro-
cesso de colapso gravitacional, em que singularidades nuas e buracos negros sao formados.
Para a outra familia de solucoes, temos um modelo cosmoldgico, com expansao acelerada,
que comega em uma singularidade inicial (f = 0), com todas as condig¢oes de energia sat-
isfeitas. Nosso propésito foi investigar o papel da nao-homogeneidade na aceleracao do
fluido.

Na intencao de estudar as solugoes com auto-similaridade do primeiro tipo, mostramos
que existe uma solugao que representa um processo de colapso gravitacional, resultando em
uma estrutura final de buraco negro ou singularidade nua. Estas estruturas finais podem

ser constituidas de um fluido bem comportado ou fantasma.



Abstract

The phenomenon of gravitational collapse and the structure of relativistic stars is of
great importance in astrophysics since the formulation of general relativity. Some more
recent works has revealed important advances in our understanding of the structures for-
mation, as black holes and naked singularities and of exotic behaviour fluids, as dark matter,
dark energy, including here, phantom fluids.

The complexity of the gravitational collapse study is related with the relatively few
analitic solutions avaible for study. Recently, self-similar solutions of the Einstein’s field
equations has attracted a great deal of attention, not only because they can be studied
analytically through simplification of the problem, but also because of their relevance in
astrophysics.

In this work, we study the gravitational collapse of the anisotropic fluid with self-
similarity of the second and first kinds in (2+1)-dimensional spacetimes with circular sym-
metry. By imposing the equations of state p, = 0 and py = wp, where p denotes the energy
density, p, and py the pressures in the radial and tangencial direction of the fluid, we show
that, for the solutions with self-similarity of the seconde kind, exists two distinct families.
For one of the families, the only allowed solutions are the ones that represent dust fluid.
All such solutions to the Einstein’s field equations are found and their local and global
properties are studied in detail. It is found that some can be interpreted as representing
gravitational collapse, in which both naked singularities and black holes can be formed. For
the other family of solutions, we have an cosmological model with acellerated expansion,
which begins in a initial singularity (¢ = 0), with all the energy conditions satisfied. Our
proposal was to investigate the hole of the inhomogeneity on the fluid’s acceleration.

In order to study the solutions with self-similarity of the first kind, we showed that there
is a solution which represents a gravitational collapse process, resulting in a final structure

of black hole or naked singularity, which can be constituted by normal or phantom fluid.
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Capitulo 1
Introducao

Neste capitulo fazemos uma breve explanacao a respeito dos principais assuntos abordados
no estudo do colapso gravitacional, fenomeno no qual se baseiam dois capitulos originais
deste trabalho. E feita, entdo, uma apresentacao inicial sobre o colapso gravitacional,
seguida de uma descricao das simetrias de auto-similaridade e das condicoes de energia
que estarao presentes ao longo de toda essa tese, incluindo o capitulo que desvia-se do
colapso gravitacional para discutir alguns aspectos presentes na cosmologia moderna. A
partir da definicao das condicoes de energia caracterizamos fluidos de energia escura e
energia fantasma. Estabelecemos também as condi¢oes de juncao entre dois espagos-tempos

distintos e, por fim, apresentamos a organizacao geral do trabalho.

1.1 Colapso Gravitacional

Desde a formulacao da relatividade geral, o fendmeno do colapso gravitacional tem sido
considerado de grande importancia em astrofisica, atraindo a atencao de muitos cientistas.
Além deste, a estrutura de estrelas relativisticas também tém despertado tal interesse. Es-
tudos envolvendo o fenomeno do colapso gravitacional ja vinham sendo realizados, de forma
independente, desde o final do século XVIII por cientistas como Michell [1] e Laplace [2],
segundo uma visao newtoniana. Estruturas relativisticas foram estudadas primeiramente
por Schwarzschild, Tolman e Oppenheimer e Volkoff. Schwarzschild elaborou um modelo
tedrico de estrelas, que descrevia uma estrutura de densidade uniforme e para isso con-
siderou solugoes analiticas [3]. Tolman considerou um sistema de esferas estaticas de fluido
e estudou suas solugoes [4], que posteriormente foram utilizadas por Oppenheimer e Volkoff
no estudo do equilibrio gravitacional das estrelas de néutrons [5].

No final da década de trinta Oppenheimer e Snyder [6], trabalhando com um sistema

constituido por matéria neutra no estagio final de sua energia termonuclear, produziram as
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primeiras idéias a respeito da formacao de buracos negros, representando estruturas finais
do processo do colapso gravitacional. Mas foi na década de sessenta que o conceito de
buracos negros foi de fato estabelecido.

Os estudos realizados por Oppenheimer e Snyder [6] e Oppenheimer e Volkoff [5] demons-
traram que a partir de uma determinada quantidade de massa estelar, as solugoes para as
equacoes de campo de Einstein nao se apresentam na forma estatica, ou seja, o fluido
colapsaria até formar uma singularidade, sem que nada pudesse dete-lo. As equagoes de
campo de Einstein estabelecem uma relacao do campo de matéria, definido como o tensor
momento-energia 7),,, com a geometria do espaco-tempo, que ¢ definida pelo tensor de

Einstein G .. Estas equacoes sao definidas como

G = KT, (1.1.1)

onde K = 87 é uma constante (daqui por diante fazemos a constante gravitacional G e a
velocidade da luz ¢ iguais a um).

No processo de evolucao estelar o fator determinante na vida da estrela é sua massa, de-
pendendo de quao massiva ela for, podera perder maior quantidade de energia por segundo
e evoluir mais rapidamente. No inicio de sua formacao, a estrela se mantem em equilibrio,
balanceando a pressao de radiacao emitida por ela, quando ocorre a conversao de elementos
mais leves em elementos mais pesados no ntcleo, com a pressao de suas camadas mais ex-
ternas. Esta forma de equilibrio garante, dependendo da massa da estrela, sua estabilidade.
Durante a maior parte de suas vidas, as estrelas convertem hidrogénio em hélio, e a pressao
de radiagao emitida pela conversao é compensada pelo peso das camadas mais externas da
estrela. Quando o hidrogénio é totalmente convertido em hélio, as camadas mais externas
da estrela sao atraidas pela auto-gravitacao e comprimem o ntcleo, aumentando sua tem-
peratura. A partir de determinada temperatura dé-se inicio ao processo de conversao de
hélio em oxigénio e, seguindo o mesmo caminho, outros elementos vao sendo produzidos.

De acordo com a massa da estrela, o processo de sucessivos estagios de equilibrio pode
ser interrompido dando origem ou nao a um sistema estavel. A estrutura final que podera
se formar, depende da massa, momento angular e do campo eletromagnético da estrela.
Por exemplo, para massas da ordem de 1.0 a 1.5 massas solares, teremos a contragao com
ejecao de matéria, que terminara dando origem a uma estrela ana branca. No caso de
massas de 1.3 a 2.7 massas solares, o processo possibilitara o surgimento de uma estrela de
néutrons. Para estrelas com limites maiores que os mencionados, o processo de contracao
nao pode ser interrompido e continuard até que seja formada uma estrutura final chamada

singularidade, significando que a evolucao de geodésicas no espaco-tempo nao podera ser



13

estendida para além daquela regiao e que um ou mais escalares de curvatura divergird nesta
regiao.

O estagio final de uma estrela massiva ainda representa um problema nao resolvido em
relatividade geral e astrofisica relativistica. Estudos sobre colapso gravitacional nos levam
a considerar a existéncia de uma singularidade gravitacional na ultima fase deste tipo de
estrela. No entanto, os teoremas da singularidade nao apontam necessariamente para a
formacao de singularidades cobertas, ou seja, buracos negros, o que nos permite considerar
a existéncia de singularidades nuas. Um buraco negro nao pode ser visto por observadores
distantes, por outro lado as singularidades nuas seriam visiveis para estes observadores e
dadas as dificuldades na obtencao de uma solugao geral das equagoes de campo de Einstein,
que as represente, ainda nao podemos afirmar se a relatividade geral admite a formacao
destas estruturas ao final do processo de colapso. A singularidade nao seria visivel para um
observador distante se ela estivesse coberta por uma ou varias hipersuperficies, chamadas
de hipersuperficies de aprisionamento. Estas hipersuperficies sao formadas no decorrer do
processo de colapso gravitacional de um sistema composto por matéria fisicamente razoavel.
O limite externo ao da regiao aprisionada, ou seja, sua camada mais externa, é definido
como horizonte aparente. Dos teoremas mencionados anteriormente, os de Hawking e
Penrose [7] afirmam que, se o horizonte for formado, havera a formagao de singularidade,
mas a formagao de singularidade nao implica necessariamente na formagao do horizonte,
ou seja, nao existe uma proibicao para a formacao de singularidade nua. Mas existem
situagoes em que mesmo que hipersuperficies de aprisionamento fossem formadas, nao
cobririam necessariamente a singularidade. Este pode ser o caso de uma estrela esférica
que colapsa, formando uma singularidade antes de seu contorno entrar completamente no
raio do horizonte aparente. Trabalhos recentes tais como as solugoes de Vaidya de poeira
nula para radiagoes implodindo [8], solugoes de poeira de Tolman-Bondi [9, 10], e o colapso
auto-similar em relatividade geral [11], vém mostrando a ocorréncia de singularidades nuas
ao final do processo de colapso.

Uma singularidade nua eventualmente influenciaria o resto do espago-tempo, nao preser-
vando a previsibilidade das leis da fisica, o que nao acontece com uma singularidade coberta,
ao menos no espago-tempo fora do horizonte. Foi provado por Hawking e Penrose [7]
que o aparecimento de singularidades se dd em qualquer simetria do espago-tempo, en-
tretanto seus teoremas sobre singularidade somente provam a incompleteza das geodésicas
no espaco-tempo e nao dizem nada sobre detalhes das caracteristicas da singularidade. A
possibilidade de formacao de estruturas como a singularidade nua é ainda uma questao in-
trigante, e considerando-a, Penrose [12] propos a chamada conjectura de censura césmica.
Esta conjectura representa um dos mais importantes problemas nao resolvidos em relativi-

dade geral. A conjectura é frequentemente levada em consideracao na analise do fenomeno
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critico em estudos de campos gravitacionais fortes. Existem duas versoes desta conjec-
tura. A versao fraca afirma que todas as singularidades estao escondidas dentro de buracos
negros. A versao forte afirma que a singularidade nao poderia ser vista nem por obser-
vadores localizados dentro do horizonte aparente, e estes nao poderiam ser influenciados
causalmente por ela.

Singularidades cobertas e singularidades nuas tém propriedades tedricas e observacionais
muito diferentes, mantendo em comum a particularidade de se formarem no final de um
processo de colapso gravitacional. Trabalhos sobre colapso, que vém sendo realizados ha
anos, mostram que o surgimento de tais estruturas guardam uma relacao direta com a
escolha da densidade inicial e da distribuicao de velocidade do fluido da estrela, quando
levamos em consideragao determinadas equacgoes de estado.

Durante o processo de formacgao dos buracos negros e das singularidades nuas podem
surgir sutis fronteiras no espago de fase, de modo que, préximo a elas, possam ocorrer
distintas evolucoes temporais qualitativas dos dados iniciais. O estudo da evolucao desses
dados, em torno dessa fronteira, é feito a partir da teoria de sistemas dinamicos. A in-
variancia de escala nesta fronteira, evidenciada na formacao de buracos negros, leva a uma
lei de poténcia para a sua massa. Fatores como invariancia de escala, universalidade e
um perfil de lei de poténcia caracterizam o fenomeno critico. Em 1993 Mattew Chop-
tuik [13], desenvolvendo métodos numéricos avangados, verificou, estudando o colapso de
uma distribuicao de um campo escalar sem massa, que o fendomeno critico esta presente
no colapso gravitacional de sistemas esféricos, assim como ocorre nos modelos da fisica
estatistica. Posteriormente o fenomeno critico foi ainda encontrado no colapso gravita-
cional de outros campos de matéria, mostrando o carater universal da solugao critica e sua
auto-similaridade. Existem dois tipos de colapso critico, o colapso do tipo II e o colapso
do tipo I. No primeiro caso todas as solucoes criticas apresentam auto-similaridade dis-
creta (ASD) ou auto-similaridade homotética (ASH). No segundo caso as solugdes criticas
nao apresentam nenhuma das duas auto-similaridades. Solugoes esfericamente simétricas
com auto-similaridade continua sao mais faceis de analisar, sendo possivel simplificar as
equacoes de campo, reduzindo-as a um sistema de equacoes diferenciais ordinarias. Ainda
assim o estudo analitico destas solugoes continua sendo muito complicado. Na intencao de
facilitar o estudo do colapso, alguns autores tém proposto trabalhos em espacos-tempos de
menor dimensao [23, 24, 48]. Aqui seguindo seus passos, trabalhamos com espagos-tempos

(2+1)-dimensionais.
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1.2 Auto-Similaridade Cinematica

O interesse inicial por modelos auto-similares, se deve ao fato destes simplificarem equacoes
que governam determinados tipos de sistema, reduzindo frequentemente sistemas de equa-
¢oes diferenciais parciais a equacgoes diferenciais ordinarias. A auto-similaridade foi uti-
lizada primeiramente em relatividade geral por simplificar o complexo sistema de equagoes
de campo de Einstein, dado pelas equagoes (1.1.1). Num espago-tempo 4-dimensional,
estas equagoes constituem um sistema de dez equagoes diferenciais parciais nao lineares,
cujas variaveis sao as 4 coordenadas independentes do espaco-tempo. Foi observado que
a auto-similaridade esta relacionada com a rapida expansao ou com o rapido colapso, o
que representou mais uma motivagao para o uso de solugoes auto-similares em relatividade
geral.

Ainda que sejam solugoes particulares, as solugoes auto-similares geralmente descrevem
o comportamento assintético intermediario do sistema, em regides em que uma solugao
nao depende em detalhes das condigoes iniciais e de fronteiras. Solugoes auto-similares
representam solugoes de problemas degenerados em que todos os parametros dimensionais
constantes, incluindo as condicoes iniciais e as de fronteira, somem ou se tornam infinitas. A
expansao do universo a partir do Big Bang e o colapso de uma estrela até a formacao de uma
singularidade, devem exibir auto-similaridade, ja que é esperado que as condicoes iniciais
ou limites, nao sejam consideradas na analise. As equacoes diferenciais, que sao invariantes
sob transformacoes de escala das variaveis independentes, possuem solugoes com a mesma
propriedade. Estas sao as chamadas equacoes auto-similares. Estas transformagoes formam
o grupo de Lie. A transformacao infinitesimal do grupo de Lie define o gerador infinitesimal
e determina os invariantes da agao do grupo, que representam os invariantes das equacoes
diferenciais. Em uma visao geométrica, a auto-similaridade revela uma invariancia na
distribuicao espacial das caracteristicas do movimento, permanecendo similar a ela mesma,
todo o tempo. Cahill e Taub [14] foram os primeiros a estudar solugoes auto-similares em
relatividade geral. Eles trabalharam com uma distribuicao esfericamente simétrica de um
fluido perfeito, dentro de um contexto cosmoldgico, cujo tensor momento-energia ¢ dado

por

T/u/ = (P +p)u,uuzz — PYuv, (1'2'1)

sendo u* o vetor 4-velocidade do fluido, p a pressao, p a densidade de energia e g,,, o tensor
métrico. Assumindo uma solucao formada por varidveis dependentes, que sdao funcgoes
de uma unica combinagao adimensional de r e t (ou seja, a solugdo é invariante sob a

transformagao ¢ = at, ¥ = ar, para qualquer constante a) e que o modelo nao contém
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outras constantes dimensionais, foi mostrado que uma auto-similaridade de primeiro tipo,
pode ser formulada tendo como base um vetor homotético. Cahill e Taub [14] mostraram,
que em um dado espago-tempo, um campo de vetores préprios homotéticos &, apds uma

transformacao de escala por uma constante, satisfaz a condigao

££g,uz/ = Qg,uzz; (122)

aqui g, ¢ a métrica e £¢ é a derivada de Lie ao longo do campo vetorial §. Da equacao
(1.2.2) temos

£¢G, = 0. (1.2.3)

Para a auto-gravitagao de um fluido perfeito, com auto-similaridade do primeiro tipo,
temos a partir das consideragoes dimensionais, que as quantidades fisicas se transformam

de acordo com

Leut = —u (1.2.4)

Lep=—=2p , Lep=—2p. (1.2.5)

A partir das equagoes (1.2.4) e (1.2.5) temos que

£¢T,, =0, (1.2.6)

em acordo com as equacoes de campo de Einstein. Para estes espacos-tempos as equacgoes
(1.2.4) e (1.2.5) implicam que todas as quantidades se transformam de acordo com suas
respectivas dimensoes, entao auto-similaridade geométrica e auto-similaridade fisica coin-
cidem. A auto-similaridade geométrica e a auto-similaridade fisica indicam que os termos
geométricos e as quantidades fisicas permanecem similares a eles mesmos, equagoes (1.2.4)
e (1.2.5) respectivamente, ap6s uma transformacao de escala. Solugoes auto-similares do

primeiro tipo tém sua existéncia relacionada as leis de conservacao e a invariancia do
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problema com respeito ao grupo das transformacoes de similaridade de quantidades com
dimensoes independentes, isto faz com que elas apresentem, de forma implicita, uma certa
regularidade do processo limite na passagem do regime original para o auto-similar. Em
geral existem solugoes cujas expressoes para as variaveis auto-similares nao sao determi-
nadas unicamente por andlise dimensional, como no caso de solugoes do primeiro tipo,
estas solucoes sao as solugoes de segundo tipo, cujas constantes dimensionais nao sao de-
terminadas pelas leis de conservacao [20]. Colocando de uma forma mais geral, a auto-
similaridade se refere a situagao em que um sistema nao esta restrito a ser invariante sob
a agao de grupo relevante, mas sofre apenas uma nova escala de forma apropriada [20].

Nos casos em que existem constantes d;, tais que

Ledly = didly, (1.2.7)

para cada campo fisico independente ¢%, onde os campos ¢’ podem ser escalares, vetoriais
ou tensoriais, um campo vetorial ¢ é definido como gerador auto-similar. No trabalho de
Cahill e Taub (1971) [14], a prépria métrica satisfaz a equagao (1.2.7), para a garantia da
auto-similaridade geométrica, com & sendo um vetor homotético, correspondendo a auto-
similaridade do primeiro tipo. Caso exista a possibilidade da métrica ser decomposta de
forma fisica e covariante, deve-se tomar as condigoes em que cada componente, proveniente
desta decomposigao, satisfaz a equagao (1.2.7), em substitui¢ao a condi¢ao estabelecida para
a auto-similaridade do primeiro tipo. Assim como no caso do tensor métrico, os campos
fisicos, que compoem o tensor momento-energia, podem satisfazer a equagao (1.2.7) e assim
manter a auto-similaridade.

Fazendo comparagoes com auto-similaridade newtoniana em um meio continuo, Carter
e Henriksen (1989) [15], chegaram a nogao covariante de auto-similaridade cinemética no
contexto da mecanica do fluido relativistico. A auto-similaridade também tem sua origem
no fato de que a métrica de um fluido pode ser unicamente decomposta, ou seja, para
um fluido, por exemplo, a decomposi¢cao pode ser feita em termos do tensor projecao e da

4-velocidade. A condigao

Leu, = ouy, (1.2.8)

deve ser satisfeita por um vetor auto-similar cinemético &, onde o é uma constante, ou
seja, £ ¢ um gerador auto-similar cinemdtico continuo com respeito ao fluxo u,. O tensor

projecao deve satisfazer a condigao
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Lehyy = 2Ny, (1.2.9)

o tensor projecao representa a projecao da métrica em um espago 3-dimensional ortogonal
a u®(ou seja, no referencial do observador comével).

O valor atribuido a constante «, nas equagoes (1.2.8) e (1.2.9), estabelece diversos casos,
e 0s principais sao:
(i) a =0, neste caso as equacoes (1.2.8) e (1.2.9) sao similares a £¢g,,, = 0, correspondendo
as equacoes de Killing, sendo & um vetor de Killing, equivalente a auto-similaridade do tipo
ZEro;
(i) a =1, com & sendo agora um vetor homotético e as equagoes (1.2.8) e (1.2.9) equi-
valentes a £L¢g,, = 2g,.,, depois de uma normalizagao do vetor £, correspondendo a auto-
similaridade do primeiro tipo;
(iii) a # 1,0, aqui £ é um vetor associado a uma auto-similaridade prépria, correspondendo
a auto-similaridade do segundo-tipo, que apds ser normalizado, leva as equagoes (1.2.8) e
(1.2.9).

Para o caso de similaridade do primeiro tipo, no contexto de simetria esférica, sao
reveladas quantidades fisicas, que sao fungoes de uma tnica varidvel independente Z = r/t.
O gerador auto-similar geral para esta mesma simetria, em coordenadas comoveis com o

fluido foi mostrado ser [15]

0

0 0
e = (at — — 1.2.10
g = (at+ )+ (12.10)
com o fluido representado pela métrica
ds® = e2°dt* — e*dr? — r2S%dO?, (1.2.11)

onde dQ = 0* + senb?*d¢* e ¢, 1) e S representam funcoes da coordenada auto-similar Z.
Aqui o raio geométrico é dado por R = rS e as equagoes diferenciais de campo se reduzem
a um sistema de equacgoes diferenciais ordinarias. O parametro « é o fator constante de
proporcionalidade entre as taxas de dilatagao das escalas de comprimento e escalas de
tempo. Quando a = 0, caso de auto-similaridade do tipo zero, hé a dilatacao espacial sem

uma dilatacao temporal, e 3 pode sofrer uma nova escala para a unidade, o que nos leva a

Z =re". (1.2.12)
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Casos como este foram estudados por Henriksen, Emslie e Wesson [16]. No caso de o # 1,0,
auto-similaridade do segundo tipo, £ nao é homotético e as novas escalas relativas do espaco
e do tempo em &, nao sao as mesmas. KEste é o caso mais geral onde [ sofre uma nova

escala para zero, sendo a coordenada auto-similar dada por

Z =r(—t)=. (1.2.13)

Estes casos foram estudados por Lynden-Bell e Lemos [17] e mais tarde detalhados por
Carter e Henriksen [18]. No caso especifico de auto-similaridade do primeiro tipo, quando

a =1, # pode sofrer uma nova escala para zero e

— (1.2.14)

que representa um caso particular da auto-similaridade do segundo tipo, ainda que a fisica
nao seja a mesma para ambos os casos. Para este tipo de auto-similaridade, no caso das

coordenadas r e t passarem por uma nova escala, como por exemplo

t = at (1.2.15)

r' = ar, (1.2.16)

sendo a = constante, a coordenada Z permanece inalterada, comportamento que outros
tipos de auto-similaridade nao apresentam.

Recentemente, solugoes auto-similares das equacgoes de campo de Einstein tem atraido
grande atencao, nao somente por favorecerem um estudo analitico, através da simplificagao
do problema, mas também por causa de sua relevancia em astrofisica [19, 20] e fenomeno
critico no colapso gravitacional [21, 22].

Solugoes auto-similares tém sido estudadas em vérios espagos-tempos [23, 24]. Em par-
ticular, foi considerado um campo escalar sem massa em espagos-tempos (241)-dimensionais
circularmente simétricos com auto-similaridade cinematica de segundo tipo no contexto da

teoria de Einstein, e encontradas todas as solugoes [25]. A investigacao de suas propriedades
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locais e globais revelaram que algumas delas representam o colapso gravitacional de um
campo escalar sem massa, em que buracos negros sao sempre formados.

Como ja foi mencionado anteriormente, a solugao critica pode apresentar auto-similarida-
de discreta, auto-similaridade continua, correspondente a auto-similaridade do primeiro
tipo, ou nenhuma auto-similaridade. Para os primeiro e segundo casos, cujas solucoes
apresentam auto-similaridade discreta e continua, buracos negros sempre se formam com
massa tendendo a zero. Este é o chamado colapso do tipo II. Quando solugoes criticas
nao apresentam nenhuma das duas auto-similaridades, buracos negros sao sempre formados
com massa finita, representando o colapso do tipo I.

Na proxima secao apresentamos as condicoes de energia, nas quais nos baseamos para
verificar se as solugoes matematicas obtidas das equacoes de campo de Einstein representam

fluidos bem comportados ou fluidos de energia escura ou de energia fantasma.

1.3 Condicoes de Energia

E fisicamente razoavel que a densidade de energia de um campo de matéria, medida por
qualquer observador, seja nao negativa. Esta é a primeira condicao, que garante a existéncia
de fluidos fisicamente aceitaveis. Conhecida como condicao de energia fraca, ela impoe que

a densidade de energia medida por um observador com 4-velocidade £ satisfaca a equagao

T,, "¢ > 0, (1.3.1)

para todo vetor tipo-tempo ou tipo-nulo, onde £ é a 4-velocidade. O campo vetorial &,
assim como todo campo vetorial, é definido pelas tangentes as curvas de uma congruéncia de
curvas (familia de curvas), localizada em uma dada sub-variedade S, esta estando contida
em uma variedade W. Por cada ponto P, pertencente a S, passa uma tunica curva da
congruéncia desta familia. Aqui o campo vetorial £# pode ser normalizado a unidade,
§#€, = +1, se admitirmos geodésicas suaves do tipo-tempo, parametrizadas pelo tempo
préprio 7.

A condigao conhecida como condicao de energia forte, ou de convergéncia tipo-tempo,
tem sua origem em uma equacao que define a taxa de variacao da expansao ao longo das

curvas geodésicas na congruéncia, a equagao de Raychaudhuri, que é dada por

o 1
V= = =2 = 00w, — Ry (1.3.2)
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sendo 6 a expansao, o*” o cisalhamento e w"” a tor¢ao da congruéncia. O ultimo termo do

lado direito da equacao esta associado ao campo de matéria através da expressao

Rub"€" = (T = 5Tou)6"€" = T+ 5T (1.8.3)

Para que possamos assegurar a convergencia das geodésicas tipo-tempo ou tipo-nulas
na congruéncia sob efeito de matéria bem comportada, o que seria bem razoavel, o termo
R, 1€ deve ser positivo, contribuindo negativamente para a taxa de expansao, o que nos

leva a condi¢ao de energia forte, dada pela equacao

1
Tu'¢" > —3T. (1.3.4)

A condigao de energia forte (1.3.4) é fisicamente mais restritiva que a condi¢ao de energia
fraca (1.3.1), e a primeira nao inclui a segunda.

Existe ainda a condi¢ao de energia dominante, que assegura que a velocidade da luz é
sempre maior do que o vetor local do fluxo de matéria [26]. Para que esta condigao seja
garantida , a pressao do meio nao deve exceder a densidade de energia. Aqui o 4-vetor fluxo
de energia de matéria, para um observador com uma 4-velocidade £#, é definido fisicamente
por —THEY que tem a diregao futura do vetor tipo-tempo &#, assim como ¢ visto pelo
observador, ou seja, este vetor é um vetor tipo-tempo ou tipo-nulo.

As trés condigoes apresentadas anteriormente equivalem as condicoes

p>0c p+pi>0 (i=1,23), (1.3.5)

para a condicao de energia fraca,

3
p+> pi>0e p+p; >0 (i=1,2,3), (1.3.6)

i=1
para a condicao de energia forte, e
p>0, p+pi>0¢e p—p; >0 (i=1,2,3), (1.3.7)

para a condicao de energia dominante. Note que a condicao p + p; > 0 aparece em todas

as condicoes de energia e é conhecida, particularmente, como condi¢ao de energia nula.
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Estas condicoes devem ser satisfeitas por um tensor momento-energia, que sempre pode ser

determinado por

T = ptuly + Pruy + p2yuys + P3zuz, (1.3.8)

onde {t" z# y* z'} é uma base ortonormal, com t* sendo um vetor unitédrio tipo-tempo,
p a densidade de energia e py, po e p3 as pressoes nas dire¢oes principais.

Até o final do século passado consideravamos fluidos fisicamente aceitaveis, apenas
aqueles que satisfaziam as condigoes de energia. No entanto, desde a descoberta de que
o universo estd expandindo de forma acelerada, foi necessaria a introducao de um novo
componente em sua distribuicao de matéria, a chamada energia escura, para garantir tal
expansao, no contexto da relatividade geral. Este componente tem uma grande pressao ne-
gativa e representa aproximadamente 2/3 do nosso universo, segundo dados observacionais,
que também revelam que o universo é plano e constituido de 1/3 de matéria escura. As
naturezas da energia escura e da matéria escura sao ainda desconhecidas, e muitos modelos
diferentes tém sido propostos, tais como, uma pequena constante cosmoldgica positiva, a
quintaesséncia [27, 28|, as branas DGP [29, 30|, os modelos F(R) nao-lineares [31, 32|, a
energia escura no universo de branas, entre outros [33, 34, 35, 36]; ver também outros
artigos de revisao [37, 38], e suas referéncias.

Na proxima secao apresentamos a energia escura e a energia fantasma como con-

seqiiéncias da violagao das condigoes de energia em um universo acelerado.

1.4 Definicoes de Energia Escura e Fluido Fantomico

A equacao de estado p = wp é assumida para o caso particular de modelos cosmoldgicos
homogéneos e isotropicos de Friedmann, onde as pressoes radial p, e tangencial py sao
iguais a p, que é a pressao isotrépica. O intervalo para w, em que dados observacionais de
supernovas estam em acordo com um universo expandindo aceleradamente, deve ser dado

por

w< —-. (1.4.1)

Entretanto, a condigao de energia forte (1.3.6), que se reduz a

p+3p>0, (1.4.2)



23

é violada, para este intervalo. Este comportamento sugere a existéncia de um estranho tipo
de energia, ja mencionada anteriormente como energia escura, permeando todo o espaco-
tempo, e contribuindo para a acelera¢ao do universo de Friedmann.

Energia escura é uma denominagao dada a fluidos, que violam a condi¢ao de energia
forte (1.4.2), como foi colocado acima, ja a energia fantasma é uma defini¢ao dada a fluidos
que, além de violarem esta condi¢ao, também violam a condicao de energia nula, mantendo
apenas a condicao em que a densidade de energia ¢é positiva, ou seja, p > 0.

No entanto, quando tratamos de fluidos anisotropicos, um cuidado maior deve ser
tomado, pois as condigoes de energia devem considerar cada um dos componentes de
pressao.

Neste caso, a condicao de energia nula se transforma em n inequacoes, dependendo da
dimensionalidade do espaco. Aqui, onde trabalhamos com espacos bi-dimensionais, temos
duas inequagoes e cada uma delas pode impor limites diferentes para a classificagao de um
fluido como sendo fantasma. Também a condicao de energia forte pode resultar em limites
totalmente distintos de w = —%, ja que a soma dos componentes da pressao, que podem ter
até sinais diferentes, é que é relevante. Ha inclusive a liberdade de construgao de modelos
com equacao de estado p, = wp ou py = wp, com o outro componente de pressao, py ou
pr, respectivamente, sendo determinado pelas equagoes de campo. E curioso que nestas
situagoes seja possivel encontrarmos fluidos que violam uma das condigoes de energia nula,
sem violar a condicao de energia forte. Situagoes como essa foram chamadas de energia

fantasma atrativa [39].

1.5 Condicoes de Juncao em Relatividade (eral

Por razoes que serao discutidas no capitulo 2, nao existe propagacao de campo gravitacional
fora da distribuigao de matéria, em espagos-tempos (2 + 1)-dimensionais. Isto implica na
inexisténcia de buracos negros tipo Schwarzschild, gerado pelo campo gravitacional de
uma distribuicao esférica de massa, uma vez que este campo nao é capaz de influenciar
uma particula na regiao de vacuo externa.

No inicio da década de 90, Banados, Teitelboim e Zanelli [40], encontraram, ao intro-
duzirem uma constante cosmoldgica nas equagoes de campo de Einstein, uma solucao de
buraco negro (2 + 1)-dimensional, que passou a ser chamada de solugao BTZ. Esta solucao
aproxima-se assintoticamente da solugao anti-de Sitter, ao invés de aproximar-se da solucao
de Minkowski. Ida [41] provou, posteriormente, que buracos negros em espagos-tempos 3-
dimensionais sao formados somente nos casos em que se admite uma constante cosmologica
negativa, em acordo com a solucao de BTZ. Isto se deve a condicao de energia dominante,

que restringe a formagao de horizontes aparentes.
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Para que seja possivel o estudo de uma solugao em um espago-tempo (2+1)-dimensional,
fazemos um corte neste e, simultaneamente, uma juncao entre sua solu¢ao com a solucao
de BTZ. Existem dois tipos de hipersuperficies de juncao, as hipersuperficies de contorno
ou ondas de choque e as hipersuperficies tipo camada.

Para as hipersuperficies de contorno, as condi¢oes de juncao mais utilizadas na relativi-
dade geral sao as condicoes de Darmois, as de O’'Brien e Synge e as de Lichnerowicz.

As condic¢oes de Darmois, que datam de 1927 impoem a continuidade das primeira e
segunda formas fundamentais, ou seja, do elemento de linha ds? e da curvatura extrinseca
K;;, sobre a hipersuperficie de jungao de descontinuidade, que separa o espaco-tempo em
duas regioes, nao sendo necessario utilizar o mesmo sistema de coordenadas em ambos os
lados da hipersuperficie de juncao.

Em 1952 foram apresentadas as condicoes de O’Brien e Synge, que impoem a con-
99ur - com respeito a 20, sobre qualquer

oz
hipersuperficie de juncao 3, ndo nula, dada por z°=constante, com z" sendo qualquer um

tinuidade do tensor métrico g,, e de sua derivada

dos " e com tensores métricos G € g;rl,, um para cada regiao interior e exterior a . Estas

condicoes sao dadas por

(9] = 9] [9i30) = [9i30] " - (1.5.1)

As condigoes de O'Brien e Synge também impoem a continuidade do tensor momento-

energia, ou seja

T = (1] (1.5.2)
e
[nglf - gil,Tlﬂ_ = [nglf - gil,Tli ’ : (1.5.3)

sendo que aqui os colchetes [| indicam que as quantidades contidas por eles sao calculadas

sobre o contorno z°

=constante. As duas condig¢oes que envolvem o tensor momento-energia
sao satisfeitas, se as duas condigoes relacionadas ao tensor métrico o forem [42].

Para as condicoes de Lichnerowicz deve existir um sistema de coordenadas, que cubra
toda a hipersuperficie Y, para o qual os componentes do tensor métrico e suas derivadas

primeiras sejam continuas através de X. Estas condig¢oes sao de 1955.
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A exigéncia de um determinado sistema de coordenadas para as condi¢oes de Lichnero-
wicz, coloca as condigoes de Darmois em posicao de vantagem, ja que estas independem do
sistema de coordenadas usado.

Sobre as condicoes de jungao de Darmois, O’Brien e Synge e Lichnerowicz, um tra-
balho de Bonnor e Vickers [42], conclui que as primeiras e as terceiras se equivalem. As
condicoes de O’Brien e Synge sao mais restritivas do que as outras duas, isto porque estas
condicoes satisfazem Darmois e Lichnerowicz, mas o inverso nao ocorre necessariamente.
Possibilidades fisicamente interessantes sao excluidas pelas condigoes de O’Brien e Synge.

A juncado, fazendo uso de hipersuperficie tipo camada [43], permite um ajuste en-
tre espacos-tempos com diferentes curvaturas extrinsecas na hipersuperficie de jungao,
como isso pode se encontrar fontes fisicas para espacos-tempos exteriores a esta. Para
que este ajuste seja possivel, introduzimos uma hipersuperficie de espessura infinitesimal,
definindo seu tensor momento-energia a partir da diferenga entre as curvaturas extrinsecas
dos espacos-tempos a serem ajustados. Neste trabalho aplicamos as condigoes de juncao,
utilizando hipersuperficies de contorno e do tipo camada, conforme apresentaremos na secao
4.2 do capitulo 4.

1.6 Organizacao Geral do Trabalho

Este trabalho tem como objetivo, estudar as equacoes de campo de Eistein para um flui-
do anisotrépico, circularmente simétrico, com auto-similaridade cinematica de primeiro e
segundo tipos, em um espago-tempo (2 + 1)-dimensional, utilizando as equagoes de estado
particulares p, # pg, pr = 0 e pyp = wp?, onde p é a densidade de energia, p, e pg sao as
pressoes nas direcoes radial e tangencial, w e v sao constantes.

No préximo capitulo apresentamos a teoria de Eisntein em espagos-tempos (2 + 1)-
dimensionais e as motivacoes para sua utilizacao. Resolvemos as equacoes de Einstein para
fluidos com auto-similaridade de segundo tipo e encontramos duas familias de solugoes
possiveis. Investigando as propriedades locais e globais de uma delas, no capitulo 3, encon-
tramos solugoes que podem representar a formagao de buracos negros a partir do colapso
gravitacional de um fluido. Porém todos os trés casos obtidos desenvolvem um segmento
de singularidade tipo-tempo, que é localmente nua. A segunda familia de solucdes, que
representa uma solucao cosmoldgica, é apresentada no capitulo 5. Para as solugoes com
auto-similaridade do primeiro tipo, estudadas no capitulo 4, mostramos que o fluido co-
lapsa, formando um buraco negro normal ou fantasma, caso em que todas as condigoes
de energia sao violadas e a densidade de energia p preserva sua positividade ao final do
processo, dependendo da escolha do parametro de proporcionalidade entre p e py.

Como ja antecipado, no capitulo 5 estudamos a segunda familia de solugoes das equacoes
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de campo de Einstein com auto-similaridade cinematica de segundo tipo. Temos, neste caso,
um modelo cosmolégico, com expansao acelerada, que comega em uma singularidade inicial
(t =0), com todas as condigoes de energia satisfeitas. Nosso propdsito foi investigar o papel
da nao-homogeneidade na aceleragao do fluido.

O capitulo 6 é reservado para uma revisao de nossos resultados e apontamentos de

possiveis estudos futuros relacionados a este trabalho.



Capitulo 2

Relatividade Geral em

Espacgos-Tempos (2 + 1)-Dimensionais

Neste capitulo abordamos a relatividade geral em um contexto de espagos-tempos (2 + 1)-
dimensionais, revelando suas propriedades impares e o que motivou o nosso estudo em
espacos-tempos de menores dimensoes. Na secao 2.2 definimos o conceito de hipersu-
perficies aprisionadas e horizontes em espagos-tempos (2+ 1)-dimensionais através do com-

portamento da expansao de uma congruéncia de geodésicas nulas.

2.1 Relatividade Geral em Espacos-Tempos (2 + 1)-

Dimensionais

Algumas teorias fisicas sao estudadas em espacos-tempos de diferentes dimensionalidades,
além do espaco-tempo 4-dimensional, no qual nossos sentidos nos permitem perceber que
vivemos. O uso de outras dimensionalidades muitas vezes se deve a possibilidade de
encontrar solugoes aproximadas, de equagoes que nao tém solucoes no espago-tempo 4-
dimensional [44].

Na teoria quantica de campos, por exemplo, a regularizacao dimensional, torna possivel
a renormalizacao de uma teoria. A lagrangiana, na eletrodinamica quantica, apresenta
um termo de ordem zero, que corresponde a massa da particula livre, além de termos de
ordem superiores, que divergem no espaco-tempo 4-dimensional. Os termos que divergem
podem ser controlados por um parametro, que é introduzido quando lancamos mao da
regularizacao dimensional, o que nos permite renormalizar a teoria. Ao procedermos a
renormalizacao, todos os parametros definidos dependem da dimensao do espago-tempo de
forma que, quando n tende a quatro, os infinitos sao cancelados, permanecendo somente a

parte finita, correspondendo a massa da particula.

27
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A quantizacao da gravitagao representa um dos maiores problemas em teoria quantica
de campos atualmente. Fazendo uso de formalismos covariantes, nos quais espago e tempo
sao considerados no mesmo patamar, chegamos a uma teoria quantica do campo gravita-
cional, interagindo com outros campos que ¢ nao renormalizavel. E por esta razao que o
estudo do comportamento classico da gravitagao tem sua importancia em espacos-tempos
de dimensoes menores que 4, o que poderia viabilizar a quantizagao do campo gravitacional.
Schwinger trabalhou com solugoes exatas em espagos-tempos com dimensoes menores que
quatro, este é um dos exemplos de modelos nestes espagos-tempos em eletrodinamica
quantica [45].

Outra motivacao para o estudo de fenomenos relativisticos em espacos-tempos de baixa
dimensionalidade é a maior simplicidade das equacoes de campo e também maior possibi-
lidade, em funcao disto, de estudos analiticos. No entanto, a relatividade geral apresenta
sérias dificuldades tedricas, quando consideramos espacos-tempos de dimensoes menores
que quatro, ao contrario do que se pensava no passado, quando a teoria da gravitacao em
baixas dimensoes era considerada trivial.

O numero de componentes independentes dos tensores de Riemann, Ricci e Einstein

para espacos-tempos n-dimensionais é dado por

1
Rogsy — —=n*(n® — 1), (2.1.1)
12
1
R.3 — in(n +1), n>2 (2.1.2)
1
Gop — in(n +1), n>2 (2.1.3)
R—1, n>1 (2.1.4)

O tensor de Ricci pode ser expresso em termos do tensor de Einstein, para n > 2, logo,

ambos possuem o mesmo numero de componentes, ou seja

G = ;(2 —n)R, (2.1.5)

G, (2.1.6)
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1
Gag = Rap = 5 Rgap, (2.1.7)

1
Ra,@ = Gaﬁ — mGgaﬂ (218)

O tensor de Ricci nao pode ser escrito em termos do tensor de Einstein, quando n = 2,
e o tensor de Riemann possui apenas um componente, o que significa que os tensores de

Riemann e de Ricci podem ser escritos em funcao do escalar de curvatura, ou seja

1 1
Raﬁ&’y = §R(ga69ﬂ'y - ga'yQﬁé) € Rozﬁ = 7gaﬁRa (219)

2
o que nos leva a G,3 = 0, para qualquer contetido de matéria, nao possibilitando a cons-
trucao das equacoes de Einstein para estes espagos-tempos. Ja para n = 3, os tensores de
Einstein e de Ricci tém o mesmo ntimero de componentes que o tensor de Riemann, ou
seja, seis, o que nos permite expressar o tensor de Riemann em termos destes dois tensores,

como mostrado a seguir

Rogys = 9oy Gas + 985Gary — 906Gy — 98vGas + G(9as9sy — Jar9ss)- (2.1.10)

Esta é a menor dimensao do espaco-tempo, para a qual a teoria possui sentido fisico, e
apresenta caracteristicas particulares. Levando as equagoes de Einstein na equacao (2.1.10),

temos que

Rapys = K[(QMTB(S + 9510y — GasLpy — gﬁchw) + T(Qaégﬁv - gavgﬁé)]- (2-1-11)

Através da equacao (2.1.11) podemos ver que a curvatura do espago-tempo é totalmente
determinada pela distribuicao de matéria T, 3. Entao, na regiao externa a distribuigao, o
tensor momento-energia ¢ nulo e o espaco-tempo ¢é localmente plano, ou seja, Ragy5 = 0. A
planicidade no meio externo ao campo de matéria nao permite que buracos negros sejam
formados, ou seja, toda a emissao de luz estelar escapa até o infinito. Esta configuracao

do espaco-tempo também tem como conseqiiéncia o fato de nao podermos tomar o limite
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newtoniano para campos fracos. Isto porque, na regiao externa a distribuicao, a particula
teste nao sofre a acao da forca gravitacional do campo. A teoria da relatividade geral em
espagos-tempos (2 + 1)-dimensionais nao apresenta um limite newtoniano, tendo em vista
que a teoria de Newton prevé um potencial logaritmico para a gravidade, na parte externa
a distribuicao de matéria, o que nao acontece em espagos-tempos 3-dimensionais.

No inicio da década de noventa, Banados, Teitelboim e Zanelli [40], apresentaram uma
solugao de buraco negro para espagos-tempos (2+ 1)-dimensionais, introduzindo uma cons-
tante cosmoldgica nas equacoes de campo de Einstein, como foi mencionado anteriormente
na se¢ao 1.5 do capitulo 1. Para espacos-tempos 3-dimensionais s6 ha formacao de ho-
rizonte, e portanto de buracos negros, quando ¢ admitida uma constante cosmoldgica ne-
gativa, restricao esta que se deve a condicao de energia dominante o que foi mostrado
recentemente por Ida [41]. Desta forma, para espacos-tempos (2+ 1)-dimensionais, s6 exis-
te formagao de buracos negros se admitirmos uma constante cosmoldgica negativa ou caso

tenhamos o espaco-tempo totalmente preenchido por campos de matéria.

2.2 Superficies Aprisionadas e Horizontes em Espa-
cos-Tempos (241)-Dimensionais

Uma congruéncia de geodésicas nulas, ou raios de luz, quando emitidos de uma dada
superficie, podem convergir, manter-se paralelos uns aos outros, ou divergir. Este compor-
tamento define se a superficie é ou nao aprisionada. No caso de a superficie ser aprisionada
a congruéncia de geodésicas nulas, emitidas desta superficie e radialmente para fora, é
convergente ou no maximo paralela a si mesma.

O horizonte aparente ¢é a superficie aprisionada mais externa a singularidade. Se uma
singularidade é coberta pelo horizonte aparente, temos um buraco negro, caso contrario
temos uma singularidade nua, com raios de luz saindo da singularidade e sendo emitidos
para fora radialmente até o infinito.

Uma defini¢ao mais formal de horizontes aparentes e buracos negros em espacos-tempos
(2 4+ 1)-dimensionais é dada a seguir. A partir da métrica (3.1.3), introduzimos as coorde-

nadas nulas w e v, fazendo uso das transformagoes

dw = f(r,t)(e®dt —e¥dr) , dv= g(r,t)(e®dt + e¥dr). (2.2.1)

Aqui fazemos as fungoes f(r,t) e g(r,t) positivas, sem perda de generalidade, e respei-

Pw _ Pw v _ 9w
otdr — Ordt’ Otdr ~—  Ordt

reescrever a métrica, utilizando as novas coordenadas nulas como

tando as condigdes de integrabilidade para w e v ( ). Podemos entao
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ds? = 12{2e* V) dwdv — R*(w, v)d#?}, (2.2.2)

onde

o(w,v) = —; In(2fg) , R(w,v)=rS, (2.2.3)

onde [ é uma constante unitaria com a dimensao de comprimento e a nova métrica é
invariante sob a transformagao de Gauge w = w(w) e v = v(v). Esta invariancia garante a
eliminagao de qualquer singularidade coordenada na métrica, permitindo impor que o seja
finito por toda a superficie e em todo ponto que nao caracterize uma singularidade fisica.

Os vetores nulos w e v podem ser definidos como sendo v* = ¢ e wH = 0¥, nas diregoes
v e w respectivamente, conforme [46]. As 1-formas sio definidas por [, = 2% = & e
= 8‘% = J3, normais as diregoes v e w respectivamente. Sendo assim as definigoes acima

nos fornecem

—2 —20

Y e
2 ot ot =g, = 2 wh. (2.2.4)

e

"= g™, =

Para as coordenadas nulas constantes w e v, a métrica é dada por

P = G — 12e* (Lm, + Ln,) = —12R*696° (2.2.5)

el

e as expansoes de raios nulos na direcao de [* e n* sdo dadas por

1 R
0, = ~h" LR, = —2 2.9.
79 wTUR (2:2.6)
1 R,
= — 2 -
bn = Sh" Luhy = =2, (2.2.7)

onde £,(£,) indica a derivada de Lie na diregao v*(w*). Aqui 6, representa a expansao
de uma congruéncia de raios nulos emitidos radialmente para fora da singularidade e 6,,, a
expansao da congruéncia emitida radialmente para dentro, em direcao a singularidade. A

expansao de uma congruencia de geodésicas nulas é negativa caso seja convergente, é nula
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caso esteja disposta de forma paralela a si mesma e é positiva quando é divergente. Das

equagoes (2.2.6) e (2.2.7) temos que

R,w’u

Ly = £,0, = I

— 0,0, (2.2.8)

De posse das defini¢oes anteriores, podemos agora definir, de forma mais rigorosa, os
conceitos de superficie aprisionada, horizonte aparente e buraco negro. Tais conceitos sao
dados por:

(i) para 6,0, > 0, 6,0,, = 0 e 6,0,, < 0, temos que um anel C' de coordenadas v e w cons-
tantes, é definido como sendo aprisionado, marginalmente aprisionado e nao aprisionado,
respectivamente.

(ii) considerando uma linha na qual 6, |.= 0, como sendo um anel marginalmente apri-
sionado, podemos definir o horizonte aparente como uma 2-supeficie H foliada por anéis
marginalmente aprisionados, nos quais 6, |g# 0.

(iii) para £,0; |g< 0, £,0; |[p= 0, ou £L,0; |g> 0, o horizonte aparente é definido como
sendo mais externo, degenerado e mais interno respectivamente. Em espagos-tempos (2 +
1)-dimensionais, foi provado [46] que na auséncia de constante cosmoldgica, o horizonte
aparente s6 pode ser degenerado, se a condicao de energia dominante é satisfeita.

(iv) se 0, |g< 0 e 6, |g> 0, um horizonte aparente é definido como futuro e passado
respectivamente.

A formacgao de uma singularidade no espago-tempo acompanhada de um horizonte
aparente mais externo, define o conceito de buraco negro, que esta de acordo com a idéia
de que 8, |[p<0e b |g=0, com b, |p<0e b |g< 0 no espaco-tempo interno ao horizonte
e 0, |p<0eb |g> 0 no espago-tempo externo a ele.

Das equagoes (2.2.1) temos que

ot 1 ot 1 or 1 or 1
_ Ly N g __ 1w _ 1oy
% 2f€ - 296 . (2.2.9)

87w_2f6 ’ %—296

Voltando com as equagoes (2.2.9) em (2.2.6) e (2.2.7), podemos reescrever

R 1 _ B O,
0, =2 =" (¢ ’R YR, = —— 2.2.10
‘TR 29R<€ theRy) 2R’ ( )
R 1 o
— W — _¢ — _w — n 2211
=1 sz(e Ry—c"R,) 2R’ ( )
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onde ©; = €_¢R7t + e_wR,r e O, = e“bR,t - e"ﬁR,r.

Utilizamos as defini¢oes apresentadas nesta secao para analisar as estruturas globais
das solugoes obtidas neste trabalho. Aqui, tomando as fungoes f(r,t) e g(r,t) e o raio
geométrico R como positivos por definicao, s6 consideramos as expressoes para ©; e O,

para fins de analise no trabalho.



Capitulo 3

Formacao de Buracos Negros e
Singularidades Nuas a Partir do
Colapso Gravitacional de Poeira

Auto-Similar de Segundo Tipo

Neste capitulo encontramos e analisamos as solucoes gerais para um fluido, com auto-
similaridade de segundo tipo, com a equagao de estado p, = 0. Mostramos, através das
propriedades locais e globais, que ha formacao de buracos negros, bem como de singu-
laridades localmente nuas. Os resultados aqui apresentados foram publicados no periédico
International Journal of Modern Physics D (IJMPD) [47].

3.1 Introducao

Todos os espagos-tempos (2 + 1)-dimensionais com simetria circular sdo descritos pela

métrica

ds? = yap (t,7) dzdz® + ggo (t,7) d6?, (3.1.1)
onde {z%} = {t,r}, (a,b=0,1), e 6 denota a coordenada angular, com as hipersuperficies

0 = 0,27 sendo identificadas. Claramente, a métrica é invariante sob as seguintes trans-

formacoes de coordenadas,

t=t',r") , r=r{,r). (3.1.2)

34
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Um dos dois graus de liberdade do gauge nos permite escolher go; = 0, o que leva a métrica

a assumir a forma,

ds? = 22U qt? — 2O dr? — p2G2%(t r)dh>. (3.1.3)
Usamos o outro grau de liberdade na escolha de coordenadas comoéveis com o fluido.

Deve ser notado que as escolhas acima nao fixam o gauge completamente. De fato, a

métrica (3.1.3) é ainda invariante sob as transformacoes,

t=f(t), r=g@), (3.1.4)

onde f(t') e g(r") sdo fungoes arbitrarias de seus argumentos indicados.

Para termos simetria circular, as seguintes condigoes sao usualmente impostas [48]:

(i) Deve existir um eixo de simetria, que pode ser expressado como

X = [€fo €l

= |g00| — 0, (3.1.5)

com r — 0%, onde escolhemos a coordenada radial tal que o eixo estd localizado em r = 0,

e f?o) é o vetor de Killing com uma érbita fechada, dada por 0 00 = 0Op.
(ii) O espago-tempo préximo ao eixo de simetria é localmente plano, e pode ser escrito

como [49]

X’aXﬁgaﬁ

1 1.
ix (3.1.6)

com r — 07, onde (), = 0()/0z".

(iii) Curvas tipo-tempo devem ser abertas. Para esta condi¢ao, assumimos que

900 = &(5)&(0) I < 0, (3.1.7)

tomando todo o espaco-tempo.
Para a métrica (3.1.3) os componentes nao nulos do tensor de Einstein, que descrevem

a parte geométrica do espago-tempo aqui considerado, sao dados por
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Gy = erS {62¢@/J7TTS7T + €29 ,.8 — e*rS,, — 2e*S, + ewa,tT‘S,t} )

1
GtT — E {(b,"’rS,t —|— w,tTS,T‘ + ¢,tS - rS,tT - S7t} )

—2¢
e

Grr = — o {€%0,75, +€0,5 + ¢S, — rSu},
.

G90 = 7’252{6721&(#27“ - 672w¢,7‘w,r + 672w¢,rr + €72¢¢,ﬂ/},t +
—e Y% — ey, ). (3.1.8)

Para estudar solucoes com auto-similaridade do segundo tipo, devemos primeiro intro-

duzir duas novas varidveis adimensionais, y e 7, através das relacoes

ou Inversamente

r=eX"% (3.1.9)
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onde a é uma constante adimensional. Entdo, para qualquer funcdo f(¢,r) encontramos

flt,r)=f(x,7) e

1
fr = ;f,xa
B 1
f,t - _& (O-/f,’r +f,x)a

f,rr = :2 (fyxx - f,x)a

f,tt (O-/Qf,rfr + 2af,7x + f,xx + a2f,7' + af,x)a

a?t?

o= ——— (@ + fo)- (3.1.10)

atr

Substituindo as equagoes (3.1.10) na equagodes (3.1.8), encontramos que, em termos de

x e, Gy ¢édado por

1 2
G — {2615 0 5= 0l + 81 = baiae+

a?r?S e?v

ar? 2%
_tTe (C“/J,TS,T + w,XS,T + w,TS,X> )

1
Gy = m {S,xx - w,x(s,x + S) - S,x(¢,x - 1) ta [S,Tx - ¢,T(S,x + S)"‘
S (65— LI}
1 2 26 r2e??
Grr = 2r2Ge20 {04 e [P (Sx+9)] = T(S,xx — SxPx)t
arle®?
O 2 S, = 5,0, - 1) = S oo, - D + 0.} |
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r2e—2¢

t2

SQ
Goop = ? {O[Qe_% [Qs,xx + ¢,x(¢,x - 1/’,x - 1)] - [@b,xx - ¢7x(¢7x - va - O‘)]_I_

2 —2¢
{0 + 2 = U [0 = 1) + b — Y]} +
2 —2¢
- :2 V(b — @/J,T)} : (3.1.11)

Para as solugbes auto-similares, esperamos que as fungoes ¢(x), ¥(x) e S(x), tenham

dependéncia somente em x e portanto devemos impor que

P(x:7) = 9(X),
v(x.T) = ¥(x),
Sx. 1) =5(x)- (3.1.12)

Sendo assim todas as derivadas destas funcoes em relacao a variavel 7 devem ser nulas, e

as equagoes (3.1.11) se reduzem a

Gu = ~—2em {04262¢ S+ Sy — n(Sx+ )] — ZQXS,X(?Z’”} ,
Gur = < A = Ul S+ 5) = (6= D},
G = ragazs {22 a5+ S) = T (S = S0 = o 5, .
Geop = zz {042@% [Pox + Ex(dx — by — D] — TQjQ%W,XXJ“
—Yx(bx =y — )]} (3.1.13)

Agora consideramos o tensor momento-energia de um fluido anisotrépico, dado por



39

T, = puyty, + prrury + peb, 0., (3.1.14)

onde p ¢é a densidade de energia e p, e py sao as pressoes radial e tangencial, respectivamente,

com uy, 1, € 0,, sendo dados por

u, = le¢(X)5Z Ty = lelb(x)(;; ’

0, = 1rS(x)d", (3.1.15)

onde o sistema de referéncia é comovel e [ é uma constante unitdria com a dimensao de
comprimento, tal que todas as coordenadas {z#} = {t,r, 0} sdo adimensionais.

Substituindo as equagoes (3.1.13), (3.1.14) e (3.1.15) nas equagoes de campo de Einstein

G;w = KT[!,V? (3116)
encontramos
Gy = KTy,
e—2(o+) 2 26 r2 2
P = T RRahS {04 e[S + Sy — Ui (Sy +5)] = VaSxe } : (3.1.17)
Gtr = Kﬂr;
1
atrS {Sox = U (Sx +5) = Sy(oy — 1)} =0, (3.1.18)
Grr‘ = KTT‘T7
e 2(¥+9) 2 2 r2e2¢
pr = 2Ka2r2S {O‘ e [ox(Sx +9)] — £2 (Sxx = Sx0x + OZS,X)} , (3.1.19)
Gog = KTy,
1 _ f,"2€72¢
P = Soapge {0426 P hox T (b — Uy —1)] — 2 [ ot

—x(Px = — )]} (3.1.20)
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Fazendo agora

y(x) = = (3.1.21)

temos

Sy=8y, Syx=5y+Sy,. (3.1.22)

Substituindo a fungao S(x) por y(x) em (3.1.17)-(3.1.20), através das transformagoes
(3.1.22), obtemos

1 1 1
P =g ae " at (W D =)l = e v, (3.1.23)
Yx =Yox + Y+ D)Wy —v), (3.1.24)
_ b1y L
Dr = l27K ﬁe d),x(y + 1) - %6 [y,x + y(y - ¢,X + O‘)]}? (3'1'25)
1 —29 —2¢

be = lz? % [¢,xx + ¢,x(¢,x - w,x - 1)} - ZQ?[LDJ(X +

—(Ox — Yy — )]} (3.1.26)

Como pode ser visto, temos quatro equagoes e seis incognitas, que sao ¢, ¥, S, p, p, €
pe. Logo, é necessaria a consideragao de algum tipo de equacao de estado, que introduza
duas novas equagoes. Com esse propésito, escolhemos a equacao de estado p, = 0. Deve ser
observado que esta equagao fornece duas equagoes adicionais, uma vez que as expressoes
para as pressoes e a densidade de energia podem ser separadas em duas partes que dependem

de r em poténcias diferentes.
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3.2 Solucoes das Equacoes de Campo de Einstein Con-
siderando a Equacao de Estado p, =0

Reescrevendo p, na forma

1 1
() |, P (x)
r = 72 + 2 ) (321)
onde
I e 2
Pr(X) = e oy + 1), (3.2.2)
11 e
P00 = =5 Wy yly — o+ o)l (3.2.3)
e considerando a transformacao de coordenadas
X =1In l r 1] — t = —r% X, (3.2.4)
(—t)a

encontramos que os dois termos na equacao (3.1.25) dependem explicitamente de r, mas

com poténcias diferentes. Logo, a condicao p, = 0, implica em

pr(x) =0,
Pl (x) =0, (3.2.5)
ou seja,
e ¢ (y+1) =0, (3.2.6)
e lyy+yly — oy +a)=0. (3.2.7)

As equagoes (3.1.24), (3.2.6) e (3.2.7) s@o suficientes para determinar ¢(x), ¥(x) e S(x)-

Para a equacao (3.2.6) existem duas possiveis solugoes
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()y+1=0,

(i) ¢ = 0.

Considerando a solugao (i) temos

y=—1. (3.2.8)

Levando (3.2.8) em (3.1.21), encontramos uma equacgao diferencial para a funcao S(x)

Sx
X _ 4 3.2.9
X =, (329)
cuja solucao ¢é dada por
S(x) = See X. (3.2.10)

Substituindo (3.2.8) em (3.2.7), obtemos a seguinte equagao diferencial para ¢(x)

¢x=a—1 (3.2.11)

que tem como solucao

P(x) = (= 1)x + ¢o. (3.2.12)

Por outro lado, substituindo (3.2.8) em (3.1.24), obtemos

d\ =0, (3.2.13)

implicando, através de (3.2.11), em o = 1. Portanto, podemos concluir, que a solugao (i)

nao corresponde a uma solugao com o tipo de auto-similaridade considerado neste capitulo
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(¢ #0ea#1). A solucao correspondente (4.2.19) serd tratada no préximo capitulo, que
se refere a auto-similaridade do primeiro tipo.

Considerando agora a solugao (i7), obtemos

?(x) = ¢o. (3.2.14)

Substituindo (3.2.14) em (3.2.7), obtemos uma equagcao diferencial nao linear em y(x),

dada por

Yx = —yly +a), (3.2.15)
que tem como solucao
[0
- * 3.2.16
y(x) Bex 1 ( )

onde f3 é outra constante de integracao. Para § # 0! a substitui¢ao de (3.2.16) em (3.1.21),

nos leva a seguinte equagao diferencial para S(x)

Sy «
=X = — 3.2.17
S Bexx —17 ( )
que fornece
o BeX—1
Por outro lado, substituindo (3.2.14) e (3.2.15) em (3.1.24), obtemos,
—yla+y) = A +y)(x —v), (3.2.19)
e portanto,
—yla+y)
= —" . 2.2
Vi 1y Y (3.2.20)

'Para 3 = 0, temos uma solucdo cosmolégica, que é estudada no capitulo 5.
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Deste modo, 1(x) pode ser obtido a partir de (3.2.20), se consideramos (3.2.16), o que

conduz a solucao

Y(x) = o+ In|(a = e + 3. (3.2.21)

Utilizando as transformagoes (3.1.9), podemos reescrever as solugoes obtidas em fungao das

coordenadas r e t.

¢(t,T) = (bO;
w(tr) = lnﬁ+(1—a):a‘+¢o,
S(tr) = so(ﬂ+:a), (3.2.22)

onde ¢g, g, Sp e 3 sao constantes de integracao.
Utilizando a invariancia de gauge da equagao (3.1.4), fazendo por exemplo, t = e=%0t' e

r = elPo—%0)/(=a)p! rodemos, sem perda de generalidade, ter sempre

o =0 = . (3.2.23)

Logo, as condigbes (3.1.5) e (3.1.6) implicam em

So=1, a<1. (3.2.24)

Entao, a métrica ¢é finalmente dada por,

2
ds®* =dt* — |3+ (1 — «) L ar - (B + ! )2d6°. (3.2.25)

s s

A densidade de energia e a pressao tangencial, correspondentes a esta solucao, sao dadas

por

(1-a)
K|(1 —a)t+ pre| |t + pre|’

p(rt) = (3.2.26)
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po(r,t) = 0. (3.2.27)

A partir destas equagoes observamos que as condicoes para que a pressao radial seja nula e
para que as solucoes tenham auto-similaridade do segundo tipo, automaticamente implicam
em que a pressao tangencial seja nula, caracterizando um fluido de poeira. Das expressoes

acima podemos ver que o espago-tempo é singular em t = ¢1(r) e t = t5(r), onde

ti(r) = —pre, (3.2.28)

to(r) = — re. (3.2.29)

O mesmo pode ser verificado a partir do escalar de Kretschmann.

A comparagao de t1(r) com ty(r) leva a

>0, af >0,
() — to(r) = —20 e _ b (3.2.30)

1 -« <0, af <0,

de onde concluimos que t1(r) > ta(r), para aff > 0 e t1(r) < ta(r), para aff < 0.
Por outro lado, da equagao (3.1.5) encontramos que
2 to
X =r(f+—)". (3.2.31)
/rOl

Entao, temos

00, = XX pg™ = Wr2(f+ P20 — 1)
<0, 0<r<l,
= l=0, r=1, (3.2.32)
>0, r>1.
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Portanto, o espaco-tempo na regiao em que r > 1 é sempre aprisionado, e na regiao em
que r < 1 ndo é aprisionado [48]. Existe um horizonte aparente na hipersuperficie r = 1,
que ¢é sempre tipo-tempo. Para estudar mais profundamente a solugao, podemos considerar

os casos 3 > 0 e § < 0 separadamente.
Caso A: >0

Neste caso, da equagao (3.2.30), encontramos

tl(’f’) — tg(?") =

>0, 0<a<l,
a0 { (3.2.33)

’r’:
<0, a<0,

como mostra a figura 3.1. E conveniente distinguir mais dois sub-casos 0 < a < 1e a < 0.

A'[

(b)
(@
(©)

Figura 3.1: As hipersuperficies singulares ¢t = t1(r) e t = to(r) no (¢, r)-plano para 5 > 0,
onde t1(r) e to(r) sdo definidos pelas equagoes (3.2.28)-(3.2.29). As curvas representam (a)
t =1t1(r), (b) t =to(r) paraaw <0 e (c) t =1t(r) para 0 < o < 1.

Caso Al: 0<a<1

Da equacao (3.2.33), podemos ver que a singularidade em ¢ = t5(r) é sempre formada
antes de t = t;(r). A natureza da singularidade em ¢ = t5(r) pode ser encontrada, a partir
da andlise do sinal da norma do quadrado do vetor normal a hipersuperficie que define a

singularidade. A equagao para esta hipersuperficie é dada por
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5
F(t,r)=t *=0. 3.2.34
(tr)=t+ (3:2:34)

A norma ao quadrado do vetor normal a esta hipersuperficie é dada por

232,.2(a—1)
FuFag| =1-— 90T oo, (3:239)

O (- [f (- a)]

F=0

indicando que a singularidade neste caso é sempre tipo-tempo. O correspondente diagrama

de Penrose é dado pela figura 3.2.

B \'\

AV

Figura 3.2: O diagrama de Penrose para a solugao dada pela equacao (3.2.25) com 3 > 0
e <a<1 Acurva AC é a localizacao do horizonte aparente, r = 1. A Regiao [ nao é
aprisionada, e a Regiao I é aprisionada. A linha tracejada representa a singularidade do
espago-tempo, que no presente caso é sempre tipo-tempo.
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Caso A.2: a< 0

Neste caso, a equagao (3.2.33) mostra que a singularidade em t = ¢;(r) é formada
primeiro. Similar ao ultimo caso, a natureza desta singularidade pode ser obtida con-
siderando o vetor normal & hipersuperficie definida por G(¢,r) =t — t,(r) = 0, cuja norma

ao quadrado é

232, .2(a—1)
GaGog®| _ = 1- " b .
- [ﬁ + (1= a)r%} G=0
_ 1 L [>0, r>1, (3.2.36)
N ri=2e 1 <0, r<l. o

Entao, neste caso, a singularidade é tipo-espaco para r > 1 e tipo-tempo parar < 1, e o

correspondente diagrama de Penrose é o da figura 3.3.

B \'\

s _Singularity

A

Figura 3.3: O diagrama de Penrose para a solugao dada pela equagao (3.2.25) com 5 > 0
ea < 0. A curva AC é a localizagao do horizonte aparente, r = 1. A Regiao [ nao é
aprisionada, e a Regiao I é aprisionada. A linha tracejada representa a singularidade do
espago-tempo, onde o segmento BC' é tipo-tempo, enquanto C'D é tipo-espaco.
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Caso B: <0

Quando < 0, o raio geométrico do circulo (¢,7) = constante é dado por

R(t.r) = |rS(t )] = r(18] = ). (3.2.37)

ti(r) —tao(r) = —

<0, 0<a<l,
alfl o _ { = (3.2.38)

1—a >0, a<0,

como mostra a figura 3.4. Como no caso anterior, precisamos distinguir os dois sub-casos
0<a<leax<.

tA

(a)
(c)

Figura 3.4: As hipersuperficies singulares t = t1(r) e t = to(r) no (¢, r)-plano para 5 < 0,
onde t1(r) e ta(r) sdo definidos pela equacao (3.2.28)-(3.2.29). As curvas representam (a)
t=1t1(r), (b) t =ta(r) para0 < a <1 e (c) t=ty(r) para o < 0.

Caso B.1l: 0<a<1

Da equagao (3.2.38), podemos ver que neste caso a singularidade em ¢ = ¢;(r) é sempre
formada antes de t = t5(r). A norma ao quadrado do vetor normal & hipersuperficie que

define a singularidade é dada por
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a2 32r22a=1)

CaGag™ G=0 - [Bre + (1 — a)t]” G=0
<0, r<l1,
= 11— =t =0 r=1, (3.2.39)
>0, r>1,

o que revela que, neste caso, a singularidade ¢é tipo-tempo para r < 1, tipo-nula para r = 1,

e tipo-espaco para r > 1. O diagrama de Penrose correspondente é dado pela figura 3.5.

B D

/
;
AV

Figura 3.5: O diagrama de Penrose para a solu¢ao dada pela equagao (3.2.25), com § < 0 e
0 < a< 1. Acurva AC é alocalizagao do horizonte aparente. A Regiao I nao é aprisionada,
e a Regiao 11 é aprisionada. A linha tracejada BC'D representa a singularidade do espago-
tempo; o segmento BC' é tipo-tempo, e o segmento C'D é tipo-espago.

Caso B.2: a <0

Neste caso, a equagao (3.2.38) mostra que a singularidade em t = to(r) é formada
primeiro. Também pode ser mostrado que esta singularidade é sempre tipo-tempo. O

diagrama de Penrose correspondente é dado pela figura 3.6.

3.3 Conclusao

Neste capitulo, obtemos todas as solucoes para a familia das equagoes de Einstein de um
fluido anisotrépico com auto-similaridade de segundo tipo, em um espago-tempo (2 + 1)-
dimensional, com simetria circular, onde definimos g # 0. Impondo a condicao p, = 0,
mostramos que somente fluidos de poeira sao permitidos, onde p, denota a pressao radial
do fluido. Estudamos as propriedades locais e globais das solugoes em detalhes, e em

particular, obtemos todos os diagramas de Penrose correspondentes, dos quais podemos
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Figura 3.6: O diagrama de Penrose para a solu¢ao dada pela equagao (3.2.25) com 5 < 0 e
a < 0. A curva AC é a localizacao do horizonte aparente. A Regiao I nao é aprisionada, e
a Regiao I1 é aprisionada. A linha tracejada BC'D representa a singularidade do espago-
tempo, que é tipo-tempo.
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ver que as solugoes nos casos > 0, a < 0; 3 <0,0<a<1lef <0, a <0, podem
representar a formacao de buracos negros como conseqiiéncia do colapso gravitacional do
fluido. No entanto, em todos os trés casos, um segmento de singularidade tipo-tempo foi
desenvolvido [cf. Figs. 3, 5 e 6], que é localmente nua. E interessante notar que, pelo fato de
0 espago-tempo nestes casos nao ser assintoticamente plano, o correspondente diagrama de
Penrose é bem diferente daquele para buracos negros em espagos-tempos assintoticamente
planos [50]. Eles se assemelham mais a casos em cosmologia, onde a regiao r < ray(t) nao

¢ aprisionada, e a regiao r > ray(t) é aprisionada [50].



Capitulo 4

Colapso Auto-similar de Primeiro
Tipo: Formacao de Buracos Negros

para Fluidos Fantasmas

Aqui fazemos um estudo similar aquele apresentado no capitulo anterior, mas agora com
auto-similaridade de primeiro tipo. Para este caso encontramos uma solucao, que indica que
todo o espago-tempo é aprisionado, sendo que esta pode representar um buraco negro, se
puder ser ajustada suavemente com a solu¢ao BTZ, que é uma solugao de buraco negro (2+
1)-dimensional. Construimos entao estruturas, que representam buracos negros, compostas
por trés regides: uma interna com um fluido anisotrépico com auto-similaridade de segundo
tipo, uma camada infinitesimal intermediaria e a solucao de BTZ no exterior. E interessante
destacar que a solugao interna pode violar as condigoes de energia nula e forte, resultando
num buraco negro de energia escura fantasma. Os resultados apresentados neste capitulo

foram submetidos para publicacao ao peridodico General Relativity and Gravitation.

4.1 Introducao

No capitulo 3 consideramos um fluido anisotrépico, com auto-similaridade de segundo tipo
e mostramos que, para uma dada familia de solugoes a tnica solucao possivel, quando a
pressao radial é nula, representa um fluido de poeira que colapsa formando ambos, singu-
laridades localmente nuas e buracos negros [47].

Neste capitulo, estendemos os estudos acima para o caso de um fluido anisotrépico,
também com pressao radial zero, mas agora no contexto de auto-similaridade do primeiro

tipo.

93
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Consideramos agora a auto-similaridade de primeiro tipo e, portanto, devemos fazer
a = 1 nas transformagoes (3.1.9). Desse modo, as equagdes (3.1.23)-(3.1.26) transformam-

Se e

1 1 1
p= "zt (+ Dy — 0] = e vl (4.1.1)
Yx = y¢,x + (y + 1)(¢,x - y)? (4-1~2)
11 —oy 1 9%
Pr = PK ﬁe Qb,x(y +1) - tje [y,x +y(y — Ox + D]}, (4.1.3)
1 e 2 e™2¢
Po = B 2 [¢7xx + ¢,x(¢,x — Uy — 1] - tTW,XX +
_¢,x(¢,x - 1/’,)( - 1)]} (4-1-4)

4.2 Solucoes das Equacoes de Campo de Einstein Con-

siderando as Equacoes de Estado p, =0 e py = wp

Aqui consideramos as equagoes de estado p, = 0 e py = wp. Neste caso, os dois termos da

equagao (4.1.3) tém a mesma poténcia em r e p, = 0 implica em

pe = 5lp00) + 9l (0] = 0 (125)

com pL(x) e pt(x) dados por (3.2.2) e (3.2.3), fazendo a = 1.
Logo, para que seja possivel determinar completamente ¢(x), ¥(x) e S(x), é necessario

a utilizacao de mais uma equacao de estado, que é dada por

Do = wp, (4.2.6)
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onde w é uma constante. Assim temos duas equagoes além de (4.1.2), que s@o dadas por

pr(x) + e”p(x) =0, (4.2.7)

Do = wp. (4.2.8)

Reescrevendo as equagoes (4.2.7) e (4.2.8) em termos das fungdes ¢(x), ¥(x) e S(x)

temos

Oy +1) =X [y 4+ y(y— oy +1)] =0, (4.2.9)

[¢,xx + ¢,x(¢,x - w»( o 1)] +
+€2(X7¢+w)[_ww7x Y—Yox tUx(dx — ¥y — D]+
Fwlyy +(y+1(y =¥, )] =0. (4.2.10)

Substituindo a equagao (3.1.24) em (4.2.9) encontramos

(y+1) oy — Xy | =0. (4.2.11)

Entao temos duas possiveis solugoes, que sao
(iii)y+1=0,

e

(iv) ¢, — 62(X—¢+w)1/’,x = 0.

A solugao (#ii) nos fornece
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y(x) = —1. (4.2.12)

Levando a equagao (4.2.12) em (3.1.21) obtemos uma equacao diferencial para S(y)

Sx

— =1 4.2.13
S ) ( )
e sua solucao ¢ dada por
S(x) = Spe X, (4.2.14)
que coincide com a solugao (3.2.10).
Substituindo (4.2.12) em (3.1.24) temos
?(x) = ¢o. (4.2.15)

Levando (4.2.12) e (4.2.15) em (4.2.10), obtemos uma equagcao diferencial para ()

Vox + ¢2X + (1 —w) =0, (4.2.16)

de onde obtemos a solugao

14+ Ug(w — 1)elt«)x
e(lfw)x

Y(x) =In + p. (4.2.17)

Reescrevendo as solugoes obtidas em funcao de r e t, temos

S(rt) = —Sy L.
.

gb(T’, t) = oo,
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Y(r,t) = 9o+ In {a + <;>(w_1>]7 (4.2.18)

onde ¢g, 1y, Sp e a = VUo(w — 1) sdo constantes de integracao.

Finalmente, a métrica que representa esta solucao é dada por

(w-17]?
ds? — df* - [a+ <Tt> 1 dr® — S242d6°, (4.2.19)

fazemos ¢y = 1)y = 0, sem perda de generalidade. Entao temos para a densidade de energia

e para a pressao tangencial

B (1 —w)r="
P (7‘7 t) - 12 K2 [(_t)(w_l)a + T(w_l)] (4220)

w(l — w)r=1H
pe (r,t) = ERE [(—1) a1 @] (4.2.21)

O escalar de Kretschmann para estas solugoes é dado por

K (rt) = Ao =) +1) . (4.2.22)
T ettofapt 1 4 qr-w) (—)@-D)?

Dele podemos ver que existe a possibilidade de formacao de até duas singularidades,

que sao

t = taing =0 (4.2.23)

e =)
T = Tsing = [W(l_w) , para a <0. (4.2.24)
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O raio geométrico Rg é definido por

R, = Sr = —5S,t, (4.2.25)

onde Sy > 0.

Note que o raio geométrico decresce com a coordenada temporal, indicando que o pro-
cesso pode representar um colapso.

As expansoes de uma congruéncia de geodésicas nulas entrando e saindo, ©; e ©,, respec-
tivamente, dadas pelas equagoes (2.2.10) e (2.2.11), sao tteis para entender as propriedades

globais das solugoes. Sao elas

0, =0, o —5S,. (4.2.26)

Logo, vemos que tanto ©; quanto ©,, sao negativas, indicando que todo o espaco-tempo
descrito pela métrica (4.2.19) é aprisionado. Esta solu¢ao pode entao representar um buraco
negro, se puder ser ajustada suavemente com a solucao de BTZ. Antes, no entanto, vejamos

se as condigoes de energia sao satisfeitas.

4.3 As Condicoes de Energia

Para a > 0, os sinais da densidade de energia e da pressao tangencial sao determinados em
termos de 1 —w e w(1 —w), respectivamente. Entao é facil ver, que para —1 < w < 1 todas
as condigoes de energia sao satisfeitas. Entretanto, se admitirmos o cenario de um universo
preenchido por, no minimo 70% de energia escura, podemos construir um modelo de colapso
para um fluido anisotrépico fantasma, com w < —1. Neste ultimo caso, todas as condi¢oes
de energia sao violadas, através da violacao da condicao de energia nula p + p; > 0, mas a

densidade de energia preserva sua positividade.

4.4 As Condicoes de Juncao

Aplicamos as condigoes de Juncao de Darmois na hipersuperficie de juncao, para que dois

espagos-tempos se ajustem suavemente nesta hipersuperficie. Nao se faz necessario usar
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o mesmo sistema de coordenadas em ambos os lados da hipersuperficie de juncao. As
condicoes de juncao impoem a continuidade das primeira e segunda formas fundamentais,
que sdo o elemento de linha ds? e a curvatura extrinseca K;; do espago-tempo respectiva-
mente.

Entao consideramos o espaco-tempo dividido em duas regioes, uma interna e outra
externa a hipersuperficie de jun¢ao, a primeira preenchida por fluido anisotrépico, circular-
mente simétrico, com auto-similaridade cinematica de primeiro tipo e pressao radial nula
(V—, em r < ry), a segunda preenchida por vacuo com constante cosmolégica, A, negativa
(V*, em r > rg), conhecida como solugao de BTZ. Aqui ry é a coordenada radial da
hipersuperficie.

A métrica geral para a solugao da regido interna, ds*, é dada pela equagio (4.2.19),
com 0 <r<ryg, 0<60<2mre—00<t<0.

Para o espago-tempo exterior, temos entao, como ja foi dito, a solugao BTZ (Banados,

Teitelbom e Zanelli) dada pela métrica

1

ds? = —(AR? + M)dT? + —————
s =~ M)A

dR* — R*db?, (4.4.1)

onde Ry < R< 00, —00<T <0,0<6<2m, A<0e M éamassa do buraco negro, cujo

horizonte de eventos estd localizado em

—M
R=\—— (4.4.2)

A métrica intrinseca para a hipersuperficie de juncao é definida por
dsy = dr* — H(7)%d0?, (4.4.3)

aqui 7 é o tempo proprio.

Impondo a continuidade ao potencial métrico, obtemos

(dSQ_)E = (dSQ)E = (dSi)E, (444)

ou ainda, sendo Ry a coordenada da hipersuperficie de jun¢ao no sistema de coordenadas

do observador externo, dependente do tempo, podemos escrever
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dt* — Syt*do* =

dr* — H(1)%db* =

1 dRx(T)\?
—[(AR% M)~ M)< dzcﬁ )> }dTQ — R2d6>. (4.4.5)
A condicao (4.4.4) impoe
1 dRx(T)\?
2 _ 2 2 _ s 9
dr® = di* = [(ARZ M)~ M)< - ) }dT , (4.4.6)
e
—S27? = —H*(1)y = —R%, (4.4.7)
que nos fornece
Rs, = —Sor. (4.4.8)

Logo, caso alguma juncao seja possivel, como o raio da hipersuperficie de juncao, a partir
de (4.4.8), decresce com o tempo préprio e o raio do horizonte é constante, equagao (4.4.2),
¢é de se esperar que o fluido colapse dando origem a um buraco negro, no momento em que
a hipersuperficie de juncao cruzar o horizonte.

As equagbes (4.4.6) e (4.4.7) nos levam as condigdes abaixo

dr = dt, (4.4.9)

2
g —(ARL+ M)+ (deT(T’) 1 Lo
aTr (ARZ + M) } ’ (4.4.10)
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R%L(T) = Sir>. (4.4.11)

A curvatura extrinseca, ou segunda forma fundamental, que mede a curvatura de uma

hipersuperficie ¥ no espaco-tempo no qual esta imersa, através das variagoes %2 do vetor

unitario normal a hipersuperficie, quando transportado paralelamente sobre ela, é definida

por
Ki _ + aniZ _ +1a axiE ax:VtE (4 4 12)
i Mo 85185] Mo pv agz agj ) Sk
onde
of*
=L 4.4.1
Mo s (4.4.13)

sao os vetores normais unitarios e f* as funcoes que definem a hipersuperficie, dadas por

fm=r—rs=0, (4.4.14)

fT=R—Rs(T)=0. (4.4.15)

A norma dos vetores unitarios é definida por

nine = -1, (4.4.16)

onde o sinal de menos no lado direito da equagao indica que o vetor normal a hipersuperficie
é tipo-espaco e, portanto, a hipersuperficie é tipo-tempo.
Para obtermos os componentes nao nulos da curvatura extrinseca para os espagos-

tempos interno e externo, sabendo que suas coordenadas sao dadas respectivamente por

l'(i - (7—7 r270)
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2% = (T, Rs(T), ), (4.4.17)

utilizamos as equacoes (4.4.13), (4.4.14) e (4.4.15). Os vetores normais & hipersuperficie ¥

sao dados por

(4.4.18)

dr )

. (7 =L1(0,1,0),
(S U<dRE(T) 170)

Por outro lado, das equagoes (4.4.16) e (4.4.18) obtemos para o espago-tempo interno e

externo as seguintes expressoes

gtnny =1, (4.4.19)

g¥nsng + ginin = 1. (4.4.20)

Substituindo os tensores métricos contravariantes, dados por

g— =1,
-1
11
g— - 29
-\ (=1
[a+(_t) ]
22 _ 1 4.4.21
g_ —% ( . )
(§]
f—— —1
T AR+ M

gy = AR* + M,
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—1

= (4.4.22)

22
gy =

nas equagoes (4.4.19) e (4.4.20), calculamos as constantes de normalizagdo L e U do vetor

unitario, que sao dadas por

L= [a v (T)(H)], (4.4.23)

—1

AR? + M 3
U= [ s 2}2. (4.4.24)
dRx (T
~(ARE+ M2 + (#25(0)
Reescrevendo os vetores unitarios, nojf, temos
(w=1)
P [a n (E) }(0, 1,0), (4.4.25)
e
AR: + M 3 (—dRs(T
nt = Ry + 2]( ];;( ),1,o>. (4.4.26)
~(ARE + M2+ (4250)

82:1:1 oxg

Passamos agora para o calculo dos termos o557 © oe de K;;. Temos que as coordenadas
da hipersuperficie de juncao £, sao dadas por
£ = (r,1,0), (4.4.27)

aqui 7 define a hipersuperficie de juncao e é uma constante. Lembrando que através da
condigao (4.4.9), a coordenada t ¢é igual a 7, e de posse das coordenadas £* e x4, podemos

entao calcular os termos nao nulos abaixo

2.0
8$+E

«a _ (9T
a2xi2 - 850350 - (372 )27 (4 4 28)
0Eiogi | Pris _ 0?Ru(T) o
0€09¢0 or?
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901y 020 5 1 9z% s _ (0T
o e = oo = Lae = (o)
Oy ) ooty _ outis _ 0Ry(T) (4.4.29)
agz o ot T 90 T or o
Ox?yy _ 9xyy 1
ogt T oz T

Os simbolos nao nulos de Christoffel para os espagos-tempos interno e externo sao dados

por
(w-1) (w-1)
() (5) e
Yy =
11 t )
(w—1)
—-(= w—1
F(l)l_ = Fia - (_t) . (u()—l) )7
[CL + (j) ]
Y, = Sgt,
() e
Iy = @-1D]
a+ (%t) } r
2— 2— 1
€
AR
0+ _ 10+ __
Fol =16 = X o

I5d = AR(AR?* + M),

AR

1+
M= AR
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Iy = R(AR* + M),

1
2 =r3 = o (4.4.31)

Sabendo que o vetor unitario do espago-tempo interno tem somente o componente 7, ,

podemos escrever K;;

2,.1 H v
8 X E _ 1_61‘_2 81‘_

771 85186] Uit uyTg aé-] :

(4.4.32)

TP + + +
O vetor unitario do espago-tempo externo tem somente os componentes 1y e n;", logo Kij

nos fornece

L 078 L 0%} Ozl s 0¥, ozl s, Oz
K} = — 2 T2 TR 4.4.33
770 85’8{1 7]1 85285] Mo pv 852 8§] T pv 8§Z 853 ( )
Podemos escrever ainda as equagoes (4.4.32) e (4.4.33) como sendo

Paly 025 0xly ) Oalp 020y dalg0aly

771 agzaé-] —Thln agz 0@ — Ml 651 aé-] —hhin Tgl agj (4434)
e

Kt = nt 82 Tis it 82$+2 ot o+a$9rz%_n+ o+8$}rz%

g Cogiog T M ogiog 0 og o 00 ok oy
s 07s 02ty Onip Onty o Only Oty (4.4.35)

00 851 afj in 8€Z 86‘7 M lag 86’ agj :

Agora obtemos as expressoes para os componentes nao nulos do tensor Kf][ Para o

espaco-tempo interno temos



2.1 0 1
0zl 4 02”5 0y,

=M Loy 260 og0

2.1
0 x5,

KizzﬁfW—W1

0 1
oy 0225 0zl s,

01 852 852

— M Ly 960 9E0

— T lio ng e

0t 0

—hin TSO DE0

1 0
g O0xly 022,

1 0 1 1
4 07l 027 _q 0rig 0 2ly

— T 118762 ae2
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(4.4.36)

(4.4.37)

Substituindo as equagoes (4.4.25), (4.4.26), (4.4.28), (4.4.29), (4.4.30) e (4.4.31) nas

equagoes (4.4.36) e (4.4.37), obtemos

Ky =0

K3 =0.

Para o espaco-tempo externo, os componentes existentes sao dados por

. Paly L Py
770 850850 T ag()afg
g 02y 028y

—Th oo 850 ago

U
KOO_

2,.0 2,.1
Fays 4O ays

mln 9E0 DEo

nar 8{2852 h 852852
140785 025

M Loo 9e2 g2

1 0
it 04 05y 013y,
0+ 10 060 850

2 2
i+ 0755 0%y

Mlag D€L DEo

1ot 075y 07y
Mo L o1 860 060

1 1
14 0Ty 025y

o 08s Onhs g Oniy Only
0501 He2 g2 Mo * 10 9€2 9e2

it 14 0ty Oty ot 14 02y 022y

1411 852 852 1+22 852 652 '

(4.4.38)

(4.4.39)

(4.4.40)

(4.4.41)

Substituindo as equagoes (4.4.25), (4.4.26), (4.4.28), (4.4.29), (4.4.30) e (4.4.31) nas equagoes

(4.4.40) e (4.4.41), obtemos
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N AR: + M 3 (0*Rx(T) ORs(T)\%/ ARx
oo = 2} { or? +3< or ) (AR2+M>+
—(ARE + M+ (20) ;
dT\?> ORx(T)0*T
—ARs,(AR: + M () — } 4.4.42
>(Afy + M) or /s or  or? ( )
e
AR% + M 3
K3 = —[ ohs - 2} "Ry, (AP?E - M). (4.4.43)
—(AR% + M) + (()Rgf))
A continuidade da curvatura extrinseca na hipersuperficie de juncao impoe as seguintes
condicoes,
(Kg)z = (Koo)s = (Kgp)s (4.4.44)
e
(K%)s = (Ka)s = (K3)s, (4.4.45)

O que nos conduz a

AR:L + M 3 (9*Ry(T) ORs(T)\%/ ARy
o (1) { or? +3< or ) <AR2+M>+
—(AR%+M)2+( i ) 2
OT\? ORx(T) 0T
_ 2 oL\ _ _
ARs(AR + M)( 87’)2 e } 0 (4.4.46)
€
ARZ + M 3
—{ fis + 2} Ry, <AR§ + M> =0. (4.4.47)

g oy (50
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Da condigao (4.4.46) temos duas equagoes

AR:L + M } 2
2
—(AR% + M)? + (8R§T(T)>

=0 (4.4.48)

ou

9% Ry (T) +3<8RE(T)>2< ARy, )  ARs(ARY +M)<8T>2 _ ORs(T) <a2T>E _o

or? or AR + M or /s or \or?
(4.4.49)
Da condigao (4.4.47) temos a equagao (4.4.48) e também as equagoes
ARL +M =0 (4.4.50)
ou
Ry = 0. (4.4.51)

Portanto, é facil verificar que a solugao abaixo é a inica que satisfaz as equagoes (4.4.46)

e (4.4.47) simultaneamente

Re(T) = | ——. (4.4.52)

Esta ultima condig¢ao implica na impossibilidade de unir os espagos-tempos interno e ex-
terno. Como um segundo recurso, introduzimos uma camada fina e fazemos a andlise das
condicoes de junc¢ao, que agora além de impor a continuidade da primeira forma fundamen-

tal, estabelece condicoes de energia para a camada.

Das condigoes (4.4.9) e (4.4.10) temos que

(dT) B {502 — (ARg + M)z (4.4.53)

dr (ARE + M)z |7

2
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) = o [280° — (ARE + M) . (4.4.54)

(dQT) SoA Ry,
% (AR%+ M) [Sy® — (ARE + M)]?

Da equagao (4.2.25) temos que

‘ZS — S, (4.4.55)
e
2
f;:f 0. (4.4.56)

Substituindo as equagoes (4.4.53), (4.4.54), (4.4.55) e (4.4.56) em (4.4.42) e (4.4.43),

podemos reescrever os componentes do tensor K;;-

ARs{4S3 — (ARE + M) [252 + (AR + M)}
(AR + M)?[SZ — (AR% + M))?

K} = , (4.4.57)

(SIS

Kj, = =Ry [So® — (AR% + M)|? . (4.4.58)

Levando em consideracao a condi¢ao de juncao da primeira forma fundamental temos que

(9:7)s = (g})s- (4.4.59)

Dos tensores métricos, escolhemos entao o que possui a forma mais simples, que sao
os componentes dados pelas equagoes (4.4.22) e utilizando as equagoes (4.4.38), (4.4.39),

(4.4.57) e (4.4.58) na expressao para o tensor momento-energia dada por

1
_ - af -
T,, = H{KW — K, = 9w g°7 [Koy — K] } (4.4.60)

sendo
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1
Too = (900 92 K| (4.4.61)

1
Ty = - {922 gOOKSB} ) (4.4.62)

onde k é uma constante. Das equagoes (4.4.61) e (4.4.62) obtemos

N

Too = —1{(AR§ + M) [S3 = (AR + M)

T } (4.4.63)

ARS (4S3 — (AR% + M) [2S2 + (AR% + M
TQQZ RE{ SO ( RZ+ )[ SO_I_( RZ_‘_l )]} (4464)
K (AR% + M)3 [S2 — (AR% + M))>
O tensor momento-energia também pode ser escrito como
T,uzz = P ULy + Do @uguy (4465>

onde u, = /oo 5; e 0, =v—g2 (52. Entao os componentes Ty e Ty também podem ser

escritos como

Too = puouo = goo P (4.4.66)

T22 = —Po @2@2 = —(322D¢- (4467)
Reescrevendo as duas equa(;()es anteriores, obtemos as express()es para p € py

~ Tho
p_i

7 4.4.68
goo ( )
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~T
Py = —2=. (4.4.69)
922

Fazendo uso dos componentes dos tensores métrico (4.4.22) e momento-energia (4.4.63) e
(4.4.64) na equagao (4.4.65), encontramos que a densidade de energia e a pressao tangencial

da camada sao dadas por

N|=

Sa%
(§]
4 2 240 (AR2 + M
o AB {450 (AR% + M) [253 + (ARE + ! )] } (4.4.71)
K (ARS + M)3[S§ — (AR, + M))?

E importante verificarmos se esta camada satisfaz ou nao as condigoes de energia.

As Condicoes de Energia da Camada Fina

A condicao de energia fraca impoe que

os >0 (4.4.72)

o 4 19y > 0, (4.4.73)

enquanto a condigao de energia forte requer somente a equagao (4.4.73) e a condicao de

energia dominante as equagoes (4.4.72), (4.4.73) e

os — gy, > 0. (4.4.74)
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Para que oy seja real, temos que

S2— (ARL+ M) >0— S2> AR% + M, (4.4.75)

o que implica que oy, é sempre positivo, enquanto as equagoes (4.4.73) e (4.4.74) fornecem,

respectivamente
A| R F
2 (ARL+ M >|— 4.4.
So — (AR5, + M) > (ARZ + M)3 (4.4.76)
e
A| Ry F
Sg — (AR% + M > _AAJRsF 4.4.77
0 ( P + ) - (AR% +M)37 ( )

onde F =453 — (ARE + M)[255 + (AR% + M)].

A métrica (4.4.1), que descreve a solugao BTZ, é definida somente para (AR% + M) < 0,
representando o espago-tempo exterior de um buraco negro, que implica em S5 — (AR% +
M) > 0 sempre. Entao podemos reescrever as condigoes (4.4.76) e (4.4.77), para os casos
F<0e F>0 como

(1) F<O0

A F
S?— (AR% + M) > —W, para (AR% + M) < —[S§ + So\/S3 + 4] (4.4.78)
>
e
(i) F >0
| A| Ry F

S2—(ARL+M) > para —[S2+S0\/S3 4+ 4] < (ARE+M) < 0, (4.4.79)

| ARZ + M ]

0 que nos mostra que é sempre possivel encontrarmos um conjunto de A, Ry, M e Sy, tal

que a camada satisfaca todas as condig¢oes de energia.
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4.5 Conclusao

Obtemos uma solucao das equacoes de Einstein para um fluido anisotropico, circularmente
simétrico, com auto-similaridade de primeiro tipo em um espago-tempo (2+ 1)-dimensional.
Introduzimos as equacoes de estado p, = 0 e pg = wp, para resolver o problema e mostrar
que existe uma solugao, que representa colapso gravitacional de um fluido anisotrépico. A
formacao final pode representar um buraco negro padrao ou um buraco negro com fluido
de energia fantasma, com a introducao de uma camada infinitesimal intermedidria, que

satisfaz todas as condigoes de energia.



Capitulo 5

Nao-homogeneidade como um
Possivel Fator Responsavel pela

Aceleracao do Universo

Neste capitulo, a partir de solugoes com auto-similaridade de primeiro e segundo tipos,
investigamos a hipotese de geracao de aceleragao efetiva de um fluido decorrente de efeitos

médios devido a nao-homogeneidades do mesmo.

5.1 Introducao

Na década passada, uma das descobertas mais marcantes foi a que nosso Universo esta
acelerando. Isto foi primeiro observado do alto redshift de supernova do tipo la [51, 52|, e
posteriormente confirmado com base na radiagdo da microonda césmica de fundo [53, 54]
e na estrutura de larga escala [55, 56]. Na teoria da relatividade geral de Einstein, para
obtermos esta expansao, precisamos introduzir um componente no campo de matéria do
Universo com uma grande pressao negativa, que é denominada energia escura. Observagoes
astronomicas recentes indicam que nosso Universo é plano e consiste de aproximadamente
70% de energia escura, 25% de matéria escura e 5% de matéria barionica e radiacdo. A
natureza da energia escura é desconhecida, e muitos modelos radicalmente diferentes tém
sido propostos, tais como, quintaesséncia [27, 28], gds Chaplygin [57], energia fantasma [58]
e energia escura no universo de branas, entre muitos outros [33, 34, 35, 36](ver os artigos
de revisao [37, 38] e suas referéncias).

Quando w, o parametro de proporcionalidade entre pressao e densidade de energia na

equacao de estado, é menor do que —1, caracterizando um fluido fantasma, uma carac-

74
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teristica notavel é que o Universo acabard sua vida em um big-rip (singularidade futura)
num intervalo de tempo finito. Isto é, para um Universo dominado por fluido fantasma,
seu tempo de vida total é finito. Antes da morte do universo, a energia escura fantasma
rasgara, a parte, a via lactea, o sistema solar, a terra e por ultimo as moléculas, dtomos,
nticleos e nucleons dos quais sdo compostos [59, 60]. Para detalhes, nos referimos a [61, 62].

A isotropia de modelos cosmoldgicos é assumida por causa da isotropia da radiacao da
microonda césmica de fundo (CMBR) [63, 64]. Todavia, dados observacionais tém mostrado
que o Universo vem de uma fase desacelarada para um estégio acelerado de evolucao em
tempos recentes. Esta transicao pode ser devida a dominacao de energia escura sobre
outros campos de matéria, determinando a recente aceleracao do Universo. Neste cenario
pode ser importante considerar a anisotropia do Universo, porque a informacao carregada
pela radiacao esta associada com o tempo de recombinacao, quando a energia escura era
desprezivel (na hipétese aqui considerada). Outro aspecto, que costuma ser ignorado na
maioria dos modelos cosmolégicos, refere-se a importancia da nao-homogeneidade para
efeito de aceleracao de um fluido, como ja apontada por varios autores [65, 66, 67, 68, 69].

Neste capitulo estudamos este problema, usando o cendrio mais simples de gravidade
(241)-dimensional. Nosso propdsito é investigar o papel da nao-homogeneidade na ace-

leracao dos fluidos, considerando também anisotropia na pressao.

5.2 Solucgoes das Equacoes de Campo de Einstein Con-
siderando a Equacao de Estado p, =0

Aqui voltamos ao problema tratado no capitulo 3. Considerando uma equacao de estado
adicional, p, = 0, de forma a resolver o sistema de equagoes, obtemos as equagoes (3.2.6)
e (3.2.7). Vimos que a primeira delas admite duas solugoes diferentes, dadas por (3.2.8) e

(3.2.14). Vejamos cada uma delas separadamente, agora no contexto cosmolégico.

5.3 A Solugao ¢, =0

Neste caso, como ja apresentado no capitulo 3, temos a equacao

v = ¢ a (5.3.1)

feex — 1]’

que admite duas familias de solugoes. Se escolhermos (3 # 0, chegamos na métrica dada pela

equagao (3.2.25), que representa a formagao de buraco negro ou singularidade localmente
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nua [47]. O caso em que (3 = 0 é considerado na subsegao seguinte.
Caso C: =0

Neste caso precisamos voltar a equagao (5.3.1) para reobter a expressao para a funcao S(x).

Entao, temos

y(x) = —a. (5.3.2)

Levando a equagao (5.3.2) em (3.1.21), encontramos uma equagao diferencial para a fungao

S(x)

SS’X = —aq, (5.3.3)
cuja solucao ¢ dada por
S(x) = Spe” “X. (5.3.4)

Substituindo a equagao (5.3.2) em (3.1.24), temos uma equagao diferencial para ()

l/J,x = —Q, (5.3.5)

cuja solucao ¢é dada por

¥(x) = —ax + Vo (5.3.6)

Fazendo uso das relagoes

7= —1In(t),

podemos reescrever as solugoes em funcao de r e ¢, como



7

o(r,t) = ¢o, (5.3.7)

t

S(rt) = 50(7@)7 (5.3.8)

b, t) = —aln{(t;/a] 0, (5.3.9)

Observe que, embora a solugao para S(x) possa ser obtida fazendo-se § = 0 em (3.2.22),
isto nao é verdade para ¥(x), sequer para alguma escolha particular do parametro auto-
similar a.

A densidade de energia e as pressoes radial e tangencial sao dadas por

1

= Kzt (5.3.10)

P

pr=po=0. (5.3.11)

Esta representa, entao, uma solu¢ao homogeénea de poeira, cuja métrica pode ser escrita,

de acordo com a equagao (3.1.3), como

t2
ds® = e*°dt? — TTa[xpgdr? + S3r2do?). (5.3.12)

O raio geométrico, dado pela equagao (2.2.3), pode ser escrito como

R, = Sptr1=2). (5.3.13)

A condicao R, > 0 impde que Sy > 0. Da expressao para p podemos identificar uma
singularidade em ¢ = 0, que corresponde a um R, = 0, representando uma singularidade

inicial. Podemos ver que o fluido esta expandindo com velocidade constante. Isto é,
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R,, = Sor=® >0 (5.3.14)

gt

R 0. (5.3.15)

gt
Entao, temos um fluido homogéneo de poeira, que expande sem qualquer aceleracao,
comecando em uma singularidade inicial (¢ = 0), com todas as condi¢oes de energia satis-

feitas.

5.4 A Solucaoy+1=0

Neste caso vimos que as equagoes de campo impoem « = 1, caracterizando, portanto, uma
solugao particular para a solucao auto-similar do primeiro tipo, com a funcao v indetermi-
nada.

A densidade de energia e as pressoes radial e tangencial sao dadas por

€—2¢0w
o= _lthg»(’ (5.4.1)
0 (5.4.2)
€
—2¢0
o = — € [¢,xx + lp,x(d’,x + 1>] . (543)

IPKt?
A métrica para esta solugao, considerando a equacao (3.1.3), pode ser escrita como
ds? = e2%0dt* — e*dr? — SEt2de*. (5.4.4)

Note que, enquanto a solugao representada por (5.3.12) é essencialmente homogénea, a

métrica (5.4.4) nos permite considerar casos nao-homogéneos, se impusermos a condigao
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by = F(X0). (5.4.5)

Na secao seguinte consideramos algumas escolhas especiais para ¢ ,. Primeiramente

investigamos as solugoes homogéneas.
Caso D: Fluidos Homogéneos

Caso D.1: ¢, = Ao

Para 1, = Ao, onde )¢ é uma constante arbitraria, temos

Y(x) = Aox + Az, (5.4.6)

A2 sendo outra constante arbitraria. Da métrica (5.4.4), isto implica em

2o
dﬁ:f%wﬁ—WOC) dr? + S22d6°. (5.4.7)

Esta métrica coincide com aquela dada pela equacao (5.3.12) para A\g = —a = —1.
O raio geométrico revela que o fluido esta também expandindo a uma taxa constante. A

densidade de energia e as pressoes radial e tangencial sao dadas por

e~ 2¢%0
pr=0 (5.4.9)
(§]
672(150
po = —W[AO(AO +1)]. (5.4.10)

A condicao de energia fraca impoe que

p>0 (5.4.11)
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P+ =0, (5.4.12)

enquanto que a condigdo de energia forte requer somente a equacao (5.4.12) e a condigao

de energia dominante as equagodes (5.4.11), (5.4.12) e

p—po=0. (5.4.13)

As equagbes (5.4.11), (5.4.12) e (5.4.13) fornecem, respectivamente, as condigoes

Ao <0, (5.4.14)
Ao < —2 (5.4.15)
e
—Xo® <0, (5.4.16)
que sao sempre satisfeitas se
Ao < —2. (5.4.17)

O raio geométrico é dado ainda por (5.3.13), mas agora com a = 1. Logo, esta solugao
representa também uma situacao de expansao com velocidade constante. Agora conside-

ramos algumas solucoes nao-homogéneas.
Caso E: Fluidos nao-Homogéneos

Modelos cosmoldgicos sao usualmente contruidos baseados no fato de que, em escalas
suficientemente grandes, o Universo é homogéneo e isotréopico. Esta pratica é consistente,
tendo em vista que nao-homogeneidades sao pequenas e descritas como pertubagoes li-
neares. Para que estas caracteristicas sejam resguardadas, é necessario que ao trabalharmos

com nao-homogeneidades a abordagem seja feita em termos de parametros médios.
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O problema de como considerar os efeitos dinamicos médios num modelo cosmolégico
nao-homogéneo, em geral, vem sendo investigado ha muito tempo [70]. No contexto da
cosmologia newtoniana, Buchert e Ehlers (1997), propuseram uma solugao para cosmologia
com fluidos de poeira. A idéia basica pode ser resumida no seguinte. Seja um dominio
no espaco Euclidiano D, espacialmente compacto e simplesmente conectado, com volume
| D |= Vp. A média espacial da equagdo de Raychaudhuri para a evolugao da taxa da
expansao, na hipétese de conservagao da massa contida no dominio, produz uma equagao
para o fator de escala, ap V,;l,/ 3, no espaco 3-dimensional. Esta equacao contem termos
de fonte, além da densidade de massa média, com a média tomada sobre as flutuagoes de
cisalhamento, vorticidade e escalares de expansao devido a presenca da nao-homogeneidade.
Em outro trabalho, Buchert [68], generalizou seus resultados, levando-os para o contexto
da relatividade geral e posteriormente estendeu-os para um fluido perfeito (2001).

Seguindo Buchert [68], podemos definir, portanto, um fator de escala através de valores
médios. Para espagos-tempos (2 + 1)-dimensionais, a média espacial de um campo escalar
f, como uma funcao das coordenadas lagrangianas e do tempo sobre uma porcao compacta

arbitraria do fluido D, é definida pelo volume integral

< f(t, X)) >pi= VD/Df(t,X)JdQX, onde J = /det(gy,), (5.4.18)

onde o volume é dado por Vp(t) := [p Jd*X. Também introduzimos um fator de escala

efetivo e adimensional através do volume (normalizado pelo volume inicial do dominio Vp,):

ap(t) = (g;) " . (5.4.19)

Isto significa que estamos interessados apenas na dinamica efetiva do dominio.

No nosso caso, o volume da regiao é dado por

2T rro
Vbwy = \/grr(t> 7)gee(t, T)drdd =
0 0

To
— 2nSyt / 0y (5.4.20)
0

A seguir analisamos uma escolha particular para a fungao ().
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Caso E.1: 1, = Aox™ + Ao

Esta escolha é interessante, uma vez que admite a solu¢do homogénea (5.4.7), como um
caso particular, permitindo estudarmos o efeito da quebra de homogeneidade sobre o efeito
de aceleracao do fluido. Para este caso, onde , \g, A1 e Ay s@o constantes, na intencao de

simplificarmos a andlise, tomemos A; = —1, o que nos fornece

UaX) = — + A, (5.4.21)

de onde obtemos a solugao para ()

Y(x) = Ao lnx + Aax + As. (5.4.22)

A métrica (5.4.4) pode ser, entao, reescrita como

ds? = e2dt2 — WozB(In(2)) s dr? — S22d6?, (5.4.23)

com z =r/t, \g = vd/4, Ay = /2 e a densidade de energia e as pressoes radial e tangencial

sendo dadas por

e=200 (Ao 4 )\ ~2¢0
p=-— () e RCINEAY (5.4.24)
IPKt? PKt? \4y 2
pr =0, (5.4.25)
e
e~ 2¢0 Ao Ao Ao
= ————3—— —+ X |—F+X+1 4.2
Do ZQKtQ{ X2+<X+ 2 X+ 2+ (5 6)

e 2% Y6 v B\ [ B

As equagbes (5.4.11), (5.4.12) e (5.4.13), fornecem as condigoes
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B
AR (5.4.27)
v B 1y 6 B
—(& 5)2 5[_47962 + (& +5) ], (5.4.28)

ML)

5.4.29
4y? 4y 2 ( )

Como podemos ver, considerando as equagoes (5.4.27) e (5.4.29), a condigao (5.4.28)
pode ser satisfeita para certos intervalos de y. Analisando as condigoes de energia (5.4.27),
(5.4.28) e (5.4.29), temos, a partir da equagao (5.4.29)

F =a(l—a)y* —2aby — b* <0, (5.4.30)

@

= |=

ondeaz”z‘;,b ey

Fazendo a anélise gréfica da condi¢do de energia (5.4.30), temos que as raizes desta

funcao sao dadas por

ab F Vab?

a1 (5.4.31)

YiF2F =

Para que exista um intervalo em que a condigao (5.4.30) seja satisfeita, ou seja, em que
a funcao F' seja negativa, é necessario que existam raizes para F, e isto é garantido somente

se o valor dentro da raiz da equagcao (5.4.31) for positivo, logo temos

a>0. (5.4.32)

As derivadas primeira e segunda da equagao (5.4.30) sao dadas por

F,=2a(1—a)y—2ab (5.4.33)
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F,,=2a(l—a). (5.4.34)

Existem, entao, dois possiveis casos, que sao a(a —1) >0 e a(a —1) < 0.
Caso E.1.1: a(a—1) >0

Neste caso, considerando a equagao (5.4.32) temos

a>1, (5.4.35)

e da equagao (5.4.33) podemos obter o valor de y para o qual F' é extremo, ou seja, obtendo

a solugao para F, = 0, que ¢ dado por

—b
- 4.
YMF a—1 (5 36)

e é negativo, lembrando que b > 0 (para que o volume (5.4.59) seja finito, como serd
mostrado adiante) e a > 1.
A equacao (5.4.34) é negativa para este caso, indicando que (5.4.36) é o ponto maximo

da funcao F', como pode ser visto na figura 5.1. Isto nos fornece os intervalos para y

y=yr e Y < o (5.4.37)
Voltando a condigao de energia (5.4.27) temos

ay +b <0, (5.4.38)
que nos fornece

y < — = (5.4.39)

Aqui yo < 0, logo o intervalo em que y > y;r fica reduzido a y;r < y < 0, mantendo assim

a negatividade de y.
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Yir

yup=-b/(a -1) 0 3

Figura 5.1: Grafico da fungao F' dada pela equagao (5.4.30), com intervalos para y dados
pela equagao (5.4.37), garantindo a negatividade da funcao.

A tltima condigao de energia a ser analisada é a (5.4.28), que nos fornece

—ay® + (ay + b)* + 2(ay + b) < 0. (5.4.40)

Podemos reescrever a equagao (5.4.40) na forma

G=ala—1)y*+2a(b+ 1)y +b2+b) <0. (5.4.41)

Fazendo a andlise gréfica da funcao G, dada pela equagao (5.4.41), temos que suas raizes

sao dadas por

—2a(b+ 1) F \/4[a? + ab(2 + b)]

= 5.4.42
Y1626 2a(a —1) , ( )

que existem somente se

a® 4 ab(2 +b) > 0. (5.4.43)
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A equagao (5.4.43) implica em

a>—(2b+b?), (5.4.44)

que estd em acordo com o intervalo dado por (5.4.35) para a, se considerarmos, de (5.4.44),
apenas o intervalo em que a > 0.

As derivadas primeira e segunda da funcao G sao dadas por

G, =2a(a—1)y+2a(b+1) (5.4.45)

Gy =2a(a—1). (5.4.46)

IR

Da equagao (5.4.45) temos que o valor de y associado ao valor extremo de G é

—(b+1)

4.4
e (5.4.47)

Yyma =

que € negativo e representa o ponto minimo da fungao G, tendo em vista que a equagao

(5.4.46) é positiva. A figura 5.2 mostra o gréafico da fungao G para intervalos de y.

A negatividade da funcao G é garantida para o intervalo

Ve =Y < a6, (5.4.48)

que esta em acordo com o intervalo (5.4.39), dado pela condigao de energia (5.4.27).

Reescrevendo os intervalos para y, temos

Yy<wyr, Yir<y<0 e yig <y <10 (5.4.49)

E necessaria ainda a comparacao entre os modulos dos valores para yirar, Yic2a, Yo €
YmF MG, para determinar o intervalo comum, que satisfaz todas as condicoes de energia.

Sendo assim, comparando | yyr | € | ype | temos
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L 2

Figura 5.2: Gréfico da funcao G dada pela equagao (5.4.41), com intervalo para y dado

pela equacao (5.4.49), garantindo a negatividade da fungao.

1

| yme | — | yur |= —— >0,
a—1

e obtemos

| yma > ymr |

Para os médulos | yo¢ | € | ypr | temos

a—/a(a + 2b+ b?)

- — <0
|2 | — | ymr | w@=1) ,

logo

| ymr [>] 126 |-

(5.4.50)

(5.4.51)

(5.4.52)

(5.4.53)
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Para os médulos | ya¢ | € | y17 | temos

(a + Vab?) — \/a(a + 2b + b2)

— — 4.54
o | = o | oo >0, (5454)

entao

| v2c [>] vir | - (5.4.55)

Para os médulos | yor | € | y16 | temos

—(a — Vab?) — yJa(a + 2b + b?)
| yor | = [ Y16 |= <0, (5.4.56)
ala—1)

o que fornece

| e [>] yor | - (5.4.57)

A comparagao entre os valores de | yor | € | yare | é desnecesséria, pois qualquer que

seja o resultado, havera um intervalo y, que satisfaz todas as condigoes de energia.

Da figura 5.3 podemos ver que o intervalo, que satisfaz todas as condigoes de energia

se encontra em Y1 < Y < Yop.

Agora, calculamos os parametros médios para a velocidade e a aceleracao do fluido, e

analizamos seus comportamentos.

De (5.4.20), temos

20 ~é
0

Vbw = 27r50t2\110/ 23 (In(z))* dz, (5.4.58)
sendo zyp = 19/t. A equagao (5.4.58) nos fornece

B+2

zZ0 2

(_ 2
G+2\ B+2

V) = 270w Sot* ¥, + ln(zo)> : (5.4.59)
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4
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Vie Yue Vi -
YViE Vur YIF 1] Al
F \

Figura 5.3: Grafico das funcoes F' e G com relacao a y. A intersecao entre os intervalos
para y das duas funcoes determina o intervalo y1¢ < y < yor para y, que satisfaz as tres
condigoes de energia.
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Para ter um volume finito precisamos considerar 3 > 0.

2—p3 2 r
t\5 —g% +in (%
ap(t) :( ) B2 (t)

% —ﬁ—i—ln(to)7

(5.4.60)

que é positivo pois § > 0 e x < 0, com seu valor pertencendo ao intervalo [y, Yoq],
de modo a satisfazer todas as condi¢oes de energia. De (5.4.60) calculamos o parametro

velocidade através da sua primeira derivada, dado por

$le=1)
ap(t) = F{c[d—l— In(ro/t)] — 1}, (5.4.61)
0
onde ¢ = 52, d = 6;432’ f = ﬁ_—fQ +In(32) e x = In(ro/t). Podemos entdo calcular o

parametro aceleracao através da segunda derivada,

$(c=2)
-t

ap (1) {e(c—1)[d + m(%“)] — (2¢ - 1)} (5.4.62)

Da equacao (5.4.61) vemos que existem solugdes com expansao, se escolhermos 0 < 5 <

2, ja que nestes casos o parametro velocidade é positivo.

O parametro aceleragao dado por (5.4.62) é positivo se

ﬂ2_26[ 2 +1n(ﬁ)

1 |B+2 t)}+5—1<0, (5.4.63)

o que nos fornece um valor limite para y dado por

—23? -85 +8
correspondendo a
BT -4)
1= 938318 (5.4.65)

Fazendo a andlise grafica de (5.4.65), é facil verificar que para § < 0,82, y; > 0. Logo
para 0 < 3 < 0,82 temos uma solucao, que descreve uma expansao acelerada, para um

fluido que satisfaz todas as condigoes de energia.
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Portanto, a solu¢ao nao-homogénea dada pela métrica (5.4.23), para uma escolha con-
veniente de intervalos para os parametros a e (3, descreve um universo (2 + 1)-dimensional
em expansao acelerada.

O caso a(a—1) < 0, embora possa também fornecer solugdes que descrevam um processo
de expansao acelerada, nada acrescentara ao propésito deste trabalho, uma vez que poder4,
no maximo, ampliar as possibilidades de solugoes deste tipo.

Mais interessante sera a analise de outras solugoes nao-homogeéneas, de modo a verificar

se a expansao acelerada é, de fato, favorecida pela nao-homogeneidade.

5.5 Conclusao

Obtemos todas as possiveis solugoes das equagoes de campo de Einstein para um fluido
anisotropico e esfericamente simétrico, auto-similar de segundo tipo em um espago-tempo
(2 + 1)-dimensional. Precisamos introduzir uma equacao de estado, p, = 0, para resolver
o problema e mostramos que a tnica solucao neste caso representa um fluido de poeira.
As propriedades globais e locais sao estudadas, sempre considerando as condi¢oes de ener-
gia. Elas revelam que para o caso ¢, = 0, o fluido se expande sem qualquer aceleracao,
comegando em uma singularidade inicial (¢t = 0), com todas as condi¢oes de energia sa-
tisfeitas. Para o caso y + 1 = 0, fazendo escolhas para a fungao ¢(x) indeterminada,
encontramos os sub-casos homogéneo e nao-homogéneo. Obtivemos para o sub-caso ho-
mogéneo uma situacao de expansao com velocidade constante. O sub-caso nao-homogéneo,
nos fornece um intervalo 0 < 3 < 0,82, para (3, onde a solugao, por nds obtida, descreve
uma expansao acelerada, para um fluido que satisfaz todas as condicoes de energia, su-

gerindo uma possivel influéncia da nao-homogeneidade na expansao acelerada do Universo.



Capitulo 6
Conclusao

Nosso propésito com este trabalho foi lancar luz sobre alguns topicos pertencentes a duas
grandes e importantes areas da fisica na atualidade, que sao a cosmologia moderna e o
colapso gravitacional.

Nao ha quem possa negar que um dos maiores desafios da cosmologia moderna trata-se
da compreensao dos fatores que levam o Universo a experimentar uma expansao acelerada,
o que nos faz refletir sobre a sua constituicao. Modelos tedricos, que pressupoem a teoria da
relatividade geral, combinados com dados observacionais, apontam para a predominancia
de um fluido de energia escura, ou seja, um fluido exético, sobre o qual pouco ou quase
nada se sabe. Teorias alternativas a relatividade geral vém sendo também investigadas, bem
como modificacoes de algumas hipdteses tedricas, tal qual a homogeneidade do Universo,
ainda no ambito na relatividade geral.

Por outro lado, o estudo do colapso gravitacional traz a tona muitas questoes intri-
gantes e de grande relevancia em gravitacao . Embora muitos pesquisadores consagrados
tenham se dedicado a este tema, sobretudo nas ultimas quatro décadas, nossa compreensao
do problema ainda se apoia em varias conjecturas. A formagao de buracos negros ou sin-
gularidades nuas num processo de colapso de um fluido bem comportado, ou mesmo a pos-
sibilidade de construcao de objetos como as estrelas de vacuo gravitacionais (gravastares),
sao temas muito atuais. A hipdtese de formacao de estruturas constituidas parcialmente
por energia escura surge como uma interse¢ao entre essas duas grandes areas.

Nessa tese, investigamos alguns desses problemas no cendrio da gravitacdo (2+1)-
dimensional. Embora essa dimensionalidade do espago-tempo nao corresponda a dimen-
sionalidade do nosso Universo, os estudos aqui desenvolvidos podem enriquecer nossa com-
preensao de alguns dos problemas descritos acima. A grande vantagem em se considerar a
gravidade nessa dimensao estd na maior simplicidade matematica das equagoes de campo

e, sobretudo, na possibilidade de uma investigagao analitica.
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6.1 Resumo e Balanco dos Resultados

Neste trabalho é feito um estudo detalhado de todas as solucoes das equacoes de campo de
Einstein, para um fluido anisotrépico, com auto-similaridade de primeiro e segundo tipos,
num espago-tempo (2+1)-dimensional. Foi necessaria a introdugao da equagao de estado,
p, = 0, para resolver o problema, devido ao nimero reduzido de equacoes em comparacao
com o numero de funcoes a serem determinadas. As propriedades globais e locais sao
estudadas, sempre fazendo a analise das condigoes de energia.

Considerando inicialmente a auto-similaridade de segundo tipo (a # 0,1), ao obter
as solucoes das equagoes de Einstein encontramos 3 possiveis familias, sendo que uma
delas reduz-se a um caso particular de auto-similaridade de primeiro tipo. Para uma delas
mostramos, no capitulo 3, que somente fluidos de poeira sao permitidos. Estudamos as
propriedades locais e globais das solucoes das equacoes de campo de Einstein em detalhes
e os diagramas de Penrose correspondentes sugerem que os casos § > 0, a < 0; 8 < 0,
0 <a<lef <0, a< 0, podem representar a formacao de buracos negros como
conseqiiéncia do colapso gravitacional do fluido. Mas, em todos os trés casos, um segmento
de singularidade tipo-tempo foi desenvolvido [cf. figs. 3,5 e 6], que é localmente nua.

Ja para a familia de solugoes com auto-similaridade do primeiro tipo (o = 1) foi con-
siderada a equagao de estado py = wp e vimos que existe uma solugao que representa colapso
gravitacional de um fluido anisotréopico. A formacao final pode representar um buraco
negro padrao ou um buraco negro com fluido de energia fantasma, com a introducgao de
uma camada fina intermedidria, que satisfaz todas as condigoes de energia. Esses resultados
sao apresentados no capitulo 4.

No capitulo 5, agora estudando a segunda familia de solugoes com auto-similaridade de
segundo tipo, para a qual temos agora 3 = 0, encontramos mais 2 sub-familias de solugoes,
mas desta vez, solucoes cosmoldgicas. Uma para o caso ¢, = 0, cujas solucoes revelam
que o fluido se expande sem qualquer aceleragao, comecando em uma singularidade inicial
(t =0), com todas as condigdes de energia satisfeitas. Para o caso y+1 = 0, a solugao deixa
uma das fungoes, ¥(x), indeterminada. Fazendo escolhas para esta fungao, encontramos
os sub-casos homogéneo e nao-homogeéneo. Obtemos para o sub-caso homogéneo uma
situacao de expansao com velocidade constante. O sub-caso nao-homogéneo, nos fornece
um intervalo 0 < 3 < 0,82, para (3, onde a solucao por nés obtida, descreve uma expansao
acelerada, para um fluido que satisfaz todas as condigoes de energia, evidenciando uma

possivel influéncia da nao-homogeneidade na expansao acelerada do Universo.



94

6.2 Perspectivas Futuras

Como foi colocado na secao anterior, encontramos uma solugao, que representa a expansao
acelerada de um fluido anisotrépico, satisfazendo todas as condigoes de energia. Isto nos
leva a crer, que um possivel fator responsavel pela aceleracao do Universo, pode ser a
presenca de nao-homogeneidade. Como perspectiva futura, podemos considerar um maior
aprofundamento da analise das solucoes, no sentido de realizar um niimero maior de escolhas
para a solugao indeterminada ¥ (x). O intuito seria mostrar a contribuicao positiva da
presenca de nao-homogeneidades para a aceleragao de fluidos bem comportados, sem a
necessidade de consideracao de fluidos exéticos.

De um modo mais geral, podemos buscar generalizacoes quadri-dimensionais para os

resultados encontrados aqui.
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