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Resumo

O problema de k-cobertura de conjuntos (PkCC) é uma variagao do problema de
cobertura de conjuntos (PCC) cléssico, no qual cada objeto deve ser coberto por, pelo
menos, k conjuntos. Aplicacoes para o PkCC podem ser modeladas originalmente como
problemas de coberturas de conjuntos, entretanto, elas devem ser tratadas como proble-
mas de k-cobertura sempre que restrigoes de confiabilidade forem consideradas. Nesta
tese, descreve-se uma nova aplicacao para o PkCC no ambito das telecomunicagoes.
Além disso, trés heuristicas sao propostas. Inicialmente, propoe-se um GRASP com
reconexao por caminhos. Em seguida, apresenta-se uma heuristica lagrangeana que
utiliza um algoritmo construtivo guloso para gerar solucoes primais viaveis. Por fim,
propoe-se uma heuristica lagrangeana hibrida, denominada LAGRASP, que combina
uma heuristica lagrangeana gulosa a um GRASP com reconexao por caminhos. Expe-
rimentos computacionais sao apresentados para 135 instancias-teste derivadas a partir
de instancias extraidas da OR-Library para o PCC.

Palavras-chave: Problemas de cobertura de conjuntos, metaheuristicas, heuristicas
lagrangeanas.



Abstract

The set k-covering problem (SkCP) is a variant of the classical set covering problem
(SCP), in which each object is required to be covered at least k times. Aplications of
the SKCP can be modeled as set covering problems, however, they are treated as k-
covering problems whenever reliability constraints are considered. In this thesis, we
describe a new application to the SkCP in telecommunications. Besides, we propose
three heuristics. Initially, we propose a GRASP with path-relinking. Following, we
present a Lagrangean heuristic which uses a greedy construction procedure to build
feasible primal solutions. Finally, we propose a hybrid Lagrangean heuristic, named
LAGRASP, combining a greedy Lagrangean heuristic to a GRASP with path-relinking.
Computational experiments are reported for 135 instances derived from the OR-Library
instances for the SCP.

Keywords: Set covering problems, metaheuristics, Lagrangean heuristics.
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1 Introducao

O objetivo deste capitulo é apresentar o problema de k-cobertura de conjuntos,
bem como revisar aplicacoes e métodos de solugao deste problema e de algumas de
suas variantes. Na Secao 1.1, é apresentada uma definicao para o problema de k-
cobertura de conjuntos. Na Secao 1.2, sao ilustradas as aplicacoes deste problema que
serviram de motivagao para este estudo. Na Secao 1.3, é feita uma revisao bibliografica
do problema em questao e de algumas de suas variantes. O conjunto de instancias-teste
desenvolvido para os experimentos desta tese é apresentado na Secao 1.4. Por fim, na

Secao 1.5, sao apresentados os objetivos e a organizacao desta tese.

1.1 O problema de k-cobertura de conjuntos

Dado um conjunto I = {1,...,m} de objetos, seja {P},...,P,} uma cole¢do de sub-
conjuntos de I, com um custo nao negativo c¢; associado a cada subconjunto P;, para
j=1,...,n. Um conjunto J CJ = {1,...,n} é uma cobertura de I se UjefPi=1. O
custo de uma cobertura J é dado por Zjefcj. O problema de cobertura de conjuntos

(PCC) consiste em encontrar uma cobertura J* de custo minimo.

O problema de multicobertura de conjuntos (PMCC) [34] é uma generalizagao do
problema de cobertura de conjuntos(PCC), no qual cada objeto i € I deve ser coberto
por pelo menos ¢; € Z, elementos de {P},...,P,}. Vazirani [57] apresenta o caso em que
cada conjunto pode ser utilizado apenas uma vez como o problema de multicobertura
de conguntos restrito. Um caso especial deste problema ocorre quando ¢; = k, para

todo i € I. Nesta tese, este problema é chamado problema de k-cobertura de conjuntos

(PkCC).

Seja A = [a;;] uma matriz binaria m x n tal que, para todoiele jeJ, a;j =1 se,

e somente se, i € Pj; e a;; = 0, caso contrario.

Uma solucéo J do PkCC pode ser representada por um vetor bindrio x de dimensio
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n, onde x; =1 se, e somente se, j € J. Uma formulacao para o problema de k-cobertura
de conjuntos é

n

z(x) =min Z Ccjxj (1.1)
=1
s.a.
n
ajjxj >k, i=1,...,m, (1.2)
j=1
x;e{0,1}, j=1,....n (1.3)

1.2 Motivacao

O problema de multicobertura de conjuntos possui aplicacoes em diversas areas,
tais como marketing, logistica, seguranca, telecomunicagoes e biologia computacional.
Embora algumas destas aplicagoes sejam modeladas originalmente como problemas de
cobertura de conjuntos, elas devem ser tratadas como problemas de multicobertura
sempre que restricoes de confiabilidade forem consideradas. Hall e Hochbaum [34]

descrevem algumas destas aplicagoes.

Nesta secao sao ilustradas duas aplicagoes do problema de k-cobertura de conjuntos

que serviram de motivacao para este trabalho.

1.2.1 O problema de minimum robust tagging SNP

No contexto da biologia computacional, uma importante aplicacao do PkCC refere-

se ao problema de minimum robust tagging SNP descrito por Bafna et al. [5].

SNPs (Single Nucleotide Polymorphisms) ou Polimorfismos de Unico Nucleotideo
sao a forma mais abundante de variacao genética no genoma humano. De acordo com
Brookes [15], um SNP é uma posigao isolada no DNA que pode assumir diferentes
alternativas (alelos) entre os individuos de uma populagao. Neste caso, as posigoes

vizinhas a um SNP permanecem inalteradas em todos os individuos.

Embora cada SNP possa, potencialmente, ter quatro alelos, ou quatro formas pos-
siveis (adenina (A), timina (T), citosina (C) ou guanina (G)), a maioria dos SNPs
apresenta apenas duas formas denominadas alelo principal e secundario, de acordo

com sua frequéncia na populacao.
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A Figura 1.1(a) mostra cinco posigoes de SNP em quatro cromossomos. O primeiro

SNP assume o alelo C para os cromossomos 1 e 2, e o alelo T para os cromossomos 3

e 4.

Um conjunto de alelos para SNPs préximos em um tnico cromossomo ¢ chamado
de haplétipo [16,55]. A Figura 1.1(b) mostra os hapldtipos relativos aos cromossomos
na Figura 1.1(a). Devido a proximidade dos SNPs em um haplétipo, eles sdo herdados
juntos através das geragoes, o que causa uma forte associacao entre eles. Deste modo,
um pequeno subconjunto destes SNPs, chamado tag SNPs, pode prover informagao

suficiente sobre os demais SNPs [55].

(a) SNPs SNP 1 SNP 2 SNP 3 SNP 4 SNP 5
Cromossomo 1 GACGCA.. TTAAA..GCGA..CGCT..ACTCG ...
Cromossomo 2 GACGCA.. TTGAA..GCAA..CGTT..ACTTG ...
Cromossomo 3 GATGCA.. TTGAA..GCAA...CGCT..ACTCG ...
Cromossomo 4 GATGCA.. TTGAA..GCAA..CGTT..ACTCG ...

(b)Haplétipos

Haplétipo 1 C A G C C
Haplétipo 2 cC G A T T
Haplotipo 3 T G A C C
Haplotipo 4 T G A T C

Figura 1.1: SNPs e haplétipos.

Dado um grupo de p haplétipos com n SNPs cada, o problema de minimum tagging
SNP (PMTS) consiste em encontrar o menor subconjunto de SNPs capaz de distin-
guir cada haplétipo dos demais. Entretanto, pode acontecer de alguns SNPs estarem
faltando em um ou mais haplétipos. Nesta situacao, existe um subgrupo de SNPs,
denominados robust tag SNPs, que é capaz de distinguir cada par de haplétipos, sem

ambiguidade, quando, no maximo, um certo numero de SNPs esta faltando.

O problema minimum robust tagging SNP (PMRTS) foi reformulado em [37] como
um problema de k-cobertura de conjuntos e sugeriu-se a atribuicao de custos diferentes
para os SNPs. A Figura 1.2 ilustra a formulagao do PMRTS e sua reformulagao como

um problema de k-cobertura de conjuntos.

A matriz bindria B = [b;;] representa p = 4 haplétipos (linhas) e n =5 SNPs (colu-
nas). Cada elemento b;; € {0, 1} representa os dois possiveis valores que o SNP j pode

assumir no haplétipo i. Seja D(iy,i) o conjunto de SNPs que distinguem os haplétipos
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D(1,2) ={2,4,5} 01 011
01000 D(1,3) ={1,2} 1 17000
B_ 000171 D(1,4)={1,2,3,4} A 1 1110
| 10000 D(2,3)={1,4,5} 10011
1 0110 D(2,4) ={1,3,5} 1 0101
D(3,4) ={3,4} 001 1O

(a) Matriz de haplétipos
(b) Conjuntos de (c) Matriz transformada

SNPs que distinguem
os haplétipos

Figura 1.2: Reformulagao do PMRTS.

i1 e iy, ou seja, j € D(i1,iz) se b, j # bi,j. PMRTS pode ser formulado como segue, com

s sendo o numero méaximo de SNPs ausentes:

n
mianj (1.4)
j=1
sujeito a
Y, xi>s+1, 1<ij<ip<p (1.5)
JED(i i)
xj€{0,1}, j=1,...,n (1.6)

Na reformulacao do PMRTS como um problema de k-cobertura de conjuntos, cada
linha da matriz A representa um par de haplétipos da matriz B, com 1 nas posicoes dos
SNPs que distinguem os elementos no par. Para distinguir um haplétipo dos demais
em um conjunto de haplétipos sem ambiguidade, cada par de haplétipos deve conter
ao menos um SNP com valores diferentes, ou seja, cada linha da matriz A deve ser
coberta por pelo menos um SNP. Para tolerar a auséncia de s SNPs, PMRTS requer
um conjunto minimo de SNPs tal que cada par de haplétipos seja distinguido por pelo
menos s+ 1 SNPs [37], ou seja, cada linha da matriz A deve ser coberta por pelo menos
k=s4+1 SNPs. No exemplo da Figura 1.2, fazendo-se s = 1, uma solucao seria um

conjunto contendo os SNPs 1, 2, 3 e 4.

O problema de encontrar tag SNPs ¢ um caso especial do problema de encontrar
robust tag SNPs quando s = 0, ou seja, um problema simples de cobertura de conjuntos,
que no caso ilustrado na Figura 1.2 poderia ter como solugao o conjunto contendo os
SNPs 1 e 4.
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Para resolver o problema de minimum robust tag SNPs foram propostos por Huang
et al. [37] dois algoritmos gulosos e um algoritmo baseado em relaxagao linear cujos
fatores de aproximagao sdo, respectivamente, (s+1)In @, In(s + 1)@ e sln p.
Os algoritmos gulosos constroem uma solucao adicionando, a cada passo, o SNP capaz
de cobrir o maximo de linhas. O primeiro algoritmo guloso, Greedy 1, identifica quais
linhas estao mais longe de completar a cobertura necessaria e prioriza a escolha dos
SNPs que cobrem estas linhas. O segundo algoritmo guloso, Greedy 2, apenas identifica
qual SNP cobre o maior niimero de linhas descobertas e o inclui na solu¢ao. O algoritmo
baseado em relaxacgao linear constroi uma solugao para o problema original a partir da
solugao do problema relaxado. Para avaliar a qualidade das solugoes dos algoritmos
propostos, foi implementado um programa, OPT, que utiliza um método enumerativo
para encontrar solugoes 6timas. Foram realizados experimentos comparativos com
instancias de, no maximo, 40 haplétipos e 114 SNPs. O algoritmo OPT é capaz de
encontrar solucoes étimas para instancias com 40 SNPs, quando considera a auséncia
de, no maximo, dois SNPs, ou seja, s = 2. As instancias com 20 SNPs foram resolvidos
por OPT para os casos em que até seis SNPs estao ausentes (s = 6). Os experimentos
com as heuristicas mostram que estes algoritmos encontram solugoes 6timas apenas
quando nao se considera a auséncia de SNPs, isto é, s =0. Nos demais casos, entretanto,
o custo das solugoes obtidas é muito préximo ao valor 6timo. Chang et al. [20] propdem
um método que particiona o problema original em problemas menores e estes sao
resolvidos com o algoritmo guloso Greedy 2 de Huang et al. [37]. Os experimentos
computacionais para instancias com mais de 20 SNPs mostram que o método é capaz

de encontrar solu¢oes melhores do que as apresentadas em [37].

Pessoa e Ribeiro [46] desenvolveram um algoritmo baseado na metaheuristica
GRASP [53]. As solugdes sao construidas por uma versao aleatorizada do algoritmo
construtivo Greedy 2 [37] e, em seguida, submetidas a uma fase de busca local. Os
resultados obtidos com a heuristica GRASP para instancias de 20 SNPs foram compa-
rados as solugoes 6timas encontradas por OPT [37]. Os experimentos computacionais
mostram a capacidade da heuristica GRASP encontrar solu¢oes étimas mesmo para
valores de k > 2. Os resultados preliminares apresentados em Pessda e Ribeiro [46]

serviram de motivacao para o desenvolvimento de extensoes que resultaram nesta tese.
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1.2.2 O problema de localizacao de PoPs redundantes

Pessoa et al. [45] descreveram uma aplicagao do problema de k-cobertura de conjun-
tos no ambito das telecomunicacoes. O problema de localizacao de pontos de presenca
(PoPs) redundantes é uma generalizacao do problema de localizacdo de PoPs [48].
Supoe-se a existéncia de clientes que sao servidos por equipamentos localizados em
PoPs. Por exemplo, em um PoP poderia ser instalada uma antena de uma rede de
telefonia moével. Se um PoP é capaz de prover servico a um cliente, diz-se que o cliente
esta coberto por este PoP. No problema de localizacao de PoPs, sao dados um conjunto
de clientes e um conjunto de potenciais locais para implantacao de PoPs. Cada um
desses locais tem um custo associado e um grupo de clientes que se beneficiaria com a
sua implantacao. Deseja-se selecionar entre os potenciais locais aqueles que formam a
rede de menor custo cobrindo todos os clientes. Naturalmente, se um cliente é coberto
por exatamente um PoP e a antena deste PoP falha, o cliente perdera sua conexao. O
problema de localizacao de PoPs redundantes prove um modelo capaz de aumentar a
confiabilidade do servico, requisitando que cada cliente seja coberto por pelo menos k

PoPs.

Um exemplo simples de uma instancia deste problema é ilustrado na Figura 1.3(a),
que mostra seis potenciais locais de PoPs (L;...Lg) com respectivos custos (cj...cg)
e quatro clientes (M,...M;) que s@o servidos, ou cobertos, pelos potenciais PoPs do
seguinte modo: o cliente M, é coberto por Ly, L3 e Ls; o cliente M}, é coberto por Ly, L,
e L3; o cliente M., por Ly, L3 e Ly; e o cliente My, por Ly e Lg. Neste exemplo, os custos
c1, €3, C5 € Cg Sao unitarios, enquanto os demais sao iguais a 2. Deseja-se determinar o
subconjunto de custo minimo de potenciais locais de modo que cada cliente seja coberto
por pelo menos dois PoPs. A Figura 1.3(b) mostra a solu¢ao de custo minimo para o
problema ilustrado na Figura 1.3(a). Observa-se que os locais Ly, L3, Ly e Lg atendem

a demanda de cobertura com custo total igual a 5.

1.3 Trabalhos relacionados

Nesta secao serao apresentados os principais trabalhos presentes na literatura sobre

os problemas relacionados com esta tese.
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Figura 1.3: Localizagao de PoPs redundantes.
1.3.1 Heuristicas para o problema da cobertura de conjuntos

De acordo com Lucena [42], sdo praticamente inexistentes algoritmos do tipo branch-
and-cut para o problema de cobertura de conjuntos porque, embora algumas familias
de desigualdades fortes [4,7,8] tenham sido caracterizadas para o problema, os proble-
mas de separagao a elas associados sao de dificil resolugao (inexistem até mesmo boas
heuristicas para isso). Ou seja, para instancias do PCC onde os saltos de dualidade sao
altos, certamente se justifica, o uso de boas heuristicas e metaheuristicas para resolver

essas instancias, diante da inexisténcia de alternativas exatas atraentes.

As principais heuristicas para o PCC foram revisadas por Caprara et al. [19], que
relataram, em especial, a eficiéncia das heuristicas lagrangeanas com otimizacgao por

subgradientes na solu¢ao do PCC.

Muitas das heuristicas presentes na literatura para o problema da cobertura de
conjuntos baseiam-se nos algoritmos gulosos propostos por Johnson [39], Fulkerson et
al. [29] e Chvétal [21]. Um algoritmo guloso, iterativamente, inclui conjuntos na solugao
escolhendo prioritariamente aquele que apresenta o maior beneficio. Nos algoritmos de
Johnson [39] e de Fulkerson et al. [29], o maior beneficio é dado pelos que conjuntos po-
dem cobrir a maior quantidade de objetos descobertos. O método de Chvétal [21] avalia
cada conjunto pela razao entre a sua capacidade de cobertura e seu custo, incluindo

primeiramente os conjuntos de maior razao.

A solucao do PCC por meio de heuristicas lagrangeanas foi abordada por Beas-
ley [11], Caprara et al. [19] e Balas e Carrera [6], entre outros citados em [19]. De

um modo geral, uma heuristica lagrangeana utiliza informacoes geradas na solugao do
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problema dual lagrangeano para construir solucoes primais para o problema original.
Os algoritmos de Beasley [11] e de Caprara [19] foram testados sobre instancias de
até 10000 variaveis. A cada iteracao do método do subgradiente, o algoritmo de Be-
asley [11] constréi uma solu¢ao primal utilizando a solugdo do problema lagrangeano
como ponto de partida. Um procedimento guloso, iterativamente, identifica, entre os
conjuntos de fora da solucao, aquele com menor custo original e acrescenta-o a solu-
¢ao corrente. O procedimento é encerrado quando obtém-se uma solucao viavel. Em
seguida, os conjuntos redundantes sao removidas da solugao final. Caprara et al. [6]
também utilizam as informacgoes obtidas em cada iteracao do método do subgradiente.
Neste caso, uma solugao primal, é construida através da inclusao, iterativa, dos conjun-
tos de menor custo lagrangeano. Uma descrigao detalhada do método do subgradiente

e sua aplicacao as heuristicas lagrangeanas serd apresentada no Capitulo 3.

O desenvolvimento de algoritmos para o PCC inclui ainda procedimentos baseados
em metaheuristicas. Entre estes, destaca-se o algoritmo genético de Beasley e Chu [14],
que mostrou-se muito eficaz na obtencgao de solugoes de qualidade para as instancias
da OR-Library [11] apesar do seu alto custo computacional. Um algoritmo baseado em
simulated annealing foi proposto por Jacob e Brusco [38]. A metaheuristica GRASP,
desenvolvida por Feo e Resende, foi aplicada ao problema de cobertura de conjuntos

em [23].

1.3.2 Problema da multicobertura de conjuntos

Os primeiros algoritmos para o problema de multicobertura de conjuntos foram

apresentados por Slyke [56] com o desenvolvimento de quatro heuristicas gulosas.

Hall e Hochbaum [33,34] desenvolveram e avaliaram dez heuristicas primais gulosas
para o PMCC, incluindo aquelas propostas em [56]. As heuristicas que tiveram melhor
desempenho foram utilizadas na obtencao de limites superiores para um algoritmo de
branch-and-bound baseado em relaxacao lagrangeana. Nos experimentos computacio-
nais, utilizando instancias com até 200 variaveis, este algoritmo utilizou como critério

de parada, uma diferenca de 0,5% entre os limites superior e inferior.

Gonsalvez et al. [31] implementaram novas heuristicas combinando os algoritmos
gulosos apresentados em [33,34]. A combinagao dos dez algoritmos de Hall e Hoch-
baum deu origem a heuristica ALL10, enquanto TOP5 utiliza apenas os cinco melhores
métodos. A cada iteracao de ALL10 ou TOPS5 escolhe-se, aleatoriamente, uma heuris-

tica que vai determinar a préxima variavel a ser inserida na solugao. Por exemplo, a
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primeira variavel a entrar na solugao pode ser escolhida pela heuristica H7, a préxima
pela aplicacao de H3, e a seguinte pela aplicagao de H8. O processo iterativo continua
até que que uma solucao viavel tenha sida encontrada. Sobre esta solucao é aplicada
uma busca local. Os experimentos computacionais foram realizados sobre instancias
geradas aleatoriamente com, no maximo, 500 variaveis. Os resultados indicam que o
custo das solugoes obtidas por ALL10 e TOP5 é, em geral, 5% superior ao valor das

solugao 6timas.

1.3.3 Problema de k-cobertura de conjuntos

Como visto na Segao 1.2.1, o problema de k-cobertura de conjuntos foi tratado como
uma aplicagdo em biologia computacional por Huang et al. [37] ¢ Chang et al. [20]
através de heuristicas construtivas gulosas. Em seguida, o trabalho de Pessoa e Ri-
beiro [46] apresentou uma heuristica baseada na metaheuristica GRASP resolvendo
problemas pequenos. Estes parecem ser os tnicos trabalhos que tratam o problema de

k-cobertura de conjuntos até esse momento.

1.4 O conjunto de instancias-teste

Como visto nas secoes anteriores, os algoritmos para o PkCC foram aplicados a
problemas pequenos com, no maximo, 500 variaveis. Por isto, para os experimentos
computacionais descritos nesta tese, foram derivadas instancias para o problema de
k-cobertura de conjuntos a partir de 45 instancias extraidas da OR-Library [11] para o

problema da cobertura de conjuntos com até 4000 variaveis.

A Tabela 1.4 apresenta as caracteristicas de sete classes das instancias originais.
Para cada classe, a tabela mostra seu nome, dimensao (restri¢oes x variaveis), densidade

e quantidade de instancias que compoem a classe.

Classe Dimensao Densidade Quantidade
scp4 200 x 1000 2% 10
scph 200 x 2000 2% 10
scpb 200 x 1000 5% 5
scpa 300 x 3000 2% 5
scpb 300 x 3000 5% 5
scpe 400 x 4000 2% 5
scpd 400 x 4000 5% 5

Tabela 1.1: Caracteristicas das instancias-teste.
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Estas instancias foram derivadas para o PkCC atribuindo-se a cada uma delas, trés

diferentes fatores de cobertura k:

® kpin: k=2;
n
® knax: k= min ai;
max =1, ’mj:ZI 1y

® Kmed: k= [(kmm +kmax)/2-|

Assim, foram obtidas 135 instancias divididas em trés grupos denominados kmin,
kmed € kmax, de acordo com o fator de cobertura requisitado (minimo, médio ou maximo).
A Tabela A.1 apresenta, para cada instancia, seu nome, dimensao (restrigoes x variaveis)

e densidade, seguidos pelos valores atribuidos a cada fator de cobertura.

1.5 Objetivos e organizacao da tese

A motivacao para o desenvolvimento desta tese surgiu com o estudo de problemas
de biologia computacional na area de otimizacao combinatéria. O estudo do problema
de minimum robust tag SNPs e da sua formulagao como o problema de k-cobertura de
conjuntos levou a investigacao de outras aplicagoes e de técnicas de resolugao para este

problema de programacao inteira.

Observando-se, na literatura, que o PkCC tem sido pouco explorado, e dada a
sua semelhanca com o problema de cobertura de conjuntos, buscou-se identificar bons
métodos de solugao para o PCC e propor extensoes destes algoritmos para o PkCC. Este
foi o ponto de partida para o desenvolvimento de novas heuristicas e instancias-teste

para o problema de k-cobertura de conjuntos.

Em seguida a aplicagao para o PkCC de métodos ja existentes na literatura, a
pesquisa avancou com a proposi¢cao de uma nova classe de heuristicas para problemas
de otimizacao combinatoria. A exploracao de métodos hibridos baseados em heuristicas

lagrangeanas e metaheuristicas constituiu o objetivo mais importante desta tese.

Os métodos e resultados computacionais desta pesquisa sao apresentados do se-
guinte modo: no Capitulo 2, propoe-se uma heuristica baseada na metaheuristica
GRASP (Greedy Randomized Adaptive Search Procedure). Para isso, algoritmos cons-

trutivos e de busca local, bem como procedimentos de reconexao por caminhos sao
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descritos e avaliados. O Capitulo 3 é dedicado a apresentagao de heuristicas lagrange-
anas. Inicialmente, uma heuristica lagrangeana para o PCC ¢ estendida para o PkCC.
Em seguida, propoe-se a hibridagao desta heuristica lagrangeana com a heuristica do
tipo GRASP, apresentada no Capitulo 2. Experimentos computacionais sao utilizados
para comparar os algoritmos propostos. As principais contribuicoes desta tese sao ana-

lisadas no Capitulo 4, onde também apresentam-se propostas para trabalhos futuros.
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2  GRASP com reconexao por caminhos

A metaheuristica GRASP (Greedy Randomized Adaptive Search Procedures) foi
originalmente proposta em [23]| para resolver o problema de cobertura de conjuntos
com custo unitario. GRASP é um processo iterativo, onde cada iteracao consiste
de duas fases: a fase construtiva, durante a qual uma solucao viavel é gerada por
um algoritmo guloso aleatorizado; e a fase de busca local, aplicada sobre a solucao
incumbente da fase construtiva. A melhor solucao encontrada dentre todas as iteracoes
efetuadas é retornada como resultado. Tutoriais sobre GRASP podem ser encontrados,
por exemplo, em [24,49,51,53|. Bibliografias anotadas de GRASP estao presentes
em [25-27].

Na fase de construcao, um procedimento iterativo constréi uma solucao viavel,
elemento a elemento. A cada passo do algoritmo, um elemento é escolhido de uma lista
de elementos candidatos para fazer parte da solucao que esta sendo construida. Cada
elemento é avaliado de acordo com uma funcao de avaliagao que verifica o beneficio da
sua inclusao na solucao parcial. Um procedimento puramente guloso escolhe o elemento
que apresentar o melhor beneficio. GRASP utiliza um algoritmo guloso aleatorizado
que mantém uma lista restrita de candidatos (LRC) formada pelos melhores elementos.
O elemento a ser incorporado na solugao é escolhido aleatoriamente dentre aqueles da
LRC. A cada inclusdao de um elemento na solucao parcial, os elementos candidatos

restantes devem ser reavaliados.

As solugoes construidas pelo algoritmo guloso aleatorizado nao sdo necessariamente
otimos locais. Portanto, a aplicacao de uma busca local usualmente melhora a solucao
construida. A partir de uma solugao inicial, o procedimento de busca local explora sua
vizinhanga para encontrar uma solugao de melhor custo. Se nenhuma é encontrada, a
busca termina retornando a solugao inicial como minimo local. Se uma solu¢ao melhor

é encontrada, esta toma o lugar da solucao inicial e a busca local recomeca.

A técnica de reconex@o por caminhos foi originalmente proposta por Glover [30]
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como um esquema de intensificacao que explora caminhos no espacgo de solucgoes, co-
nectando solucoes de boa qualidade. Considerando que uma solucao é o ponto de
partida e a outra solucao é o alvo, define-se um caminho entre as duas solugoes. A
cada passo, o algoritmo gera novas solugoes incorporando atributos da solugao alvo na
solucao inicial. A melhor solugao encontrada no passo corrente toma o lugar da solucgao
de partida e um novo passo é dado a partir desta solucao. A idéia de aplicar recone-
xao por caminhos as solucoes obtidas por um procedimento GRASP foi proposta por
Laguna e Marti [40]. Em seguida, outros trabalhos apresentaram extensoes, melhorias

e aplicacoes bem sucedidas [2,17,50-53].

O objetivo deste capitulo é apresentar uma heuristica GRASP para o PkCC, discu-
tir os componentes basicos desta heuristica e descrever sua hibridacao com reconexao
por caminhos. Na Secao 2.1, é descrita a fase construtiva da heuristica GRASP para
o PkCC. O procedimento aplicado na fase de busca local é apresentado na Secao 2.2.
A hibridacao da heuristica GRASP com o esquema de intensificagdo por reconexao
por caminhos ¢é ilustrado na Segao 2.3. A Secao 2.4 traz os resultados computacio-
nais da aplicacao da heuristica GRASP com reconexao por caminhos para o PkCC.

Consideracoes finais referentes a esse capitulo sao feitas na Secao 2.5.

2.1 Fase construtiva

Um algoritmo guloso para o problema da k-cobertura de conjuntos constréi uma
solugao acrescentando um dos conjuntos Py,...,P, na solugao parcial a cada iteracao,
até que todos os objetos estejam k-cobertos, ou seja, estejam cobertos por pelo menos
k conjuntos. Dada uma solucao parcial, a cada iteracao da construcao, seja a cardina-
lidade de cobertura T; o nimero de objetos que ainda nao estao k-cobertos pela solugao
parcial e que teriam suas coberturas incrementadas se P; fosse incluido na solucao par-
cial. Uma lista de candidatos L é formada pelos indices de todos os conjuntos P; que
nao estejam na solucao parcial e que possuam cardinalidade 7; > 1. Cada conjunto P;,
com j € L, é avaliado de acordo com uma funcao gulosa, cujo valor f; avalia o benefi-
cio da sua inclusao na solugao parcial. Um procedimento puramente guloso escolhe o

elemento que apresentar o melhor beneficio.

Hall e Hochbaum [34] avaliaram dez heuristicas gulosas para o problema de mul-
ticobertura de conjuntos. Uma das heuristicas testadas foi proposta por Dobson [22]

usando fj = 7j/cj. A cada passo do algoritmo, o conjunto que apresenta o maior valor
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para f; ¢ escolhido para fazer parte da solugao. As heuristicas desenvolvidas por Hall e
Hochbaum [34] consideram, além da cardinalidade e do custo do conjunto, a quantidade
de conjuntos que faltam para completar a cobertura de um objeto. A diferenca entre
as heuristicas desenvolvidas por Hall e Hochbaum [34] consiste na atribui¢do de pesos
diferentes para estas informagoes. Experimentos computacionais com instancias de até
100 restricoes e 200 variaveis mostram que a heuristica que obtém melhor desempenho,
gerando bons resultados em menos tempo de processamento, utiliza a funcao gulosa
fi= C—lj i #ja];—k Os resultados apresentados por Hall e Hochbaum [34] sugeri-
ram a utilizacdo desta funcao no algoritmo guloso aleatorizado na fase construtiva do
GRASP. Entretanto, os experimentos de calibragao descritos na Secao 2.4.1 mostra-
ram sua ineficiéncia com instancias maiores. Nestes experimentos, verificou-se que o
algoritmo construtivo de Dobson [22], chamado Cp, gera solugdes de menor custo que a
melhor heuristica de Hall e Hochbaum [34], chamada Cyy. Além disso, Cyy consumiu

maiores tempos de processamento.

A funcao gulosa utilizada nesta tese ¢ definida pela razao p; entre o custo c; e a
cardinalidade 7;. O algoritmo guloso adiciona a solugao parcial o candidato de menor
razao. A heuristica GRASP utiliza uma versao aleatorizada deste algoritmo guloso para
construir as solugoes iniciais. O Algoritmo 1 ilustra o pseudo-cédigo do procedimento
da fase construtiva. A solucao x e a lista de candidatos L sao inicializadas nas linhas 2
e 3, respectivamente. A cardinalidade de cobertura e o valor da fungao gulosa sao
calculados na linha 4 para todos os elementos candidatos. A cada repeticao do laco
das linhas 5 a 14, um conjunto é acrescentado a cobertura, até que todos os objetos
estejam k-cobertos. Os valores minimo (p~) e méaximo (p*) da fungdo gulosa dos
elementos candidatos sao calculados nas linhas 6 e 7, respectivamente. A lista restrita
de candidatos (LRC), formada por todos os elementos candidatos cujo valor da fungao
gulosa é menor ou igual a p~ +o(p™ —p7), é construida na linha 8, onde ¢ é um
parametro de valor real no intervalo [0,1]. Um elemento e é escolhido aleatoriamente
da LRC na linha 9 e acrescentado a solucao na linha 10. As cardinalidades de cobertura
sao recalculadas na linha 11 para considerar a inclusao do conjunto P, na solugao. A
lista de candidatos é atualizada na linha 12 com a remocao do conjunto P, e de todos
os conjuntos cujas cardinalidades de cobertura se tornaram nulas. Finalmente, na

linha 13, o valor da funcao gulosa é atualizado para todos os conjuntos candidatos.

Prais e Ribeiro [47] desenvolveram uma estratégia de ajuste automatico do pa-
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1 ConstrutivoGulosoAleatorizado

2 xj« 0, para j=1,...,n;
3 L—{l,...,n};
4 Calcula 7j e pj, para j=1,...,n;

5 enquanto existe algum objeto que nao esteja k-coberto faga
6 p~ «—min{p;: jE€L};

7 | ptemax{p;: jEL};

8 | LRC—{jeL:pj<p +a(p"—p7)}

9 Seleciona, aleatoriamente, um elemento e da LRC;

10 Xe — 1;

11 Recalcula 7, Vj € L e j#e;

12 | L—L\({e}u{jeLerti=0});

13 Recalcula p;, Vj €L

14 fim

Algoritmo 1: Procedimento construtivo guloso aleatorizado.

rametro o da LRC chamada GRASP reativo. O parametro o é selecionado de um

conjunto discreto de valores {a,,...,q,} aos quais sdo associadas probabilidades
pi,i=1,...,r. Antes de se iniciarem as iteragoes da heuristica GRASP, as probabilida-
des sao definidas como p; = 1/r, parai=1,...,r. Estas probabilidades sao periodica-

mente atualizadas de acordo com

.
pi=qi/ Y qj, i=1,....r,
=

0

sk

qdi = (Mf—) > izl,...,r.
i

f* é o valor da melhor solucao encontrada entre todas as iteracoes do procedimento

onde

GRASP e M; é o valor médio das solucoes encontradas usando o parametro ;. Deste
modo, valores de a que levam aos melhores resultados terao maior probabilidade de
serem selecionados. O fator 6 > 0 é usado para atenuar os valores mais baixos de

probabilidade e intensificar os mais altos.

2.2 Busca local

As solugoes construidas pelo algoritmo guloso aleatorizado podem nao ser 6timos
locais. Portanto, a aplicacao de busca local a estas solugoes usualmente resulta em
solugoes localmente 6timas de melhor custo. Nesta secao, sao descritos procedimentos
de busca local para o PkCC.
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Partindo de uma solugao inicial, uma busca local explora sua vizinhanca para
encontrar uma solucao aprimorante. Se nenhuma é encontrada, a busca retorna a
solucao inicial como um minimo local. Se uma solugao melhor é encontrada, ela toma

o lugar da solugao inicial e o procedimento ¢é repetido.

A vizinhanca de uma solucao é um conjunto de solugoes que podem ser obtidas
realizando-se alteragoes nos elementos da solucao considerada. Trés vizinhancas foram
definidas para o problema de k-cobertura de conjuntos: a primeira vizinhanga é uma
troca-(1,0) que visa remover conjuntos supérfluos da solugdo. A segunda é uma troca-
(1,1), cujo objetivo é substituir um conjunto de maior custo na solugdo por outro
conjunto de menor custo que nao faca parte da cobertura. De modo similar, a troca-
(2,1) tenta substituir dois conjuntos da solugdo por um conjunto de custo menor que

o custo total da dupla excluida.

Dois procedimentos de busca local foram desenvolvidos: BLi, que combina o uso
das vizinhangas troca-(1,1) e troca-(1,0), e BLyj, que combina o uso das vizinhangas
troca-(2,1) e troca-(1,0). Partindo da solugao gerada pelo algoritmo construtivo, as
buscas locais exploram completamente a primeira vizinhanca até que um 6étimo local
seja encontrado. Em seguida, passa-se para a exploracao da segunda vizinhanca. Se,
ao final da investigacao sobre as duas vizinhancas, uma solucao melhor que a melhor
conhecida tiver sido encontrada, o procedimento retorna para explorar a primeira vizi-
nhanga a partir desta solugao. Os experimentos de calibragao da Se¢ao 2.4.1 mostram
que, apesar de BLy; obter solugoes melhores que BL;1, os seus longos tempos de proces-
samento impedem sua utilizacdo em um procedimento do tipo GRASP onde multiplas

iteragoes sao realizadas.

Nesta tese, utiliza-se a busca local BLj;. Entretanto, algumas otimizagoes foram
aplicadas a idéia original de modo a evitar testes redundantes aos dois procedimentos
de troca. Em vez de explorar um vizinhanca inteira antes de seguir para a préxima, as
trocas-(1,0) e -(1,1) sdo intercaladas. Se, numa tentativa de troca-(1,0), a remogao de
um conjunto torna a solucao inviavel, a busca local passa a explorar a vizinhanca por
uma troca-(1,1). Deste modo, o procedimento procura um conjunto de menor custo

para substituir o que foi tentativamente removido.

O procedimento de busca local é ilustrado pelo pseudo-codigo no Algoritmo 2, onde

os conjuntos na solucao sao referenciados por seus indices no conjunto original J.

O lago das linhas 2 a 23 é repetido enquanto uma solugao localmente 6tima nao

for encontrada. Na linha 3, todos os conjuntos na solugao se tornam candidatos a sair
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da solucao e seus indices sao incluidos em S. O lago das linhas 4 a 22 tenta remover
cada conjunto em §, examinando-os em ordem decrescente dos seus custos. O proximo
candidato j* para remocdo é determinado na linha 5 e a varidvel correspondente x i+
tentativamente, assume o valor 0 na linha 6. Se a nova solucao obtida é vidvel, entao j*
¢é removida de S na linha 21 e um novo conjunto sera testado para remocao da solucao.
De outro modo, se o teste na linha 7 determina que a nova solucao ¢ inviavel, entao, o
conjunto S de candidatos ¢ construido na linha 8, para substituir j© na cobertura. Na
linha 9, o candidato de menor custo j~ é selecionado de S. O laco das linhas 10 até 17
examina todos os elementos em § capazes de melhorar a solucio na tentativa de troca
aprimorante viavel. Na linha 11, o conjunto j~ ¢é tentativamente inserido na solucao e
na linha 12 verifica-se se a solucao resultante é viavel. Se este nao é o caso, a insercao
tentativa é desfeita na linha 13 e o conjunto j~ é removido de § na linha 14. Se ainda
hé candidatos disponiveis para insercao no conjunto S, entao na linha 16 o candidato
de menor custo é definido como o proximo a ser examinado para insercao. Quando
nao houver mais candidatos em S capazes de melhorar a solucao, se a verificacdo na
linha 18 identifica que uma nova solucao viavel foi obtida, entao j~ é inserido em S.

Caso contrario, a atribui¢ao da linha 6 é desfeita.

2.3 Reconexao por caminhos

A implementagao basica de GRASP nao usa memoria de longo prazo, ou seja,
nenhuma iteracao de GRASP faz uso das informagoes adquiridas em iteragoes prévias.
Reconexao por caminhos (path-relinking) [30,40] é uma estratégia de intensificacao que
pode ser aplicada para introduzir estruturas de meméria em uma heuristica GRASP.
Reconexao por caminhos explora caminhos no espaco de solugoes conectando pares
de solugoes de boa qualidade, uma delas sendo a solugao inicial (ou de partida) x°
e a outra sendo a solugao alvo x'. O procedimento mantém um conjunto elite &2
com um numero maximo de solugbes (um conjunto diversificado de solugoes de boa
qualidade encontradas na fase de busca local) e apds cada busca local, uma reconexao

por caminhos é executada entre o minimo local encontrado na iteracao corrente e uma

solugao aleatoriamente selecionada do conjunto elite.
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1 BuscaLocal
2 enquanto x nao ¢ localmente otimo faga
3 Inicializa o conjunto de indices na solucao:
S—{j=1,...,n : xj=1};
4 enquanto S # 0 faca
5 j© — argmax{c; : jeS};
6 X —0;
7 se x nao ¢ vidvel entao
8 S—{j=1,...n:x;j=0ej#j"}
9 Jj~ «—argmin{c; : je€S};
10 enquanto S # 0 e x nao € vidvel e c;- < cj+ faga
11 xj-— 1
12 se x nao € vidvel entao
13 xj- 0
14 S—S\{/ ™}
15 fim
16 se S #0 entao j~ < argmin{c; : j€ S}
17 fim
18 se x ¢ vidvel entao S« SU{j~} senao
19 X — 1
20 fim
21 S—S\{j"}
22 fim
23 fim

Algoritmo 2: Procedimento de busca local.

O Algoritmo 3 descreve um procedimento genérico de reconexao por caminhos, onde
x* é um vetor bindrio representando a solucao obtida apds a busca local e x' é o vetor
bindrio representando uma solu¢ado do conjunto elite [52]. Para favorecer caminhos
longos, a solugao do conjunto elite é escolhida aleatoriamente com probabilidade pro-
porcional & distancia de Hamming entre x' e x°, ou seja, |[{j=1,...,n : x5 # x’J}| O
conjunto A= {j=1,...,n : xj #x} de posicdes nas quais x* e x' diferem é calculado
na linha 2. A melhor solugao x*, entre x' e x*, e seu custo z(x*) sa@o determinados
nas linhas 3 e 4, respectivamente. A solugao corrente x da reconexao por caminhos é
inicializada como x* na linha 5. O lago das linhas 6 e 14 progressivamente determina a

préxima solucao no caminho entre x° e x' até que todo o caminho seja percorrido.

Para cada posicao £ € A, x® £ é a solugao obtida complementando-se o valor corrente
de xy. A linha 7 determina o componente £* de A para o qual x@® ¢ resulta na solugao
viavel de menor custo. Este componente é removido de A na linha 8 e a solugao corrente

é atualizada na linha 9 pela complementacao do valor da sua ¢-ésima posicao.
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ReconexaoPorCaminhos
A—{j=1,...,n: xX; £ X}
X" — argmin{z(x'), z(x') };
28— min{z(x"),z(x) };
x— x5
enquanto |A| > 1 faca
0* —argmin{z(x®{) : L€ Ae (x®L) é vidvel};
A= A\{L7};
Xpr «— 1 —xpx;
se z(x) < z* entao

X —x;

7 —z(x);
fim
fim

© 00 N o ok~ W N =

- e e
w N = O

=
'S

Algoritmo 3: Procedimento de reconexao por caminhos.

Se o teste na linha 10 detecta que a nova solucao corrente x melhora a melhor solucao

x* no caminho, entao x* e seu custo sao atualizados nas linhas 11 e 12, respectivamente.

Para comprovar que sempre existe um caminho conectando x* e x’, observa-se que
a atribuigao inicial do valor um para todos os componentes de x* que tem valor zero
em x* e valor um em x’ resultard em uma série de solucoes vidveis a partir de x* para
alguma solucao viavel x. Em seguida, removendo-se cada componente supérfluo de x
(ou seja, atribuindo valor zero aos componentes que tem valor um em x e valor zero

em x') resultard novamente em uma série de solugoes vidveis levando de x a x'.

No procedimento de reconexao por caminhos, sao desconsideradas as solucoes de
elite cuja distancia de Hamming para x* é menor ou igual a trés, pois nenhum caminho
entre tais solugoes e x* pode conter solucoes simultaneamente melhores do que ambas.
Este fato pode ser explicado através da Figura 2.1, onde observa-se um caminho conec-
tando duas solugoes localmente 6timas, x* e X', cuja distancia de Hamming entre elas
s . ~ ~ ., . / /! ~ . . « .

é igual a trés. As solugoes viaveis X' e x” s@o obtidas como etapas intermediarias na
reconexao entre x* e x'. No passo 1, um componente com valor um deve ser incluido em
x* pois, como x* é um 6timo local, a exclusao de qualquer um desses elementos geraria
uma solucao invidvel. Portanto, ¥’ é uma solucao de custo superior a x*. Por outro
lado, para se chegar a x', no passo 3, deve-se excluir um componente com valor um da
~ // . . ~
solugao x, pois, de outro modo, gerar-se-ia uma solucao com componentes redundantes
e x' nao seria um 6étimo local, o que levaria a uma contradicao. Assim, observa-se que
o custo de x” é superior ao custo de x'. Deste modo, conclui-se que X’ e x” nao podem

ser simultaneamente melhores que x* e x'.
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Figura 2.1: Reconexao por caminhos entre duas solugoes cuja distancia de Hamming
entre elas é trés: os numeros acima das setas representam a ordem na qual os movi-
mentos sao realizados.

O Algoritmo 4 ilustra o pseudo-codigo para o GRASP completo com o procedimento
de reconexao por caminhos. As linhas 2 e 3 inicializam o conjunto elite & e o valor
da melhor solugao encontrada z*. O lago das linhas 4 a 19 sao as iteragoes do GRASP
com reconexao por caminhos. A cada iteracao, uma solucao inicial é construida pelo
procedimento guloso aleatorizado na linha 5. Uma solugao localmente 6tima x com
relagdo as vizinhangas troca-(0,0) e troca-(1,0) é identificada pela busca local na linha 6.
O conjunto elite & ¢ inicializado na linha 7 com o étimo local x obtido na primeira
iteragao. Para todas as outras iteracoes, as linhas de 8 a 14 realizam a aplicacao da

reconexao por caminhos e gerenciamento do conjunto elite.

Uma solucao x” é aleatoriamente selecionada do conjunto elite na linha 9. Os
candidatos para sele¢ao sao todas as solugoes em & cuja distancia de Hamming para x°
é maior que trés. Como ja observado, os candidatos sao selecionados com probabilidade
proporcional as suas distancias de Hamming para x*. Na linha 10, estabelece-se, entre
x e xP, qual serd a solucgao inicial e qual servird como alvo. A reconexao por caminhos
¢ aplicada ao par de solucoes x* e x' na linha 11, resultando em uma solucao x que é
reotimizada pela busca local na linha 12. O conjunto elite & ¢ atualizado na linha 13.
Se & nao atingiu o seu tamanho maximo e a nova solugao é diferente de todas as
solugoes elite, entao a nova solugao é automaticamente inserida. Caso contrario, se a
nova solucao x ¢ melhor que a pior solucao no conjunto elite, ela substitui a solugao de
maior custo. Se x nao é melhor que a pior solucao do conjunto elite, ela é descartada.

A melhor solugao x* e seu custo z* sdo atualizados nas linhas 15 a 18.



2.8 Reconexao por caminhos 21

1 GRASP+RC

2 Inicializa o conjunto elite & « 0;

3 Inicializa o valor da melhor solugao z* « oo;

4 parai=1,...,N faca

5 x < ConstrutivoGulosoAleatorizado();

6 | x<« Buscalocal(x);

7 se i = 1 entao insere x no conjunto elite &;

8 senao

9 Escolha, aleatoriamente, uma solucao de elite x? € &Z;

10 Determine qual solugao (entre x e x”) é inicial x* e qual é
alvo x';

11 x «+ ReconexaoPorCaminhos(x*,x');

12 x < BuscaLlocal(x);

13 Atualiza o conjunto elite & com x;

14 fim

15 se z(x) < z* entao

16 x*—x;

17 2" z(x);

18 fim

19 fim

Algoritmo 4: Procedimento de GRASP com reconexao por
caminhos.

A atribuicao de x e x” a solucao inicial x* ou a solucao alvo x' depende da estratégia
adotada para a reconexao por caminhos. Diferentes abordagens tém sido consideradas
na implementacao deste procedimento [52] e neste trabalho sdo adotadas trés destas

estratégias:

e Para frente (Forward): quando a solugao inicial é a de maior custo entre x* e x'.
e Para trés (Backward): quando a solugao inicial é a de menor custo entre x* e x;.

e Mista (Mized): quando dois caminhos sao simultaneamente explorados intercalan-
do-se o papel das solucoes inicial e final. Deste modo, a atribuicao de x ou x” a

x* e x' é indiferente.

Nas estratégias forward e backward, a solucao gerada a cada passo toma o lugar da
solugao inicial que se movimenta no sentido da solucao alvo enquanto esta se mantém
fixa. A reconexao por caminhos mista intercala os papéis de x* e x’, com cada solucao

assumindo a posicao de partida ou alvo a cada passo.

As Figuras 2.2(a) e 2.2(b) ilustram a aplicagao da reconexao por caminhos para as

solucoes x° e x' cuja distancia de Hamming é igual a cinco. A primeira figura refere-se
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(a) Reconexao por caminhos forward ou backward entre duas so-
lucoes.
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(b) Reconexao por caminhos mista entre duas solugoes.

Figura 2.2: Reconexao por caminhos entre duas solugoes cuja distancia de Hamming
é cinco: os numeros acima das setas representam a ordem na qual os movimentos sao
realizados.

as estratégias forward e backward, enquanto a segunda figura apresenta a estratégia

mista.

2.4 Experimentos computacionais

Para as heuristicas GRASP propostas, foram realizados experimentos computa-
cionais de calibracao de parametros e testes para avaliar a qualidade das solucoes

produzidas.

Os algoritmos foram implementados em C e todos os cédigos foram compilados com
o compilador GNU GCC versao 3.4. Os experimentos foram executados em computa-
dores com processador Intel Xeon E5410 Quadcore de 2.33 MHz e sistema operacional

Linux Ubuntu 8.04. Nos algoritmos que fazem uso de geradores de niimeros aleatorios,
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foi utilizada uma implementacao em C do gerador Mersenne Twister, desenvolvido por
Matsumoto e Nishimura [43]. Os experimentos com o pacote comercial CPLEX 11
foram realizados em um SGI Altix 3700 Supercluster (32 processadores de 1.5GHz Ita-
nium) usando o sistema operacional Linux RedHat Advanced Server with SGI ProPack,

com as execucgoes limitadas a apenas um processador.

As seguintes métricas, como descritas em [50], sdo usadas para comparar os algo-

ritmos avaliados:

e PBest: Para cada instancia, Best é o valor da melhor solucao obtida dentre todas

as execugoes dos algoritmos considerados.

e #Best: Para cada algoritmo, fornece o niimero de instancias para as quais o valor

da melhor solugao obtida com este algoritmo ¢ igual a Best.

e Dif: Para cada algoritmo, Dif é a diferenca porcentual relativa entre Best e o

valor da melhor solucao encontrada pelo algoritmo considerado.

e MDif: E a média de Dif sobre todas as instancias consideradas em um determi-

nado experimento.

e NScore: Como descrito em [54], para cada instancia, NScore de um algoritmo </

é igual ao numero de algoritmos que encontram uma solucao melhor do que .o7.

e Score: E a soma dos valores NScore de todas as instancias no experimento.

Quanto menor o valor de Score, melhor o algoritmo.

e Tempo: Corresponde a soma, sobre todas as instancias, do tempo médio de execu-
¢ao de um algoritmo em um determinado experimento. Em todos os experimentos

desta tese, os tempos de execucao sao apresentados em segundos.

Pela descricao dessas métricas, observa-se que elas utilizam, para cada instancia,
apenas a melhor solucao encontrada entre todas as execugoes do método considerado.
Entretanto, esta solugao pode apresentar desvios em relagao as demais, de pior de
qualidade, e nao ser suficiente para representar seguramente o desempenho do método.
Para superar este problema, uma alternativa seria a utilizacao de todas as solugoes
encontradas nas diversas execugoes. Considerando-se Best como o valor da melhor
solugao obtida dentre todas as execucoes dos algoritmos considerados, a métrica #Best,
forneceria o nimero de execugoes para os quais o algoritmo teria encontrado solucoes

de custo tao bom quanto Best para a instancia correspondente. De modo semelhante, a
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métrica MDif de um método mostraria a média, sobre o total de execugoes para todas
as instancias, das diferencas porcentuais entre Best e o custo da solugao encontrada

por cada execucao do método para cada instancia.

2.4.1 Experimentos para ajuste de procedimentos e parame-
tros

Nesta secao, sao apresentados experimentos que visam identificar os melhores pro-
cedimentos e parametros para compor a heuristica GRASP. Os experimentos foram
realizados sobre um conjunto de 21 instancias composto pela primeira instancia de

cada grupo da Tabela A.1.

Experimento com as heuristicas construtivas gulosas

Neste experimento, sao avaliadas as heuristicas construtivas gulosas Cp (de Dobson
[22]) e Cym (de Hall e Hochbaum [34]) descritas na Segao 2.1.

Os resultados na Tabela 2.1 mostram a superioridade do método Cp. De acordo com
a métrica #Best, o algoritmo de Dobson foi capaz de encontrar as melhores solucoes
para as 21 instancias utilizadas no experimento. Além disso, a métrica MDif mostra
que a heuristica de Hall e Hochbaum encontrou solugoes com custo, em média, 37,99%
maiores do que as solugoes de Cp. Quanto aos tempos de processamento, Cp também
apresentou o melhor desempenho, consumindo apenas 6,22 segundos para resolver 21

problemas enquanto Cyy utilizou 11452,57 segundos.

A Tabela C.1 apresenta os resultados numéricos detalhados. Cada linha corres-
ponde aos resultados para a instancia especificada na primeira coluna. Nas colunas
seguintes, sao fornecidos o custo e o tempo de processamento (em segundos) obtidos
pela heuristica construtiva de Dobson. Os resultados referentes a heuristica de Hall e
Hochbaum sao listados nas colunas seguintes. Estes resultados ratificam que as solu-
¢oes de menor custo sao obtidas pelo algoritmo construtivo de Dobson. Além disso, o
tempo computacional de Cyy chega a ser, aproximadamente, 2000 vezes maior que o

tempo gasto pelo construtivo Cp, como no caso da instancia scpd1-K;,eq.

Experimento com as buscas locais

O objetivo deste experimento é comparar as duas versoes de busca local, BL;; e

BL,1, descritas na Secao 2.2. O procedimento de busca local recebe como entrada, uma
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Cp Cun
MDif 0,000 % 37,99 %
#Best 21 0
Score 0 21
Tempo (s) 6,22 11452,57

Tabela 2.1: Resumo dos resultados obtidos pelas heuristicas construtivas gulosas.

solucao gerada pelo algoritmo construtivo guloso Cp descrito na Segao 2.1.

Os resultados de cada procedimento sao resumidos na Tabela 2.2, onde observa-se
que, para todas as instancias, as solucoes de BL,; sao melhores que as encontradas por
BL1;. A métrica MDif indica uma diferenca porcentual média de 2,19% entre os custos
das solucoes encontradas pelos dois métodos. Embora BL,; obtenha as solugoes de
melhor custo, seus tempos computacionais sao muito altos. A métrica Tempo mostra
que este método consumiu mais de 463.000 segundos, contra os 9,84 segundos gastos
por BLj; para resolver 21 problemas. Estes resultados sao detalhados na Tabela C.2
onde se observa, em cada linha, o nome da instancia seguido pelos custos e tempos de

processamento (em segundos) obtidos pelas buscas locais BLj| e BLy|, respectivamente.

BLy; BL;,
MDif 2,19 % 0,00 %
#Best 0 21
Score 21 0
Tempo (s) 9,84 463602,53

Tabela 2.2: Resumo dos resultados obtidos pelas buscas locais.

Experimentos para ajuste de parametros

Nesta secao, sao apresentados os experimentos utilizados para a definicao dos prin-
cipais parametros da heuristica GRASP proposta. Dois parametros foram avaliados: o
fator 0, aplicado no ajuste do GRASP reativo, e o tamanho do conjunto elite utilizada

pelo procedimento de reconexao por caminhos.

Fator 6: Para este experimento, foram criadas duas versoes da heuristica GRASP
pura, atribuindo-se ao fator 8 os valores 10 e 100. Para cada instancia, foram realiza-
das oito execugoes de GRASP, variando-se a semente do gerador de niimeros aleatorios.
Cada execucao era encerrada ao completar 1000 iteracoes. Na Tabela 2.3 observa-se,

pela métrica MDif, que a versao de GRASP que utiliza 6 = 100 estd mais proxima das
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melhores solugoes encontradas neste experimento, obtendo uma diferenga porcentual
média de 0,25% destas solucoes. A métrica #Best mostra que esta versao encontrou
18 das melhores solucoes, enquanto a versao que utiliza 6 = 10 encontrou apenas qua-
tro. Além disso, GRASP com 8 = 100 consumiu um menor tempo de processamento.
Os resultados detalhados deste experimento sao apresentados na Tabela C.3, onde se
observa, em cada linha, o nome da instancia seguido pelo custo da melhor solugao en-
contrada entre as oito execugoes e o tempo médio de processamento para cada versao
avaliada. Baseando-se nestes resultados, os préximos experimentos com GRASP terao

o parametro 0 fixado em 100.

6=10 0 =100
MDif 0,63 % 0,25 %
#Best 4 18
Score 17 3
Tempo(s) 5183,87 3219,63

Tabela 2.3: Resumo dos resultados dos experimentos computacionais para ajuste do
fator 8.

Tamanho do conjunto elite &: Neste experimento foram avaliados quatro ta-
manhos para o conjunto elite: 10, 20, 50 e 100. Cada valor originou uma versao da
heuristica GRASP com reconexao por caminhos backward que foi executada oito vezes
com diferentes sementes do gerador de nimeros aleatérios. O tempo de execucgao foi
utilizado como critério de parada destas heuristicas. Para cada instancia, o tempo de
processamento foi limitado aquele obtido em 1000 iteracoes da variante GRASP puro

com fator 8§ = 100, conforme detalhado na Tabela C.3.

A Tabela 2.4 apresenta os tempos limite, em segundos, para cada classe de instan-

cias, de acordo com seu fator de cobertura.

classes Kinin kned Kiomax
scp4 5 15 27
Scpo 10 45 90
scpb ) 20 38
scpa 21 141 265
scpb 17 235 288
scpce 39 329 580
scpd 26 489 544

Tabela 2.4: Tempos limite para os experimentos com as heuristicas GRASP.

O resumo dos resultados computacionais é apresentado na Tabela 2.5. Os melhores
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resultados foram obtidos fixando-se o tamanho do conjunto elite em 100. As solugoes
obtidas por esta variante tem um custo médio 0,03% superior ao custo das melhores
solucoes obtidas no experimento. A métrica #Best mostra que a heuristica GRASP
com |Z| = 100 encontra a melhor solugdo para 14 das 21 instancias utilizadas. Os
resultados detalhados sao apresentados na Tabela C.4 onde se observa, em cada linha,
o nome da instancia seguido pelo melhor custo e custo médio das solugoes encontradas

por cada heuristica avaliada.

[Z[=10 |[#]=20 |2]=50 |P|=100

MDif 0,31 % 0,39 % 0,14 % 0,09 %
#Best 7 4 9 11
Score 31 36 22 16

Tabela 2.5: Resumo dos resultados dos experimentos computacionais sobre o tamanho
do conjunto elite.

2.4.2 Resultados obtidos com as heuristicas GRASP

Os experimentos relatados nesta segao tém por objetivo avaliar a qualidade das
solugoes geradas por diferentes heuristicas baseadas na metaheuristica GRASP. Combi-
nando as diferentes estratégias de reconexao por caminho, quatro variantes de GRASP
foram desenvolvidas: GRASP puro (Gpuro), GRASP com reconexao por caminhos para
frente (GPRf), GRASP com reconex@o por caminhos para tras (GPRb) e GRASP com
reconexao por caminhos mista (GPRm). De acordo com os experimentos de calibra-
¢ao, o conjunto elite, no procedimento de reconexao por caminhos, é definido para
ter, no maximo, 100 solugdes. O parametro o do algoritmo construtivo é ajustado
reativamente a cada 100 iteragoes. Os valores utilizados para este parametro estao no

intervalo (0, 1] com incrementos de 0,05. O valor do parametro d usado é igual a 100.

Resultados comparativos utilizando-se o tempo como critério de parada

Neste experimento, foram utilizadas as 135 instancias descritas na Secao 1.4. Cada
variante da heuristica GRASP foi executada oito vezes, variando-se a semente do ge-
rador de numeros aleatérios. Cada execucgao foi encerrada quando os tempos limite
descritos na Tabela 2.4 foram alcangados. Os resultados sao comparados ao custo das
solugoes encontradas pelo pacote CPLEX 11 com limitacao de tempo de 86400 segun-

dos (24 horas) para cada instancia e ajuste automético de parametros. Este modo de
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parametrizacao do CPLEX foi o que gerou as melhores solugoes, de acordo com os

experimentos de calibracao apresentados no Anexo B.

Nas Tabelas D.1 a D.3, que trazem os resultados detalhados, observa-se o nome
de cada instancia seguido dos custos das solucoes obtidas pelo CPLEX. Nas colunas
seguintes, para cada variante avaliada, sao exibidos o melhor custo e o custo médio

obtido entre todas as execucoes de cada versao de GRASP.

A Tabela 2.6 resume os resultados médios sobre as 135 instancias. Observa-se que
as variantes de GRASP com reconexao por caminhos superaram o GRASP puro. Estes
resultados sao consistentes com os obtidos pela aplicagao de heuristicas GRASP a ou-
tros problemas, como apresentado, por exemplo, em [44] e [52]. Entre heuristicas que
utilizaram reconexao por caminhos, a estratégia backward encontrou solucoes ligeira-
mente melhores. A diferenca porcentual média entre o custo das solugoes obtidas por
GPRD e os valores obtidos pelo CPLEX ¢ de 3,45 %, enquanto que para Gpuro, esta

diferenca fica em torno de 4,84%.

CPLEX Gpuro GPRb GPRf GPRm
Mdif 0,00 % 4.84 % 3,45 % 3,51 % 3,51 %
#Best 135 0 0 0 0
Score 0 324 304 319 320

Tabela 2.6: Resumo dos resultados dos experimentos computacionais para quatro va-
riantes da heuristica GRASP.

Para analisar este experimento com um pouco mais de detalhes, a Tabela 2.7 apre-
senta os resultados resumidos para cada fator de cobertura. No caso da cobertura
minima (kpin), observa-se claramente que as variantes com reconexao por caminhos
obtém melhores resultados que o GRASP puro. A métrica MDif mostra que o custo
das solugoes obtidas por GPRb, GPRf e GPRm é, em média, 3,2% superior aos valores
encontrados pelo CPLEX. Para o GRASP puro, no entanto, esta diferenca é de 7,47%.
Avaliando-se os resultados para as coberturas média e maxima, nota-se que todas as
variantes de GRASP, com ou sem reconexao por caminhos, apresentam resultados mé-
dios muito semelhantes. Os valores para MDif apresentam-se em torno de 3,9% para a

cobertura média e 3,2% para a cobertura maxima.

Para compreender porque as variantes de GRASP com reconexao por caminhos nao
tiveram o mesmo desempenho para os diferentes fatores de cobertura, foram analisadas

as solugoes de cada grupo.

Para cada fator de cobertura, considerou-se um conjunto de 1000 solugoes obtidas
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CPLEX Gpuro GPRb GPRf GPRm
MDif 0,000 % 747 % 3,18 % 3,29 % 3,28 %
kmin #Best 45 0 0 0 0
Score 0 150 79 93 100
MDif 0,000 % 3,86 % 3,88 % 3,97 % 3,92 %
kmed #Best 45 0 0 0 0
Score 0 96 118 123 106
MDif 0,000 % 3,18 % 3,30 % 3,28 % 3,32 %
kmax #Best 45 0 0 0 0
Score 0 78 107 103 114

Tabela 2.7: Resumo dos resultados dos experimentos computacionais para quatro va-
riantes da heuristica GRASP

em uma execu¢ao do GRASP puro. Calculou-se a distancia de Hamming entre a melhor
solugao do conjunto e cada uma das demais solugoes. O grafico na Figura 2.3 mostra
os valores minimo, médio e maximo das distancias de Hamming calculados para os
fatores de cobertura kpin, kmea € kmax, referentes a instancia scp61. Observa-se que, de
forma geral, as distancias de Hamming entre as solugoes, sao proporcionais aos fatores
de cobertura. Deve-se registrar que o valor maximo da distancia de Hamming para
o fator de cobertura k-med refere-se a uma excegao entre as demais solugoes deste
grupo. Deste modo, pode-se considerar que quanto maior o fator de cobertura, maior
a diferenca entre as solucoes. Consequentemente, o procedimento de reconexao por
caminhos explora caminhos mais longos. Deste modo, uma iteracao de GRASP com
reconexao por caminhos consome maiores tempos de processamento para problemas

com maior fator de cobertura.

Utilizando-se um determinado tempo de execucao como critério de parada para
todas as heuristicas GRASP, as variantes com reconexao por caminhos executam uma
quantidade menor de iteracoes do que a variante sem este procedimento, reduzindo
suas chances de encontrar solucoes aprimorantes. No caso dos fatores de cobertura
médio e maximo, o nimero mais reduzido de iteracoes realizados pelas variantes com
reconexao por caminhos nao foi suficiente para que se obtivessem resultados melhores

do que os encontrados pelo GRASP puro.
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Figura 2.3: Distancias de Hamming entre solucoes para diferentes fatores de cobertura

2.4.3 Resultados sobre a distribuicao dos tempos para alcan-
car um valor alvo

Nesta segao, as variantes de GRASP sao comparadas utilizando-se os graficos de
tempo para valor alvo propostos por Aiex et al. [3]. Estes graficos indicam a probabi-
lidade empirica de um algoritmo alcancar uma solucao de custo pelo menos tao bom
quanto um valor alvo, em determinado tempo. Para realizar este experimento, cada al-
goritmo é executado 200 vezes, cada uma usando uma semente diferente para o gerador
de ntmeros aleatérios. Registra-se o tempo que o algoritmo leva para alcancar uma
solucao pelo menos tao boa quanto o valor definido como alvo. Para cada algoritmo,
estes tempos sao ordenados em ordem crescente e o i-ésimo tempo de processamento
ordenado (#;) é associado a probabilidade p; = (i — %)/200. Entéao, os pontos z; = (t;, pi),
parai=1,...,200, sao plotados. Quanto mais a esquerda esta a curva de um algoritmo,
mais rapidamente ele atinge o valor alvo. Além disto, quanto menor é a diferenca de
tempo entre a execucao mais rapida e a mais lenta, mais robusto é o algoritmo. Neste
experimento, a execucao dos algoritmos avaliados é encerrada quando o valor alvo é

alcancado ou quando atinge-se o tempo limite de 1200 segundos de processamento.
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A Figura 2.4 apresenta os resultados obtidos para a instancia scpa2-Ky,, cujo valor
6timo é 560. Os alvos estabelecidos foram 600 e 624. Por esses graficos observa-se que
as variantes de GRASP com reconexao por caminhos possuem comportamento bem
semelhante e atingiram os alvos estabelecidos mais rapidamente do que o algoritmo
GRASP puro. Quando o alvo estabelecido é 600, a probabilidade das variantes com
reconexao por caminhos encontrarem o alvo em menos de 64 segundos é de, aproxima-
damente, 95%. Esta probabilidade é de 10% no caso do GRASP puro. Observa-se que
existem diferencas de tempos consideraveis entre a execugao mais rapida e mais lenta
para os quatro algoritmos. A medida que o alvo se torna mais facil e distancia-se do

valor 6timo, essas diferencas de tempo sao reduzidas.

A Figura 2.5 apresenta os resultados obtidos para a instancia scpd1-K.qs. Os alvos
estabelecidos, 40876 e 40937, sao, respectivamente, 4,8% e 4,9% acima do valor 6timo.
Por estes graficos observa-se que a estratégia backward de reconexao por caminhos
atingiu os alvos estabelecidos mais rapidamente que as demais versoes em todas as
execucoes. Para o alvo 40937, as curvas relativas aos resultados do GRASP puro, GPRf

e GPRm se interceptam mostrando que essas versoes tém comportamentos semelhantes.

Os resultados para a instancia scpb8-k,qr sao apresentados na Figura 2.6. Para o
alvo mais dificil, todas as variantes de GRASP apresentam distribuicao de probabili-
dade dos tempos de execucao similares. Entretanto, para o alvo mais facil, GRASP
puro é capaz de atingir o valor alvo em menos tempo que as variantes de GRASP com

reconexao por caminhos.

2.5 Conclusoes

Neste capitulo foram realizados experimentos computacionais com heuristicas ba-

seadas na metaheuristica GRASP.

Experimentos de calibracao definiram os melhores algoritmos para serem utilizados
nas fases de contrucao e de busca local das heuristicas GRASP. Em ambos casos, os
procedimentos mais simples se mostraram mais eficientes para lidar com instancias

grandes e compor uma heuristica onde miltiplas iteragoes sao realizadas.

O desempenho dos algoritmos do tipo GRASP puro e de trés variantes de GRASP
com reconexao por caminhos foi avaliado para instancias com diferentes fatores de
cobertura. Definindo-se um tempo de processamento fixo como critério de parada para

todas as heuristicas avaliadas, GRASP com reconexao por caminhos encontrou solugoes
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melhores que o GRASP puro para 43 das 45 instancias do grupo Kyin. No grupo Kkeq,
solugoes de 33 das 45 instancias foram melhoradas pelo procedimento de reconexao por
caminhos. Das 45 instancias do grupo Ky, 17 solucoes encontradas por GRASP com

reconexao por caminhos foram melhores do que as obtidas pelo GRASP puro.

Embora nenhuma solucao o6tima tenha sido encontrada, os algoritmos do tipo
GRASP puro e GRASP com reconexao por caminhos encontraram, respectivamente,
solucoes cujo valor é, em média, 4,8% e 3,5% superior aos valores obtidos pelo CPLEX.
Além de apresentar resultados médios melhores que o GRASP puro, os experimentos
sobre o tempo para se atingir um valor alvo mostram que as variantes de GRASP com
reconexao por caminhos sao mais eficientes. Entre estas, a estratégia backward foi a

que apresentou os melhores resultados.
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3  Heuristicas lagrangeanas para PkCC

Relaxacao lagrangeana [13, 28,32, 58] é uma técnica que pode ser utilizada para
prover limitantes para problemas de otimizagao combinatéria. De modo geral, esta
técnica consiste em, dada a formulagao de um problema de programacao inteira, as-
sociar multiplicadores de Lagrange a algumas de suas restri¢oes e relaxar estas restri-
¢oes acrescentando-as a funcao objetivo. O valor da solucao obtida pela resolucao do
problema lagrangeano resultante fornece um limite inferior (para problemas de mini-
mizagao) para o valor 6timo do problema original. Held e Karp [35,36], que utilizaram
relaxacao lagrangeana para o Problema do Caixeiro Viajante, foram precursores da
aplicacao desta técnica a problemas de otimizacao combinatéria. Heuristicas lagran-
geanas utilizam informagoes geradas na solucao do problema lagrangeano para gerar

solugoes primais viaveis para o problema original.

Neste capitulo, sao propostas heuristicas lagrangeanas para o problema da k-
cobertura de conjuntos. Uma relaxacao lagrangeana deste problema é apresentada
na Segao 3.1. A Secao 3.2 traz uma revisao do método do subgradiente, utilizado para
a determinacao dos multiplicadores de Lagrange. Na Secao 3.3, é feita uma revisao
de heuristicas lagrangeanas encontradas na literatura, que serviram de base para os
novos métodos descritos neste capitulo. Nas Secoes 3.4 e 3.5, respectivamente, sao
propostas heuristicas lagrangeanas gulosas e heuristicas lagrangenas hibridas. Além
disso, sao apresentados os resultados computacionais relativos aos métodos propostos.
Experimentos comparativos entre as heuristicas propostas nesta tese sao apresentados

na Secao 3.6. As conclusoes deste capitulo sao discutidas na Secao 3.7.
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3.1 Relaxacao lagrangeana do PkCC

Uma relaxacao lagrangeana para o problema de k-cobertura de conjuntos pode ser
definida pela associacao dos multiplicadores A; € Ry, parai=1,...,m, a cada desigual-
dade (1.2) e o acréscimo destas desigualdades a funcao objetivo (1.1). Deste modo,

obtém-se o seguinte Problema Lagrangeano (PL(A)), definido por:

Z()L) = min Z CjXj+ Zﬂ‘i(k_ Z aijxj)
=1 i=1 =1

S.a.

xje€{0,1}, j=1,...,n

Pode-se observar como a solugao do problema lagrangeano fornece um limite inferior

para o problema original. O valor de

n
min Z ijj
Jj=1

S.a.

ajjxj >k, i=1,...,m,
1

J
XjE{O,l}, j=1,....n

n

¢ maior ou igual ao valor de

n m n
minZCij—l-Zli(k—Zainj) (3.1)
j=1 i=1 =1
S.a.
n
ajjXxj Zk, i= 1,...,m,

j=1

xje€{0,1}, j=1,...,n,

pois como A; >0 e k—Y"_yaijxj <0 para todo i =1,...,m, a fungao (3.1) representa

simplesmente a adicao de um termo negativo ou nulo a funcao objetivo do problema
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original. O valor de (3.1), por sua vez, é maior ou igual ao valor de

n m n
minZCij—FZ)l,i(k— Zaijxj) (3.2)
j=1 i=1 j=1

s.a.
Xj € {0,1}, j=1,...,n,
pois a remocao das restricoes de um problema de minimizacao pode somente levar a

reducgao do valor de sua funcao objetivo.

A formulagao do PL(A) pode ser simplificada para
n m
J(A)=min Y cx;j+Y Ak
j=1 i=1

S.a.

xje€{0,1}, j=1,...,n,

/ . m 7 . N .
onde c;=cj— L Aia;j é o custo lagrangeano associado a coluna j € J.

Uma solugao 6tima x’(1) de PL(A) é obtida por inspegao fazendo-se

. 1, se c’j <0
Ki(A) = (3.3)

0, caso contrario,

para j=1,...,n, com o valor da funcao objetivo
n m
7(A) = Z cg-x;(l) +kZ7L,~
j=1 i=1

sendo um limite inferior valido para o valor da solucao 6tima do problema original

(1.1)-(1.3).

O melhor limite inferior Z'(1*) é dado pela solugao do Problema Dual Lagrangeano
(PDL), definido por:

zp = max PL(A). 3.4

b= max PL() (34

Diversos métodos sao encontrados na literatura para resolver o problema dual la-

grangeano. Guignard [32] discute alguns deles, como o método do subgradiente e o

método dual ascendente, entre outros. Beasley [13] destaca o método do subgradiente

pela sua capacidade de gerar bons limites duais para uma grande variedade de proble-

mas de otimizagao combinatéria. Este foi o método escolhido para ser utilizado nesta
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tese.

3.2 Meétodo do subgradiente

Partindo-se de um conjunto inicial de multiplicadores de Lagrange, o método do
subgradiente utilizado neste trabalho, aplica a estratégia descrita em [13] para atuali-

zacao dos multiplicadores de uma iteragao para a seguinte.

A qualquer iteragao g, seja A9 o vetor corrente de multiplicadores e seja x'(A4) uma
solugao Gtima para o problema PL(A?), cujo valor 6timo é 7/(A7). Alem disso, seja Z
um limite inferior conhecido para o valor da solu¢ao étima do problema (1.1)-(1.3).

Adicionalmente, seja g9 € R um subgradiente associado a funcao 7/(A) para A = A9,

com
n
g?:(k—Zaijx;(lq)), i=1,2,....,m. (3.5)
=1
Para atualizar os multiplicadores de lagrange, o algoritmo faz uso de um tamanho de
passo
n (Z—7(A%)
di= ———7- (3.6)
i(g)?
onde N € (0,2]. Os multiplicadores sao entao atualizados de acordo com
AT = max{0; A7 +d%g7}, i=1,...,m (3.7)

e o algoritmo de subgradiente segue para a iteracao g+ 1.

3.3 Heuristicas lagrangeanas na literatura

Nesta secao, sao descritos trés tipos de heuristicas lagrangeanas que serviram de
base para o desenvolvimento dos métodos propostos neste capitulo para o problema de

k-cobertura de conjuntos.

Beasley [13] descreve uma heuristica lagrangeana como um método que considera
uma solucao do problema lagrangeano e trabalha para converté-la em uma solugao
viavel. Deste modo, a cada iteragao do método do subgradiente obtém-se um limite
superior para a solugao 6tima do problema original. Esta estratégia foi utilizada em
diversos problemas, tais como o problema das p-medianas [9], diferentes problemas de

localizagao [12] e o problema de cobertura de conjuntos [10], entre outros [12].
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Considerando, por exemplo, o problema da cobertura de conjuntos [11], a cada
iteracao g do método do subgradiente um algoritmo construtivo guloso recebe x'(47)
como solugao inicial. Esta pode ser uma solucao inviavel para o problema original, uma
vez que algumas linhas ainda podem estar descobertas. Uma solucao viavel é construida
acrescentando-se colunas & x’(A9) até que todas as linhas estejam cobertas. O algoritmo
construtivo utilizado para este problema, iterativamente, identifica a coluna de menor
custo original que pode realizar a cobertura de linhas descobertas e a inclui na solucao
inicial.

Caprara et al. [18] propdem um esquema diferente para construir solugdes primais
para o problema da cobertura de conjuntos. Um ponto de diferenca estd em que a
solucao inicial nao contém qualquer coluna. Além disso, a cada iteracao do método do
subgradiente, os custos lagrangeanos (em vez dos custos originais) sao utilizados para
determinar as colunas que farao parte de uma solucao para o problema original. O
algoritmo construtivo guloso prioriza a escolha das colunas que apresentam o menor

custo lagrangeano e cobrem o maior niimero de linhas descobertas.

Outra abordagem para o desenvolvimento de heuristicas lagrangeanas foi apresen-
tada por Lucena [41]. Considera-se . uma heuristica bdsica que constréi solugoes
vidveis para o problema original. Antes de se inicializar o método do subgradiente,
realiza-se uma chamada a .7#’. No decorrer do método do subgradiente, outras chama-

das a s podem ser feitas a cada iteracao ou eventualmente.

Na primeira chamada a ¢, utilizam-se os custos originais. Nas chamadas seguintes,
S constréi uma solucao considerando os custos lagrangeanos ¢’ j =c¢; — Y, ll-qai j ou,
os chamados custos complementares ¢; = (1 —x}(A4))c;. O objetivo de se utilizar
custos complementares é fazer com que as variaveis com valor 1 em x}(?tq), tenham
custo complementar igual a zero e sejam prioritariamente escolhidas por 7. Sempre
que uma solucao viavel é obtida por 7 com qualquer um dos esquemas de custos

modificados, deve-se calcular o custo real da solucao utilizando os custos originais c.

3.4 Heuristica Lagrangeana Gulosa

As heuristicas lagrangeanas propostas nesta tese para o problema de k-cobertura
de conjuntos foram desenvolvidas considerando-se as idéias de Beasley [10,13], Caprara
[18] e Lucena [41]. Solugoes vidveis para o problema original sao geradas pelas chamadas

heuristicas bdsicas, que podem utilizar diferentes esquemas de custos modificados e
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solugoes iniciais.

Neste secao, descreve-se uma heuristica lagrangeana que utiliza uma heuristica bd-
sica gulosa. Esta heuristica basica é composta por uma versao nao-aleatorizada do
procedimento construtivo guloso, descrito no Algoritmo 1, e pela busca local apre-
sentada no Algoritmo 2. O procedimento construtivo guloso, iterativamente, adiciona
conjuntos a uma solugao inicial até que todos os objetos estejam k-cobertos. A fungao
de gula p; determina a razao entre o custo modificado y; e a cardinalidade 7; de um
conjunto j. A cada passo do algoritmo, o conjunto de menor razao é inserido na so-
lugao. Entretanto, se mais de um conjunto tiver o mesmo valor de p, escolhe-se, por
sorteio, qual deles fara parte da solucao. A solugao obtida pelo algoritmo construtivo,
aplica-se uma busca local usando o vetor de custos originais c¢. A heuristica lagrange-
ana que usa a heuristica béasica gulosa é denominada heuristica lagrangeana gulosa ou,

simplesmente, HLG.

O Algoritmo 6 descreve o pseudo-codigo da heuristica lagrangeana gulosa. As li-
nhas 2 a 5 inicializam os limites superior e inferior, o contador de iteracoes, o vetor
de multiplicadores e o parametro 1, utilizado no tamanho do passo. As iteragoes do
método do subgradiente sao realizadas através do laco das linhas 6 a 25. Os custos
lagrangeanos sao calculados na linha 7 e o problema lagrangeano ¢ resolvido por ins-
pecao na linha 8. Nas linhas 9 e 10, define-se o vetor de custos modificados, 7. A
linha 9 refere-se a primeira iteragao do método do subgradiente, quando atribuem-se
os custos originais a y. Para as iteracoes subsequentes, na linha 10, ¥ recebe os cus-
tos lagrangeanos, fazendo-se ¥; = c; — Y Ala;j, ou os custos complementares, onde
Vi = (1-x}(29))c; . Nalinha 11, define-se a solugao inicial a ser considerada pela heu-
ristica basica. Duas abordagens sio consideradas para definir x: x° =x’(19) ou x(} =0,
para j=1,...,n. Na linha 12, a heuristica basica gulosa é chamada para produzir
uma solucdo vidvel x para o problema (1.1)-(1.3) a partir de x¥ utilizando os custos
modificados y. Na linha 13 verifica-se se o custo de x é menor que o limite superior
corrente. Caso seja, a melhor solugao e seu custo sao atualizados nas linhas 14 e 15,
respectivamente. Se o limite inferior 7/(A9) é maior que o melhor limite inferior zp
entao, na linha 17, zp é atualizado. Nas linhas 18 e 19, verifica-se se ja foi atingido o
nimero maximo, Q, de iteragoes sem melhoria de zp. Se foi, o parametro N é reduzido
a metade. Na linha 21 determina-se o novo subgradiente, e na linha 12, o tamanho
do passo. Os multiplicadores sao atualizados na linha 23 e o contador de iteragoes é

incrementado na linha 24.
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1 HeuristicaLagrangeanaGulosa
2 Inicializa os limites superior e inferior: 7 «+— Z;?ZI cjezp+0;
3 Inicializa o contador de iteracoes: g «— 0;
4 Inicializa os multiplicadores: ﬂ,iq —0,i=1,...,m;
5 Inicializa o parametro do tamanho do passo: 1 « 2;
6 repita
7 Calcula os custos lagrangeanos c’j —ci=Y" Mai, j=1,....n;
8 Resolve PL(AY) por inspegao para obter x’(A9);
9 se g =0 entao Y« c;
10 senao Determina os custos modificados 7;
11 Determina a solucao inicial x° para a heuristica bésica:
12 Chama a heuristica basica gulosa para produzir x;
13 se 2?21 cjxj < Z entao
14 X —x;
15 T Yo cxj
16 fim
17 se 7 (A9) > zp entao zp « 7/(A9);
18 se quantidade Q de iteragcoes sem melhoria de zp for atingida entao
19 | | nen/2;
20 fim
21 Calcula o subgradiente: g7 = (k—Z;?:l a;ixj(A9)), i=1,2,...,m;
22 Calcula o tamanho do passo: d4 < 1 (2—2(A4))/ X", (gh)?;
23 Atualiza os multiplicadores duais:
lqu —max{0,AT+d%1},i=1,....m;
24 Incrementa o contador de iteragoes: g «+— g+ 1;

25 até critério de parada satisfeito ;

Algoritmo 5: Pseudo-codigo da heuristica lagrangeana gulosa.

3.4.1 Experimentos computacionais

Para a heuristica lagrangeana proposta nesta se¢ao, foram realizados experimentos

computacionais para calibracao dos parametros e testes para avaliar a qualidade das

solucoes obtidas. Os resultados sao comparados ao custo das solugoes encontradas pelo

pacote CPLEX 11 com limitagao de tempo de 86400 segundos (24 horas) para cada

instancia e ajuste automatico de parametros. Este modo de parametrizacao do CPLEX

foi o que gerou as melhores solugoes, de acordo com os experimentos de calibragao

apresentados no Anexo B. O ambiente computacional dos experimentos foi descrito na

Secao 2.4.

Como critério de parada para a heuristica lagrangeana proposta, foram utilizados
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parametros do método do subgradiente, de acordo com o trabalho de Beasley [10].

Neste caso, o algoritmo é encerrado quando uma das seguintes situacoes é observada:

e Se o limite inferior zp é igual ao limite superior Z, entao Z é o custo da solugao

Stima.

e Se o parametro 7, inicializado como 2.0 e dividido a metade a cada Q itera-
¢oes sem melhoria do limite inferior zp, se torna muito pequeno atingindo um

determinado valor, 1.

Experimentos para ajuste de parametros

Os experimentos apresentados nesta secao foram realizados visando calibrar para-
metros que podem ser utilizados na avaliacao do critério de parada da heuristica lagran-
geana. Foi utilizado um conjunto de 21 instancias composto pela primeira instancia de
cada grupo da Tabela A.1. Para cada valor de parametro avaliado, a heuristica lagran-
geana gulosa foi executada oito vezes, variando-se a semente do gerador de nimeros
aleatérios. Além disso, a heurfstica basica gulosa recebe x'(17) como solugao inicial e
utiliza os custos lagrangeanos ¢’. As métricas descritas na Secao 2.4 foram utilizadas

como critério de avaliagao.

Parametro Q: Este parametro estabelece a quantidade de iteragoes consecutivas
do método do subgradiente, sem melhoria do limite inferior zp, que deve ocorrer até

que o valor 1 seja dividido por dois.

Neste experimento, trés valores de Q sao avaliados: 10, 50 e 100. O limite 1 recebeu

o valor 1074,

A Tabela 3.1 resume os resultados deste experimento. Observa-se, pela métrica
MDif que as trés versoes analisadas encontram solucoes bem semelhantes, apresentando
uma diferenca média de 0,23% a 0,25% entre os seus custos e o valor das solugoes
encontradas pelo CPLEX. A menor diferenga porcentual foi obtida definindo-se Q como
50. A métrica #Best mostra que as versoes com Q igual a 10 ou 50 encontram quatro
solugoes Otimas e a versao com Q igual a 100 encontra trés solugoes 6timas. De acordo
com a métrica Score, a heuristica que utiliza Q = 10 encontrou resultados que, em um
nimero maior de vezes, foram superados pelas demais heuristicas. Os tempos totais de
processamento, variando entre 1580,52 e 7967,62 segundos, sao proporcionais ao valor

atribuido a Q. Deste modo, optou-se por fixar o valor do parametro Q como 50. Os
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resultados detalhados deste experimento sao apresentados na Tabela E.1 que mostra,
em cada linha, o nome da instancia, seguido pelo custo das solugoes encontradas pelo
CPLEX. Nas colunas seguintes, sao mostrados o melhor custo e o custo médio das

solugoes e o tempo de processamento obtidos por cada versao da heuristica lagrangeana

gulosa.

CPLEX 0=10 0 =50 Q=100
MDif 0,00 % 0,25 % 0,23 % 0,24 %
#Best 21 4 4 3
Score 0 38 28 26
Tempo - 1580,52 5007,84 7967,62

Tabela 3.1: Resultados dos experimentos de calibracao da HLG - parametro Q.

Parametro 1:  Este parametro estabelece o valor limite que 717, definido inicialmente

como 2.0, pode atingir apos sucessivas divisoes pela metade.

Neste experimento, trés valores de 1 sao avaliados: 1073, 107 ¢ 10™>. O valor do

parametro Q foi fixado em 50, seguindo o resultado apresentado na se¢ao anterior.

Observa-se na Tabela 3.2 que os valores 107 e 107 levaram a resultados de qua-
lidade semelhantes, com a métrica MDif apresentando valores em torno de 0,23%.
Ambas variantes encontraram quatro solugoes 6timas contra duas solugoes 6timas en-
contradas pela versao que utiliza =1073. De acordo com a métrica Score, para a qual
o menor valor indica o melhor método, a atribuicdo de 107% a 1 encontra as melhores
solugoes. A partir desta anélise, optou-se por fixar o valor de 1 como 10~* para os
proximos experimentos. Os resultados detalhados deste experimento sao apresentados
na Tabela E.2 que mostra, em cada linha, o nome da instancia, seguido pelo custo
das solugoes encontradas pelo CPLEX. Nas colunas seguintes, sao mostrados o melhor
custo e o custo médio das solugoes e o tempo de processamento obtidos por cada versao

da heuristica lagrangeana gulosa.

CPLEX n=10"3 n=10""* n=10">
MDif 0,00 % 0,36 % 0,23 % 0,22 %
#Best 21 2 4 4
Score 0 41 21 24
Tempo - 3172,42 5007,84 6363,04

Tabela 3.2: Resultados dos experimentos de calibragao da HLG - parametro 7.

Fator multiplicativo do limite superior:  Beasley [13] propoe a substituigao de

Z na equagao (3.6) por 1,05-Z como forma de evitar que o passo se torne muito pequeno
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a medida que 7/(A9) se aproxima de Z. Neste experimento, duas versoes de HLG sao
comparadas: HLG-v1, que utiliza a equagao (3.6) original e HLG-v1.05, que aplica o

fator multiplicativo a Z.

A Tabela 3.3 resume os resultados obtidos por ambas versoes, comparando-os aos
resultados obtidos pelo CPLEX. Observa-se que apesar da redugao no tempo de proces-
samento, a métrica MDif mostra que o custo das solucoes encontradas por HLG-v1.05
é, em média, maior que os custos das solugoes geradas por HLG-v1. Além disso, de
acordo com a métrica #Best, HLG-v1.05 encontrou um niimero menor de solugoes 6ti-
mas. A Tabela E.3 apresenta os resultados detalhados deste experimento, mostrando,
em cada linha, o nome da instancia, seguido pelo custo das solugoes encontradas pelo
CPLEX. Nas colunas seguintes, sao exibidos o melhor custo e o custo médio das so-

lugoes e o tempo de processamento obtidos por cada versao da heuristica lagrangeana

gulosa.

CPLEX HLG-v1.05 HLG-v1
MDif 0,00 % 0,28 % 0,23 %
#Best 21 3 4
Score 0 27 21
Tempo - 2466,07 5007,84

Tabela 3.3: Resultados dos experimentos de calibracao da HLG - fator multiplicativo
na equagao (3.6).

De acordo com os resultados apresentados nesta secao, decidiu-se pela nao utili-
zacao do fator multiplicativo na equacao de atualizacao do tamanho do passo. Os
proximos experimentos consideram a equagao (3.6) conforme apresentada na Segao
3.2.

Resultados obtidos com a heuristica lagrangeana gulosa

O objetivo deste experimento é avaliar a qualidade das solugoes obtidas e a efici-
éncia da heuristica lagrangeana gulosa. Combinando as diferentes abordagens para a
solucao inicial e o tipo de custo modificado utilizados pela heuristica basica, .77, quatro

diferentes versoes da heuristica lagrangeana gulosa foram avaliadas:



8.4 Heuristica Lagrangeana Gulosa 46

HLG,_,0: J usa custos lagrangeanos e sua solugao inicial ¢ a solu¢ao do problema
A

lagrangeano (x = x'(19)).

HLG,o: 2 usa custos complementares e sua solugao inicial é a solugao do
7

problema lagrangeano (x° = x'(19)).

HLG s J usa custos lagrangeanos e sua solugao inicial é x? =0,VjeN.

HLGExgz ¢ usa custos complementares e sua solugao inicial é x(]). =0,VjeN.

Neste experimento, foi considerado o conjunto de 135 instancias descrito na Secao
1.4. Cada versao da HLG foi executada oito vezes variando-se a semente do gerador
de numeros aleatérios. O parametro 1 € (0,2] recebe o valor 2, sendo dividido a
metade sempre que o melhor limite inferior nao tenha sido aprimorado apods 50 iteracoes
consecutivas (Q = 50). O algoritmo é encerrado quando 1 atinge o valor 107 ou o

limites inferior zp ¢é igual ao limite superior Z.

Os resultados na Tabela 3.4 mostram que os melhores tempos de processamento
foram alcancados pelos algoritmos que utilizam a solugao do problema lagrangeano
como solucao inicial para a heuristica basica gulosa. Entre estas versoes, a métrica
MDif mostra que HLG ¢l encontrou as solugoes de custo mais préximo dos valores
obtidos pelo CPLEX. Os valores de Score também indicam que HLGC,x% é a melhor
versao entre as heuristicas avaliadas. De acordo com #Best, todas as versoes foram

capazes de encontrar 24 solugoes 6timas, com excegao de HLG, 0 que encontrou apenas
7

21.

CPLEX HLG,, 0 HLG 0 HLG, o HLG,,

A A 0 0

MDif 0,00 % 0,30 % 0,32 % 0,30 % 0,30 %
#Best 135 24 21 24 24
Score 0 194 330 209 264

Tempo - 24274,71 22677,02 37547,50 41804,25

Tabela 3.4: Resultados dos experimentos com quatro versoes da heuristica lagrangeana
gulosa.

As Tabelas F.1, F.2 e F.3 apresentam os resultados detalhados deste experimento
para os grupos Kpin, Kmea € Kmax, respectivamente. Para cada instancia, é apresentado o
custo da solugao obtida pelo CPLEX seguido dos resultados das heuristicas lagrangea-
nas gulosas. Para cada versao de HLG, é apresentado o melhor custo encontrado entre

as oito execugoes. O erro relativo entre este valor e os custos obtidos pelo CPLEX é
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apresentado na coluna seguinte. Além disso, é mostrado o custo médio das solugoes

encontradas nas oito execugoes.

Os tempos de execucao das heuristicas lagrangeanas para cada instancia sao apre-
sentados nas Tabelas F.4, F.5 e F.6. Observa-se que a estratégia de construir solugoes
para o problema original a partir de solucoes do problema relaxado consome um tempo
bem menor de processamento que a abordagem de se partir de solugoes cujas variaveis
sao, todas, iguais a zero. As heuristicas HLGC,XR e HLGEX% consumiram tempos de

processamento bem semelhantes e estes representam, em geral, metade do utilizado

por HLGc,xg e HLGC_xg.

Para observar a evolucao dos limites inferiores e superiores ao longo da execucao
das heuristicas lagrangeanas, foi realizado um experimento que mostra, através de
graficos, a qualidade das solugoes obtidas por cada heuristica. Diversas instancias
foram observadas neste experimento. Os graficos nas Figuras 3.1 e 3.2 correspondem
aos resultados obtidos para a instancia scpcl-kpyqy (cujo valor da solu¢do dtima é igual
a 112471) e ilustram um comportamento semelhante ao que foi observado nos graficos

das demais instancias.

O gréafico na Figura 3.1 mostra a evolugao dos limites inferiores e superiores no
decorrer do tempo. Nota-se que as heuristicas que utilizam a solucao do problema la-
grangeano como solugao inicial aproximam-se da soluc¢ao 6tima (aprimorando os limites
inferior e superior) utilizando menor tempo de processamento que as demais heuristi-
cas. Entretanto, todas as variantes chegaram ao mesmo limite inferior com custo de
112245. O grafico na Figura 3.2 amplia a visao sobre a evolugao dos limites superiores

e torna possivel a observagao que HLG 0 alcangou a solugao de menor custo.
3

Como conclusao desta segao deve-se registrar que a heuristica HLG ¢l apresentou
melhor desempenho que os demais métodos avaliados. Além disso, todas as heuristi-
cas lagrangeanas propostas sao capazes de encontrar solugoes de boa qualidade mas,
considerando-se os tempos de execucao, as melhores versoes sao as que utilizam a
construcao de solucoes para o problema original a partir das solugoes do problema

lagrangeano.
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Figura 3.1: Evolucao dos limites inferiores e superiores ao longo do tempo.
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Figura 3.2: Evolucao dos limites superiores ao longo do tempo.
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3.5 Heuristica Lagrangeana Hibrida: LAGRASP

Nesta secao, ¢ descrita uma heuristica lagrangeana que pode utilizar como heu-
ristica basica, um procedimento do tipo GRASP com reconexao por caminhos. Para
viabilizar a hibridagao destes métodos, algumas modificacoes foram feitas no procedi-

mento da heuristica lagrangeana gulosa apresentada na secao anterior.

Dois tipos de heuristica basica sao utilizadas neste método: a heuristica basica
gulosa, descrita na segao anterior, e a heuristica basica GRASP, que é uma versao
ligeiramente modificada do Algoritmo 4. Este procedimento recebe como parametros
de entrada um nimero ig de iteragoes a serem realizadas, o vetor de custos modificados
¥ e uma solucao inicial x°. Na fase construtiva, gera-se uma solucio viavel para o
problema original a partir de x° utilizando-se os custos modificados. Nas fases de busca
local e de reconexao por caminhos utilizam-se os custos originais. Antes de se iniciar
a heuristica lagrangeana, o conjunto elite utilizado pelo procedimento de reconexao
por caminhos estd vazio. A cada iteracao da heuristica basica GRASP, uma solucgao é
aleatoriamente selecionada do conjunto elite e aplica-se a reconexao por caminhos entre
esta solucao e a solucao incumbente da busca local. A solugao resultante é candidata

para admissao no conjunto elite seguindo as regras estabelecidas na Secao 2.3.

O Algoritmo 6 descreve a heuristica lagrangeana hibrida refletindo as alteragoes
feitas sobre o Algoritmo 5. Na linha 6, o conjunto elite é inicializado como um con-
junto vazio. Na linha 12, observa-se que a chamada a uma heuristica basica é feita
a cada H iteragoes do método do subgradiente e nao em todas as iteragoes. Embora
a heuristica basica GRASP produza solu¢oes melhores que a heuristica basica gulosa,
esta ultima é muito mais rdpida. Para lidar com este problema, escolhe-se a utilizacao
da heuristica basica GRASP com probabilidade B (linha 16) e da heuristica bésica
gulosa com probabilidade 1 — B (linha 17).

A heuristica lagrangeana que usa esta estratégia hibrida é denominada LAGRASP e
envolve trés parametros principais: o numero H de iteragoes apds o qual uma heuristica
basica é aplicada, o ntimero ig de iteragoes realizados pela heuristica basica GRASP

quando esta é executada, e a probabilidade B de se escolher a heuristica basica GRASP.

Cabe ressaltar que LAGRASP pode ser vista como uma generalizagao da heuristica
lagrangeana gulosa, uma vez que pode-se obter este método com a atribuicao do valor

0 ao parametro f e fazendo-se H igual a 1.
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1 LAGRASP
2 Inicializa os limites superior e inferior: 7 «+— Z;?ZI cjezp+0;
3 Inicializa o contador de iteracoes: g «— 0;
4 Inicializa os multiplicadores: ﬂ,iq —0,i=1,...,m;
5 Inicializa o parametro do tamanho do passo: 1 « 2;
6 Inicializa o conjunto elite: & «— 0 ;
7 repita
8 Calcula os custos lagrangeanos c} —cj—Y" ?Liqaij, j=1,....n;
9 Resolve PL(AY) por inspegao para obter x’(A9);
10 se ¢ =0 entao Y« c;
11 senao Determina os custos modificados 7;
12 se q ¢ um multiplo de H entao
13 Determina a solucao inicial x° para a heuristica bésica;
14 random < valor sorteado entre 0 e 1;
15 se random < 3
16 entao Chama a heuristica bdsica GRASP para produzir x;
17 senao Chama a heuristica bdsica gulosa para produzir x;
18 fim
19 se 2?21 cjxj < Z entao
20 X —x;
21 Ze Yo cjxj;
22 fim
23 | se7/(A9)>zp entdo zp — 7' (A9);
24 se quantidade Q de iteracoes sem melhoria de zp for atingida entao
25 | | nen/2;
26 fim
27 Calcula o subgradiente: g7 = (k—):gzl aiixj(A9)), i=1,2,...,m;
28 Calcula o tamanho do passo: d? — n (z—2/(A4))/ X", (¢7)*;
29 Atualiza os multiplicadores duais:
/'Ll-qJrl —max{0,AT+d9%1},i=1,....m;
30 Incrementa o contador de iteragoes: g «— g+ 1;

31 até critério de parada satisfeito ;

Algoritmo 6: Pseudo-cédigo da heuristica lagrangeana hibrida
(LAGRASP).

3.5.1 Experimentos computacionais

Nesta secao, avalia-se o desempenho da heuristica lagrangeana hibrida de acordo
com a qualidade das solucoes obtidas e o tempo de processamento para alcanca-las.
Inicialmente sao realizados experimentos para calibracao de parametros e, em seguida,

apresenta-se uma analise comparativa das melhores heuristicas lagrangeanas desen-
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volvidas neste capitulo. Nos experimentos descritos nesta secao, LAGRASP combina
elementos da melhor versao de heuristica GRASP, apresentada no Capitulo 2, e da
heuristica lagrangeana gulosa, apresentada na segao anterior. Deste modo, a heuristica
basica GRASP, utiliza a estratégia de reconexao por caminhos para trés (backward)
mantendo no conjunto elite, no maximo, 100 solucoes de boa qualidade. Na fase de
construgao, as solucoes para o problema original sao obtidas a partir das solucoes do
problema lagrangeano. A funcao gulosa utiliza os custos lagrangeanos para escolher os
conjuntos que completam a solucao inicial. O fator de aleatoriedade a do algoritmo
construtivo foi fixado em 0.3, deste modo reduz-se o custo computacional com relagao
a versao reativa. Para a definicao deste parametro, observou-se, para diversas instan-
cias, o valor com maior probabilidade de ser selecionado ao final de 1000 iteracoes de
GRASP. Durante o método do subgradiente, o parametro 1 é divido por dois a cada 50
iteragoes consecutivas sem melhoria do limite inferior zp. A execucao de LAGRASP é
encerrada quando 1 atinge o valor 1074, O ambiente computacional dos experimentos
foi descrito na Secao 2.4. Os resultados obtidos pelas heuristicas lagrangeanas hibridas
sao comparados as melhores solugoes encontradas pelo pacote CPLEX 11 com limitacao

de tempo de 86400 segundos (24 horas) para cada instancia.

Experimentos para ajuste de parametros

O objetivo deste experimento ¢é avaliar a relagao entre o tempo de processamento e
qualidade de solugoes obtidas por diferentes configuracoes dos parametros da heuristica
LAGRASP. O parametro H, que define a periodicidade de chamada de uma heuristica
basica pelo método do subgradiente, recebeu valores 1, 5, 10 e 50. O parametro f3, que
define a probabilidade de a heuristica basica GRASP ser aplicada, foi avaliado com
os valores 0, 0.25, 0.50, 0.75 e 1. O numero de iteragoes ig a serem executados pela
heuristica basica GRASP variou como 1, 5, 10 e 50. A combinacao destas estratégias
gerou 68 versoes que foram executadas 8 vezes, variando-se a semente do gerador de
nimeros aleatorios. Foram utilizadas neste experimento o mesmo conjunto de 21 ins-
tancias dos experimentos para ajustes de parametros da heuristica lagrangeana gulosa
descritos na Secao 3.4.1. As Tabelas 3.5 a 3.10 resumem os resultados obtidos por cada

versao de acordo com as métricas apresentadas na Segao 2.4.

O grafico na Figura 3.3 resume os resultados de todas as versoes avaliadas consideran-
do-se os valores das métricas MDif e Tempo. Cada ponto do grafico representa uma

combinagao tnica de valores dos parametros. Os pontos mais proximos a origem do
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grafico representam as versoes que obtiveram melhor relacdo entre a qualidade das
solugoes e o tempo de execucao. Entre estas, trés versoes, de especial interesse, sao
identificadas e rotuladas com os valores dos parametros correspondentes, na seguinte
ordem: B, H e ig. Os parametros B =0 e H = 1 representam a heurfstica lagrangeana
gulosa. Esta atingiu o valor 0,23% para a métrica MDif em 4859,16 segundos. Outra
versao particulamente interessante é a que utilizou os parametros f = 0,50, H = 10
e ig=>5. O valor 0,24% para métrica MDif foi atingido utilizando-se 2414,78 segun-
dos. Isto significa que esta versao encontra solucoes de custos similares a heuristica
lagrangeana gulosa utilizando metade do tempo de processamento daquela heuristica.
A configuragao B =0,25, H=1 e ig =5 originou a versao de LAGRASP que, dentre
as que encontraram solugoes melhores que a heuristica lagrangena gulosa, foi a que
utilizou o menor tempo de processamento. O custo das solucoes obtidas por esta va-
riante é, em média, apenas 0,21% superior aos valores encontrados pelo CPLEX. Este

resultado foi alcangado em 13394,27 segundos.

Estes resultados foram, ainda, comparados a uma versao na qual uma heuristica
bésica é chamada somente nas iteragoes onde o limite inferior é aprimorado. Neste
caso, o parametro H foi desconsiderado, e os parametros B e ig foram definidos, res-
pectivamente, como 0,25 e 5. Na Tabela 3.11 observa-se que, de acordo com a mé-
trica MDif, o custo das solugoes desta versao, denominada LAGRASP(0.25, LI, 5), é,
em média, superior ao custo das solugoes obtidas por LAGRASP(0.25,1,5), embora o
tempo de processamento tenha sido bastante reduzido. A tabela também mostra, en-
tretanto, que com menor tempo de processamento que LAGRASP(0.25, LI, 5), a versao
LAGRASP(0.50, 10, 5) consegue obter melhores solugdes. Deste modo, conclui-se que
a estratégia de chamar-se uma heuristica basica de acordo com o aprimoramento do
limite inferior, pode reduzir o tempo de processamento de uma heuristica LAGRASP,
entretanto a qualidade das solugoes é afetada. Além disso, resultados melhores que

esta estratégia podem ser obtidos com o ajuste apropriado dos parametros 3, H e ig

da heuristica LAGRASP.

CPLEX H=1 H=5 H=10 H=50
MDif 0,00 % 0,23 % 0,32 % 0,36 % 0,50 %
#Best 21 4 2 2 1
Score 0 23 35 47 69
Tempo (s) - 4859,16 991,43 544,35 124,26

Tabela 3.5: Resultados dos experimentos de calibracdo do LAGRASP (B =0).
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Figura 3.3: Resultados obtidos por diferentes versoes de LAGRASP. Cada ponto re-
presenta uma combinagao unica de valores para a tripla (B, H, ig).

CPLEX H=1 H=5 H=10 H=50
MDif 0,00 % 0,23 % 0,32 % 0,36 % 0,50 %
#Best 21 4 2 2 1
Score 0 23 35 47 69
Tempo (s) - 4859,16 991,43 544,35 124,26

Tabela 3.6: Resultados dos experimentos de calibracdo do LAGRASP (B =0).
Resultados computacionais

Este experimento compara o desempenho das trés versoes selecionadas de LAGRASP.
LAGRASP(0,1,—) é a denominagao para a versao que utiliza B =0 e H = 1, ou seja,
a heuristica lagrangeana gulosa. LAGRASP(0.25,1,5) utiliza os parametros f§ = 0,25,
H=1¢eig=5. A versao com parametros f =0,5, H= 10 e ig =5 é denominada
LAGRASP(0.50, 10,5).

A Tabela 3.12 resume os resultados obtidos sobre as 135 instancias descritas na
Secao 1.4. O custo das solugoes obtidas pelas versoes de LAGRASP sao comparados
aos valores encontrados pelo CPLEX. Estes resultados ratificam os resultados de ca-
libragao mostrando que LAGRASP(0.50,10,5) conseguiu, com metade do tempo de

processamento utilizado por LAGRASP(0,1,—), obter solugoes de custos similares aos
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CPLEX ig=1 ig=>H ig=10 ig=50
H=1 MDif 0,00 % 0,23 % 0,21 % 0,20 % 0,20 %
#Best 21 4 4 4 4
Score 0 46 33 32 25
Tempo (s) - 5699,57 13394,27 23042,81 102115,92
H=5 MDif 0,00 % 0,32 % 0,31 % 0,28 % 0,23 %
#Best 21 2 2 3 4
Score 0 44 39 35 35
Tempo (s) - 1101,64 2589,79 4373,56 19086,68
H=10 MDif 0,00 % 0,34 % 0,33 % 0,34 % 0,26 %
#Best 21 2 2 2 4
Score 0 44 37 45 31
Tempo (s) - 618,95 1411,58 2435,05 10690,92
H =50 MDif 0,00 % 0,46 % 0,42 % 0,41 % 0,30 %
#Best 21 2 2 2 4
Score 0 44 40 42 39
Tempo (s) - 134,76 292,95 467,40 2070,83

Tabela 3.7: Resultados dos experimentos de calibracgdo do LAGRASP (B = 0.25).

valores obtidos por esta heuristica. A versao LAGRASP(0.25,1,5) teve desempenho
melhor em termos de qualidade, conseguindo os melhores resultados entre as heuristi-
cas avaliadas. LAGRASP(0.25,1,5) foi capaz de encontrar 27 solugbes de custo igual
ao das solugoes encontradas pelo CPLEX e a diferenca porcentual média entre o custo
das suas solucoes e os valores obtidos pelo CPLEX ¢é de 0,27%. Entretanto, o seu
tempo de processamento foi maior que o tempo utilizado por LAGRASP(0,1,—). As
versdes LAGRASP(0,1,—) e LAGRASP(0.50,10,5) encontraram, respectivamente, 24
e 23 solucoes de custo igual ao das solugoes encontradas pelo CPLEX. Os resultados
detalhados e tempos computacionais obtidos pelas heuristicas LAGRASP sao apresen-

tados nas Tabelas G.1 a G.6.

A Tabela 3.13 resume os resultados comparativos, sobre 135 instancias, entre os
limites inferiores obtidos pelos métodos avaliados nesta secao. A diferenca porcentual
média entre os limites inferiores obtidos pelo CPLEX e pelas versoes de LAGRASP
ficou em torno de 0,7%. Nas Tabelas G.7 a G.9 observa-se o detalhamento destes resul-

tados. Para cada fator de cobertura, as tabelas mostram os nomes das instancias e seus
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CPLEX ig=1 ig=>H ig=10 ig=50
H=1 MDif 0,00 % 0,23 % 0,21 % 0,21 % 0,20 %
#Best 21 4 4 4 4
Score 0 45 38 34 29
Tempo (s) - 6198,46 21774,75 40905,26 193119,34
H=5 MDif 0,00 % 0,32 % 0,28 % 0,28 % 0,23 %
#Best 21 2 3 3 4
Score 0 47 41 36 31
Tempo (s) - 1234,93 4311,88 7666,81 37238,65
H=10 MDif 0,00 % 0,39 % 0,24 % 0,28 % 0,25 %
#Best 21 2 4 3 4
Score 0 57 24 36 35
Tempo (s) - 651,48 2414.,78 4318,75 20307,60
H =50 MDif 0,00 % 0,44 % 0,41 % 0,42 % 0,34 %
#Best 21 2 2 2 2
Score 0 51 37 49 33
Tempo (s) - 145,73 444,39 864,09 4025,57

Tabela 3.8: Resultados dos experimentos de calibragdo do LAGRASP (B = 0.50).

respectivos limites inferiores obtidos pelo CPLEX. O melhor limite inferior obtido por
cada versao de LAGRASP e a diferenga porcentual entre este valor e o resultado alcan-
¢ado pelo CPLEX sao apresentados nas colunas seguintes. As tabelas também mostram
os saltos de dualidade, definidos pela diferenca porcentual entre o limite inferior e su-
perior obtidos para cada instancia. A média dos saltos de dualidade encontrados pelo
CPLEX e por LAGRASP(0,1,—), LAGRASP(0.25,1,5) e LAGRASP(0.50,10,5) foi,
respectivamente, 0,1%, 1,14%, 1,11% e 1,21%.

Os resultados das versdes de LAGRASP também podem ser analisados através
de graficos que ilustram como os limites superiores e inferiores sao aprimorados no
decorrer da execugao dos algoritmos. Nestes graficos também observa-se a evolugao
do custo das solucoes obtidas pelo CPLEX. Para isto, tanto as versoes de LAGRASP
como o CPLEX foram executados no mesmo computador: um SGI Altix 3700 Su-
percluster (32 processadores de 1.5GHz Itanium) usando o sistema operacional Linux
RedHat Advanced Server with SGI ProPack, com as execucoes limitadas a apenas um

processador.
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CPLEX ig=1 ig=>H ig=10 ig=50
H=1 MDif 0,00 % 0,23 % 0,21 % 0,20 % 0,21 %
#Best 21 4 4 4 4
Score 0 47 33 31 34
Tempo (s) - 6596,80 30630,99 59632,31 291054,70
H=5 MDif 0,00 % 0,35 % 0,27 % 0,26 % 0,26 %
#Best 21 2 3 3 4
Score 0 48 35 34 37
Tempo (s) - 1307,13 5984,91 11409,71 55915,89
H=10 MDif 0,00 % 0,31 % 0,33 % 0,28 % 0,24 %
#Best 21 3 2 3 4
Score 0 46 44 39 35
Tempo (s) - 713,50 3153,08 6255,43 30944,75
H =50 MDif 0,00 % 0,44 % 0,43 % 0,38 % 0,32 %
#Best 21 2 2 2 4
Score 0 41 47 38 44
Tempo (s) - 153,42 616,05 1257,66 5954,71

Tabela 3.9: Resultados dos experimentos de calibracgdo do LAGRASP (B = 0.75).

Os graficos nas Figuras 3.4 a 3.9 ilustram o comportamento tipico das heuristicas
LAGRASP e do CPLEX ao longo do tempo.

A evolucao dos limites inferiores e superiores ao longo do tempo para a instancia
scp62 — kyeq € apresentada no grafico da Figura 3.5. Nota-se ao fim da execugao
das trés versoes de LAGRASP, o mesmo limite inferior com custo de 6665, o que é
natural pois este valor depende exclusivamente do método do subgradiente, comum
as trés versoes. A variacao nos tempos de processamento de cada versao deve-se a
utilizacao de diferentes critérios nas chamadas a heuristica béasica. A evolucao dos
limites superiores em funcao do tempo, pode ser observada no grafico da Figura 3.5.
Observa-se que LAGRASP(0.50,10,5) encerra sua execu¢ao em, aproximadamente, 30
segundos e apresenta uma solu¢ao de custo igual a 6792. LAGRASP(0,1,—) utiliza
53 segundos e atinge uma solucao de custo 6778. O maior tempo computacional é
gasto por LAGRASP(0.25,1,5) que alcanca a melhor solugao entre as demais versoes
avaliadas. Em 147 segundos, LAGRASP(0.25,1,5) foi capaz de encontrar uma solugao

de custo 6777. Utilizando este mesmo tempo de processamento, CPLEX atingiu o valor
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CPLEX ig=1 ig=>H ig=10 ig=50
H=1 MDif 0,00 % 0,23 % 0,20 % 0,20 % 0,19 %
#Best 21 4 4 4 4
Score 0 49 31 30 34
Tempo (s) — 7093,41 37216,97 78885,77 399101,14
H=5 MDif 0,00 % 0,32 % 0,26 % 0,23 % 0,23 %
#Best 21 2 3 4 4
Score 0 51 35 32 33
Tempo (s) - 1394,78 7369,04 15671,40 74336,70
H=10 MDif 0,00 % 0,34 % 0,33 % 0,25 % 0,27 %
#Best 21 2 2 4 4
Score 0 39 43 35 43
Tempo (s) — 780,63 4166,19 8322,41 40969,85
H =50 MDif 0,00 % 0,43 % 0,45 % 0,31 % 0,33 %
#Best 21 2 P 3 3
Score 0 44 51 29 45
Tempo (S) — 163,59 775,54 1617,64 8059,92
Tabela 3.10: Resultados dos experimentos de calibra¢do do LAGRASP (B =1).
CPLEX LAGRASP LAGRASP LAGRASP
(0.25,L1,5) (0.25,1,5) (0.50,10,5)
MDif 0,00 % 0,25 % 0,21 % 0,24 %
#Best 21 4 4 4
Score 0 36 24 33
Tempo — 3291,12 13394,27 2414,78

Tabela 3.11: Resultados comparativos entre versoes de LAGRASP com diferentes cri-
térios para a chamada de 7.

CPLEX LAGRASP LAGRASP LAGRASP
0,1,—) (0.25,1,5) (0.50,10,5)
MDif 0,00 % 0,30 % 0,27 % 0,33 %
#DBest 135 24 27 23
Score 0 191 133 272
Tempo (s) - 24274,71 63603,06 11401,26

Tabela 3.12: Resultados comparativos entre os limites superiores obtidos pelas versoes
da heuristica LAGRASP.

6691 para o limite inferior e encontrou uma solucao primal de custo 6739.
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CPLEX LAGRASP LAGRASP LAGRASP
0,1,-) (0.25,1,5) (0.50,10,5)
MDif 0,00 % 0,72 % 0,72 % 0,71 %
#Best 135 0 0 0
Score 0 308 276 205
Tempo (s) - 24274,71 63603,06 11401,26

Tabela 3.13: Resultados comparativos entre os limites inferiores obtidos pelas versoes
da heuristica LAGRASP.

O comportamento observado nos graficos das Figuras 3.4 e 3.5 é semelhante ao
observado em outras instancias, como exemplificado nas Figuras 3.6 e 3.7 (instancia
scpd4 — kiyeq) € nas Figuras 3.8 e 3.9 (instancia scpa2 — kpqy). Em todos estes graficos,
nota-se que LAGRASP(0.25,1,5) encontrou solugdes melhores do que as demais ver-
soes, embora utilize maior tempo de processamento. Além disso, observa-se que tanto
as solucoes primais encontradas por esta heuristica, como as solugoes duais obtidas pelo
método do subgradiente apresentam custos bem proximos aos das solugoes obtidas pelo
CPLEX.

Resultados computacionais com instancias do problema de cobertura de
conjuntos (k=1)

O objetivo deste experimento é avaliar o desempenho das heuristicas LAGRASP
sobre o conjunto de 45 instancias originais para o problema de cobertura de conjunto.
Estas instancias estao descritas na Tabela 1.1 e deram origem aos problemas-teste
para o problema de k-cobertura de conjuntos pela atribuicao de diferentes fatores de
cobertura a cada uma delas. Ou seja, neste experimento, utiliza-se fator de cobertura

k =1 para todas as instancias.

A Tabela 3.14 resume os resultados alcancados pelas trés versoes de LAGRASP
selecionadas e descritas na se¢ao anterior. Observa-se que LAGRASP(0.25,1,5) teve
o melhor desempenho com relagao a qualidade das solugoes. Esta versao encontrou 37
solugoes Gtimas e alcancou 0,14% na métrica MDif. Além disso, a métrica Score indica
que este método foi superado pelos demais em um menor ntimero de vezes. Nas Tabelas
G.10 e G.11, que apresentam o detalhamento destes resultados, observa-se que, quando
LAGRASP(0.25,1,5) nao encontra a solugao étima, o custo obtido é maior do que o
custo 6timo em, no maximo, duas unidades. As demais versoes avaliadas utilizaram
menores tempos de processamento, mas encontraram um ntimero menor de solugoes
otimas. Além disso, a métrica MDif mostra que o custo das suas solugoes é, em média,

superior ao custo das solugoes obtidas por LAGRASP(0.25,1,5).
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CPLEX LAGRASP LAGRASP LAGRASP
(0,1,—) (0.25,1,5) (0.50,10,5)
MDif 0,00 % 0,37 % 0,14 % 0,29 %
#Best 45 27 37 31
Score 0 38 8 27
Tempo — 245,63 779,81 188,08

Tabela 3.14: Resultados comparativos entre as versoes da heuristica LAGRASP (ins-
tancias do PCC (k=1)).

3.6 Comparacao das heuristicas LAGRASP e GRASP

Os experimentos da secao anterior compararam diversas versoes da heuristica la-
grangeana hibrida, uma delas correspondendo a heuristica lagrangeana gulosa. Nesta
se¢ao, deseja-se comparar a eficiencia das heuristicas GRASP e LAGRASP. Para isto,
ambas heuristicas sao executadas aplicando-se o mesmo tempo de processamento como

critério de parada.

Neste experimento, utilizou-se a melhor versao de GRASP apresentada no Capitulo
2, ou seja, GRASP com reconexao por caminhos backward (GPRb). Esta heuristica
é comparada a LAGRASP(0.25,1,5), que obteve as solugdes de menor custo entre as

trés versoes de heuristicas lagrangeanas hibridas destacadas na secao anterior.

LAGRASP(0.25,1,5) e GPRb utilizaram os tempos limite definidos na Tabela 2.4.
para processar as 135 instancias descritas na Segao 1.4. Foram realizadas oito execugoes

de cada heuristica, variando-se a semente do gerador de niimeros aleatorios.

A Tabela 3.15 resume os resultados obtidos pelas heuristicas avaliadas. Observa-
se que as melhores solugoes foram encontradas pelo LAGRASP(0.25,1,5). O custo
das suas solucoes sao, em média, apenas 0,43% superiores aos valores encontrados
pelo CPLEX enquanto a diferenca entre estes e as solucoes obtidas pelo GPRb é de
3,46%. LAGRASP(0.25,1,5) foi capaz de encontrar 22 solugdes 6timas, enquanto a
heuristica GPRb nao encontrou solugao 6tima alguma. Por fim, a métrica Score, para

a qual menores valores indicam as melhores métodos, confirma a vantagem da heuristica

LAGRASP(0.25,1,5) sobre GPRb.

O detalhamento destes resultados é apresentado nas Tabelas H.1 a H.3. Cada linha
destas tabelas apresenta o nome da instancia, seguido pelo custo da solugao obtida pelo
CPLEX. Para cada heuristica avaliada, ¢ apresentado o melhor custo encontrado entre
as oito execucgoes, a diferenca porcentual entre este valor e o resultado obtido pelo

CPLEX e, em seguida, a média das solucoes encontradas nas oito execucoes.
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CPLEX LAGRASP(0.25,1,5) GPRb
MDif 0,00 % 0,43 % 3,46 %
#Best 135 22 0
Score 0 113 270

Tabela 3.15: Resultados comparativos entre as heuristicas LAGRASP(0.25,1,5) e
GPRbD.

Em outro experimento, observou-se o aprimoramento das solugoes ao longo do
tempo. Nos gréficos das Figuras 3.10 a 3.12, observa-se o comportamento das heu-
risticas LAGRASP e GRASP para trés instancias. Para a geracao destes graficos,
utilizou-se os resultados do experimento anterior que aplicou o tempo de execugao
como critério de parada. A cada melhoria na solucao, registrou-se o tempo para sua

ocorreéncia.

A Figura 3.10, apresenta os resultados para a instancia scpd1-k,;,, cujo custo étimo
é 122. Ao fim de 26 segundos de execugao, LAGRASP(0.25,1,5) havia encontrado uma
solugao de custo 124 enquanto o custo da melhor solucao obtida por GPRb foi 132.
Em momento algum, GPRb conseguiu obter solugoes tao boas quanto as obtidas por
LAGRASP(0.25,1,5). Os graficos das Figuras 3.11 e 3.12, referem-se as instancias
scpad-Kyeq € scpd8-kpqr. Nota-se que LAGRASP(0.25,1,5), ao longo de toda a execu-

¢ao, mantém-se encontrando solugoes melhores que a heuristica GPRb.

3.7 Conclusoes

Neste capitulo foram propostas heuristicas lagrangeanas para o problema de k-
cobertura de conjuntos. O desenvolvimento destas heuristicas baseou-se na combina-
¢ao de idéias aplicadas em diferentes tipos de heuristicas lagrangeanas encontradas na
literatura. Inicialmente, utilizou-se como heuristica basica, um algoritmo guloso se-
guido de um procedimento de busca local. Foram avaliadas quatro estratégias para a
construcao de solugoes primais pela heuristica bésica, o que resultou em quatro ver-
soes da chamada heuristica lagrangeana gulosa. Cada estratégia considerou diferentes
esquemas de custos modificados e de solugao inicial. Constatou-se que os melhores
resultados foram obtidos utilizando-se custos lagrangeanos e tomando como inicial a

solugao do problema lagrangeano.

A principal contribuicao deste capitulo foi a proposicao de uma heuristica lagrange-
ana hibrida. LAGRASP consiste de uma heuristica lagrangeana que utiliza um proce-

dimento GRASP como heuristica basica. A variante que atingiu os melhores resultados
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para o problema de k-cobertura de conjuntos, obteve solugoes com custo, em média,
superior em apenas 0,27% ao valor das solucoes obtidas pelo CPLEX. Além disso, este
método foi capaz de encontrar 27 de custo igual ao custo obtido pelo CPLEX. Os
experimentos com instancias do problema de cobertura de conjuntos (k=1) ratifica-
ram os resultados de LAGRASP. Por fim, foram realizados experimentos comparativos

mostrando o melhor desempenho de LAGRASP em relagao a heuristica GRASP.

Conclui-se, deste modo, que a hibridacao da metaheuristica GRASP com uma heu-
ristica lagrangeana leva ao aprimoramento das solucoes obtidas pela aplicacao isolada

de cada uma destas estratégias.
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Figura 3.9: Evolugao dos limites superiores ao longo do tempo (instancia scpa2 — kpay ).
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Figura 3.10: Aprimoramento dos custos das solugoes ao longo do tempo (instancia
scpd1-Kpin)-
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Figura 3.11: Aprimoramento dos custos das solugoes ao longo do tempo (instancia
scpab-Kpeq )-



3.7 Conclusdes 66

LAGRASP(0.25,1,5) —
GPRb

Custo 6timo

20000 -

19500 [

Custo

19000

18500

Tempo (s)

Figura 3.12: Aprimoramento dos custos das solugoes ao longo do tempo (instancia
scp48-Kpax )-
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4  Conclusoes

Esta tese tratou do problema de k-cobertura de conjuntos, uma generalizacao do
problema de cobertura de conjuntos classico, onde cada objeto deve ser coberto pelo

menos k vezes.

O estudo do problema de minimum robust tagging SNP, na area de biologia com-
putacional, e da sua formulacao como um problema de k-cobertura de conjuntos foi
o ponto de partida para o desenvolvimento desta tese. Uma nova aplicacao para o
PkCC, no ambito das telecomunicacoes, foi apresentada. A descricao do problema de

localizacao de PoPs redundantes constitui uma das contribuicoes deste trabalho.

Foram propostas trés heuristicas para solucao de PkCC: uma baseada na metaheu-
ristica GRASP e duas heuristicas lagrangeanas. O desenvolvimento das heuristicas
GRASP envolveu o estudo de algoritmos construtivos, de busca local e de reconexao
por caminhos. Foram implementadas quatro versoes de GRASP, considerando-se dife-

rentes estratégias de reconexao por caminhos.

Foi desenvolvida, inicialmente, uma heuristica lagrangeana gulosa, que utiliza um
algoritmo construtivo guloso para gerar solucoes vidveis para o PkCC. Foram avali-
ados diferentes esquemas de custos modificados e solucoes iniciais para o algoritmo
construtivo. A melhor dentre as heuristicas lagrangeanas gulosas foi utilizada no de-
senvolvimento de uma heuristica lagrangeana hibrida, que é a principal contribuicao
desta tese. LAGRASP é uma heuristica lagrangeana que utiliza um procedimento
GRASP com reconexao por caminhos na obtencao de solucoes vidveis para o PkCC.
Para avaliar o desempenho das heuristicas desenvolvidas, foram derivadas 135 novas
instancias através da atribuicao de fatores de cobertura a instancias da OR-Library
para o problema da cobertura de conjuntos. Os experimentos computacionais mostra-
ram que LAGRASP encontra solugoes melhores do que aquelas obtidas pelas heuristicas

GRASP e lagrangeana gulosa aplicadas isoladamente.
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Para a realizacao de trabalhos futuros, sugere-se a aplicagao de LAGRASP a outros
problemas de otimizacao combinatéria. Neste sentido, encontra-se em andamento, o
estudo do problema de empacotamento de conjuntos que é bastante similar ao problema
de cobertura de conjuntos e para o qual ja existem procedimentos GRASP e heuristicas

lagrangeanas desenvolvidas.

Outra oportunidade de pesquisa refere-se a hibridacao de heuristicas lagrangeanas
com outras metaheuristicas. Esta linha de pesquisa tem crescido bastante ultima-
mente, mas a utilizacao de metaheuristicas na obtencao de solugoes primais a partir de

informagoes duais ainda pode ser mais explorada.
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Anexo A — Instancias teste para o problema de k-cobertura de conjuntos

Instancia (restriglggsninbvz(;iéveis) Densidade  kpin ~ kmea  kmax
scp4l 200 x 1000 2% 2 7 11
scp42 200 x 1000 2% 2 6 9
scp43 200 x 1000 2% 2 5 8
scp44 200 x 1000 2% 2 5 8
scp4b 200 x 1000 2% 2 7 11
scp46 200 x 1000 2% 2 6 10
scp47 200 x 1000 2% 2 6 10
scp48 200 x 1000 2% 2 7 11
scp49 200 x 1000 2% 2 6 10
scp410 200 x 1000 2% 2 5 8
scpbl 200 x 2000 2% 2 13 24
scpH2 200 x 2000 2% 2 14 26
scph3 200 x 2000 2% 2 13 24
scpH4 200 x 2000 2% 2 12 21
scphd 200 x 2000 2% 2 12 22
scpb6 200 x 2000 2% 2 12 21
scpb7 200 x 2000 2% 2 14 25
scph8 200 x 2000 2% 2 12 22
scph9 200 x 2000 2% 2 12 22
scpb10 200 x 2000 2% 2 13 24
scpb1 200 x 1000 5% 2 17 31
scp62 200 x 1000 5% 2 16 29
scp63 200 x 1000 5% 2 18 34
scpb64 200 x 1000 5% 2 18 33
scpb5 200 x 1000 5% 2 18 33
scpal 300 x 3000 2% 2 21 40
scpa2 300 x 3000 2% 2 21 39
scpad 300 x 3000 2% 2 21 40
scpa4 300 x 3000 2% 2 22 41
scpad 300 x 3000 2% 2 20 38
scpbl 300 x 3000 5% 2 61 119
scpb2 300 x 3000 5% 2 60 118
scpb3 300 x 3000 5% 2 59 115
scpb4 300 x 3000 5% 2 58 114
scpbb 300 x 3000 5% 2 60 118
scpel 400 x 4000 2% 2 30 58
scpc2 400 x 4000 2% 2 31 59
scped 400 x 4000 2% 2 31 59
scpcd 400 x 4000 2% 2 30 58
scpeb 400 x 4000 2% 2 29 56
scpdl 400 x 4000 5% 2 82 162
scpd2 400 x 4000 5% 2 83 163
scpd3 400 x 4000 5% 2 81 159
scpd4 400 x 4000 5% 2 82 162
scpdb 400 x 4000 5% 2 83 163

Tabela A.1: Caracteristicas detalhadas das instancias-teste.
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ANEXO B - Experimentos com o CPLEX

CPLEX [1] é um pacote comercial utilizado para resolver problemas de programa-
¢ao linear. Para problemas que contém varidveis inteiras, este programa utiliza um
algoritmo de branch-and-cut que pode ser configurado de modo a melhorar seu desem-
penho. O ajuste dos parametros deste algoritmo pode ser feito de maneira automatica,
por meio de heuristicas internas ao CPLEX, ou pelo usuario. O objetivo desta segao é
identificar a forma de parametrizacao do CPLEX que gera as melhores solugoes para
o PkCC.

Nos experimentos da Secao B.1, diversas versoes do CPLEX foram geradas através
da atribui¢ao de valores apropriados a cada parametro avaliado. Estas versoes sao
comparadas a uma versao default que utiliza o ajuste automatico dos parametros. Cada
versao foi executada sobre as 135 instancias descritas na Se¢ao 1.4. Como critério de
parada, foi utilizado o tempo maximo de processamento igual a 3600 segundos. A Secao
B.2 apresenta os resultados obtidos com a execugao da melhor versao encontrada na
Secao B.1, utilizando-se como critério de parada o tempo méaximo de processamento
igual a 86400 segundos (24 horas).

B.1 Experimentos de ajuste de parametros do CPLEX

As proximas segoes descrevem os parametros avaliados e apresentam os resulta-
dos obtidos por cada versao. A andlise comparativa é feita utilizando-se as métricas

descritas na Secao 2.4.

B.1.1 M:zpalgorithm

Este parametro especifica o algoritmo que o CPLEX utiliza para resolver o subpro-

blema de programacao linear em cada né da arvore no procedimento de branch-and-cut.
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Mipalgorithm=0 - Automatic CPLEX escolhe o algoritmo utilizando uma heuris-

tica interna que se baseia no tipo do subproblema
M:ipalgorithm=1 - Primal simplex

Mipalgorithm=2 - Dual simplex

Os resultados resumidos na Tabela B.1 mostram que nao ha diferenga significativa
na qualidade das solugoes obtidas pelas versoes avaliadas. De acordo com a métrica
MDif todas as versoes encontraram solucoes com custos, em média, 0,01% superiores
aos das melhores solugoes encontradas neste experimento. Entretanto, a estratégia

default teve melhor desempenho que as demais versoes nas métricas #Best e Score.

0 (default) 1 2
MDif 0,01 % 0,01 % 0,01 %
#Best 111 105 104
Score 30 48 32

Tabela B.1: Resultados dos experimentos de calibragdo do CPLEX (parametro Mipal-
gorithm)

B.1.2 Nodeselect

Este parametro determina o critério para escolha do préximo né a ser explorado.

Nodeselect=0 - Depth-first search CPLEX explora o né criado mais recentemente.

Nodeselect=1 - Best-bound search (default) CPLEX explora o né ativo que apre-

senta o melhor limitante para o problema original.

A métrica MDif na Tabela B.2 mostra que, em média, ambas versoes encontram
solucoes de mesma qualidade. Entretanto, a versao default (Nodeselect=1) encontra as
melhores solugoes para 111 instancias, contra 104 da versao que utilizou o valor 0 para
o parametro avaliado. A métrica Score, para a qual o menor valor representa o melhor

método, ratifica estes resultados.

B.1.3 Varselect

Apés a escolha do né a ser explorado, este parametro determina como o CPLEX

escolhe a varidvel fraciondria sobre a qual sera feita a ramificagao (ou branching).
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1 (default) 0
MDif 0,01 % 0,01 %
#Best 111 104
Score 22 29

Tabela B.2: Resultados dos experimentos de calibracgao do CPLEX (parametro Node-
select)

Varselect=0 - Automatic CPLEX escolhe a varidvel através de heuristicas que se

baseiam em caracteristicas do problema

Varselect=1 Escolhe-se a variavel com a maior parte fracionaria pela regra da invi-

abilidade méxima.

Varselect=-1 Escolhe-se a véariavel com a menor parte fracionaria pela regra da in-

viabilidade minima

Varselect=2 Estima-se, pela regra do pseudo-custo, o impacto no custo da solugao
causado pela transformacao de cada varidvel fraciondria em variavel inteira. Este

impacto é utilizado por uma heuristica interna que escolhe a variavel.

Varselect=3 CPLEX avalia diversas ramificagoes para escolher a variavel que, po-

tencialmente, resultara no menor nimero de nés a serem explorados.

Varselect=4 FEsta versao utiliza uma variagao computacionalmente mais leve da regra

do pseudo-custo.

Os resultados resumidos na Tabela B.3 mostram que as estratégias 0 (default) e
2 geraram as solugoes de melhor qualidade. Os custos destas solugoes sao, em média,
0,01% superiores aos valores das melhores solucoes encontradas no experimento. Estas
versoes encontraram as solucoes de menor custo para 104 das 135 instancias utilizadas.
Ambas versoes também apresentaram resultados similares, segundo a métrica Score,

com uma pequena vantagem para a estratégia 0 (default).

0 (default) -1 1 2 3 4
MDif 0,01 % 0,02 % 0,03 % 0,01 % 0,03 % 0,02 %
#DBest 104 83 76 104 85 94
Score 52 177 218 53 199 139

Tabela B.3: Resultados dos experimentos de calibragao do CPLEX (parametro Varse-
lect)
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B.1.4 Branch

Este parametro determina a dire¢ao da ramificagdo (ou branching) sobre uma va-

riavel x de valor fracionario r.

Branch=0 - Automatic CPLEX escolhe a direcao da ramificacao através de heu-
risticas que se baseiam em caracteristicas do problema

Branch=1 CPLEX cria um subproblema que tem a restricao x>ceil (r)

Branch=-1 CPLEX cria um subproblema que tem a restricao x>floor(r)

De acordo com os resultados apresentados na Tabela B.4, a estratégia default obteve

os melhores resultados segundo todas as métricas de qualidade.

0 (default) 1 -1
MDif 0,01 % 0,03 % 0,02 %
#Best 119 93 92
Score 18 67 64

Tabela B.4: Resultados dos experimentos de calibra¢ao do CPLEX (parametro Branch)

Como conclusao desta segao, deve-se registrar que o CPLEX teve melhor desempe-
nho utilizando o ajuste automatico de parametros. Por isto, esta estratégia foi escolhida
para prover as solucoes que servem de base para a avaliagao das heuristicas desenvol-

vidas nesta tese.

B.2 Resultados obtidos com o CPLEX

Nesta segao, sao apresentados os resultados da execugao do CPLEX utilizando-se
o modo de ajuste automatico de parametros. Para cada instancia, o tempo de proces-
samento foi limitado em 24 horas. O custo das solugoes obtidas neste experimento foi
utilizado na avaliacao da qualidade das solucoes obtidas pelas heuristicas desenvolvidas

nesta tese.

A Tabela B.5 exibe, para cada grupo de fatores de cobertura (Kmin, Kimed € Kmax), 0
nome da instancia seguido pelo custo da melhor solugao primal encontrada. A diferenca
entre as melhores solugoes primal e dual é mostrado na terceira coluna (Dif. primal-dual
(%)). Observa-se ainda, nesta tabela, o tempo utilizado pelo CPLEX para encontrar

a melhor solugao primal (Tempo primal) e o tempo total de execuc¢ao (Tempo total).
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Nota-se que o CPLEX encontrou solugoes 6timas para todas as instancias do grupo
Kpmin. No grupo k.04 € kjuax foram encontradas, respectivamente, 25 e 24 solugoes étimas.

O maior salto de dualidade, entre todas as instancias, foi de 0,81%.
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ANEXO C - Experimentos de calibracao com as

heuristicas GRASP com reconexao por

caminhos
Cp Cun

Instancia

Custo Tempo (s) Custo Tempo (s)
scpd1-Kpin 2022 0,01 5880 2,43
scpb1-Kppin 1057 0,01 1526 7,35
sCp61-Kymin 482 0,01 640 2,26
scpal-Kpin 1231 0,03 1311 25,90
scpb1-Kypin 231 0,03 753 27,15
scpel-Kin 985 0,06 1994 64,54
scpd1-Kin 160 0,04 162 62,69
scpd1-Keq 17088 0,02 27583 7,45
scpb1-Kyeq 14973 0,06 18759 47,94
scpb1-Keq 12036 0,04 12518 17,16
scpal-Keq 27056 0,19 35591 259,88
scpb1-K,eq 32464 0,46 32587 758,75
scpel-Kneq 39301 0,46 39615 871,24
sepdl-k,g 42963 1,10 43802 944500
scpdl-Kpax 35554 0,03 36340 10,51
scpd1-Kyax 61457 0,12 74840 79,83
scpb1-Kpax 32297 0,05 34808 26,63
scpal-Kpax 101494 0,32 104095 426,58
scpb1-Kyax 130866 0,70 142955 1169,55
scpel-Kiyax 172032 0,77 183955 1414,16
scpd1-Kypax 170664 1,71 198128 3725,57

Tabela C.1: Resultados detalhados das heuristicas construtivas gulosas.
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BLy; Bl

Instancia

Custo Tempo (s) Custo Tempo (s)
scp41-Kpin 1219 0,03 1218 2,48
scp51-Kpin 617 0,06 611 2,02
scp61-Kpin 308 0,04 303 0,38
scpal-Kyin 615 0,11 603 6,96
scpbl-Kpyin 161 0,13 160 0,73
scpcl-Kpin 553 0,17 546 12,20
scpd1-Kpin 127 0,16 125 1,05
scp41-Kyeq 9267 0,07 8784 179,72
scpd1-Kyeq 12004 0,14 11894 314,07
scp61-Kyeq 8484 0,07 8269 95,64
scpal-kyg 93124 0,38 22669 6389,32
scpbl-K;eq 30658 0,62 30328 4909,22
scpcl-Kypeq 35205 0,80 34539 38404,05
scpdl-k,g 41440 1,40 40760 33695,10
scp41-Koax 19446 0,06 19021 384,01
scpd1-Kynax 38796 0,21 37674 3509,97
scp61-Kyax 25550 0,10 24752 236,17
scpal-Kyax 74431 0,58 71936 28811,20
scpbl-Kyqyx 111850 0,95 108637 24565,97
scpcl-Kopax 121893 1,31 117259 165209,71
scpd1-Kpax 154462 2,45 149637 156872,56

Tabela C.2: Resultados detalhados das buscas locais.
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Tabela C.3: Resultados detalhados dos experimentos com o fator 7.
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Tabela C.4: Resultados detalhados dos experimentos com o tamanho do conjunto elite.
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ANEXO D - Resultados computacionais das
heuristicas GRASP com reconexao por

caminhos
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Anexo E — Experimentos de calibragcdo com as heuristicas lagrangeanas gulosas

€L'98¥¢ C1°9L0S¥T 866771 e1'2891 00°GR0STT 290GV T GTVIS GG ORTSTT 96057 T L8]TTT wun-pdos
98°6GET GL'TL9CTT 069211 L9°66L C9'GTLTIT 199211 80°CCE GLOLLTTT TT1L2TT |PAZ4N! wus-1odos
cLTETT 21°2€950T 665G0T Z1°608 88779501 9€950T 68807 CI'78950T 269601 90550T wus-1qdos
RS 7%7 002,89 £8989 oV L9T 00°6T.89 6,989 89'70T 39°C1.L89 £8989 30589 wu-1edos
29°0TT GL'91G€T 69G€C €G°L. GZ'98GET 695€C CI'8T 8€'065€C 695€C 91G€T wu-19dos
6€°GET GT'TLLSE 19.6€ GT'LL 88°CLLSE 19.6€ 90°'1¢ 29°66.5€ GR8LGE £996¢ wu-1gdos
e8° LS 88°88T8T €8C8T 766 0076281 C638T v2'0T 00°9628T 18281 GOTST wu-13dos
ce'688 29'7916¢ ea16¢€ 8L°€0S 8€'0L16E LVT6E 78°091 00°2916¢ LTT6E 1668€ pous{-1pdos
6L°L6€ 29°€083¢ €GLTE 6L°€5T 88‘7083¢ 9LL2€ 29°'cl 8€°L€83¢E 718%¢ 6992€ poutst-1odos
LSy 88°CGT6T 87565 00°98% 8€'0926¢ €656¢ P1°9. GZ'€0E6C 78T6¢ &dite poun-1qdos
V1°G6T CI'VEETT 6CETT GT'9TT 00'7€ETT LTETT 6L GL'TGETT 8EETT L331T poutsy-Tedos
cz'se 8€'€0LL €69. 70°0¢ GL'G0LL €69L JX) 00°20L. €69.L €G9. patiy-19dos
L0°T9 00°9GZTT 96211 GL'TE 0G°€9gTT €9211 0€'6 GL'0GTTT 874! G0TTT pous-1gdos
798¢ 00°99¢€8 99¢8 67T 00°GLER GLES I8°¢ GZ'T6E8 68€8 0G€8 potiy-1ydos
19°'1% 00°22T 44| OT'TT 00°2eT 44| AN 00'2eT 44 44 ui-pdos
70z 00°91¢ 91¢ 60°ST 00°9TS 91G vv'e 00°'8TS 91G Ay iy -Todos
89°¢CT 00°0ST 0ST 9z°L 00'6%T 671 e 88671 67T 67T u-1qdos
7L'9T 00°€9¢ €9¢ 29°8 00°€95 €96 €G°C 00°G9S 795 298 ity -Tedos
LL'G 00°€8% €8C 15°C 00°€8% €8C €8°0 00°€8% €8C €8C iy -19dos
29°cT 00°6.¢ 6LS 699 00°6.5 6.9 GL'T 00°6.5 6.9 6.6 -1 gdos
9¢°6 00'TSTT ISTT oLy 00°TGTT 1GTT €a'T 88°CGTT CaTT SVTT w1y dos
(s) oduag, RIPOIN 09s1)) (s) odwag, RIPOIN 03s1)) (s) oduag, RIPOIAl 09s1)) 091

RIOUR)SUT

001 =0 0S=0 01 =0 XATdD

tro

- parame

Tabela E.1: Resultados detalhados dos experimentos de calibragao da HLG
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Tabela F.3: Resultados detalhados dos experimentos com HLG (instancias do grupo

kmax )
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Instancia H LGEX(/{ H LGEXR H LG@Cg H LGC_xg
scp4l-K,in 4,70 4,16 10,46 10,55
scp42-Kyin 5,79 2,71 9,83 6,15
scp43-Kuin 5,20 5,55 10,65 13,40
scp4d-K,in 14,57 13,70 26,40 31,81
scp45-Kin 7,42 6,74 14,05 14,73
scp46-K,in 4,62 4,32 10,18 10,90
scp47-Kin 9,11 13,79 20,34 25,22
scp48-Kuin 3,71 3,96 7,94 9,08
scp49-K,in 5,08 5,08 10,17 11,25
scp410-Kypin 15,17 10,81 25,07 23,59
scpb1-Kuin 6,67 7,25 17,63 19,77
scpH2-Knin 4,69 4,81 12,02 12,68
scpH3-Knin 4,16 4,13 10,62 11,41
scpH4-Knin 5,74 5,23 14,72 15,08
scpH5-Knin 11,36 8,09 27,43 25,20
scpH6-Kin 5,72 8,02 14,49 18,02
scpdT-Kin 5,51 7,42 19,66 22,09
scpH8-Kynin 9,43 6,97 26,44 22,10
scpH9-Kyin 4,08 4,20 12,44 12,25
scpH10-Kpin 7,03 6,72 26,29 22,09
scpb1-Kpin 2,50 2,46 4,87 5,07
scp62-Kyin 3,16 2,90 6,44 6,39
scp63-Kuin 2,42 2,50 4,62 5,49
scp64-K,in 2,14 2,20 4,70 5,22
scp65-Knin 3,15 3,14 5,42 6,28
scpal-Kin 8,62 9,16 21,94 22,92
scpa2-Kin 9,12 10,36 24,49 28,52
scpad-Kin 8,30 7,80 20,33 21,48
scpad-Kpin 13,17 9,94 30,80 29,21
scpad-Kyin 8,34 9,34 23,22 25,32
scpb1-Kyin 7,27 7,09 15,39 16,16
scpb2-Kpin 7,51 7,09 16,34 18,79
scpb3-Kpin 7,58 6,44 16,51 15,90
scpb4-Kpin 7,91 7,78 16,77 17,40
scpbd-Kpin 9,94 8,82 19,67 19,28
scpel-Kouin 18,10 17,73 43,02 47,51
scpc2-Kuin 15,39 14,13 37,20 38,30
scped-Kinin 18,92 15,82 40,83 41,13
scpcd-Kopin 20,81 19,47 49,56 50,68
scpeh-Kinin 15,13 15,54 40,75 47,78
scpd1-Kyin 11,26 10,99 21,40 26,32
scpd2-K,in 12,13 11,28 26,12 26,21
scpd3-Kuin 14,70 13,22 29,40 32,34
scpdd-K,in 13,39 12,91 25,61 27,01
scpdb-Kin 13,37 14,84 26,26 33,39

Tabela F.4: Tempos de processamento de HLG (instancias do grupo k)
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Instancia HLGEX% HLGC_XQ HLGEX% HLGEX%
scp41-Kopeq 14,70 12,83 26,00 26,38
scp42-Kppeq 15,40 13,82 27,02 29,22
scp43-kiea 12,91 11,84 21,57 24,55
scp44-Koeq 7,50 8,89 19,52 18,36
scp45-Kea 15,88 15,28 25,55 27,68
scp46-Keq 11,58 10,82 16,42 21,85
scp47-Kmea 15,24 14,49 31,73 33,46
scp48-Kyed 13,26 14,29 22,73 26,72
scp49-Koeq 13,53 13,44 23,65 26,21
scp410-kyeq 15,43 13,44 21,05 25,54
scp51-kyeq 32,71 29,86 66,25 75,21
scpPH2-Kiea 41,02 39,16 67,37 81,72
scP53-Koea 38,68 41,03 73,74 94,14
scpH4-Koeq 39,06 30,88 62,73 73,95
sCP55-Kyeq 37,24 37,45 77,21 79,47
sCP56-Kyeq 34,18 33,88 67,23 79,77
scpST-Kyed 39,53 40,62 70,64 83,12
sCP58-Kyea 32,36 29,26 60,01 68,70
scp59-Kyed 38,61 33,67 67,77 75,38
scp510-Kyeq 47,28 37,68 75,86 84,47
scp61-Kypeq 20,27 19,84 33,93 41,54
scp62-Kyeq 17,98 16,73 31,64 37,74
scp63-Kieq 26,67 22,52 41,89 45,75
scp64-Keq 23,76 25,64 40,35 53,88
scp65-Kyeq 28,08 29,55 44,63 51,58
scpal-Kpeq 117,51 111,75 194,90 245,71
scpa2-Keq 117,47 112,27 207,87 233,18
scpad-Keq 125,67 114,84 227,50 244,55
scpad-Keq 116,58 118,47 207,64 240,47
scpad-Kyed 106,12 104,44 191,84 239,47
scpbl-K;eq 284,74 252,42 454,93 597,35
scpb2-Kyeq 264,29 251,55 409,59 531,25
scpb3-Kyed 232,92 217,37 379,92 519,51
scpb4-Kyeq 264,82 221,33 423,72 522,58
scpbd-Kyed 213,00 215,03 354,16 475,29
scpcl-Kpeq 247,89 226,20 425,51 561,55
scpe2-Kyeq 262,12 232,03 417,31 568,03
scpc3-Kpea 267,48 249,54 415,87 602,01
scpcd-Kieq 240,44 238,02 408,61 521,94
scpcH-Kpea 229,06 201,37 376,81 510,74
scpd1-Kyeq 490,95 436,28 741,99 1131,12
scpd2-Kppeq 502,78 464,31 772,02 1159,30
scpd3-Kpeq 423,59 389,11 640,57 994,19
scpd4-Kypeq 486,69 455,03 733,69 1115,92
scpdb-Kpeq 414,28 425,57 685,10 1090,34

Tabela F.5: Tempos de processamento de HLG (instancias do grupo Kkyeq
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Instancia HLGEX(/{ HLGC_X(/{ HLGExg H LGEX%
scp41-Kpqx 39,60 34,52 65,29 55,48
scp42-Kpnax 17,84 17,81 33,20 33,00
scp43-Knax 23,28 21,14 38,10 41,15
scp44-Konax 15,08 14,27 28,43 29,96
scp49-Knax 120,42 52,47 185,02 109,20
scp46-Knax 28,65 29,13 42,39 51,03
scp47-Knax 18,26 20,57 30,21 38,59
scp48-Knax 25,04 25,58 41,68 44,46
scP49-Knax 25,20 22,58 39,17 42,99
scp410-kyax 25,70 24,37 40,48 40,08
scp51-Kpax 78,40 73,80 134,09 146,79
scPH2-Kpax 109,51 104,81 177,88 197,91
scP53-Kax 74,87 72,55 143,29 141,95
scp54-Knax 75,09 64,23 139,20 137,97
sCP55-Knax 71,65 64,95 124,68 138,16
sCp56-Kynax 74,43 70,39 134,30 146,22
sCPST7-Kmax 100,86 92,28 173,98 171,92
sCP58-Kynax 76,75 69,96 147,77 135,45
scP59-Knax 82,07 72,94 134,60 149,57
scp510-Kynax 77,09 72,38 124,01 140,71
scp61-Kpnqx 78,34 69,10 105,31 109,86
scp62-Knax 46,79 42,02 65,86 71,75
scP63-Kax 49,20 43,86 73,06 74,23
scp64-Knqx 37,03 34,01 54,94 55,79
scp65-Knax 51,66 52,04 84,74 84,40
scpal-Kqx 263,35 241,90 399,03 417,89
scpa2-Knax 285,41 242,53 452,03 466,47
scpad-Kax 238,52 208,35 396,97 386,14
scpad-Knax 280,76 252,58 427,52 479,39
scpad-Kax 229,66 205,99 361,73 390,00
scpb1-Kpax 789,84 746,51 1216,69 1217,00
scpb2-Kyax 718,24 660,29 1057,49 1074,43
scpb3-Kpax 603,66 573,45 929,31 918,06
scpb4-Kyax 564,60 544,06 862,15 859,10
scpbd-Kpax 895,07 771,81 1271,56 1150,52
scpcl-Kpax 783,83 765,26 1268,05 1305,19
scpc2-Kpax 624,57 564,25 900,25 977,21
scpc3-Kpax 610,17 574,04 957,26 996,78
scpcd-Kpax 753,53 658,53 1089,21 1156,95
scpcH-Kpax 609,42 595,97 957,08 993,07
scpd1-Knax 1633,67 1673,81 2694,63 2642,82
scpd2-Kpx 1886,51 1730,21 2594,30 2787,39
scpd3-Kpax 1489,04 1371,76 2046,47 2078,87
scpd4-Kax 1712,43 1604,79 2543,23 2577,52
scpdb-Kpax 1444,27 1418,72 2076,33 2197,97

Tabela F.6: Tempos de processamento de HLG (instancias do grupo Kyax)
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Tabela G.1: Resultados detalhados dos experimentos com LAGRASP (instancias do

grupo Kpyin)



102

Anero G — Resultados computacionais das heuristicas lagrangeanas hibridas

00°08%0¥ %T1E0 4ai\)% 8 ¥STO¥ %920 9Tv0¥ 00°97%0¥ %230 60707 12€0V poutsi-gpdos
00'9268¢ %820 0688¢ GL'1.888¢ %10 $988¢ 79°2.688¢ %SZ'0 6.88¢ 18.8¢ pouts-ppdos
05'62€6¢ %ce0 TTE68E 8€'CTE6E %610 1L26€ C9'9TE6E %610 TLT6E 8616€ poutsi-gpdos
88'VLI6E %10 TST16€ 79'Ce16E %ET'0 8T16E 00°6£16€ %ET'0 8T16¢ 0£06¢ pouty-gpdos
88°9136¢ %¥S0 £026¢ 29°G916¢ %5€0 8C16€ 8€0L16¢ %070 LV16€ 1668€ pou-Tpdos
00'9920¢ %750 (444113 00°0120¢€ %070 6L10€ GL'G150¢€ %S¥0 9610€ 0900€ poutsi-godos
00'8GCTE %950 8€STE 0S‘71STE %070 T6¥1E 0S‘8T1STE %TH0 6671¢ 99€1¢ pouts1-podos
T 7697¢ %870 6597€ TT'7e9ve %S€0 Y19%€ GZ'999¥€ %570 8VIVE 4ii%a%3 pouts-godos
T1'0262¢ %9¢'0 ¥88z¢ 8€'8682¢ %0¢'0 7982¢ 00°9682¢ %ee'0 €L8C¢ G9.2¢ pouts-zodos
GL'CV8eCE %770 €082¢ 00°808¢¢ %Ve0 69.2€ 88°708¢¢ %9€°0 9L.2¢ 6292¢ pouts-1odos
GT'V5E8T %ST0 1€€8¢ 8€'61E€8C %ee0 L638C 0S°€€€8T %6€0 T1€8¢ €028% poutsi-gqdos
8€°L089C %770 068G GT'6LLST %TIE0 8GLST 88°G9.LG¢ %830 TvLse 8L9G% poutsi-pqdos
ST V66.LT %S0 0L6LG GL'8C6LT %520 TV6LT 0S°CL6LT %080 GG6LT TL8LT poy-gqdos
88°L3T8¢T %620 ¥618¢C 29°6618% %920 9818¢ 39°€038% %20 2818¢ TI18C poui-gqdos
8€'LLT6T %010 TST6T 8€°GGT65 %S00 LET68 8€°0936¢ %IT0 €GT68 [44dite poutsi-1qdos
88°0G.L8T %ET0 ¥TL8T 05°LT.L8T %ee0 TOLST 88°0CL8T %Fe0 L0L8T V98T pauts1-gedos
GZ'€208T %550 06622 GZ'200€T %870 GL6TT 00°L00€¢ %8S°0 L6628 G987C poutsi-predos
CT'0610% %8¢°0 TL102 GL9LT10T %0€‘0 GGT0T GL'€LI0T %080 GST0G $6000 pattp-gredos
GT'1981¢ %870 V781G T1'LERIT %LED 0281¢% ST TH81T %LED 0281¢ 6€L1G pouts-gedos
8€V9€1T %950 YVEIT ANSZIS %050 €EeTT 00'7€€TT %LY0 LTETT L3TTT pout-1edos
880016 %050 €806 007606 %050 £806 ST V606 %050 €806 8€06 poust-ggdos
050298 %€9°0 0098 006098 %€80 16G8 007198 %080 7198 97S8 pusi-pgdos
79'86¢£8 %LLO €Le8 GT'6LE8 %9L'0 TLES 88'8.£8 %180 9.8 60€8 pouy-ggdos
79'96.9 %6L°0 T6L9 GL'T8L9 %8S°0 8LL9 T1'G8L9 %8S°0 8LL9 6€L9 pouts-ggdos
GL'6TLL %180 T69L 059692 %250 €69L GL'GOLL %es0 €692 €59 pouty-19dos
CI'L67CT %8€°0 €87e1 29'c6TTl %LED 4748 0078721 %6E°0 ¥8Vel 9e¥21 pouts-g1gdos
CT'960TT %ET0 060TT GG T60TT %I¥0 L80TT 00°€60TT %970 €60TT VOTT pou-ggdos
GL'0€L0T %LLO 70L0T GL60L0T %990 26901 GL'8690T %190 28901 22901 pout1-ggdos
8€'780ST %¥9°0 GTO0ST 39°G00ST %S0 86671 GL'LO0ST %L50 700ST 61671 poutsi-) gdos
00°TS90T %¥S0 8€90T 29°'1€90T %80 12901 00°6£90T %150 G€90T 18S0T paut-ggdos
GL'L¥60T %S0 8€60T 8€'8€60T %LV'0 1€60T 00°¢7601 %LG0 Tv601 08801 pout-ggdos
79'8866 %EV0 1866 29'0866 %10 GL66 00°6L66 %IE0 GL66 766 pouy-pgdos
GL'EVSTT %L70 0€STT 00°GeSTT %8¢'0 0GSTT 0S°12STT %8¢‘0 0T8T 9LVTT pouts-ggdos
8€'60G¥ T %S0 6TV T ST 16V %ET0 08771 0598771 %S¥0 8T STIVT pouty-ggdos
00°G92TT %870 (erans GL'€9TTT %670 09211 05°€9211 %S0 €9211 S0TTT pou-1gdos
05°26€S %080 78¢€S 00°8L€S %08€°0 19X 00°9L€S %620 9.€5 eletele] pauts-g1dos
00°9€TL %6£0 63T ST TETL %EeT0 JARY) T9'8TTL %LED yrav) 10T pous-gdos
0S°89¥%8 %E€8°0 ov¥8 00°67¥8 %ET0 0778 007578 %ET0 ov¥8 1278 poutsi-gpdos
8€'6829 %ET'0 6829 058829 %800 9829 009829 %800 9829 1829 potty-) pdos
86979 %0L°0 1979 8€'7ST9 %E80 0579 887CT9 %650 7S79 91¥%9 poutst-gpdos
T9'6E78 %8€0 8T¥8 GL'GTV8 %39€0 8T¥8 00°92¥8 %TH 0 i 44% 68¢€8 patt-gdos
29'669¥ %S0 169¥ 29'169¥ %0€°0 7897 00°269% %LV'0 697 0L9¥ poutsi-pdos
8€L69¥ %0€°0 0697 05°€69% %ve0 7697 GL'S69¥ %re'0 2697 9.9V pouty-gpdos
29'0€T19 %IT0 8119 8E6T1T9 %IT0 8119 00°8TT9 %IT0 8119 1119 pous-gpdos
1788 %0¢€°0 GLES 88°0.L€8 %610 99¢8 00°6L€8 %080 GLES 0S€8 poust-1ypdos
RTPOT (%) 1p 09snd erpowt (%) 1P 09sno eIpow (%) 1P 09sno 09sno

eIOURISUT

(S01°05°0)dSVHOV'T (°1°62°0)dSVHDVT (='1'0)dSVIDVT XATdD

Tabela G.2: Resultados detalhados dos experimentos com LAGRASP (instancias do

grupo kmed )



103

Anero G — Resultados computacionais das heuristicas lagrangeanas hibridas

00°19597T %ET 0 G679V 88°€0C9TT %TIT0 VLVOVT 88°L6TITT %IT0 [4sizi L0€9¥T witsi-gpdos
8€90LETT %T10 GRIETT 88°2L99¢¥T %60°0 STIETT T9°'9€9E7T %S00 T8SEVT CIGETT wus-ypdos
8€'79L071 %LT0 PILOVI 00°€gLOVT %ST'0 6L9071 GL1CLOVT %9T1°0 10L0V1 ¥LY0V1 wusi-gpdos
00°0TEFFT %T10 0LTVVT 399GV T %200 (47N 0S‘V9TF7T %010 sizd%ar 96077 T wutsi-gpdos
00°THISHT %E1°0 690G7 T 056805 T %e1‘0 ¥S0STT 00°G80SHT %T10 290GV T 188V wusi-1pdos
GZ'e89T0T %LI0 LT19%01 88°CT9T0T %FT'0 88¢701T ST eT9IT0T %910 019701 6E7F0T wuts-godos
TOT8ITIT %0€°0 9GTTIT 00°9CTTTT %220 690TTT STVETTTT %¥T0 T160TTT €280TT wus-podos
00°L9LLTT %20 0€LLIT 00°€ELLTT %520 YOLLTT 0S‘FILLTT %ET0 L89L11 9TVLIT wutsi-godos
0SVSTHTT %L2°0 €TTVIT GG LLIVIT %020 6ETVIT 0S‘ T6THTT %020 LVIVTT 9T6ETT wus-godos
0G°LELTTT %120 GOLTTIT T1'STLTTl %610 L89CT1 T9'CTLTTT %LTO 299211 TLVCTT wutsi-1odos
29°100€0T %91°0 9.620T T1°G¥650T %600 S0620T 0S‘€7620T %600 S0620T 0T820T wust-gqdos
T1'2£6€6 %010 €L8€6 79'988¢6 %600 658¢6 00°6.8€6 %90°0 9€8€6 LLL€6 wus-pqdos
0508286 %610 L9%86 0568786 %LT'0 16786 8¢ 18786 %LI0 67786 08786 wusi-gqdos
0S°6£TE0T %ST1°0 6L0€0T Z9v60£0T %ST0 TL0E0T 29°660£0T %ET0 180€0T TT620T wu-gqdos
TT'78950T %110 819501 G 979501 %TIT0 €29501 887179501 %T10 9£9G0T 905501 wust-1qdos
T1'92L09 %TE0 8909 29'68909 %Sz'0 £7909 GL18909 %TT0 SZ909 16%09 wuny-gedos
88'6L8¢CL %820 €E9TL 88°678CL %920 ¥2STL 88°67/9CL %LT0 0€S3TL YEETL wis-pedos
GZ'C0TL9 %L€°0 GL0L9 8829029 %10 9£0.9 0569029 %820 9T0L9 62899 wuny-gedos
8€'90099 %020 €L659 C1'86659 %020 7,659 0596659 %130 L1659 T7839 wuts-gedos
GL'OTL89 %520 06989 GL'CTL89 %Sz'0 76989 00°61.89 %ET0 6,989 70S889 wuy-redos
8€'6ST1LT %0€°0 1GT.LT T9°9€1LT %120 L21LT GT'8ETLT %180 LT1LT 690LC wus-ggdos
00°L829% %LY0 19992 0S‘7759¢ %ze'0 L2590 0S'7129¢ %9€‘0 9£99% 447414 wus-p9dos
00°€L08% %120 17082 05°6£08% %9T1°0 1208¢ 05‘2£08¢ %910 L208¢ €86.LC wus-ggdos
05°6L00¢ %650 15003 6z'0S00% %050 €€002 29°0800% %870 0£00% €661 wis-ggdos
00°€19€% %FE0 G6SET GZ'885ET %ET'0 695€T GZ'98G€T %ET0 695€T 9TGET wuy-19dos
T1°9888¢ %170 8988¢ 88°GT88¢ %TE0 7E€88¢ 0S'1788¢ %830 8188¢ 60L8¢ g1 gdos
8€'669¢€ %820 129¢¢€ 88°6,9¢€ %20 159¢¢ GZ'089¢€¢€ %¥'0 G99¢¢ $85EE wun-ggdos
T1'esvee %¥e0 62V2e SEV1¥ece %520 10¥2€ AN14743 %2e0 Tevee 02€3e wus-ggdos
TT'L66TY %IT0 8L6TY 88°T661¥ %.0°0 1961% 88°C66T¥ %IT0 8LGTV 0€6T¥ w-),.gdos
88°8696¢ %220 88968 G2 98968 %ET0 9.96C GT'8L96C %2T‘0 TL968C 80968 wus-ggdos
8€'9162¢ %EeE0 1882¢ T1'v683¢ %620 GL8TE CI'768¢0¢ %080 8L8%¢E 6LLTE wi-ggdos
T9°L808% %9T1°0 2908¢% 8€‘8908¢ %e1‘0 1G08% 05°€908¢ %T10 15082 L108¢ wus-pgdos
00°LE79€ %22 0 80¥%9¢ 00°¢179¢ %020 0v9e 8€'0179¢ %610 66£9¢ 63£9¢ wis-ggdos
0S°LTGST %120 T6VST 39°887SY %610 0875V 88‘VLVST %8300 cEVeY 96£S7 wuny-ggdos
05°108G¢ %820 $9.L5¢ T9'1LLGE %L3'0 8GLG¢ 88°€LLSE %LT0 19.8¢ £99G¢ wus-rgdos
8€'LE9TT %Tg‘0 TEITT GL0EITT %810 8CITT 00°TE9TT %810 8TITT L0911 wi-0Tpdos
T9'€T99T %820 S0991 8866591 %020 16591 0566591 %030 1691 8GS9T wus-gRdos
GL'L998T %ET0 G7981 3979981 %FT0 8C981 79°Ge98T %ST0 67981 20981 wus-gpdos
GL'80€ST %8¢°0 16251 T9°L8TST %¥e0 G8TST 00°98ST %SE0 98¢ST €€TaT - pdos
TI'eeysT %EeE0 SYHST GT'6EFST %520 €EYS1 00°8E¥ST %LT0 GEFST ¥6€S1 wus-gpdos
0519881 9%00°0 96881 00°98881 %000 95881 00°9¢88T %00°0 95881 96881 wung-gpdos
T1'6S701T %770 6£701 0S°eri01 %170 96701 8€'ETT0T %ET0 8EV0T £6€01 w1y dos
00°0g70T %ET0 0Z¥0T 2960701 %600 S0¥0T 2980701 %010 90701 96€0T wung-gpdos
GLLEVTT %9%°0 LIVCT 00CTHCT %5€0 50748 0S°2L0%T %90 SOvel 09€21 wus-gydos
00°90€8T %¥10 06381 006381 %P0 06281 00'7628T %ST10 76381 G9281 s -1pdos
RTPOT (%) 1p 09sno erpow (%) 1P 09sno eIpOW (%) 1P 09snd 09snd

eIOURISUT

(S01°05°0)dSVHOV'T ($°1°62°0)dSVHDVT (='1'0)dSVYDVT XATdD

Tabela G.3: Resultados detalhados dos experimentos com LAGRASP (instancias do

grupo Kyax)
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Instancia LAGRASP(0,1,—) LAGRASP(0.25,1,5) LAGRASP(0.50,10,5)
scp4l-Kin 4,70 13,41 2,71
scp42-Kyin 5,79 11,42 2,41
scp43-Kuin 5,20 16,02 2,74
scpd4d-Kin 14,57 40,83 8,48
scp45-Kyin 7,42 26,30 3,88
scp46-Kyin 4,62 14,29 2,67
scp47-Kin 9,11 39,88 7,30
scp48-Kin 3,71 11,72 2,24
scp49-Kyin 5,08 15,83 2,92
scp410-K,pin 15,17 34,55 6,78
scpb1-Kyin 6,67 22,33 3,98
scpb2-Kyin 4,69 16,42 3,21
scpb3-Kyin 4,16 14,12 2,69
scpb4-Kin 5,74 18,19 3,16
scpd5-Kypin 11,36 31,11 5,38
Scpb6-Kpin 5,72 21,71 4,09
scpb7-Kyin 5,51 23,98 3,93
SCPOH8-Kpin 9,43 26,41 5,15
scpb9-Kypin 4,08 13,30 2,70
scpb10-Kpin 7,03 26,49 4,46
scp61-Kpin 2,50 8,10 1,68
scp62-Kyin 3,16 8,96 1,96
scp63-Kuin 2,42 8,22 1,64
scp64-Kyin 2,14 6,42 1,53
scp65-Kpin 3,15 9,50 1,97
scpal-K,in 8,62 34,64 6,50
scpa2-Kyin 9,12 32,29 6,97
scpad-Kin 8,30 25,12 5,64
scpad-Kpin 13,17 40,83 7,66
scpadb-Kypin 8,34 28,74 5,83
scpb1-Kpin 7,27 25,00 6,14
scpb2-Kpin 7,51 24,96 7,05
scpb3-Kpin 7,58 23,57 5,77
scpb4-Kpin 7,91 26,26 7,13
scpbb-Kpin 9,94 30,81 7,59
scpcl-Kpin 18,10 65,01 13,47
scpe2-Kpin 15,39 53,06 12,34
scpe3-Kpin 18,92 62,40 12,11
scpcd-Kpin 20,81 66,01 14,82
scped-Kpin 15,13 56,21 12,84
scpd1-Kpuin 11,26 34,75 10,35
scpd2-Kpin 12,13 38,36 9,92
scpd3-Kpin 14,70 46,80 13,33
scpd4-Kpin 13,39 41,39 9,48
scpdb-Kpin 13,37 41,14 13,76

Tabela G.4: Tempos de processamento de LAGRASP (instancias do grupo Ky, )
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Instancia LAGRASP(0,1,—) LAGRASP(0.25,1,5) LAGRASP(0.50,10,5)
scp4l-Kyeq 14,70 41,45 6,97
scp42-Kyeq 15,40 42,80 7,10
scp43-Kyeq 12,91 35,28 6,26
scpdd-Keq 7,50 25,14 4,64
scp45-Keq 15,88 45,40 7,88
scp46-Kyeq 11,58 31,89 6,04
scp47-Keq 15,24 46,10 7,25
Scp48-K e 13,26 38,10 6,28
scp49-Keq 13,53 37,52 6,94
scp410-Keq 15,43 40,37 6,95
scpb1-Kyeq 32,71 90,22 17,38
scph2-Kyeq 41,02 110,84 21,08
scph3-Kyeq 38,68 109,39 20,01
scpb4-Keq 39,06 99,69 20,80
Scph5-Kyeq 37,24 106,13 19,06
Scph6-Keq 34,18 98,10 18,51
Scpb7-Kyeq 39,53 120,91 22,08
ScpH8-Keq 32,36 88,16 15,89
scph9-Kpeq 38,61 104,53 19,12
scpb10-Keq 47,28 108,71 20,79
scp61-K,yeq 20,27 55,34 10,74
scp62-Kpeq 17,98 52,66 10,56
scp63-Keq 26,67 73,31 11,19
scp64-Kyeq 23,76 78,28 13,44
scp65-Keq 28,08 73,76 13,79
scpal-Kyeq 117,51 343,41 69,72
scpa2-Keq 117,47 341,79 68,31
scpad-Kyeq 125,67 359,80 71,48
scpad-Keq 116,58 346,08 70,84
scpab-Ked 106,12 319,16 63,94
scpb1-Keq 284,74 757,37 149,04
scpb2-Keq 264,29 700,02 132,62
scpb3-Ked 232,92 646,88 120,23
scpbd-Kneq 264,82 686,47 131,88
scpbb-Ked 213,00 654,76 127,89
scpcl-Kyneq 247,89 741,04 179,38
scpe2-Kyneq 262,12 787,15 164,70
scpc3-Kneq 267,48 802,82 167,39
scpcd-Kyeq 240,44 750,35 166,18
scpch-Kneq 229,06 705,23 140,02
scpd1-Keq 490,95 1347,91 261,54
scpd2-Kyeq 502,78 1447,46 235,44
scpd3-Kyeq 423,59 1106,17 219,89
scpd4-Keq 486,69 1387,64 250,26
scpdb-Kpeq 414,28 1180,03 257,08

Tabela G.5: Tempos de processamento de LAGRASP (instancias do grupo Kyeq)
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Instancia LAGRASP(0,1,—) | LAGRASP(0.25,1,5) | LAGRASP(0.50,10,5)
SCpA1-Kpar 39,60 110,41 15,72
sep42-Kmax 17,84 47,13 9,37
sep43-Kax 23,28 59,56 10,09
sep44-Kax 15,08 43,92 7,87
Sep45-Kax 120,42 261,39 42,51
SCPA6-Kax 28,65 76,51 13,28
SepAT-Kax 18,26 54,50 10,83
SCpA8-Kax 25,04 65,8 11,82
Sep49-Koax 25,20 60,61 11,90
sep410-Kyax 25,70 68,83 11,66
Sep51-Kax 78,40 195,85 39,87
SCP52-Kpmax 109,51 283,10 52,52
SCP53-Kmax 74,87 210,93 36,57
Sep54-Komax 75,09 202,54 34,61
SCP55-Komax 71,65 189,38 37,09
SCP56-Kmax 74,43 209,03 37,83
SCP5T-Kmax 100,86 269,39 50,03
SCP58-Komax 76,75 198,11 34,32
SCP59-Kax 82,07 214,49 39,84
5ep510-Kynar 77,09 189,21 37,12
SCp61-Kpax 78,34 182,14 32,15
SCP62-Komax 46,79 116,81 20,70
SCP63-Kpa 49,20 120,59 21,21
Sep64-Koax 37,03 94,39 16,92
SCP65-Kmax 51,66 136,51 24,45
scpal-Kpax 263,35 726,51 128,92
sepa2-Kax 285,41 711,40 136,88
scpad-Kpar 238,52 616,59 113,86
sepad-Kax 280,76 694,88 136,89
sepab-Kyax 229,66 545,28 102,25
sepb1-Kyar 789,84 2012,02 332,91
Sepb2-Kynar 718,24 1861,43 289,75
sepb3-Kpax 603,66 1504,82 245,76
sepbd-Kpax 564,60 1362,25 234,28
Sepb5-Kpax 895,07 1938,95 325,80
sepel-Kax 783,83 2109,94 391,19
sepc2-Kmax 624,57 1610,53 292,10
SCPC3-Komax 610,17 1582,08 303,66
seped-Koax 753,53 1794,35 329,79
SCPC5-Komax 609,42 1686,59 296,40
sepd1-Kpar 1633,67 4458,16 762,39
sepd2-Komax 1886,51 4663,61 715,29
sepd3-Komax 1489,04 3640,93 608,99
sepdd-Koax 1712,43 4462,87 742,79
sepd5-Komax 144427 3516,08 604,14

Tabela G.6: Tempos de processamento de LAGRASP (instancias do grupo Kpay)
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Instancia LAGRASP(0,1,—) LAGRASP(0.25,1,5) LAGRASP(0.50,10,5)
scp4l 0,74 2,29 0,46
scp42 0,90 2,60 0,62
scp43 0,53 1,51 0,35
scp44 3,64 9,13 1,80
scp4b 0,50 1,34 0,34
scp46 2,55 7,07 1,29
scpd7 1,12 3,22 0,67
scp48 2,01 5,65 1,13
scp49 2,48 9,88 1,44
scp410 1,16 3,97 0,71
scpbl 3,23 11,09 2,24
scpH2 3,69 10,27 2,29
scpH3 0,67 1,82 0,52
scph4 3,51 7,25 1,45
scpHb 0,76 1,91 0,55
scpH6 0,87 2,39 0,63
scph7 3,29 10,45 1,88
scpH8 3,66 11,05 2,36
scpH9 2,52 9,33 1,46
scpH10 0,85 2,60 0,57
scpb1 2,61 7,84 1,37
scp62 2,59 7,10 1,33
scp63 1,71 5,49 1,05
scp64 1,96 4,33 1,02
scp6b 2,47 7,58 1,50
scpal 10,87 22,98 5,81
scpa2 9,36 25,58 5,72
scpad 8,40 18,95 4,33
scpad 11,32 31,23 5,87
scpab 12,19 35,32 7,06
scpbl 7,35 17,34 4,81
scpb2 6,26 15,65 3,67
scpb3 6,32 16,92 4,35
scpb4 5,83 18,80 5,67
scpbd 6,76 24,27 5,81
scpel 11,62 44,04 9,78
scpe2 9,59 34,08 11,51
scpe3 10,95 51,66 12,06
scpcd 9,69 47,89 9,58
scpeh 8,30 31,68 8,05
scpdl 12,63 39,73 12,17
scpd2 10,02 32,10 11,21
scpd3 14,05 41,89 10,45
scpd4 11,15 46,83 9,50
scpdb 12,95 36,11 11,64

Tabela G.11: Tempos de processamento de LAGRASP (instancias do PCC(k=1))
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ANEXO H - Comparacao das heuristicas
LAGRASP e GRASP
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CPLEX LAGRASP(0.25,1,5) GPRb

Instancia

custo | custo  dif.(%) média | custo  dif.(%) média
scpAl-Kpnpy 1148 | 1151 0,26%  1151,50 | 1171 2,00%  1175,12
sepA2-Knin 1205 | 1207 0,17% 120700 | 1225  1,66%  1235.88
sepA3-Kpnin 1213 | 1215 0,16% 121538 | 1225  0,99%  1230,12
scpdd-Kin 1185 | 1185  0,00%  1186,50 | 1209  2,03%  1219.50
scpA5-Konin 1266 | 1274 0,63% 127425 | 1293  2,13% 129812
SepA6-Knin 1349 | 1349  0,00% 134975 | 1362  0,96%  1366,25
scpA7-Kpin 1115 1115 0,00% 1115,00 1152 3,32% 1159,38
SepAS-Knin 1225 | 1226 0,08%  1227,00 | 1244  155% 124838
scp49-Kin 1485 1485 0,00% 1485,00 1509 1,62% 1515,38
sepA10-Kynin 1356 | 1356 0,00%  1359,75 | 1373  1.25% 137938
sep51-Kpnin 579 | 579 0,00% 579,00 | 591  2,07%  599.12
scp52-Kpin 677 679 0,30% 679,75 696 2,81% 701,25
SCP53-Kpin 574 | 576 035% 577,38 | 58T 2.26% 592,75
scpS4-Kpin 082 587 0,86% 588,00 603 3,61% 606,50
SCP55-Kpmin 550 | 550 0,00% 550,00 | 553 0,55% 554,25
scpS6-Kpin 560 560 0,00% 560,00 267 1,25% 972,75
SCP5T-Kmin 695 | 695  0,00% 69562 | 700  0,72% 705,12
scpPS8-Kpin 662 662 0,00% 663,62 684 3,32% 688,25
SCP59-K in 687 | 688  0,15% 689,88 | 710  3.35% 714,38
scp510-Kypin 672 672 0,00% 672,00 684 1,79% 691,50
scp61-Kpin 283 283 0,00% 283,00 285 0,71% 286,25
Sep62-K in 302|302 0,00% 302,00 | 306  1,32% 307,50
scp63-Kpin 313 313 0,00% 313,00 327 4,47% 339,88
sep64-knin 202 | 294 068% 294,00 | 2907  1,71% 300,62
scp65-Kpin 353 353 0,00% 354,38 361 2,27% 366,75
scpal-Ko, 562 | 563 0,18% 565,38 | 587 445% 595,38
scpa2-Kpyin 560 560 0,00% 560,00 o987 4,82% 592,38
5cpa3-Knin 524 | 524 0,00% 52612 | 547 4.39% 555,50
scpad-Kpyin 027 527 0,00% 527,00 047 3,80% 957,25
ScpaS-Koin 557 | 559 0,36% 560,62 | 580  4,13% 584,00
scpbl-Kin 149 150 0,67% 150,00 155 4,03% 156,88
Sepb2-Koin 150 151 067% 152,75 156 4,00% 161,75
scpb3-Kpnin 165 166  061% 166,25 171 3,64% 174,00
scpb4-Kpin 157 158 0,64% 158,88 170 8,28% 170,50
scpb5-Knin 151 154 1,99% 154,00 | 155  2,65% 158,38
scpcl-Koin 514 516 0,39% 516,00 542 5,45% 548,75
SepC2-Kin 483 | 487  0,83% 48850 | 514 642% 520,88
scpe3-Kyin 044 544 0,00% 544,38 087 7,90% 592,88
sepcd-Kpin A84 | 487 0,62% 487,88 | 509  517% 516,00
scped-Kyin 488 490 0,41% 490,62 014 5,33% 519,62
sepd1-Kpnin 122 122 0,00% 12350 | 124 1,64% 127,12
scpd2-Kin 127 127 0,00% 127,00 129 1,57% 130,25
sepd3-Konin 138 140 145% 140,00 | 149  7.97% 153,25
scpd4-K,,in 122 123 0,82% 123,00 128 4,92% 133,38
scpd5-Kpyin 130 131 0,77% 131,00 134 3,08% 138,50

Tabela H.1: Resultados detalhados da comparacao entre GRASP e LAGRASP (ins-
tancias do grupo Kyin)
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CPLEX LAGRASP(0.25,1,5) GPRb

Instancia

custo | custo  dif.(%) média | custo  dif.(%) média
scp4l-Kypeq 8350 8376 0,31% 8393,50 8606 3,07% 8640,62
SepA2-Ky o 6111 | 6129  0.29% 615562 | 6302  313%  6320,62
scp43-Kpeq 4676 4692 0,34% 4694,25 4756 1,711% 4773,88
scpdd-ko 4670 | 4691  045% 469462 | 4800  2,78%  4807.38
scp45-Kieq 8389 8424 0,42% 8436,75 8651 3,12% 8670,38
SepA6-Kyog 6416 | 6461  0,70%  6462,88 | 6594  2,77%  6606,00
scpA7-Keq 6281 6289 0,13% 6293,88 6466 2,95% 6483,75
SepAS-Kyeg 8421 | 8446  030%  8466,00 | 8718  3,53%  8748.75
scp49-Kyneq 7101 7131 0,42% 7139,75 7329 3,21% 7343,88
sepA10-K, e 5355 | 5371 0,30% 538550 | 5475  2,24% 548800
scpd1-Keq 11205 | 11263 0,52%  11268,12 | 11571 3,27%  11608,00
sCP52-Kppeq 14418 | 14487 0,48%  14515,12 | 14994 4,00%  15010,75
scpH3-Kneq 11476 | 11532 0,49%  11540,62 | 11857 3,32%  11881,25
scpS4-Kppeq 9944 9997 0,53%  10004,88 | 10310 3,68%  10324,75
scpH5-Keq 10880 | 10951 0,66%  10962,88 | 11274 3,62%  11294,50
scpPS6-Kpeq 10581 | 10644 0,60%  10664,62 | 10965 3,63%  11029,50
scpHT-Keq 14919 | 15013 0,63%  15028,50 | 15489 3,82%  15611,38
scPS8-Kieq 10622 | 10692 0,66%  10711,50 | 11031 3,85%  11040,62
SeP59-Kyeg 11042 | 11087  041% 11101,38 | 11476  3.93% 1148375
scpd510-Kypeq 12436 | 12501 0,52%  12508,75 | 12908 3,80%  12963,88
Sep61-Kyeg 7653 | 7730 1,01%  7808,75 | 8006  4,61%  8023,50
scp62-Kyeq 6739 6796 0,85% 6802,25 7004 3,93% 7017,62
scp63-Kpeq 8309 8381 0,87% 8450,50 8653 4,14% 8671,88
scp64-K,eq 8546 8612 0,77% 8635,75 8877 3,87% 8901,12
scp65-Kppeq 9038 9101 0,70% 9109,50 9454 4,60% 9474,75
scpal-Kyeq 21227 | 21357  0,61% 2139538 | 22244  479% 2226525
scpa2-Koeq 21739 | 21862 0,57%  21893,75 | 22713 4,48%  22786,88
scpad-Kyeq 20095 | 20183  0,44% 2022575 | 20967  4,34%  21021,75
scpad-Kpeq 22865 | 23014 0,65%  23052,62 | 23888 447%  23917,00
scpab-Keq 18643 | 18752 0,58%  18772,00 | 19418 4,16%  19455,12
scpbl-K;eq 29222 | 29311 0,30%  29341,75 | 30503 4,38%  30533,62
scpb2-Kyeq 28112 | 28201 0,32%  28237,25 | 29469 4.83%  29523,25
scpb3-Kyed 27872 | 27985 0,41%  28022,12 | 28995 4,03%  29104,00
scpb4-Keq 25678 | 25808 0,561%  25860,50 | 26804 4,39%  26949,25
scpbd-Kyed 28203 | 28338 0,48%  28369,88 | 29342 4,04%  29497,75
scpcl-Kyed 32659 | 32855 0,60%  33026,38 | 34474 5,56%  34533,25
Sepe2-Kypoa 32765 | 32917  0,46% 3295538 | 34236  4.49%  34251.88
scpe3-Kieq 34492 | 34685 0,56%  34728,62 | 36229 5,04%  36238,12
scpcd-Kped 31366 | 31505 0,44%  31565,12 | 32952 5,06%  33051,88
scped-Kieq 30060 | 30179 0,40%  30245,00 | 31562 5,00%  31626,12
sepd1-Kyeq 38991 | 39169  0,46% 39194,88 | 40453  3,75%  40634,38
scpd2-Kpeq 39030 | 39133 0,26%  39172,25 | 40596 4,01%  40696,75
sepd3-Kyeq 39198 | 39358  041%  39377,88 | 40732  3,91% 4081575
scpdd-Kyeq 38781 | 38888 0,28%  38918,12 | 40156 3,56%  40457,00
scpdd-Kpeq 40321 | 40481 0,40%  40533,88 | 41971 4,09%  42137,25

Tabela H.2: Resultados detalhados da comparacao entre GRASP e LAGRASP (ins-
tancias do grupo Kyeq)
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CPLEX LAGRASP(0.25,1,5) GPRb

Instancia

custo | custo dif.(%) média | custo dif.(%) média
scpd1-Kax 18265 18290  0,14% 18360,12 18876  3,35% 18914,62
scp42-Kyax 12360 12412 0,42% 1242225 12679  2,58% 12722,62
scp43-Konax 10396 10420  0,23% 10420,12 10644  2,39% 10694,25
scp44-Kyax 10393 10436 0,41% 10447,25 10714 3,09% 10747,00
scp4b-Kynax 18856 18856  0,00% 18856,00 | 19378  2,77% 19422,88
SepA6-Kynax 15304 | 15448  0,35%  15453,00 | 15893  3,24%  15920,88
scpA7-Konax 15233 15285  0,34% 15288,38 | 15676  2,91% 15703,12
scp48-Kax 18602 18664  0,33% 18677,00 19184  3,13% 19226,62
scp49-Kynax 16558 16606  0,29% 16612,25 17074 3,12% 17101,00
scp410-Kypqx 11607 11628  0,18% 11636,00 11939  2,86% 11977,12
scpH1-Kax 35663 35797 0,38% 35830,88 36885  3,43% 36916,25
sCcP52-Kpnax 45396 45512 0,26% 45535,62 46724  2,93% 46763,12
scpH3-Knax 36329 36461  0,36% 36497,62 37511 3,25% 37564,38
scpS4-Kpnax 28017 28063  0,16% 28073,25 29025  3,60% 29086,75

sCPOS-Kpax 32779 | 32899  0,37%  32907,75 | 33815  3,16% = 33907,25
SCP56-Knax 29608 | 29690  0,28%  29694,25 | 30770  3,92%  30831,88
scPOT-Kpax 41930 | 42039  0,26%  42060,50 | 43448  3,62% = 43540,50
SCP58-Kynax 32320 | 32420 0,31%  32434,75 | 33290 3,00 3337775
scPO9-Kpax 33584 | 33674  0,27%  33700,50 | 34724  3,39% = 34802,12
scp510-kyax 38709 | 38858 0,38%  38871,25 | 39855  2,96% = 39943,62

Sep61-Kax 23516 | 23609  0,40%  23741,12 | 24537  4,34% 2455938
SCP62-Kpmax 19934 | 20061  0,64%  20074,25 | 20673 3,71%  20716,38
$Cp63-Komax 27983 | 28087  0,37%  28097,38 | 28854  3,11%  28905,62
Sep64-Koax 26442 | 26551  041% 2657538 | 27436  3,76%  27470,12
SCP65-Kymax 27069 | 27188  044% 2720050 | 28000 3,44%  28020,38
sepal-Knax 68522 | 68694 0,25%  68972,25 | 70830  3,37%  70874,75
sepa2-Kmax 65842 | 66014 0,26%  66040,62 | 68084 3,41%  68115,50
sepad-Kmax 66829 | 67037 0,31%  67082,12 | 69016 3,27%  69086,75
scpad-Kpar 72334 | 72542  029% 7257825 | 74705  3,.28%  T4771,25
sepas-Kmax 60491 | 60690 0,33% 6072462 | 62396 3,15%  62569,88

scpbl-kuee | 105506 | 106286  0,74%  107417,62 | 109017  3,33% 109123,38
scpb2-knar | 102922 | 103403  0,47% 103838,25 | 106438  3,42%  106481,38
Sepb3-Kpmar 98280 | 98783  0,51%  99738,50 | 102029  3.81% 102196,38
sepbd-Kpax 93777 | 94103  0,35%  94201,00 | 96853  3,28%  96970,00
scpb5-knar | 102810 | 103231  0,41%  104347,00 | 106219  3,32%  106431,25
scpel-kpee | 112471 | 112852  0,34%  112954,00 | 116680  3,74% 116922,12
scpc2-kmae | 113916 | 114190  0,24%  114266,88 | 117605  3,24%  117753,25
scped-kpee | 117416 | 117716 0,26% 11782850 | 121488  3,47% 121563,00
scpcd-kpae | 110823 | 111328 0,46%  111846,50 | 114973  3,74%  115063,88
scpch-kmax | 104439 | 104736  0,28%  105245,88 | 108224  3,62%  108391,62
scpdl-knee | 144887 | 147523  1,82% 148083,88 | 149539  3,21%  149872,25
scpd2-kyex | 144096 | 146791  1,87% 146983,12 | 148726  3,21%  149175,75
scpd3-kpex | 140474 | 141277 0,57% 142188,75 | 145340  3,46%  145484,88
scpdd-knae | 143513 | 146205  1,88% 146335,00 | 147928  3,08%  148176,75
scpdb-kmae | 146307 | 148098  1,84% 149154,50 | 151111  3,28%  151279,25

Tabela H.3: Resultados detalhados da comparacao entre GRASP e LAGRASP (ins-
tancias do grupo Kyax)
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Baixar livros de Literatura de Cordel
Baixar livros de Literatura Infantil
Baixar livros de Matematica

Baixar livros de Medicina

Baixar livros de Medicina Veterinaria
Baixar livros de Meio Ambiente
Baixar livros de Meteorologia
Baixar Monografias e TCC

Baixar livros Multidisciplinar

Baixar livros de Musica

Baixar livros de Psicologia

Baixar livros de Quimica

Baixar livros de Saude Coletiva
Baixar livros de Servico Social
Baixar livros de Sociologia

Baixar livros de Teologia

Baixar livros de Trabalho

Baixar livros de Turismo
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