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Resumo
Uma análise da estabilidade não-linear de feixes 
om seção transversal 
ir
ular 
onsi-derando perturbações sem simetria axial é exe
utada. Mostra-se que as os
ilações simé-tri
as ini
ialmente 
ir
ulares de um feixe podem induzir os
ilações não-lineares do tipoanti-simétri
a(elípti
as), 
om um 
onseqüente aumento do tamanho do feixe ao longo deuma direção preferen
ial. O me
anismo da instabilidade e sua relevân
ia às perdas departí
ula no feixe são dis
utidos.PACS:41.85.Ja 05.45.-a 41.75.-i



Abstra
t
A nonlinear stability analysis of breathing beams 
onsidering nonaxysymmetri
 per-turbations is performed. It is shown that the breathing os
illations of an initially roundbeam may nonlinearly indu
e quadrupole-like os
illations, with a 
onsequent in
rease ofthe beam size along one dire
tion. The instability me
hanism and its relevan
e to beamparti
le losses are dis
ussed.PACS:41.85.Ja 05.45.-a 41.75.-i
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6
1 Introdução

Feixes de partí
ulas 
arregadas são amplamente usados em aparelhos 
ientí�
os, indus-triais, e até mesmo domésti
os. As propriedades físi
as de tais feixes tem sido estudadasem diversos 
ampos, em diferentes 
ontextos. Apesar de possuírem uma variedade deapli
ações, os feixes podem ter muitas 
ara
terísti
as em 
omum. Cara
terizar �si
a-mente um feixe através de suas apli
ações é o 
aminho mais ri
o para se adquirir intuiçãofísi
a, a qual 
onstrói blo
os 
on
eituais que possibilitam pensar sobre situações novas e
ompreender as limitações inerentes a 
ada modelo. Com isso em mente, iremos revisar aliteratura seguindo uma sequên
ia históri
a para nos próximos 
apítulos 
ontruirmos asferramentas ne
essárias a resolução do problema proposto por essa dissertação.1.1 Uma Des
rição Históri
aComeçaremos 
ara
terizando, qualitativamente, um feixe de partí
ulas 
arregadas, 
i-taremos algumas de suas apli
ações para, posteriormente, 
ontextualizando a história dafísi
a de feixes de partí
ulas 
arregadas, introduzirmos os 
on
eitos ne
essários e relatar-mos os seus modelos teóri
os.1.1.1 Cara
terísti
as de um feixe de partí
ulasA dinâmi
a de feixes de partí
ulas tem sido objeto de intensa investigação teóri
a,
omputa
ional e experimental. De parti
ular importân
ia, são os efeitos dos 
amposfo
alizadores, auto
ampos e aque
imento do feixe na determinação das propriedades de-talhadas do equilíbrio, estabilidade e transporte do feixe.Normalmente as partí
ulas não são a
eleradas isoladamente, mas na forma de aglo-merados de partí
ulas denominados feixes. Os feixes fundamentalmente são 
lassi�
adosem primários e se
undários. Os feixes primários são formados por partí
ulas estáveis,que são diretamente a
eleradas pelos 
ampos eletromagnéti
os nos a
eleradores. Quando
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elerado, um feixe primário é levado a 
olidir 
om um alvo �xo ou 
om um outro feixeque vem em sentido 
ontrário. Nos grandes a
eleradores atuais os feixes primários são
onstituídos de prótons, antiprótons, elétrons e pósitrons. Os feixes se
undários, forma-dos de partí
ulas estáveis e instáveis, são gerados a partir das 
olisões de feixes primários
om alvos �xos. Quando realizamos estes tipos de 
olisões a altas energias, várias partí-
ulas se
undárias são 
riadas e emanadas da região de interação e, o fazem em geral, 
omgrandes velo
idades. Estas partí
ulas, em forma de feixes, são dire
ionadas e levadas a
olidirem 
om outros alvos �xos em posições 
onvenientemente es
olhidas. Nos prin
ipaisa
eleradores atuais os feixes se
undários são normalmente 
onstituídos das seguintes partí-
ulas : prótons, antiprótons, elétrons, pósitrons, nêutrons, pions, káons, muons, neutrinos,gamas, et
.Um feixe possui, freqüentemente, o formato 
ilíndri
o (
ontínuo na direção longitu-dinal) ou elipsoidal (pa
otes), 
om seção transversal variando ao longo do 
omprimento.Consiste de partí
ulas 
arregadas movendo-se numa direção sujeitas às forças 
ompeti-doras, externas e internas. O movimento das partí
ulas no feixe depende dos 
amposapli
ados externamente e dos 
ampos gerados pelas partí
ulas. A interação entre as par-tí
ulas o
orre de duas maneiras. O primeiro tipo, uma força basi
amente gerada peladistribuição de 
argas do feixe 
onsiste numa superposição dos 
ampos de um grandenúmero de partí
ulas formando um 
ampo elétri
o suave que somente varia em distân-
ias grandes 
omparadas 
om as distân
ia entre as partí
ulas. O segundo tipo de forçaé essen
ialmente de 
urto al
an
e e des
reve 
olisões entre as partí
ulas individuais dofeixe.Geralmente, a energia 
inéti
a do feixe de partí
ulas ex
ede a energia armazenadade todos os 
ampos 
oletivos produzidos pelas partí
ulas. Visto que, essas energias sãopropor
ionais ao número de partí
ulas e ao quadrado do número de partí
ulas, respe
tiva-mente, pode ser esperado que a razão entre a energia armazenada nos 
ampos elétri
os emagnéti
os e a energia 
inéti
a seja aumentada inde�nidamente através do in
remento donúmero de partí
ulas no feixe. Entretanto, quando essa duas energias tornam-se 
ompará-veis, os 
ampos, em geral, tornam-se su�
ientes para gerarem partí
ulas 
om velo
idadestransversais altas, sendo assim, o sistema melhor des
rito por um plasma. O termo plasmaé usado, diferentemente, por diferentes autores, e apresenta variações na sua de�nição.Uma de�nição seria que todo sistema de partí
ulas 
arregadas no qual as interações 
ole-tivas mútuas não são pequenas 
omparadas 
om os efeitos dos 
ampos externos, 
onstituium plasma. Uma de�nição oposta seria que um plasma denota um gás 
ontendo partí-
ulas 
arregadas, mas exibindo neutralidade total de 
arga 
om dimensões 
ara
terísti
as
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omparadas 
om o 
omprimento de blindagem de Debye [1℄.Con
lui-se então,que feixes intensos de partí
ulas 
arregadas são plasmas não-neutros de um 
omponenteexibindo muitos fen�menos 
oletivos, tais 
omo ondas de plasma e instabilidades.Basi
amente, a físi
a de feixes é um problema de muitos 
orpos 
arregados. Sua 
om-preensão é de fundamental importân
ia no desenvolvimento de novos a
eleradores e anéisde armazenamento 
apazes de lidar 
om intensidades de feixe a
ima das 
onseguidas atu-almente, os quais têm relevân
ia tanto em estudos bási
os de físi
a nu
lear e de partí
ulas,quanto em apli
ações 
omo fusão de íons pesados, produção de trítio, transmutação delixo nu
lear, fontes de nêutrons e lasers de grande potên
ia. Nesses aparelhos, é ne
essárioum grande 
ontrole sobre as partí
ulas para que a perda de feixe e a 
onseqüente ativaçãodas estruturas, prin
ipalmente do a
elerador, sejam minimizadas.1.1.2 Apli
açõesExiste uma variedade de maneiras em que os feixes são atualmente utilizados napesquisa 
ientí�
a, em pro
essos industriais e nos intrumentos e outros dispositivos. Feixesem a
eleradores de partí
ulas e anéis de armazenamento têm 
ontribuído, extremamentepara a nossa 
ompreensão do mundo físi
o, sendo ne
essárias altas energias para explorarprofundamente a estrutura da matéria. Em energias menos extremas, o 
onhe
imento ea 
ompreensão da estrutura nu
lear têm sido adquiridos, e em energias menores ainda,
ara
terísti
as detalhadas dos pro
essos at�mi
os podem ser estudadas. Junto aos estudosnu
leares e at�mi
os, mudanças quími
as e estruturais nos materiais podem também serinvestigadas. As partí
ulas a
eleradas não são sempre utilizadas diretamente; ao invêsdisso, elas podem 
riar outras partí
ulas através de 
olisões. Nêutrons são produzidosdessa maneira de feixes de elétrons ou deutério. Elétrons produzem fótons (raio-X), emésons podem ser produzidos por feixes de prótons su�
ientemente energizados.Uma substan
ial 
ontribuição para nossa 
ompreensão da estrutura dos materiais, dassuperfí
ies e, das espé
ies biológi
as, tem sido obtida 
om o mi
ros
ópio eletr�ni
o. Umre
ente desenvolvimento, empregando feixes �nos de elétrons fo
alizados para o estudo dasuperfí
ie dos materiais é a análise por mi
rosonda eletr�ni
a. Um feixe �no de elétrons
om energia entre 10− 30 Kev penetra a amostra numa profundidade da ordem de 1µm,e os raios-X na ou próximo a superfí
ie são analisados propi
iando a identi�
ação domaterial. Propriedades de superfí
ies podem ainda ser insvestigadas pelo espalhamentode feixes de íons de baixa energia. Na análise de retro-espalhamento (RBS) um feixede prótons ou hélio é fo
alizado sobre o material de interesse; a 
onstituição at�mi
a
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ulasretro-espalhadas.Uma apli
ação diferente dos feixes para a determinação da 
omposição de pequenasquantidades de materiais é exempli�
ada pelo espe
t�metro de massa. Neste aparelho omaterial de interesse é ionizado e a
elerado na forma de um feixe que então passa atravésde um 
ampo de dipolo magnéti
o disposto de tal de maneira, que as partí
ulas 
omdiferentes razões entre 
arga e massa sofrem diferentes de�exões.Alguns intrumentos que utilizam diretamente os feixes foram des
ritos. Alguns des-ses tem apli
ações industriais rotineiras, por exemplo, o espe
t�metro de massa, outros,práti
as, 
omo os feixes de elétrons que produzem os raios-X utilizados nas radiogra�as,no tratamento do 
ân
er, e na esterilização de materiais[2, 3℄.O mais 
omum uso de feixes de elétrons é 
ertamente o aparelho de televisão. Aquio feixe é usado para gerar luz, através de fosfore
entes intermediárias de vários tipos. Oprojeto do fo
alizador ópti
o-eletr�ni
o e dos sistemas de�etores para os tubos de televisãoé, agora, um 
ampo altamente espe
ializado. Tais tubos são usados nos os
ilos
ópios deraio-
at�di
o utilizados em intrumentação rotineira e pesquisa bási
a. Tais aparelhostêm 
ontribuído de maneira signi�
ativa para o devenvolvimento da moderna te
nologiaeletr�ni
a.Satélites arti�
iais têm sido impulsionados por motores de íons que ejetam um feixe deíons pesados e também, um número equivalente de elétrons para preservar a neutralidadede 
arga. Também os raios 
ósmi
os podem 
onstituir um feixe. É interessante notar quealgumas das propriedades de feixes relativísti
os de alta 
orrente foram primeiramenteobtidas no artigo de Alfvén [4℄ de 1939 des
revendo �uxos de raios 
ósmi
os.No 
ampo da físi
a de plasmas, interações entre feixe-plasma e feixe-feixe tem sidoestudadas sob uma variedade de 
ondições na tentativa de 
ompreender melhor as propri-edades de tais interações. Nesta área de estudo o tema dos feixes de elétrons une-se 
omo que é 
onven
ionalmente 
onhe
ida por físi
a de plasmas, onde ambos, feixes e plasmasestão envolvidos. Além disso, as té
ni
as para o tratamento 
om ondas e instabilidadesem 
ada área, são muito similares. Este tipo de teoria tem relevân
ia para os fen�menosastrofísi
os tais 
omo as explosões solares.
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aModelos teóri
os e té
ni
as desenvolvidas na des
rição de plasmas não-neutros sãoestendidas e apli
adas para des
rever a dinâmi
a não-linear e os pro
essos 
oletivos defeixes intensos de partí
ulas 
arregadas. O iní
io da pesquisa nesses dois sub-
amposda físi
a pro
ederam de maneira independente, possuindo interessantes similaridades ediferenças. Ambos 
ampos usam os termos plasmas ou plasmas não-neutro do lêxi
o dafísi
a moderna. O termo plasma foi introduzido por Tonks e Langmuir [5℄ em 1929 paradese
rever os
ilações 
oletivas de elétrons em gases ionizados.O iní
io da pesquisa em plasmas não-neutros de um 
omponente e em feixes de par-tí
ulas 
arregadas 
onduziram a um maior desenvolvimento dos fundamentos teóri
os damoderna físi
a de plasmas, somente apartir dos anos de 1960. Entretanto, avanços no
onhe
imento bási
o de tais fen�menos apare
eram nos ex
elentes trabalhos paralelos deVlasov [6℄, Landau [7℄ e Bogoliubov [8℄ durante os anos de 1940, estudando interações
oletivas em sistemas de partí
ulas 
arregadas. Para o 
aso de plasmas não-neutros deum 
omponente, os primórdios da pesquisa 
ara
terizou-se pelo uso e 
ontrole das ondasem feixes de elétrons não-neutros nos dispositivos geradores de mi
roondas (tais 
omoKlystrons e Magnetrons) e nos diodos de tubo a vá
uo. Para o 
aso de feixes de partí-
ulas 
arregadas o iní
io da pesquisa 
ara
terizou-se por feixes de 
orrente e densidadesde 
argas baixas, pro
essos 
oletivos relativamente fra
os, sendo os modelos de partí
ulaúni
a mais adequados para des
rever a dinâmi
a do feixe.Na verdade, os artigos 
lássi
os de Child [9℄, Langmuir [10℄, Brillouin [11℄, Pier
e [12℄,Kyhl [13℄, Buneman [14℄ representam os primeiros esforços para investigar teori
amente eexperimentalmente as propriedades de equilíbrio e estabilidade de �uxos de elétrons não-neutros em diodos planares e em geometrias 
om 
ampos elétri
os e magnéti
os transver-sais. Por outro lado, estimulado pelos trabalhos 
lássi
os de Courant e 
olaboradores [15℄,Courant e Snyder [16℄ e Christo�los [17℄, 
ampos fo
alizadores periódi
os de gradiente al-ternado tem sido usados para o transporte de feixes de partí
ulas 
arregadas [2,3,18�27℄,desde o iní
io de 1950, juntamente, 
om anéis de armazenamento e a
eleradores 
ir
ularestais 
omo o sín
rotron [26, 28℄ utilizados em físi
a nu
lear e de altas energias, e redesfo
alizadoras quadrupolares usadas em a
eleradores lineares 
om apli
ações em fusão deíons pesados [29℄. Vale à pena resaltar, que os grandes a
eleradores foram 
onstruídos emlaboratórios lo
alizados em várias regiões de nosso planeta. Na Améri
a do Norte des-ta
amos os Estados Unidos 
om os seguintes laboratórios : o FERMILAB lo
alizado emBátavia e o SLAC em Stanford na Califórnia. Na Europa temos : o CERN na fronteira
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o-suiça, 
om sede em Genebra, o DESY em Hamburgo na Alemanha. Na Ásia oKEK no Japão.Agora, seguindo uma linha 
ronológi
a introduziremos as propriedades de um feixe esuas evoluções históri
as. O primeiro 
on
eito introduzido em 1959 foi a função distribui-ção de equilíbrio para feixes 
ontínuos sujeitos a 
ampos fo
alizadores in
luindo efeitosde 
orrente e forças eletromagnetoestáti
as do próprio feixe. Esse trabalho original 
on-duziu a investigações teóri
as e experimentais de propriedades importantes de um feixefo
alizado resultando na introdução do 
on
eito de emitân
ia rms; derivação das equa-ções do envelope; análise da estabilidade do feixe; estudo do fen�meno do 
res
imento daemitân
ia; exploração da formação de anéis e sua respe
tiva evolução, e exame das pro-priedades não-lineares do equilíbrio e envelope do feixe. Todos esses tópi
os são des
ritosnos próximos parágrafos.Em 1959, Kap
hinskij-Vladimirskij [30℄ 
onstruíram a primeira função distribuiçãode equilíbrio para feixes 
ontínuos em 
anais fo
alizadores periódi
os in
luindo os efei-tos das forças eletromagnetoestáti
as e 
orrente do próprio feixe. O trabalho pioneirolevou a investigações teóri
as e experimentais de vários aspe
tos 
ríti
os de feixes inten-sos fo
alizados dentro de 
anais de transporte. Em 1970 Davidson e Krall [31℄, levandoem 
onsideração a rotação do feixe, en
ontraram um equilíbrio 
inéti
o para um feixede partí
ulas 
arregadas girando e propagando-se paralelo a um 
ampo fo
alizador sole-noidal uniforme. Já em 1997; Chen, Pakter e Davidson [32℄, mostraram que existe umequilíbrio 
inéti
o de rotor-rígido para um feixe de partí
ulas 
arregadas propagando-seatravés de um 
ampo fo
alizador solenoidal periódi
o que possui as outras distribuições
omo 
asos limites. O feixe é assumido ter densidade uniforme na direção radial, e umavelo
idade de �uxo angular é adi
ionada a velo
idade 
onstante axial. Re
entemente em2004, Moraes, Pakter e Rizzato [33℄ derivaram uma distribuição de equilíbrio 
inéti
apara um feixe 
ontínuo intenso propagando-se fora do eixo de simetria, através de um
ampo fo
alizador solenoidal periódi
o. Nos equilíbrios 
inéti
os assume-se, sempre, queo feixe é perfeitamente alinhado 
om o eixo de simetria do 
ampo fo
alizador. Esse pres-suposto é geralmente usado na análise de feixes porque o eixo é um ponto de equilíbriopara a 
entróide do feixe, sendo o equilíbrio estável se a aproximação de um feixe suave éutilizada [34℄.Nos anos de 1970, Lapostolle [35℄ e Sa
herer [36℄ introduziram o 
on
eito de emitân
ia
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a média (rms) de�nida por :
ǫ2x =

[
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〈

x
′2
〉

〈

x2
〉

−
〈

xx
′

〉2
]

, (1.1a)
ǫ2y =

[
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〈

y
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〉

〈

y2
〉

−
〈

yy
′

〉2
]

. (1.1b)nas direções-x e y respe
tivamente, onde 〈〉 denota a média estatísti
a sobre o espaço defase do feixe.A emitân
ia está intimamente rela
ionada 
om as projeções do volume nos planosdo espaço de fases o
upado pelas partí
ulas que 
onstituem o feixe. O feixe possui doisplanos axialmente simétri
os. Considerando um feixe simétri
o sobre os planos (x, z) e
(y, z), podemos de�nir a emitân
ia ǫx no plano-x, equivalente a 1/π da área do espaçode fases (x, x

′

), o
upada pelos pontos que representam as partí
ulas do feixe num dadovalor de z. Observe que (′) representa ( d
dz

). É 
laro, que essa de�nição é in
ompleta;na práti
a a densidade de pontos é não-uniforme e de
res
e gradualmente em direção àsextremidades. Uma des
rição mais rigorosa do feixe, requer não apenas a área o
upadano espaço de fases, mas também o formato da distribuição. A emitân
ia, ainda, possuiuma importante propriedade que pode ser deduzida do Teorema de Liouville. Se não háa
oplamento no movimento entre as direções x e y, demonstra-se que a área de um deter-minado 
onjunto de pontos no espaço de fases (x, x
′

), e 
onseqüentemente a emitân
ia,são quantidades invariantes [37,38℄. É interessante observar que existe uma analogia físi
ae formal entre a emitân
ia e a entropia; sendo ambas medidas da desordem do sistema.Essa 
onexão 
omeçou a ser explorada por Lawson, Lapostolle e Glu
kstern em 1973 [39℄.Mais re
entemente, a 
onexão entre aumento da emitân
ia e aumento da entropia têmsido explorado por uma gama de autores [40�42℄.Baseados no trabalho de 1959 de Kap
hinskij-Vladimirskij [30℄, Lapostolle [35℄ e Sa-
herer [36℄ deduzem, também nos anos de 1970, a famosa equação do envelope do feixe
rms. Tal equação é uma equação diferen
ial ordinária que governa a evolução do raio rmsdo feixe que, geralmente, obede
e uma função distribuição-KV [18,30,43℄. Na presença deforças lineares, as equações do envelope-(KV ) somente são válidas para distribuições departí
ulas gerais quando as quantidades 
omo o raio e a emitân
ia, envolvidas na equaçãosão representadas por médias rms [35, 36℄.Apartir de 1983 surgem na literatura 
ientí�
a, artigos analisando as propriedades deestabilidade linear do equilíbrio de Kap
hinskij-Vladimirskij. Os trabalhos mais relevantessão de Hofmann e 
olaboradores [44℄, explorando a questão da estabilidade de um feixe
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a 13propagando-se, submetido a �utuações das forças do próprio feixe originadas de desviosda distribuição original. As propriedades da estabilidade possibilitaram a identi�
açãode regiões estáveis no espaço de parâmetros. Outro estudo relevante nesta questão é oartigo de Stru
kmeier e Reiser [45℄ que explora o 
omportamento de feixes intensos departí
ulas 
arregadas des
asados em 
anais de transporte periódi
os do tipo quadrupolare solenoidal. Para um feixe KV , 
asamento perfeito impli
a em que o raio médio dofeixe matenha-se 
onstante e o envelope seja uma função peiódi
a 
om o mesmo períododa força fo
alizadora externa. Para feixes reais, tal 
asamento só é possível numa 
ertaaproximação, pois possuem 
omprimento �nito e a intensidade, geradas pelas forças não-lineares do próprio feixe, varia ao longo do seu 
omprimento. Neste 
aso, o raio rms
onstante só é possível na parte 
entral mas, não na parte frontal e traseira do feixe, porisso, uma 
ompreensão do 
omportamento do feixe des
asado é de grande importân
iapráti
a.Mais re
entemente em 1998, Hofmann [46℄ mostra a estabilidade de feixes anisotrópi-
os 
onsiderando os efeitos das forças eletromagnetoestáti
as. Os feixes não-eqüiparti
ionais(feixes eqüiparti
ionais 
ara
terizam-se pela equivalên
ia da energia média de os
ilaçãoentre todos os graus de liberdade) 
om força eletromagnetoestáti
a fra
a são estáveis. No
aso forte, os auto
ampos jogam uma regra similar aos desvios das forças fo
alizadorasexternas, no a
oplamento das ressonân
ias que 
onduzem a uma tro
a de energia entreos diferentes graus de liberdade, diferen
iando, signi�
amente dos feixes onde os grausde liberdade são tratados simetri
amente (feixes isotrópi
os). Mas em 2000, Kishek e
olaboradores [47℄, examinando a possibilidade de eqüipartição e transferên
ia de energiavia interações 
oletivas para feixes ini
ialmente fora do equilíbrio, 
on
luíram que as pre-dições da teoria da estabilidade da distribuição-(KV ) de Hofmann não ne
essariamenteserão apli
áveis para feixes fora do equilíbrio. Kishek sugere que a equipartição é umestado natural dos feixes reais, sugestão 
ontrariada pelos trabalhos re
entes de Hofmanne 
olaboradores [48�50℄.No ano de 1985, o fen�meno do 
res
imento da emitân
ia 
omeça a ser estudadode maneira sistemáti
a. As origens do 
res
imento da emitân
ia podem ser agrupadosem duas importantes 
ategorias. A primeira 
ontêm me
anismos que 
ausam mudançasabruptas na distribuição de partí
ulas no espaço de fases resultando num aumento daárea do espaço de fases o
upado pelo feixe. O mais 
omum exemplo de tais pro
essosin
luem erros de direção e gradientes durante a propagação do feixe. A segunda 
ategoria
ontêm me
anismos que 
ontinuamente, afetam a amplitude de os
ilação das partí
ulas,um exemplo 
lássi
o é o espalhamento entre as partí
ulas [51℄.
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a 14Wangler e 
olaboradores [52℄, em 1985 investigaram a relação entre a energia do 
ampoproduzido pelas partí
ulas do feixe e a emitân
ia rms para feixes 
ontínuos em 
anais fo-
alizadores 
ontínuos. O 
res
imento da emitân
ia supostamente está asso
iada 
om a
onversão da energia do auto
ampo para a energia 
inéti
a média da partí
ula. Mas al-terações na emitân
ia rms ainda podem estar rela
ionadas 
om outros dois fatores : otamanho rms do feixe e a perveân
ia (quantidade adimensional rela
ionada 
om os au-to
ampos do feixe, de�nida por : Kb ≡ 2Nbeb

γ3

b
mbβ

2

b
c2
, onde Nb =

∫

dxdynb(x, t) é a densidadedo feixe por 
omprimento, nb(x, t) =
∫

dp3fb(x,p, t) é a densidade do feixe, eb e mb são a
arga e a massa de repouso, respe
tivamente, do feixe de partí
ulas, c é a velo
idade daluz no vá
uo, βb = Vb/c onde Vb é a velo
idade axial média do feixe e γb é o fator de massarelativísti
o). Em 1987, Guy e 
olaboradores [53℄ demonstram que a densidade da distri-buição no espaço de fases quadridimensional pode in�uen
iar o 
res
imento da emitân
ia.Considerando uma distribuição uniforme no espaço e des
orrela
ionada na distribuição develo
idades, o aumento da emitân
ia 
ausado pelas estruturas ressonantes [44℄ pode serbastante amenizado dependendo do tipo de distribuição adotado para a velo
idade daspartí
ulas. Logo em 1988, as predições de Wangler e 
olaboradores [52℄ são 
on�rmadasexperimentalmente e numeri
amente por Haber e 
olaboradores [54, 55℄.Em 1991, Reiser [56℄ desenvolve um modelo teóri
o que extende e generaliza os traba-lhos anteriores [52�55℄ das distribuições não-uniformes para in
luir outros efeitos de feixesnão-esta
ionários tais 
omo raios rms des
asados [57℄ e feixes 
om a 
entróide deslo
ada.Nesse novo modelo o raio rms não é mais assumido 
onstante ao longo da propagação, eexiste uma quantidade extra de energia do feixe não-esta
ionário representando energialivre que pode produzir aque
imento térmi
o (termalização) [58℄ e portanto 
res
imentoda emitân
ia. A energia livre disponível é, entretanto, não 
ompletamente termalizada.Parte da energia seria 
onvertida para energia poten
ial devido à mudanças no raio dofeixe e no per�l da densidade. Todo o aumento da emitân
ia possível teori
amente o
or-rerá dependendo da es
ala de tempo e dos detalhes dinâmi
os dos efeitos não-lineares.No ano de 1998, as investigações sobre o 
res
imento da emitân
ia adquirem um novoformato. Bru
e Carlsten [59℄ analiza o me
anismo de 
res
imento no regime do domínioda emitân
ia para um feixe 
ontínuo em 
anais 
om a
eleração 
ontínua e fo
alização por
ampos solenoidais. O trabalho de Carlsten 
onsidera a a
eleração do feixe e a subsequënteevolução da densidade não-uniforme na taxa de 
res
imento da emitân
ia. Para isso elepropõe uma emitân
ia geométri
a (Eq.1 do artigo [59℄) e deriva uma equação da forçaradial para o feixe de elétrons. O 
res
imento da emitân
ia resulta da interação entre o
omprimento de onda de betatron e a densidade não-uniforme. Variações na densidade
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a 15levam a diferenças na fases de betatron ao longo do feixe. Diferenças entre as fases debetatron levam a �utuações periódi
as na densidade que adi
ionam não-uniformidades noper�l da densidade. No mesmo ano, Carlsten [60℄ 
onsidera variações na energia 
inéti
ae na velo
idade axial das partí
ulas no feixe. Essas variações 
onduzem in
rementos naemitân
ia geométri
a do feixe, mas não 
onduzem in
rementos asso
iados a entropia dofeixe. O mais importante me
anismo resulta de perdas e ganhos na energia 
inéti
a dapartí
ula, bem 
omo 
ompressões e expansões do feixe 
ausando aumento e diminiçãona sua energia poten
ial. A emitân
ia geométri
a é de natureza radial já que o feixe é
ontínuo.Em 2002, Fran
hetti e Hofmann [61℄ 
omeçam a estudar o 
res
imento da emitân
iaasso
iado à formação de um anel de partí
ulas em feixes anisotrópi
os e mostram queo 
res
imento, 
ausado pelo des
asamento do feixe, é altamente anisotrópi
o. Também,Qiang e 
olaboradores [62℄ no ano de 2003 investigam simulações 3D para observar o
res
imento da emitân
ia em tais feixes. Em ambos os artigos, o des
asamento geraos
ilações no envelope do feixe e ex
itações dos seus respe
tivos auto-modos. Esses modosdo envelope possuem energia livre adi
i
ional 
omparada 
om a distribuição esta
ionária.Partí
ulas individuais 
om uma 
erta freqüên
ia de os
ilação podem ressonar 
om osmodos do envelope e atingir grandes amplitudes, formando o anel. Estas partí
ulas doanel extraem energia dos modos do envelope e 
onvertem a energia livre do des
asamentoem energia térmi
a, 
ausando 
res
imento da emitân
ia do feixe.O estudo da formação de anéis nos feixes e sua 
onseqüente evolução dinâmi
a 
omeça,10 anos antes, no trabalho pioneiro de Jamenson [63℄ des
revendo interações 
oletivas daspartí
ulas individuais 
om o 
aroço do feixe, sendo as mudanças na densidade do 
aroçoou o movimento relativo entre a partí
ula e o 
aroço os maiores responsáveis pela formaçãodo anel.Em 1994, Glu
kstern [64, 65℄ propõe um modelo analíti
o para a formação de anel.Considera um feixe 
ir
ular 
om uma distribuição-KV para o 
aroço e explora o mo-vimento dos íons individuais passando através dele. Já que a transferên
ia de energiaentre os íons e o 
aroço pode a
onte
er somente se o 
aroço tem um 
omportamento de-pendente do tempo, 
onsidera-se um me
anismo de os
ilações do 
aroço tipo simétri
o.Estuda a interação ressonante entre as os
ilações simétri
as do 
aroço e a os
ilação dosíons , 
hegando a 
on
lusão que a amplitude de os
ilação dos íons é a maior responsávelpela formação do anel. Já em 1997, Okamoto e Ikegami [66℄ estudam a formação de anelem feixes 
ilíndri
os propagando-se num 
anal fo
alizador uniforme. Desenvolvem uma



1.1 Uma Des
rição Históri
a 16simulação de multi-partí
ulas dedi
ada a explorar as os
ilações do 
aroço 
ausadas porperturbações no tamanho ini
ial do feixe. Consideram também desvios da distribuiçãoini
ial do feixe. Ambos fatores seriam responsáveis pela formação do anel de partí
ulas.Infelizmente, nenhum desses modelos propostos foram validados inteiramente, poisambos apresentam ruído numéri
o nas suas simulações, tornando a veri�
ação direta daformação de anel extremamente difí
el. Para 
ontornar tal obstá
ulo, Chen e 
olaborado-res, a partir de 1994 
onstroem um modelo de partí
ula teste para investigar a dinâmi
ade feixes 
ontínuos no domínio de Kb propagando-se através do 
ampo fo
alizador so-lenoidal [67℄ e magnéti
o quadrupolar de gradiente alternado [68, 69℄. Mostram que asnão-linearidades dos auto
ampos induzem movimento 
aóti
o para as partí
ulas e forma-ção de anel para feixes 
om seção transversal 
ir
ular ou elípti
a, 
asados 
om o 
analfo
alizador mas possuindo per�l transversal de densidade não-uniforme na direção depropagação.Em 1998, Glu
kstern e 
olaboradores [70℄ retornam à literatura 
onsiderando feixesdes
asados longitudinal e, ou transversalmente para explorar a formação de anéis emfeixes de pa
otes tridimensionais 
om simetria azimutal. Constroem, analíti
a e numeri-
amente, novas 
lasses de distribuições esta
ionárias no espaço de fases hexadimensionalpara feixes de pa
otes em formato esferoidal. Consideram o fen�meno de redistibuição
ausado pelo pro
esso de eqüipartição 
omo uma das 
ausas da formação do anel. Coma
oplamento entre o plano transversal e a parte longitudinal, os feixes des
asados também,apresentam formação de anel, sendo o longitudinal o maior responsável pelo 
res
imentodo transversal. Logo em 1999, Glu
kstern e 
olaboradores [71℄ 
onsideram distribuiçõesnão-esta
ionárias e estudam os anéis formados 
omparados 
om os obtidos usando dis-tribuições esta
ionárias. Observação, a maioria dos estudos dos me
anismos responsáveispela formação do anel 
onsidera apenas feixes 
ontínuos, tais trabalhos de Glu
kstern 
omfeixes de pa
otes são pioneiros nesses fen�menos.Dentro de uma visão práti
a podemos men
ionar o artigo de Pakter e Chen [72℄ mos-trando formação de anel no domínio de Kb para feixes de elétrons 
om o envelope rmsdes
asado em ampli�
adores de alta potên
ia, tipo Klystron. Num artigo de 2000, Chene Pakter [73℄ investigam a formação e o 
ontrole dos anéis em feixe de íons ou elétrons nodomínio de Kb para o desenvolvimento de fontes de mi
roondas de alta potên
ia (HPM)e a
eleradores lineares (LINAC) de íons e elétrons. A relevân
ia desse trabalho é a des
o-berta de uma nova 
lasse de equilíbrio para feixes elípti
os tipo sa
a-rolha propagando-sepor 
ampos fo
alizadores solenoidal uniforme ou periódi
o e, ou 
ampo fo
alizador qua-
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o de gradiente alternado. Ainda, deduzem equações do envelope dofeixe generalizadas para tal equilíbrio, e mostram 
asos limites para o equilíbrio elípti
otipo �uído frio.No ano de 1994, Chen e Davidson [43, 74℄ examinam as propriedades não-linearesdo equilíbrio-(KV ) e da equação do envelope para um feixe intenso de partí
ulas 
ar-regadas propagando-se através de um 
ampo fo
alizador solenoidal periódi
o, in
luindoos efeitos dos auto
ampos asso
iados 
om a 
orrente e as força eletromagnetostáti
a dofeixe. Mostram que as os
ilações do envelope fora do equilíbrio exibem ressonân
iasnão-lineares e 
omportamento 
aóti
o, tais efeitos ampli�
am as os
ilações des
asadasdo envelope levando a formação de anel no feixe. Posteriormente em 1996, Qian e Da-vidson [75℄, investigam a evolução não-linear de um feixe elípti
o KV 
om densidadeuniforme, propagando-se através de um 
ampo fo
alizador quadrupolar magnéti
o perió-di
o. O envelope exibe instabilidade não-linear e 
omportamento 
aóti
o para os
ilaçõesde grande amplitude.1.2 O ProblemaDada à alta intensidade do feixe, a densidade de 
arga e a força eletrostáti
a entre aspartí
ulas são extremamente grandes, sendo ne
essária a utilização de 
ampos eletromag-néti
os intensos para 
on�nar o feixe. Devido à grande amplitude das forças envolvidasno sistema e à periodi
idade no forçamento imposto pelo 
ampo fo
alizador, efeitos não-lineares passam a ser determinantes na dinâmi
a das partí
ulas. Isto leva ao apare
imentode 
ompli
ados fen�menos à medida que o feixe propaga-se. Um importante aspe
to dapropagação de feixes através de 
ampos fo
alizantes é a existên
ia de soluções de equilí-brio auto-
onsistentes, ou seja que levem em 
onta as forças internas de interação entre aspartí
ulas, e sua estabilidade. Em parti
ular, para a 
on�guração de fo
alização mais sim-ples, usando apenas um 
ampo magnéti
o uniforme, já é bem 
onhe
ida [1,76℄ a existên
iade uma grande variedade de soluções de equilíbrio 
om simetria azimutal.Muitos estudos tem sido feitos desde 1980 em estabilidade linear de feixes fo
alizadosuniformemente ou periodi
amente [44,45,77�79℄. Eles dete
taram a o
orrên
ia de diferen-tes modos de instabilidade que 
omprometem o transporte do feixe para 
ertos regimes deparâmetros. De parti
ular relevân
ia para fo
alização solenoidal 
om simetria azimutal é omodo simétri
o que induz in
rementos na amplitude de os
ilação do envelope do feixe emtorno do valor 
asado(do equilíbrio); e o tipo anti-simétri
o que induz os
ilações elípti
as



1.2 O Problema 18do feixe quebrando a simetria [45, 80℄. Já a análise da estabilidade não-linear, tambémestá sendo realizada, mas restringe-se a feixes 
om simetria azimutal [64, 74, 81�83℄. Emparti
ular, mostra-se que os
ilações do modo simétri
o de amplitude �nita pode induzir
aos na dinâmi
a do envelope e formação de anel no feixe.Considerando 
ampo fo
alizador uniforme, Glu
kstern [64, 81℄ em 1994 mostrou queum feixe isotrópi
o submetido a 
onsideráveis perturbações do modo simétri
o induzidospelo des
asamento do raio de equilíbrio forma anéis para 
ertos valores do tune depres-sion (Γ =
√

η2+4
2

− η
2
, onde η = Kb

σ0ǫ
sendo Kb a perveân
ia do feixe, ǫ a emitân
ia do feixee σ0 o parâmetro asso
iado ao 
ampo fo
alizador). Já em 2001, Hofmann [48, 61℄ 
onsi-dera também um 
ampo fo
alizador uniforme e introduz um parâmetro de anisotropia (

T =
ν2

x0
a2

ν2

y0
b2
), onde a, b são as dimensões transversais do feixe e νx0, νy0 são os betatron tunes,rela
ionando a energia de os
ilação entre os eixos x, y. Tomando a = b e νx0

νy0

6= 1, Hofmanndes
obre regiões no espaço de parâmetros (Γ X ν) que apresentam anisotropia entre asdireções x e y da ǫ 
ausada pelas os
ilações instáveis do modo simétri
o e anti-simétri
o.Mais tarde em 2004, Pakter e 
olaboradores [80℄ analisam perturbações não-axissimétri
assobre um feixe ini
ialmente 
ir
ular submetido a um 
ampo fo
alizador solenoidal e des-
obrem uma região do espaço de parâmetros (Γ X ν), sendo o des
asamento do feixe entrea os
ilação do raio de equilíbrio e a os
ilação do 
ampo fo
alizador,onde as instabilidadesdo modo anti-simétri
o estão presentes. Vale ressaltar que Ikegami [84, 85℄, em 1999, es-tudou baseado no modelo Parti
le-Core e nas simulações Parti
le-in-Cell o 
res
imentoda emitân
ia ǫ e a formação de anéis 
ausados pela superposição dos modos simétri
os eanti-simétri
os.O propósito dessa dissertação é analisar a estabilidade não-linear tomando em 
onsi-deração efeitos não-axissimétri
os. Em parti
ular, investigarei o a
oplamento não-linearentre o modo tipo simétri
o e o modo tipo antissimétri
o baseado nas equações do en-velope [86℄. Considerando um feixe des
asado do seu raio de equilíbrio, mostrarei queas os
ilações simétri
as levam a os
ilações instáveis do tipo anti-simétri
a para um feixeini
ialmente quase-
ir
ular. Neste 
aso, o feixe pode 
omeçar a desenvolver um formatoelípti
o 
om um 
onseqüente in
remento no tamanho ao longo de uma direção preferen-
ial, numa es
ala de tempo anterior ao 
res
imento da emitân
ia e à formação de anéis.Um modelo simples será 
onstruído para 
lari�
ar o me
anismo bási
o que gera tal ins-tabilidade e será testado numeri
amente em 
omparação 
om os resultados obtidos daintegração numéri
a direta das equações do envelope. Simulações auto-
onsistentes serãoainda realizadas para veri�
ar os a
hados. Espera-se en
ontrar tal a
oplamento não-linearem dispositivos tipo Klystrons [72℄.



1.2 O Problema 19A dissertação é organizada da seguinte maneira : No Capítulo 2 introduzirei o tra-tamento teóri
o padrão dos fen�menos físi
os presentes na dinâmi
a não-linear e nospro
essos 
oletivos, envolvidos num feixe intenso de partí
ulas 
arregadas; no Capítulo3 a des
rição do movimento de partí
ula úni
a, sujeita a 
ampo fo
alizador solenoidalmagnéti
o e auto
ampos, elétri
os e magnéti
os, será analisada, 
onstruirei a função dis-tribuição de Kap
hinskij-Vladimirskij(KV) para um feixe de partí
ulas 
arregadas intensopropagando-se através de um 
ampo magnéti
o uniforme, e por �m, obterei a equaçãodiferen
ial que governa a evolução do envelope do feixe; no Capítulo 4 resolverei o pro-blema proposto para essa dissertação; no Capítulo 5 introduzirei o que são as simulaçõesnuméri
as auto-
onsistentes e realizarei alguns tipos de simulações para 
omparar os re-sultados anteriormente obtidos e, �nalmente, no Capítulo 6 expressarei a importân
ia detais estudos realizados, 
on
luído o trabalho.
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2 A Físi
a de um Feixe dePartí
ulas Carregadas

Com a 
ara
terização históri
a da físi
a de um feixe de partí
ulas 
arregadas, jun-tamente 
om a formalização do problema da estabilidade não-linear de um feixe intensodes
asado, julga-se ne
essária a introdução do tratamento teóri
o padrão dos fen�menosfísi
os presentes na dinãmi
a não-linear e nos pro
essos 
oletivos envolvidos num feixeintenso de parti
ulas 
arregadas.A ênfase do tratamento teóri
o são os pro
essos 
oletivos não-lineares de um feixede partí
ulas 
arregadas. As propriedades de equilíbrio, estabilidade e transporte sãoanalisadas para tempos de es
ala 
urtos em 
omparação 
om o tempo das 
olisões biná-rias [87℄.Dois tipos de des
rição teóri
a de sistemas de partí
ulas 
arregadas, sem 
olisãosão usuais em termos práti
os. Uma primeira des
rição tipo �uido onde o feixe de partí
u-las é des
rito por quantidades ma
ros
ópi
as lo
ais, tais 
omo a densidade e a velo
idade,obtidas a partir de médias sobre o espaço de momenta da função de distribuição 
i-néti
a. As equações que rela
ionam as grandezas ma
ros
ópi
as entre si são derivadastomando-se momentos de ordens su
essivas da equação de evolução para a função dis-tribuição. No 
aso de um feixe, tratando-o 
omo um plasma não-neutro sem 
olisões,essa evolução é ditada pela equação de Vlasov juntamente 
om as equações de Maxwellpara a determinação dos 
ampos eletromagnéti
os auto-
onsistentes. Para se obter umades
rição tipo �uido fe
hada, é ne
essário trun
ar a hierarquia de momentos utilizandoalgum tipo de suposição [18, 88, 89℄. E a segunda des
rição 
inéti
a baseada nas equa-ções de Vlasov-Maxwell [1, 6℄, tal modelo 
inéti
o des
reve a evolução auto-
onsistenteda função distribuição do feixe fb(x,p, t) no espaço de fase hexadimensional (x,p) bem
omo as partí
ulas do feixe interagindo 
om os 
ampos fo
alizadores apli
ados e auto
am-pos, médios, elétri
os Es(x, t) e magnéti
os Bs(x, t). Os 
ampos fo
alizadores, Efoc(x, t)e Bfoc(x, t), são produzidos por fontes de 
argas e 
orrentes externas, e os auto
ampos,
Es(x, t) e Bs(x, t), são produzidos auto-
onsistentemente pela densidade de 
arga do feixe
nb(x, t) = eb

∫

dp3fb(x,p, t), e densidade de 
orrente Jb(x, t) = eb
∫

dp3vfb(x,p, t), res-
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tivamente.A determinação de soluções de equilíbrio auto-
onsistentes para as equações de Vlasov-Maxwell depende da existên
ia de 
onstantes de movimento de partí
ula úni
a [1, 76℄, oque requer a existên
ia de simetrias espe
iais que simpli�quem a dinâmi
a da partí
ula.Assim investigaremos as propriedades do movimento de partí
ula úni
a sujeita a 
amposfo
alizadores, através do formalismo hamiltoniano.2.1 O Modelo de Vlasov-MaxwellConsideramos um sistema de partí
ulas 
arregadas não-neutro em que 
ada partí
ula
j tem 
arga ej e massa de repouso mj . Num tempo de es
ala 
urto em 
omparação 
omo tempo de 
olisão binária, as j-
omponentes da função distribuição de partí
ula úni
a,
fj(x,p, t) evoluem de a
ordo 
om a equação de Vlasov:

[

∂

∂t
+ v · ∂

∂x
+ ej

(

E +
v × B

c

)

· ∂
∂p

]

fj(x,p, t) = 0, (2.1)onde c é a velo
idade da luz no vá
uo, a velo
idade v e o momentum p estão rela
ionadospor:
v =

p

γmj
=

p

mj

(

1 + p2

m2

j c
2

)
1

2

, (2.2)quando a dinâmi
a da partí
ula é relativísti
a. A
ima, γ ≡
(

1 + p2

m2

j c
2

)
1

2 é o fator demassa relativísti
o. Como x e p são variáveis independentes, e ( ∂
∂p

)

· (v × B) = 0 aEq. (2.1) pode ser expressa na forma:
∂

∂t
fj +

∂

∂x
· (vfj) +

∂

∂p
·
[

ej

(

E +
v ×B

c

)

fj

]

= 0. (2.3)A Eq. (2.3) tem a forma da equação da 
ontinuidade no espaço de fase hexadimensional
(x,p). Os 
ampos elétri
os e magnéti
os nas Eq. (2.1) ou Eq. (2.3) são determinadosauto-
onsistentemente através das equações de Maxwell:

∇× E = −1

c

∂

∂t
B, (2.4a)

∇× B =
4π

c

∑

j

ej

∫

dp3vfj(x,p, t) +
4π

c
Je +

1

c

∂

∂t
E, (2.4b)

∇ · E = 4π
∑

j

ej

∫

dp3fj(x,p, t) + 4πρe, (2.4
)
∇ · B = 0. (2.4d)
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os 22As Eq. (2.4b) e Eq. (2.4
) permitem a possibilidade de fontes de 
arga ρe(x, t) e 
orrente
Je(x, t) externas. Os 
ampos elétri
os E(x, t) e magnéti
os B(x, t) podem ser expressospor:

E(x, t) = Efoc(x, t) + Es(x, t), (2.5a)
B(x, t) = Bfoc(x, t) + Bs(x, t), (2.5b)onde Efoc(x, t) e Bfoc(x, t) são 
ampos de fo
alização apli
ados externamente, Es(x, t) e

Bs(x, t) são os auto
ampos produzidos pelo próprio feixe de partí
ulas 
arregadas.As Eq. (2.1) e Eq. (2.3) representam o teorema de Liouville para a evolução de
fj(x,p, t) no espaço de fase hexadimensional (x,p), a dedução 
ompleta da equação deVlasov via teorema de Liouville está presente no Anexo A, desta dissertação.Agora, 
onsiderando um feixe intenso de partí
ulas não-neutro 
onsistindo de 
argasúni
as (j = b), a equação de Vlasov Eq. (2.3) pode ser expressa por :

∂fb
∂t

+ v · ∂fb
∂x

+

[

Ffoc + ej

(

Es +
v × Bs

c

)]

· ∂fb
∂p

= 0. (2.6)Os auto
ampos, Es(x, t) e Bs(x, t), são determinados pelas suas respe
tivas equações deMaxwell. Assumindo 
ampos fo
alizadores independentes do tempo, Ffoc é de�nido por:
Ffoc = eb

[

Efoc(x) +
1

c
v × Bfoc(x)

]

. (2.7)onde a forma fun
ional de Efoc(x) e Bfoc(x) dependem do tipo espe
í�
o de 
ampofo
alizador apli
ado.A forma fun
ional dos auto
ampos e 
ampos fo
alizadores serão soluções das equaçõesde Maxwell, assunto da nossa próxima seção.2.2 Con�gurações dos Campos Elétri
os e Magnéti
osConsidere um feixe intenso de partí
ulas propagando-se na direção z 
om velo
idadeaxial média Vb = βbc = const, e energia 
inéti
a 
ara
terísti
a (γb − 1)mbc
2 no referen
ialdo laboratório, eb e mb são a 
arga e a massa de repouso, respe
tivamente, das partí
ulas,

c é a velo
idade da luz no vá
uo, γb =
(

1 − V 2

b

c2

)− 1

2 é o fator de massa relativísti
o, e asparedes do 
ilindro 
ondutor perfeito estão lo
alizadas no raioR = rw, onde R = (x2+y2)
1

2é a distân
ia radial do eixo do feixe, (x, y) = (0, 0).
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Figura 1: Feixe elípti
o propagando-se dentro de um tubo 
ilíndri
o 
ondutor de raio
R = rw. (adaptado de [90℄)O feixe é �no, ou seja :

a, b≪ S (2.8)onde S é a distân
ia de apli
ação do 
ampo fo
alizador, a e b são as dimensões 
ara
-terísti
as x e y do feixe. O feixe é assumido ser 
ontinuo na direção z 
om dimensãoaxial 
ara
terísti
a 2c ≫ S. A ineqüalidade na Eq. (2.8) permitirá expandir em série deTaylor os 
ampos fo
alizadores sobre o eixo do feixe (x, y) = (0, 0). Consistente 
om (2.8),assumindo que o feixe tem momentum axial alto pb = γbmbc, usaremos a aproximaçãoparaxial [1, 3, 20℄:
p2
x, p

2
y, (pz − pb)

2 ≪ p2
b (2.9)

2νB
γ3
bβ

2
b

=
2Nbeb

γ3
bmbβ2

b c
2
≡ Kb ≪ 1 (2.10)onde νB =

Nbe
2

b

mbc2
é o parâmetro de Budker [91℄, Nb =

∫

dxdynb(x, t) é a densidade dofeixe por 
omprimento e nb(x, t) =
∫

dp3fb(x,p, t) é a densidade do feixe.Da Eq. (2.9),
v2
x, v

2
y, (vz−Vb)2 ≪ V 2

b , e o movimento da partí
ula no referen
ial do feixe é não-relativísti
o.A quantidade adimensional Kb de�nida na Eq. (2.10) é 
onhe
ida 
omo perveân
ia do au-to
ampo [1℄.Com os pressupostos estabele
idos a
ima, trataremos os 
ampos fo
alizadores e auto-
ampos, via equações de Maxwell, através da aproximação eletrostáti
a e magnetoestáti
a.



2.2 Con�gurações dos Campos Elétri
os e Magnéti
os 242.2.1 Con�guração dos Campos Fo
alizadoresAssumindo 
ondições de estado esta
ionárias ( ∂
∂t

= 0
) para os 
ampos fo
alizadorese fontes de 
orrente externas, podemos determinar os 
ampos no vá
uo, via equações deMaxwell, ∇ × Bfoc = 0, ∇ · Bfoc = 0, ∇ × Efoc = 0, ∇ · Efoc = 0. Para um feixe �nosatisfazendo a desigualdade. (2.8), expandimos em série de Taylor os 
ampos fo
alizadorespara pequenos valores de x e y (|x|, |y| ≪ S) próximos ao eixo do feixe (x, y) = (0, 0),e posteriormente utilizamos as equações de Maxwell para en
ontrar formas fun
ionaisaproximadas dos 
ampos fo
alizadores.Para o 
ampo fo
alizador solenoidal magnéti
o periódi
o Bsol(x) = Bsol

x êx +Bsol
y êy +

Bsol
z êz, fazemos uso de ∇ × Bsol = 0 e ∇ · Bsol = 0 e expandimos em série de Taylor

Bsol(x) próximo ao eixo do feixe, 
onsiderando um feixe �no 
om a, b≪ S, o que resultaaté primeira ordem :
Bsol(x) = −1

2
B

′

z(z)(xêx + yêy) +Bz(z)êz (2.11)onde B′

z(z) ≡
(

∂Bsol
z

∂z

)

(x,y)=(0,0)
. Aqui, Bz(z) = Bz(z + S) é a 
omponente axial do
ampo magnéti
o solenoidal em (x, y) = (0, 0). O poten
ial vetorial 
orrespondente,

Asol(x) = Asolx (x)êx + Asoly (x)êy para o qual, Bsol(x) = ∇×Asol(x) é:
Asol(x) =

1

2
Bz(z)(xêx + yêy) (2.12)2.2.2 Campos Gerados pelo Próprio FeixeOs auto
ampos magnéti
os e elétri
os, gerados auto-
onsistentemente pela densidadede 
arga e, 
orrente do feixe podem ser representados por: Es = −∇φs − 1

c
∂As

∂t
e Bs =

∇×As. A equação de Maxwell para, Es(x, t), é :
∇ ·Es = 4πeb

∫

dp3fb(x,p, t) (2.13)
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os e Magnéti
os 25sabendo que nb =
∫

dp3fb(x,p, t) e usando o 
alibre de Coulomb ∇ · As = 0 nasEqs. (2.14), teremos:
∇ · Es = 4πebnb, (2.14a)

∇ ·
(

−∇φs − 1

c

∂As

∂t

)

= 4πebnb, (2.14b)
−∇2φs − 1

c

∂

∂t
∇ · As = 4πebnb, (2.14
)
∇2φs = −4πebnb. (2.14d)onde, ∇2 = ∂2

∂x2 + ∂2

∂y2
+ ∂2

∂z2
.A equação de Maxwell para Bs(x, t) é:

∇×Bs =
4π

c
eb

∫

dp3vfb(x,p, t) +
1

c

∂

∂t
Es (2.15)Conhe
endo Bs = ∇×As usando a relação abaixo:

∇×∇×As = −∇2As + ∇(∇ · As) (2.16)e apli
ando o 
alibre de Coulomb ∇ ·As = 0 obtemos :
−∇2As =

4π

c
Jb +

1

c

∂

∂t
Es (2.17)Aproximamos Asx = Asy ≃ 0, pois o feixe é 
ontínuo na direção-z e possui, densidadede 
orrente Jb, prati
amente, somente, na direção-z. Assim, obtemos Bs = ∇ × (Asz êz)gerado pela 
orrente axial do feixe, Jbz = eb

∫

dp3vzfb(x,p, t). Consistente 
om a hipótesede muita pequena difusão na velo
idade, vz = Vb = βbc, nós aproximamos Jbz(x, t) =

ebVbnb(x, t), o que resulta para a 
omponente z da equação (2.17) :
∇2Asz = −4π

c
ebVbnb +

1

c

∂

∂t

(

∂φs

∂z
+

1

c

∂Asz
∂t

)

, (2.18a)
∇2Asz = −4πebβbnb +

1

c

∂

∂t

(

∂φs

∂z
+

1

c

∂Asz
∂t

)

, (2.18b)onde φs(x, t) e nb(x, t) se rela
ionam pela Eq. (2.14d).Fazendo uso da aproximação eletroestáti
a e magnetostáti
a, ( ∂
∂t

= 0
) a Eq. (2.18b)pode ser aproximada para :

∇2As
z = −4πebβbnb(x, t) (2.19)
omparando 
om ∇2φs = −4πebnb obtemos :

As
z(x, t) = βbφ

s(x, t) (2.20)



2.3 Formalismo Hamiltoniano 26Agora resolvendo Bs = ∇Asz × êz obtemos :
Bs = βb

∂φs

∂y
êx − βb

∂φs

∂x
êy (2.21)logo :

Bs
x = βb

∂φs

∂y
, (2.22a)

Bs
y = −βb

∂φs

∂x
(2.22b)Utilizando Es = −∇φs − 1

c
∂As

∂t
resulta em :

Es
x = −∂φ

s

∂x
, (2.23a)

Es
y = −∂φ

s

∂y
, (2.23b)

Es
z = −∂φ

s

∂z
. (2.23
)na aproximação eletroestáti
a.Espe
i�
ando nb(x, t), o poten
ial eletroestáti
o φs(x, t) é determinado pela equaçãode Poisson, ∇2φs = −4πebnb, e as 
omponentes dos auto
ampos magnéti
os e elétri
ossão 
al
uladas pelas Eqs. (2.22), (2.23).A solução da equação de Poisson será dis
utida no próximo 
apítulo para o 
aso de umper�l de densidade, nb(x, t), uniforme 
om seção transversal elípti
a; a resolução 
ompletada equação de Poisson bidimensional, via 
oordenadas elípti
as pode ser en
ontrada noApêndi
e A dessa dissertação.2.3 Formalismo HamiltonianoComo visto anteriormente os 
ampos apli
ados sobre o feixe e os auto
ampos geradospela densidade de 
arga e 
orrente do feixe podem ser expressos por :

E = −∇φ− 1

c

∂A

∂t
, (2.24a)

B = ∇× A. (2.24b)onde
φ = φfoc + φs, (2.25a)
A = Afoc + As. (2.25b)



2.3 Formalismo Hamiltoniano 27Fazendo uso das Eqs. (2.7) , (2.25), a equação de Vlasov não-linear, (2.6) pode serexpressa de forma equivalente por:
∂fb
∂t

+ v · ∂fb
∂x

+ eb

(

−∇φ +
1

c
v ×∇× A

)

· ∂fb
∂p

= 0 (2.26)sendo φs(x, t) e Asz(x, t) determinados auto-
onsistentemente pelas Eqs. (2.14d) , (2.19),respe
tivamente. Introduzindo o momentum 
an�ni
o P = p + eb

c
A(x, t), o hamiltonianode partí
ula úni
a, H = γmbc

2 + ebφ, pode ser expresso por:
H =

[

m2
bc

4 + c2
(

P − 1

c
ebA

)2
]

1

2

+ ebφ (2.27)As equações de movimento de partí
ula úni
a [92�95℄ :
dx

dt
=

∂H

∂P
, (2.28a)

dP

dt
= −∂H

∂x
. (2.28b)são :

dx

dt
=

1

γmb

(

P− eb
c
A
)

,

=
p

γm
= v, (2.29a)

dP

dt
= −eb∇

(

φ− 1

c
v · A

)

,

= eb

(

−∇φ+
1

c
v ×∇× A

)

. (2.29b)
omo esperado. Comparando as Eqs. (2.29a) e (2.29b) 
om os 
oe�
ientes ∂fb

∂x
e ∂fb

∂p
daEq. (2.26), observa-se que os 
oe�
ientes da equação de Vlasov, (2.26), 
orrespondem, asequações de movimento de partí
ula úni
a, (2.29a) e (2.29b). Assim a Eq. (2.26) podeser expressa por :

∂fb
∂t

+
dx

dt
· ∂fb
∂x

+
dp

dt
· ∂fb
∂p

= 0 (2.30)A Eq. (2.30), então, pode ser es
rita 
omo :
dfb
dt

= 0 (2.31)A determinação de soluções de equlíbrio auto-
onsistentes para a equação de Vlasov-Maxwell não-linear depende da existên
ia de 
onstantes de movimento de partí
ula úni
a.Denotamos, as 
onstantes de movimento por Cj(x,p, t), j = 1, 2, ..., onde x(t) e p(t) são



2.3 Formalismo Hamiltoniano 28soluções das equações de órbita, (2.29). Apli
ando a regra da 
adeia, dCj

dt
= 0 pode serexpressa por :

dCj
dt

=
∂Cj
∂t

+
dx

dt
· ∂Cj
∂x

+
dp

dt
· ∂Cj
∂p

= 0 (2.32)quando, 
omparada 
om a Eq. (2.30), resulta que a função distribuição:
f 0
b = f 0

b (C1, C2, ...) (2.33)que depende de (x,p) e t, ex
lusivamente, através, das 
onstantes de movimento, Cj(x,p, t), j =

1, 2, ..., é uma solução exata da equação de Vlasov não-linear, (2.26). Isto é :
d

dt
f 0
b (C1, C2, ...) =

dC1

dt

∂f 0
b

∂C1
+

dC2

dt

∂f 0
b

∂C2
+ · · · = 0 (2.34)Para feixes intensos propagando-se através de 
ampos fo
alizadores periódi
os qua-drupolares ou solenoidais é 
onveniente desenvolver uma formulação hamiltoniana alter-nativa [22,76℄, da equação de Vlasov-Maxwell e das equações de movimento de partí
ulaúni
a. Transformamos as variáveis 
an�ni
as 
onjugadas (x, Px), (y, Py) e (z, Pz) para

(x, Px), (y, Py) e (t,−H). Em físi
a de a
eleradores [22℄, é praxis, denotar s a 
oordenadaao longo da prin
ipal direção de propagação, isto é :
s = z (2.35)Assumindo que todas as partí
ulas estão se movendo na direção positiva de s, 
om

pz = Pz − eb

c
Az > 0, e usando a Eq. (2.27) para introduzir um novo hamiltoniano

Ω(x, Px; y, Py; t,−H ; s) de�nido por:
Ω(x, Px; y, Py; t,−H ; s) = −Pz(x, Px; y, Py; t,−H ; s) (2.36)Resolvendo a Eq. (2.27) para (Pz − ebA

s
z

c

)2 e tomando a raiz quadrada positiva, obtêm-se:
Ω = −

[

(

H

c
− ebφ

c

)2

−m2
bc

2 −
(

Px −
1

c
ebAx

)2

−
(

Py −
1

c
ebAy

)2
]

1

2

− ebAz
c

(2.37)Aqui, φ = φfoc + φs e A = Afoc + Asz êz, representa os poten
iais es
alares e vetoriaistotais, Eq. (2.25). Em termos do novo hamiltoniano, Ω, as equações de movimento são
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dx

ds
=

∂Ω

∂Px
,
dPx
ds

= −∂Ω
∂x

, (2.38a)
dy

ds
=

∂Ω

∂Py
,
dPy
ds

= −∂Ω
∂y

, (2.38b)
dt

ds
=

∂Ω

∂(−H)
,
d(−H)

ds
= −∂Ω

∂t
. (2.38
)A quantidade dt

ds
= dt

dz
na Eq. (2.38
), será identi�
ada 
omo v−1

z , onde vz é a velo
idadeaxial.Tratando s 
omo uma variável dinâmi
a da direção do movimento, a equação deVlasov não-linear para a função distribuição, fb(x, Px; y, Py; t,−H ; s), nas novas variáveispode ser expresso por,dfb

ds
= 0, ou de forma equivalente :

∂fb
∂s

+ t
′ ∂fb
∂t

+ x
′ ∂fb
∂x

+ y
′ ∂fb
∂y

+ P
′

x

∂fb
∂Px

+ P
′

y

∂fb
∂Py

+ (−H ′

)
∂fb

∂(−H)
= 0 (2.39)onde, (′), denota, d

ds
. Tratando, φ e A, independentes do tempo, (∂φ

∂t
= 0 = ∂A

∂t
), segueda Eq. (2.37) que Ω não depende expli
itamente de t. Assim, ∂Ω

∂t
= 0 ,e :

d(−H)

ds
= 0 (2.40)resultado direto da Eq. (2.38
). Além disso, a função distribuição de equilíbrio, indepen-dente do tempo, f 0

b (x, Px; y, Py;−H, s), satisfaz ne
essariamente ∂fb

∂t
= 0 na Eq. (2.39).Tomando, −H ′

= −dH
ds

= 0 e ∂fb

∂t
= 0 na Eq. (2.39) , teremos:

∂f 0
b

∂s
+ x

′ ∂f 0
b

∂x
+ y

′ ∂f 0
b

∂y
+ P

′

x

∂f 0
b

∂Px
+ P

′

y

∂f 0
b

∂Py
= 0 (2.41)para a evolução de f 0

b (x, Px; y, Py;−H, s). Os 
oe�
ientes x′

, y
′

, P
′

xeP
′

y da equação deVlasov, Eq. (2.41), são determinados das Eqs. (2.38)



30
3 Dedução da Função Distribuiçãoe da Equação do Envelope

Com o desenvolvimento da formulação hamiltoniana alternativa para feixes de partí-
ulas intensos sujeitos a 
ampos fo
alizadores periódi
os, quadrupolares ou solenoidais ades
rição do movimento de partí
ula úni
a, sujeita a 
ampo fo
alizador solenoidal magné-ti
o e auto-
ampos, elétri
os e magnéti
os, poderá ser analisada. Todo o desenvolvimento
onsiderará um 
ampo fo
alizador solenoidal magnéti
o uniforme, mas toda a lógi
a é vá-lida, também, para um 
ampo fo
alizador periódi
o solenoidal magnéti
o. Expressaremoso hamiltoniano e as equações de movimento no referen
ial do laboratório e no referen-
ial de Larmor. Posteriormente, 
onstruiremos a função distribuição de Kap
hinskij-Vladimirskij(KV) para um feixe de partí
ulas 
arregadas intenso propagando-se atravésde um 
ampo magnéti
o solenoidal uniforme, e por �m, obteremos a equação diferen
ialque governa a evolução do envelope do feixe.3.1 Equações de Movimento no Referen
ial do Labora-tórioConsideramos um feixe de partí
ulas 
arregadas intenso e 
ontínuo propagando-se
om velo
idade axial média βbcêz, através de um 
ampo fo
alizador solenoidal magnéti
ouniforme, expresso por:
Bfoc(x) = Bz êz (3.1)na aproximação de um feixe �no. Utilizando, s = z, para a 
oordenada axial, o poten
ialvetorial para o 
ampo magnéti
o apli
ado pode ser es
rito 
omo:

Afoc(x, y, s) =
1

2
Bz (−yêx + xêy) (3.2)sabendo que, Bfoc = ∇× Afoc.Na aproximação paraxial, o movimento transversal da partí
ula é assumido ser não-



3.1 Equações de Movimento no Referen
ial do Laboratório 31relativísti
o, e o parâmetro de Budker é pequeno 
omparado 
om a unidade, isto é :
νB =

Nbe
2
b

mbc2
≪ 1 (3.3)onde, Nb =

∫

dxdynb(x, y, s) é a densidade do feixe por 
omprimento axial, eb e mb são a
arga e massa de repouso do feixe, respe
tivamente. Assumindo os pressupostos relatados,a
ima, e utilizando as Eqs. (2.22) e (2.23) bidimensionais; para os auto-
ampos, elétri
ose magnéti
os, em equilíbrio, asso
iados 
om o feixe de partí
ulas 
arregadas, temos :
Bs
x = βb

∂φs

∂y
, (3.4a)

Bs
y = −βb

∂φs

∂x
(3.4b)

Es
x = −∂φ

s

∂x
, (3.4
)

Es
y = −∂φ

s

∂y
. (3.4d)onde o poten
ial es
alar para os auto
ampo elétri
o, obede
e a equação de Poisson :

[

∂2

∂x2
+

∂2

∂y2

]

φs(x, y, s) = −4πebnb(x, y, s) (3.5)Introduzindo o poten
ial do auto
ampo adimensional:
ψ(x, y, s) ≡ ebφ

s(x, y, s)

γ3
bmbβ

2
b c

2
(3.6)A equação de Poisson (3.5) pode ser expressa 
omo :

[

∂2

∂x2
+

∂2

∂y2

]

ψ(x, y, s) = −2πKb

Nb
nb(x, y, s). (3.7)onde Kb ≡ 2Nbe

2

b

γ3

b
mbβ

2

b
c2

é a perveân
ia do auto
ampo de�nida na Eq (2.10).As equações de movimento no referen
ial do laboratório podem ser derivadas do hal-mitoniano de partí
ula úni
a de�nido abaixo, [43℄:
H(x, y, s, Px, Py, Pz) =

[

c2
(

Px −
e

c
Afocx

)2

+ c2
(

Py −
e

c
Afocy

)2

+ c2
(

Pz −
e

c
Asz

)2

+m2c4

]
1

2

+ eφs (3.8)onde (s, Pz) é o par 
an�ni
o 
onjugado, e o momentum 
an�ni
o se rela
iona 
om omomentum me
âni
o por P = p +
(

e
c

) [

Afoc + As
]. Relembrando a Eq. (2.29b) para a
omponente z ,dPz

dt
= −eb ∂∂z

(

φ− 1
c
v · A

), 
onsiderando um feixe 
ontínuo, axialmente
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∂z

= 0
), 
om dimensões tranversais muito pequenas, a, b ≪ S, a variação nadireção z de φ(x, t) e A(x, t) pode ser tratada muito pequena e desprezível; neste 
aso

Pz é uma 
onstante aproximada do movimento. Assim, integrando a 
omponente z daEq. (2.29b), dz
dt

= pz

γm
, sendo o momentum me
âni
o, aproximadamente, 
onstante naaproximação paraxial e , equivalente a, pz = γbmβbc, teremos, z = z0 + βbct, onde βbc é avelo
idade axial média do feixe. Tomando z0 = 0, �
aremos 
om s = z = βbct.Apli
ando a formulação hamiltoniana alternativa, utilizaremos o hamiltoniano (3.8)para introduzir um novo hamiltoniano Ω(x, Px; y, Py,−H ; s), de�nido por:

Ω(x, Px; y, Py,−H ; s) = −Pz(x, Px; y, Py,−H ; s) (3.9)Resolvendo o hamiltoniano (3.8) para (Pz − ebA
s
z

c

)2 e tomando a raiz quadrada positiva,obtêm-se:
Ω = −

[

(

H

c
− ebφ

s

c

)2

−m2
bc

2 −
(

Px −
1

c
ebA

foc
x

)2

−
(

Py −
1

c
ebA

foc
y

)2
]

1

2

−ebA
s
z

c
(3.10)Como o movimento transversal é assumido ser não-relativísti
o na aproximção paraxial,o momento me
âni
o axial, pz = γbmβbc, pode ser tratado, aproximadamente, 
onstante,assim, podemos de�nir o momento 
inemáti
o efetivo do feixe de partí
ulas, pb(H), por

pb(H) ≡
(

H2

c2
−m2

bc
2

)
1

2 (3.11)e denotamos pb = γb(H)mbβb(H)c, onde γb(H) ≡ H
mbc2

e β2
b ≡ 1 − 1

γ2

b
(H)

. Assim sendo,
pb(H), γb(H), βb(H), são funções 
onhe
idas de H , assumindo que a função distribuiçãodo feixe de partí
ulas apresenta muita pequena difusão nos momenta e energia. Por 
onse-guinte, expandiremos em série de Taylor o hamiltoniano (3.10), 
onsiderando p2

x, p
2
y ≪ p2

be |ebφ| ≪ H . Tomando somente termos de ordem quadráti
a nos momentos transversais,e ordem linear para φ, mostramos, que o hamiltoniano (3.10) pode ser aproximado para :
Ω = −pb(H) +

1

2pb(H)





(

Px −
ebA

foc
x

c

)2

+

(

Py −
ebA

foc
y

c

)2




+
Heb

pb(H)c2
φ− ebA

s
z

c
(3.12)Em 
ir
unstân
ias, onde a função distribuição f 0

b = (x, Px; y, Py;−H, s) na Eq. (2.41)apresenta desprezível difusão nos momenta e energia sobre os valores pb = γbmbβbc =

const., γb(H) = γb = const. e H = γbmc
2 = const., o hamiltoniano Ω em (3.12) pode ser
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rito 
omo:
Ω = −γbmbβbc+

1

2γbmbβbc





(

Px −
ebA

foc
x

c

)2

+

(

Py −
ebA

foc
y

c

)2




+
eb
βbc

φ− ebA
s
z

c
(3.13)utilizando a aproximação, Asz = βbφ

s, (ver 
ap.2, seção 2.2.2), os termos dos auto
amposno hamiltoniano (3.13), 
ombinados, resultam em:
eb
βbc

φ− ebA
s
z

c
=

ebφ
s

γ2
bβbc

(3.14)onde 1
γ2

b

= 1 − β2
b . Utilizando a relação (3.6), a expressão (3.14) e normalizando o hamil-toniano (3.13) por Ω

γbmbβbc
, obtemos :

Ω

γbmbβbc
= −1 +

1

2γ2
bm

2
bβ

2
b c

2





(

Px −
ebA

foc
x

c

)2

+

(

Py −
ebA

foc
y

c

)2


+ ψ (3.15)Substituindo a Eq. (3.2) no hamiltoniano normalizado (3.15), teremos :
Ω

γbmbβbc
= −1 +

1

2

[

(

Px
γbmbβbc

+
ebBzy

2γbmbβbc2

)2

+

(

Py
γbmbβbc

− ebBzx

2γbmbβbc2

)2
]

+ ψ (3.16)Introduzindo os momentum 
an�ni
os transversais normalizados,P̂x = Px

γbmbβbc
, P̂y =

Py

γbmbβbc
, o hamiltoniano normalizado, Ω̂ = Ω

γbmbβbc
e o parâmetro fo
alizador normalizado,

σ0 = ebBz

2γbmbβbc2
o hamiltoniano (3.16) pode ser es
rito 
omo:

Ω̂(x, y, P̂x, P̂y,−H, s) = −1 +
1

2

[

(

P̂x + σ0y
)2

+
(

P̂y − σ0x
)2
]

+ ψ (3.17)De�nindo o hamitoniano transversal, Ω⊥ = Ω̂ + 1, obtemos :
Ω⊥(x, y, P̂x, P̂y, s) =

1

2

[

(

P̂x + σ0y
)2

+
(

P̂y − σ0x
)2
]

+ ψ (3.18)Utilizando as Eqs. (2.38a) e (2.38b) en
ontramos as seguintes equações transversais do
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ial de Larmor 34movimento no referen
ial do laboratório :
dx

ds
=
∂Ω⊥

∂P̂x
= P̂x + σ0y, (3.19a)

dP̂x
ds

= −∂Ω⊥

∂x
= P̂yσ0 − σ2

0x−
∂ψ

∂x
, (3.19b)

dy

ds
=
∂Ω⊥

∂P̂y
= P̂y − σ0x, (3.19
)

dP̂y
ds

= −∂Ω⊥

∂y
= −P̂xσ0 − σ2

0y −
∂ψ

∂y
. (3.19d)Observe que o movimento na direção-x é a
oplado 
om o movimento na direção-y.3.2 Equações de Movimento no Referen
ial de LarmorAgora, exe
utaremos uma transformação 
an�ni
a do referen
ial do laboratório parao referen
ial de Larmor, que rota em relação ao referen
ial do laboratório, 
om velo
idadeangular βbcσ0 = ebBz

2γbmc
, 
omo ilustrado na �gura (2).

Figura 2: Referen
ial de Larmor. (adaptado de [96℄)A função geratriz para tal transformação das variáveis (x, y, P̂x, P̂y) para (x̃, ỹ, P̃x, P̃y)pode ser expressa 
omo :
F (x, y; P̃x, P̃y, s) = {x cos[θ(s)] − y sin[θ(s)]}P̃x + {x sin[θ(s)] + y cos[θ(s)]}P̃y (3.20)onde θ(s) ≡

s
∫

s0

dsσ0 é a fase de rotação angular. A função geratriz (3.20), de�ne as



3.2 Equações de Movimento no Referen
ial de Larmor 35seguintes transformadas :
x̃ =

∂F

∂P̃x
= x cos[θ(s)] − y sin[θ(s)], (3.21a)

ỹ =
∂F

∂P̃y
= x sin[θ(s)] + y cos[θ(s)], (3.21b)

P̂x =
∂F

∂x
= P̃x cos[θ(s)] + P̃y sin[θ(s)], (3.21
)

P̂y =
∂F

∂y
= −P̃x sin[θ(s)] + P̃y cos[θ(s)]. (3.21d)O novo hamiltoniano transversal é dado por Λ⊥ = Ω⊥ + ∂F

∂s
, expresso nas variáveisdo referen
ial de Larmor (x̃, ỹ, P̃x, P̃y). Da função geratriz (3.21), usando as Eqs. (3.21
)e (3.21d), e a relação dθ

ds
= σ0, obtemos :

∂F

∂s
= σ0

[

xP̂x − yP̂y

] (3.22)Do hamiltoniano (3.18) e da Eq. (3.22), obtemos:
Λ⊥ =

1

2

(

P̂x
2
+ P̂y

2
)

+
σ2

0

2

(

x2 + y2
)

+ ψ (3.23)onde ψ é o poten
ial es
alar normalizado de�nido na Eq. (3.6). Fazendo uso das Eqs. (3.21)para expressar x2 +y2 = x̃2 + ỹ2 e P̂x2
+ P̂y

2
= P̃x

2
+ P̃y

2, o novo hamiltoniano transversal
Λ⊥, expresso nas variáveis do referen
ial de Larmor (x̃, ỹ, P̃x, P̃y), é dado por :

Λ⊥(x̃, ỹ, P̃x, P̃y) =
1

2

(

P̃x
2
+ P̃y

2
)

+
σ2

0

2

(

x̃2 + ỹ2
)

+ ψ(x̃, ỹ, s) (3.24)Consideramos um feixe de partí
ulas axialmente 
ontínuo, 
om densidade uniforme,
nb(x̃, ỹ, s) = n̂b(s) = const., e se
ção transversal elípti
a, 0 ≤ x̃2

a2(s)
+ ỹ2

b2(s)
< 1, 
omoobservado na �gura (2). Neste 
aso, Nb =

∫

dx̃dỹnb(x̃, ỹ, s) = n̂bπab = const.. A equaçãode Poisson, (3.7), no referen
ial de Larmor pode ser expressa 
omo :
[

∂2

∂x̃2
+

∂2

∂ỹ2

]

ψ(x̃, ỹ, s) = −2Kb

ab
, 0 ≤ x̃2

a2
+
ỹ2

b2
< 1 (3.25a)

= 0,
x̃2

a2
+
ỹ2

b2
> 1 (3.25b)
om a, b ≪ rw, onde rw é o raio do 
ilindro 
ondutor; a e b os semi-eixos maior e menorda elipse, respe
tivamente. A solução exata da Eq (3.25) é :

ψ(x̃, ỹ, s) = − Kb

a + b

[

1

a
x̃2 +

1

b
ỹ2

] (3.26)
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hinskij-Vladimirskij 36no interior do feixe, 0 ≤ x̃2

a2(s)
+ ỹ2

b2(s)
< 1. A solução 
ompleta da equação de Poissonbidimensional, em 
oordenadas elípti
as, pode ser en
ontrada no Apêndi
e A dessa dis-sertação. Utilizando os parâmetros dos auto
ampos normalizados, κsx̃ = kb

[a(s)+b(s)]a(s)
e

κsỹ = kb

[a(s)+b(s)]b(s)
, obtemos:

ψ(x̃, ỹ, s) = −
[

κsxx̃
2 + κsyỹ

2
] (3.27)Assim o hamiltoniano (3.24) pode ser es
rito 
omo :

Λ⊥ =
1

2

(

P̃x
2
+ P̃y

2
)

+
σ2

0

2

(

x̃2 + ỹ2
)

−
[

κsxx̃
2 + κsyỹ

2
] (3.28)De�nindo αx̃(s) = σ2

0 −2κsx̃ e αỹ(s) = σ2
0 −2κsỹ, as equações do movimento no referen
ialde Larmor são :

dx̃

ds
=
∂Λ⊥

∂P̃x
= P̃x, (3.29a)

dỹ

ds
=
∂Λ⊥

∂P̃y
= P̃y, (3.29b)

dP̃x
ds

= −∂Λ⊥

∂x̃
= −αx̃(s)x̃, (3.29
)

dP̃y
ds

= −∂Λ⊥

∂ỹ
= −αỹ(s)ỹ. (3.29d)Combinando as Eqs. (3.29a) e (3.29
) e as Eqs. (3.29b) e (3.29d), obtemos :

d2x̃

ds2
+ αx̃(s)x̃ = 0, (3.30a)

d2ỹ

ds2
+ αỹ(s)x̃ = 0. (3.30b)As equações a
ima, são as 
onhe
idas equações de Hill. Observe que os movimentos nasdireções x̃ e ỹ se desa
oplam no referen
ial de Larmor.3.3 A Função Distribuição de Kap
hinskij-VladimirskijA distribuição de Kap
hinskij-Vladimirskij KV [30℄, é um equilíbrio de Vlasov auto-
onsistente ( ∂

∂s
= 0
), para um feixe intenso de partí
ulas 
arregadas sujeito a um 
ampofo
alizador linear in
luindo efeitos dos auto
ampos. Tais 
ampos fo
alizadores podem serdo tipo magnéti
o quadrupolar de gradiente alternado, magnéti
o solenoidal periódi
o noreferen
ial de Larmor, magnéti
o uniforme ou elétri
o uniforme.Para 
onstruir a função distribuição-KV de equilíbrio para um feixe intenso de partí-
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ulas 
arregadas propagando-se através de um 
ampo magnéti
o solenoidal uniforme noreferen
ial de Larmor, adaptaremos o pro
edimento de Courant e Snyder [16℄ do sín
ro-tron de gradiente alternado.É usual expressar as órbitas para x̃ (3.30a) e ỹ (3.30b), respe
tivamente, 
omo :
x̃(s) = Ax̃ωx̃(s) cos [ψx̃(s) + φx̃0] , (3.31a)
ỹ(s) = Aỹωỹ(s) sin [ψỹ(s) + φỹ0] . (3.31b)onde ψx̃(s) e ψỹ(s) são as 
hamadas funções de fase de betatron das órbitas x̃ e ỹ, res-pe
tivamente; ωx̃(s) e ωỹ(s) são as funções de envelope; Ax̃ e Aỹ são as amplitudes dasrespe
tivas órbitas e, φx̃0 e φỹ0 são as fases das órbitas-x̃ e ỹ. Ax̃, Aỹ, φx̃0 e φx̃0 são 
ons-tantes que podem ser determinadas das 
ondições ini
iais x̃(s0), ỹ(s0), P̃x(s0) = x̃

′

(s0) e
P̃y(s0) = ỹ

′

(s0) onde, (′), denota, ( d
ds

). Das Eqs. (3.31a) e (3.31b) obtemos:
dx̃(s)

ds
= Ax̃ω

′

x̃ cos [ψx̃ + φx̃0] −Ax̃ωx̃ψ
′

x sin [ψx̃ + φx̃0] , (3.32a)
dỹ(s)

ds
= Aỹω

′

ỹ sin [ψỹ + φỹ0] + Aỹωỹψ
′

y cos [ψỹ + φỹ0] . (3.32b)e
d2x̃(s)

ds2
= Ax̃

[

ω
′′

x̃ − ωx̃

(

ψ
′

x̃

)2
]

cos [ψx̃ + φx̃0]

− Ax̃

[

ω
′

x̃ψ
′

x̃ +
(

ωx̃ψ
′

x̃

)′
]

sin [ψx̃ + φx̃0] , (3.33a)
d2ỹ(s)

ds2
= Aỹ

[

ω
′′

ỹ − ωỹ

(

ψ
′

ỹ

)2
]

sin [ψỹ + φỹ0]

+ Aỹ

[

ω
′

ỹψ
′

ỹ +
(

ωỹψ
′

ỹ

)′
]

cos [ψỹ + φỹ0] . (3.33b)Substituindo as Eqs. (3.31a) e (3.33a) em (3.30a) obtemos :
Ax̃

[

ω
′′

x̃ − ωx̃

(

ψ
′

x̃

)2

+ αx̃ωx̃

]

cos [ψx̃ + φx̃0] −Ax̃

[

ω
′

x̃ψ
′

x̃ +
(

ωx̃ψ
′

x̃

)′
]

sin [ψx̃ + φx̃0] = 0(3.34)Como ψx̃ é função de s a eq. (3.34) só é satisfeita se os 
oe�
ientes do cos e sin se anulam.Então, tomando o 
oe�
iente de sin [ψx̃ + φx̃0] igual a zero, obtemos, ω′

x̃ψ
′

x̃ +
(

ωx̃ψ
′

x̃

)
′

= 0,o que resulta em :
ψx̃ =

s
∫

s0

ds

ω2
x̃(s)

(3.35)
om ψx̃(s0) = 0. Agora, tomando o 
oe�
iente de cos [ψx̃ + φx̃0] igual a zero na Eq. (3.34),
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hinskij-Vladimirskij 38obtemos, ω′′

x̃ − ωx̃
(

ψ
′

x̃

)2
+ αx̃ωx̃ = 0, usando dψx̃

ds
= 1

ω2

x̃

resulta que :
d2

ds2
ωx̃ + αx̃(s)ωx̃ =

1

ω3
x̃

(3.36)Ex
eto pelo fator 
onstante Ax̃ e na Eq. (3.31a), observe que a Eq. (3.36) é uma equaçãofe
hada para a função envelope ωx̃(s) da órbita-x̃. Assim a expressão (3.31a) resolve aequação de Hill (3.30a) desde que, en
ontrada a solução ωx̃(s) da Eq. (3.36).Agora, substituindo as Eqs. (3.31b) e (3.33b) em (3.30b) obtemos :
Aỹ

[

ω
′′

ỹ − ωỹ

(

ψ
′

ỹ

)2

+ αỹωỹ

]

sin [ψỹ + φỹ0] + Aỹ

[

ω
′

ỹψ
′

ỹ +
(

ωỹψ
′

ỹ

)′
]

cos [ψỹ + φỹ0] = 0(3.37)tomando o 
oe�
iente de cos [ψỹ + φỹ0] igual a zero, obtemos, ω′

ỹψ
′

ỹ +
(

ωỹψ
′

ỹ

)′

= 0, o queresulta em :
ψỹ =

s
∫

s0

ds

ω2
ỹ(s)

(3.38)
om ψỹ(s0) = 0. Agora, tomando o 
oe�
iente de sin [ψỹ + φỹ0] igual a zero na Eq. (3.37),obtemos, ω′′

ỹ − ωỹ
(

ψ
′

ỹ

)2
+ αỹωỹ = 0, usando dψỹ

ds
= 1

ω2

ỹ

resulta que :
d2

ds2
ωỹ + αỹ(s)ωỹ(s) =

1

ω3
ỹ

(3.39)Também, ex
eto pelo fator 
onstante Aỹ na Eq. (3.31b), observe que a Eq. (3.39) é umaequação fe
hada para a função envelope ωỹ(s) da órbita-ỹ. Assim a expressão (3.31b)resolve a equação de Hill (3.30b) desde que, en
ontrada a solução ωỹ(s) da Eq. (3.39).As amplitudes Ax̃ e Aỹ nas Eqs. (3.31) são 
onsideradas 
onstantes do movimentopara as órbitas-x̃ e ỹ, respe
tivamente. Observe a �gura abaixo :
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Figura 3: Espaço de fase (x̃, x̃
′

). (adaptado de [18℄)Considerando as Eqs. (3.31a) e (3.32a) podemos expressar :
A2
x̃ =

x̃2

ω2
x̃

+

(

ωx̃
dx̃

ds
− dωx̃

ds
x̃

)2

. (3.40)Como ilustrado na �g. (3), a Eq. (3.40) representa uma elipse no espaço de fase (x̃, x̃
′

).Quando ω′

x̃ 6= 0, o eixo maior da elipse é rotado em relação ao eixo x. O tamanho, orien-tação e ex
entri
idade da elipse são determinados por Ax̃ e os valores de ωx̃ e ω′

x̃ (dadas as
ondições ini
iais s = s0). Quando s varia, ωx̃ e ω′

x̃ variam também e, 
onsequentemente,a superfí
ie e orientação da elipse mudam de a
ordo. Para um valor espe
í�
o de Ax̃ aárea da elipse mantém-se 
onstante e equivale a πA2
x̃.Analise, agora, o espaço de fase (ỹ, ỹ

′

) idênti
o à �gura (3). Considerando, também,as Eqs. (3.31b) e (3.32b) podemos expressar :
A2
ỹ =

ỹ2

ω2
ỹ

+

(

ωỹ
dỹ

ds
− dωỹ

ds
ỹ

)2

. (3.41)Como ilustrado na �g. (3), a Eq. (3.41), também representa uma elipse no espaço defase (ỹ, ỹ
′

). Quando ω′

ỹ 6= 0, o eixo maior da elipse é rotado em relação ao eixo y. Otamanho, orientação e ex
entri
idade da elipse são determinados por Aỹ e os valores de
ωỹ e ω′

ỹ (dadas as 
ondições ini
iais s = s0). Quando s varia, ωỹ e ω′

ỹ variam também e,
onsequentemente, a superfí
ie e orientação da elipse mudam de a
ordo. Para um valorespe
í�
o de Aỹ a área da elipse, também, mantém-se 
onstante e equivale a πA2
ỹ.A 
onservação de A2

x̃ e A2
ỹ sugere que as variáveis do espaço de fase naturais nopresente problema são do tipo x̃
ωx̃
, ωx̃ dx̃

ds
− dωx̃

ds
x̃, ỹ

ωỹ
, ωỹ dỹ

ds
− dωỹ

ds
ỹ. Com isso em mente,
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F1(x̃, ỹ, PX , PY ) =

x̃

ωx̃(s)

[

PX +
1

2
x̃

dωx̃(s)

ds

]

+
ỹ

ωỹ(s)

[

PY +
1

2
ỹ
dωỹ(s)

ds

] (3.42)onde ωx̃ e ωỹ resolvem as Eqs. (3.36) e (3.39), respe
tivamente. A função geratriz (3.42),de�ne as seguintes transformadas 
an�ni
as das variáveis (x̃, ỹ, P̃x, P̃y) para as novas va-riáveis (X, Y, PX , Py):
X =

∂F1

∂PX
=

x̃

ωx̃
, (3.43a)

Y =
∂F1

∂PY
=

ỹ

ωỹ
, (3.43b)

P̃x =
∂F1

∂x̃
=

1

ωx̃

[

PX + x̃
dωx̃(s)

ds

]

, (3.43
)
P̃y =

∂F1

∂ỹ
=

1

ωỹ

[

PY + ỹ
dωỹ(s)

ds

]

. (3.43d)O novo hamiltoniano é dado por ∆⊥ = Λ⊥ + ∂F1

∂s
, expresso nas variáveis (X, Y, PX , PY ).Da função geratriz (3.42), obtemos :

∂F1

∂s
= − x̃PXω

′

x̃

ω2
x̃

+
x̃2

2

[

ω
′′

x̃

ωx̃
− ω

′2
x̃

ω2
x̃

]

−
ỹPY ω

′

ỹ

ω2
ỹ

+
ỹ2

2

[

ω
′′

ỹ

ωỹ
−
ω

′2
ỹ

ω2
ỹ

] (3.44)Usando as Eqs. (3.36) e (3.39), teremos :
∂F1

∂s
=

x̃2

2ω4
x̃

− x̃ω
′

x̃

ω2
x̃

[

PX +
x̃2

2
ω

′

x̃

]

− αx̃x̃
2

2
+

ỹ2

2ω4
ỹ

−
ỹω

′

ỹ

ω2
ỹ

[

PY +
ỹ2

2
ω

′

ỹ

]

− αỹỹ
2

2
(3.45)Sabendo que αx̃ = σ2

0 − 2κsx̃ e αỹ = σ2
0 − 2κsỹ, podemos expressar o hamiltoniano (3.28)
omo :

Λ⊥ =
1

2

(

P̃x
2
+ P̃y

2
)

+
αx̃
2
x̃2 +

αỹ
2
ỹ2 (3.46)Fazendo uso das Eqs. (3.43a) e (3.43b) para expressar x̃ = ωx̃X e ỹ = ωỹY , usando asEqs. (3.43
), (3.43d), (3.45) e (3.46) o novo hamiltoniano, ∆⊥ = Λ⊥ + ∂F1

∂s
, nas variáveis

(X, Y, PX , PY ), é expresso por :
∆⊥(X, Y, PX , PY ) =

1

2ω2
x̃

[

P 2
X +X2

]

+
1

2ω2
ỹ

[

P 2
Y + Y 2

] (3.47)Em termos das novas variáveis, as equações do movimento para X(s), PX(s), Y (s) e
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PY (s) 
al
uladas do hamiltoniano (3.47) são :

dX

ds
=
∂∆⊥

∂PX
=
PX
ω2
x̃

, (3.48a)
dY

ds
=
∂∆⊥

∂PY
=
PY
ω2
ỹ

, (3.48b)
dPX
ds

= −∂∆⊥

∂X
= −X

ω2
x̃

, (3.48
)
dPY
ds

= −∂∆⊥

∂Y
= − Y

ω2
ỹ

. (3.48d)onde as funções envelope ωx̃ e ωỹ resolvem as Eqs. (3.36) e (3.39).Fazendo uso da Eqs. (3.43
) e (3.43d) para expressar PX = ωx̃P̃x − x̃dωx̃(s)
ds

e PY =

ωỹP̃y − ỹ
dωỹ(s)

ds
, usando as Eqs. (3.43a) e (3.43b) e sabendo que dx̃

ds
= P̃x, dỹ

ds
= P̃y as
onstantes A2

x̃ e A2
ỹ podem ser es
ritas nas novas variáveis 
omo:

A2
x̃ =

x̃2

ω2
x̃

+

(

ωx̃P̃x −
dωx̃
ds

x̃

)2

= X2 + P 2
X , (3.49a)

A2
ỹ =

ỹ2

ω2
ỹ

+

(

ωỹP̃y −
dωỹ
ds

ỹ

)2

= Y 2 + P 2
Y . (3.49b)Consistente 
om o pressuposto que as forças dos auto
ampos são linearmente propor-
ionais a x̃(s) e ỹ(s) e a densidade do feixe é uniforme e igual a n̂b(s) = Nb

πa(s)b(s)
dentro daseção transversal da elipse 0 ≤ x̃2

a2(s)
+ ỹ2

b2(s)
< 1, o equilíbrio de Vlasov auto-
onsistente,in
luindo efeitos dos auto-
ampos, pode ser 
onstruído das 
onstantes do movimento,

X2 +P 2
X e Y 2 +P 2

Y de�nidas nas Eqs. (3.49). Em parti
ular, dada a função distribuição :
fb = fb(A

2
x̃, A

2
ỹ) (3.50)que depende de s e das variáveis do espaço de fase (x̃, ỹ, P̃x, P̃y), ex
lusivamente, atravésdas 
onstantes do movimento, A2

x̃ e A2
ỹ, é uma solução exata da Eq. (2.41), es
rita noreferen
ial de Larmor. Relembrando as Eqs. (2.31), (2.33), (2.34), temos que demonstrara seguinte relação :

d

ds
fb(A

2
x̃, A

2
ỹ) =

dA2
x̃

ds

∂fb
∂A2

x̃

+
dA2

ỹ

ds

∂fb
∂A2

ỹ

= 0 (3.51)para 
omprovar que fb(A2
x̃, A

2
ỹ) é uma solução exata da equação de Vlasov (2.41), noreferen
ial de Larmor. Es
olhemos a função distribuição :

fb(A
2
x̃, A

2
ỹ) = C δ

(

A2
x̃

ǫx̃
+
A2
ỹ

ǫỹ
− 1

) (3.52)onde C é uma 
onstante de normalização que será 
al
ulada posteriormente, ǫx̃ e ǫỹ são
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ias transversais do feixe, assumidas 
onstantes e δ (A2

x̃

ǫx̃
+

A2

ỹ

ǫỹ

) é a função deltade Dira
. A expressão (3.52) é 
onhe
ida 
omo distribuição de Kap
hinskij-Vladimirskij(KV).De�nindo :
d

ds
≡ ∂

∂s
+ x̃

′ ∂

∂x̃
+ ỹ

′ ∂

∂ỹ
+ P̃x

′ ∂

∂P̃x
+ P̃y

′ ∂

∂P̃y
(3.53)Utilizando as Eqs. (3.29) podemos es
rever a de�nição (3.53) 
omo :

d

ds
=

∂

∂s
+ P̃x

∂

∂x̃
+ P̃y

∂

∂ỹ
− αx̃x̃

∂

∂P̃x
+ αỹỹ

∂

∂P̃y
(3.54)Assim teremos :

dA2
x̃

ds
= −2x̃2ω

′

x̃

ω3
x̃

+ 2ωx̃ω
′

x̃P̃x
2 − 2P̃xx̃ω

′2
x̃ − 2P̃xx̃ωx̃ω

′′

x̃ + 2x̃2ω
′

x̃ω
′′

x̃

+
2x̃P̃x
ω2
x̃

− 2ωx̃ω
′

x̃P̃x
2
+ 2P̃xx̃ω

′2
x̃ − 2αx̃ω

2
x̃P̃xx̃+ 2αx̃x̃

2ωx̃ω
′

x̃, (3.55a)
dA2

ỹ

ds
= −

2ỹ2ω
′

ỹ

ω3
ỹ

+ 2ωỹω
′

ỹP̃y
2 − 2P̃yỹω

′2
ỹ − 2P̃yỹωỹω

′′

ỹ + 2ỹ2ω
′

ỹω
′′

ỹ

+
2ỹP̃y
ω2
ỹ

− 2ωỹω
′

ỹP̃y
2
+ 2P̃yỹω

′2
ỹ − 2αỹω

2
ỹP̃yỹ + 2αỹỹ

2ωỹω
′

ỹ. (3.55b)Sabendo que ω′′

x̃ = 1
ω3

x̃

− αx̃ωx̃ e ω′′

ỹ = 1
ω3

ỹ

− αỹωỹ, teremos :
dA2

x̃

ds
= −2x̃2ω

′

x̃

ωx̃

3

− 2x̃P̃x
ω2
x̃

+ 2αx̃ω
2
x̃P̃xx̃+

2x̃2ω
′

x̃

ωx̃

3

− 2αx̃x̃
2ωx̃ω

′

x̃

+
2x̃P̃x
ω2
x̃

− 2αx̃ω
2
x̃P̃xx̃+ 2αx̃x̃

2ωx̃ω
′

x̃, (3.56a)
dA2

ỹ

ds
= −

2ỹ2ω
′

ỹ

ωỹ

3

− 2x̃P̃y
ω2
ỹ

+ 2αỹω
2
ỹP̃y ỹ +

2ỹ2ω
′

ỹ

ωỹ

3

− 2αỹỹ
2ωỹω

′

ỹ

+
2ỹP̃y
ω2
ỹ

− 2αỹω
2
ỹP̃yỹ + 2αỹỹ

2ωỹω
′

ỹ. (3.56b)Can
elando os termos obtemos :
dA2

x̃

ds
= 0, (3.57a)

dA2
ỹ

ds
= 0. (3.57b)assim, demonstrando a relação (3.51). Logo, a distribuição de Kap
hinskij-Vladimirskij (3.52),é uma solução exata da equação de Vlasov (2.41), no referen
ial de Larmor.Agora, iremos 
al
ular a 
onstante de normalização C da expressão (3.52). Das trans-
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ordenadas (3.43) podemos obter:
dx̃dỹ = (ωx̃ωỹ) dXdY, (3.58a)

dP̃xdP̃y = (ωx̃ωỹ)
−1 dPXdPY . (3.58b)para (x̃, ỹ) �xados. Usando a relação (3.49) na Eq. (3.52) podemos es
rever a distribuiçãode Kap
hinskij-Vladimirskij 
omo :

fb = C δ

(

1

ǫx̃

(

X2 + P 2
X

)

+
1

ǫỹ

(

Y 2 + P 2
Y

)

− 1

) (3.59)Primeiramente, iremos 
al
ular o número de partí
ulas por unidade de 
omprimentoaxial Nb de�nida por :
Nb =

∫

dx̃dỹnb(x̃, ỹ, s) = ωx̃ωỹ

∫

dXdY nb(X, Y, s) (3.60)De�nindo X̂ = X√
ǫx̃
, P̂X = PX√

ǫx̃
, Ŷ = Y√

ǫỹ
e P̂Y = PY√

ǫỹ
; usando as expressões (3.58), obtemos

dX̂ = ωx̃dX√
ǫx̃

,dP̂X = dPX

ωx̃
√
ǫx̃
, dŶ =

ωỹdY
√
ǫỹ

e dP̂Y = dPY

ωỹ
√
ǫỹ
. Sabendo que nb = 1

ωx̃ωỹ

∫

dPXdPyfb,podemos es
rever a Eq. (3.60) 
omo :
Nb = ǫx̃ǫỹ C

∫

dX̂dŶ dP̂XdP̂Y δ
(

X̂2 + P̂X
2
+ Ŷ 2 + P̂Y

2 − 1
) (3.61)Em 
oordenadas 
ilíndri
as P̂X = P cos θ, P̂Y = P sin θ, X̂ = R cosϕ e Ŷ = R sinϕteremos :

Nb = ǫx̃ǫỹ C

∫

PdP

∫

dθ

∫

RdR

∫

dϕδ
(

R2 + P 2 − 1
) (3.62)Indenti�
ando PdP = dP 2

2
e RdR = dR2

2
, e de�nindo ξ = P 2 e η = R2 obtemos :

Nb =
ǫx̃ǫỹ
4

C

∫

dξ

∫

dθ

∫

dη

∫

dϕδ (η + ξ − 1) (3.63)Assim :
Nb = π2ǫx̃ǫỹ C, (3.64a)
C =

Nb

π2ǫx̃ǫỹ
. (3.64b)Consequentemente, a distribuição de Kap
hinskij-Vladimirskij (3.59), pode ser es
rita
omo :

fb =
Nb

π2ǫx̃ǫỹ
δ

(

1

ǫx̃

(

X2 + P 2
X

)

+
1

ǫỹ

(

Y 2 + P 2
Y

)

− 1

) (3.65)Agora, iremos determinar uma propriedade de equilíbrio da KV (3.65), o per�l de
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hinskij-Vladimirskij 44densidade do feixe nb = 1
ωx̃ωỹ

∫

dPXdPY fb :
nb =

1

ωx̃ωỹ

Nb

π2ǫx̃ǫỹ

∫

dPXdPY δ

(

1

ǫx̃

(

X2 + P 2
X

)

+
1

ǫỹ

(

Y 2 + P 2
Y

)

− 1

) (3.66)Usando, novamente, as de�nições P̂X = PX√
ǫx̃
, P̂Y = PY√

ǫỹ
, e as relações dP̂X = dPX

ωx̃
√
ǫx̃
,

dP̂Y = dPY

ωỹ
√
ǫỹ
, em 
oordenadas 
ilíndri
as P̂X = P cos θ, P̂Y = P sin θ �
amos 
om :
nb =

1

ωx̃ωỹ

Nb

π2ǫx̃ǫỹ

√
ǫx̃ǫỹ

∫

PdP

∫

dθδ
(

X̂2 + Ŷ 2 + P 2 − 1
) (3.67)Indenti�
ando, novamente, PdP = dP 2

2
e de�nindo ξ = P 2, teremos :

nb =
1

ωx̃ωỹ

Nb

πǫ
1

2

x̃ ǫ
1

2

ỹ

∫

dξδ
(

X̂2 + Ŷ 2 + ξ − 1
) (3.68)resultando em :

nb =
Nb

πǫ
1

2

x̃ ǫ
1

2

ỹ

, 0 ≤ X̂2 + Ŷ 2 < 1 (3.69a)
= 0, X̂2 + Ŷ 2 > 1 (3.69b)Usando X̂ = X√

ǫx̃
, Ŷ = Y√

ǫỹ
e as Eqs. (3.43a) e (3.43b) teremos :

nb =
Nb

πωx̃ǫ
1

2

x̃ωỹǫ
1

2

ỹ

, 0 ≤ x̃2

ǫx̃ω2
x̃

+
ỹ2

ǫỹω2
ỹ

< 1 (3.70a)
= 0,

x̃2

ǫx̃ω
2
x̃

+
ỹ2

ǫỹω
2
ỹ

> 1 (3.70b)Identi�
ando a(s) = ǫ
1

2

x̃ωx̃ e b(s) = ǫ
1

2

ỹ ωỹ �
amos 
om a densidade do feixe igual a:
nb =

Nb

πa(s)b(s)
, 0 ≤ x̃2

a2(s)
+

ỹ2

b2(s)
< 1 (3.71a)

= 0,
x̃2

a2(s)
+

ỹ2

b2(s)
> 1 (3.71b)Correspondente a um per�l de densidade uniforme na seção transversal elípti
a do feixe,
onsistente 
om o tipo de distribuição KV (3.65) assumida a priori, demonstrando aauto-
onsistên
ia do sistema.



3.4 A Equação do Envelope 453.4 A Equação do EnvelopeO envelope do feixe é de�nido por : x̃2

a2(s)
+ ỹ2

b2(s)
= 1. A ex
ursão máxima da partí
ula
arregada na direção-x̃, 
orresponde a x̃ = a(s) que pode o
orrer quando ψx̃(s) + φx̃0 = 0e ψỹ(s) + φỹ0 = 0. Das Eqs. (3.31) teremos :

x̃(s) = Ax̃ωx̃(s) cos(0) = Ax̃ωx̃ (3.72a)
ỹ(s) = Aỹωỹ sin(0) = 0 (3.72b)Assim, Ax̃ assume um valor máximo Ax̃ = Amaxx̃ . Como visto a área do espaço de fase

(

x̃, dx̃
ds

) é :
π (Amaxx̃ )2 = πǫx̃ (3.73)onde ǫx̃ denota a emitân
ia do feixe não-normalizada na direção-x̃. Então, sabendo que

Amaxx̃ =
√
ǫx̃ e x̃ = a(s), substituímos na Eq. (3.72a) e obtemos ωx̃ = a(s)√

ǫx̃
. Das de�nições

αx̃(s) = σ2
0 − 2κsx̃ e κsx̃(s) = kb

[a(s)+b(s)]a(s)
, e da expressão ωx̃ = a(s)√

ǫx̃
, substituindo-as naEq. (3.36) depois de alguma álgebra, obtemos :

d2a(s)

ds2
+ σ2

0a(s) −
2Kb

[a(s) + b(s)]
− ǫ2x̃
a3(s)

= 0 (3.74)que des
reve a evolução do semi-eixo maior a(s) da elipse.Já a ex
ursão máxima da partí
ula 
arregada na direção-ỹ, 
orresponde a ỹ = b(s)que pode o
orrer quando ψx̃(s) + φx̃0 = π
2
e ψỹ(s) + φỹ0 = π

2
. Das Eqs. (3.31) teremos :

x̃(s) = Ax̃ωx̃(s) cos
(π

2

)

= 0 (3.75a)
ỹ(s) = Aỹωỹ sin

(π

2

)

= Aỹωỹ (3.75b)Resultando em Aỹ assumir um valor máximo Aỹ = Amaxỹ . Como visto, na Introdução e,na seção anterior dessa dissertação, a área do espaço de fase (ỹ, dỹ
ds

) é :
π
(

Amaxỹ

)2
= πǫỹ (3.76)Onde ǫỹ denota a emitân
ia do feixe não-normalizada na direção-ỹ. Então, Amaxỹ =

√
ǫỹ e

ỹ = a(s), 
omo visto anteriormente; substituímos na Eq. (3.75b) para obtermos ωỹ = b(s)√
ǫỹ
.Das de�nições αỹ(s) = σ2

0 − 2κsỹ e κsỹ(s) = kb

[a(s)+b(s)]b(s)
, e da expressão ωỹ = b(s)√

ǫỹ
,substituindo-as na Eq. (3.39) depois de exe
utarmos 
erta álgebra, obtemos :

d2b(s)

ds2
+ σ2

0b(s) −
2Kb

[a(s) + b(s)]
−

ǫ2ỹ
b3(s)

= 0 (3.77)
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reve a evolução do semi-eixo menor b(s) da elipse.As Eqs. (3.74) e (3.77) são as equações do envelope para a(s) e b(s), respe
tivamente.Costuma-se, na literatura, referir-se as Eqs. (3.74) e (3.77) 
omo as equações do tipoKap
hinskij-Vladimirskij. Observe que o envelope do feixe é des
rito por duas equaçõesdiferen
ias ordinárias de segunda ordem a
opladas.Via equações de médias estatatísti
as, podemos en
ontrar uma expressão fe
hada paraa emitân
ia do feixe, 
onsinderando o seguinte pro
edimento. Para um feixe elípti
o 
omdensidade uniforme, o envelope a(s) e b(s), está rela
ionado 
om os momentos estatísti
osda distribuição por:
a(s) = 2

√

〈x̃2〉⊥ (3.78a)
b(s) = 2

√

〈ỹ2〉⊥ (3.78b)onde < χ >⊥ denota a média estatísti
a sobre o espaço de fase transversal do feixe,de�nido por :
〈χ〉⊥ ≡

∫

dx̃dỹdP̃x̃dP̃ỹχfb
∫

dx̃dỹdP̃x̃dP̃ỹfb
(3.79)Diferen
iando as Eqs. (3.78a) e (3.78b) em relação a s, obtemos :

a
′′

(s) =
2
[

〈x̃2〉
(〈

x̃
′2
〉

+
〈

x̃x̃
′′
〉)

−
〈

x̃x̃
′
〉2
]

〈x̃2〉
3

2

(3.80a)
b
′′

(s) =
2
[

〈ỹ2〉
(〈

ỹ
′2
〉

+
〈

ỹỹ
′′
〉)

−
〈

ỹỹ
′
〉2
]

〈ỹ2〉
3

2

(3.80b)Das de�nições αx̃(s) = σ2
0−2κsx̃ e κsx̃(s) = kb

[a(s)+b(s)]a(s)
podemos expressar a Eq. (3.30a)
omo :

d2x̃

ds2
+ σ2

0x̃−
2kb

[a(s) + b(s)]a(s)
x̃ = 0 (3.81)Multipli
ando a Eq. (3.81) por x̃ e tomando a média, obtemos :

〈

x̃x̃
′′

〉

+ σ2
0

〈

x̃2
〉

− 2kb
[a(s) + b(s)]a(s)

〈

x̃2
〉

= 0 (3.82)Da relação (3.80a), podemos expressar :
〈

x̃x̃
′′

〉

=
a

′′ 〈x̃2〉
1

2

2
−
〈

x̃
′2
〉

+

〈

x̃x̃
′
〉2

〈x̃2〉 (3.83)Substituindo a relação (3.83) na Eq. (3.82), utilizando a expressão (3.78a) e exe
utando
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erta álgebra, obtemos a seguinte equação do envelope para a(s) :
d2a(s)

ds2
+ σ2

0a(s) −
2Kb

[a(s) + b(s)]
−

[

16
〈

x̃
′2
〉

〈x̃2〉 −
〈

x̃x̃
′
〉2
]

a3(s)
= 0 (3.84)Comparando a Eq. (3.84) 
om a Eq. (3.74) podemos de�nir :

ǫ2x̃ =

[

16
〈

x̃
′2
〉

〈

x̃2
〉

−
〈

x̃x̃
′

〉2
] (3.85)que é a emitân
ia não-normalizada do feixe na direção-x̃, no referen
ial de Larmor.Agora, das de�nições αỹ(s) = σ2

0 − 2κsỹ e κsỹ(s) = kb

[a(s)+b(s)]b(s)
podemos expressar aEq. (3.30b) 
omo :

d2ỹ

ds2
+ σ2

0 ỹ −
2kb

[a(s) + b(s)]b(s)
ỹ = 0 (3.86)Multipli
ando a Eq. (3.86) por ỹ e tomando a média, obtemos :

〈

ỹỹ
′′

〉

+ σ2
0

〈

ỹ2
〉

− 2kb
[a(s) + b(s)]b(s)

〈

ỹ2
〉

= 0 (3.87)Da relação (3.80b), podemos expressar :
〈

ỹỹ
′′

〉

=
b
′′ 〈ỹ2〉

1

2

2
−
〈

ỹ
′2
〉

+

〈

ỹỹ
′
〉2

〈ỹ2〉 (3.88)Substituindo a relação (3.88) na Eq. (3.87), utilizando a expressão (3.78b) e exe
utando
erta álgebra, obtemos a seguinte equação do envelope para b(s) :
d2b(s)

ds2
+ σ2

0b(s) −
2Kb

[a(s) + b(s)]
−

[

16
〈

ỹ
′2
〉

〈ỹ2〉 −
〈

ỹỹ
′
〉2
]

b3(s)
= 0 (3.89)Comparando a Eq. (3.89) 
om a Eq. (3.77) podemos de�nir :

ǫ2ỹ =

[

16
〈

ỹ
′2
〉

〈

ỹ2
〉

−
〈

ỹỹ
′

〉2
] (3.90)que é a emitân
ia não-normalizada do feixe na direção-ỹ, no referen
ial de Larmor.A expressões (3.85) e (3.90) são as emitân
ias rms as quais forne
em medidas esta-tísti
as da área do espaço de fases do feixe projetadas nos planos (x̃, x̃

′

) e (ỹ, ỹ
′

) onde (′)denota ( d
ds

), 
omo dis
utido na Introdução desta dissertação.
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4 Estabilidade Não-Linear de umFeixe Des
asado Sujeito a umCampo Magnéti
o Fo
alizador

Com a dedução das equações do envelope (3.74) e (3.77) podemos tratar o problemaproposto por essa dissertação. O propósito é analisar a estabilidade não-linear tomandoem 
onsideração efeitos sem simetria axial. Investigaremos o a
oplamento não-linear entreo modo tipo simétri
o e o modo tipo anti-simétri
o baseado nas equações do envelope exe-
utando uma transformação 
an�ni
a 
onveniente. Considerando um feixe des
asado doseu raio de equilíbrio, mostraremos que as os
ilações do modo tipo simétri
o de amplitude�nita levam a os
ilações instáveis do modo tipo anti-simétri
o para um feixe ini
ialmentequase-
ir
ular. Neste 
aso, o feixe desenvolve um formato elípti
o 
om um 
onseqüentein
remento no tamanho ao longo de uma direção preferen
ial. Um modelo simples éelaborado para 
lari�
ar o me
anismo bási
o que gera tal instabilidade e é testado nume-ri
amente em 
omparação 
om os resultados obtidos da integração numéri
a direta dasequações do envelope.4.1 Des
rição HamiltonianaComo a formalização hamiltoniana [92, 93℄ apresenta 
onsistên
ia lógi
a e estruturalna des
rição dos sistemas físi
os sendo possível a dedução da equações de movimento viaequações de Hamilton e, simetrias envolvidas analisando a hamiltoniana de um sistemafísi
o genéri
o, adotaremos a des
rição hamiltoniana para analisar a dinâmi
a do envelopedo feixe e seus respe
tivos modos simétri
o e anti-simétri
o sujeitos a 
ertos regimes deparâmetros.



4.1 Des
rição Hamiltoniana 494.1.1 Equações Do Envelope e Soluções CasadasConsideramos um feixe �no e 
ontínuo propagando-se 
om velo
idade axial média
βbcêz ao longo de um 
ampo fo
alizador magnéti
o solenoidal uniforme B(x) = Bzêzonde c é a velo
idade da luz no vá
uo. Embora restrinjamos nossa análise à fo
alizaçãouniforme, esperamos que os resultados sejam válidos, também, para fo
alização periódi
o,quando a aproximação de um feixe suave é satisfeita [18℄. Desde que estamos usandoum 
ampo fo
alizador solenoidal, é 
onveniente des
rever o sistema no referen
ial deLarmor que gira em relação ao referen
ial do laboratório 
om velo
idade angular ΩL =

ebBz/2γbmc, onde eb, m e γb = (1 − β2
b )

−1/2 são, respe
tivamente, a 
arga, massa e fatorrelativísti
o do feixe. A seção transversal do feixe é assumida ser uma elipse 
entradaem x̃ = 0 = ỹ que gira 
om velo
idade angular ΩL tais que seus semi-eixos são sempreparalelos aos eixos x̃ e ỹ do referen
ial de Larmor. Como mostrado no Cap.3 as equaçõesque governam a evolução do envelope do feixe são :
d2a

ds2
+ σ2

0a−
2Kb

a + b
− ǫ2

a3
= 0, (4.1a)

d2b

ds2
+ σ2

0b−
2Kb

a+ b
− ǫ2

b3
= 0. (4.1b)onde s = z é a distân
ia de propagação, a e b são os semi-eixos da elipse, σ0 = ebBz/2γbβbmc

2é um parâmetro que mede a força do 
ampo fo
alizador, Kb = 2e2bNb/γ
3
bβ

2
bmc

2 é a per-veân
ia do feixe, Nb é o número de partí
ulas por 
omprimento axial, ǫx̃ = ǫỹ = ǫ é aemitân
ia não normalizada do feixe.É fá
il veri�
ar que há uma solução parti
ular das equações do envelope (4.1a) e (4.1b)quando a(s) = b(s) = rb0 = const. Isto 
orresponde à 
hamada solução 
asada para aqual um feixe 
ir
ular de raio rb0 preserva seu formato durante sua propagação submetidoa um 
ampo fo
alizador. O raio 
asado obtido pela equação σ2
0rb0 −Kb/rb0 − ǫ2/r3

b0 = 0é :
rb0 =

[

Kb + (K2
b + 4σ2

0ǫ
2)1/2

2σ2
0

]1/2

. (4.2)A análise da estabilidade linear mostra que as os
ilações de pequena amplitude em tornoda solução 
asada são sempre estáveis [86℄. Nosso propósito é investigar o que a
onte
equando as os
ilações de amplitude �nita são levadas em 
onsideração.



4.1 Des
rição Hamiltoniana 504.1.2 Dedução da HamiltonianaPara analisar as os
ilações de amplitude �nita, primeiramente, observamos que asequações (4.1a) e (4.1b) podem se expressas 
omo:
da

ds
= pa, (4.3a)

dpa
ds

= −σ2
0a+

2Kb

a + b
+
ǫ2

a3
, (4.3b)

db

ds
= pb, (4.3
)

dpb
ds

= −σ2
0b+

2Kb

a+ b
+
ǫ2

b3
. (4.3d)onde de�nimos os momenta pa e pb.Usando as equações de Hamilton :

da

ds
=

∂H

∂pa
, (4.4a)

dpa
ds

= −∂H
∂a

, (4.4b)
db

ds
=

∂H

∂pb
, (4.4
)

dpb
ds

= −∂H
∂b

. (4.4d)podemos es
rever a hamiltoniana :
H(a, pa; b, pb) = Ha(a, pa) +Hb(b, pb) +Hc(a, b) (4.5)onde

Ha =
p2
a

2
+
σ2

0a
2

2
+

ǫ2

2a2
, (4.6a)

Hb =
p2
b

2
+
σ2

0b
2

2
+

ǫ2

2b2
, (4.6b)

Hc = −2Kb ln(a + b). (4.6
)Fi
a 
laro do hamiltoniano (4.5) que quando as forças eletromagnetoestáti
as são despre-zíveis, Kb → 0, a dinâmi
a de a e b torna-se desa
oplada e a instabilidade não-linear estáausente. Neste 
aso, Ha e Hb são hamiltonianos aut�nomos de um grau de liberdade eportanto são 
ompletamente integráveis [97℄, produzindo trajetórias periódi
as regularespara a(s) e b(s). Essas trajetórias são visualizadas pelas 
urvas de níveis de Ha(a, pa) na�gura (4), equivalentes para Hb. Analisando a �gura observa-se que existe a solução deequilíbrio 
orrespondente a a(s) = rb0, pa = 0.
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Figura 4: Curvas de nível do hamiltoniano Ha.Como dis
utido, estamos interessados em investigar a estabilidade de feixes axialmentesimétri
os 
om a(s) ≈ b(s) submetidos a os
ilações simétri
as de amplitude �nita ao redorde rb0. Por 
ausa disso, é 
onveniente introduzir novas variáveis 
an�ni
as obtidas a partirda função geratriz :
F(a, b;PS, PA) =

(a + b)PS + (a− b)PA√
2

. (4.7)que de�ne as seguintes transformadas :
pa =

∂F
∂a

=
PS + PA√

2
, (4.8a)

pb =
∂F
∂b

=
PS − PA√

2
, (4.8b)

XS =
∂F
∂PS

=
a + b√

2
, (4.8
)

XA =
∂F
∂PA

=
a− b√

2
. (4.8d)Observe que XS e PS são sensíveis às os
ilações simétri
as onde a(s) e b(s) os
ilam em
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rição Hamiltoniana 52fase, e XA e PA são sensíveis às os
ilações anti-simétri
as onde a(s) e b(s) os
ilam emoposição.O novo hamiltoniano é dado por Ĥ = H+∂F
∂s
, expresso nas variáveis (XS, XA, PS, PA).Da função geratriz (4.7) obtemos ∂F

∂s
= 0. Fazendo uso das Eqs. (4.8
) e (4.8d) para ex-pressar a =

√
2

2
(XS +XA) e b =

√
2

2
(XS −XA) o novo hamiltoniano Ĥ , é dado por :

Ĥ(XS, PS;XA, PA) = ĤS(XS, PS) + ĤA(XA, PA) + ĤC(XS, XA), (4.9)onde
ĤS =

P 2
S

2
+
σ2

0X
2
S

2
−Kb lnX

2
S, (4.10a)

ĤA =
P 2
A

2
+
σ2

0X
2
A

2
, (4.10b)

ĤC = 2ǫ2
X2
S +X2

A

(X2
S −X2

A)2
. (4.10
)Observe que para feixes em que os efeitos da emitân
ia forem desprezíveis, ǫ → 0, oa
oplamento no hamiltoniano Ĥ desapare
e. Neste 
aso, as os
ilações simétri
as e anti-simétri
as tornam-se desa
opladas e as instabilidades estão ausentes. Assim, notamos queem ambos os 
asos limites; quando os efeitos da emitân
ia são desprezíveis ou quando osefeitos das forças eletromagnetoestáti
as são insigni�
antes a instabilidade desapare
e.Do hamiltoniano (4.9) usando as equações de Hamilton en
ontramos as seguintesequações para XS, PS, XA e PA, respe
tivamente :

dXS

ds
= PS, (4.11a)

dPS
ds

= −σ2
0XS +

2Kb

XS
+ 2ǫ2

[

2X3
S + 6XSX

2
A

(X2
S −X2

A)
3

]

, (4.11b)
dXA

ds
= PA, (4.11
)

dPA
ds

= −σ2
0XA − 2ǫ2

[

2X3
A + 6XAX

2
S

(X2
S −X2

A)
3

]

. (4.11d)Nas novas variáveis a solução 
asada obtida tomando dPS

ds
= 0 e dPA

ds
= 0 é :

XS(s) = XS0 ≡
[

K + (K2 + 4σ2
0ǫ

2)1/2

σ2
0

]1/2 (4.12)
om XA(s) = PA(s) = PS(s) = 0. Este ponto 
orresponde ao mínimo de energia de
Ĥ, obtido impondo que as derivadas do hamiltoniano 
om respeito a todas as variáveis
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an�ni
as anulam-se. Assim, as os
ilações des
asadas são energia adi
ional dada ao sis-tema. Em geral, a energia em ex
esso pode apare
er 
omo os
ilações em ambos graus deliberdade simétri
o e anti-simétri
o, e o a
oplamento não-linear dado por Ĥc pode indu-zir a tro
a da energia entre os dois modos vibratórios. Portanto, um feixe ini
ialmenteredondo sujeito a os
ilações simétri
as pode, em prin
ípio, 
omeçar a desenvolver a ins-tabilidade tipo anti-simétri
a tornando-se elípti
o. Um modelo simples será 
onstruídopara investigar tal possibilidade.4.2 O ModeloConsideramos um feixe quase-
ir
ular 
om XA, PA ≈ 0 expandindo em série de Tayloro hamiltoniano (4.9) em torno da solução 
asada (4.12) até a primeira ordem para XAe PA, obtemos as seguintes dinâmi
as para as os
ilações simétri
as e anti-simétri
as,respe
tivamente :
HS(XS, PS) =

P 2
S

2
+
σ2

0X
2
S

2
− 2Kb lnXS +

2ǫ2

X2
S

, (4.13a)
HA(XA, PA, s) =

P 2
A

2
+
σ2

0X
2
A

2
+

6 ǫ2X2
A

X4
S

(4.13b)De�nindo ω2(s) ≡ σ2
0 + 12ǫ2

X4

S
(s)
.podemos expressar o hamiltoniano (4.13b) 
omo :
HA(XA, PA, s) =

P 2
A

2
+
ω2(s)X2

A

2
(4.14)No hamiltoniano (4.13b),XS(s) é uma solução parti
ular obtida do hamiltoniano (4.13a).Entretando, observe que a dinâmi
a de XS(s) e PS(s) é totalmente independente da di-nâmi
a de XA(s) e PA(s) nessa aproximação.4.2.1 Dinâmi
a Simétri
aVamos, primeiramente, examinar as os
ilações simétri
as determinadas pelo hamilto-niano (4.13a). HS é um hamiltoniano aut�nomo de um grau de liberdade que é, portanto,
ompletamente integrável [97℄, produzindo trajetórias periódi
as regulares para XS(s).Essas trajetórias podem ser visualizadas pelas 
urvas de níveis deHS(XS, PS) da �gura (5):
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Figura 5: Grá�
o de HS.Analisando o grá�
o (5), observa-se que existe uma solução de equilíbrio 
orres-pondente à solução 
asada XS = XS0, PS = 0. Nas vizinhanças desse equilíbrio en-
ontramos trajetórias 
orrespondentes a soluções des
asadas onde XS os
ila entre umvalor máximo XSmax e um mínimo XSmin 
om uma dada periodi
idade. Para qua-li�
ar diferentes soluções de
asadas nós de�nimos o parâmetro amplitude de des
asa-mento 
omo ν ≡ XSmax/XS0 ≥ 1. Embora, não possamos es
rever uma expressãoanalíti
a geral para XS(s) algumas importantes 
ara
terísti
as do movimento são 
o-nhe
idas [78℄. Podemos determinar um número de onda kS(ν) que mede a periodi-
idade de 
ada órbita variando de um valor mínimo kSmin = kS(ν = 1) = 2π/λ =

[K2
b + 4σ2

0ǫ
2 − Kb(K

2
b + 4σ2

0ǫ
2)1/2]1/2/ǫ, para os
ilações lineares pequenas em torno dasolução 
asada a um valor máximo kSmax = kS(ν → ∞) = 2σ0 quando órbitas de altaamplitude de des
asamento são 
onsideradas [77℄; λ é o 
omprimento de onda. Esta úl-tima 
lasse de órbitas é de relevân
ia parti
ular aqui e pode aproximamente ser des
rita
omo as trajetórias de um os
ilador harm�ni
o bloqueado em XS ≈ 0 [98℄. Isto é assim



4.2 O Modelo 55porque quando XS é grande o termo fo
alizador no hamiltoniano (4.13a) (propor
ional a
σ2

0) domina sobre o termo da força eletromagnetoestáti
a e da emitân
ia (propor
ionais a
Kb e ǫ2, respe
tivamente) e XS move-se harmoni
amente; para XS pequeno os termos de
Kb e ǫ tornam-se dominantes, agindo 
omo forças 
entrífugas que re�etem rapidamenteem XS.4.2.2 Dinâmi
a Anti-simétri
aPara as os
ilações anti-simétri
as, o hamiltoniano HA des
reve um sistema tipo os-
ilador harm�ni
o 
om a freqüên
ia ω2(s) variando no tempo. Como por sua de�nição
ω2(s) é sempre positiva independente da solução parti
ular XS(s) tomada em 
onside-ração, a força agindo sobre XA é sempre restauradora. Conseqüentemente, espera-seque a dinâmi
a de XA(s) seja estável quando podemos en
ontrar uma freqüên
ia efe-tiva ω2

eff = ω2(s) > 0, onde a barra signi�
a média sobre s. Esse é exatamente o
aso para os
ilações de pequena amplitude em torno da solução 
asada (ν → 1) onde
ω2
eff ≈ σ2

0 + 12ǫ2/X4
S0. Entretanto, se 
onsiderarmos agora grandes amplitudes o 
enáriomuda signi�
ativamente. XS(s) assume trajetórias tipo os
ilador harm�ni
o bloqueadodis
utido previamente. Quando XS é grande e movendo-se harmoni
amente, sua dinâ-mi
a não afeta XA pois 12ǫ2/X4

S(s) ≪ σ2
0 e ω2 ≈ σ2

0. Por outro lado, quando XS estápróximo de 0 12ǫ2/X4
S(s) torna-se muito grande e uma interação abrupta entre as os
i-lações simétri
as e anti-simétri
as o
orre. Assim, em vez de os
iladores harm�ni
os 
omuma freqüên
ia e�
az ω2

eff = ω2(s) en
ontrada para amplitudes pequenas, a dinâmi
a de
XA é melhor des
rita por um os
ilador harm�ni
o livre que é afetado periodi
amente porum impulso rápido devido à dinâmi
a de XS.Podemos visualizar essas situações, 
onstruindo um grá�
o de (ω2

vs s).
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Figura 6: Grá�
os de (ω2
vs s). (a) Para os
ilações de pequena amplitude de XS emtorno da solução 
asada, ν ≪ 1. (b) Para os
ilações de grande amplitude de XS em tornoda solução 
asada, ν ≫ 1.Na �gura (6) grá�
o superior, ω2(s) possui uma forma senoidal os
ilando em torno deum valor 
onstante ω2

eff = ω2(s) ≈ 2.125. Na �gura (6) grá�
o inferior, ω2(s) perma
eigual a unidade sofrendo brus
as variações em tempos periódi
os bem de�nidos. Taisvariações são de grande amplitude num 
urto intervalo de tempo podendo ser modeladaspelas funções delta de Dira
.



4.2 O Modelo 574.2.3 MapeamentoApesar de nossa falta de 
onhe
imento da forma exata de XS(s), nós podemos estimar
omo sua dinâmi
a afeta XA para grandes amplitudes de des
asamento examinando ummodelo simples. Da análise dos grá�
os (6), podemos modelar os impulsos de XS nadinâmi
a deXA por funções delta de Dira
, isto é, nós supomos no modelo que a freqüên
iano hamiltoniano (4.14) é :
ω2(s) = σ2

0 + h
∞
∑

n=1

δ(s− nS), (4.15)onde S = 2π/kS(ν) é o período da órbita des
asada XS(s) e
h = 12ǫ2

∫ s+S

s

ds/X4
S (4.16)é a amplitude efetiva de 
ada impulso.Com ex
eção do intervalo de ação dos impulsos, o movimento anti-simétri
o é des
ritopor um os
ilador harm�ni
o 
om ω2(s) = σ2

0 sendo 
onveniente introduzir as variáveis
an�ni
as ângulo-ação (J, θ) expressas 
omo:
XA =

√

2J

σ0
cos θ, (4.17a)

PA = −
√

2σ0J sin θ (4.17b)tais que J é 
onstante e dθ/ds = σ0 [97℄. Em 
ada impulso, J e θ sofrem uma variaçãodes
ontínua que pode ser 
al
ulada da dinâmi
a gerada pelo hamiltoniano (4.14) usandoas relações (4.17). Um mapeamento simpléti
o [97℄ baseado em apli
ações su
essivas detransformações 
an�ni
as apropriadas pode assim ser 
onstruído dando origem às variáveisângulo-ação (Jn+1, θn+1) depois de (n + 1)th impulsos em função de seus valores (Jn, θn)depois que nth impulsos agirem sobre o sistema.Primeiramente, vamos estudar 
omo o os
ilador harm�ni
o evolui entre duas deltas
onse
utivas. Entre ambas podemos de�nir uma função geratriz :
G(J∗, θ) = (θ + σ0S)J∗ (4.18)que de�ne as seguintes transformadas :

θ∗ =
∂G

∂J∗ = θ + σ0S, J =
∂G

∂θ
= J∗ (4.19)Na perturbação 
ausada pela delta transformamos as 
oordenadas (J∗, θ∗) para (P ∗

A, X
∗
A)



4.2 O Modelo 58
om X∗
A =

√

2J
σ0

cos(θ+ σ0S) e P ∗
A = −

√
2σ0J sin(θ+ σ0S) e utilizamos a seguinte funçãogeratriz :

W (X∗
A, PA) =

(

PA − hX∗
A

2

)

X∗
A (4.20)Assim um impulso transforma o sistema da seguinte maneira :

XA =
∂W

∂PA
= X∗

A, P ∗
A =

∂W

∂X∗
A

= PA − hX∗
A = PA − hXA (4.21)que equivale dizer que o impulso é tão rápido que a �posição� não muda, apenas o momentosofre uma des
ontinuidade.Como a ação J equivale aHA = σ0J teremos Jantes =

[

P 2

A
+σ2

0
X2

A

2σ0

]antes antes do impulsoe Jdepois =
[

P ∗2

A +σ2

0
X∗2

A

2σ0

]depois depois, usando as relações (4.21) obtemos :
Jdepois = Jantes − h

XAPA
σ0

+
h2X2

A

2σ0

(4.22)Usando as equações (4.17) na relação (4.22) teremos :
Jdepois = Jantes +

2hJantes

σ0
cos(θ) sin(θ) +

h2Jantes

σ2
0

cos2(θ) (4.23)Agora 
onsiderando a translação entre as duas deltas 
onse
utivas usaremos as equa-ções (4.19) obtendo:
Jdepois = Jantes +

2hJantes

σ0
cos(θ + σ0S) sin(θ + σ0S) +

h2Jantes

σ2
0

cos2(θ + σ0S) (4.24)Generalizando para (n+1)th impulsos e observando que no intervalo entre a direita da nthdelta e a esquerda da (n+ 1)th delta não há impulsos agindo sobre o sistema e a energiase 
onserva podemos expressar o seguinte mapeamento :
Jn+1 = Jn +

2hJn
σ0

cos(θn + σ0S) sin(θn + σ0S) +
h2Jn
σ2

0

cos2(θn + σ0S) (4.25)Usando a relação trigonométri
a cosx sin x = 1/2 sin 2x e fatorando termos a equa-ção (4.25) é es
rita 
omo :
Jn+1 = Jn

{

1 +
h2 cos2(θn + σ0S) + hσ0 sin[2(θn + σ0S)]

σ2
0

}

, (4.26)A variável θ pode ser es
rita, levando em 
onsideração as equações (4.17), 
omo
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tan θ = − 1

σ0

PA

XA
. Depois da perturbação 
ausada pelo impulso teremos :

tan θdepois = − 1

σ0

P ∗
A

X∗
A

(4.27)Usando as relações (4.21) obtemos :
tan θdepois = − 1

σ0

PA
XA

+
h

σ0
(4.28)Das equações (4.17) resulta a seguinte relação entre θ posterior a delta, e θ anterior

tan θdepois = tan θantes +
h

σ0
(4.29)Considerando a translaçao entre as duas deltas 
onse
utivas e usando as equações (4.19)obtemos:

tan θdepois = tan(θantes + σ0S) +
h

σ0
(4.30)onde h é a amplitude efetiva do impulso 
omo já de�nida.Generalizando para (n+1)th impulsos e observando que no intervalo entre a direita da

nth delta e a esquerda da (n+1)th delta não há impulsos agindo sobre o sistema podemosexpressar o seguinte mapeamento :
θn+1 = tan−1

[

tan(θn + σ0S) +
h

σ0

]

. (4.31)A equação (4.26) mostra que dependendo do valor parti
ular da fase θn, a variação daação, Jn+1 − Jn, devido ao impulso pode ser positiva ou negativa. Ou seja, durante 
adainteração rápida de XA e XS, a amplitude da os
ilação anti-simétri
a pode aumentar oudiminuir dependendo da fase relativa de seus movimentos. Se a fase vaguear de 0 a 2πenquanto o feixe propaga, esperamos que nenhuma energia em ex
esso seja transferidapara o grau de liberdade anti-simétri
o, sendo as os
ilações des
asadas estáveis. Se o
or-rer uma interação 
oerente entre XA e XS 
om θn indo em direção a um valor �xo, um
res
imento instável de os
ilações anti-simétri
as pode o
orrer. Uma análise das equa-ções (4.26) e (4.31) 
onduz à 
on
lusão que existe pelo menos um ponto �xo de atraçãopara θn que 
orresponde a um aumento de Jn exatamente quando a amplitude e�
az hex
ede um limiar.Para en
ontrar esse ponto �xo de atração partimos da 
ondição de ponto �xo :
tan θn+1 = tan θn (4.32)Usando a propriedade trigonométri
a tan(x + y) = tan x+tan y

1−tanx tan y
no mapeamento (4.31)



4.2 O Modelo 60teremos a seguinte equação para a 
ondição de ponto �xo (4.32):
tan(σ0S) tan2 θn −

h

σ0
tan(σ0S) tan θn + tan(σ0S) +

h

σ0
= 0, (4.33)Sendo a solução igual a :

tan θn =
tan(σ0S)h/σ0 ±

√

tan2(σ0S)h2/σ2
0 − 4 tan2(σ0S) − 4 tan(σ0S)h/σ0

2 tan(σ0S)
, (4.34)Para analisar a 
ondição de estabilidade teremos que expressar (4.34) 
omo:

tan θn =
tan(σ0S)h/σ0 +

√

tan2(σ0S)h2/σ2
0 − 4 tan2(σ0S) − 4 tan(σ0S)h/σ0

2 tan(σ0S)
, (4.35)E analisar a 
ondição :

tan2(σ0S)h2/σ2
0 − 4 tan2(σ0S) − 4 tan(σ0S)h/σ0 > 0 (4.36)Da ineqüalidade (4.36) obtemos :
h > σ0

[

4 + 4 sec(σ0S)

2 tan(σ0S)

] (4.37)Usando a seguinte relação trigonométri
a tan x/2 = 1−cos x
sinx

e efetuando 
erta álgebrateremos a seguinte 
ondição de instabilidade :
h > −2σ0 tan(σ0S/2) (4.38)Portanto quando a amplitude e�
az h ex
eder o limiar :
h∗ = −2σ0 tan(σ0S/2) (4.39)as os
ilações simétri
as XS levam a os
ilações instáveis do tipo anti-simétri
oXA para umfeixe ini
ialmente quase-
ir
ular. Neste 
aso, o feixe 
omeça a desenvolver um formatoelípti
o 
om um 
onseqüente in
remento no tamanho ao longo de uma direção preferen
ialque será mostrado na próxima seção pela integração numéri
a das equações (4.11) e
omprovado através de simulações numéri
as auto-
onsistentes no 
apítulo 5.Na derivação de Eq. (4.39) foi usado o fato que o 
onjunto dos parâmetros está 
ontidono intervalo de π < σ0S <

√
2π, inferido dos valores limites kSmax e kSmin. Posterior-mente, a 
ondição da instabilidade h > h∗ será testada numeri
amente, mas é já possívelveri�
ar os dois 
asos limites dis
utidos brevemente. Em uma direção, quando os efeitosda emitân
ia são desprezíveis as equações do envelope são estáveis porque as os
ilaçõessimétri
as e anti-simétri
as são desa
opladas; o modelo 
on
orda 
om isso porque h → 0
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a da Equação do Envelope 61para ǫ → 0 da de�nição de h (4.16). Na outra direção quando os efeitos da força ele-tromagnetoestáti
a são insigni�
antes as equações do envelope são estáveis porque a(s) e
b(s) são desa
oplados; o modelo 
on
orda outra vez porque 
omo K → 0, todas as órbitasdes
asadas os
ilam ao redor XS0 
om período π/σ0 (isto pode ser veri�
ado dos valoresde kSmax e kSmin) e h∗ → ∞.4.3 Análise Numéri
a da Equação do EnvelopeNesta seção [99℄ investigaremos os resultados obtidos pela integração direta das equa-ções do envelope (4.11). A análise é simpli�
ada se nós normalizarmos as quantidades dea
ordo 
om

σ0s→ s, (σ0/ǫ)
1/2XS,A → XS,A. (4.40)Depois de uma 
erta álgebra �
amos 
om somente um parâmetro nas equações igual a :

η ≡ Kb

σ0ǫ
(4.41)Sendo as equações (4.11) expressas 
omo :

dXS

ds
= PS, (4.42a)

dPS
ds

= −XS +
2η

XS
+ 2

[

2X3
S + 6XSX

2
A

(X2
S −X2

A)
3

] (4.42b)
dXA

ds
= PA, (4.42
)

dPA
ds

= −XA − 2

[

2X3
A + 6XAX

2
S

(X2
S −X2

A)
3

] (4.42d)O parâmetro η mede a força relativa entre a força eletromagnetoestáti
a e os efeitosda emitân
ia. Quando η ≪ 1 o feixe en
ontra-se no domínio da emitân
ia mas quando
η ≫ 1, está no domínio da força eletrmagnetoestáti
a. Como dis
utido, sabemos que noslimites η → 0 e η → ∞ as equações são integráveis e estáveis.4.3.1 Seções de Poin
aréComeçamos nossa investigação analisando o espaço de fases (XS, PS;XA, PA). Comoeste é um sistema de dois graus de liberdade, é práxis 
onstruir uma seção de Poin
aré [97℄.Es
olhemos plotar (XA, PA) toda vez que XS é um máximo, isto é, PS = 0 
om dPS/ds <

0, 
ondição su�
iente para assegurar a uni
idade das trajetórias em nossas seções de
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aré. As 
ondições ini
iais para um úni
o plote têm que ser es
olhidas tais que todas
onduzem ao mesmo valor do hamiltoniano Ĥ da equação (4.9). Conseqüentemente, pri-meiro 
onsideramos a solução de simetria axial 
om amplitude des
asada ν e 
omputamoso valor 
orrespondente do hamiltoniano Ĥ(ν). Então, pro
uramos por outras órbitas 
omo mesmo Ĥ(ν). Como men
ionado, a solução 
asada 
orresponde ao mínimo de ener-gia do hamiltoniano, isto é, todas as órbitas des
asadas terão Ĥ(ν > 1) > Ĥ(ν = 1),e terão energia adi
ional que permitirá o a
oplamento entre as os
ilações simétri
as eanti-simétri
as.Nas �guras abaixo apresentamos as seções de Poin
aré obtidos para η = 1.5 e η = 3.0in
rementando os valores da amplitude de des
asamento ν. Em todos as seções a solução
om simetria axial 
orresponde ao ponto �xo na origem XA = 0 = PA. Cada seção dePoin
aré está a
ompanhada de dois grá�
os, um 
orrespondendo ao semi-eixos a, b emfunção de s e o outro para XS, XA em função de s.
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Figura 7: Seção de Poin
aré para η = 1.5 e ν = 1.2
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Figura 8: Modos os
ilatórios e o envelope em função do tempo para η = 1.5 e ν = 1.2.(a) XS, XA em função de s. (b) a, b em função de s.
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a da Equação do Envelope 64Na �gura (7) para η = 1.5 e ν = 1.2 o ponto de equilíbrio XA = 0 = PA perma-ne
e estável, 
onseqüentemente o envelope permane
e 
ir
ular, grá�
o (8b), sem tro
a deenergia entre os modos os
ilatórios simétri
os XS e anti-simétri
os XA 
omo ilustrado na�gura (8a).
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Figura 9: Seção de Poin
aré para η = 1.5 e ν = 2.0
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Figura 10: Modos os
ilatórios e o envelope em função do tempo para η = 1.5 e ν = 2.0.(a) XS, XA em função de s. (b) a, b em função de s.
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a da Equação do Envelope 66No grá�
o (9) ainda para η = 1.5, porém aumentando o des
asamento para ν = 2.0 oponto de equilíbrio XA = 0 = PA tornou-se instável. Apare
em duas ilhas de ressonân
ia
om seus respe
tivos pontos de equilíbrio estáveis, no topo e abaixo da seção. O envelopepermane
e quase-
ir
ular até s = 30 ilustrado no grá�
o (10b), mas o modo os
ilatóriosimétri
o XS 
omeça a tro
ar um mínimo de energia 
om o anti-simétri
o XA, mostradono grá�
o (10a).
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Figura 11: Seção de Poin
aré para η = 1.5 e ν = 2.4
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Figura 12: Modos os
ilatórios e o envelope em função do tempo para η = 1.5 e ν = 2.4.(a) XS, XA em função de s. (b) a, b em função de s.
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a da Equação do Envelope 68Na seção de Poin
aré (11) ainda para η = 1.5, porém aumentando mais o des
a-samento para ν = 2.4 observamos que o ponto de equilíbrio XA = 0 = PA permane
einstável mas sofre uma bifur
ação tipo dupli
ação do período apresentando uma região
aóti
a muito próxima a ele não per
eptível na seção. Surgem dois novos pontos de equi-líbrio estáveis, a direita e esquerda de XA = 0 = PA. As ilhas de ressonân
ia no topoe abaixo da seção, em 
omparação 
om a seção (9), 
ontinuam visíveis. O envelope 
o-meça a �
ar elípti
o a partir s = 23, ver grá�
o (12b), 
onsequüên
ia de uma interaçãoentre os modos simétri
os XS e anti-simétri
os XA observados no grá�
o (12a). Parades
asamento ν ainda maiores sempre en
ontramos instabilidade.
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Figura 13: Seção de Poin
aré para η = 3.0 e ν = 1.2
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Figura 14: Modos os
ilatórios e o envelope em função do tempo para η = 3.0 e ν = 1.2.(a) XS, XA em função de s. (b) a, b em função de s.
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a da Equação do Envelope 70Agora aumentando η para η = 3.0 e 
onsiderando novamente o des
asamento iguala ν = 1.2 temos o ponto de equilíbrioXA = 0 = PA estável 
omo ilustrado no grá�
o (13).O envelope permane
e redondo, grá�
o (14b), sem interação entre os modos os
ilatórios,grá�
o (14a).

-3 -2 -1 0 1 2 3
X

A

-4

-2

0

2

4

P
A

Figura 15: Seção de Poin
aré para η = 3.0 e ν = 2.0
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Figura 16: Modos os
ilatórios e o envelope em função do tempo para η = 3.0 e ν = 2.0.(a) XS, XA em função de s. (b) a, b em função de s.



4.3 Análise Numéri
a da Equação do Envelope 72Observando a seção de Poin
aré (15) ainda para η = 3.0 porém aumentando o des-
asamento para ν = 2.0 notamos que o ponto de equilíbrio XA = 0 = PA é estável em
omparação 
om a seção (9). As ilhas de ressonân
ias, no topo e abaixo de seção, 
omseus respe
tivos pontos de equilíbrio estáveis permane
em. O envelope é quase-
ir
ular
omo ilustrado no grá�
o (16b), 
onseqüentemente sem tro
as de energia entre os modosos
ilatórios simétri
o XS e anti-simétri
os XA mostrado no grá�
o (16a).
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aré para η = 3.0 e ν = 2.4
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Figura 18: Modos os
ilatórios e o envelope em função do tempo para η = 3.0 e ν = 2.4.(a) XS, XA em função de s. (b) a, b em função de s.Na seção de Poin
aré (17) permane
endo 
om η = 3.0, mas aumentando o des
a-
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a da Equação do Envelope 74samento para ν = 2.4 observamos que o ponto de equilíbrio XA = 0 = PA sofreu umabifur
ação tipo dupli
ação do período tornando-se instável. Surgem dois novos pontosde equilíbrio estáveis, a direita e esquerda de XA = 0 = PA. As ilhas de ressonân
iano topo e abaixo da seção 
ontinuam presentes 
omo na seção (15). A seção apresentanão-linearidades tipo ilhas de ressonân
ia e 
aos próximo ao ponto de equilíbrio não per-
eptíveis na seção. Da instabilidade do ponto de equilíbrio observamos que o envelopetorna-se elípti
o, a partir da distân
ia de propagação s = 16.0 ilustrado no grá�
o (18b).Há uma forte interação entre os modos os
ilatórios simétri
o XS e anti-simétri
o XA. Asos
ilações anti-simétri
as apresentam inversão na amplitude de os
ilação visualizado nográ�
o (18a) devido ao 
aos do sistema. Novamente para des
asamentos ν maiores sempreen
ontramos instabilidade.Depois dessa análise adquirimos intuição físi
a su�
iente para o nosso proximo passo,
onstruir o espaço de parâmetros que irá determinar em qual regime de parâmetros ainstabilidade das os
ilações anti-simétri
as torna-se relevante.4.3.2 O Espaço de ParâmetrosEm 
on
ordân
ia 
om o modelo dis
utido na seção 4.2, a análise das seções de Poin
arémostra que as os
ilações anti-simétri
as tornam-se instáveis a
ima de uma dada amplitudede des
asamento das os
ilações simétri
as e essa instabilidade gera o fen�meno do feixe
omeçar a desenvolver um formato elípti
o 
om um 
onseqüente in
remento no tamanhoao longo de uma direção preferen
ial. O último teste de tal fen�meno será através de si-mulações numéri
as auto-
onsistentes, assunto do próximo 
apítulo. Agora 
onstruiremoso espaço de parâmetros ν vs η que nos forne
erá toda a informação ne
essária sobre emque regime de parâmetros as os
ilações anti-simétri
as tornam-se instáveis.Analisando as seções de Poin
aré nota-se que há uma amplitude de des
asamento νtha
ima da qual a instabilidade men
ionada o
orre. Para determinar 
om mais exatidão νthe 
omo varia 
om η, adotamos o seguinte pro
edimento. Para um dado η, nós integra-mos numeri
amente sobre um longo período de propagação sf , as equações do envelopea
opladas para 
ondições ini
iais XS(0) = νXS0 e J(0) = [X2
A(0) + P 2

A(0)]/2 = J0 ≪ 1.Se durante a integração J(s) = [X2
A(s) + P 2

A(s)]/2 ex
ede J0 por um fator grande λ, istoé, J(s) > λJ0, nós 
onsideramos a solução ser instável; se não, a solução é 
onsideradaestável. Assim determinamos o valor mínimo de νth(η) a
ima do qual a solução é instá-vel. Baseado no mapeamento (4.26) e (4.31) e no limiar (4.39) do modelo aproximadotomamos sf = 100, J0 = 10−3, e λ = 100. Os resultados são mostrados na �gura (19) :
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Figura 19: ν vs η pela integração direta das equações do envelope e pelo modelo pordeltas.Vemos que νth 
res
e nos limites η → 0 e η → ∞, 
omo esperado, apresentando ummínimo νth ≈ 1, 96 perto de η = 1. Para η < 1, o
orre um rápido 
res
imento de νthsendo que quando a instabilidade das os
ilações anti-simétri
as estiver presente espera-se, ter fra
o efeito sobre o feixe. Por outro lado, νth aumenta muito mais devagar para
η > 1. De fato, 
res
e mais ou menos 30% de seu valor mínimo quando nos movemos parafeixes muito intensos 
om η = 20.0. Conseqüentemente, os dispositivos que operam 
omfeixes no regime de Kb submetidos a os
ilações des
asadas de amplitude �nita são maissus
etíveis de apresentarem essa instabilidade.A �m de veri�
ar a validade do me
anismo des
rito na seção 4.2 para o surgimento dainstabilidade tipo anti-simétri
a nós determinamos νth(η) a partir do modelo desenvolvidolá. Para tanto apli
amos um pro
edimento numéri
o similar ao empregado anteriormente,mas ao invés de integrar as equações a
opladas do envelope do hamiltoniano (4.5) sobre umperíodo longo da propagação, agora integramos simplesmente a dinâmi
a simétri
a ditadapelo hamiltoniano (4.13a) sobre um período S e 
omputamos numeri
amente a amplitude
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a da Equação do Envelope 76efetiva h. νth é determinado então pela 
ondição h = h∗. Os resultados são representadospela 
urva tra
ejada no �gura (19), mostrando um bom a
ordo 
om a análise da equaçãoa
oplada do envelope. Como visto na �gura, o modelo é parti
ularmente exato para ηgrande, predizendo também o 
res
imento rápido de νth para η < 1. No valor mínimo de
νth próximo a η = 1 é que o modelo 
on
orda mais fra
amente. Isso é justi�
ado pelofato de que sendo menor a amplitude des
asada, mais distante a órbita é da solução tipoos
ilador bloqueado, e pior é a representação de 1/X4

S(s) pelo impulso tipo função delta.Com a 
onstrução do espaço de parâmetros temos, en�m, 
ondições para realizaro último teste para nossa solução do problema proposto por essa dissertação. Agoraanalisando o espaço de parâmetros iremos es
olher dois valores de ν e η um, para o
aso sem a presença da instabilidae tipo anti-simétri
a e 
onseqüentemente sem o feixedesenvolver um formato elípti
o ; e o outro valor para o 
aso da instabilidade estar presentee o feixe desenvolver um formato elípti
o 
om um 
onseqüente in
remento no tamanhoao longo de uma direção preferen
ial, en�m realizaremos as simulações numéri
as auto-
onsistentes.
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5 Simulações Numéri
asAuto-Consistentes

O ponto ini
ial das simulações numéri
as é um modelo matemáti
o para o fen�meno fí-si
o de interesse. As equações do modelo são transformadas em formas algébri
as dis
retasa
essíveis às soluções numéri
as. As equações algébri
as des
revem o modelo simulado quequando expresso numa seqüên
ia de instruções 
omputa
ionais estabele
e um programade simulação. A simulação permite investigar a evolução do sistema físi
o em questão.Neste 
apítulo as simulações numéri
as auto-
onsistentes são usadas para investigar a pro-pagação de feixes intensos de partí
ulas 
arregadas submetidos a 
ampos fo
alizadores.Analisa-se a evolução de quantidades rms do feixe, bem 
omo a distribuição de partí
ulasno espaço de fases.5.1 Des
rição das Simulações Numéri
asAuto-ConsistentesConsideramos um feixe �no, 
ontínuo, intenso de partí
ulas 
arregadas propagando-se 
om velo
idade axial média βbcêz por um 
anal fo
alizador linear, 
om simetria axialsubmetido, por exemplo, a um 
ampo solenoidal magnéti
o periódi
o
Bsol(x) = Bz(s)êz −

1

2
B

′

z(s)(xêx + yêy)onde s = z = βbct é a 
oordenada axial, Bz(s + S) = Bz(s) é a 
omponente axialdo 
ampo magnéti
o apli
ado, S é a distân
ia de apli
ação do 
ampo fo
alizador, e (′)denota derivada em relação a s.Num modelo bidimensional auto-
onsistente a densidade do feixe é dada por
n(x, y, s) =

N

Np

Np
∑

i=1

δ[x− xi(s)] δ[y − yi(s)], (5.1)
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∫

dxdy n(x, y, s) = const. e Np é o número de mi
ropartí
ulas e ma
ropartí
ulaspor 
omprimento axial do feixe, respe
tivamente, (xi, yi) é a posição transversal da i-ésima ma
ropartí
ula e δ(x) é a função delta de Dira
. Como analisado no 
apítulo 3,na aproximação paraxial, os auto
ampos elétri
os e magnéti
os asso
iados 
om o spa
e
harge e a 
orrente do feixe são expressos 
omo :
Es(x, y, s) = −

[

êx
∂

∂x
+ êy

∂

∂y

]

φs(x, y, s),

Bs(x, y, s) =

[

êx
∂

∂y
− êy

∂

∂x

]

Asz(x, y, s).onde o poten
ial es
alar para os auto
ampos elétri
os obede
e a equação de Poisson :
[

∂2

∂x2
+

∂2

∂y2

]

φs(x, y, s) = −4πebnb(x, y, s)e o poten
ial vetorial para o auto
ampo magnéti
o é de�nido por :
As(x, y, s) = βbφ

s(x, y, s)êzAssim as Np ma
ropartí
ulas do feixe interagem através da 
ombinação dos auto
ampose 
ampo fo
alizador, Bsol + Bs e Es. Podemos expressar as equações transversais domovimento para as i-ésima ma
ropartí
ula do feixe no referen
ial de Larmor 
omo :
d2x̃i
ds2

+ κz(s)x̃i = − eb
γ3
bβ

2
bmc

2

∂

∂x̃i
φs(x̃i, ỹi, s) (5.2a)

d2ỹi
ds2

+ κz(s)ỹi = − eb
γ3
bβ

2
bmc

2

∂

∂ỹi
φs(x̃i, ỹi, s) (5.2b)onde i = 1, 2, . . . , Np, γb é o fator de massa relativísti
o, m e eb são a massa de repousoe a 
arga da partí
ula respe
tivamente, κz(s) = [ebBz(s)/2γbβbmc

2]
2 é uma medida daforça do 
ampo fo
alizador e

φs(x̃i, ỹi, s) =
ebN

4πNp

Np
∑

j=1(j 6=i)

ln[(x̃i − x̃j)
2 + (ỹi − ỹj)

2] (5.3)é o poten
ial es
alar experimentado pelas i-ésima ma
ropartí
ula e obtido pela equaçãode Poisson 
om a densidade (5.1) via o método das funções de Green bidimensionais [100℄.Considerando um 
ilindro 
ondutor de 
omprimento in�nito as funções de Green de�nemo poten
ial eletrostáti
o dentro da região de interação devido as 
argas pontuais e 
argasde superfí
ie induzidas. As funções de Green tridimensionais satisfazem as equações de
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e 
om fontes de 
argas pontuais periódi
as [101℄:
∇2G3D = −4π

r
δ(r − r

′

) δ(θ − θ
′

) δ(z − z
′

) (5.4)onde
δL (z − z

′

) =
n=∞
∑

n=−∞
δ(z − z

′ − nL) (5.5)
L é o espaçamento entre as fontes pontuais e z′ denota a lo
alização das 
argas pontuais.As 
ondições de 
ontorno de Diri
hlet e, periódi
as para as simetrias transla
ionais erota
ionais requerem que:

G3D(r, θ, z + L; x
′

) = G3D(r, θ, z; x
′

), (5.6a)
G3D(r, θ + 2π, z; x

′

) = G3D(r, θ, z; x
′

), (5.6b)
G3D(rw, θ, z; x

′

) = 0 (5.6
)onde rw é o raio do 
ilindro. A solução da equação (5.4) pode ser 
onstruída expandindoem termos das auto-funções da equação de Lapla
e em 
oordenadas 
ilíndri
as, obtendoa seguinte solução :
G3D(x; x

′

) =
2

L

∞
∑

n=−∞

∞
∑

l=−∞
ein(ε−ε′)ei(θ−θ′ ) Il(nδ<)

Il(nα)
[Il(nα)Kl(nδ>) − Il(nδ>)Kl(nα)] (5.7)onde

δ =
2πr

L
, δ

′

=
2πr

′

L
, ε =

2πz

L
, ε

′

=
2πz

′

L
, α =

2πrw
L

(5.8)
Il e Kl são as funções de Bessel modi�
adas e os símbolos > (<) denotam maior(menor)de δ e δ′. Separando os n = 0 termos dos n > 0 G3D se transforma em :
G3D(x; x

′

) =
1

L
G2D +

4

L

∞
∑

n=1

cos[n(ε− ε
′

)]
I0(nδ<)

I0(nα)
[I0(nα)K0(nδ>) − I0(nδ>)K0(nα)]

+
8

L

∞
∑

n=1

∞
∑

l=1

cos[n(ε− ε
′

)] cos[l(θ − θ
′

)]
Il(nδ<)

Il(nα)
[Il(nα)Kl(nδ>)

− Il(nδ>)Kl(nα)] (5.9)onde G2D é a função de Green bidimensional de�nida por :
G2D = ln

[

α2 + (δ>δ</α)2 − 2δ>δ< cos(θ − θ
′

)

δ2
> + δ2

< − 2δ>δ< cos(θ − θ′)

] (5.10)Quando nós tomamos o limite L→ 0 em (5.9) re
uperamos a função de Green (5.10)
G2D = lim

L→0
LG3D (5.11)
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o Adotado 80pois o segundo e ter
eiro termos da equação (5.9) anulam-se para L → 0. Pakter e
olaboradores [100℄ en
ontraram um exato a
ordo numéri
o entre os resultados 
onhe
idose os 
omputados de G3D quando in
luidos os primeiros 15000 termos da somatória.As simulações numéri
as auto-
onsistentes para um feixe de partí
ulas 
arregadas des-
ritas pelas equações (5.2-5.3) envolvem 2Np equações diferen
iais ordinárias de segundaordem que podem ser integradas numeri
amente.5.2 Pro
edimento Numéri
o AdotadoPara investigar melhor o iní
io da instabilidade tipo os
ilações anti-simétri
as paraum feixe des
asado submetido a um 
ampo fo
alizador uniforme, exe
utaremos simulaçõesnuméri
as auto-
onsistentes 
om ma
ropartí
ulas de tamanho �nito. Nas simulaçõesNp =

25000ma
ropartí
ulas estão submetidas a interações 
oulombianas via poten
iais estáti
osgerados pelo método das funções de Green [78℄. As partí
ulas são lançadas de a
ordo 
oma distribuição de Kap
hinskij-Vladimirskij [30℄ 
om um raio des
asado 
orrespondendo a
XS(0) ≈ νXS0 e transportadas ao longo do 
ampo fo
alizador. Enquanto o feixe propaga,nós 
omputamos os envelopes do feixe KV obtidos auto-
onsistentemente por :

a = 2
〈

x2
〉1/2

, b = 2
〈

y2
〉1/2

, (5.12)e as emitân
ias transversais
ǫζ ≡

√

〈ζ2〉 〈ζ ′2〉 − 〈ζζ ′〉2, ζ ≡ x, y (5.13)onde
〈Q〉 ≡ 1

Np

∞
∑

j=1

Qj (5.14)representa média sobre todas as ma
ropartí
ulas. Também 
omputamos de instante eminstante a distribuição do feixe no plano x− y e no espaço de fases.Na simulação numéri
a auto-
onsistente integramos numeri
amente 2Np equações di-feren
ias ordinárias de segunda ordem de partí
ula (5.2) 
onsiderando um 
ampo fo
ali-zador magnéti
o 
onstante e normalizado, ou seja, κz(s) = σ2
0 = 1, e o poten
ial elétri
o
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o Adotado 81normalizado ψ(x, y, s) ≡ ebφ
s(x,y,s)

γ3

b
mbβ

2

b
c2

obtendo as seguintes equações :
d2x̃i
ds2

+ x̃i = − ∂

∂x̃i
ψs(x̃i, ỹi, s)

d2ỹi
ds2

+ ỹi = − ∂

∂ỹi
ψs(x̃i, ỹi, s)Usando a de�nição da perveân
ia Kb =

2e2
b
Nb

γ3

b
β2

b
mbc2

e o poten
ial elétri
o (5.3) normalizadoobtemos :
∂

∂x̃i
ψs(x̃i, ỹi, s) =

Kb

πNp

(x̃i − x̃j)

[(x̃i − x̃j)2 + (ỹi − ỹj)2]
(5.16a)

∂

∂ỹi
ψs(x̃i, ỹi, s) =

Kb

πNp

(ỹi − ỹj)

[(x̃i − x̃j)2 + (ỹi − ỹj)2]
(5.16b)Note que a expressão a
ima é exatamente as forças 
oulombianas agindo sobre as partí-
ulas do feixe. Assim integraremos as seguintes equações :

d2x̃i
ds2

+ x̃i = − Kb

πNp

(x̃i − x̃j)

[(x̃i − x̃j)2 + (ỹi − ỹj)2]
(5.17a)

d2ỹi
ds2

+ ỹi = − Kb

πNp

(ỹi − ỹj)

[(x̃i − x̃j)2 + (ỹi − ỹj)2]
(5.17b)Fisi
amente as partí
ulas do feixe são pontuais sem dimensão espa
ial, mas 
omputa-
ionalmente estabele
emos um tamanho �nito para elas, pois analisando a equação (5.17)notamos que quando x̃i − x̃j = 0 e ỹi − ỹj = 0 a equação apresenta uma indeterminação.Para 
ontornar esse obstá
ulo no 
ál
ulo numéri
o das forças eletrostáti
as, estabele
emosum tamanho pequeno para as partí
ulas e quando estão muito próximas 
omputamos umvalor diferente para a força eletrostáti
a 
omo mostrado no grá�
o (20) :
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Figura 20: Grá�
o da força eletrostáti
a para partí
ulas de tamanho �nito r = rp.No gra�
o (20) F (r) = F1(r) = 3r−r2/rp
4r2p

para r < 2rp, onde rp é o raio da partí
uladis
reta neste 
aso igual a unidade; a força possui esse formato exatamente quando aspartí
ulas estão muito próximas r < 2rp e sobrepostas. Para r > 2rp F (r) = F2(r) = 1/rque é a força eletrostáti
a 
ara
terísti
a de partí
ulas puntuais. No ponto de transição r =

2rp as funções satifazem a 
ondição de 
ontinuidade F1(rp) = F2(rp) e dF1(r)
dr

∣

∣

∣

∣

r=rp

=

dF2(r)
dr

∣

∣

∣

∣

r=rp

.5.3 Resultados das Simulações Numéri
asAuto-
onsistentesNo iní
io da propagação, 
onsideramos o feixe prati
amente sem os
ilações anti-simétri
as, isto é XA ≈ 0, 
onseqüentemente da equação (4.8d) ele terá uma pequenadiferença entre seus tamanhos ao longo do eixo-x e y; espe
i�
amente, a ≈ 1.01b.Analisaremos primeiramente o 
aso instável 
om η = 3.0 e ν = 2.4, que são os mesmosparâmetros da �gura (17). Os símbolos na �gura abaixo representam os resultados paraos envelopes a (
ír
ulos) e b (triângulos) obtidos da simulação auto-
onsistente.
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Figura 21: Envelope do feixe para η = 3.0 e ν = 2.4 obtidos da integração numéri
a dasequações do envelope e pela simulação auto-
onsistente.Observa-se, 
laramente que a instabilidade tipo quadrupólo está se formando pois arelação a/b 
res
e rapidamente de 1.01 ini
ial a 1.5 após 6 os
ilações des
asadas do feixe.A �gura (21) mostra, também, a e b (
urvas 
ontínuas e tra
ejadas, repe
tivamente), ob-tidas pela integração direta das equações do envelope que estão num ótimo a
ordo 
omos resultados das simulações auto-
onsistentes até s = 22. Posteriormente a integra-ção numéri
a diverge um pou
o da simulação auto-
onsistente devido ao 
res
imento daemitân
ia 
ausado pelos efeitos de partí
ula dis
reta.O 
res
imento da instabilidade tipo anti-simétri
a é também observada nos grá�
osda distribuição de partí
ulas mostrado nas �guras (22) para s = 0.0, s = 3.7, s = 7.4, s =

11.1, s = 14.8, s = 18.4, e s = 22.2 
orrespondendo aos pontos próximos aos máximos de
a. Alguma formação de anel devido ao número �nito de partí
ulas na simulação, assuntoda nossa próxima seção, é observada na �gura.
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Figura 22: Distribuição de partí
ulas no plano ỹ-x̃. (a) s = 0. (b) s = 3.7. (
) s = 7.4.(d) s = 11.1. (e) s = 14.8. (f) s = 18.4. (g) s = 22.2.
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onsistentes 85Dos resultados da simulação auto-
onsistente podemos 
on
luir que 
onsiderandoum feixe des
asado do seu raio de equilíbrio as os
ilações simétri
as levam a os
ilaçõesinstáveis do tipo anti-simétri
o para um feixe ini
ialmente quase-
ir
ular. Neste 
aso, ofeixe 
omeça a desenvolver um formato elípti
o.Como relatado na Introdução um feixe des
asado do seu raio de equilíbrio geralmenteapresenta 
res
imento da emitân
ia [56, 57, 61, 62℄ 
om uma 
onseqüente deformação doespaço de fases da distribuição de partí
ulas levando a formação de anel [43,64,65,72,74℄.Analisamos, primeiramente o grá�
o (23) :
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Figura 23: Grá�
o da emitân
ia ǫx̃ e ǫỹ em funçao de s.Como visto no grá�
o (23) há um 
res
imento da emitân
ia apartir de s = 13.0 quedeve estar asso
iado 
om o número �nito de partí
ulas e a efeitos de ruído numéri
odis
utidos na próxima seção. Para analisar melhor os fatos observamos o espaço de fasesda distribuição de partí
ulas mostrados nas �guras (24) para s = 0.0, s = 3.7, s = 7.4, s =

11.1, s = 14.8, s = 18.4, e s = 22.2.
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Figura 24: Espaço de fases (x̃, px̃). (a) s = 0. (b) s = 3.7. (
) s = 7.4. (d) s = 11.1. (e)
s = 14.8. (f) s = 18.4. (g) s = 22.2.
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Observa-se uma deformação do espaço de fases em forma de "S"que pode estar re-la
ionada 
om a formação de anel no feixe [43, 64, 65, 72, 74℄ ou a efeitos de partí
uladis
reta.Para adquirirmos uma melhor visão dos resultados, simulamos o 
aso estável 
om

η = 3.0 e ν = 2.0, 
orrespondendo aos parâmetros da �gura (15). Os envelopes obtidos dasimulação auto-
onsistente (símbolos) e das equações do envelope (
urvas) são mostradosna �gura (25) :
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Figura 25: Envelope do feixe para η = 3.0 e ν = 2.0 obtidos da integração numéri
a dasequações do envelope e pela simulação auto-
onsistente.Há um bom a
ordo entre a simulação auto-
onsistente e as equações do envelope eobserva-se que a instabilidade tipo quadrupólo não está presente 
omo esperado. De fato,os resultados da simulação mostram uma pequena diminuição na diferença ini
ial entre ae b durante a propagações do feixe não per
eptíveis na �gura. Os grá�
os da distribuiçãode partí
ulas para s = 0.0, s = 3.9, s = 7.8, s = 11.7 s = 15.6, s = 19.5, e s =

23.4, 
orrespondendo aos pontos próximos aos máximos de a, mostrados nas �guras (26)
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on�rmam a inexistên
ia da instabilidade.
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Figura 26: Distribuição de partí
ulas no plano ỹ-x̃. (a) s = 0. (b) s = 3.9. (
) s = 7.8.(d) s = 11.7. (e) s = 15.6. (f) s = 19.5. (g) s = 23.4.
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Analisamos a emitân
ia apartir do grá�
o (27) :
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Figura 27: Grá�
o da emitân
ia ǫx̃ e ǫỹ em funçao de s.Observamos um 
res
imento a partir de s = 17.0 que deve estar asso
iado ao número�nito de partí
ulas e a erros numéri
os. Para tirarmos uma 
on
lusão analisaremos umaseção (x̃, px̃) do espaço de fases para s = 0.0, s = 3.9, s = 7.8, s = 11.7 s = 15.6, s =

19.5, e s = 23.4 mostrado nas �guras (28).
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Figura 28: Espaço de fases (x̃, px̃). (a) s = 0. (b) s = 3.9. (
) s = 7.8. (d) s = 11.7. (e)
s = 15.6. (f) s = 19.5. (g) s = 23.4.
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Que mostram uma pequena deformação do espaço de fases e 
onseqüentemente um
res
imento da emitân
ia que devem estar rela
ionados a erros numéri
os.Da análise dos resultados das simulações numéri
as auto-
onsistentes 
onsiderando umfeixe des
asado do seu raio de equilíbrio, mostra-se que as os
ilações simétri
as levam aos
ilações instáveis do tipo anti-simétri
o para um feixe ini
ialmente quase-
ir
ular. Assimo feixe 
omeça a desenvolver um formato elípti
o dentro de 
erto regime de parâmetros.5.3.1 Problemas 
om a Emitân
iaMuito dos fen�menos de 
res
imento da emitân
ia e formação de anel nas simulaçõesnuméri
as auto-
onsistentes estão asso
iado a ruído numéri
o e efeitos de partí
ula dis-
reta [67�69℄. Nos feixes KV a emitân
ia é 
onstante pois os auto
ampos são lineares e
aso haja 
res
imento deve estar asso
iado a erros numéri
os. Como visto nos resulta-dos da simulação auto-
onsistentes nota-se a presença de 
res
imento da emitân
ia nosgrá�
os (23 e 27) e formação de anel (�guras: 22 e 26). Os argumentos a favor dessa expli-
ação se baseiam em dois trabalhos que relatam deformação do espaço de fases por ruídonuméri
o [102℄ e 
res
imento da emitân
ia 
ausado por efeitos de partí
ula dis
reta [103℄.No 
aso da deformação do espaço de fases por ruído numéri
o, Batygin [102℄ 
onstróium modelo analíti
o para estabele
er uma medida quantitativa dos erros rand�mi
os no
ál
ulo das forças eletrostáti
as entre as partí
ulas do feixe. En
ontra uma expressão querela
iona expli
itamente o 
res
imento da emitân
ia e, 
onseqüentemente, deformaçãodo espaço de fases 
om o passo de integração e erros numéri
os no 
ál
ulo do poten
ialeletrostáti
o. Batygin 
on
lui que o 
res
imento da emitân
ia presente nas simulaçõesnuméri
as não viola o teorema de Liouville pois há somente um aumento da área efetivado espaço de fases o
upado pelo feixe. Sendo o integrador numéri
o simpléti
o a área doespaço de fases mi
ros
ópi
a do feixe se 
onserva (
onsultar referên
ia [97℄ pág.172). Aemitân
ia efetiva do feixe pode aumentar mas a emitân
ia mi
ros
ópi
a se 
onserva ( verpor exemplo, referên
ia [20℄, Fig. 4.8 pág.198).Já no 
aso do 
res
imento da emitân
ia induzido por efeitos de partí
ulas dis
reta,Pakter e Chen [103℄ derivam uma lei de es
ala que governa os pro
essos de 
res
imentoda emitân
ia nas simulações auto-
onsistentes de feixes KV . Em termos práti
os o 
res-
imento da emitân
ia estaria asso
iado ao número total de ma
ropartí
ulas da simulaçãonuméri
a, mais pre
isamente ǫ(s) aumentaria propor
ionalmente a 1/Np. Dessa propor-
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ionalidade 
on
luímos que para um número in�nito de ma
ropartí
ulas a emitân
ia não
res
eria, exatamente o resultado esperado para feixes KV . Como não dispomos de umnúmero in�nito de ma
ropartí
ulas em nossa simulação auto-
onsistente iremos gra�
ar
ǫ para mostrar seu 
res
imento em função da distân
ia de propagação s dependente de
Np. Utilizamos em nossas simulações Np = 500, 2000, 8000, 16000, para η = 3.0 e ν = 2.4ilustrados nas �guras (29).
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Figura 29: ǫ nos eixos x̃ e ỹ em função de s.(a) Np = 500. (b) Np = 2000. (
) Np = 8000(d) Np = 16000Observe que realmente a emitân
ia 
omeça a 
res
er para s maiores sendo o 
res
i-mento total visivelmente menor 
om o aumento do número de ma
ropartí
ulas. Nossassimulações se restringem a um número baixo de partí
ulas devido ao tempo de 
omputaçãoe limites físi
os 
omputa
ionais.
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6 Con
lusões

A 
iên
ia dos feixes é muito importante porque envolve dois 
on
eitos 
ientí�
os fun-damentais, a saber energia e informação. A energia, 
on
eito pilar da físi
a, é gerada pelaa
eleração das partí
ulas, sendo estudada através da físi
a dos a
eleradores 
ujo sin�nimoé a físi
a de feixes. A informação, multipli
idade da era moderna, produzida utilizando-seenergia do feixe de uma forma organizada, transportada a taxas elevadas nos dias atuaisé o aspe
to práti
o mais relevante da 
iên
ia da informação.Nessa dissertação, introduzimos um tratamento teóri
o padrão dos fen�menos físi
ospresentes na dinâmi
a não-linear e nos pro
essos 
oletivos, envolvidos no transporte deum feixe intenso de parti
ulas 
arregadas. A ênfase foi em pro
essos 
ujas propriedades deequilíbrio, estabilidade e transporte são sempre analisadas para tempos de es
ala 
urtosem 
omparação 
om o tempo das 
olisões binárias. Com o desenvolvimento da formulaçãohamiltoniana alternativa a des
rição do movimento de partí
ula úni
a, sujeita a 
ampofo
alizador solenoidal magnéti
o e auto-
ampos, elétri
os e magnéti
os, foi analisada.Expressamos o hamiltoniano e as equações de movimento no referen
ial do laboratório e noreferen
ial de Larmor. Posteriormente, 
onstruímos a função distribuição de Kap
hinskij-Vladimirskij(KV) para um feixe de partí
ulas 
arregadas intenso propagando-se atravésde um 
ampo magnéti
o solenoidal uniforme, e por �m, obtivemos a equação diferen
ialque governa a evolução do envelope do feixe.Com a dedução das equações do envelope (3.74) e (3.77) analisamos a estabilidadenão-linear tomando em 
onsideração efeitos sem simetria axial. Investigamos o a
opla-mento não-linear entre o modo simétri
o e o modo anti-simétri
o baseado nas equaçõesdo envelope depois de exe
utada uma transformação 
an�ni
a apropriada. Considerandoum feixe des
asado do seu raio de equilíbrio, mostramos que as os
ilações do modo si-métri
o de amplitude �nita levam a os
ilações instáveis do modo anti-simétri
o para umfeixe ini
ialmente quase-
ir
ular, dentro de um regime de parâmetros espe
í�
o. Neste
aso, o feixe desenvolve um formato elípti
o 
om um 
onseqüente in
remento no tamanhoao longo de uma direção preferen
ial. Um modelo simples foi elaborado 
lari�
ando o
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anismo bási
o que gera tal instabilidade e foi testado numeri
amente em 
omparação
om os resultados obtidos da integração numéri
a direta das equações do envelope [99℄.Para investigar melhor o iní
io da instabilidade tipo anti-simétri
a exe
utamos simula-ções numéri
as auto-
onsistentes 
om ma
ropartí
ulas de tamanho �nito. Dos resultadosda simulação auto-
onsistente 
on
luímos que 
onsiderando um feixe des
asado do seuraio de equilíbrio as os
ilações simétri
as, realmente, levam a os
ilações instáveis do tipoanti-simétri
o para um feixe ini
ialmente quase-redondo. Assim, o feixe 
omeça a de-senvolver um formato elípti
o. Tal a
oplamento dos modos simétri
os e anti-simétri
oso
orre em dispositivos tipo Klystrons [72, 73℄ quando a 
orrente do feixe é perturbada.Tal perturbação gera forças não-lineares devido a perveân
ia Kb = I
γ3

b
β2

b

onde I é a 
or-rente do feixe, que 
onduzem a possíveis ressonân
ias a
opladas entre o modo simétri
o eanti-simétri
o [48, 49℄.Ao longo dessa dissertação, um programa de pesquisa emerge para ser estudado numfuturo próximo. O primeiro passo será 
ara
terizar a dinâmi
a de um feixe de partí
ulas
arregadas analisando a evolução da própria função distribuição do feixe, estabele
endoas simetrias e a dinâmi
a das partí
ulas individuais sujeitas a 
ampos fo
alizadores. Osegundo, analisar a estabilidade do sistema através da evolução da 
entróide e da dinâmi
ado envelope. Por �m, fazer as primeiras aproximações das instabilidades envolvidas notransporte de um dado feixe de partí
ulas, pela evolução das sua respe
tivas variáveisma
ros
ópi
as ( densidade, velo
idade média, momentum médio, tensor pressão, tensorquantidade de 
alor...).
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ANEXO A -- A Equação de Vlasov

Iremos deduzir a Equação de Vlasov de uma forma menos rigorosa, en
ontrada nolivro de Edwards e Syphers [22℄. A dedução 
ompleta da equação de Vlasov pode seren
ontrada no próprio livro de Vlasov [104℄ ou no livro de Klimontovi
h [105, 106℄.Considere uma pequena região do espaço de fases, 
omo mostrado na �gura abaixo :

Figura 30: Área in�nitesimal do espaço de fases. (adaptado de [22℄)Seja o número de partí
ulas nesta região, n, expresso em termos da função densidadede partí
ulas ψ :
n = ψ(x, px, t)∆x∆px (A.1)Cada partí
ula no espaço de fases evolui de a
ordo 
om as equações 
an�ni
as demovimento do sistema. Depois de um intervalo de tempo in�nitesimal ∆t, o número departí
ulas presente na região torna-se :

n(t+ ∆t) = n(t) + �uxo de entrada− �uxo de saída (A.2)
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ompressível e primeiramente, tratando somente o �uxo nadireção x, o número de partí
ulas entrando na 
aixa pela esquerda é :
ψ(x, px, t)∆px ẋ(x, px, t)∆t (A.3)Enquanto que o número saindo da 
aixa pela direita é :

ψ(x+ ∆x, px, t)∆px ẋ(x+ ∆x, px, t)∆t (A.4)Portanto a taxa de variação de partí
ulas na região é dada por :
n(t+ ∆t) − n(t)

∆t
= ψ(x, px, t)∆px ẋ(x, px, t)∆t

− ψ(x+ ∆x, px, t)∆px ẋ(x+ ∆x, px, t)∆t (A.5a)
= ψ(x, px, t)∆px ẋ(x, px, t)∆t− ψ(x, px, t)∆px ẋ(x, px, t)∆t

− ∂ψ(x, px, t)

∂x
∆x∆px ẋ−

∂ẋ(x, px, t)

∂x
∆x∆px ψ (A.5b)

= −∂ψ(x, px, t)

∂x
∆x∆px ẋ−

∂ẋ(x, px, t)

∂x
∆x∆px ψ (A.5
)ou

ψ(x, px, t+ ∆t) − ψ(x, px, t)

∆t
∆x∆px = −∂ψ(x, px, t)

∂x
∆x∆px ẋ−

∂ẋ(x, px, t)

∂x
∆x∆px ψ(A.6)resultando em :

∂ψ

∂t
+ ẋ

∂ψ

∂x
+ ψ

∂ẋ

∂x
= 0 (A.7)Agora, desenvolverei o mesmo argumento para px. Considerando, somente o �uxo nadireção-px, o número de partí
ulas entrando na 
aixa por baixo é :

ψ(x, px, t)∆x ṗx(x, px, t)∆t (A.8)Enquanto que o número saindo da 
aixa por 
ima é :
ψ(x, px + ∆px, t)∆x ṗx(x, px + ∆px, t)∆t (A.9)
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ulas na região é dada por :
n(t+ ∆t) − n(t)

∆t
= ψ(x, px, t)∆x ṗx(x, px, t)∆t

− ψ(x, px + ∆px, t)∆x ṗx(x, px + ∆px, t)∆t (A.10a)
= ψ(x, px, t)∆x ṗx(x, px, t)∆t− ψ(x, px, t)∆x ṗx(x, px, t)∆t

− ∂ψ(x, px, t)

∂px
∆x∆px ṗx −

∂ṗx(x, px, t)

∂px
∆x∆px ψ (A.10b)

= −∂ψ(x, px, t)

∂px
∆x∆px ṗx −

∂ṗx(x, px, t)

∂px
∆x∆px ψ (A.10
)ou

ψ(x, px, t+ ∆t) − ψ(x, px, t)

∆t
∆x∆px = −∂ψ(x, px, t)

∂px
∆x∆px ṗx −

∂ṗx(x, px, t)

∂px
∆x∆px ψ(A.11)resultando em :

∂ψ

∂t
+ ṗx

∂ψ

∂px
+ ψ

∂ṗx
∂px

= 0 (A.12)Das Eqs. (A.7 e A.12), obtemos a equação de Vlasov :
∂ψ

∂t
+ ẋ

∂ψ

∂x
+ ṗx

∂ψ

∂px
= 0 (A.13)Considerando um espaço de fases quadridimensional e utilizando os mesmos argumen-tos para y e py, obtemos a seguinte equação de Vlasov :

∂ψ

∂t
+ ẋ

∂ψ

∂x
+ ẏ

∂ψ

∂y
+ ṗx

∂ψ

∂px
+ ṗy

∂ψ

∂py
= 0 (A.14)
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APÊNDICE A -- Resolução da Equação dePoisson em CoordenadasElípti
as

Considere a equação de Poisson bidimensional de�nida por :
[

∂2

∂x̃2
+

∂2

∂ỹ2

]

φs(x̃, ỹ, s) = −4πebnb(x̃, ỹ, s) (A.1)Sabendo que o feixe possui seção transversal elípti
a 
om distribuiçao de partí
ulas uni-forme, as soluções da eq.(A.1) são melhores obtidas adotando um sistema de 
oordenadas
ujas superfí
ies de níveis 
oin
idam 
om os 
ontornos da distribuição, por isso adotaremoso sistema de 
oordenadas elípti
oDe�nindo um sistema de 
oordenadas 
urvilíneas pelas equações [107℄:
x̃ = f(q1, q2, q3), ỹ = g(q1, q2, q3), z̃ = h(q1, q2, q3) (A.2)Admitindo que as funções f(q1, q2, q3), g(q1, q2, q3), h(q1, q2, q3) são 
ontinuamente diferen-
iáveis e são soluções para q1, q2, q3 podemos en
ontrar o 
omprimento de ar
o (ds) deuma dada 
urva, diferen
iando x̃, ỹ e z̃ :

dx̃ =
∂x̃

∂q1
dq1 +

∂x̃

∂q2
dq2 +

∂x̃

∂q3
dq3 (A.3a)

dỹ =
∂ỹ

∂q1
dq1 +

∂ỹ

∂q2
dq2 +

∂ỹ

∂q3
dq3 (A.3b)

dz̃ =
∂z̃

∂q1
dq1 +

∂z̃

∂q2
dq2 +

∂z̃

∂q3
dq3 (A.3
)Assim :

ds2 = Q1dq
2
1 +Q2dq

2
2 +Q3dq

2
3 + 2Q23dq2dq3 + 2Q31dq3dq1 + 2Q12dq1dq2 (A.4)
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Qi =

(

∂x̃

∂qi

)2

+

(

∂ỹ

∂qi

)2

+

(

∂z̃

∂qi

)2 (A.5a)
Qij =

(

∂2x̃

∂qi∂qj

)

+

(

∂2ỹ

∂qi∂qj

)

+

(

∂2z̃

∂qi∂qj

) (A.5b)para i, j = 1, 2, 3. Temos ainda
ds1 =

√

Q1dq1, ds2 =
√

Q2dq2, ds3 =
√

Q3dq3 (A.6)Exe
utando 
erto 
ál
ulo diferen
ial e um pou
o de álgebra podemos expressar o gradienteem 
oordenadas 
urvilíneas 
omo:
∇U =

1√
Q1

∂U

∂q1
êq1 +

1√
Q2

∂U

∂q2
êq2 +

1√
Q3

∂U

∂q3
êq3 (A.7)Onde U é uma função es
alar genéri
a. O divergente pode ser expresso 
omo :

∇ · W =
1√

Q1Q2Q3

[

+
∂

∂q1

√

Q2Q3W1 +
∂

∂q2

√

Q3Q1W2 +
∂

∂q3

√

Q1Q2W3

] (A.8)onde W denota um 
ampo vetorial. E por �m o lapla
iano de U , em 
oordenadas 
urvi-líneas pode ser es
rito 
omo :
∇ · ∇U = ∇2U =

1√
Q1Q2Q3

[

∂

∂q1

(
√

Q2Q3

Q1

∂U

∂q1

)

+
∂

∂q2

(
√

Q3Q1

Q2

∂U

∂q2

)

+
∂

∂q3

(
√

Q1Q2

Q3

∂U

∂q3

)] (A.9)No plano teremos :
∇2

⊥U =
1√
Q1Q2

[

∂

∂q1

(
√

Q2

Q1

∂U

∂q1

)

+
∂

∂q2

(
√

Q1

Q2

∂U

∂q2

)] (A.10)
om
Qi =

(

∂x

∂qi

)2

+

(

∂y

∂qi

)2 (A.11)onde i = 1, 2.Consideramos uma elipse 
om semi-eixos maiores e menores a e b, respe
tivamente, e
om fo
o em ±c onde c2 = a2 − b2. Adotaremos as 
oordenadas elípti
as u e v que estãorela
ionadas 
om as 
oordenadas 
artesianas por :
x̃ = c cosh(u) cos(v) e ỹ = c sinh(u) sin(v) (A.12)
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ies de nível 
om u e v 
onstantes são famílias de elipses e hipérboles 
om omesmo fo
o. Observe que u varia de 0 ≤ u <∞ e v, de 0 ≤ v ≤ 2π.Temos q1 = u e q2 = v. Da expressão (A.11) obtemos :
Q1 = c2 sinh2(u) cos2(v) + c2 cosh2(u) sin2(v) (A.13a)
Q2 = c2 cosh2(u) sin2(v) + c2 sinh2(u) cos2(v) (A.13b)Substituindo as relações (A.13) na expressão (A.10), asso
iando U = φ e usando asrelações trigonométri
as cos2(v) = 1 − sin2(v) e cosh2(u) = 1 + sinh2(u) obtemos:
∇2

⊥φ =
1

c2[sinh2(u) + sin2(v)]

[

∂2φ

∂u2
+
∂2φ

∂v2

] (A.14)Assim a equação de Poisson (A.1) se tranforma em :
1

c2[sinh2(u) + sin2(v)]

[

∂2φ(u, v, s)

∂u2
+
∂2φ(u, v, s)

∂v2

]

= −4πebn̂b(u, v, s) (A.15)Onde eb é 
arga de 
ada partí
ula do feixe e n̂b é a densidade uniforme do feixe. Usando asseguintes relações trigonométri
as sin2(v) = (1− cos(2v))/2 e sinh2(u) = (cosh(2z)−1)/2podemos es
rever a equação (A.15) 
omo :
∂2φ

∂u2
+
∂2φ

∂v2
= −4πebn̂bc

2

[

cosh(2u) − cos(2v)

2

] (A.16)Podemos es
rever a solução da equação (A.16) 
omo [108℄ :
φ = ξ(u, v) + η1(u) + η2(v) (A.17)Conseqüentemente :

∇2
⊥ξ = 0 (A.18a)

d2η1

du2
= −2πebn̂bc

2 cosh(2u) (A.18b)
d2η2

dv2
= −2πebn̂bc

2 cos(2v) (A.18
)Cuja as soluções das equações (A.18b) e (A.18
) são respe
tivamente :
η1(u) = −π

2
ebn̂bc

2 cosh(2u) −Mu+N (A.19a)
η2(v) = −π

2
ebn̂bc

2 cos(2v) + Pv +Q (A.19b)
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onstantes. Assim a solução da equação (A.16) será :
φ(u, v) = ξ(u, v)− π

2
ebn̂bc

2 [cosh(2u) + cos(2v)] −Mu+ Pv + Z (A.20)Note que P = 0 pois qualquer função da variável v deve ser periódi
a. A forma fun
ionalde ξ obtêm-se pela equação :
∇2

⊥ξ = 0 (A.21a)
1

c2[sinh2(u) + sin2(v)]

[

∂2ξ(u, v)

∂u2
+
∂2ξ(u, v

∂v2

]

= 0 (A.21b)
ξ pode ser expresso 
omo o produto das funções U(u) e V (v) [109℄ :

ξ(u, v) = U(u)V (v) (A.22)Assim :
∂2ξ

∂u2
= V

d2U

du2

∂2ξ

∂v2
= U

d2V

dv2
(A.23)Substituindo as equações a
ima na equação (A.21b) dividindo por (UV ) e separando ostermos independentes pela 
onstante n2, obtemos :

d2U

du2
− n2U = 0 (A.24a)

d2V

dv2
+ n2V = 0 (A.24b)Cuja solução para a equação (A.24a) é :

U(u) =

∞
∑

n=0

[An cosh(nu) +Bn sinh(nu)] + (Cu+D)n=0 (A.25)E, para a equação (A.24b) :
V (v) =

∞
∑

n=0

[Cn cos(nv) +Dn sin(nv)] + (C1v +D1)n=0 (A.26)Então a solução geral para a equação (A.21) será:
ξ(x, v) =

∞
∑

n=0

[En cosh(nu) + Fn sinh(nu)] cos(nv)

+

∞
∑

n=0

[Gn cosh(nu) +Hn sinh(nu)] sin(nv) + Iu+ Jv + L (A.27)Onde En, Fn, Gn, Hn, I, J , L são 
onstantes a determinar. Podemos tomar L = 0, poiso poten
ial é de�nido a menos de uma 
onstante e 
omo qualquer função da variável v
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a, teremos J = 0.Assim o poten
ial interno a elipse será expresso por :
φin(u.v) = −π

2
ebn̂bc

2 [cosh(2u) + cos(2v)] +
∞
∑

n=0

[Mn cosh(nu) +Nn sinh(nu)] cos(nv)

+
∞
∑

n=0

[On cosh(nu) + Pn sinh(nu)] sin(nv) +Ku (A.28)Já para expressar o poten
ial externo temos que 
onsiderar soluções a grandes distân
iasda elipse análogas a ln(r) em 
oordenadas polares [110℄. Para isso tomamos φext(u→ ∞),
onseqüentemente sinh(u) → cosh(u), sabendo que r2 = x̃2 + ỹ2 teremos r ≈ c
2
eu queimpli
a em u ≈ ln(2r/c) → ln(r/c). Assim, analisando a expressão (A.27) obtemos

En = −Fn ≡ Sn e Gn = −Hn ≡ Tn sendo o poten
ial expresso por :
φext(u.v) =

∞
∑

n=0

Sn [cosh(nu) − sinh(nu)] cos(nv)

+

∞
∑

n=0

Tn [cosh(nu) − sinh(nu)] sin(nv) + I2u (A.29)Resultando em I2u quando u→ ∞.A primeira 
ondição para determinar as 
onstantes (Mn, Nn, On, Pn, Sn, Tn, K, I2)é a não divergên
ia do 
ampo elétri
o no interior da elipse. O 
ampo elétri
o é determinadopor :
E =

1

c[sinh2(u) + sin2(v)]

[

∂φ

∂u
êu +

∂φ

∂v
êv

] (A.30)Observe que para u = 0 ⇒ sinh u = 0 e v = nπ para qualquer n natural, impli
a em
sin(nv) = 0 
onseqüentemente :

1

c[sinh2(u) + sin2(v)]

∣

∣

∣

∣

v=nπ
u=0

= ∞ (A.31)Para 
ontornar essa divergên
ia tomamos :
∂φin
∂u

∣

∣

∣

∣

v→nπ
u→0

= 0 e ∂φin
∂v

∣

∣

∣

∣

v→nπ
u→0

= 0 (A.32)Assim da expressão (A.28) obtemos :
∂φin
∂u

∣

∣

∣

∣v→nπ
u→0

= −πebn̂bc2 sinh(2u) +

∞
∑

n=0

n [Mn sinh(nu) +Nn cosh(nu)] cos(nv)

+

∞
∑

n=0

n [On sinh(nu) + Pn cosh(nu)] sin(nv) +K = 0 (A.33)
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∂φin
∂v

∣

∣

∣

∣

v→nπ
u→0

= πebn̂bc
2 sin(2v) −

∞
∑

n=0

n [Mn cosh(nu) +Nn sinh(nu)] sin(nv)

+

∞
∑

n=0

n [On cosh(nu) + Pn sinh(nu)] cos(nv) = 0 (A.34)Das 
ondições a
ima obtemos Nn = 0, K = 0 e On = 0, o que resulta no poten
ial internoigual a :
φin(u.v) = −π

2
ebn̂bc

2 [cosh(2u) + cos(2v)] +

∞
∑

n=0

Mn cosh(nu) cos(nv)

+
∞
∑

n=0

Pn sinh(nu) sin(nv) (A.35)A segunda 
ondição a ser satisfeita é a 
ontinuidade do 
ampo elétri
o (A.30) na bordada elipse expressa por :
∂φin
∂u

∣

∣

∣

∣

u=ub

=
∂φext
∂u

∣

∣

∣

∣

u=ub

(A.36a)
∂φin
∂v

∣

∣

∣

∣

u=ub

=
∂φext
∂v

∣

∣

∣

∣

u=ub

(A.36b)onde ub é o 
ontorno da elipse.Usando as expressões (A.35) e (A.29) na 
ondição (A.36a) obtemos:
−πebn̂bc2 sinh(2ub) +

∞
∑

n=0

nMn sinh(nub) cos(nv) +

∞
∑

n=0

nPn cosh(nub) sin(nv) =

∞
∑

n=0

nSn [sinh(nub) − cosh(nub)] cos(nv) +
∞
∑

n=0

nTn [sinh(nub) − cosh(nub)] sin(nv)

+I2 (A.37)Agora, usando as expressões (A.35) e (A.29) na 
ondição (A.36b) obtemos:
−πebn̂bc2 sin(2v) −

∞
∑

n=0

nMn cosh(nub) sin(nv)

+

∞
∑

n=0

nPn sinh(nub) cos(nv) = −
∞
∑

n=0

nSn [cosh(nub) − sinh(nub)] sin(nv)

+

∞
∑

n=0

nTn [cosh(nub) − sinh(nub)] cos(nv) (A.38)
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I2 = −πebn̂bc2 sinh(2ub) (A.39)Comparando os 
oe�
ientes do cos(nv) e sin(nv) nas equações (A.37) e (A.38) obtemosas seguintes igualdades para n 6= 2, depois de uma 
erta álgebra:

∞
∑

n=0

Mn sinh(nub) =

∞
∑

n=0

Sn [sinh(nub) − cosh(nub)] (A.40a)
∞
∑

n=0

Mn cosh(nub) = −
∞
∑

n=0

Sn [sinh(nub) − cosh(nub)] (A.40b)
∞
∑

n=0

Pn sinh(nub) = −
∞
∑

n=0

Tn [sinh(nub) − cosh(nub)] (A.40
)
∞
∑

n=0

Pn cosh(nub) =
∞
∑

n=0

Tn [sinh(nub) − cosh(nub)] (A.40d)Tais igualdades serão satisfeitas somente se ub → −∞, mas 
omo u está 
ontido nointervalo de 0 ≤ u <∞ teremos que tomar Mn = 0, Sn = 0, Pn = 0 e Tn = 0.Agora, 
omparando os 
oe�
ientes do cos(nv) e sin(nv) nas equações (A.37) e (A.38)obtemos as seguintes igualdades para n = 2, depois de uma 
erta álgebra:
2M2 sinh(2ub) = 2S2 [sinh(2ub) − cosh(2ub)] (A.41a)

πebn̂bc
2 − 2M2 cosh(2ub) = −2S2 [cosh(2ub) − sinh(2ub)] (A.41b)

2P2 sinh(2ub) = −2T2 [sinh(2ub) − cosh(2ub)] (A.41
)
2P2 cosh(2ub) = 2T2 [sinh(2ub) − cosh(2ub)] (A.41d)Analisando as igualdades (A.41
) e (A.41d) observamos que serão satisfeitas somente se

ub → −∞, mas 
omo u está 
ontido no intervalo de 0 ≤ u < ∞ teremos que tomar
P2 = 0 e T2 = 0.Da igualdade (A.41a) obtemos :

M2 = S2 [1 − coth(2ub)] (A.42)Substituindo (A.42) em (A.41b) resulta em :
S2 = −π

2
ebn̂bc

2 sinh(2ub) (A.43)Assim
M2 = −π

2
ebn̂bc

2 [sinh(2ub) − cosh(2ub)] (A.44)
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ial interno (A.35) e externo (A.29) podem ser es
ritos 
omo :
φin(u, v) = −π

2
ebn̂bc

2 [cosh(2u) + cos(2v)]

− π

2
ebn̂bc

2 [sinh(2ub) − cosh(2ub)] cosh(2u) cos(2v) (A.45a)
φext(u, v) = −π

2
ebn̂bc

2 sinh(2ub) [cosh(2u) − sinh(2u)] cos(2v)

− π2ebn̂bc
2 sinh(2ub)u (A.45b)Para expressar o poten
ial interno (A.45a) em 
oordendas retangulares faremos algu-mas 
onsiderações. Sabendo que sinh(ub) = b/c e cosh(ub) = a/c e usando as relações

sinh(2u) = 2 sinh(u) cosh(u) e cosh(2u) = sinh2(u) + cosh2(u) obtemos:
c2 sinh(2ub) = 2ab (A.46a)

c2 cosh(2ub) = a2 + b2 (A.46b)Agora sabendo que cosh2(u) = 1
2
[cosh(2u) + 1] , sinh2(u) = 1

2
[cosh(2u) − 1] , cos2(v) =

1
2
[cos(2v) + 1] e sin2(v) = 1

2
[1 − cos(2v)], relembrando as equações (A.12) obtemos :

x̃2

c2
=

1

4
[cosh(2u) + 1] [cos(2v) + 1] (A.47a)

ỹ2

c2
= −1

4
[cosh(2u) − 1] [cos(2v) − 1] (A.47b)(A.47
)Assim

x̃2

c2
+
ỹ2

c2
=

1

2
[cosh(2u) + cos(2v)] (A.48a)

x̃2

c2
− ỹ2

c2
=

1

2
[1 + cosh(2u) cos(2v)] (A.48b)Substituindo (A.46) e (A.48) na equação (A.45a) resulta em :

φin(x̃, ỹ) = −πebn̂bc2
[

x̃2 + ỹ2

c2

]

− πebn̂bc
2

[

2ab

c2
− a2 + b2

c2

] [

x̃2 − ỹ2

c2
− 1

2

] (A.49)Depois de uma 
erta álgebra teremos :
φin = −2πebn̂n

[

bx̃2

a + b
+

aỹ2

a + b

]

− πebn̂b
2

(a− b)2 (A.50)Sabendo que Nb =
∫

dx̃dỹnb(x̃, ỹ, s) = n̂bπab e utilizando o poten
ial adimensional
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ψ(x, y, s) ≡ ebφ

s(x,y,s)

γ3

b
mbβ

2

b
c2
, en�m teremos :

ψin = −Kb

[

x̃2

a(a+ b)
+

ỹ2

b(a + b)

] (A.51)a menos de uma 
onstante, Kb é a perveân
ia do auto
ampo. Da equação (A.51) notamosque os equipoten
iais do problema são elipses de semi-eixos a(a+ b) e b(a+ b). Portanto,o 
ontorno do feixe não 
oin
ide 
om uma equipoten
ial. Observe que a equação (A.51)é idênti
a a expressão (3.26).
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