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Resumo

Uma anélise da estabilidade nao-linear de feixes com secao transversal circular consi-
derando perturbacoes sem simetria axial é executada. Mostra-se que as oscilagoes simé-
tricas inicialmente circulares de um feixe podem induzir oscilacoes nao-lineares do tipo
anti-simétrica(elipticas), com um conseqiiente aumento do tamanho do feixe ao longo de
uma direcao preferencial. O mecanismo da instabilidade e sua relevancia as perdas de
particula no feixe sao discutidos.

PACS:41.85.Ja 05.45.-a 41.75.-i



Abstract

A nonlinear stability analysis of breathing beams considering nonaxysymmetric per-
turbations is performed. It is shown that the breathing oscillations of an initially round
beam may nonlinearly induce quadrupole-like oscillations, with a consequent increase of
the beam size along one direction. The instability mechanism and its relevance to beam
particle losses are discussed.
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1 Introducao

Feixes de particulas carregadas sao amplamente usados em aparelhos cientificos, indus-
triais, e até mesmo domésticos. As propriedades fisicas de tais feixes tem sido estudadas
em diversos campos, em diferentes contextos. Apesar de possuirem uma variedade de
aplicagoes, os feixes podem ter muitas caracteristicas em comum. Caracterizar fisica-
mente um feixe através de suas aplicagoes é o caminho mais rico para se adquirir intuicao
fisica, a qual constréi blocos conceituais que possibilitam pensar sobre situacoes novas e
compreender as limitacoes inerentes a cada modelo. Com isso em mente, iremos revisar a
literatura seguindo uma sequéncia historica para nos proximos capitulos contruirmos as

ferramentas necessarias a resolucao do problema proposto por essa dissertacao.

1.1 Uma Descricao Histérica

Comecaremos caracterizando, qualitativamente, um feixe de particulas carregadas, ci-
taremos algumas de suas aplicacoes para, posteriormente, contextualizando a histéria da
fisica de feixes de particulas carregadas, introduzirmos os conceitos necessarios e relatar-

mos os seus modelos teodricos.

1.1.1 Caracteristicas de um feixe de particulas

A dindmica de feixes de particulas tem sido objeto de intensa investigacao teorica,
computacional e experimental. De particular importancia, sao os efeitos dos campos
focalizadores, autocampos e aquecimento do feixe na determinacao das propriedades de-

talhadas do equilibrio, estabilidade e transporte do feixe.

Normalmente as particulas nao sao aceleradas isoladamente, mas na forma de aglo-
merados de particulas denominados feixes. Os feixes fundamentalmente sao classificados
em primarios e secundarios. Os feixes priméarios sao formados por particulas estaveis,

que sao diretamente aceleradas pelos campos eletromagnéticos nos aceleradores. Quando



1.1 Uma Descricdao Histdrica 7

acelerado, um feixe primério é levado a colidir com um alvo fixo ou com um outro feixe
que vem em sentido contrario. Nos grandes aceleradores atuais os feixes primérios sao
constituidos de protons, antiprotons, elétrons e positrons. Os feixes secundéarios, forma-
dos de particulas estéveis e instaveis, sao gerados a partir das colisoes de feixes primérios
com alvos fixos. Quando realizamos estes tipos de colisoes a altas energias, varias parti-
culas secundarias sao criadas e emanadas da regiao de interacao e, o fazem em geral, com
grandes velocidades. Estas particulas, em forma de feixes, sao direcionadas e levadas a
colidirem com outros alvos fixos em posicoes convenientemente escolhidas. Nos principais
aceleradores atuais os feixes secundérios sao normalmente constituidos das seguintes parti-
culas : prétons, antiprotons, elétrons, positrons, néutrons, pions, kions, muons, neutrinos,

gamas, etc.

Um feixe possui, freqiientemente, o formato cilindrico (continuo na dire¢ao longitu-
dinal) ou elipsoidal (pacotes), com secao transversal variando ao longo do comprimento.
Consiste de particulas carregadas movendo-se numa dire¢ao sujeitas as forcas competi-
doras, externas e internas. O movimento das particulas no feixe depende dos campos
aplicados externamente e dos campos gerados pelas particulas. A interacao entre as par-
ticulas ocorre de duas maneiras. O primeiro tipo, uma forca basicamente gerada pela
distribuicao de cargas do feixe consiste numa superposicao dos campos de um grande
numero de particulas formando um campo elétrico suave que somente varia em distan-
cias grandes comparadas com as distancia entre as particulas. O segundo tipo de forca
é essencialmente de curto alcance e descreve colisoes entre as particulas individuais do

feixe.

Geralmente, a energia cinética do feixe de particulas excede a energia armazenada
de todos os campos coletivos produzidos pelas particulas. Visto que, essas energias sao
proporcionais ao nimero de particulas e ao quadrado do niimero de particulas, respectiva-
mente, pode ser esperado que a razao entre a energia armazenada nos campos elétricos e
magnéticos e a energia cinética seja aumentada indefinidamente através do incremento do
numero de particulas no feixe. Entretanto, quando essa duas energias tornam-se compara-
veis, os campos, em geral, tornam-se suficientes para gerarem particulas com velocidades
transversais altas, sendo assim, o sistema melhor descrito por um plasma. O termo plasma
é usado, diferentemente, por diferentes autores, e apresenta variagoes na sua definicao.
Uma definicao seria que todo sistema de particulas carregadas no qual as interacgoes cole-
tivas mutuas nao sao pequenas comparadas com os efeitos dos campos externos, constitui
um plasma. Uma definicao oposta seria que um plasma denota um gés contendo parti-

culas carregadas, mas exibindo neutralidade total de carga com dimensoes caracteristicas
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grandes comparadas com o comprimento de blindagem de Debye [1].Conclui-se entdo,
que feixes intensos de particulas carregadas sao plasmas nao-neutros de um componente

exibindo muitos fendmenos coletivos, tais como ondas de plasma e instabilidades.

Basicamente, a fisica de feixes é um problema de muitos corpos carregados. Sua com-
preensao é de fundamental importancia no desenvolvimento de novos aceleradores e anéis
de armazenamento capazes de lidar com intensidades de feixe acima das conseguidas atu-
almente, os quais tém relevancia tanto em estudos basicos de fisica nuclear e de particulas,
quanto em aplicacoes como fusao de fons pesados, producao de tritio, transmutacao de
lixo nuclear, fontes de néutrons e lasers de grande poténcia. Nesses aparelhos, é necessério
um grande controle sobre as particulas para que a perda de feixe e a conseqiiente ativacao

das estruturas, principalmente do acelerador, sejam minimizadas.

1.1.2 Aplicacoes

Existe uma variedade de maneiras em que os feixes sao atualmente utilizados na
pesquisa cientifica, em processos industriais e nos intrumentos e outros dispositivos. Feixes
em aceleradores de particulas e anéis de armazenamento tém contribuido, extremamente
para a nossa compreensao do mundo fisico, sendo necessarias altas energias para explorar
profundamente a estrutura da matéria. Em energias menos extremas, o conhecimento e
a compreensao da estrutura nuclear tém sido adquiridos, e em energias menores ainda,
caracteristicas detalhadas dos processos atémicos podem ser estudadas. Junto aos estudos
nucleares e atomicos, mudancas quimicas e estruturais nos materiais podem também ser
investigadas. As particulas aceleradas nao sao sempre utilizadas diretamente; ao invés
disso, elas podem criar outras particulas através de colisoes. Néutrons sao produzidos
dessa maneira de feixes de elétrons ou deutério. Elétrons produzem fotons (raio-X), e

mésons podem ser produzidos por feixes de protons suficientemente energizados.

Uma substancial contribuicao para nossa compreensao da estrutura dos materiais, das
superficies e, das espécies biologicas, tem sido obtida com o microscépio eletronico. Um
recente desenvolvimento, empregando feixes finos de elétrons focalizados para o estudo da
superficie dos materiais é a analise por microsonda eletronica. Um feixe fino de elétrons
com energia entre 10 — 30 Kev penetra a amostra numa profundidade da ordem de 1um,
e os raios-X na ou proximo a superficie sao analisados propiciando a identificacao do
material. Propriedades de superficies podem ainda ser insvestigadas pelo espalhamento
de feixes de fons de baixa energia. Na analise de retro-espalhamento (RBS) um feixe

de protons ou hélio é focalizado sobre o material de interesse; a constituicao atdémica
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do material é entao determinada, analisando a distribuicao de energias das particulas

retro-espalhadas.

Uma aplicacao diferente dos feixes para a determinacao da composicao de pequenas
quantidades de materiais é exemplificada pelo espectometro de massa. Neste aparelho o
material de interesse é ionizado e acelerado na forma de um feixe que entao passa através
de um campo de dipolo magnético disposto de tal de maneira, que as particulas com

diferentes razoes entre carga e massa sofrem diferentes deflexoes.

Alguns intrumentos que utilizam diretamente os feixes foram descritos. Alguns des-
ses tem aplicacoes industriais rotineiras, por exemplo, o espectometro de massa, outros,
praticas, como os feixes de elétrons que produzem os raios-X utilizados nas radiografias,

no tratamento do cancer, e na esterilizagdo de materiais|2, 3].

O mais comum uso de feixes de elétrons é certamente o aparelho de televisao. Aqui
o feixe é usado para gerar luz, através de fosforecentes intermediarias de varios tipos. O
projeto do focalizador 6ptico-eletronico e dos sistemas defletores para os tubos de televisao
é, agora, um campo altamente especializado. Tais tubos sao usados nos osciloscopios de
raio-catodico utilizados em intrumentacao rotineira e pesquisa basica. Tais aparelhos
tém contribuido de maneira significativa para o devenvolvimento da moderna tecnologia

eletronica.

Satélites artificiais tém sido impulsionados por motores de ions que ejetam um feixe de
ions pesados e também, um niimero equivalente de elétrons para preservar a neutralidade
de carga. Também os raios césmicos podem constituir um feixe. E interessante notar que
algumas das propriedades de feixes relativisticos de alta corrente foram primeiramente

obtidas no artigo de Alfvén [4] de 1939 descrevendo fluxos de raios cosmicos.

No campo da fisica de plasmas, interacoes entre feixe-plasma e feixe-feixe tem sido
estudadas sob uma variedade de condicoes na tentativa de compreender melhor as propri-
edades de tais interagoes. Nesta area de estudo o tema dos feixes de elétrons une-se com
o que é convencionalmente conhecida por fisica de plasmas, onde ambos, feixes e plasmas
estao envolvidos. Além disso, as técnicas para o tratamento com ondas e instabilidades
em cada area, sao muito similares. Este tipo de teoria tem relevincia para os fendémenos

astrofisicos tais como as explosoes solares.
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1.1.3 Linha Cronolégica

Modelos tedricos e técnicas desenvolvidas na descricao de plasmas nao-neutros sao
estendidas e aplicadas para descrever a dinamica nao-linear e os processos coletivos de
feixes intensos de particulas carregadas. O inicio da pesquisa nesses dois sub-campos
da fisica procederam de maneira independente, possuindo interessantes similaridades e
diferencas. Ambos campos usam os termos plasmas ou plasmas nao-neutro do léxico da
fisica moderna. O termo plasma foi introduzido por Tonks e Langmuir [5] em 1929 para

desecrever oscilacoes coletivas de elétrons em gases ionizados.

O inicio da pesquisa em plasmas nao-neutros de um componente e em feixes de par-
ticulas carregadas conduziram a um maior desenvolvimento dos fundamentos teéricos da
moderna fisica de plasmas, somente apartir dos anos de 1960. Entretanto, avancos no
conhecimento bésico de tais fen6menos apareceram nos excelentes trabalhos paralelos de
Vlasov [6], Landau [7] e Bogoliubov [8] durante os anos de 1940, estudando interacoes
coletivas em sistemas de particulas carregadas. Para o caso de plasmas nao-neutros de
um componente, os primordios da pesquisa caracterizou-se pelo uso e controle das ondas
em feixes de elétrons ndo-neutros nos dispositivos geradores de microondas (tais como
Klystrons e Magnetrons) e nos diodos de tubo a vacuo. Para o caso de feixes de parti-
culas carregadas o inicio da pesquisa caracterizou-se por feixes de corrente e densidades
de cargas baixas, processos coletivos relativamente fracos, sendo os modelos de particula

unica mais adequados para descrever a dinamica do feixe.

Na verdade, os artigos classicos de Child [9], Langmuir [10], Brillouin [11], Pierce [12],
Kyhl [13]|, Buneman [14] representam os primeiros esforgos para investigar teoricamente e
experimentalmente as propriedades de equilibrio e estabilidade de fluxos de elétrons nao-
neutros em diodos planares e em geometrias com campos elétricos e magnéticos transver-
sais. Por outro lado, estimulado pelos trabalhos classicos de Courant e colaboradores [15],
Courant e Snyder [16] e Christofilos [17], campos focalizadores periddicos de gradiente al-
ternado tem sido usados para o transporte de feixes de particulas carregadas [2,3,18-27],
desde o inicio de 1950, juntamente, com anéis de armazenamento e aceleradores circulares
tais como o sincrotron [26,28| utilizados em fisica nuclear e de altas energias, e redes
focalizadoras quadrupolares usadas em aceleradores lineares com aplicagoes em fusao de
ions pesados [29]|. Vale a pena resaltar, que os grandes aceleradores foram construidos em
laboratorios localizados em vérias regides de nosso planeta. Na Ameérica do Norte des-
tacamos os Estados Unidos com os seguintes laboratorios : o FERMILAB localizado em

Batavia e o SLAC em Stanford na Califérnia. Na Europa temos : o CERN na fronteira
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franco-suica, com sede em Genebra, o DESY em Hamburgo na Alemanha. Na Asia o
KEK no Japao.

Agora, seguindo uma linha cronolégica introduziremos as propriedades de um feixe e
suas evolucoes historicas. O primeiro conceito introduzido em 1959 foi a funcao distribui-
cao de equilibrio para feixes continuos sujeitos a campos focalizadores incluindo efeitos
de corrente e forcas eletromagnetoestaticas do proprio feixe. Esse trabalho original con-
duziu a investigacoes tedricas e experimentais de propriedades importantes de um feixe
focalizado resultando na introducao do conceito de emitancia rms; derivacao das equa-
coes do envelope; analise da estabilidade do feixe; estudo do fenomeno do crescimento da
emitancia; exploracao da formacao de anéis e sua respectiva evolucao, e exame das pro-
priedades nao-lineares do equilibrio e envelope do feixe. Todos esses topicos sao descritos

nos proximos paragrafos.

Em 1959, Kapchinskij-Vladimirskij [30] construiram a primeira fungio distribuigao
de equilibrio para feixes continuos em canais focalizadores periddicos incluindo os efei-
tos das forcas eletromagnetoestaticas e corrente do proprio feixe. O trabalho pioneiro
levou a investigacoes tedricas e experimentais de varios aspectos criticos de feixes inten-
sos focalizados dentro de canais de transporte. Em 1970 Davidson e Krall [31], levando
em consideracao a rotacao do feixe, encontraram um equilibrio cinético para um feixe
de particulas carregadas girando e propagando-se paralelo a um campo focalizador sole-
noidal uniforme. Ja em 1997; Chen, Pakter e Davidson [32]|, mostraram que existe um
equilibrio cinético de rotor-rigido para um feixe de particulas carregadas propagando-se
através de um campo focalizador solenoidal peridédico que possui as outras distribuicoes
como casos limites. O feixe é assumido ter densidade uniforme na direcao radial, e uma
velocidade de fluxo angular é adicionada a velocidade constante axial. Recentemente em
2004, Moraes, Pakter e Rizzato [33] derivaram uma distribui¢do de equilibrio cinética
para um feixe continuo intenso propagando-se fora do eixo de simetria, através de um
campo focalizador solenoidal periédico. Nos equilibrios cinéticos assume-se, sempre, que
o feixe é perfeitamente alinhado com o eixo de simetria do campo focalizador. Esse pres-
suposto é geralmente usado na andlise de feixes porque o eixo é um ponto de equilibrio
para a centroide do feixe, sendo o equilibrio estavel se a aproximacgao de um feixe suave é

utilizada [34].

Nos anos de 1970, Lapostolle [35] e Sacherer [36] introduziram o conceito de emitancia
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quadratica média (rms) definida por :
Ei = {16 <:p/2> <:E2> _ <x1‘/>2:| , (1.1&)
62 = [16 <y'2> (y?) — <yyl>2] _ (1.1b)

nas dire¢oes-z e y respectivamente, onde () denota a média estatistica sobre o espaco de

fase do feixe.

A emitancia esta intimamente relacionada com as projecoes do volume nos planos
do espaco de fases ocupado pelas particulas que constituem o feixe. O feixe possui dois
planos axialmente simétricos. Considerando um feixe simétrico sobre os planos (z,z) e
(y, z), podemos definir a emitancia €, no plano-z, equivalente a 1/7 da area do espaco
de fases (x,x'), ocupada pelos pontos que representam as particulas do feixe num dado
valor de z. Observe que (') representa (%). E claro, que essa definicdo é incompleta;
na pratica a densidade de pontos é nao-uniforme e decresce gradualmente em direcao as
extremidades. Uma descricao mais rigorosa do feixe, requer nao apenas a area ocupada
no espaco de fases, mas também o formato da distribuicdo. A emitancia, ainda, possui
uma importante propriedade que pode ser deduzida do Teorema de Liouville. Se nao hé
acoplamento no movimento entre as direcoes x e y, demonstra-se que a area de um deter-
minado conjunto de pontos no espago de fases (a:,:c'), e conseqiientemente a emitancia,
sdao quantidades invariantes [37,38]. E interessante observar que existe uma analogia fisica
e formal entre a emitancia e a entropia; sendo ambas medidas da desordem do sistema.
Essa conexao comegou a ser explorada por Lawson, Lapostolle e Gluckstern em 1973 [39].

Mais recentemente, a conexao entre aumento da emitancia e aumento da entropia tém

sido explorado por uma gama de autores [40-42].

Baseados no trabalho de 1959 de Kapchinskij-Vladimirskij [30], Lapostolle [35] e Sa-
cherer [36] deduzem, também nos anos de 1970, a famosa equacao do envelope do feixe
rms. Tal equacao é uma equacao diferencial ordinaria que governa a evolucao do raio rms
do feixe que, geralmente, obedece uma fungao distribui¢ao- KV [18,30,43]. Na presenca de
forgas lineares, as equagoes do envelope-(KV') somente sdo validas para distribui¢oes de
particulas gerais quando as quantidades como o raio e a emitancia, envolvidas na equacao

sao representadas por médias rms [35, 36].

Apartir de 1983 surgem na literatura cientifica, artigos analisando as propriedades de
estabilidade linear do equilibrio de Kapchinskij-Vladimirskij. Os trabalhos mais relevantes

sao de Hofmann e colaboradores [44], explorando a questdo da estabilidade de um feixe
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propagando-se, submetido a flutuagoes das forcas do proprio feixe originadas de desvios
da distribuicao original. As propriedades da estabilidade possibilitaram a identificacao
de regioes estaveis no espaco de parametros. Outro estudo relevante nesta questao é o
artigo de Struckmeier e Reiser [45] que explora o comportamento de feixes intensos de
particulas carregadas descasados em canais de transporte peridédicos do tipo quadrupolar
e solenoidal. Para um feixe KV, casamento perfeito implica em que o raio médio do
feixe matenha-se constante e o envelope seja uma funcao peiédica com o mesmo periodo
da forca focalizadora externa. Para feixes reais, tal casamento s6 é possivel numa certa
aproximagcao, pois possuem comprimento finito e a intensidade, geradas pelas for¢as nao-
lineares do proprio feixe, varia ao longo do seu comprimento. Neste caso, o raio rms
constante s6 é possivel na parte central mas, nao na parte frontal e traseira do feixe, por
isso, uma compreensao do comportamento do feixe descasado é de grande importancia

pratica.

Mais recentemente em 1998, Hofmann [46] mostra a estabilidade de feixes anisotropi-
cos considerando os efeitos das forgas eletromagnetoestaticas. Os feixes nao-eqiiiparticionais
(feixes eqiiiparticionais caracterizam-se pela equivaléncia da energia média de oscilac¢ao
entre todos os graus de liberdade) com forga eletromagnetoestatica fraca sao estaveis. No
caso forte, os autocampos jogam uma regra similar aos desvios das forcas focalizadoras
externas, no acoplamento das ressonancias que conduzem a uma troca de energia entre
os diferentes graus de liberdade, diferenciando, significamente dos feixes onde os graus
de liberdade sao tratados simetricamente (feixes isotropicos). Mas em 2000, Kishek e
colaboradores [47|, examinando a possibilidade de eqiiiparti¢ao e transferéncia de energia
via interacoes coletivas para feixes inicialmente fora do equilibrio, concluiram que as pre-
digbes da teoria da estabilidade da distribui¢ao-(KV') de Hofmann nao necessariamente
serao aplicaveis para feixes fora do equilibrio. Kishek sugere que a equiparticao é um
estado natural dos feixes reais, sugestao contrariada pelos trabalhos recentes de Hofmann
e colaboradores [48-50].

No ano de 1985, o fenomeno do crescimento da emitancia comecga a ser estudado
de maneira sistematica. As origens do crescimento da emitancia podem ser agrupados
em duas importantes categorias. A primeira contém mecanismos que causam mudancas
abruptas na distribuicao de particulas no espaco de fases resultando num aumento da
area do espaco de fases ocupado pelo feixe. O mais comum exemplo de tais processos
incluem erros de direcao e gradientes durante a propagacao do feixe. A segunda categoria
contém mecanismos que continuamente, afetam a amplitude de oscilacao das particulas,

um exemplo classico é o espalhamento entre as particulas [51].
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Wangler e colaboradores [52], em 1985 investigaram a relagao entre a energia do campo
produzido pelas particulas do feixe e a emitancia rms para feixes continuos em canais fo-
calizadores continuos. O crescimento da emitancia supostamente estid associada com a
conversao da energia do autocampo para a energia cinética média da particula. Mas al-
teracoes na emitancia rms ainda podem estar relacionadas com outros dois fatores : o
tamanho rms do feixe e a perveancia (quantidade adimensional relacionada com os au-
tocampos do feixe, definida por : K, = %, onde N, = [ drzdyny(x,t) é a densidade
do feixe por comprimento, ny(x,t) = [ dp®fo(x, p,t) é a densidade do feixe, e, e my, sio a
carga e a massa de repouso, respectivamente, do feixe de particulas, ¢ é a velocidade da
luz no vacuo, , = V,/c onde V}, é a velocidade axial média do feixe e 7, é o fator de massa
relativistico). Em 1987, Guy e colaboradores [53] demonstram que a densidade da distri-
buicao no espaco de fases quadridimensional pode influenciar o crescimento da emitancia.
Considerando uma distribui¢ao uniforme no espaco e descorrelacionada na distribuicao de
velocidades, o aumento da emitancia causado pelas estruturas ressonantes [44] pode ser
bastante amenizado dependendo do tipo de distribuicao adotado para a velocidade das
particulas. Logo em 1988, as predigoes de Wangler e colaboradores [52| sdo confirmadas

experimentalmente e numericamente por Haber e colaboradores [54,55].

Em 1991, Reiser [56] desenvolve um modelo tedrico que extende e generaliza os traba-
lhos anteriores [52-55| das distribui¢des nao-uniformes para incluir outros efeitos de feixes
nao-estacionérios tais como raios rms descasados [57| e feixes com a centroide deslocada.
Nesse novo modelo o raio ms nao é mais assumido constante ao longo da propagacao, e
existe uma quantidade extra de energia do feixe nao-estacionéario representando energia
livre que pode produzir aquecimento térmico (termalizagdo) [58| e portanto crescimento
da emitancia. A energia livre disponivel é, entretanto, nao completamente termalizada.
Parte da energia seria convertida para energia potencial devido & mudancas no raio do
feixe e no perfil da densidade. Todo o aumento da emitancia possivel teoricamente ocor-

rerd dependendo da escala de tempo e dos detalhes dinamicos dos efeitos nao-lineares.

No ano de 1998, as investigagoes sobre o crescimento da emitancia adquirem um novo
formato. Bruce Carlsten [59] analiza o mecanismo de crescimento no regime do dominio
da emitancia para um feixe continuo em canais com aceleracao continua e focalizacao por
campos solenoidais. O trabalho de Carlsten considera a aceleragao do feixe e a subsequénte
evolucao da densidade nao-uniforme na taxa de crescimento da emitancia. Para isso ele
propoe uma emitancia geométrica (Eq.1 do artigo [59]) e deriva uma equacdo da forga
radial para o feixe de elétrons. O crescimento da emitancia resulta da interagao entre o

comprimento de onda de betatron e a densidade nao-uniforme. Variagoes na densidade
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levam a diferencas na fases de betatron ao longo do feixe. Diferencas entre as fases de
betatron levam a flutuagoes periddicas na densidade que adicionam nao-uniformidades no
perfil da densidade. No mesmo ano, Carlsten [60] considera variagoes na energia cinética
e na velocidade axial das particulas no feixe. Essas variacoes conduzem incrementos na
emitancia geométrica do feixe, mas nao conduzem incrementos associados a entropia do
feixe. O mais importante mecanismo resulta de perdas e ganhos na energia cinética da
particula, bem como compressoes e expansoes do feixe causando aumento e diminigao
na sua energia potencial. A emitancia geométrica é de natureza radial ja que o feixe é

continuo.

Em 2002, Franchetti e Hofmann [61] comegam a estudar o crescimento da emitancia
associado a formacao de um anel de particulas em feixes anisotropicos e mostram que
o crescimento, causado pelo descasamento do feixe, é altamente anisotropico. Também,
Qiang e colaboradores [62] no ano de 2003 investigam simulagoes 3D para observar o
crescimento da emitancia em tais feixes. Em ambos os artigos, o descasamento gera
oscilacoes no envelope do feixe e excitagoes dos seus respectivos auto-modos. Esses modos
do envelope possuem energia livre adicicional comparada com a distribuicao estacionéria.
Particulas individuais com uma certa freqiiéncia de oscilacao podem ressonar com os
modos do envelope e atingir grandes amplitudes, formando o anel. Estas particulas do
anel extraem energia dos modos do envelope e convertem a energia livre do descasamento

em energia térmica, causando crescimento da emitancia do feixe.

O estudo da formacao de anéis nos feixes e sua conseqiiente evolucao dinamica comeca,
10 anos antes, no trabalho pioneiro de Jamenson [63| descrevendo interagoes coletivas das
particulas individuais com o caroco do feixe, sendo as mudancas na densidade do caroco
ou o0 movimento relativo entre a particula e o caro¢o os maiores responsaveis pela formacao

do anel.

Em 1994, Gluckstern [64,65] prope um modelo analitico para a formagao de anel.
Considera um feixe circular com uma distribuicao-KV para o caroco e explora o mo-
vimento dos ions individuais passando através dele. Ja que a transferéncia de energia
entre os fons e o caroco pode acontecer somente se o caroco tem um comportamento de-
pendente do tempo, considera-se um mecanismo de oscilacoes do caroco tipo simétrico.
Estuda a interacao ressonante entre as oscilagoes simétricas do carogo e a oscilagao dos
ions , chegando a conclusao que a amplitude de oscilagao dos fons é a maior responsavel
pela formagao do anel. Ja em 1997, Okamoto e Tkegami [66] estudam a formagao de anel

em feixes cilindricos propagando-se num canal focalizador uniforme. Desenvolvem uma
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simulacao de multi-particulas dedicada a explorar as oscilacoes do caroco causadas por
perturbagoes no tamanho inicial do feixe. Consideram também desvios da distribuicao

inicial do feixe. Ambos fatores seriam responsaveis pela formacao do anel de particulas.

Infelizmente, nenhum desses modelos propostos foram validados inteiramente, pois
ambos apresentam ruido numeérico nas suas simulacoes, tornando a verificacao direta da
formacao de anel extremamente dificel. Para contornar tal obstaculo, Chen e colaborado-
res, a partir de 1994 constroem um modelo de particula teste para investigar a dinamica
de feixes continuos no dominio de K, propagando-se através do campo focalizador so-
lenoidal [67] e magnético quadrupolar de gradiente alternado [68,69]. Mostram que as
nao-linearidades dos autocampos induzem movimento cadtico para as particulas e forma-
¢ao de anel para feixes com secao transversal circular ou eliptica, casados com o canal
focalizador mas possuindo perfil transversal de densidade nao-uniforme na direcao de

propagacao.

Em 1998, Gluckstern e colaboradores [70| retornam a literatura considerando feixes
descasados longitudinal e, ou transversalmente para explorar a formacao de anéis em
feixes de pacotes tridimensionais com simetria azimutal. Constroem, analitica e numeri-
camente, novas classes de distribuicoes estacionarias no espaco de fases hexadimensional
para feixes de pacotes em formato esferoidal. Consideram o fenomeno de redistibuicao
causado pelo processo de eqiiiparticao como uma das causas da formacao do anel. Com
acoplamento entre o plano transversal e a parte longitudinal, os feixes descasados também,
apresentam formacao de anel, sendo o longitudinal o maior responsével pelo crescimento
do transversal. Logo em 1999, Gluckstern e colaboradores [71] consideram distribui¢oes
nao-estacionarias e estudam os anéis formados comparados com os obtidos usando dis-
tribuigoes estacionarias. Observacao, a maioria dos estudos dos mecanismos responsaveis
pela formacao do anel considera apenas feixes continuos, tais trabalhos de Gluckstern com

feixes de pacotes sao pioneiros nesses fendmenos.

Dentro de uma visdo pratica podemos mencionar o artigo de Pakter e Chen [72] mos-
trando formacgao de anel no dominio de K, para feixes de elétrons com o envelope rms
descasado em amplificadores de alta poténcia, tipo Klystron. Num artigo de 2000, Chen
e Pakter [73] investigam a formacao e o controle dos anéis em feixe de fons ou elétrons no
dominio de K, para o desenvolvimento de fontes de microondas de alta poténcia (HPM)
e aceleradores lineares (LINAC) de ions e elétrons. A relevancia desse trabalho é a desco-
berta de uma nova classe de equilibrio para feixes elipticos tipo saca-rolha propagando-se

por campos focalizadores solenoidal uniforme ou periédico e, ou campo focalizador qua-
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drupolar magnético de gradiente alternado. Ainda, deduzem equacdes do envelope do
feixe generalizadas para tal equilibrio, e mostram casos limites para o equilibrio eliptico

tipo fluido frio.

No ano de 1994, Chen e Davidson [43, 74| examinam as propriedades nao-lineares
do equilibrio-(KV') e da equacao do envelope para um feixe intenso de particulas car-
regadas propagando-se através de um campo focalizador solenoidal periddico, incluindo
os efeitos dos autocampos associados com a corrente e as forca eletromagnetostatica do
feixe. Mostram que as oscilagoes do envelope fora do equilibrio exibem ressonancias
nao-lineares e comportamento cadtico, tais efeitos amplificam as oscilagoes descasadas
do envelope levando a formacao de anel no feixe. Posteriormente em 1996, Qian e Da-
vidson [75], investigam a evolu¢do ndo-linear de um feixe eliptico KV com densidade
uniforme, propagando-se através de um campo focalizador quadrupolar magnético perio-
dico. O envelope exibe instabilidade nao-linear e comportamento cadtico para oscilacoes

de grande amplitude.

1.2 O Problema

Dada a alta intensidade do feixe, a densidade de carga e a forga eletrostatica entre as
particulas sao extremamente grandes, sendo necesséria a utilizacao de campos eletromag-
néticos intensos para confinar o feixe. Devido & grande amplitude das forcas envolvidas
no sistema e a periodicidade no forcamento imposto pelo campo focalizador, efeitos nao-
lineares passam a ser determinantes na dinamica das particulas. Isto leva ao aparecimento
de complicados fenomenos & medida que o feixe propaga-se. Um importante aspecto da
propagacao de feixes através de campos focalizantes é a existéncia de solucoes de equili-
brio auto-consistentes, ou seja que levem em conta as forcas internas de interacao entre as
particulas, e sua estabilidade. Em particular, para a configuracao de focalizacao mais sim-
ples, usando apenas um campo magnético uniforme, ja é bem conhecida [1,76] a existéncia

de uma grande variedade de solucoes de equilibrio com simetria azimutal.

Muitos estudos tem sido feitos desde 1980 em estabilidade linear de feixes focalizados
uniformemente ou periodicamente [44,45,77-79]. Eles detectaram a ocorréncia de diferen-
tes modos de instabilidade que comprometem o transporte do feixe para certos regimes de
parametros. De particular relevancia para focalizagao solenoidal com simetria azimutal é o
modo simétrico que induz incrementos na amplitude de oscilacao do envelope do feixe em

torno do valor casado(do equilibrio); e o tipo anti-simétrico que induz oscilagdes elipticas
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do feixe quebrando a simetria [45,80]. J4 a andlise da estabilidade nao-linear, também
estd sendo realizada, mas restringe-se a feixes com simetria azimutal [64,74,81-83]. Em
particular, mostra-se que oscilacoes do modo simétrico de amplitude finita pode induzir

caos na dinamica do envelope e formacao de anel no feixe.

Considerando campo focalizador uniforme, Gluckstern [64, 81] em 1994 mostrou que
um feixe isotropico submetido a consideraveis perturbacoes do modo simétrico induzidos
pelo descasamento do raio de equilibrio forma anéis para certos valores do tune depres-
sion (I' = \/# — 4, onde n = % sendo K, a perveancia do feixe, € a emitancia do feixe
e 0p 0 parametro associado ao campo focalizador). Ja em 2001, Hofmann [48,61| consi-
dera também um campo focalizador uniforme e introduz um parametro de anisotropia (
T = % ), onde a, b sdo as dimensoes transversais do feixe e v, 19 s@o os betatron tunes,

Y
relacionando a energia de oscilacao entre os eixos x,y. Tomandoa =be Z%yg # 1, Hofmann
descobre regides no espaco de parametros (I' X v) que apresentam anisotropia entre as
direcoes x e y da € causada pelas oscilagoes instaveis do modo simétrico e anti-simétrico.
Mais tarde em 2004, Pakter e colaboradores [80] analisam perturbagoes ndo-axissimétricas
sobre um feixe inicialmente circular submetido a um campo focalizador solenoidal e des-
cobrem uma regiao do espaco de parametros (I' X v), sendo o descasamento do feixe entre
a oscilagao do raio de equilibrio e a oscilacao do campo focalizador,onde as instabilidades
do modo anti-simétrico estdo presentes. Vale ressaltar que Tkegami [84,85|, em 1999, es-
tudou baseado no modelo Particle-Core e nas simulacoes Particle-in-Cell o crescimento
da emitancia € e a formacao de anéis causados pela superposicao dos modos simétricos e

anti-simétricos.

O proposito dessa dissertacao é analisar a estabilidade nao-linear tomando em consi-
deracao efeitos nao-axissimétricos. Em particular, investigarei o acoplamento nao-linear
entre o modo tipo simétrico e o modo tipo antissimétrico baseado nas equacoes do en-
velope [86]. Considerando um feixe descasado do seu raio de equilibrio, mostrarei que
as oscilagoes simétricas levam a oscilacoes instaveis do tipo anti-simétrica para um feixe
inicialmente quase-circular. Neste caso, o feixe pode comecar a desenvolver um formato
eliptico com um conseqiiente incremento no tamanho ao longo de uma direcao preferen-
cial, numa escala de tempo anterior ao crescimento da emitancia e & formacao de anéis.
Um modelo simples serd construido para clarificar o mecanismo basico que gera tal ins-
tabilidade e serd testado numericamente em comparacao com os resultados obtidos da
integracao numérica direta das equacoes do envelope. Simulagdes auto-consistentes serao
ainda realizadas para verificar os achados. Espera-se encontrar tal acoplamento nao-linear

em dispositivos tipo Klystrons [72].
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A dissertacao é organizada da seguinte maneira : No Capitulo 2 introduzirei o tra-
tamento tedrico padrao dos fendmenos fisicos presentes na dinamica nao-linear e nos
processos coletivos, envolvidos num feixe intenso de particulas carregadas; no Capitulo
3 a descricao do movimento de particula tnica, sujeita a campo focalizador solenoidal
magnético e autocampos, elétricos e magnéticos, serd analisada, construirei a funcao dis-
tribuicao de Kapchinskij-Vladimirskij(KV) para um feixe de particulas carregadas intenso
propagando-se através de um campo magnético uniforme, e por fim, obterei a equacao
diferencial que governa a evolucao do envelope do feixe; no Capitulo 4 resolverei o pro-
blema proposto para essa dissertacao; no Capitulo 5 introduzirei o que sao as simulacoes
numéricas auto-consistentes e realizarei alguns tipos de simula¢oes para comparar os re-
sultados anteriormente obtidos e, finalmente, no Capitulo 6 expressarei a importancia de

tais estudos realizados, concluido o trabalho.
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2 A Fisica de um Feixe de

Particulas Carregadas

Com a caracterizacao historica da fisica de um feixe de particulas carregadas, jun-
tamente com a formalizacao do problema da estabilidade nao-linear de um feixe intenso
descasado, julga-se necessaria a introducao do tratamento teérico padrao dos fendomenos
fisicos presentes na dinamica nao-linear e nos processos coletivos envolvidos num feixe

intenso de particulas carregadas.

A énfase do tratamento teérico sdo os processos coletivos nao-lineares de um feixe
de particulas carregadas. As propriedades de equilibrio, estabilidade e transporte sao
analisadas para tempos de escala curtos em comparacao com o tempo das colisdes bina-
rias [87].Dois tipos de descrigio teorica de sistemas de particulas carregadas, sem colisdo
sao usuais em termos praticos. Uma primeira descricao tipo fluido onde o feixe de particu-
las é descrito por quantidades macroscopicas locais, tais como a densidade e a velocidade,
obtidas a partir de médias sobre o espaco de momenta da funcao de distribuicao ci-
nética. As equacoes que relacionam as grandezas macroscoOpicas entre si sao derivadas
tomando-se momentos de ordens sucessivas da equacao de evolucao para a funcao dis-
tribuicao. No caso de um feixe, tratando-o como um plasma nao-neutro sem colisoes,
essa evolucao é ditada pela equacao de Vlasov juntamente com as equacoes de Maxwell
para a determinacao dos campos eletromagnéticos auto-consistentes. Para se obter uma
descricao tipo fluido fechada, é necessario truncar a hierarquia de momentos utilizando
algum tipo de suposigao [18,88,89]. E a segunda descrigdo cinética baseada nas equa-
¢oes de Vlasov-Maxwell [1, 6], tal modelo cinético descreve a evolugdo auto-consistente
da func¢ao distribuigao do feixe f,(x,p,t) no espago de fase hexadimensional (x, p) bem
como as particulas do feixe interagindo com os campos focalizadores aplicados e autocam-
pos, médios, elétricos E3(x,t) e magnéticos B%(x,t). Os campos focalizadores, Egc(x, 1)
e Bfoc(X, 1), sdo produzidos por fontes de cargas e correntes externas, e os autocampos,
Es(x,t) e B%(x,t), sdo produzidos auto-consistentemente pela densidade de carga do feixe

np(x,t) = e [ dp®fo(x,p, ), e densidade de corrente Jy(x,t) = ¢, [ dp*v fy(x,p, 1), res-
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pectivamente.

A determinacao de solugoes de equilibrio auto-consistentes para as equagoes de Vlasov-
Maxwell depende da existéncia de constantes de movimento de particula tnica [1,76], o
que requer a existéncia de simetrias especiais que simplifiquem a dinamica da particula.
Assim investigaremos as propriedades do movimento de particula tinica sujeita a campos

focalizadores, através do formalismo hamiltoniano.

2.1 O Modelo de Vlasov-Maxwell

Consideramos um sistema de particulas carregadas nao-neutro em que cada particula
J tem carga e; e massa de repouso m; . Num tempo de escala curto em comparacao com
o tempo de colisao binéria, as j-componentes da funcao distribui¢do de particula tnica,

fj(x,p,t) evoluem de acordo com a equacao de Vlasov:

0 0 vxB\ 0
8t+v a—+ej(E+ . )-%]fj(x,p,t)—o, (2.1)

onde c é a velocidade da luz no véicuo, a velocidade v e o momentum p estao relacionados

por:

v=2L - ™ (2.2)

1
/ym] (1 + WLPTiQ)2
J

quando a dinamica da particula é relativistica. Acima, v = (1 p )2 é o fator de

massa relativistico. Como x e p sao variaveis independentes, e %) vxB)=0a
Eq. (2.1) pode ser expressa na forma:

0 0 K v x B

G+ e h) 4o e (B4 2 ) 1| o 23)

A Eq. (2.3) tem a forma da equagao da continuidade no espago de fase hexadimensional
(x,p). Os campos elétricos e magnéticos nas Eq. (2.1) ou Eq. (2.3) sao determinados

auto-consistentemente através das equacoes de Maxwell:

10
E = —B 2.4
V x 08t , (2.4a)
10
VxB = Ze]/dp vfi(x,p,t)+ —J + - 0tE (2.4b)
V-E = 4r Z e; /dp?’fj(x, p,t) + 4mp., (2.4c)
J

V-B = o (2.4d)
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As Eq. (2.4b) e Eq. (2.4¢) permitem a possibilidade de fontes de carga p.(x,t) e corrente
Jo(x,1) externas. Os campos elétricos E(x,t) e magnéticos B(x,t) podem ser expressos

por:

onde Egoc(X,t) e Bgoc(x,t) sdo campos de focalizagao aplicados externamente, E3(x,t) e

B?(x,t) sdo os autocampos produzidos pelo proprio feixe de particulas carregadas.

As Eq. (2.1) e Eq. (2.3) representam o teorema de Liouville para a evolucdo de
fj(x,p,t) no espago de fase hexadimensional (x,p), a dedugdo completa da equacao de

Vlasov via teorema de Liouville esta presente no Anexo A, desta dissertagao.

Agora, considerando um feixe intenso de particulas nao-neutro consistindo de cargas

tinicas (j = b), a equagao de Vlasov Eq. (2.3) pode ser expressa por :

%+V‘%+[Ffoc+€j(Es+VXB )]%:
c Jdp

o = 0. (2.6)

Os autocampos, E°(x,t) e B*(x,t), sdo determinados pelas suas respectivas equacoes de

Maxwell. Assumindo campos focalizadores independentes do tempo, F .. é definido por:
1
FfOc = €p |:EfOC(X) + EV X BfOC(X):| . (27)

onde a forma funcional de Ej,.(x) e By,(x) dependem do tipo especifico de campo

focalizador aplicado.

A forma funcional dos autocampos e campos focalizadores serao solugoes das equacoes

de Maxwell, assunto da nossa proxima secao.

2.2 Configuracoes dos Campos Elétricos e Magnéticos

Considere um feixe intenso de particulas propagando-se na direcao z com velocidade
axial média V, = fByc = const, e energia cinética caracteristica (v, — 1)myc® no referencial

do laboratério, e, e m; sao a carga e a massa de repouso, respectivamente, das particulas,

. , 3 AN o
c é a velocidade da luz no vacuo, v, = (1 — C—g) ¢ o fator de massa relativistico, e as
. . R . . 1
paredes do cilindro condutor perfeito estao localizadas no raio R = r,,, onde R = (z?+3?)2

¢ a distancia radial do eixo do feixe, (z,y) = (0,0).
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Figura 1: Feixe eliptico propagando-se dentro de um tubo cilindrico condutor de raio

R =r,. (adaptado de [90])

O feixe ¢é fino, ou seja :
a,b< S (2.8)

onde S é a distancia de aplicacao do campo focalizador, a e b sao as dimensoes carac-
teristicas x e y do feixe. O feixe é assumido ser continuo na dire¢ao z com dimensao
axial caracteristica 2¢ > S. A ineqiialidade na Eq. (2.8) permitira expandir em série de
Taylor os campos focalizadores sobre o eixo do feixe (z,y) = (0,0). Consistente com (2.8),
assumindo que o feixe tem momentum axial alto p, = v,myc, usaremos a aproximacgao
paraxial [1,3,20]:
P20l (p: — m)* < 1} (2.9)
2up 2Nyey

- =K< 1 2.10
W e (2:10)

onde vg = AL parametro de Budker [91], N, = [dzdyny(x,t) é a densidade do

myc2
feixe por comprimento e ny(x,t) = [ dp®fy(x,p,t) é a densidade do feixe.Da Eq. (2.9),

vZ, vy, (v.—V;)? < V;?, e o movimento da particula no referencial do feixe ¢ nao-relativistico.
A quantidade adimensional K, definida na Eq. (2.10) é conhecida como perveancia do au-

tocampo [1].

Com os pressupostos estabelecidos acima, trataremos os campos focalizadores e auto-

campos, via equacoes de Maxwell, através da aproximacao eletrostatica e magnetoestatica.
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2.2.1 Configuragao dos Campos Focalizadores

Assumindo condi¢oes de estado estacionérias (% = O) para os campos focalizadores

e fontes de corrente externas, podemos determinar os campos no vicuo, via equacoes de
Maxwell, V X Bfoe = 0, V- Bjoe =0, V X Efoe = 0, V- Efy. = 0. Para um feixe fino
satisfazendo a desigualdade. (2.8), expandimos em série de Taylor os campos focalizadores
para pequenos valores de x e y (|z|, |y| < ) proximos ao eixo do feixe (z,y) = (0,0),
e posteriormente utilizamos as equacoes de Maxwell para encontrar formas funcionais

aproximadas dos campos focalizadores.

Para o campo focalizador solenoidal magnético periodico By (x) = B:;‘jl"lé:r + B;Oléy +
Bj"léz, fazemos uso de V x B,y = 0 e V- B,,; = 0 e expandimos em série de Taylor
B,y (x) proximo ao eixo do feixe, considerando um feixe fino com a,b < S, o que resulta

até primeira ordem :
1 . . X
B,y (x) = —§Bz(z)(ar:em +yé,) + B.(2)é, (2.11)

onde B.(z) = (aB—iol Aqui, B,(2) = B.(z + S) é a componente axial do

0z ) :

(z,9)=(0,0)

campo magnético solenoidal em (x,y) = (0,0). O potencial vetorial correspondente,
Ag(x) = APl (x)é, + Al (x)é, para o qual, By (x) = V X Agg(x) é

Av(x) = 3 B.(2) (wt + ) (2.12)

2.2.2 Campos Gerados pelo Préprio Feixe

Os autocampos magnéticos e elétricos, gerados auto-consistentemente pela densidade

. , _ 10A® _
de carga e, corrente do feixe podem ser representados por: E* = —V¢* — -%5- e B® =

V x A®. A equagao de Maxwell para, ES(x,t), é :

V -E° = 47e, / dp® fy(x, p, ) (2.13)
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sabendo que n, = [dp*fy(x,p,t) e usando o calibre de Coulomb V - A® = 0 nas
Egs. (2.14), teremos:

V- -E = 47T€bnb, (214&)
1 0A®
% (—ng)s - o ) = drmepny, (2.14b)
~V2p* — 1QV -A° = dmepn (2.14¢)
c ot - b'tby :
V32¢* = —dmeyny. (2.14d)

2 _ 02 | 9 9
onde, V _8x2+3y2+822'

A equagao de Maxwell para B%(x,t) é:

s Am 3 10,
Vx B = 7€b/dp vfo(x,p,t) + E@E (2.15)
Conhecendo B® = V x A?® usando a relagao abaixo:

VxVxA®=-VA*+V(V- A% (2.16)

e aplicando o calibre de Coulomb V - A® = 0 obtemos :

4 10
—V?As = — — DN 2.1

\Y - Jp + Ot ( 7)

Aproximamos A; = Aj ~ 0, pois o feixe ¢ continuo na diregao-z e possui, densidade
de corrente J,, praticamente, somente, na dire¢do-z. Assim, obtemos B®* = V x (A4%¢é,)
gerado pela corrente axial do feixe, Jy, = €, [ dp*v, fy(x, p,t). Consistente com a hipotese
de muita pequena difusdo na velocidade, v, = V, = [yc, nos aproximamos J,,(x,t) =

epViny(x,t), o que resulta para a componente z da equagao (2.17) :

Ar 10 [0¢° 10A

2 A8 o o - _ z
VA, = c € Vato + c ot (82 T ot ) ’ (2.182)

e Lo (00 104
Vv Az = 47T6bﬁbnb + e ot 2 + c ot s (218b)

onde ¢°(x,t) e ny(x,t) se relacionam pela Eq. (2.14d).

Fazendo uso da aproximacao eletroestitica e magnetostéatica, (% = 0) a Eq. (2.18b)

pode ser aproximada para :
V2AS = —dmeyByny(x,t) (2.19)

comparando com V2¢® = —4meyn;, obtemos :

Al(x,t) = Byo®(x,t) (2.20)



2.8 Formalismo Hamiltoniano 26

Agora resolvendo B® = VA] x é, obtemos :

dg* d9*
S = Bye—by — Bym— 2.21
logo :
0¢°
B = 2.22
pe Bo oy’ ( a)
0¢°
= = 2.22b
By B (2.22b)
Utilizando E* = —V¢* — %% resulta em :
0¢*
o= = 2.2
E; o (2.23a)
0¢*
5= = 2.23b
E, . (2.23b)
0¢°*
o= — ) 2.2
E? P (2.23¢)

na aproximacao eletroestatica.

Especificando ny(x,t), o potencial eletroestatico ¢°(x,t) é determinado pela equagao
de Poisson, V2¢* = —4meyny, e as componentes dos autocampos magnéticos e elétricos

sao calculadas pelas Eqs. (2.22), (2.23).

A solucao da equacao de Poisson sera discutida no proximo capitulo para o caso de um
perfil de densidade, n,(x, t), uniforme com segao transversal eliptica; a resolu¢ao completa
da equacgao de Poisson bidimensional, via coordenadas elipticas pode ser encontrada no

Apéndice A dessa dissertacao.

2.3 Formalismo Hamiltoniano

Como visto anteriormente os campos aplicados sobre o feixe e os autocampos gerados

pela densidade de carga e corrente do feixe podem ser expressos por :

10A
E — _ng_zﬁ’ (2.24a)
B = VxA. (2.24Db)
onde
6 = ¢4, (2.25a)

A = Al As (2.25b)
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Fazendo uso das Eqs. (2.7) , (2.25), a equagdo de Vlasov nao-linear, (2.6) pode ser

expressa de forma equivalente por:

Afe Ot 1 ofy
o +v 8X+€b( qu—l-cvaxA) 3p_0 (2.26)

sendo ¢°(x,t) e A%(x,t) determinados auto-consistentemente pelas Eqs. (2.14d) , (2.19),
respectivamente. Introduzindo o momentum canonico P = p + 2 A(x,t), o hamiltoniano

de particula tinica, H = ymyc? + ey, pode ser expresso por:

1

1 272
H = |mic* + (P — —ebA) + ep (2.27)
c
As equagoes de movimento de particula tnica [92-95] :
dx 0H
— = = 2.28
dt oP’ (2.282)
dP OH
—_— = ——. 2.28b
dt ox ( )
sao :
b1 (P a).
dt Yy c
_ b _
= By (2.29a)
ym
dP 1
= _ _Iv-A
dt €bv ((b CV ) )
1
= e (—ng) +-vxV X A) : (2.29h)
c

como esperado. Comparando as Eqs. (2.29a) e (2.29b) com os coeficientes % e %—{f da
Eq. (2.26), observa-se que os coeficientes da equacao de Vlasov, (2.26), correspondem, as
equagoes de movimento de particula tnica, (2.29a) e (2.29b). Assim a Eq. (2.26) pode

ser expressa por :

dx 0f,  dp 0f;

e
- =0 2.30
ot dt ox dt Op (2:30)
A Eq. (2.30), entdo, pode ser escrita como :
d
dfs =0 (2.31)

dt

A determinacao de solugdes de equlibrio auto-consistentes para a equacao de Vlasov-
Maxwell nao-linear depende da existéncia de constantes de movimento de particula tinica.

Denotamos, as constantes de movimento por C;(x,p,t),j7 = 1,2,..., onde x(t) e p(t) sdo
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solugbes das equagoes de Orbita, (2.29). Aplicando a regra da cadeia, dd—? = 0 pode ser

expressa por : 5 5 5
de . Cj dx Cj dp Cj .
dt o T ar ox op =0 (232)

quando, comparada com a Eq. (2.30), resulta que a fungao distribuigao:

fy = f)(C1,Co, ) (2.33)

que depende de (x, p) e t, exclusivamente, através, das constantes de movimento, C;(x, p, t), j

1,2, ..., € uma solucado exata da equagao de Vlasov nao-linear, (2.26). Isto é :

d _dC Of) Gy Of)
dtfb(cl’@"“)_ dt oC, " dt 0C,

4o =0 (2.34)

Para feixes intensos propagando-se através de campos focalizadores periddicos qua-
drupolares ou solenoidais é conveniente desenvolver uma formulagao hamiltoniana alter-
nativa [22,76], da equacao de Vlasov-Maxwell e das equagoes de movimento de particula
tnica. Transformamos as variaveis canonicas conjugadas (z, P,), (y, P,) e (2, P,) para
(x, Py), (y, Py) e (t, —H). Em fisica de aceleradores [22], é praxis, denotar s a coordenada

ao longo da principal direcao de propagacao, isto é :
s=2z (2.35)

Assumindo que todas as particulas estao se movendo na direcdo positiva de s, com
p. = P. — 2Az > 0, e usando a Eq. (2.27) para introduzir um novo hamiltoniano
Qz, Pyyy, Py;t, —H; s) definido por:

Oz, Pryy, Pyit,—H; s) = —P.(x, Py y, Pyit, —H; s) (2.36)

A\ 2
Resolvendo a Eq. (2.27) para (PZ — %) e tomando a raiz quadrada positiva, obtém-se:

1
H 2 1 2 1 212
Q=— [(— — %) —mjc® — (Px — —ebAz) — (Py — —ebAy>
c c c c

Aqui, ¢ = ¢foc + ¢° ¢ A = Ajp,. + Alé,, representa os potenciais escalares e vetoriais

ebAz

C

(2.37)

totais, Eq. (2.25). Em termos do novo hamiltoniano, 2, as equagdes de movimento sao
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dadas por:
de  0Q dP, o0
= - _ __ 2.
ds 0P, ds ox’ (2.38)
dy 00 dP, 09
= ¥y __ 2.38b
ds 0P, ds oy’ (2.38)
dt Q  d(—-H Q
_ 9 (=H) __9 (2.38c)

ds  9(—H) ds St

A quantidade % = % na Eq. (2.38¢), seré identificada como v, !, onde v, é a velocidade

axial.

Tratando s como uma variavel dinamica da direcao do movimento, a equacao de
Vlasov ndo-linear para a funcao distribuicao, f,(x, Py;y, Py;t, —H; s), nas novas variaveis

pode ser expresso por,% =0, ou de forma equivalente :

ofy . 0fs  Ofy  Of O fy  Of o Of

— 4+t = —— — 4+ P P — —-H =0 2.39
s "V T s TV, g Thap, T 5T H (2:39)
onde, ('), denota, %. Tratando, ¢ e A, independentes do tempo, (g—f =0= %—’?), segue
da Eq. (2.37) que Q nao depende explicitamente de ¢. Assim, % =0,e:
d(—H)
=0 2.40
T (2.40)

resultado direto da Eq. (2.38¢). Além disso, a fun¢ao distribui¢ao de equilibrio, indepen-
dente do tempo, f(x, Py;y, P,;; —H, s), satisfaz necessariamente 9% — () na Eq. (2.39).

ot
Tomando, —H = —%—Z =0e % = 0 na Eq. (2.39) , teremos:
0 0 0 0 0
Oy | Oh Oh  prOh | O (2.41)

os " ox Yoy T rap, T 'vop,

para a evolugao de fP(z, Py, P;;—H,s). Os coeficientes x',y',P;eP; da equacao de
Vlasov, Eq. (2.41), sao determinados das Eqs. (2.38)
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3 Deducao da Funcao Distribuicao
e da Equacao do Envelope

Com o desenvolvimento da formulagao hamiltoniana alternativa para feixes de parti-
culas intensos sujeitos a campos focalizadores periddicos, quadrupolares ou solenoidais a
descricao do movimento de particula tinica, sujeita a campo focalizador solenoidal magné-
tico e auto-campos, elétricos e magnéticos, podera ser analisada. Todo o desenvolvimento
considerard um campo focalizador solenoidal magnético uniforme, mas toda a logica é va-
lida, também, para um campo focalizador periédico solenoidal magnético. Expressaremos
o hamiltoniano e as equacoes de movimento no referencial do laboratério e no referen-
cial de Larmor. Posteriormente, construiremos a funcao distribuicao de Kapchinskij-
Vladimirskij(KV) para um feixe de particulas carregadas intenso propagando-se atraveés
de um campo magnético solenoidal uniforme, e por fim, obteremos a equacao diferencial

que governa a evolucao do envelope do feixe.

3.1 Equacoes de Movimento no Referencial do Labora-
torio

Consideramos um feixe de particulas carregadas intenso e continuo propagando-se
com velocidade axial média (ycé., através de um campo focalizador solenoidal magnético

uniforme, expresso por:

B o.(x) = B.é. (3.1)

na aproximacao de um feixe fino. Utilizando, s = 2, para a coordenada axial, o potencial

vetorial para o campo magnético aplicado pode ser escrito como:

1 R R
Aocl,,5) = 5Bz (~yts + 72, (32)

sabendo que, By, =V X A,

Na aproximacao paraxial, o movimento transversal da particula é assumido ser nao-
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relativistico, e o parametro de Budker é pequeno comparado com a unidade, isto é :

<1 (3.3)

onde, Ny, = [ dzdyny(z,y, s) é a densidade do feixe por comprimento axial, e, e m;, sao a
carga e massa de repouso do feixe, respectivamente. Assumindo os pressupostos relatados,
acima, e utilizando as Eqgs. (2.22) e (2.23) bidimensionais; para os auto-campos, elétricos

e magnéticos, em equilibrio, associados com o feixe de particulas carregadas, temos :

B, = ﬁba;;, (3.4a)
B = —ﬁbaa(f (3.4b)
Lk = _5(;? (3.4¢)
B = _%f. (3.4d)

onde o potencial escalar para os autocampo elétrico, obedece a equacao de Poisson :

0? 0?
[@ + a—yQ] ¢*(z,y,5) = —4meyny(,y, s) (3.5)
Introduzindo o potencial do autocampo adimensional:
v (2, Y, 5)
=—"> 7 3.6
w(l‘7 y? 8) f)/gmbﬁgc2 ( )
A equagao de Poisson (3.5) pode ser expressa como :
82 82 27TKb
{@ + 8—’3/2:| ¢($7y7 S) = - Nb nb(xvyv S)' (37)
onde K}, = 73212717;;@ é a perveancia do autocampo definida na Eq (2.10).
b b

As equacoes de movimento no referencial do laboratério podem ser derivadas do hal-

mitoniano de particula tinica definido abaixo, [43]:

2 2
H(r,y,s, P By P) = (& (Po= 2 Al) 46 (P - cA))
c c

1
2

2
+ <Pz - ZAj,) +m?ct| 4 eg? (3.8)

onde (s, P,) é o par candnico conjugado, e 0 momentum canoénico se relaciona com o

momentum mecanico por P = p + (£) [Af* 4+ A*]. Relembrando a Eq. (2.29b) para a

A2 — e, 2 (¢ — v - A), considerando um feixe continuo, axialmente
’ dt 0z c ) )

componente z
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uniforme, (% = 0), com dimensoes tranversais muito pequenas, a,b < S, a variacao na
direcdo z de ¢(x,t) e A(x,t) pode ser tratada muito pequena e desprezivel; neste caso

P, é uma constante aproximada do movimento. Assim, integrando a componente z da

Eq. (2.29b), ¢ £ = 'an’ sendo o momentum mecéanico, aproximadamente, constante na

aproximacao paraxial e , equivalente a, p, = y,mfyc, teremos, z = zg + Gyct, onde Gy é a

velocidade axial média do feixe. Tomando zy = 0, ficaremos com s = z = [F,ct.

Aplicando a formulagao hamiltoniana alternativa, utilizaremos o hamiltoniano (3.8)

para introduzir um novo hamiltoniano Q(z, P,;y, P,, —H; s), definido por:
Q(Jj‘ Pzay7P H 8) = _P (.ﬁU vayap H S) (39)

o\ 2
Resolvendo o hamiltoniano (3.8) para (PZ — %) e tomando a raiz quadrada positiva,

obtém-se:

H s\ 2 1 2 1 2|®
0=_ [(_ _ Gf ) — m2c® — (Px - —ebA;;OC) - (Py - —ebAg;OC) -
& C & &

Como o movimento transversal é assumido ser nao-relativistico na aproximcao paraxial,

S
ebAZ

C

(3.10)

o momento mecanico axial, p, = y,mf,c, pode ser tratado, aproximadamente, constante,

assim, podemos definir o momento cinematico efetivo do feixe de particulas, p,(H), por

it = (45 - m§c2)% (3.11)

e denotamos p, = Y,(H)mpFy(H)c, onde v,(H) = mI:CQ e f2=1- % Assim sendo,
po(H), v(H), By(H), sdo fungoes conhecidas de H, assumindo que a funcao distribuigao
do feixe de particulas apresenta muita pequena difusao nos momenta e energia. Por conse-
guinte, expandiremos em série de Taylor o hamiltoniano (3.10), considerando p2, p> < p;
e |ep¢| < H. Tomando somente termos de ordem quadratica nos momentos transversais,

e ordem linear para ¢, mostramos, que o hamiltoniano (3.10) pode ser aproximado para :

2
1 ebAfoc 2 ebAfOC
QO = —p(H p, — e p,— v
Pl )+2pb(H) ( c ) T c
H@b ebAs
_ z 3.12

Em circunstancias, onde a funcio distribuicio f) = (z, P.;y, P,; —H, s) na Eq. (2.41)
apresenta desprezivel difusao nos momenta e energia sobre os valores p, = ~Yymppc =

const., (H) = v, = const. e H = yymc?® = const., o hamiltoniano 2 em (3.12) pode ser
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escrito como:

2
1 ey Afoc ? ep Al
Q = —fybmbﬁbc + — P, — i + Py _ 2
2y Bpe c c
€p ebAz
R (3.13)

utilizando a aproximacao, A3 = [,¢°, (ver cap.2, se¢ao 2.2.2), os termos dos autocampos
no hamiltoniano (3.13), combinados, resultam em:
e A e’

@ c ’Yz?ﬁbc

(3.14)

onde % = 1 — B2 Utilizando a relagio (3.6), a expressio (3.14) e normalizando o hamil-

b

toniano (3.13) por m, obtemos :
2
0 1 ebAfoc 2 GbAfOC
— =14+ ——= || P — = P, — L 3.15
Vorrp Bpc N 2yym; Bpc? ( c ) T\ c Y (3.15)

Substituindo a Eq. (3.2) no hamiltoniano normalizado (3.15), teremos :

@ _ .1 ( P. ., By )2+< P, ey B )2
Vo BpC 2 [ \wmufec  29pmpBpc? Yo e 27pmpBpc?
+ v (3.16)
Introduzindo os momentum canonicos transversais normalizados,P, = 'wajﬁbc’ Py =
’Ybe:BbC’ o hamiltoniano normalizado, Q0= %mfzﬁbc e o parametro focalizador normalizado,
oy = 2«/,,?55,)& o hamiltoniano (3.16) pode ser escrito como:
. A 1 . 2 . 2
Qz,y, Py, Py, —H,s) = —1+ 5 {(Pw + aoy) + (Py — crox) ] + 1 (3.17)

Definindo o hamitoniano transversal, {0, = QO+ 1, obtemos :

A~ ~

~ 1 2 N 2
ey, Po Pyys) = 5 {(Px + aoy> n (Py _ 00;1:> } Y (3.18)

Utilizando as Eqs. (2.38a) e (2.38b) encontramos as seguintes equagoes transversais do
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movimento no referencial do laboratoério :

j—i = 6;;: = P, + ooy, (3.19a)
di’ N T T (3.19b)
% _ 8@% _ P, — oo, (3.19¢)
dd_iy :_% :_pgﬁgo_ggy_g_j (3.19d)

Observe que o movimento na dire¢ao-z é acoplado com o movimento na dire¢ao-y.

3.2 Equacoes de Movimento no Referencial de Larmor

Agora, executaremos uma transformacgao candnica do referencial do laboratério para

o referencial de Larmor, que rota em relacao ao referencial do laboratoério, com velocidade

ep B
2vpymce’

angular [Sycog = como ilustrado na figura (2).

y
A

=

y

b(s) a(s)
0(s) > x

Figura 2: Referencial de Larmor. (adaptado de [96])

A fungao geratriz para tal transformacao das variaveis (z, y, B, f)y) para (7,7, P, ﬁy)

pode ser expressa como :

F(z,y; Py, I5y, s) = {x cos[f(s)] — ysin[@(s)]}px + {zsin[f(s)] + ycos[@(s)]}ﬁy (3.20)

onde 0(s) = [dsoy é a fase de rotagdo angular. A funcdo geratriz (3.20), define as

S0
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seguintes transformadas :

oF

= 95, =z cos[f(s)] — ysin[d(s)], (3.21a)
= gg = xsin[f(s)] + y cos[0(s)], (3.21h)

P, = g—f = P, cos[f(s)] + P, sin[f(s)], (3.21c)
P, = aa—]; — — P, sin[f(s)] + P, cos[f(s)]. (3.21d)

O novo hamiltoniano transversal é dado por A, = Q| + %—f, expresso nas variaveis

do referencial de Larmor (%, 7, Py, P,). Da funcio geratriz (3.21), usando as Eqgs. (3.21c)

e (3.21d), e a relacao § @ = 09, obtemos :
OF . .
55 = 00 [:L‘Px — yPy} (3.22)

Do hamiltoniano (3.18) e da Eq. (3.22), obtemos:

2

1 A A
A= (PIQ + Pf) + % (22 +12) + (3.23)

onde 1) ¢ o potencial escalar normalizado definido na Eq. (3.6). Fazendo uso das Eqs. (3.21)
para expressar 22 +y% = i+ % e P, ‘4 P =P, 24 ﬁyQ, o novo hamiltoniano transversal

A, expresso nas variaveis do referencial de Larmor (Z, 7, P, P ), € dado por :

L. o~ = 1
Al(xayapwapy):_

2
2 <15””2 + pj) + 20 (3 + 5) + (3, 5, 5) (3.24)

2

Consideramos um feixe de particulas axialmente continuo, com densidade uniforme,

72

n(Z,7,5) = mp(s) = const., e secgdo transversal eliptica, 0 < 2m T b2y—(25) < 1, como

observado na figura (2). Neste caso, N, = [ dZdyny(Z, g, s) = nyrab = const.. A equagao

de Poisson, (3.7), no referencial de Larmor pode ser expressa como :

0? 0? o 2K, 2 P
|:83~72 + 8g2:| w(x,y,s) = —E, 0< — + b_2 <1 (325&)
~2 gQ
= 0 St >1 (3.25b)

com a,b <« r,, onde r, é o raio do cilindro condutor; a e b os semi-eixos maior e menor
da elipse, respectivamente. A solugdo exata da Eq (3.25) é :
K, [1., 1,

-7+ -y 3.26

a-+b {a 4 (3:26)

w(£7g75> = -
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z2 72

no interior do feixe, 0 < 26 T rE < 1. A solucao completa da equacgao de Poisson
bidimensional, em coordenadas elipticas, pode ser encontrada no Apéndice A dessa dis-
sertacao. Utilizando os parametros dos autocampos normalizados, ks = MW e

k .

Rsyg = W, obtemos:
¢(ja gv 8) == [st:i‘Q + /{sng] (327)

Assim o hamiltoniano (3.24) pode ser escrito como :
1/~2 ~ 2 08 9 -9 ~9 ~2

Aizé(Pa: +Py)+5(x +y)—[/§5$x +/{Syy} (3.28)

Definindo a;(s) = 03 — 2Kz e ay(s) = 03 — 2K, as equagoes do movimento no referencial

de Larmor sao :

%§:: Z%;.::ﬁ;, (3.29a)
% = ?;I\; —- B, (3.29b)
S
Yy
ddix — __88/? = —a;(s)E, (3.29¢)
dP,  O0AL i
i —ay(8)7. (3.29d)

Combinando as Eqgs. (3.29a) e (3.29¢) e as Eqgs. (3.29b) e (3.29d), obtemos :

427
d—sf +az(s) =0, (3.30a)
d2j
d—S‘Z +ay(s)E = 0. (3.30D)

As equacoes acima, sao as conhecidas equacoes de Hill. Observe que os movimentos nas

direcoes 7 e y se desacoplam no referencial de Larmor.

3.3 A Funcao Distribuicao de Kapchinskij-Vladimirskij

A distribuigao de Kapchinskij-Vladimirskij KV [30], € um equilibrio de Vlasov auto-
consistente (% = 0), para um feixe intenso de particulas carregadas sujeito a um campo
focalizador linear incluindo efeitos dos autocampos. Tais campos focalizadores podem ser
do tipo magnético quadrupolar de gradiente alternado, magnético solenoidal peridédico no

referencial de Larmor, magnético uniforme ou elétrico uniforme.

Para construir a funcao distribuicao-KV de equilibrio para um feixe intenso de parti-
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culas carregadas propagando-se através de um campo magnético solenoidal uniforme no
referencial de Larmor, adaptaremos o procedimento de Courant e Snyder [16] do sincro-

tron de gradiente alternado.

E usual expressar as oérbitas para Z (3.30a) e § (3.30b), respectivamente, como :

2(s) = Azw;i(s)cos[vz(s) + dzol (3.31a)
g(s) = Agwy(s)sin[Py(s) + dyo] - (3.31b)

onde 9z(s) e 1;(s) sdo as chamadas funcoes de fase de betatron das orbitas e g, res-
pectivamente; wz(s) e wy(s) sdo as funcoes de envelope; A; e A sdo as amplitudes das
respectivas orbitas e, ¢z e ¢go sao as fases das orbitas-z e y. Az, Ay, ¢pzo0 € ¢z0 sdo cons-

tantes que podem ser determinadas das condicoes iniciais #(sq), §(s0), Ps(s0) = & (s0) e
P,(s0) = 7/ (s0) onde, (), denota, (L). Das Eqgs. (3.31a) e (3.31b) obtemos:

. = Aiw; cos [z + dzo] — Azwath, sin [z + a0l (3.32a)
dN ! !
?(/fj) = Agu)g sin [’Lpg + ngo] + Agbdgwy COS [’l/}g + (bgo] . (332b)
e
d%z " /
dxs(;) = Az [%:« — Wz (%«) 2] cos [Yhz + P
- Az [w;ﬂﬁ; + <w5:¢;~;>l] sin [¢z + ¢z , (3.33a)
.
LD = gy - (45) | sty + 6

+ Ay {w%w; + <wgz/1;7> } cos [1g + Pgo] - (3.33b)
Substituindo as Eqgs. (3.31a) e (3.33a) em (3.30a) obtemos :

" / 2 / / / !
Af |jx)i — Wz (¢i) + aggwf} COS ["Lﬁf + Qbﬂ)] — Ag,} [iji + (iji> :| sin [’Lpf + ¢i0] =0
(3.34)
Como 1)z é fungao de s a eq. (3.34) s0 é satisfeita se os coeficientes do cos e sin se anulam.

Entdo, tomando o coeficiente de sin [1); + @] igual a zero, obtemos, w;1; + (wz1;) =0,

¥z :/(3—8 (3.35)

com 9z(sg) = 0. Agora, tomando o coeficiente de cos [tz + ¢z0] igual a zero na Eq. (3.34),

o que resulta em :
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L resulta que :

7\ 2 -
) + azw;z = 0, usando déi’” =

T

obtemos, w; — wz (w
(3.36)

%
Rwa

d2
—wi + az(s)wz =

ds?
Exceto pelo fator constante A; e na Eq. (3.31a), observe que a Eq. (3.36) é uma equagao
fechada para a fun¢ao envelope wz(s) da orbita-Z. Assim a expressdo (3.31a) resolve a
equacao de Hill (3.30a) desde que, encontrada a solugao w;(s) da Eq. (3.36).
Agora, substituindo as Eqgs. (3.31b) e (3.33b) em (3.30b) obtemos :

<1/1y>2 4 agwg] sin [ + dgo] + Ay {wywy + (wywy) } cos [1bg + dgo) = 0
(3.37)

Ay {w; — Wy
tomando o coeficiente de cos [1)5 + ¢50] igual a zero, obtemos, w;ﬂ/{;} + (wgw;)/ =0, o que
resulta em : )
ds
0y = / (3.39)
! w3(s)

L resulta que :

com z(so) = 0. Agora, tomando o coeficiente de sin [t; + ¢;0] igual a zero na Eq. (3.37),

obtemos, w'yf — wy (%)2 + azwy = 0, usando % =
(3.39)

sl —

L it agls)en(s)

ds?
Também, exceto pelo fator constante A; na Eq. (3.31b), observe que a Eq. (3.39) é uma
equacdo fechada para a funcdo envelope wy(s) da oOrbita-g. Assim a expressao (3.31b)

resolve a equagao de Hill (3.30b) desde que, encontrada a solucao wy(s) da Eq. (3.39).

As amplitudes A; e A; nas Egs. (3.31) sao consideradas constantes do movimento

para as oOrbitas-z e g, respectivamente. Observe a figura abaixo :
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Figura 3: Espaco de fase (Z,4'). (adaptado de [18])

Considerando as Eqs. (3.31a) e (3.32a) podemos expressar :

-9 47 dws \2
A=y (wi—x - w%) . (3.40)

z 2

Como ilustrado na fig. (3), a Eq. (3.40) representa uma elipse no espaco de fase (, ).
Quando w% # 0, o eixo maior da elipse é rotado em relagao ao eixo x. O tamanho, orien-
tacao e excentricidade da elipse sao determinados por A; e os valores de w; e w;} (dadas as
condigbes iniciais s = s9). Quando s varia, wz e w;} variam também e, consequentemente,
a superficie e orientacao da elipse mudam de acordo. Para um valor especifico de A; a

4drea da elipse mantém-se constante e equivale a mAZ2.

Analise, agora, o espaco de fase (g,gj/) idéntico a figura (3). Considerando, também,

as Eqgs. (3.31b) e (3.32b) podemos expressar :
j? dg  dwy \?
Aa2=2 4 (w~—y - ﬂy) . (3.41)
s

Como ilustrado na fig. (3), a Eq. (3.41), também representa uma elipse no espago de
fase (7,7). Quando w;j # 0, o eixo maior da elipse é rotado em relacao ao eixo y. O
tamanho, orientacao e excentricidade da elipse sao determinados por A; e os valores de
wy e w;j (dadas as condigoes iniciais s = sp). Quando s varia, w; e w; variam também e,
consequentemente, a superficie e orientacao da elipse mudam de acordo. Para um valor
especifico de Ay a 4rea da elipse, também, mantém-se constante e equivale a WA%.

A conservagao de A2 e A% sugere que as variaveis do espaco de fase naturais no

-~ i ~@ _ dUJg ~ .
Ty oo Wigs — as U Com isso em mente,

~ . z di  dwz
presente problema sao do tipo Wz e o

(./.)5,;7
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introduziremos a fun¢ao geratriz Fy(Z,y, Px, Py) definida por :

pol Rl R

onde w; e wy resolvem as Eqs. (3.36) e (3.39), respectivamente. A funcao geratriz (3.42),

de(s)] (3.42)

. 1
Fl(xvya-PXaPY) |:PY+§ ds

define as seguintes transformadas canonicas das variaveis (Z, 7, P, P y) bara as novas va-

riaveis (X,Y, Px, P,):

X = gg; - w% (3.43a)
Yy = g% = w%, (3.43b)
P, = % - i [PX + :zdsz(s)] , (3.43¢)
P, = %—];1 = wiy [Py + gddef)] : (3.43d)

O novo hamiltoniano é dado por A} = A, + %, expresso nas variaveis (X,Y, Py, Py).

Da fungao geratriz (3.42), obtemos :

o shui 26 i P,
Os w3 2 lwp Wi wy 2 |wy Wi
Usando as Eqgs. (3.36) e (3.39), teremos :
OF, ¥  iw, 72 w2 PR T e
_ . P il Yz . Yy P LA Y 4
ds 2wl w2 {X+2°" > Taot T [TV M T (3.45)

Sabendo que a; = 07 — 2ks; € Ay = 0f — 2Ky, podemos expressar o hamiltoniano (3.28)

como

g Qg
- <P +P) S+ (3.46)

1
2
(3.43b) para expressar T = w; X e § = w;Y, usando as
6)

Fazendo uso das Eqs. (3.43a) e
Eqs. (3.43¢), (3.43d), (3.45) e (3.4
(X,Y, Px, Py), é expresso por :

o novo hamiltoniano, A} = A + % , nas variaveis

1
[PX +X°] + 5 [V + Y7 (3.47)

7]

AL(X7Y7PX7PY) = 3 9

10

Em termos das novas variaveis, as equagoes do movimento para X (s), Px(s), Y(s) e
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Py (s) calculadas do hamiltoniano (3.47) sao :

dX 0A. Py

P e (3.48a)

i_i _ ZZA; _ i_g, (3.48h)
% _ _%AXL _ _%, (3.48¢)
% _ _?YL _ _é, (3.484)

Y

onde as funcoes envelope w; e wy resolvem as Eqgs. (3.36) e (3.39).

Fazendo uso da Eqs. (3.43c) e (3.43d) para expressar Py = wz P, — Nd“dLs(S) e Py =

wy P, — g]dwgs(s), usando as Egs. (3.43a) e (3.43b) e sabendo que & = P,, ¥ = P, as
constantes A2 e A% podem ser escritas nas novas variaveis como:
12'2 ~ dw56~ 2
A2 = 2 1 (%Px -0 x) = X*+ P2, (3.49a)
sV 5 dwy \’ 2 2
A; = 2 + (wgPy - d—;y) =Y "+ By, (3.49b)
Y

Consistente com o pressuposto que as forcas dos autocampos sao linearmente propor-
cionais a Z(s) e g(s) e a densidade do feixe é uniforme e igual a 17,(s) = % dentro da
secao transversal da elipse 0 < a§—(28) + b2y—(28) < 1, o equilibrio de Vlasov auto-consistente,
incluindo efeitos dos auto-campos, pode ser construido das constantes do movimento,

X2+ P% e Y? + P2 definidas nas Eqgs. (3.49). Em particular, dada a fungao distribuigao :

fo = fo(AZ, A7) (3.50)

que depende de s e das variaveis do espacgo de fase (7,7, B, py), exclusivamente, através
das constantes do movimento, AZ e Afj, ¢ uma solugao exata da Eq. (2.41), escrita no

referencial de Larmor. Relembrando as Eqs. (2.31), (2.33), (2.34), temos que demonstrar

a seguinte relacao :

d dA2 af, dAZ of
&fb(A%,A?]): h 8Ab%+ dsyaA’;:o (3.51)
z Y

para comprovar que fb(A%,Az) ¢ uma solugdo exata da equacdo de Vlasov (2.41), no

referencial de Larmor. Escolhemos a funcao distribuicao :

A2 A2
fo(AZ, Ag) =C6 (6—”6 + e—y — 1) (3.52)
T Y

onde C' é uma constante de normalizacao que serd calculada posteriormente, €; e €; sao
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A . . . A2
as emitancias transversais do feixe, assumidas constantes e (e—z +
€T

2

A2 .
6—-”) é a funcao delta
Yy

de Dirac. A expressao (3.52) é conhecida como distribui¢ao de Kapchinskij-Vladimirskij

(KV).

Definindo :
g +j,g i 0
as T oz Y a5

d
d

= 0 0
© oP, 8P

s
Utilizando as Eqgs. (3.29) podemos escrever a definigdo (3.53) como :

i:2+Pa+138

ds  ds ‘oz YOy

Assim teremos :

.0
— 0T —= + Qzy

9
oF,

0P,

dA% 2’“2 i , o~ roon
dm = —x;}m+2wiwiP —2P:Ew~—2wa$w +2xww~
S wy
2~_P~$ [ Aag ~ ! ~ !
+ = —zuw%a2+23@w§—2%Wy%§+mm§ww%
w3
dAg 2y
= v waw P — 2P, yw~ — 2P, ywyw s 202 w w~
S wy
2y P, =
+ % — QWQWQPyQ + 2P, yw~ — 20zyw P,j wy + 2ayy Wy
]
Sabendo que w; = % — QzWi € wg = % — aywy, teremos :
T Y
dA2 272w, 23D, 252w, o
= — — + 20zxw P T+ — 20T Wzw;
ds W3z w:v Wz
2i P, < ,
:1:2 — 2ag~cw§P$i + 2(15@2@056(4),5,
Wi
dA2 2wy’ 2:P 252w, ,
— = J ik + 205w P, 0 + Y% _ 20057 wyw;
ds Wy wy i
24P,
- y—Qy — 205w; 2P, + 2050 wyw~.
w*
]

Cancelando os termos obtemos :

A2
ds
ds

(3.53)

(3.54)

(3.55a)

(3.55D)

(3.56a)

(3.56D)

(3.57a)

(3.57h)

assim, demonstrando a relagao (3.51). Logo, a distribui¢ao de Kapchinskij-Vladimirskij (3.52),

¢ uma solucao exata da equagao de Vlasov (2.41), no referencial de Larmor.

Agora, iremos calcular a constante de normalizagdo C' da expressao (3.52). Das trans-
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formadas de cordenadas (3.43) podemos obter:

didj = (wswy)dXadY, (3.58a)
dpxdﬁy = (wing)i dP)(dPy (358b)

para (z,y) fixados. Usando a relacao (3.49) na Eq. (3.52) podemos escrever a distribui¢ao
de Kapchinskij-Vladimirskij como :

fb:(jg(i (X2+p)2()+l(Y2+P§) —1) (3.59)

€z €y

Primeiramente, iremos calcular o nimero de particulas por unidade de comprimento

axial N, definida por :

Ny = /di:dgnb(;%,g,s) = wfwgg/dXdan(X,Y,s) (3.60)

Definindo X = =, X Py = Cx Y = \/_ e Py = \/_; usando as expressoes (3 58), obtemos
wx 9 . wydY 5 o

dX = wadX dPX wi%, dY === edPy = ;”\’Yr Sabendo que ny, = M [ dPxdP, f,,

podemos escrever a Eq. (3.60) como :
Nb = 653637 C/dXdePA)(dPAy(S <X2 + pX2 -+ YQ -+ PAY2 - 1) (361)

Em coordenadas cilindricas Py = Pcosf, Py = Psinf, X = Rcosyp e Y = Rsinp

teremos :
N, = eiegC/PdP/dﬁ/RdR/dwé (R2 + P?— 1) (3.62)

Indentificando PdP = dP2 e RAR = %= ¢ definindo € = P? e n = R? obtemos :

Nb:%C/dg/d@/dn/dgoé(n+§—l) (3.63)

Assim :
N, = nez¢; C, (3.64a)
N,
C=—" (3.64b)
T €z€y

Consequentemente, a distribuicdo de Kapchinskij-Vladimirskij (3.59), pode ser escrita

como
Ny

Tlez€p

£y = § (El (X% 4+ P2) + 1 (Y?+P2) — 1) (3.65)

€y

Agora, iremos determinar uma propriedade de equilibrio da KV (3.65), o perfil de
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densidade do feixe n, = —— [dPxdPy f; :

1 N, 1 1
= dPxdPy o | — (X +P3) +— (Y2 4+ P2) -1 3.66
o Wiwy T2€z€5 Y (65; (X4 Py) + €5 (" + 1) (3.66)
Usando, novamente, as defini¢oes Py = \/_, Py = \/ei, e as relacoes dPy = %,
d]ﬁy = ﬁf};, em coordenadas cilindricas PX = P cos?, Py = Psinf ficamos com
1
—— % Jae [ PAP | dos X2 Y24 p? - 1) 3.67
np onon 7T2€;)36y € ey/ / + Yo+ ( )
Indentificando, novamente, PdP = 9= ¢ definindo £ = P2, teremos :
1 N, . .
Ny = Y[ qes (X2 YV 1) (3.68)
Waly e e2
&%y
resultando em :
N .
o= —r, 0<X24Y2<1 (3.69a)
meZ €2
&%y
= 0, X?2+Y2>1 (3.69Db)
Usando X = \/)i_i, Y = \/% e as Eqs. (3.43a) e (3.43b) teremos :
N ~2 ~2
ny = %,ogx2+92<1 (3.70a)
Twg€3wye? Wz Wy
5:,2 gQ
= 0, 5 + 5 > 1 (3.70b)

Nb '%2 gQ
= 2 < 1 3.71
= o) S @) TR (8.71a)
~2 ~2
S (3.71b)

Correspondente a um perfil de densidade uniforme na secao transversal eliptica do feixe

consistente com o tipo de distribuicio KV (3.65) assumida a priori, demonstrando a

auto-consisténcia do sistema.
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3.4 A Equacao do Envelope

O envelope do feixe é definido por : af—é) + be_(QS) = 1. A excursao maxima da particula
carregada na dire¢do-Z, corresponde a & = a(s) que pode ocorrer quando ¥z (s) + ¢z0 = 0

e 15(s) + ¢g0 = 0. Das Eqgs. (3.31) teremos :

(s) = Azwz(s)cos(0) = Azwz (3.72a)
g(s) = Azwysin(0) =0 (3.72b)

SL

Assim, A; assume um valor maximo A; = A7**. Como visto a area do espago de fase

(5.5 ¢

T (A7) = e; (3.73)

onde ¢z denota a emitancia do feixe nao-normalizada na direcao-z. Entao, sabendo que

AT = | fez e T = a(s), substituimos na Eq. (3.72a) e obtemos wz = %i) Das defini¢oes
az(s) = 02 — 2k € Ke(s) = Mm, e da expressao wz; = f/(—:_;, substituindo-as na
Eq. (3.36) depois de alguma algebra, obtemos :
d?a(s) 5 2K, €2
_ ——Z =0 3.74
a0 T e T () 31

que descreve a evolugdo do semi-eixo maior a(s) da elipse.

Ja a excursdo méaxima da particula carregada na dire¢do-y, corresponde a § = b(s)

que pode ocorrer quando 1z(s) + ¢z = 5 € 1y(s) + ¢g0 = 5. Das Egs. (3.31) teremos :
z(s) = Azwz(s)cos (g) =0 (3.75a)
g(s) = Ajwgsin (g) = Ajwy (3.75h)

Resultando em Aj assumir um valor méximo A; = A7**. Como visto, na Introdugao e,

na secao anterior dessa dissertacao, a area do espaco de fase (g], %) é:
T (A[”‘”:)2 = T (3.76)

Onde €; denota a emitancia do feixe nao-normalizada na diregao-y. Entao, A7 = | /¢; e
b(s)

§ = a(s), como visto anteriormente; substituimos na Eq. (3.75b) para obtermos w; =

NS
.~ k ~ b(s
Das definigoes az(s) = 0f — 2k € kg(s) = T © da expressao wy = \/(%,
substituindo-as na Eq. (3.39) depois de executarmos certa algebra, obtemos :
d2n(s) 2K, €2
b(s) — -2 =0 3.77
&7 ) T e T BGs) (3.77)
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que descreve a evolugao do semi-eixo menor b(s) da elipse.

As Egs. (3.74) e (3.77) sao as equagoes do envelope para a(s) e b(s), respectivamente.
Costuma-se, na literatura, referir-se as Eqs. (3.74) e (3.77) como as equagoes do tipo
Kapchinskij-Vladimirskij. Observe que o envelope do feixe é descrito por duas equacoes

diferencias ordinarias de segunda ordem acopladas.

Via equacoes de médias estatatisticas, podemos encontrar uma expressao fechada para
a emitancia do feixe, consinderando o seguinte procedimento. Para um feixe eliptico com
densidade uniforme, o envelope a(s) e b(s), estéa relacionado com os momentos estatisticos

da distribuigao por:

a(s) = 24/(@%, (3.78a)

bs) = 2/, (3.78D)

onde < y >, denota a média estatistica sobre o espaco de fase transversal do feixe,

definido por : o

= T 3.79
[ dEdgdP:d P f, (3.79)

<X>L

Diferenciando as Eqs. (3.78a) e (3.78b) em relagao a s, obtemos :

) 2 [(#2) ((#2) + (32")) — (3&')°
a'(s) = [ $ ><;>g )~ ] (3.80a)

N 2 [ (5% + (@) - (35

b(s) = 3 (3.80b)
(92)*
Das defini¢oes az(s) = 02—2K4; € Kgz(s) = m podemos expressar a Eq. (3.30a)
como :
&% | o 25, P =0 (3.81)
— 4057 — T = :
ds? " a(s) + b(s)]a(s)

Multiplicando a Eq. (3.81) por Z e tomando a média, obtemos :

~ A~ 2 /22y 2k 72\ —
(33") + o8 (%) e () =0 (3.82)

Da relagao (3.80a), podemos expressar :

<;§;§”> _a (25 )? B <f/2>+% (3.83)

Substituindo a relagao (3.83) na Eq. (3.82), utilizando a expressao (3.78a) e executando
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certa algebra, obtemos a seguinte equagao do envelope para a(s) :

Eals) 2K, [16 (32 <i2)—<iil>2} B
as2 TN T )] A(5)

Comparando a Eq. (3.84) com a Eq. (3.74) podemos definir :

e = {16 <x2> (32) — <m>2] (3.85)

que é a emitancia nao-normalizada do feixe na direcao-z, no referencial de Larmor.

Agora, das defini¢oes a;y(s) = 0f — 2K € Kgy(s) = M(S)JJZW podemos expressar a
Eq. (3.30b) como :

9, 25 j=0 (3.86)
& O e '

Multiplicando a Eq. (3.86) por ¢ e tomando a média, obtemos :

(75") + 03 (7) - ka’s)]b(s) (%) =0 (3.87)

Da relagao (3.80b), podemos expressar :

(5) =2 @) () (i) (3.88)

2 (72)

Substituindo a relacao (3.88) na Eq. (3.87), utilizando a expressao (3.78b) e executando

certa algebra, obtemos a seguinte equacao do envelope para b(s) :

&2(s) ok, 1667 @) - )]

3z ) T e e b3 () =0 (3.89)

Comparando a Eq. (3.89) com a Eq. (3.77) podemos definir :

& = {16 (7)) - <yy>2} (3.90)

que é a emitancia nao-normalizada do feixe na direcao-y, no referencial de Larmor.

A expressoes (3.85) e (3.90) sdo as emitancias rms as quais fornecem medidas esta-
tisticas da area do espaco de fases do feixe projetadas nos planos (Z,% ) e (7,7 ) onde ()

denota (<), como discutido na Introdugio desta dissertacdo.
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4 FEstabilidade Nao-Linear de um

Feixe Descasado Sujeito a um
Campo Magnético Focalizador

Com a dedugao das equagoes do envelope (3.74) e (3.77) podemos tratar o problema
proposto por essa dissertagao. O propoésito é analisar a estabilidade nao-linear tomando
em consideracao efeitos sem simetria axial. Investigaremos o acoplamento nao-linear entre
o modo tipo simétrico e o modo tipo anti-simétrico baseado nas equacgoes do envelope exe-
cutando uma transformacao canonica conveniente. Considerando um feixe descasado do
seu raio de equilibrio, mostraremos que as oscilagoes do modo tipo simétrico de amplitude
finita levam a oscilacoes instaveis do modo tipo anti-simétrico para um feixe inicialmente
quase-circular. Neste caso, o feixe desenvolve um formato eliptico com um conseqiiente
incremento no tamanho ao longo de uma direcao preferencial. Um modelo simples é
elaborado para clarificar o mecanismo basico que gera tal instabilidade e é testado nume-
ricamente em comparacao com os resultados obtidos da integracao numérica direta das

equacoes do envelope.

4.1 Descricao Hamiltoniana

Como a formaliza¢do hamiltoniana [92,93| apresenta consisténcia logica e estrutural
na descricao dos sistemas fisicos sendo possivel a deducao da equacoes de movimento via
equacoes de Hamilton e, simetrias envolvidas analisando a hamiltoniana de um sistema
fisico genérico, adotaremos a descricao hamiltoniana para analisar a dinamica do envelope
do feixe e seus respectivos modos simétrico e anti-simétrico sujeitos a certos regimes de

parametros.
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4.1.1 Equagoes Do Envelope e Solucoes Casadas

Consideramos um feixe fino e continuo propagando-se com velocidade axial média
Bycé, ao longo de um campo focalizador magnético solenoidal uniforme B(x) = B,é,
onde ¢ é a velocidade da luz no vacuo. Embora restrinjamos nossa anélise a focalizagao
uniforme, esperamos que os resultados sejam validos, também, para focalizacao periddico,
quando a aproximagao de um feixe suave é satisfeita [18]. Desde que estamos usando
um campo focalizador solenoidal, é conveniente descrever o sistema no referencial de
Larmor que gira em relacao ao referencial do laboratério com velocidade angular €, =

ey B./2vyme, onde e,, m e v, = (1 — B2)71/2

sao, respectivamente, a carga, massa e fator
relativistico do feixe. A secao transversal do feixe é assumida ser uma elipse centrada
em = = 0 = y que gira com velocidade angular 2, tais que seus semi-eixos sao sempre
paralelos aos eixos Z e § do referencial de Larmor. Como mostrado no Cap.3 as equacoes

que governam a evolucao do envelope do feixe sao :

d%a 9 2K, €
@ + aoa — m — g = 0, (41&)

de 2 2Kb 62
a0 ey e 4.1b
a2 T T T 0 (4.1b)

onde s = z é a distancia de propagagdo, a e b sido os semi-eixos da elipse, og = e, B, /27,,mc?
¢ um parametro que mede a for¢ga do campo focalizador, K, = 27 N, /i 32mc? ¢ a per-
veancia do feixe, N, é o nimero de particulas por comprimento axial, e = ¢; = € é a

emitancia nao normalizada do feixe.

E facil verificar que ha uma solugio particular das equacdes do envelope (4.1a) e (4.1b)
quando a(s) = b(s) = ry = const. Isto corresponde a chamada solugio casada para a
qual um feixe circular de raio o preserva seu formato durante sua propagacao submetido
a um campo focalizador. O raio casado obtido pela equagao odryy — Kp/re0 — €2/rpy = 0
é:

K, + (K2 +403e2)1/21"?
207 '

A anélise da estabilidade linear mostra que as oscilagoes de pequena amplitude em torno

(4.2)

oo =

da solugao casada sdo sempre estaveis [86]. Nosso propdsito é investigar o que acontece

quando as oscilacoes de amplitude finita sao levadas em consideracao.
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4.1.2 Deducao da Hamiltoniana

Para analisar as oscilagoes de amplitude finita, primeiramente, observamos que as

equagoes (4.1a) e (4.1b) podem se expressas como:

o= (4.30)
‘iﬁ“ - —oZa+ 2?@ e—z (4.3b)
% = D, (4.3¢)
% = —olb+ Qi(bb + Z—i (4.3d)
onde definimos os momenta p, e p.
Usando as equacgoes de Hamilton :
da H
T = gpa’ (4.4a)
(ﬁ“ _ —%—ZI, (4.4b)
% _ g—g, (4.40)
% = —%—IZ. (4.4d)
podemos escrever a hamiltoniana :
H(a,pa;b,py) = Ha(a,pa) + Hy(b, py) + He(a,b) (4.5)
onde
H, = %Z + 08;2 + 26—; (4.62)
H, = %2’+@+26—;, (4.6b)
H. = =2Kyln(a+Db). (4.6¢)

Fica claro do hamiltoniano (4.5) que quando as forgas eletromagnetoestaticas sao despre-
ziveis, K, — 0, a dinamica de a e b torna-se desacoplada e a instabilidade nao-linear esté
ausente. Neste caso, H, e Hj, sao hamiltonianos autonomos de um grau de liberdade e
portanto sdo completamente integraveis [97|, produzindo trajetorias periodicas regulares
para a(s) e b(s). Essas trajetorias sao visualizadas pelas curvas de niveis de H,(a, p,) na
figura (4), equivalentes para H,. Analisando a figura observa-se que existe a soluc¢ao de

equilibrio correspondente a a(s) = ry, po = 0.
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Figura 4: Curvas de nivel do hamiltoniano H,.

Como discutido, estamos interessados em investigar a estabilidade de feixes axialmente
simétricos com a(s) ~ b(s) submetidos a oscilagbes simétricas de amplitude finita ao redor
de rpy. Por causa disso, é conveniente introduzir novas variaveis canonicas obtidas a partir

da funcao geratriz :
(a+b)Ps+ (a—Db)Py

F(a,b; Ps, Py) = 7 (4.7)
que define as seguintes transformadas :
Pa = a&% = PS;\/;DA, (4.8a)
Do = %_]b-" = %, (4.8h)
Xs= 22 = %b (4.8¢)
X, = % - “\;;. (4.8d)

Observe que Xg e Pg sdo sensiveis as oscilagoes simétricas onde a(s) e b(s) oscilam em
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fase, e X4 e P4 sdo sensiveis as oscilagoes anti-simétricas onde a(s) e b(s) oscilam em

0posicao.

O novo hamiltoniano ¢ dado por H= H+8i expresso nas variaveis (Xg, Xa, Ps, Pa).
Da funcdo geratriz (4.7) obtemos 2Z = 0. Fazendo uso das Eqgs. (4.8¢) e (4.8d) para ex-
pressar a = \f(XS +Xa)eb= (XS — X 4) 0 novo hamiltoniano H, ¢ dado por :

H(Xg, Ps; X4, Pa) = Hs(Xs, Ps) + Ha(Xa, Py) + Ho(Xg, X4), (4.9)
onde
Hs = %3 + 035@ — K,In X2, (4.10a)
Hy = %2‘ + 0853‘, (4.10D)
He = 28%. (4.10¢)

Observe que para feixes em que os efeitos da emitancia forem despreziveis, € — 0, o
acoplamento no hamiltoniano H desaparece. Neste caso, as oscilagoes simétricas e anti-
simétricas tornam-se desacopladas e as instabilidades estao ausentes. Assim, notamos que
em ambos os casos limites; quando os efeitos da emitancia sao despreziveis ou quando os

efeitos das forcas eletromagnetoestéaticas sao insignificantes a instabilidade desaparece.

Do hamiltoniano (4.9) usando as equagoes de Hamilton encontramos as seguintes

equacoes para Xg, Pg, X4 e Py, respectivamente :

dXs
— = P 4.11
ds 5 (4112)
dPg ) 2K, 2X3 +6XsX3
— = —0X — 4.11b
ds OpAs + XS (X2 XQ) ) ( )
dXa
= P 4.11
ds A (411¢)
dP 2X3 4+ 6X 4 X2
=4 = 52X, -2 A; 0 =2 (4.11d)
ds (X5 — X3)
Nas novas variaveis a solucao casada obtida tomando dfs Oe df;’“ =0é:
K + (K? 4 402€%)1/? 12
XS(S) = XSO = |: ( 3 0 ) :| (412)
90
com X4(s) = Pa(s) = Ps(s) = 0. Este ponto corresponde ao minimo de energia de

H, obtido impondo que as derivadas do hamiltoniano com respeito a todas as variaveis
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canoOnicas anulam-se. Assim, as oscilacoes descasadas sao energia adicional dada ao sis-
tema. Em geral, a energia em excesso pode aparecer como oscilacoes em ambos graus de
liberdade simétrico e anti-simétrico, e o acoplamento nao-linear dado por H. pode indu-
zir a troca da energia entre os dois modos vibratorios. Portanto, um feixe inicialmente
redondo sujeito a oscilagoes simétricas pode, em principio, comecar a desenvolver a ins-
tabilidade tipo anti-simétrica tornando-se eliptico. Um modelo simples sera construido

para investigar tal possibilidade.

4.2 O Modelo

Consideramos um feixe quase-circular com X4, P4 ~ 0 expandindo em série de Taylor
o hamiltoniano (4.9) em torno da solugao casada (4.12) até a primeira ordem para X4

e P4, obtemos as seguintes dinamicas para as oscilagoes simétricas e anti-simétricas,

respectivamente :
PZ 2)(2 2 2
Hs(Xg, Ps) = —+ 2005 9f,In Xg+ s, (4.13a)
2 2 X5
P2 2X2 6 2X2
Ha(Xa, Pays) = A4 Z004, 2° <A (4.13h)

2 2 Xt

Definindo w?(s) = o2 + ;Ei) .podemos expressar o hamiltoniano (4.13b) como :
S

P63

Ha(Xa, Py, s) = 5

(4.14)
No hamiltoniano (4.13b), Xs(s) é uma solugao particular obtida do hamiltoniano (4.13a).
Entretando, observe que a dinamica de Xg(s) e Ps(s) é totalmente independente da di-

namica de X 4(s) e P4(s) nessa aproximagao.

4.2.1 Dinamica Simétrica

Vamos, primeiramente, examinar as oscilacoes simétricas determinadas pelo hamilto-
niano (4.13a). Hg é um hamiltoniano auténomo de um grau de liberdade que é, portanto,
completamente integravel (97|, produzindo trajetorias periodicas regulares para Xg(s).

Essas trajetorias podem ser visualizadas pelas curvas de niveis de Hg(Xg, Ps) da figura (5)
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Figura 5: Grafico de Hg.

Analisando o gréfico (5), observa-se que existe uma solu¢ao de equilibrio corres-
pondente & solucao casada Xg = Xgg, Ps = 0. Nas vizinhancas desse equilibrio en-
contramos trajetorias correspondentes a solucoes descasadas onde Xg oscila entre um
valor maximo Xg,,4, € um minimo Xg,,;,, com uma dada periodicidade. Para qua-
lificar diferentes solucoes decasadas nés definimos o parametro amplitude de descasa-
mento como ¥ = Xgmar/Xso > 1. Embora, ndo possamos escrever uma expressao
analitica geral para Xg(s) algumas importantes caracteristicas do movimento sdo co-
nhecidas [78]. Podemos determinar um nimero de onda kg(r) que mede a periodi-
cidade de cada orbita variando de um valor minimo kg, = ks(v = 1) = 21/\ =
[K2 + 402e® — Ky(K? + 40262)'/2]1/2 /e, para oscilagdes lineares pequenas em torno da
solucao casada a um valor maximo kgn.. = ks(v — o0) = 200 quando orbitas de alta
amplitude de descasamento sdo consideradas [77]; A é o comprimento de onda. Esta tl-
tima classe de Orbitas é de relevancia particular aqui e pode aproximamente ser descrita

como as trajetorias de um oscilador harmonico bloqueado em Xg =~ 0 [98|. Isto é assim
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porque quando Xg ¢ grande o termo focalizador no hamiltoniano (4.13a) (proporcional a
02) domina sobre o termo da forga eletromagnetoestética e da emitincia (proporcionais a
Ky e €2, respectivamente) e Xg move-se harmonicamente; para Xg pequeno os termos de
K, e € tornam-se dominantes, agindo como forcas centrifugas que refletem rapidamente

em XS-

4.2.2 DinAmica Anti-simétrica

Para as oscilacoes anti-simétricas, o hamiltoniano H, descreve um sistema tipo os-
cilador harmonico com a freqiiéncia w?(s) variando no tempo. Como por sua defini¢io
w?(s) é sempre positiva independente da solugdo particular Xg(s) tomada em conside-
racao, a forca agindo sobre X, é sempre restauradora. Conseqiientemente, espera-se
que a dindmica de X,4(s) seja estavel quando podemos encontrar uma freqiiéncia efe-
tiva wgff = w2—(3) > 0, onde a barra significa média sobre s. Esse é exatamente o
caso para oscilagoes de pequena amplitude em torno da solugdo casada (v — 1) onde
wiip & op + 126/ X5, Entretanto, se considerarmos agora grandes amplitudes o cenério
muda significativamente. Xg(s) assume trajetorias tipo oscilador harmonico bloqueado
discutido previamente. Quando Xg é grande e movendo-se harmonicamente, sua dina-
mica ndo afeta X, pois 1262/ X¢(s) < 02 e w? ~ o3. Por outro lado, quando Xg esta
proximo de 0 1262/ X4(s) torna-se muito grande e uma interagdo abrupta entre as osci-
lacOes simétricas e anti-simétricas ocorre. Assim, em vez de osciladores harmonicos com
uma freqiiéncia eficaz wgff = w2—(s) encontrada para amplitudes pequenas, a dinamica de
X 4 é melhor descrita por um oscilador harménico livre que é afetado periodicamente por

um impulso rapido devido & dinamica de Xg.

Podemos visualizar essas situagoes, construindo um gréfico de (w? vs s).
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Figura 6: Graficos de (w? vs s). (a) Para oscilagoes de pequena amplitude de Xg em
torno da solugao casada, v < 1. (b) Para oscilagoes de grande amplitude de Xg em torno

da solucgao casada, v > 1.

Na figura (6) grafico superior, w?(s) possui uma forma senoidal oscilando em torno de
um valor constante w?;; = w?(s) ~ 2.125. Na figura (6) grafico inferior, w?(s) permace
igual a unidade sofrendo bruscas variacoes em tempos periddicos bem definidos. Tais
variacoes sao de grande amplitude num curto intervalo de tempo podendo ser modeladas

pelas funcoes delta de Dirac.
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4.2.3 Mapeamento

Apesar de nossa falta de conhecimento da forma exata de Xg(s), nés podemos estimar
como sua dinamica afeta X4 para grandes amplitudes de descasamento examinando um
modelo simples. Da andlise dos gréficos (6), podemos modelar os impulsos de Xg na
dinamica de X4 por funcgoes delta de Dirac, isto é, n6s supomos no modelo que a freqiiéncia

no hamiltoniano (4.14) é :

w?(s) :0§+hi5(s—nS), (4.15)

n=1

onde S = 27 /kg(v) é o periodo da orbita descasada Xg(s) e
s+
h:l%{/ ds/X & (4.16)

é a amplitude efetiva de cada impulso.

Com excecao do intervalo de acao dos impulsos, 0 movimento anti-simétrico é descrito
-1 d h A . 2 — 2 d . t . t d . ., .
por um oscilador harmonico com w?(s o; sendo conveniente introduzir as varidveis

canonicas angulo-acao (., f) expressas como:

2
X4 = \/—JCOSQ, (4.17a)
00

Py = —+/200Jsinf (4.17b)

tais que J é constante e df/ds = o [97|]. Em cada impulso, J e € sofrem uma variagdo
descontinua que pode ser calculada da dindmica gerada pelo hamiltoniano (4.14) usando
as relagoes (4.17). Um mapeamento simplético [97] baseado em aplicac¢oes sucessivas de
transformacoes candnicas apropriadas pode assim ser construido dando origem as variaveis
angulo-a¢ao (Juy1,0n41) depois de (n + 1)™ impulsos em funcao de seus valores (J,,,6,)

h

depois que n*™™ impulsos agirem sobre o sistema.

Primeiramente, vamos estudar como o oscilador harmodnico evolui entre duas deltas

consecutivas. Entre ambas podemos definir uma fung¢ao geratriz :
G(J*,0) = (0+ 0pS)J" (4.18)

que define as seguintes transformadas :

_ 0G
- OJ*

0* =— =
06

=0+ 0,5, J J* (4.19)

Na perturbacdo causada pela delta transformamos as coordenadas (J*, 6*) para (P}, X7%)
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com X} = 4 /% cos(0 + 0¢S) e Py = —/20¢J sin(0 + 0¢.S) e utilizamos a seguinte funcao

geratriz :

hX?
Wi P = (- 150 x; (4.20)
Assim um impulso transforma o sistema da seguinte maneira, :
ow ow
Xp=—=X, P = =Py —hX,=Py—hX 4.21
A=gp = Xa A= oxs a="Pa A (4.21)

que equivale dizer que o impulso é tao rapido que a “posi¢ao” nao muda, apenas o momento
sofre uma descontinuidade.

2 2 v2 7 antes
PA+0'0XAi|

5 antes do impulso
g0

Como a a¢ao J equivale a Hy = 0¢J teremos J*¢ = [

depois P22+J%X22 3 O
e JOPOS — | A 02 A depois, usando as relagoes (4.21) obtemos :

depois
200 i|

XAP h?X?2
AA+ A

Jdepois — Jantes —h (422)
(o) 20’0
Usando as equagoes (4.17) na relagao (4.22) teremos :
A QhJantes h2Jantes
Jdepozs — jantes + _ COS(Q) sm(@) + — COSQ(Q) (423)
00 09

Agora considerando a translacao entre as duas deltas consecutivas usaremos as equa-

¢oes (4.19) obtendo:

' 2h antes h2Jantes
Jdepois _ jantes | 77 cos(f + 00S) sin(0 + 0¢S) + 2

p = cos*(0 + 00S)  (4.24)

Generalizando para (n+1)*® impulsos e observando que no intervalo entre a direita da n'®
delta e a esquerda da (n + 1) delta ndo ha impulsos agindo sobre o sistema e a energia

se conserva podemos expressar o seguinte mapeamento :

2hJ, h2J,
Jni1 = Jn + cos(0, + 009) sin(b, + 00S) + —= cos*(6,, + 00.5) (4.25)
0o 0p

Usando a relagdo trigonométrica cosxsinz = 1/2sin2z e fatorando termos a equa-

¢ao (4.25) é escrita como :
h? cos?(0, S) + hog sin[2(6,, S
Jn+1:Jn{1+ cos*(0,, + oo )+20051n[( + 0 )]}’ (4.26)
0o

A variavel 6 pode ser escrita, levando em consideragdo as equagdes (4.17), como
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tanf = —0—10)1:—2. Depois da perturbacao causada pelo impulso teremos :
, 1 P
tan g4rois = — — A (4.27)
0o XA
Usando as relagdes (4.21) obtemos :
: 1 Py h
tan 9P = — — = 4 — 4.28
o 0o XA + (o) ( )

Das equagoes (4.17) resulta a seguinte relacao entre 6 posterior a delta, e 6 anterior

. h
tan 9P = tan PO 4 — (4.29)
0o

Considerando a translagao entre as duas deltas consecutivas e usando as equagoes (4.19)

obtemos:

‘ h
tan g9eros — tan(@“”tes +00S) + — (4.30)
0o

onde h é a amplitude efetiva do impulso como ja definida.

Generalizando para (n+ 1) impulsos e observando que no intervalo entre a direita da
n'" delta e a esquerda da (n+1)"™ delta ndao ha impulsos agindo sobre o sistema podemos

expressar o seguinte mapeamento :

Opy1 = tan ™! [tan(en +00S) + aﬁ . (4.31)
0

A equacao (4.26) mostra que dependendo do valor particular da fase 6,,, a variacao da
agao, J,11 — J,, devido ao impulso pode ser positiva ou negativa. Ou seja, durante cada
interacao rapida de X4 e Xg, a amplitude da oscilagao anti-simétrica pode aumentar ou
diminuir dependendo da fase relativa de seus movimentos. Se a fase vaguear de 0 a 27
enquanto o feixe propaga, esperamos que nenhuma energia em excesso seja transferida
para o grau de liberdade anti-simétrico, sendo as oscilagoes descasadas estaveis. Se ocor-
rer uma interacao coerente entre X, e Xg com 6, indo em direcao a um valor fixo, um
crescimento instavel de oscilagoes anti-simétricas pode ocorrer. Uma andlise das equa-
¢oes (4.26) e (4.31) conduz a conclusao que existe pelo menos um ponto fixo de atragao
para 6, que corresponde a um aumento de J, exatamente quando a amplitude eficaz h

excede um limiar.

Para encontrar esse ponto fixo de atracao partimos da condicao de ponto fixo :

tanf,,, = tané, (4.32)

tan z+tany

Usando a propriedade trigonométrica tan(z + y) = {55750

no mapeamento (4.31)
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teremos a seguinte equagao para a condigdo de ponto fixo (4.32):

h h
tan(ooS) tan® 0, — — tan(oyS) tand,, + tan(ooS) + — = 0, (4.33)
00 00

Sendo a solugao igual a :

tan(ooS)h/og £ \/tan?(00S)h2/od — 4tan?(00S) — 4 tan(ogS)h/og

tanf, = 4.34
an 2 tan(o(.S) (4:34)
Para analisar a condi¢ao de estabilidade teremos que expressar (4.34) como:
tanf, — tan(coS)h /oy + /tan?(60S)h2 /o3 — dtan?(00S) — 4tan(005)h/00’ (4.35)
2tan(o(S)
E analisar a condicao :
tan®(09S)h?/of — 4tan?(00S) — 4 tan(ooS)h/og > 0 (4.36)
Da ineqiialidade (4.36) obtemos :
4 + 4 sec(0pS)
h > —_— 4.37
70 [ 2 tan(opS) (4.37)
Usando a seguinte relagdo trigonométrica tanx/2 = 1;’}% e efetuando certa algebra
teremos a seguinte condicao de instabilidade :
h > —20¢ tan(0¢S/2) (4.38)
Portanto quando a amplitude eficaz h exceder o limiar :
h* = —20g tan(cyS/2) (4.39)

as oscilagoes simétricas Xg levam a oscilacoes instaveis do tipo anti-simétrico X 4 para um
feixe inicialmente quase-circular. Neste caso, o feixe comeca a desenvolver um formato
eliptico com um conseqiiente incremento no tamanho ao longo de uma direcao preferencial
que serd mostrado na proxima secao pela integragio numérica das equagoes (4.11) e

comprovado através de simulagoes numéricas auto-consistentes no capitulo 5.

Na derivacao de Eq. (4.39) foi usado o fato que o conjunto dos parametros esta contido
no intervalo de 7 < 09S < V2, inferido dos valores limites kgmaz € Kgmin. Posterior-
mente, a condicao da instabilidade h > h* serd testada numericamente, mas é ja possivel
verificar os dois casos limites discutidos brevemente. Em uma direcao, quando os efeitos
da emitancia sao despreziveis as equacoes do envelope sao estaveis porque as oscilacoes

simétricas e anti-simétricas sao desacopladas; o modelo concorda com isso porque h — 0
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para ¢ — 0 da definicdo de h (4.16). Na outra dire¢cdo quando os efeitos da forga ele-
tromagnetoestatica sdo insignificantes as equagoes do envelope sio estaveis porque a(s) e
b(s) sdo desacoplados; o modelo concorda outra vez porque como K — 0, todas as érbitas
descasadas oscilam ao redor Xgg com periodo w/0g (isto pode ser verificado dos valores

de ksmaz € ksmin) € A" — 0.

4.3 Analise Numérica da Equacao do Envelope

Nesta se¢ao [99] investigaremos os resultados obtidos pela integracao direta das equa-
¢oes do envelope (4.11). A anélise é simplificada se nés normalizarmos as quantidades de

acordo com

005 — 5, (00/€)"*Xg4 — Xg.a. (4.40)

Depois de uma certa algebra ficamos com somente um parametro nas equacoes igual a :

K
n=— (4.41)
Op€
Sendo as equagoes (4.11) expressas como :
dXs
— = P 4.42
ds 5 (4.422)
dP 2 2X3 XsX?2
s xgy 2o |22 10 A (4.42D)
ds Xs (X5 —X3)
dX 4
= P 4.42
ds A (4.42¢)
dP 2X3 X X2
dPa _ _x, o224t A28 (4.42d)
ds (X5 —X3)

O parametro n mede a forca relativa entre a forca eletromagnetoestatica e os efeitos
da emitancia. Quando n < 1 o feixe encontra-se no dominio da emitancia mas quando
1 > 1, estd no dominio da forga eletrmagnetoestatica. Como discutido, sabemos que nos

limites n — 0 e n — 00 as equagoes sao integraveis e estaveis.

4.3.1 Secoes de Poincaré

Comegamos nossa investigacao analisando o espago de fases (Xg, Ps; X4, Pa). Como
este ¢ um sistema de dois graus de liberdade, ¢ préaxis construir uma se¢ao de Poincaré [97].
Escolhemos plotar (X 4, P4) toda vez que Xg é um méximo, isto é, Ps = 0 com dPs/ds <

0, condicao suficiente para assegurar a unicidade das trajetérias em nossas segoes de
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Poincaré. As condicoes iniciais para um tunico plote tém que ser escolhidas tais que todas
conduzem ao mesmo valor do hamiltoniano H da equacio (4.9). Conseqiientemente, pri-
meiro consideramos a solucao de simetria axial com amplitude descasada v e computamos
o valor correspondente do hamiltoniano f](u) Entao, procuramos por outras érbitas com
0 Mmesmo ﬁ(l/) Como mencionado, a solucao casada corresponde ao minimo de ener-
gia do hamiltoniano, isto é, todas as Orbitas descasadas terao FI(U > 1) > ﬁ(y = 1),
e terao energia adicional que permitird o acoplamento entre as oscilacoes simétricas e

anti-simétricas.

Nas figuras abaixo apresentamos as se¢oes de Poincaré obtidos paran=15en = 3.0
incrementando os valores da amplitude de descasamento v. Em todos as secoes a solucao
com simetria axial corresponde ao ponto fixo na origem X4 = 0 = P4. Cada secao de
Poincaré estd acompanhada de dois gréaficos, um correspondendo ao semi-eixos a,b em

funcao de s e o outro para Xg, X4 em funcao de s.

0,6 T T T T

02

|
-0,4 0,2 0 0,2 04

Figura 7: Secao de Poincaré paran=15erv =1.2
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Na figura (7) paran = 1.5 e v = 1.2 o ponto de equilibrio X4 = 0 = P4 perma-
nece estavel, conseqiientemente o envelope permanece circular, grafico (8b), sem troca de
energia entre os modos oscilatorios simétricos Xg e anti-simétricos X4 como ilustrado na

figura (8a).

Figura 9: Secao de Poincaré paran=1.5e v = 2.0
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No gréfico (9) ainda para n = 1.5, porém aumentando o descasamento para v = 2.0 o
ponto de equilibrio X4 = 0 = P4 tornou-se instavel. Aparecem duas ilhas de ressonancia
com seus respectivos pontos de equilibrio estaveis, no topo e abaixo da secao. O envelope
permanece quase-circular até s = 30 ilustrado no grafico (10b), mas o modo oscilatorio
simétrico Xg comeca a trocar um minimo de energia com o anti-simétrico X 4, mostrado

no grafico (10a).

Figura 11: Secao de Poincaré paran=15ev =24
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Na se¢do de Poincaré (11) ainda para n = 1.5, porém aumentando mais o desca-
samento para v = 2.4 observamos que o ponto de equilibrio X4, = 0 = P4, permanece
instavel mas sofre uma bifurcacao tipo duplicacao do periodo apresentando uma regiao
cadtica muito proxima a ele nao perceptivel na secao. Surgem dois novos pontos de equi-
librio estaveis, a direita e esquerda de X4 = 0 = P4. As ilhas de ressonancia no topo
e abaixo da se¢do, em comparagdo com a se¢ao (9), continuam visiveis. O envelope co-
meca a ficar eliptico a partir s = 23, ver grafico (12b), consequiiéncia de uma interagao
entre os modos simétricos Xg e anti-simétricos X4 observados no grafico (12a). Para

descasamento v ainda maiores sempre encontramos instabilidade.

06—

02

-0,6 -04 -0,2 0 0,2 04 0,6

Figura 13: Secao de Poincaré paran=3.0e v =1.2
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Agora aumentando 1 para n = 3.0 e considerando novamente o descasamento igual
av = 1.2 temos o ponto de equilibrio X4 = 0 = P4 estével como ilustrado no grafico (13).
O envelope permanece redondo, gréafico (14b), sem interagao entre os modos oscilatorios,
grafico (14a).
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Figura 15: Secao de Poincaré paran=3.0e v = 2.0
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Observando a se¢ao de Poincaré (15) ainda para n = 3.0 porém aumentando o des-
casamento para v = 2.0 notamos que o ponto de equilibrio X, = 0 = P4 é estavel em
comparagao com a se¢ao (9). As ilhas de ressonancias, no topo e abaixo de se¢ao, com
seus respectivos pontos de equilibrio estaveis permanecem. O envelope é quase-circular
como ilustrado no grafico (16b), conseqiientemente sem trocas de energia entre os modos

oscilatorios simétrico Xg e anti-simétricos X4 mostrado no grafico (16a).

Figura 17: Secao de Poincaré paran=3.0e v =24
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Figura 18: Modos oscilatérios e o envelope em fungao do tempo paran = 3.0 e v = 2.4,

(a) Xg, X4 em funcao de s. (b) a,b em funcao de s.

Na secao de Poincaré (17) permanecendo com 7 = 3.0, mas aumentando o desca-
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samento para v = 2.4 observamos que o ponto de equilibrio X, = 0 = P4 sofreu uma
bifurcacao tipo duplicacdo do periodo tornando-se instavel. Surgem dois novos pontos
de equilibrio estaveis, a direita e esquerda de X, = 0 = P,4. As ilhas de ressonancia
no topo e abaixo da se¢do continuam presentes como na segao (15). A se¢do apresenta
nao-linearidades tipo ilhas de ressonancia e caos proximo ao ponto de equilibrio nao per-
ceptiveis na secao. Da instabilidade do ponto de equilibrio observamos que o envelope
torna-se eliptico, a partir da distancia de propagacao s = 16.0 ilustrado no grafico (18b).
Ha uma forte interacao entre os modos oscilatorios simétrico Xg e anti-simétrico X 4. As
oscilagoes anti-simétricas apresentam inversao na amplitude de oscilagao visualizado no
grafico (18a) devido ao caos do sistema. Novamente para descasamentos v maiores sempre

encontramos instabilidade.

Depois dessa anélise adquirimos intuicao fisica suficiente para o nosso proximo passo,
construir o espaco de parametros que ird determinar em qual regime de parametros a

instabilidade das oscilacoes anti-simétricas torna-se relevante.

4.3.2 O Espaco de Parametros

Em concordancia com o modelo discutido na secao 4.2, a analise das se¢oes de Poincaré
mostra que as oscilagoes anti-simétricas tornam-se instaveis acima de uma dada amplitude
de descasamento das oscilagoes simétricas e essa instabilidade gera o fenomeno do feixe
comecar a desenvolver um formato eliptico com um conseqiiente incremento no tamanho
ao longo de uma diregao preferencial. O tltimo teste de tal fendbmeno sera através de si-
mulagoes numeéricas auto-consistentes, assunto do préximo capitulo. Agora construiremos
o espaco de parametros v vs 1 que nos fornecera toda a informacao necessaria sobre em

que regime de parametros as oscilacoes anti-simétricas tornam-se instaveis.

Analisando as secoes de Poincaré nota-se que ha uma amplitude de descasamento vy,
acima da qual a instabilidade mencionada ocorre. Para determinar com mais exatidao v,
e como varia com 7, adotamos o seguinte procedimento. Para um dado 7, nds integra-
mos numericamente sobre um longo periodo de propagacao sy, as equagoes do envelope
acopladas para condigoes iniciais Xg(0) = vXgp e J(0) = [X3(0) + P3(0)]/2 = Jy < 1.
Se durante a integragao J(s) = [X3%(s) + Pi(s)]/2 excede Jy por um fator grande ), isto
é, J(s) > A\ Jy, nos consideramos a solucao ser instavel; se nao, a solugao é considerada
estavel. Assim determinamos o valor minimo de v4,(n) acima do qual a solucdo é insté-
vel. Baseado no mapeamento (4.26) e (4.31) e no limiar (4.39) do modelo aproximado

tomamos s; = 100, Jo = 1073, e A = 100. Os resultados sdo mostrados na figura (19) :
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Figura 19: v wvs n pela integracao direta das equacoes do envelope e pelo modelo por
deltas.

Vemos que vy, cresce nos limites n — 0 e  — 00, como esperado, apresentando um
minimo vy ~ 1,96 perto de n = 1. Para n < 1, ocorre um rapido crescimento de vy,
sendo que quando a instabilidade das oscilacoes anti-simétricas estiver presente espera-
se, ter fraco efeito sobre o feixe. Por outro lado, 14, aumenta muito mais devagar para
n > 1. De fato, cresce mais ou menos 30% de seu valor minimo quando nos movemos para
feixes muito intensos com n = 20.0. Conseqiientemente, os dispositivos que operam com
feixes no regime de K, submetidos a oscilagoes descasadas de amplitude finita sao mais

suscetiveis de apresentarem essa instabilidade.

A fim de verificar a validade do mecanismo descrito na secao 4.2 para o surgimento da
instabilidade tipo anti-simétrica nés determinamos v, () a partir do modelo desenvolvido
l4. Para tanto aplicamos um procedimento numérico similar ao empregado anteriormente,
mas ao invés de integrar as equagoes acopladas do envelope do hamiltoniano (4.5) sobre um
periodo longo da propagacao, agora integramos simplesmente a dinamica simétrica ditada

pelo hamiltoniano (4.13a) sobre um periodo S e computamos numericamente a amplitude
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efetiva h. 1y, é determinado entao pela condicao h = h*. Os resultados sao representados
pela curva tracejada no figura (19), mostrando um bom acordo com a andlise da equagao
acoplada do envelope. Como visto na figura, o modelo é particularmente exato para 7
grande, predizendo também o crescimento réapido de vy, para n < 1. No valor minimo de
vy, proximo a 7 = 1 é que o modelo concorda mais fracamente. Isso é justificado pelo
fato de que sendo menor a amplitude descasada, mais distante a 6rbita é da solucao tipo

oscilador bloqueado, e pior ¢ a representacao de 1/X2(s) pelo impulso tipo funcio delta.

Com a construcao do espaco de parametros temos, enfim, condi¢oes para realizar
o tultimo teste para nossa solu¢do do problema proposto por essa dissertacao. Agora
analisando o espaco de parametros iremos escolher dois valores de v e n um, para o
caso sem a presenca da instabilidae tipo anti-simétrica e conseqiientemente sem o feixe
desenvolver um formato eliptico ; e o outro valor para o caso da instabilidade estar presente
e o feixe desenvolver um formato eliptico com um conseqiiente incremento no tamanho
ao longo de uma direcao preferencial, enfim realizaremos as simulagoes numéricas auto-

consistentes.
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5 Swtmulacoes Numeéricas
Auto-Consistentes

O ponto inicial das simulacoes numéricas é um modelo matemaético para o fenémeno fi-
sico de interesse. As equagoes do modelo sao transformadas em formas algébricas discretas
acessiveis as solucoes numeéricas. As equacoes algébricas descrevem o modelo simulado que
quando expresso numa seqiiéncia de instrucoes computacionais estabelece um programa
de simulacao. A simulacao permite investigar a evolucao do sistema fisico em questao.
Neste capitulo as simulacoes numeéricas auto-consistentes sao usadas para investigar a pro-
pagacao de feixes intensos de particulas carregadas submetidos a campos focalizadores.
Analisa-se a evolucao de quantidades rms do feixe, bem como a distribuicao de particulas

no espaco de fases.

5.1 Descricao das Simulacoes Numéricas
Auto-Consistentes

Consideramos um feixe fino, continuo, intenso de particulas carregadas propagando-
se com velocidade axial média Fycé, por um canal focalizador linear, com simetria axial

submetido, por exemplo, a um campo solenoidal magnético peridédico
. 1 . .
Bio(x) = B.(s)e. — 5 B.(s)(vé; +ye,)

onde s = z = [yt é a coordenada axial, B,(s + S) = B.(s) é a componente axial
do campo magnético aplicado, S é a distancia de aplicacdo do campo focalizador, e (')

denota derivada em relagao a s.

Num modelo bidimensional auto-consistente a densidade do feixe é dada por

n(a,y,5) = A 0w~ is)] oy — (o)) (5.)

p .
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onde N = [dzdy n(z,y,s) = const. e N, é o nimero de microparticulas e macroparticulas
por comprimento axial do feixe, respectivamente, (x;,y;) é a posi¢do transversal da i-
ésima macroparticula e §(x) é a funcao delta de Dirac. Como analisado no capitulo 3,
na aproximacao paraxial, os autocampos elétricos e magnéticos associados com o space

charge e a corrente do feixe sdo expressos como :
s .
E’(z,y,s) = — {egc—

PN T R
B*(z,y,s) = [ezﬁ_y —ey%] Al(x,y,s).

onde o potencial escalar para os autocampos elétricos obedece a equacao de Poisson :

o 0
[@ + a—y2:| ¢ (flf, v, 8) = —47T€bnb(ﬂf, Y, 8)

e o potencial vetorial para o autocampo magnético é definido por :
As(xv Y, S) = ﬁb¢s($, Y, S)éz

Assim as N, macroparticulas do feixe interagem através da combinagao dos autocampos
e campo focalizador, B, + B® e E°. Podemos expressar as equagoes transversais do

movimento para as i-ésima macroparticula do feixe no referencial de Larmor como :

d23~7i €p 0
k.(8)T; = —————=—0¢%(Ti,9;, S 5.2a
ds? + #x(s) 3 BEme? &cigb( s ) (5.22)
d2 ~i €p 8
kL (8)y = ——=———==——0(T4, Ui, S 5.2b
2 T r(8)7 e ayﬁb (Zi, Ui, ) (5.2b)
onde i =1,2,...,N,, 7 é o fator de massa relativistico, m e e, sao a massa de repouso
e a carga da particula respectivamente, x,(s) = [eyB.(s)/23mc?]” é uma medida da

forca do campo focalizador e

In[(Z; — 2;)* + (5 — 7;)°] (5.3)

é o potencial escalar experimentado pelas i-ésima macroparticula e obtido pela equacao
de Poisson com a densidade (5.1) via o método das func¢oes de Green bidimensionais [100].
Considerando um cilindro condutor de comprimento infinito as fungoes de Green definem
o potencial eletrostatico dentro da regiao de interacao devido as cargas pontuais e cargas

de superficie induzidas. As fun¢oes de Green tridimensionais satisfazem as equacoes de
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Laplace com fontes de cargas pontuais periddicas [101]:
2 47 / / ’
VG3D:—75(r—r)5(9—9)5(z—z) (5.4)

onde

(z—2) Zc?z—z—nL) (5.5)

n=—oo
, . ’ . ~ .
L é o espacamento entre as fontes pontuais e z denota a localizacao das cargas pontuais.
As condicoes de contorno de Dirichlet e, periodicas para as simetrias translacionais e

rotacionais requerem que:

Gsp(r,0,z+ L:x) = Gsp(r,0,z:z), (5.6a)
Gsp(r,0 + 27?,2;30/) = Gsp(r,0,z2), (5.6b)
Gsp(re,0,z:2) = 0 (5.6¢)

onde 7, € o raio do cilindro. A solugao da equacao (5.4) pode ser construida expandindo
em termos das auto-funcoes da equacao de Laplace em coordenadas cilindricas, obtendo

a seguinte solucao :

Ii(nd<)
Gyn () Z Z i(0— e)ﬁ[[l(naﬂ(}(m&) — I;(nds) Ky(na)] (5.7)
nf—ool—foo
onde
2mr ;2 2mz N 277y,
e L Ty ey St iy (5:8)

I, e K sao as fungoes de Bessel modificadas e os simbolos > (<) denotam maior(menor)

de § e §'. Separando os n = 0 termos dos n > 0 Gsp se transforma em :

Gap(z;z) = law + % Z n(e —¢ ?0((7;)) [Io(na)Ko(nds) — In(nds ) Ko(na)]
+ - Z Z cos[n(e — )] cos[l(0 — 6)] I[l<< nd< >) [I;(na) K (nds)
- (n6>)Kl(na)] (5.9)

onde Gyp é a funcao de Green bidimensional definida por :

a2+ (050 /a)® — 2056 cos(d — ")

G = I S 955 cos(0 — 0)

(5.10)

Quando nos tomamos o limite L — 0 em (5.9) recuperamos a fun¢ao de Green (5.10)

GQD = }IIH%LGBD (511)
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pois o segundo e terceiro termos da equacdo (5.9) anulam-se para L — 0. Pakter e
colaboradores [100] encontraram um exato acordo numeérico entre os resultados conhecidos

e os computados de G3p quando incluidos os primeiros 15000 termos da somatoria.

As simulacoes numéricas auto-consistentes para um feixe de particulas carregadas des-
critas pelas equagoes (5.2-5.3) envolvem 2N, equacoes diferenciais ordinarias de segunda

ordem que podem ser integradas numericamente.

5.2 Procedimento Numeérico Adotado

Para investigar melhor o inicio da instabilidade tipo oscilagoes anti-simétricas para
um feixe descasado submetido a um campo focalizador uniforme, executaremos simulacoes
numéricas auto-consistentes com macroparticulas de tamanho finito. Nas simulacoes N, =
25000 macroparticulas estao submetidas a interacoes coulombianas via potenciais estaticos
gerados pelo método das fungoes de Green [78]. As particulas sao langadas de acordo com
a distribui¢do de Kapchinskij-Vladimirskij [30] com um raio descasado correspondendo a
Xs(0) =~ vXgp e transportadas ao longo do campo focalizador. Enquanto o feixe propaga,

no6s computamos os envelopes do feixe KV obtidos auto-consistentemente por :

a=2(z*)" b=2(2)"?, (5.12)
e as emitancias transversais
= /( () — (¢ C=ay (5.13)
onde
(@) = Nipjf;Qj (5.14)

representa média sobre todas as macroparticulas. Também computamos de instante em

instante a distribuicao do feixe no plano x — y e no espago de fases.

Na simulacao numérica auto-consistente integramos numericamente 2N, equacoes di-
ferencias ordinérias de segunda ordem de particula (5.2) considerando um campo focali-

zador magnético constante e normalizado, ou seja, x,(s) = o2 = 1, e o potencial elétrico
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normalizado ¥ (z,y, s) = % obtendo as seguintes equacoes :
b b
2z 0 . -
dS2 _'_xl = _8‘%21# (xiuyhs)
gy 0 o . -
Usando a definicao da perveancia K, = % e o potencial elétrico (5.3) normalizado
b~b
obtemos :
0 - K, (T; — &4)
— (T4, Ui 8) = —— Fa— (5.16a)
0z; TNy [(Z: — 25)* + (4 — ;)]
O sin - Ky (i — Uj)
— (T, i ) = — AR (5.16b)
i N [(Zi = 5)* + (9 — ;)]

Note que a expressao acima é exatamente as forgas coulombianas agindo sobre as parti-

culas do feixe. Assim integraremos as seguintes equacoes :

d*z; Ky (@; — ;)

i o= - _ LA 5.17a
ds2 TN, [(z; — ;)2 + (U; — yj)z] ( )
d2 NZ' Kb (gl - gﬂ)

N _ _ EA— 5.17b
ds2 TN, [(z; — ;)2 + (4 — yj)z] ( )

Fisicamente as particulas do feixe sao pontuais sem dimensao espacial, mas computa-
cionalmente estabelecemos um tamanho finito para elas, pois analisando a equacgao (5.17)
notamos que quando Z; — Z; = 0 e §; — y; = 0 a equagao apresenta uma indeterminagao.
Para contornar esse obstaculo no calculo numérico das forcas eletrostaticas, estabelecemos
um tamanho pequeno para as particulas e quando estao muito préximas computamos um

valor diferente para a forca eletrostéatica como mostrado no grafico (20) :
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Figura 20: Gréfico da forca eletrostatica para particulas de tamanho finito r = r,,.

No grafico (20) F(r) = Fi(r) = 3"’4:22/”’] para r < 2r,, onde 7, é o raio da particula
P

discreta neste caso igual a unidade; a forca possui esse formato exatamente quando as

particulas estdo muito proximas r < 2r, e sobrepostas. Para r > 2r, F(r) = Fy(r) = 1/r

que é a forca eletrostatica caracteristica de particulas puntuais. No ponto de transicao r =

2r, as funcoes satifazem a condigdo de continuidade Fy(r,) = Fy(r,) e dFdlp =
r=rp
dF>(r)
dr
r=rp

5.3 Resultados das Simulacoes Numeéricas
Auto-consistentes

No inicio da propagacao, consideramos o feixe praticamente sem oscilacoes anti-
simétricas, isto é X4 ~ 0, conseqiientemente da equagdo (4.8d) ele terd uma pequena

diferenca entre seus tamanhos ao longo do eixo-x e y; especificamente, a ~ 1.01b.

Analisaremos primeiramente o caso instavel com n = 3.0 e v = 2.4, que sao 0s mesmos
parametros da figura (17). Os simbolos na figura abaixo representam os resultados para

os envelopes a (circulos) e b (triangulos) obtidos da simulagao auto-consistente.
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0 5 10 15 20 25

Figura 21: Envelope do feixe para n = 3.0 e v = 2.4 obtidos da integracao numérica das

equacoes do envelope e pela simulacao auto-consistente.

Observa-se, claramente que a instabilidade tipo quadrupodlo esta se formando pois a
relagio a/b cresce rapidamente de 1.01 inicial a 1.5 apds 6 oscilages descasadas do feixe.
A figura (21) mostra, também, a e b (curvas continuas e tracejadas, repectivamente), ob-
tidas pela integracao direta das equacoes do envelope que estao num 6timo acordo com
os resultados das simulagoes auto-consistentes até s = 22. Posteriormente a integra-
¢ao numérica diverge um pouco da simulagao auto-consistente devido ao crescimento da

emitancia causado pelos efeitos de particula discreta.

O crescimento da instabilidade tipo anti-simétrica é também observada nos graficos
da distribuicao de particulas mostrado nas figuras (22) para s = 0.0, s =3.7,s = 7.4, s =
11.1, s = 14.8, s = 18.4, e s = 22.2 correspondendo aos pontos proximos aos maximos de
a. Alguma formacao de anel devido ao nimero finito de particulas na simulacao, assunto

da nossa proxima se¢ao, é observada na figura.
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Figura 22: Distribui¢do de particulas no plano §-z. (a) s = 0. (b) s =3.7. (¢) s = 7.4.

(d) s =11.1. (e) s =14.8. (f) s = 18.4. (g) s = 22.2.



5.8 Resultados das Simulagoes NuméricasAuto-consistentes 85

Dos resultados da simulacao auto-consistente podemos concluir que considerando
um feixe descasado do seu raio de equilibrio as oscilagoes simétricas levam a oscilagoes
instaveis do tipo anti-simétrico para um feixe inicialmente quase-circular. Neste caso, o

feixe comeca a desenvolver um formato eliptico.

Como relatado na Introducao um feixe descasado do seu raio de equilibrio geralmente
apresenta crescimento da emitancia [56,57,61,62| com uma conseqiiente deformacao do
espaco de fases da distribui¢ao de particulas levando a formagao de anel [43,64,65,72,74].

Analisamos, primeiramente o grafico (23) :

0 5 10 15 20 25

Figura 23: Gréfico da emitancia €; e ¢; em fungao de s.

Como visto no gréfico (23) ha um crescimento da emitancia apartir de s = 13.0 que
deve estar associado com o numero finito de particulas e a efeitos de ruido numérico
discutidos na proxima secao. Para analisar melhor os fatos observamos o espaco de fases
da distribuigao de particulas mostrados nas figuras (24) paras = 0.0, s =3.7, s =74, s =

11.1, s = 14.8, s = 18.4, e 5 = 22.2.
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Figura 24: Espaco de fases (Z,pz). (a) s =0. (b) s =
s=14.8. (f) s =18.4. (g) s = 22.2.
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Observa-se uma deformacao do espaco de fases em forma de "S"que pode estar re-
lacionada com a formacdo de anel no feixe [43, 64, 65,72, 74] ou a efeitos de particula

discreta.

Para adquirirmos uma melhor visao dos resultados, simulamos o caso estavel com
n = 3.0 e v = 2.0, correspondendo aos parametros da figura (15). Os envelopes obtidos da
simulagao auto-consistente (simbolos) e das equagdes do envelope (curvas) sao mostrados

na figura (25) :

4 T T T T | T
o a
A b
— a ]
-—- b
3 —
= 2|
1_
O 1 | 1 | 1 | 1 | 1
0 5 10 15 20 25

Figura 25: Envelope do feixe para n = 3.0 e v = 2.0 obtidos da integracao numérica das

equacgoes do envelope e pela simulacao auto-consistente.

H4 um bom acordo entre a simulacao auto-consistente e as equacoes do envelope e
observa-se que a instabilidade tipo quadrupoélo nao esta presente como esperado. De fato,
os resultados da simulacao mostram uma pequena diminuicao na diferenca inicial entre a
e b durante a propagacoes do feixe nao perceptiveis na figura. Os gréaficos da distribuicao
de particulas para s = 0.0, s = 3.9, s =78, s =117 s =156, s = 195, e s =

23.4, correspondendo aos pontos proximos aos maximos de a, mostrados nas figuras (26)
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confirmam a inexisténcia da instabilidade.
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Figura 26: Distribui¢ao de particulas no plano -z. (a) s
(d) s=11.7. (e) s =15.6. (f) s =19.5. (g) s = 23.4.
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Analisamos a emitancia apartir do grafico (27) :

2 T T T T | T
L e i
aa€
18- Y —
16+ _|

Figura 27: Gréfico da emitancia €; e €¢; em funcao de s.

Observamos um crescimento a partir de s = 17.0 que deve estar associado ao nimero
finito de particulas e a erros numéricos. Para tirarmos uma conclusao analisaremos uma
se¢ao (T, pz) do espago de fases para s =0.0, s =3.9,s=78, s=11.7 s=15.6, s =
19.5, e s = 23.4 mostrado nas figuras (28).
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Figura 28: Espaco de fases (Z,pz). (a) s=0. (b) s =3.9. (¢) s=7.8. (d) s =11.7. (e)
s =15.6. (f) s =19.5. (g) s = 23.4.
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Que mostram uma pequena deformacao do espaco de fases e conseqiientemente um

crescimento da emitancia que devem estar relacionados a erros numéricos.

Da anélise dos resultados das simulacoes numeéricas auto-consistentes considerando um
feixe descasado do seu raio de equilibrio, mostra-se que as oscilacoes simétricas levam a
oscilacoes instaveis do tipo anti-simétrico para um feixe inicialmente quase-circular. Assim

o feixe comeca a desenvolver um formato eliptico dentro de certo regime de parametros.

5.3.1 Problemas com a Emitancia

Muito dos fenomenos de crescimento da emitancia e formacgao de anel nas simulacoes
numeéricas auto-consistentes estao associado a ruido numeérico e efeitos de particula dis-
creta [67-69]. Nos feixes KV a emitancia é constante pois os autocampos sdo lineares e
caso haja crescimento deve estar associado a erros numéricos. Como visto nos resulta-
dos da simulacao auto-consistentes nota-se a presenca de crescimento da emitancia nos
graficos (23 e 27) e formacao de anel (figuras: 22 e 26). Os argumentos a favor dessa expli-
cacao se baseiam em dois trabalhos que relatam deformacao do espaco de fases por ruido

numérico [102] e crescimento da emitancia causado por efeitos de particula discreta [103].

No caso da deformacao do espago de fases por ruido numérico, Batygin [102] constroi
um modelo analitico para estabelecer uma medida quantitativa dos erros randémicos no
calculo das forcas eletrostaticas entre as particulas do feixe. Encontra uma expressao que
relaciona explicitamente o crescimento da emitancia e, conseqiientemente, deformacao
do espaco de fases com o passo de integracao e erros numéricos no célculo do potencial
eletrostatico. Batygin conclui que o crescimento da emitancia presente nas simulagoes
numeéricas nao viola o teorema de Liouville pois hd somente um aumento da area efetiva
do espaco de fases ocupado pelo feixe. Sendo o integrador numeérico simplético a area do
espago de fases microscopica do feixe se conserva (consultar referéncia [97] pag.172). A
emitancia efetiva do feixe pode aumentar mas a emitancia microscopica se conserva ( ver

por exemplo, referéncia [20], Fig. 4.8 pag.198).

J&4 no caso do crescimento da emitancia induzido por efeitos de particulas discreta,
Pakter e Chen [103] derivam uma lei de escala que governa os processos de crescimento
da emitancia nas simulagoes auto-consistentes de feixes K'V. Em termos préticos o cres-
cimento da emitancia estaria associado ao niimero total de macroparticulas da simulacao

numérica, mais precisamente €(s) aumentaria proporcionalmente a 1/N,. Dessa propor-
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cionalidade concluimos que para um nimero infinito de macroparticulas a emitancia nao
cresceria, exatamente o resultado esperado para feixes K'V. Como nao dispomos de um
numero infinito de macroparticulas em nossa simulagao auto-consistente iremos graficar
€ para mostrar seu crescimento em funcao da distancia de propagacao s dependente de
N,. Utilizamos em nossas simulagoes IV, = 500, 2000, 8000, 16000, para n = 3.0 e v = 2.4

ilustrados nas figuras (29).
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Figura 29: € nos eixos 7 e § em fungao de s.(a) N, = 500. (b) N, = 2000. (c¢) N, = 8000
(d) N, = 16000

Observe que realmente a emitancia comeca a crescer para s maiores sendo o cresci-
mento total visivelmente menor com o aumento do nimero de macroparticulas. Nossas
simulagoes se restringem a um ntmero baixo de particulas devido ao tempo de computacao

e limites fisicos computacionais.
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6 Conclusoes

A ciéncia dos feixes é muito importante porque envolve dois conceitos cientificos fun-
damentais, a saber energia e informacao. A energia, conceito pilar da fisica, é gerada pela
aceleracao das particulas, sendo estudada através da fisica dos aceleradores cujo sinonimo
é a fisica de feixes. A informacao, multiplicidade da era moderna, produzida utilizando-se
energia do feixe de uma forma organizada, transportada a taxas elevadas nos dias atuais

é o aspecto pratico mais relevante da ciéncia da informacao.

Nessa dissertacao, introduzimos um tratamento teorico padrao dos fendémenos fisicos
presentes na dinamica nao-linear e nos processos coletivos, envolvidos no transporte de
um feixe intenso de particulas carregadas. A énfase foi em processos cujas propriedades de
equilibrio, estabilidade e transporte sao sempre analisadas para tempos de escala curtos
em comparacao com o tempo das colisdes bindrias. Com o desenvolvimento da formulagao
hamiltoniana alternativa a descricao do movimento de particula tinica, sujeita a campo
focalizador solenoidal magnético e auto-campos, elétricos e magnéticos, foi analisada.
Expressamos o hamiltoniano e as equacoes de movimento no referencial do laboratério e no
referencial de Larmor. Posteriormente, construimos a funcao distribuicao de Kapchinskij-
Vladimirskij(KV) para um feixe de particulas carregadas intenso propagando-se atraveés
de um campo magnético solenoidal uniforme, e por fim, obtivemos a equacao diferencial

que governa a evolucao do envelope do feixe.

Com a deducao das equagoes do envelope (3.74) e (3.77) analisamos a estabilidade
nao-linear tomando em consideracao efeitos sem simetria axial. Investigamos o acopla-
mento nao-linear entre o modo simétrico e o modo anti-simétrico baseado nas equacoes
do envelope depois de executada uma transformacao canonica apropriada. Considerando
um feixe descasado do seu raio de equilibrio, mostramos que as oscilacoes do modo si-
métrico de amplitude finita levam a oscilag¢oes instaveis do modo anti-simétrico para um
feixe inicialmente quase-circular, dentro de um regime de parametros especifico. Neste
caso, o feixe desenvolve um formato eliptico com um conseqiiente incremento no tamanho

ao longo de uma direcao preferencial. Um modelo simples foi elaborado clarificando o
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mecanismo bésico que gera tal instabilidade e foi testado numericamente em comparacao

com os resultados obtidos da integragdo numeérica direta das equagoes do envelope [99].

Para investigar melhor o inicio da instabilidade tipo anti-simétrica executamos simula-
¢Oes numeéricas auto-consistentes com macroparticulas de tamanho finito. Dos resultados
da simulacao auto-consistente concluimos que considerando um feixe descasado do seu
raio de equilibrio as oscilacoes simétricas, realmente, levam a oscilacoes instaveis do tipo
anti-simétrico para um feixe inicialmente quase-redondo. Assim, o feixe comeca a de-
senvolver um formato eliptico. Tal acoplamento dos modos simétricos e anti-simétricos
ocorre em dispositivos tipo Klystrons [72, 73| quando a corrente do feixe é perturbada.
Tal perturbacao gera forcas nao-lineares devido a perveancia K, = Tlﬁf onde I é a cor-
rente do feixe, que conduzem a possiveis ressonancias acopladas entre o modo simétrico e

anti-simétrico [48,49].

Ao longo dessa dissertacao, um programa de pesquisa emerge para ser estudado num
futuro préoximo. O primeiro passo serd caracterizar a dinamica de um feixe de particulas
carregadas analisando a evolucao da propria funcao distribuicao do feixe, estabelecendo
as simetrias e a dinamica das particulas individuais sujeitas a campos focalizadores. O
segundo, analisar a estabilidade do sistema através da evolucao da centréide e da dinamica
do envelope. Por fim, fazer as primeiras aproximagoes das instabilidades envolvidas no
transporte de um dado feixe de particulas, pela evolucao das sua respectivas variaveis
macroscopicas ( densidade, velocidade média, momentum meédio, tensor pressiao, tensor

quantidade de calor...).
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ANEXO A - A Equacao de Vliasov

Iremos deduzir a Equacao de Vlasov de uma forma menos rigorosa, encontrada no
livro de Edwards e Syphers [22]. A dedugao completa da equacao de Vlasov pode ser

encontrada no proprio livro de Vlasov [104] ou no livro de Klimontovich [105,106].

Considere uma pequena regiao do espaco de fases, como mostrado na figura abaixo :

Figura 30: Area infinitesimal do espaco de fases. (adaptado de [22])

Seja o numero de particulas nesta regiao, n, expresso em termos da funcao densidade

de particulas 9 :
n = Y(z, ps, t) AxAp, (A.1)

Cada particula no espaco de fases evolui de acordo com as equacoes canoOnicas de
movimento do sistema. Depois de um intervalo de tempo infinitesimal At¢, o nimero de

particulas presente na regiao torna-se :

n(t + At) = n(t) 4+ fluxo de entrada — fluxo de saida (A.2)
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Considerando um fluido incompressivel e primeiramente, tratando somente o fluxo na

direcao x, o nimero de particulas entrando na caixa pela esquerda é :
U(x, pe, ) Apy (2, Py, t) AL (A.3)
Enquanto que o nimero saindo da caixa pela direita é :

(x+ Az, pe, t)Ap, @(x + Az, p,, t) AL (A.4)

Portanto a taxa de variacao de particulas na regiao é dada por :

n(t + At) —n(t)

= (2, po, t) Apy E(x, pay t) AL

At
— (x+ Az, py, t)Ap, (x + Az, p,, t) At (A.5a)
ozr ox
_ _7&”(3 Post) nynp, i — PP Ao ny (A.5c)
i
ou
At ozr Ox
(A.6)
resultando em : 5 5 5
YO i
E”%Jﬂ/’ax_o (A.7)

Agora, desenvolverei o0 mesmo argumento para p,. Considerando, somente o fluxo na

direcao-p,, o nimero de particulas entrando na caixa por baixo é :
V(, po, ) Az po(z, pu, t) AL (A.8)
Enquanto que o nimero saindo da caixa por cima, é :

W(x, pp + Apy, t) Az po(x, pr + Apy, t) AL (A.9)
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Portanto a taxa de variacao de particulas na regiao é dada por :

n(t + At) —n(t)

= (2, po, t) Az P, pay t) AL

> — (@, ps + Aps, ) Az o (@, pr + Apa, )AL (A.10a)
= (@, po, ) Az Po(, po, )AL — (2, po, ) Az po(z, po,y )AL

78‘”(2;%”&3;@96 Do — L(g]’f’“ D AwAp, v (A.10b)

= _ Wl t) AzAp, p, — (2 P t) AxAp, 9 (A.10c)

3pm apm

ou

V@t A) = @pt) \ oy 0@ ) s Oel@Pe )

At - Op. - o
(A.11)

resultando em :

o o Opa

— = A12

ot P, TV, =Y (A-12)
Das Eqgs. (A.7 e A.12), obtemos a equacao de Vlasov :

i 8@/} 0y =0 (A.13)

ot e Oz +p18px

Considerando um espaco de fases quadridimensional e utilizando os mesmos argumen-

tos para y e p,, obtemos a seguinte equacao de Vlasov :

o oy o Y o
— — A.14
ot t oy Ty TPeg, T, =V (A.14)
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APENDICE A - Resolucao da FEquacdo de

Poisson em Coordenadas

FElipticas

Considere a equagao de Poisson bidimensional definida por :

0? 0? - .
[% + 8—j&2} ¢ ($>?/> 8) = _47T6bnb(xaya S) (Al)

Sabendo que o feixe possui secao transversal eliptica com distribuicao de particulas uni-
forme, as solugoes da eq.(A.1) sao melhores obtidas adotando um sistema de coordenadas
cujas superficies de niveis coincidam com os contornos da distribuigao, por isso adotaremos

o sistema de coordenadas eliptico

Definindo um sistema de coordenadas curvilineas pelas equacgoes [107]:

T= f(q17q27q3)7 g = g(Q17q27q3)7 zZ= h(Q17q27q3) (A2)

Admitindo que as fungoes f(q1, 42, 43), 9(q1, 42, q3), h(q1, g2, q3) sdo continuamente diferen-
ciaveis e sao solugdes para qi, ¢2, g3 podemos encontrar o comprimento de arco (ds) de

uma dada curva, diferenciando Z, g e Z :

0T 0x 01
dz = —dg; +—=—dg +—d A.3a
oq N 0qs o 0qs o ( )

N oy oy oy
d = —Zdg; + ==dg + ==d A.3b
Yy ) q1 O q2 O3 q3 ( )

0z 0z 0z
dz = —d¢g+——dg+ —d A.3c
oq N 0qz e~ 0qs o ( )

Assim :

ds® = Qldfﬁ + deqi + Q3dQ§ + 2Q93dgadgs 4 2Q31dgzdgr + 2Q12dg1dge (A.4)
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07\ ? o7\ ? AN

- A.

Ql (8%) * (8%) * (8%‘) ( 5a)
927 ) 9 ) ( 923 )

o= 4 + A.5b

@ (aq@-aqj 9600,) T \oaaq, (A.5b)

para ¢,7 = 1,2,3. Temos ainda

onde

ds; = /@Q1dq, dsy = /Q2dgo, dsz = \/Qsdgs (A'6)

Executando certo calculo diferencial e um pouco de algebra podemos expressar o gradiente

em coordenadas curvilineas como:

— 1 8_Ué + 1 a_Ué + 1 8_Ué
V@i oq “ V2 gy e V@3 dqs *

Onde U é uma funcao escalar genérica. O divergente pode ser expresso como :

1 0 0 0
V-W = 7m |:+8—q1\/ QQQng + 8—q2\/ QngWQ + 0—q3 V Q1Q2W3:| (AS)

onde W denota um campo vetorial. E por fim o laplaciano de U, em coordenadas curvi-

vU (A7)

lineas pode ser escrito como :

‘ o 1 0 [ ]Q2Q30U 0 [ Q3@ 0U
vovU=viu VQ1Q2Q)3 [5611 ( 1 6(]1) - Iqs < Q2 8%)

9 Q1Q2 U
P2 (,/ A @) A9
No plano teremos :
vy 1[0 ( [ew), o e
vil= VQ1Q: [&h (\/;6611> - Iq2 (\/;8612> (A.lO)

com

[0z 2 dy 2
Qi—(aqi) +<8qi) (A.11)

Consideramos uma elipse com semi-eixos maiores e menores a e b, respectivamente, e

onde ¢ =1, 2.

com foco em #+c onde ¢? = a®? — b?>. Adotaremos as coordenadas elipticas u e v que estdo

relacionadas com as coordenadas cartesianas por :

T = ccosh(u) cos(v) e g = csinh(u) sin(v) (A.12)
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As superficies de nivel com u e v constantes sao familias de elipses e hipérboles com o

mesmo foco. Observe que u variade 0 <u < oocewv,de 0<wv < 27.
Temos ¢; = u e ¢ = v. Da expressdo (A.11) obtemos :
Q1 = c*sinh?(u)cos®(v) + ¢ cosh?(u) sin?(v) (A.13a)

Qs = c?cosh?(u)sin®(v) + ¢ sinh?(u) cos®(v) (A.13b)

Substituindo as relagbes (A.13) na expressao (A.10), associando U = ¢ e usando as

relacdes trigonométricas cos?(v) = 1 — sin?(v) e cosh®(u) = 1 4 sinh?(u) obtemos:

1 P¢  0%¢
Vig = A4
19 c2[sinh?(u) + sin?(v)] [8u2 * 8@2] ( )
Assim a equacao de Poisson (A.1) se tranforma em :
=—4 A.15
c2[sinh?(u) + sin®(v)] ou? + Ov? mewn(u, v, 5) ( )

Onde ¢, é carga de cada particula do feixe e n, é a densidade uniforme do feixe. Usando as
seguintes relacdes trigonométricas sin?(v) = (1 —cos(2v))/2 e sinh?*(u) = (cosh(2z) —1)/2

podemos escrever a equagao (A.15) como :

¢ ¢ .o | cosh(2u) — cos(2v)
92 + 907 = —4meynyc [ 5 ] (A.16)
Podemos escrever a solucao da equagao (A.16) como [108] :
¢ = &(u, v) +m(u) + n2(v) (A.17)
Conseqiientemente :
Vie = 0 (A.18a)
% = —2meyMpc? cosh(2u) (A.18Db)
du?
d2
an —2meynyc cos(2v) (A.18¢)
Cuja as solugoes das equagoes (A.18b) e (A.18¢) sdo respectivamente :
m(u) = —gebﬁbc2 cosh(2u) — Mu+ N (A.19a)

n(v) = —gebﬁbc2 cos(2v) + Pv+Q (A.19Db)
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Onde M, N, P e @ sao constantes. Assim a solu¢do da equagao (A.16) sera :
o(u,v) = &(u,v) — gebﬁbCQ [cosh(2u) + cos(2v)] — Mu+ Pv+ Z (A.20)

Note que P = 0 pois qualquer funcao da variavel v deve ser periddica. A forma funcional

de & obtém-se pela equagao :

vVie = 0 (A.21a)
1 & (u,v)  PE(u,v]
Zsmh(n) + ()] | o T o | = (A.21b)

¢ pode ser expresso como o produto das funcoes U(u) e V(v) [109] :
§(u,v) = U(u)V(v) (A.22)

Assim : ) ) ) )
0% d=U 0°¢ d*v
=V — == A.23
ou? du? ov? v dv? ( )
Substituindo as equagoes acima na equagao (A.21b) dividindo por (UV) e separando os

termos independentes pela constante n?, obtemos :

(31272 —n*U = 0 (A.24a)
((1127‘2/ +n*V = 0 (A.24D)
Cuja solugao para a equagao (A.24a) é

Uu) = i [A,, cosh(nu) + B, sinh(nu)] + (Cu+ D), _, (A.25)

n=0

E, para a equagao (A.24b) :
i C,, cos(nv) + D, sin(nv)] + (Civ + D1),,_, (A.26)

n=0

Entao a solugao geral para a equagao (A.21) seréa:
Z [E,, cosh(nu) + F), sinh(nu)] cos(nv)
n=0
+ Z |G, cosh(nu) + H, sinh(nu)] sin(nv) + [u+ Jv + L (A.27)
n=0

Onde E,, F,, G,, H,, I, J, L sao constantes a determinar. Podemos tomar L = 0, pois

o potencial é definido a menos de uma constante e como qualquer funcao da variavel v
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deve ser periddica, teremos J = 0.

Assim o potencial interno a elipse sera expresso por :

bin(uv) = _gebﬁbc [cosh(2u) + cos(2v)] +Z [M,, cosh(nu) + N, sinh(nu)] cos(nv)
n=0
+ Z [O,, cosh(nu) + P, sinh(nu)]sin(nv) + Ku (A.28)
n=0

Ja para expressar o potencial externo temos que considerar solucoes a grandes distancias
da elipse analogas a In(r) em coordenadas polares [110]. Para isso tomamos @e.¢(u — 00),
conseqiientemente sinh(u) — cosh(u), sabendo que r* = 7* + §* teremos r ~ Se" que

implica em u = In(2r/c) — In(r/c). Assim, analisando a expressao (A.27) obtemos

E,=-F,=S,eG,=—H, =T, sendo o potencial expresso por :
Gext(uv) = Z Sy, [cosh(nu) — sinh(nu)] cos(nv)
n=0
+ Z T, [cosh(nu) — sinh(nu)|sin(nv) + Iu (A.29)
n=0

Resultando em Ilru quando u — oc.

A primeira condi¢ao para determinar as constantes (M,,, N,, O,, P,, S,, T,, K, 1)
é a nao divergéncia do campo elétrico no interior da elipse. O campo elétrico é determinado
por :

E = (A.30)

1 8¢ ¢
) : ut 7€y

c[sinh®(u) + sin?(v)] " o

Observe que para u = 0 = sinhu = 0 e v = nxw para qualquer n natural, implica em

sin(nv) = 0 conseqiientemente :

1
clsinh?(u) + sin?(v)] v=n ( )
Para contornar essa divergéncia tomamos :
0u vﬂnér 81} vﬂn(;r ( )

Assim da expressao (A.28) obtemos :

ou

v—nT
u—0

= —mepMpc® sinh(2u) + Zn [M,, sinh(nu) + N, cosh(nu)] cos(nv)
n=0

+ Z n [O,, sinh(nu) + P, cosh(nu)]sin(nv) + K =0 (A.33)
n=0
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Oin = meyiyc? sin(2v) — Z n [M, cosh(nu) + N, sinh(nu)]sin(nv)
81} vﬂgr 0
+ Z n [O,, cosh(nu) + P, sinh(nu)] cos(nv) =0 (A.34)
n=0

Das condicoes acima obtemos N,, = 0, K =0 e O,, = 0, o que resulta no potencial interno

igual a :

Gin(uv) = —gebﬁbcz [cosh(2u) + cos(2v)] + Z M, cosh(nu) cos(nv)
n=0

+ Z P, sinh(nu) sin(nv) (A.35)
n=0
A segunda condicao a ser satisfeita é a continuidade do campo elétrico (A.30) na borda

da elipse expressa por :

8¢ln . 8¢e:}:t

e - = - (A.36a)
8¢zn _ 8¢ezt

5 . = o . (A.36D)

onde u é o contorno da elipse.

Usando as expressoes (A.35) e (A.29) na condigao (A.36a) obtemos:

—Tepfpc® sinh(2uy) + Z nM,, sinh(nuy) cos(nv) + Z n P, cosh(nuy) sin(nv) =

n=0 n=0
Z nS,, [sinh(nu,) — cosh(nuy)] cos(nv) + Z nT,, [sinh(nuy) — cosh(nuy)] sin(nv)
n=0 n=0
+1y (A.37)

Agora, usando as expressoes (A.35) e (A.29) na condigao (A.36b) obtemos:

—Teypc sin(2v) — Z nM,, cosh(nuy) sin(nv)

n=0
oo

+ Z nP, sinh(nu,) cos(nv) = — Z n.Sy, [cosh(nu,) — sinh(nuy)] sin(nv)

oo

+ Z nT,, [cosh(nuy) — sinh(nwy)] cos(nv) (A.38)

n=0
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Da equagao (A.37) obtemos :
I, = —meyiyc? sinh(2uy) (A.39)

Comparando os coeficientes do cos(nv) e sin(nv) nas equagoes (A.37) e (A.38) obtemos

as seguintes igualdades para n # 2, depois de uma certa algebra:

nio M, sinh(nu,) = 2 S, [sinh(nuy) — cosh(nuy)] (A.40a)
% M, cosh(nu) = — i@ S, [sinh(nus) — cosh(nw,)] (A.40D)
g P, sinh(nu,) = - 2 T, [sinh(nuy) — cosh(nuy)] (A.40c)
ZO P, cosh(nu,) = OOO T, [sinh(nw,) — cosh(nuy)] (A.40d)

Tais igualdades serao satisfeitas somente se u, — —oo, mas como u estd contido no

intervalo de 0 < u < oo teremos que tomar M, =0, S, =0, P,=0e T, =0.

Agora, comparando os coeficientes do cos(nv) e sin(nv) nas equagoes (A.37) e (A.38)

obtemos as seguintes igualdades para n = 2, depois de uma certa algebra:

2M, sinh(2up) = 2S5 [sinh(2up) — cosh(2uy)] (A.4la)
mepfyc® — 2My cosh(2u,) = —255 [cosh(2up) — sinh(2uy)] (A.41b)
2Py sinh(2u,) = —2T5 [sinh(2u,) — cosh(2uy)] (Adlc)
2P, cosh(2uy) = 2Ty [sinh(2uy) — cosh(2uy)] (A.41d)

Analisando as igualdades (A.41c¢) e (A.41d) observamos que serao satisfeitas somente se

u, — —00, mas como u estd contido no intervalo de 0 < u < oo teremos que tomar

P,=0eT5,=0.

Da igualdade (A.41a) obtemos :
My = S5 [1 — coth(2uy)] (A.42)
Substituindo (A.42) em (A.41b) resulta em :
Sy = —gebﬁbCQ sinh(2uy) (A.43)

Assim

M, = —gebﬁbcz [sinh(2u,) — cosh(2ubd)] (A.44)
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Conseqiientemente o potencial interno (A.35) e externo (A.29) podem ser escritos como :

Gin(u,v) = —gebﬁbc2 [cosh(2u) + cos(2v)]

- gebﬁbCQ [sinh(2u,) — cosh(2uy)] cosh(2u) cos(2v) (A.45a)
Gext(u,v) = —gebﬁbc2 sinh(2uy) [cosh(2u) — sinh(2u)] cos(2v)

—  T2eynpc? sinh (2uy)u (A.45b)

Para expressar o potencial interno (A.45a) em coordendas retangulares faremos algu-
mas consideragdes. Sabendo que sinh(up) = b/c e cosh(up) = a/c e usando as relacoes

sinh(2u) = 2sinh(u) cosh(u) e cosh(2u) = sinh?(u) + cosh?(u) obtemos:

¢® sinh(2u;) = 2ab (A.46a)
c® cosh(2uy) = a® + b (A.46Db)

Agora sabendo que cosh®(u) = 2 [cosh(2u) + 1], sinh®*(u) = 1 [cosh(2u) — 1], cos?(v) =

1 lcos(2v) + 1] e sin®(v) = 3 [1 — cos(2v)], relembrando as equagdes (A.12) obtemos :

‘i_z _ i[cosh(Qu)qu] [cos(20) + 1] (A.47a)
?Z_j = lcosh(2u) — 1] cos(20) 1] (A.47b)
(AdTe)
Assim
i_erz_z - %[cosh(Qu)+cos(2v)] (A.48a)
i_j_z_j — %[1+Cosh(2u)cos(2v)] (A.48b)

Substituindo (A.46) e (A.48) na equacao (A.45a) resulta em :

=2 | ~2 2ab 221232 1
¢m(f, g) = —ﬂeb’beCQ |:«T :;y :| — F@bﬁbcz |:C—C; - a ;; :| |:«T 02 Y - §:| (A49)
Depois de uma certa algebra teremos :
b2 ay? Tepny 9
b = —2resiy |+ | T () (.50)

Sabendo que N, = [dadyn,(Z,y,s) = mnpyrab e utilizando o potencial adimensional
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— eb¢s x,y,s) .
Y(z,y,s) = W, enfim teremos :

5:,2 gQ

a@atd)  ba+b)

Yin = —Kp (A.51)

a menos de uma constante, K, é a perveancia do autocampo. Da equagao (A.51) notamos
que os equipotenciais do problema sao elipses de semi-eixos a(a + b) e b(a + b). Portanto,
o contorno do feixe ndo coincide com uma equipotencial. Observe que a equagao (A.51)

¢ idéntica a expressao (3.26).
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Baixar livros de Literatura

Baixar livros de Literatura de Cordel
Baixar livros de Literatura Infantil
Baixar livros de Matematica

Baixar livros de Medicina

Baixar livros de Medicina Veterinaria
Baixar livros de Meio Ambiente
Baixar livros de Meteorologia
Baixar Monografias e TCC

Baixar livros Multidisciplinar

Baixar livros de Musica

Baixar livros de Psicologia

Baixar livros de Quimica

Baixar livros de Saude Coletiva
Baixar livros de Servico Social
Baixar livros de Sociologia

Baixar livros de Teologia

Baixar livros de Trabalho

Baixar livros de Turismo
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