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Resumo

Na Teoria de Percolacdo, fungdes como a probabilidade de um sitio pertencer ao aglomerado
percolante, tamanho médio dos aglomerados, etc. sdo descritas por meio de leis de poténcia e expo-
entes criticos. Esta dissertacdo faz uso do método chamado Escalonamento de Tamanho Finito para
fornecer uma estimativa desses expoentes.

A dissertacao estd dividida em quatro partes. A primeira apresenta de forma ripida os principais
resultados da Teoria da Percolacdo por sitios para dimensdo d = 2. Além disso, s@o definidas algumas
quantidades importantes para a determinagdo dos expoentes criticos e o para o entendimento sobre as
transi¢cdes de fase. A segunda parte apresenta uma introducao sobre o conceito de fractal, dimensao e
classificacdo. Concluida a base do nosso estudo, na terceira parte € mensionada a Teoria de Escala, a
qual relaciona os expoentes criticos e as quantidades descritas no Capitulo 2. Na tltima parte, através
do escalonamento de tamanho finito, determinamos os expoentes criticos 5 e v. A partir desses,
usamos as relagdes de escala as relacdes descritas no Capitulo anterior para determinar os expoentes

criticos restantes.



Abstract

In Percolation Theory, functions like the probability that a given site belongs to the infinite cluster,
average size of clusters, etc. are described through power laws and critical exponents. This disserta-
tion uses a method called Finite Size Scaling to provide a estimative of those exponents.

The dissertation is divided in four parts. The first one briefly presents the main results for Site
Percolation Theory for d = 2 dimension. Besides, some important quantities for the determination
of the critical exponents and for the phase transistions understanding are defined. The second shows
an introduction to the fractal concept, dimension and classification. Concluded the base of our study,
in the third part the Scale Theory is mentioned, wich relates critical exponents and the quantities
described in Chapter 2. In the last part, through the Finite Size Scaling method, we determine the
critical exponents J and v. Based on them, we used the previous Chapter scale relations in order to

determine the remaining critical exponents.
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Capitulo 1

INTRODUCAO

O trabalho apresentado aqui estima valores de expoentes que descrevem comportamentos dos
aglomerados em funcao dos valores de concentragdo p em comparacao com uma estrutura de tamanho

infinito.

Primeiro definimos quantidades como 6(p), £(p), x(p), x(p), etc., necessdrias para a determi-
nacdo dos expoentes criticos. Variamos os valores de concentragdo p para a estrutura quadrada e
coletamos, através do algoritmo do Joaquim Elias [7], dados de diversas simula¢gdes de computador.
Em torno do limiar de percolagdo analizamos os comportamentos da probabilidade II de se encontrar
um aglomerado percolante e da densidade . Tais comportamentos sao regidos por leis de poténcias
que determinam dois expoentes criticos e v, e que junto as leis de escala [4] e hiper-escala [2]

determinamos os demais expoentes ¢, v, A, 7, p € a.

E na determina¢@o dos expoentes criticos que este texto pretende dar contribui¢do. A através da
comparacdo com as redes quadradas de tamanho infinito, forneceremos base para a modelagem dos

problemas de percolacdo em redes quadradas finitas.

O texto pode ser dividido em quatro partes. O Capitulo 2 trata do conceito de percolacio apresen-
tando a origem das principais quantidades necessdrias para a determinagdo dos expoentes. O Capitulo
3 trata de introduzir o conceito de fractal, determinando sua dimensao e apresentando a construcdo
deterministica e aleatoria de uma estrutura fractal, necessdria a comparacao dos aglomerados como
estruturas fractais. O Capitulo 4 apresenta os oito expoentes criticos e suas quantidades a que cada um

estd relacionado, bem como as relacdes de escala e hiperescala entre os valores dos expoentes. Por
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fim o Capitulo 5 mostra o método e determina todos os expoentes criticos através de dados coletados
por simulagdes de computador, comprovando a similaridade da estrutura quadrada de tamanho finito

com a rede quadrada de tamanho infinito.



Capitulo 2

A PERCOLACAO

Podemos pensar na propagacdo de doencas e fogos florestais, na resisténcia de uma mistura de
matérias, onde o valor da resisténcia depende da densidade e da geometria do conjunto das liga¢des ou
ainda simplesmente em uma pedra porosa mergulhada na dgua, perguntando-se qual a probabilidade
de o centro da pedra estar molhado. Ao tentar formular um modelo estocdstico simples para tais
situacdes, Broadbent e Hammersley (1957) deram nascimento a Teoria da Percolacdo, um ramo
da teoria das probabilidades que trata das propriedades dos meios aleatérios agregadas a conceitos
geométricos e probabilisticos.

Existem dois modelos de percolagdo, por ligagcdo e por sitio, para diversos valores de dimensdes
d. No entanto, este trabalho trata apenas da percolacdo por sitio para d = 2. Considere Z2 o conjunto

de coordenadas inteiras no plano, observamos secdes finitas de Z2. Na figura 2.1 considere o centro

Figura 2.1: Segdo finita de Z? contendo 64 sitios.

de cada quadradinho como um ponto de Z2. Chamamos cada quadradinho de sitio, simbolizado pela

letra x. Cada sitio x possue dois estados, ocupado (cor branca) ou desocupado (cor preta). Dizemos

3



4 A PERCOLACAO

que dois sitios sao vizinhos quando possuem um lado em comum na estrutura e ao conjunto de sitios

vizinhos chamamos de aglomerado, denotado por C(z).

Suponha que, para cada sitio, é feito um sorteio admitindo-se uma probabilidade p, com 0 < p <
1, de estar ocupado com probabilidade p ou desocupado com probabilidade 1 — p. Entdo, variando os

valores de p na secdo finita pode-se obter diversos tipos de configuragdes, como na figura 2.2.

Dizemos que hé percolagdo em Z? quando existe um conjunto infinito de sitios vizinhos. Nas
secdes finitas de Z2 dizemos que h4 percolacdo quando existe um aglomerado conectando faces
opostas da estrutura e ao valor de p, para o qual a ocorréncia desse aglomerado percolante se d4

pela primeira vez, chamamos de p. de probabilidade critica ou limiar de percolagdo.

|

. | |

AN l.
p=0,3

+L.

0,4

p=0,6

Figura 2.2: Possiveis disposi¢des de uma sec¢io 8 x 8 de Z? para diversos valores de p. Aqui o

primeiro aglomerado percolante € sinalizado com uma terceira cor para os sitios preenchidos.

As proximas quantidades descrevem comportamentos de nossa estrutura de maneira particular e

vao nos ajudar no Capitulo 4 a descrever os expoentes criticos.
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2.1 ENCONTRANDO UM AGLOMERADO PERCOLANTE

Imaginemos Z2, pensando na probabilidade de que um dado sitio pertenca a um aglomerado

infinito de sitios ocupados, definimos
0(p) = Pp(|C] = o0) 2.1)

como a probabilidade, em funcao dos valores de p, de que o tamanho do aglomerado C seja n = oo.

Ou ainda

0p)=1-> B (IC| =n) (2.2)

isto é, um menos a soma de todas as probabilidades de que o aglomerado C' tenha tamanho 7 finito.

Assim |C| = oo se e somente se existe uma seqiiéncia infinita z, 1, xs,... de sitios distintos, tal
que o = 0 e z; e ;41 sejam sitios vizinhos para todo . Temos que 6 € uma fungdo nao-decrescente
de p com A(p) = 0 e H(1) = 1. A monotonicidade de # pode ser entendida de modo intuitivo,
pois quando aumentamos o valor de p conduzimos geralmente a um aumento no nimero de sitios
ocupados, assim aumentamos também o comprimento de caminhos ocupados a partir da origem.
Para mais detalhes podemos encontrar em [2], pdgina 32, uma prova mais tedrica da monotonicidade
de 6.

A existéncia do aglomerado percolante é determinada a partir de um valor especifico de p que

chamamos de concentragdo critica ou probabilidade critica e o definimos como:

pe=sup{p; 8(p)=0}. (2.3)

Assim, o valor de p. pode ser entendido como o valor de p para o qual o sistema percola.

2.2 NUMERO MEDIO DE SITIOS DE UM AGLOMERADO
NA ORIGEM

Precisamos entender como o aglomerado se comporta com relacdo ao seu tamanho, entdo escre-

vEmosS

x(p) = Ey(|C]) (2.4)
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x(p)=x(p)

Figura 2.3: Numero médio x de sitios do aglomerado.
para o nimero médio de sitios do aglomerado. Analogamente como fizemos com 6, expressamos y

em termos da distribui¢do dos tamanhos de |C|

00, se Py(|C| = o0)
x(p) = . (2.5)
2 nB([Cl=n)  se B(|C] =n).

Para p < p. podemos ver em [2], pag. 88, que x(p) < co. Denotamos também
X (p) =) B(Cl=n) (2.6)

para o nimero médio de sitios do aglomerado, onde o valor |C| denota o evento em que |C| < oo.

Podemos também escrever

X! (p) = E, (IC;|C| < o0). (2.7)

O ‘f” sobrescrito em / refere-se a condigdo de |C| ser finito.

2.3 TRANSICAO DE FASE E A PERCOLACAO

Certos materiais possuem fases magnéticas sujeitas a influéncias de temperatura. Esta magnetiza-

¢ao pode chegar a zero em uma temperatura critica 7, e proximo a ela segue uma lei de poténcia

m(T) o (T, — T)" (2.8)
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Considerando 6(p) e o valor critico p., para p < p,, 8(p) = 0, para p > p., 6 tem um comporta-
mento semelhante ao da magnetizacao e cresce segundo uma lei de poténcia. Grimmett, 1999, pag.

22, conjectura que
0(p) o (p — pe)”, (2.9)

que da surgimento a um dos expoentes criticos que queremos aqui estimar.

o(p) 4
1 — (1, 1)

Pe |1 P

Figura 2.4: Probabilidade 0(p) de se encontrar um aglomerado percolante em torno de p..

A presenca do p. caracteriza o ponto onde as transformacgdes das propriedades de um sistema
acontecem de uma fase para outra, o que nos permite denominar fases para tais comportamentos

antes e apds a concentracao critica p..

2.3.1 Fase subcritica

Para p < p,. todos os aglomerados de sitios ocupados em Z? sdo finitos quase certamente. Pode-

mos ver em [2], pagina 20, que quando p | p., P, possui um decaimento exponencial do tipo:
PIC] =) ~ e .10

quando n — oo onde «a(p) > 0.
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2.3.2 Fase supercritica

Também podemos encontrar em [2], pdgina 21, que para p > p. ha infinitos aglomerados de sitios
ocupados em Z? quase certamente e existem (31 (p) e [2(p) satisfazendo 0 < 31 (p) < Bo(p) < o, de

tal forma que quando p | p.

e P2 < p (|0 =n) < e B0 yp, (2.11)
Acredita-se que o limite
5(p) = lim {—n—%} log P,(|C| = n) (2.12)

existe e € estritamente positivo quando p > p.. Assim, acredita-se que
P, (IC| =2 n) =n"° (2.13)

quando n — 00,V d = 6(d) > 0.
Nas proximidades de p. quantidades como #(p) e x(p) comportam-se como leis de poténcias de
|p — pe|, e a prova é ainda um grande problema de percolacdo em ocupado. O Grimmett (1999),

pagina 22, conjectura que os limites

1
i 08X(P) 2.14)
pipe log [p — pel’
log 6
iy 10800) (2.15)
plre 10g(p — pe)’
existem, e que o limite
log P,
51 = — lim 18Dkl ), (2.16)
n—oo log n

existe de acordo com 2.13.

2.4 AGLOMERADOS POR SIiTIO DA ESTRUTURA

H4 uma outra quantidade que devemos analisar,  serd a quantidade de aglomerados por sitio da

estrutura, a qual definimos por

o

w(p) = BT = Y2 Ry (0] = ). (2.17)

n=1
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Seja B(n) a caixa com o lado de comprimento 2n e centro na origem. Pensamos na quantidade
de aglomerados de B(n) que chamaremos de K,,. a qual é aproximadamente uma func@o linear do
volume de B(n), em que K,,|B(n)|~! converge para um limite ndo-trivial que € a nossa funcéo ~(p)
quando n — oo. Para mais detalhes podemos encontrar em [2], padgina 77, uma prova tedrica desta
convergéncia ao valor x(p).

Acredita-se que « nao € trés vezes diferencidvel em p = p., 0 que permite a conjectura da exis-

téncia de nosso expoente critico « presente na seccao 4.1.3.

2.5 O RAIO DO AGLOMERADO

Consideremos a fase subcritica de percolacdo de Z? quando d > 2 e p < p,.. Nesta fase, todos os
aglomerados sio finitos e t€m quase certamente tamanho médio finito.

Escrevemos 0B(n) para a borda da caixa B(n):
OB(n) ={z € Z*: ||z|| = n} (2.18)

quando ||z|| = max {|z;| : 1 <4 < 2}. Parax € Z? escrevemos B(n, z) para a caixa  + B(n) com
lado de tamanho 2n e centro z, e 0B(n,z) = x + 0B(n) para a borda da caixa. Escrevemos também

P,(0 < 0B(n)) para a probabilidade de existir um caminho de sitios ocupados da origem a borda
OB(n).

Definimos o raio do aglomerado de sitios ocupados como
rad (C(z)) = max{d(z,y) : y € C(z)}. (2.19)

onde d(z,y) é a funcdo distancia ||z — yl|.

2.6 FUNCAO DE CONECTIVIDADE E COMPRIMENTO DE
CORRELACAO

Sejam x1, Ty, ..., T, sitios de Z2, e definimos 7,(x1, %2, ..., £, ) como a probabilidade de que z1, -,
..., Ty, pertencem ao mesmo aglomerado em nosso processo de percolagdo. A fun¢do 7, € conhecida

como fungdo de conectividade.



10 A PERCOLACAO

Em [2], pagina 120, podemos encontrar que
P,(0 < 0B(n)) < e ™® quando n — oo (2.20)

onde ¢(p) € continua e ndo crescente em (0, 1], estritamente decrescente e positiva em (0, p.|, p(p) —

oo quando p | 0 e p(p.) = 0 (veja figura 2.5).

o(p) |

Dc 1 p

Figura 2.5: Func¢do componente para determinacido do comportamento do comprimento de correlacao.

Supondo 0 < p < 1 e (p) como definida anteriormente entdo podemos encontrar também que

lim {—llong(O,en)} = p(p) (2.21)

n—00 n

e que existe também uma constante ( estritamente positiva, independente de p, tal que
Cpn4(1_d)e_"‘p(”) <7,(0,e,) < e ®) . (2.22)

Quantidades como P,(0 < dB(n)) e 7,(0, e,) decaem como e~"#?) quando p(p) > 0, se 0 <
p < pe. Acredita-se que estas comportem-se como 2.22 e 4.15.

Nossa fungdo usual serd a reciproca de o(p), isto é £(p) = ¢(p)~', onde definimos &(p) = oo
desde que p(p.) = 0; a quantidade £(p) é chamada a comprimento de correlacdo ou comprimento de

escala, uma vez que s6 quando n é da ordem de £(p) ou maior que a exponencial em termos de

P,(0 < 0B(n)) ~ e /@) (2.23)

(0, e,) ~ e VEP), (2.24)
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Conhecendo o comportamento de ¢(p) assim como em [2], pagina 127, temos ¢(p)~! < x(p) se

0 < p < p., teremos assim ¢ continua e estritamente crescente em (0, p,.), satisfazendo

£(p) — 0 quandop | 0, (2.25)
§(p) — oo quandop 1 p,, (2.26)
£(p) < x(p) se0 < p < pe. (2.27)

Para p > p. podemos definir £(p) analogamente como na fase subcritica

£(p)~ = lim {—llogTJ(O, en)} (2.28)

n—o00 n

Escrevemos a fungdo de conectividade 7, como 7,(z,y) = P,(z < y) para a probabilidade de
que exista um caminho de sitios ocupados que z a y. Quando p < p,, 7,(z, y) decai como uma fungao

exponencial da distancia de x para y, d(z,y). Quando p > p., 7,(z, y) pode ser entedida como

7J(2,y) = P,(z e y pertencem ao mesmo aglomerado finito). (2.29)

Notemos que
Tg (x,y) = 7p(z,y) — Py(z e y pertencem ao mesmo aglomerado infinito). (2.30)

de modo que
m(z,y) =7/ (z,y) se 6(p) =0. (2.31)

O ‘f” sobrescrito em Tg (x,y) refere-se a exigéncia de que z e y estejam em aglomerados finitos.
O aglomerado percolante assemelha-se qualitativamente a um objeto fractal, é o que veremos no

préximo Capitulo, fazendo uma breve esplanacio sobre o conceito de estruturas fractais.
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Capitulo 3

FRACTAIS

Na natureza tem-se observado certos objetos, como na figura 3.1, nos quais cada pequeno pedaco

Figura 3.1: Tipos de estruturas fractais.

do mesmo, ao ser ampliado, mostra-se similar ao todo. Do ponto de vista matemético, € possivel
gerar tais padrdes, com as mesmas caracteristicas de auto-similaridade, como nas figuras 3.2- 3.5. A

este padrao de auto-similaridade da-se o nome de fractal.

O termo Fractal foi criado em 1975 por Benoit Mandelbrot, nascido em 20 de novembro de 1924,
em Varsévia na Polénia. Benoit Mandelbrot descobriu a geometria fractal na década de 70, no século
XX. O nome fractal se deu a partir do adjetivo latino fractus, do verbo frangere, que significa quebrar.
Nas tentativas de medir o tamanho de objetos que as defini¢des tradicionais da geometria euclidiana

falham foi gerando-se seus principais conceitos.

A geometria fractal € um ramo da matematica que estuda propriedades e comportamentos dos
fractais, tentando descrever diversas situacdes que niao podem ser explicadas pela geometria euclidi-

ana, e sio aplicadas em diversos ramos cientificos e tecnoldgicos.

13



14 FRACTAIS

3.1 CLASSIFICACAO DOS FRACTAIS

Existem diversos tipos de estruturas fractais, os quais podemos podem ser classificados em de-
terministicos (gerados por um padrao repetido por um processo recorrente ou iterativo) e aleatorios

(gerados com algumas distribuicdo de probabilidade).

3.1.1 Fractais deterministicos

Buscando um padr@o os fractais deterministicos sdo gerados por uma regra pré-estabelecida. Por

exemplo, tomemos uma estrutrura quadrada 3 X 3 e associamos a essa figura um quadrado com o

mesmo tamanho numerado de 1 a 9. Em seguida retiramos os quadrados cuja posicdo corresponde

Figura 3.2: Estrutura quadrada numerada para facilitar processo iterativo em nosso exemplo.

a numeracdo par e repetimos o processo com 0s cinco sub-quadrados restantes. Este processo pode

BN BN - :-:
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Figura 3.3: Geracdo de um Fractal Deterministico.

ser continuado infinitamente. Observe que a regra estd bem estabelecida: retirar os quadrados cuja
posic¢ado corresponde a numeragdo par. Podemos acrescentar uma aleatoriedade nesse ponto, vejamos

na préxima secao.
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3.1.2 Fractais aleatorios

Na natureza nem sempre encontramos uma repeticao de um padrao deterministico e para modela-
la muitas vezes se faz necessdria a introdu¢do de uma componente aleatoria. Por isso, adicionaremos
elementos estocdsticos na geragao de um fractal.

Imagine que, quando tomamos a estrutura quadrada de tamanho 3 x 3, podemos retirar qualquer
um dos sub-quadrados de lado um, acrescentando alguma distribuicao de probabilidade, em outras
palavras faz-se um sorteio dos sub-quadrados admitindo uma probabilidade p = % de estar pintado

ou nao e continuando para os sub-quadrados gerados a cada passo. A nova figura 3.4 ndo € feita de

Figura 3.4: Geragdo de um Fractal Aleatorio.

cOpias exatas de si mesma, isto &, nao é auto-similar no sentido que definimos. Entretanto, podemos
argumentar na se¢do 3.3 que o objeto final da Figura 3.4 € auto-similar em um sentido estatistico.
Para tanto vejamos primeiro a no¢do de dimensao fractal na proxima secao e logo apds a secao que

trata da auto-similaridade.

3.2 DIMENSAO FRACTAL

Considere o quadrado como na figura 3.5. No primeiro estdgio temos um quadrado preenchido.

Figura 3.5: Uma outra maneira de gerar um Fractal deterministico.

No segundo estdgio, adicionamos quatro copias da figura do estdgio anterior obtendo ainda um qua-
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drado, agora vazado. No terceiro estdgio, adicionamos mais quatro copias da figura do estdgio anterior
obtendo novamente outro quadrado vazado. Em seguida repetimos o processo, isto €, para obtermos
o proximo estdgio montamos um novo quadrado fazendo quatro cépias da figura anterior, e assim
infinitamente.

O fractal do primeiro estdgio tem massa M = 1 e lado L = 1. O fractal do segundo estdgio tem
M = 5e L = 3. O fractal do terceiro estagio tem M = 25 e L = 9, e assim por diante. Definamos

densidade no plano por

p(L) = —757 3.1)

Na mudancga do estdgio 1 para o estdgio 2, houve uma reducdo na densidade do objeto. De fato,
p(1) = 1e p(3) = 5/9. Se continuarmos calculando a densidade dos quadrados formados em cada
estdgio, teremos p(9) = (5/9)%, p(27) = (5/9)3... e assim por diante.

Fazemos um grafico de p em fungdo de L, em escala logaritmica. No nosso exemplo ultiliza-

Log(p(L))
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Figura 3.6: Grifico log — log da densidade p versus o tamanho da estrutura L.

mos dados de um fractal construido por uma regra pré estabelecida, isto é um fractal deterministico.
Encontramos uma reta que passa pela origem, como na figura 3.6. A densidade p depende de L se-
gundo a equacdo log p = \log L, determinando uma relacfio entre p e L dada por p = L*, uma lei
de poténcia. Para determinar o valor de A, basta encontrar a inclina¢io da reta do grafico em escala

logaritmica.

_log1—1log5/9 —logh+1log9 logh .

= = 32
log1 —log 3 —log 3 log 3 (3-2)
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5

Fagcamos dy = %5

log
log
L

== L2 (3.3)

p

Observe que, para um mesmo L e objetos diferentes, o que determina como M varia € L% . Os
fractais gerados por esquemas iterativos os fractais sdo caracterizados quantitativamente pela associ-
acdo, de maneira Unica, de um ndmero a forma geométrica do objeto gerado. Esta associacdo, que
quantifica o quao densamente o objeto ocupa o quadrado de lado L, € o resultado da mesma asso-
ciagdo entre a figura e o valor dy que chamamos de dimensdo fractal. Ela € particularmente til
para distinguir conjuntos de natureza geométrica suave de outros que apresentam padrdes de extrema
irregularidade.

As escalas da massa M com tamanho linear L como M o L% e d = 2 estdo a uma dimensio ‘Eu-
clidiana’ usual. Benoit Mandelbrot introduziu a ‘geometria fractal’ com uma descri¢ao unificadora

dos fendmenos naturais que nao sdo uniformes, mas que obedecem leis de poténcia simples da forma
M o LY (3.4)

com dimensdes d; ndo-inteiras.

3.3 AUTO-SIMILARIDADE

A auto-similaridade para os fractais d4 significado a sua invariancia por mudanga de escalas.

Seja @ : S — S uma contragdo que associa a todos os pontos x de S a pontos ¢(x) = rz, r € R,
com 7 < 1. O conjunto S é chamado auto-similar quando S é a unido de n(r) copias de ®(S). Neste
caso, também definimos a dimensdo de auto-similaridade, D, dada por

_ log (n(r)
* log(1/r)

Por exemplo, podemos colocar o ultimo desenho da figura 3.3 em um sistema de coordenadas de

(3.5)

forma que os pontos (0,0), (1,0), (1,1) e (0, 1) sejam seus vértices. Aplicando uma contragdo com
r = 1/3 (ver figura 3.7), encontramos um novo quadrado com vértices em (0, 0), (1/3,0), (1/3,1/3)
e (0,1/3). Observe que o quadrado formado é constituido por cinco cépias daquele obtido anterior a

contracgdo.
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O fato de encontrarmos D, = dy nesse exemplo ndo é mera coincidéncia. Decorre da defini¢ao
de densidade na se¢do 3.2 que M (L) = L% . Vejamos, se considerarmos um conjunto S auto-similar,

onde cada uma de suas n(r) cdpias estd contida em um quadrado de lado L, sua massa total serd de
Mg = n(r)M(L) = n(r)L%. (3.6)

Por outro lado, se um quadrado de lado L cobre uma cépia de ®(.S), um quadrado de lado %L contém

Mg =M (%L) = (%L) v (3.7)
n(r)L% = (lL)df = n(r) = <1>df (3.8)

_ log(n(r)) _
F= log(1/7) Dy (3.9)

Em [1], podemos ver a ultilizacdo do aglomerado percolante em p = p. como um exemplo de

S. Entdo, sua massa é dada por

Logo,

Donde concluimos que

fractal aleatério. Ele contém buracos de todos os tamanhos €, portanto, é auto-similar num sentido
estatistico. Pode-se verificar por meio do uso do algoritmo box-counting que o aglomerado percolante
€ auto-similar em todas as escalas (maiores que o espacamento da rede e menores que o tamanho total)
e pode ser considerado um fractal. Sua dimensao fractal descreve como a massa M (nimero de sitios)

dentro de uma caixa de lado L muda de escala com L:

M(L) oc LY. (3.10)
T B Mo
2 2
ZISE E E 3{: 2/3
2 B
:’?ﬁxﬁ
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Figura 3.7: Aplicagdo de uma contracdo r = 1/3.
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M (L) é obtido pela média de muitas simula¢des de percolagdo, ou, equivalentemente, pela média
sobre esferas tomadas em posicoes diferentes em um mesmo aglomerado percolante.

Examinemos o que acontece com os aglomerados quando p # p.. Abaixo do limiar de percolacio
o tamanho tipico dos aglomerados € finito. Entdo, aglomerados abaixo da criticalidade, isto €, abaixo
do limiar de percolacdo p., podem ser auto-similares somente até o comprimento de escala £. Apds
o limiar de percolagdo, £ é a medida do tamanho dos aglomerados finitos no sistema. O aglomerado
percolante continua infinito, mas seus maiores buracos sao tipicamente do tamanho de £. Entdo o
aglomerado percolante somente pode ser auto-similar até o comprimento de escala £. Uma vez que
nao hé buracos maiores, o aglomerado se torna homogéneo quando tomamos uma escala maior que
¢. Em resumo, para escalas menores que &, o sistema pode ser considerado um fractal, para escalas
maiores que &, o sistema tem a mesma dimensdo do espago. Isto €, antes de & os aglomerados
crescem de acordo com os valores de p, apds p. os aglomerados finitos comecam a ficar rarefeitos,
pois o aglomerado percolante toma cada vez mais espago na estrutura. Essa estrutura do aglomerado

percolante implica que sua massa se escala diferentemente para distancias menores e maiores que &:

LYy L <&
M(L) x (3.11)
Lt L >¢.
Podemos entender assim que ¢ € uma medida do maior buraco no maior aglomerado, e diminui
quando aumentamos p acima do p..

Os fractais aleatérios sdo muito uteis na modelagem de fendmenos naturais. A natureza apre-
senta inimeros exemplos de objetos que ndo sdo exatamente auto-similares, mas que apresentam
uma auto-similaridade no sentido estatistico. Suas dimensdes fractais sdo geralmente encontradas
numericamente. Uma ferramenta muito util para isso € o algoritmo box-counting, que consiste em
dividir o espaco no qual o fractal estd imerso em uma malha de células de tamanho e. Conta-se o

nimero de células que contém partes do fractal, N(¢), e repete-se o procedimento para células de

diversos tamanhos €. A dimensao fractal é entdo determinada pela relacdo
N(e) oc e, (3.12)

O entendimento sobre percolacdo e a similaridade do aglomerado percolante com as estruturas
fractais completa nossa base de entendimento. No préximo Capitulo faremos o estudo sobre a Teoria

de Escala que trata das relagdes que dao surgimento aos expoentes criticos.
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Capitulo 4

TEORIA DE ESCALA

Podemos pensar em sistemas fisicos que apresentam transi¢des de fases. O gelo derretendo ou o
material ferromagnético que se torna magnetizado sdo sistemas que, devido a pequenas alteracdes em
algum parametro, mudam suas caracteristicas fisicas. O modelo de Percola¢do é um exemplo de um
modelo matematico que também apresenta transicao de fases. Variando p até antes de p. ndo temos
o surgimento do aglomerado infinito. Quando passamos de p., temos determinada a existéncia de tal
aglomerado.

Por analogia com os sistemas fisicos que apresentam transicdes de fases, criou-se a conjectura de
que o ponto critico p. € a singularidade de certas funcdes. Acredita-se que existam expoentes criticos
que descrevem essa singularidade. Ntimeros como o expoente 3 tal que (p) < (p — p.)” quando
Pl Ppe.

Ao todo sdo oito expoentes criticos, que passaremos a definir em seguida. Mais uma vez, vale

salientar que trata-se de uma conjectura. Nao ha prova geral para a existéncia desses expoentes.

4.1 EXPOENTES CRITICOS

Definiremos aqui todos os oito expoentes criticos «, (3, 7, 4, 1, p, A e v que, conjectura-se,
descrever os importantes comportamentos assintéticos de importantes quantidades na percolagao,

quando p estd proximo a p..

21
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4.1.1 Expoente (3

Como vimos anteriormente na seccao 2.3, a probabilidade de se encontrar um aglomerado perco-
lante 6(p) = 1— E,(1; |C| < 00) segue um comportamento similar ao da magnetizac¢do e conjectura-
se que a probabilidade de um sitio pertencer ao aglomerado percolante 0(p), para p < p., 0(p) = 0,

para p > p., 6(p) tem um comportamento que cresce segundo uma lei de poténcia

0(p) o< (p — pe)’, (4.1)

com ﬁ > (. Em outras palavras
l()g@
ﬁ = lin —(p>

. 4.2
plre log(p — pe) “2

4.1.2 Expoente

Fazendo uma média dos tamanhos x(p) dos aglomerados em fungio de p e x/(p) de um aglo-
merado aberto finito também em fun¢do de p, observamos um comportamento como descrito na

figura 2.3, assim € razodvel acreditarmos que existem -, ' > 0 tais que, quando p T p.

x(p) o< (p —pe)™” (4.3)

e quando p | p.

/

X/ (p) o< (p—pe) (4.4)
interpretando as rela¢des assint6ticas de maneira logaritmica. Acredita-se ainda que v = +/. Temos
para p < p., x(p) = x/(p), assim conjectura-se que

X(p) o |p = pe| " comp — pe, 4.5)

para todo v > 0. Em outras palavras

log x/(p) | 46)
p—re log |p — pe|

4.1.3 Expoente o

Definimos a quantidade de aglomerados abertos por sitio da estrutura em uma caixa B(n) por

uma fungdo (p) como

> 1
i(p) = B, (IC171C < 00) = > S~ B (IC] =n), (4.7)

n=1
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onde |C| é o nimero de sitios abertos do aglomerado, este ligado a origem em B(n). Acredita-se que
k(p) ndao é uma fungdo de classe (3, isto é, sua derivada de terceira ordem néo é continua em p = p..

Assim, em [2], pagina 234, podemos encontrar a conjectura de que

K" (p) o< |p — pe| 717 (4.8)

quando p — p., onde —1 < a < 0.

4.1.4 Expoente A

Podemos escrever as fungdes 6, X/ e x como momentos do tamanho |C| do aglomerado, sobre o

evento |C| < oo:

0(p) =1 - E,(1;|C| < 00),
X' (p) = E,(IC};|C] < 0),
k(p) = Eo(IC| 74 |0 < o0).

Conjectura-se ainda a existéncia de um expoente critico para cada momento condicional |C|. Pode-
mos ver em [4] e em [2] pag. 234, a conjectura de que existe A > 0 tal que

B, (1015 1¢] < %0)
B, (ICT%:[CT < o0)

 |p—pe| 2 (4.9)

quando p — p,, sempre que £ > 1. A quantidade A é chamada de expoente lacuna.

4.1.5 Expoente o

Sabemos que, quando p = p., temos #(p.) = 0 entdo x(p.) = Y, nb,. (|C| = n), mas x(p.) =
oo, sugerindo que P, (|C| = n) decai na forma de uma lei de poténcia, em fungéo de n, . Assim

conjecturamos que existe 0 > 1 tal que
P (|Cl = n) ocn™ 710 (4.10)

quando n — oo.
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4.1.6 Expoente p

Esperamos que a probabilidade da existéncia um caminho aberto desde a origem até a superficie
da caixa B(n), de lado 2n, da mesma forma que a probabilidade P, (0 < 0B(n)), dada como

P, (rad(C') = n), siga também uma lei de poténcia da forma
P,.(rad(C) = n) oc n 1717, (4.11)

para algum p > 0, quando n — oo, onde o raio de |C/| é definido como rad(C') = max {|z| : x € C},

onde |z| = d(0,x).

4.1.7 Expoente n

Esperamos também que a probabilidade 7, (0, =), de que exista um caminho aberto conectando-se

x a origem, siga também uma lei de poténcia e em [2], padgina 235, conjectura-se que
Tpe (0, ) oc [~ (4.12)

quando |z| — oo, para algum 7).

4.1.8 Expoente v

A 1déia de comprimento de correlagdo, nos motiva a estudar a probabilidade Tg (0,e,), de que a

origem e o vetor e,, = (1,0, ..., 0) pertengam ao mesmo aglomerado aberto finito. Acredita-se que
n-" P =D

T]{(O, en) X (4.13)

satisfazendo £(p) — oo quando p — p.. O comportamento de Tg (0, e,) quando p — p.en — oo se

dd por n™"f(n/&(p)) para alguma fungdo f quando p estd perto de p. e n é grande. Segundo o Grim-

mett (1999) ndo ¢ razodvel supor que 7/ (0, e,,) se comporta aproximadamente como n~" f(n/&(p))

para alguma fun¢do f quando p — p. e n é grande. Em [2], paginas 126 e 214, tomemos respectiva-

mente os resultados de dois teoremas:
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(i) Supondo que 0 < p < 1, existem constantes positivas p e o, independentes de p, e uma fungao

©(p), tal que

pn'~de P < P (0« 0B(n)) < onle @ wn > 1, (4.14)
€ que existe uma constante extritamente positiva ¢, independente de p, tal que

Cpnii=de—nel®) < (0, e) < e ) p. 4.15)

(ii) Supondo que 0 < p < 1, o limite

u(p) = lim {—%log P, (0 < dB(n),|C] < oo)} (4.16)

n—oo

existe e satisfaz u(p) < oco. Além de existir uma constante A(p, d), que ¢ finita para d = 2,

0<p< 1, tal que

P, (0« dB(n),|C| < 00) < A(p, 2)n’e~"™® v, (4.17)
€
lim {—llong(o, en)} = u(p) (4.18)
n—oo n
€
71(0,e,) < A(p,2)n’e™® n, (4.19)

podemos supor que f é (aproximadamente), uma funcdo exponencial, equivalentemente

T]fC(O, en)

TJ(O, en)

o e VEw) (4.20)

quando p — p. e n — oo, onde &(p.) = co. Ou seja, 7/ (0, e,) e 7J (0, e,,) diferem significativamente
apenas quando n/{(p) é grande. Nesse sentido, £(p) é o comprimento de escala natural.

Os fisicos matemadticos usam o termo ‘comprimento de correlagdo’, significando a escala minima
em que a percolacdo com probabilidade p difere qualitativamente em p.. Assim definimos o compri-

mento de correlagdo &(p) por

n—o0 n

E(p)~' = lim {—llog TI{(O,en)} : 4.21)
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pressuposto fundamental da teoria de escala de que existe um comprimento de escala inico no sentido
acima. Conjecturamos que seu comportamento assint6tico, com p préximo a p.., que existe v > 0 tal

que

g(p) (S8 ‘p - pc‘_ya (422)

quando p — p..
Nosso método determina inicialmente os expoentes criticos [ € v, no entanto para determinarmos

os 6 demais expoentes precisamos das relacdes de escala, as quais veremos na proxima secg¢ao.

4.2 RELACOES DE ESCALA

Partimos de hipdteses principais da teoria do escalonamento sobre o comportamento de certas
quantidades, como P,(|C| = n), vélidos para todo p perto do p, e para todo n grande, para chegar a
relacdes de escala.

Nossa primeira hipétese de escala é que

PIC] = n) ntf_((n/&(p))7) sep < pe “23)

ntfy ((n/&(p))7)  sep=pe,

onde p e 7 sdo constantes positivas, f_ e f; sdo fungdes infinitamente diferencidveis em [0, 00), e a
relacdo o € entendida no sentido assintético significando que ambos os lados da relacdo convergem
para 1 quando n — oo e p — p, (a notagdo e 7 ndo é padrdo). Supomos f_(0) = f(0) > 0 e que
f-(m) — 0e f,(m) — 0 mais rapidamente do que qualquer poténcia de m ' quando m — oo. A
primeira hipétese garante a coincidéncia das duas relagdes assintéticas na hipdtese passada, quando
P = pe € a segunda implica que o comportamento de P, (|C| = n) é dominado quando p # p.
por uma quantidade que depende apenas da propor¢cdo de N a uma poténcia do comprimento de
correlagdo.

Esta hipdtese de escala introduz novos expoentes ;€ 7, mas estes SA0 eXpressos nos termos

—1-1/5

daqueles expoentes jd existentes. Lembramos que P, (|C| =n)~n , € deduzimos que

p=1+5" (4.24)
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Na sequéncia, f = f_sep < p.e f = f4 se p > p.. Temos
X () =Y B (IC] =n) o< Y 0" f (n& (p)") (4.25)
o foSnt T (né(p)T) dn
= E(p)T T [T W (u) du

comu = né(p)™". Agorapy =1+d1ed > 1,dandoquel —p=—6"'>—1. Sed > 1,
temos 1 — ;1 > —1 e depois a integral convergindo. No entanto eliminamos o caso § = 1, com
1 — pu = —1 e a integral divergindo. Sabemos que § > 2 sempre que § existir, um argumento
alternativo do pressuposto de que x/ (p) < oo quando p # p.. Supomos entdo que X7 (p) o |p— p.| ™7
e &(p) «x |p — pe| " descobrindo que

y=vr(2-p) (4.26)

que, em conjunto com g = 1 + §~1, temos

.
i1t (4.27)

Passemos a considerar a probabilidade de percolacdo 6(p), e supondo que p > p.. Entdo

0(p) =1-Y P, (IC| =n) sef(p) =0 (4.28)
=Y (B (0] =n)} (4.29)

xY n‘“n{f+(0) — fe(n€(p) ™)} (430)
E(p) /0 T U {(0) — £ (W)} du. (4.31)

Onde a convergéncia desta s6 se da desde quando o integrando comporta-se como —u'~# fjr(O) perto

de u = 0. De 0(p) = (p — p.)?, temos

B=—-vr(l—p), (4.32)

juntando p=1+0"ter = u(1j5—1)’ temos assim

Y+20=-p@+1), (4.33)
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nossa primeira relacdo de escala.
Em seguida, aplicamos 0 mesmo argumento para o nimero x(p) de aglomerados abertos por sitio

dafungdo, f = f_sep < p.e f = fi sep > p.. Temos

1
k(p) = Z » (|C] =n) Zn rf(né(p)™T) (4.34)
x &(p)~ ™ /6 uw T f (u)du (4.35)
£p)—7
como antes. Se € € pequeno e positivo, entao
/OO uw T f (u)du = /e u T f (u)du + /00 u M f(u)du (4.36)
&7 £p)—7 €
o £(0) [—lu_“} + / Ty f(u)du (4.37)
K £p)—7 €
= Al(p)" + B, (4.38)

onde A e B sdo constantes que dependem e. Substituimos este resultado no anterior e temos

k(p) x A+ B&(p)™ ™ o< A+ Blp — pe|"™. (4.39)
Comparamos com a hip6tese £ (p) o< |[p — p.| 7172, € assim
—1l—-a=vrp—3 (4.40)

Agorausamos = 1+071, 7 = m ey + 206 = [(0 + 1) para deduzir a segunda relacéo de
escala:

2—a=7+20. (4.41)
Argumenta-se da mesma forma para se obter
Ey(IC1"1C] < 00) o< Dig(p) ™+ (4.42)

se k > 1, onde Dy € uma constante que depende de k. Comparando com

Ey(|C]'% +1);C| < o0)
Ey(IC%1C] < o0)

< |p—pe| 2 (4.43)

com p — p.. E assim por 7 = ey + 23 = B(6 + 1) obtemos o expoente lacuna:

(1+5

A=1v=23. (4.44)
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Introduzimos agora uma nova escala, supomos que

PGl — ) d 1770 (/EWD, P T wss)

=g+ (lz|/£(p)), P 1 Pe,
para todas as fun¢des suaves ¢g_ e g, (infinitamente diferencidveis) satisfazendo g_(0) = ¢, (0) > 0
eg_(m) — 0e gy(m) — 0 semelhantemente a fun¢do f, no inicio deste capitulo. Presumivelmente
T]{ (0, z) ndo depende apenas da distancia |z| desde a origem até , mas também sobre a geometria da
posicdo de z. No entanto, é provavel que possamos re-escalar |x| de uma forma adequada de acordo
com a geometria, com efeito da hipdtese acima.

Resumindo, sobre todos os x, obtemos
X (p) o< Y L= 7"g(|x /£ (p)). (4.46)

O nitimero de sitios z para os quais |x| = n tem a ordem de n, de modo que

X (p) o< AY nn"g(n/é(p)) (4.47)
x A/OO n'g(n/&(p))dn (4.43)
oc A¢(p)*" /OO u g (u)du (4.49)

para toda constante A. Ndo pode ser o caso que 1 > 2, pois presume-se que X/ (p) e £(p) divergem
em p = p. na forma de poténcias negativas de |p — p.|. Assim, n < 2 e a integral converge, 0 que
implica

X/ (p) o< BE(p)* ™" (4.50)

para constante B, definimos os expoentes de |p — p.| ser igual, e obter

y=v(2-1n), (4.51)

nossa relacao de escala passada.

Passamos agora para as relacdes de hiper-escala. Seja p = p. e consideremos

rad(C) = max {|z| : x € C} (4.52)
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como sendo o raio do aglomerado aberto na origem. Suponha rad(C') > k, para calcular o volume
|C], consideremos sitios x de L? satisfazendo |z| < k. Ndo é muito razoavel supor que a propor¢ao
de sitios x, ligados a origem, é aproximadamente igual a probabilidade de que tal um sitio pertence
a um aglomerado aberto com raio de pelo menos k; esta probabilidade é de aproximadamente k~'/7,
de modo que

|C| > K2k~r (4.53)

se, e somente se, rad(C') > k. Considerando todas as ordens de magnitude e probabilidades de erro.

Agora,
P, (n <|C| < 00) ox n™ /3, (4.54)
P, (k <rad(C) < o0) oc k™7, (4.55)
de modo que |C| > k?k~1/7 implica
11 1
(2 - —) _=- (4.56)
p) o p
ou
20 =6 +1. (4.57)

A seguir produzimos o argumento da segunda relacio de hiper-escala. Seja T'(n) = [1, n]>. Neste
capitulo, vimos que a parte ‘singular’ de x(p) € a contribui¢do dos aglomerados abertos com tamanhos
de ordens de £(p)™ ou superior. Considere K, (£(p)”) o nimero desses aglomerados abertos na caixa
de T'(n); este ndo € um conceito particularmente rigoroso, mas seu estilo estd em sintonia com o resto
do argumento. Se colocarmos n = £(p), entdo o nimero médio E, { K, ({(p)”} desses aglomerados

ndo deve variar muito para valores de p perto do p.. Suponha entdo que

E,{Kn(§(p)T} o< A (4.58)

quando p — p. para toda constante A. Para qualquer m inteiro positivo, podemos pensar de
T (m&(p)), com a inclusdo de m? cépias de T (mé&(p)). Apenas alguns dos aglomerados abertos

de 7' (m&(p)) com tamanho £(p)” ou superior a interse¢do de duas ou mais dessas copias, para que

Ey {Kpnew) (€E(p)7) } cx m*E, { K¢y (€(p)7) } o Am?. (4.59)

A parte ‘singular’ de k(p) é dado, portanto, por

m {mEp {Kome) (€ (p)T)}} x A¢(p)~? (4.60)
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por Ey { Kig(p) (€(p)7) } o m*E, { Ke) (§(p)7) } oc Am. Deduzimos que
2—a=2v, 4.61)

a relacdo controversa de hiper-escala.

Entéo hd duas hipéteses de escala sobre o comportamento do P, (|C| = n) e 7/ (0, x) quando n
e |z| sdo grandes, e p é préximo a p,. e estas fornecem fortes provas das suas relagdes e dois outros
argumentos heuristicos conduzem a relacdes de hiper-escala.

N6 préximo capitulo, veremos o método que ultilizamos para a determinagao dos expoentes criti-

COsS.
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Capitulo 5

O ESCALONAMENTO

Vimos na Capitulo sobre fractais que a massa do aglomerado infinito de percolagdo numa caixa

de tamanho L € proporcional a L? quando L > £.

LYy L <&
M(L) x (5.1)
L? L>¢

. . e g . . L ge g 2 .
Primeiro dividimos o sistema em caixas de lado &, logo o volume L? sera dividido em (L /£)” caixas.
Como o aglomerado tem massa da ordem £9f dentro de cada uma dessas caixas, podemos dizer que a

massa total do aglomerado é dada por

L L<¢
M(L,§) , (5.2)
¢ (L/§)° L>¢&
Observe que a probabilidade de um sitio, dentro de uma caixa de tamanho L < &, de que pertenga

ao aglomerado percolante ¢ a razdo entre o nimero de sitios do aglomerado, M0 (L), € 0 nimero

de sitios na caixa, M 4o (L). Dai,

0(p) : x : (5.3)

gl
0(p) x o (5.4)
Mas &(p) o< |p — pe|”, logo
0(p) o |p — pe| 472 (5.5)
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Por outro lado #(p) o |p — p.|°, donde concluimos que

g

B=-v(dy—2) = dy=2—"=. (5.6)
v
Assim, de 6(p) %f o (p — pe)?, podemos escrever
L L<¢
M(L,p) o (5.7)

(p—pe)’L? L>¢
Assim, a densidade do aglomerado infinito de percolagio (L, p) se comporta como L% =2 para L <

. Logo, pela lei de hiper-escala

L=Plv L <¢
O(L,p) x (5.8)
(p - pc)ﬁ L > §
Equivalentemente,
0(L,p) = (p — p)’¢ ((p — pe) L") (5.9)
onde

(p—p)L) " L<¢

¢ ((p - pc)Ll/V) X
cte. L>¢.

(5.10)

Por meio do estudo de # como fun¢do do tamanho L do sistema, pretendemos determinar os
expoentes criticos 3 e v através de resultados obtidos em redes finitas.

Como a rede a ser trabalhada € finita, existe uma probabilidade I1(p) de encontrar um aglomerado
percolante na concentragdo p. Na rede infinita, temos Il = 1 parap > p. e Il = 0 parap < p., ou
seja, espera-se que 11 se comporte como uma fun¢do escada quando L — oo. Esse comportamento
nos diz que o expoente critico de II é zero. Entdo, fazendo uma analogia com o que ocorre com a

densidade 6(L, p), temos
I = ¢ ((p_pc)Ll/V) (5.11)
para L grande e p proximo a p.. Derivando essa expressao, obtemos

dIl

e o VO NG . 1/v
gy = L (= p L) (5.12)

Definimos a concentracdo média p,,, como sendo o valor médio de p em que surge um aglomerado

percolante. Esse valor € dado por

Lognn
pm—/ pd—dp- (5.13)
0 P
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Observe que
pe = pe(TI(1) — /-—@ /QUW%(@—MMWMM (5.14)
Isso juntamente com as equacdes 5.12 e 5.13 resulta em
Pm = Pe = /0 (o p) L ((0 = pe) L") dp. (5.15)
Fazendo L'/"(p — p.) = z, segue que
Pm = pe = kL™, (5.16)
comk = [ z'(z)dz. Ou seja,
Pm — pe o< L7, (5.17)
Esse resultado em conjun¢@o com a equacao 5.9 resulta em
O(L, py) oc L7P/", (5.18)

o que nos fornece um método para se obter os expoentes criticos 5 e . Para tanto, basta tracar o

gréafico log-log de p,, — p. versus L e encontrar v. Em seguida, usa-se o valor encontrado para obter

(3 no gréfico log-log de (L, p,,) versus L.

Para realizar o escalonamento de forma mais pratica procedemos por testes numéricos de uma

estrutura quadrada fornecidos por inimeras simulacdes de computador [7], onde determinamos inici-

almente os expoentes (3 € v, 0s quais possuem 0s seguites valores

Expoente | d =2, L — oo

3 5/36
v 4/3

5.1 DETERMINACAO DE v

O expoente critico relacionado a £ € v. Usaremos o método visto no inicio deste capitulo para

determinar esse expoente. Iniciamos com uma aproximacao, para vdrios valores de L, da funcao fl—n

dada pelo histograma da quantidade de vezes em que o sistema percolou em uma concentragcdo p. Os

graficos de e de I, ambos em func¢ao de p, para L = 256 podem ser vistos nas figuras 5.1 e 5.2.
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Figura 5.1: Quantidade dI1/dp para L = 256. Foram feitas 50000 realizac¢des.
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Figura 5.2: Probabilidade II de encontrar um aglomerado percolante na concentracdo p em fungao de

P.
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Em seguida, encontramos os valores p,, (L) pela integral vista em 5.13 e que repetimos a seguir.

boan
pmz/ p——dp. (5.19)
0

De posse desses valores, pudemos tragar o grafico de In(p,,(L) — p.) versus InL. A inclinagio dessa

curva nos da v. A Figura 5.3 ilustra esse processo para uma amostra em torno de p.. O coeficiente

0

| i i 1 1 i
o | | 1 [ ] 2 | 3_[ ] a_| 5

34— = || — —+— Ln(pm-pc)

S~
\ —— Linear (Ln(pm-pc))
e I (] Il NG
y=-0,7403x - 1,7182
R2=0,9703

Ln(L)

Ln(pm-pc)

Figura 5.3: Quantidade II em funcdo de p em torno de p., estimando v.

angular da reta na Figura 5.3 nos d4 —1/v. Logo o valor obtido de v é 1, 35.

5.2 DETERMINACAO DE 3

Em cada realizagdo do algoritmo de percolagdo, calculamos a densidade (L, p). Um dos gréficos
dessas densidades para L = 32 pode ser visto na figura 5.4. Agora o coeficiente angular da reta na

figura 5.5 nos dd —f3/v. Logo o valor obtido é 5 = 0, 15.

5.3 DETERMINACAODE §,~, A, 1, pe o

A partir das relacdes obtidas nas relagdes de escala do capitulo anterior, estimamos os seis demais

expoentes criticos.
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Figura 5.4: Grafico de 6(2°, p) versus p.
-1,3
| F F —H } } {
4] 1I: 2 L 37 4 ) 6
1,35 S LT ] =
LA T y=-0,1116x -1,0131 =N\ T T T
I R*= 10,9844 :\.\::::::::
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Figura 5.5: Grifico de In(0(L, p,,)) versus In(L).
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Em [4] encontramos as proximas quatro leis de escala. Vejamos, de § =

valores de 3 e v temos

0 =17
Da equacdo v = 21/21—} temos
v=2,4
Para encontrar A tomemos a equacido A = QV%, temos
A =2,55
E assim obtemos 7 através da equagdo n = 5%
n=0,22

2v

0+1

e de posse dos

Em [2], tomemos as tltimas duas leis de escala. De 2p = § 4+ 1 obtemos o expoente p

p="9
E, por fim, o € obtido da equagdo 2 — o = 2v,
a=-—0,7

Completando assim nosso conjunto dos oito expoentes criticos:

Expoente | Valor Estimado
154 0,15
v 1,35
) 17
ot 2,4
A 2,55
n 0,22
9
« —-0,7

As leis de escala e hiper-escala contribuem fortemente para a determinacao dos valores acima.
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Capitulo 6

CONCLUSAO

Nosso trabalho fez um levantamento da teoria necessdria para abordar o problema de determina-
¢ao de expoentes criticos em Percolacdo. Iniciamos esse levantamento apresentando o conceito de
percolacdo. Em seguida, introduzimos os objetos fractais e a nocao de dimensao fractal, relacionando
esses conceitos com o Capitulo anterior. A dissertacdo também trata de Teoria de Escala, cuja base
repousa na conjectura da existéncia de leis de poténcia regidas por expoentes criticos.

A parte central do nosso trabalho foi utilizar o Método de Escalonamento de Tamanho Finito para,
numa rede quadrada, determinar os tais expoentes criticos. Comeg¢amos encontrando estimativas
para p., Il e 6 por meio de simulagdes em computador. O Escalonamento leva em consideragao
os erros provenientes dos tamanhos finitos das redes utilizadas, de forma a eliminar o seu impacto.
Determinamos os expoentes 3 e © por meio dessas simulagdes e, em seguida, fizemos uso das relacdes

de hiperescala para determinar os outros seis expoentes criticos restantes.

41
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