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nunca souberam escrever mas sempre trabalharam para que hoje eu pudesse realizar este sonho.
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de fundamental importância para a realização deste sonho, me ensinaram a ter responsabilidade,

ter dedicação e a correr atrás dos meus sonhos sem ter medo dos obstáculos.
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Resumo

Neste trabalho vamos estudamos a consistência para uma classe de estimadores núcleo de f (·)

em cadeias de Markov com espaço de estados geral E ⊂ Rd. Este estudo é dividido em duas

partes: Na primeira f (·) é uma densidade estacionária de uma cadeia, e no segundo f (x) ν (dx)

é a distribuição limite de uma cadeia geometricamente ergódica.

Palavras chaves: cadeias de Markov, estimadores núcleo, ergodicidade geométrica.



Abstract

In this work we studied the consistency for a class of kernel estimates of f (·) in the Markov

chains with general state space E ⊂ Rd case. This study is divided into two parts: In the first

one f (·) is a stationary density of the chain, and in the second one f (x) ν (dx) is the limit

distribution of a geometrically ergodic chain.

Key words: Markov chains, kernel estimates, geometrically ergodic.
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Introdução

Neste trabalho iremos estudar uma classe de estimadores para uma função densidade de

probabilidade desconhecida de uma população a partir de uma amostra dessa população. Para

estimar a função densidade de uma cadeia de Markov com espaço de estados geral iremos fazer

uso dos estimadores do tipo núcleo, pois trata-se de estimadores com boas propriedades es-

tat́ısticas. Observe que, neste caso, estamos trabalhando com estimação não-paramétrica, pois

estamos estimando funções e não parâmetros.

Inicialmente uma classe geral de estimadores do tipo núcleo definidos por

fn (x) =
1
nh

n∑
k=1

K

(
x−Xk

h

)
,

com h = hn ↓ 0 quando n→∞, para estimar a função de densidade de probabilidade

desconhecida, foi estudada por Parzen (1962) para uma sequência de variáveis aleatórias in-

dependentes e identicamente distribúıdas (i.i.d.). Parzen (1962) mostrou as boas propriedades

estat́ısticas para esses estimadores, ou seja, não v́ıcio assintótico, consistência e normalidade

assintótica.

Em Prakasa Rao (1983) foi feito um grande estudo sobre os estimadores do tipo núcleo tanto

no caso univariado como no caso multivariado.

Estimadores do tipo núcleo associados a cadeias de Markov estritamente estacionárias foram

considerados por Roussas (1969, 1991), Rosenblatt (1970) e por Athreya e Atuncar (1998) com

o objetivo de estimarem densidades em Rd. Eles extenderam ao caso Markoviano os resultados

obtidos por Parzen (1962). Roussas (1969) considerou cadeias satisfazendo a condição D0 de

Doob (1953) com um único conjunto ergódico o qual não possuia subconjuntos ciclicamente
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móveis. Rosenblatt (1970) substituiu essas hipóteses pela condição ϕ-mixing. Athreya e Atuncar

(1998) substituiu a condição D0 por uma mais fraca, a condição de Harris recorrência.

Nosso trabalho é baseado em Campos e Dorea (2005) onde foi considerado uma cadeia de

Markov {Xn}n≥0 com espaço de estados geral E ⊂ Rd e uma densidade f (·) com respeito a

medida σ-finita ν de E. Para tanto usaremos os estimadores do tipo peso,

fn (x) =
1
n

n∑
k=1

W (h, x,Xk) , h = hn ↓ 0,

onde W (h, x, ·) é uma função peso apropriada também chamada de função núcleo, obtidos a

partir dos estimadores do tipo núcleo definidos por Parzen (1962). Uma motivação para o uso

desses estimadores é feita em Campos e Dorea (2001).

Verificamos que, com condições apropriadas para a sequência h e a função núcleo W , os es-

timadores fn (x) são assintoticamente não viciado, consistente em média quadrática, fracamente

consistente e fortemente consistente.

Este trabalho é dividido em três partes. Na primeira parte, no Caṕıtulo 1, damos alguns

resultados e conceitos preliminares que serão de grande importância nos caṕıtulos seguintes.

Inicialmente, na seção 1.1, fazemos um breve estudo sobre cadeias de Markov com espaço de

estados geral, por ser esse um conceito dificilmente encontrado em livros que tratam do assunto.

Em seguida na seção 1.2 damos uma motivação para o uso dos estimadores do tipo núcleo em

alguns casos a saber, ou seja, no caso em que temos uma sequência de variáveis aleatórias (i.i.d.)

e no caso em que temos um processo de Markov.

O Caṕıtulo 2, para estimar a densidade estacionária de uma cadeia de Markov, sob a

condição da densidade inicial ser a estacionária e a cadeia de Markov satisfazendo a condição

ϕ-mixing, ou seja,

|P (A ∩B)− P (A)P (B)| ≤ ϕ (n)P (A) e ϕ (n) ↓ 0 quando n→∞.

Vamos apresentar aqui alguns resultados importantes de Campos e Dorea (2005) e obteve-se

a consistência desses estimadores de densidade.

Na seção 2.2 supondo apenas que a cadeia é estritamente estacionária verificamos que o

estimador aqui estudado é assintoticamente não viciado, ou seja,

lim
n→∞

E (fn (x)) = f (x) , ∀x ∈ Cν (f) .
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Na seção 2.3 estudamos os resultados de consistência dos estimadores. Primeiramente veri-

ficamos a consistência em média quadrática, ou seja,

lim
n→∞

E
{

[fn (x)− f (x)]2
}

= 0, ∀x ∈ Cν (f) ,

consequentemente a consistência fraca

lim
n→∞

P (|fn (x)− f (x)| > ε) = 0, ∀x ∈ Cν (f) ,

e para finalizar verificamos a consistência forte, ou seja,

lim
n→∞

fn (x) = f (x) ν − q.c. (quase certamente), ∀x ∈ Cν (f) .

E no Caṕıtulo 3, estimamos a densidade limite, portanto a única estacionária de uma cadeia

de Markov. Substitúımos as hipóteses de cadeia de Markov estritamente estacionária e satis-

fazendo a condição ϕ-mixing pela suposição de que a cadeia é geometricamente ergódica, ou

seja,

|Pn (x,A)− π (A)| ≤ αρn, ∀x ∈ E, ∀A ∈ E ,

onde α e ρ são constantes com α > 0 e 0 < ρ < 1. Consideramos a densidade inicial da cadeia

como sendo a densidade limite e verificamos os mesmos resultados de consistência do Caṕıtulo

2.

Na seção 3.2 verificamos que os estimadores definidos em Campos e Dorea (2001) são ass-

intoticamente não viciado.

Na seção 3.3 usamos o não v́ıcio para verificar a consistência em média quadrática e conse-

quentemente a consistência fraca, de maneira idêntica ao Caṕıtulo 2.

E finalmente na seção 3.4 verificamos que uma cadeia de Markov geometricamente ergódica,

sem a hipótese de estacionariedade estrita, satisfaz a condição ϕ-mixing com coeficiente mixing

geométrico e desta forma verificamos a consistência forte como foi verificada no Caṕıtulo 2, pois

para a consistência forte utilizamos apenas a condição ϕ-mixing.



Caṕıtulo 1

Preliminares

Neste caṕıtulo iremos estudar alguns conceitos, definições e resultados preliminares que serão

utilizados neste trabalho.

Inicialmente, na seção 1.1, vamos estudar cadeias de Markov com espaço de estados geral

baseado em Athreya e Lahiri (2006). Começamos com as definições de cadeias de Markov, núcleo

de transição, cadeias estritamente estacionária e densidades estacionárias. Ainda nesta seção

apresentamos a Equação de Chapman-Kolmogorov.

Na seção 1.2 apresentamos um breve estudo dos estimadores do tipo núcleo com o objetivo

de entendermos a motivação de Campos e Dorea (2005) ao trabalhar com uma classe mais geral

desses estimadores, os estimadores do tipo peso.

1.1 Cadeias de Markov com espaço de estados geral

Seja {Xn}n≥0 uma sequência de variáveis aleatórias com valores em um espaço E que é

não necessariamente finito ou enumerável. A propriedade de Markov diz que condicionada a

X0, X1, ..., Xn−1, Xn, a distribuição de Xn+1, só depende de Xn e não do passado, isto é, não

depende de {Xj , j ≤ n− 1}. Quando E é não enumerável, definimos a propriedade de Markov,

consideramos (E, E , P ) um espaço de probabilidade onde E é a σ-álgebra de subconjuntos de E

e escrevemos:
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Definição 1.1 A sequência {Xn}n≥0 com valores em E é dita uma cadeia de Markov se para

todo A ∈ E,

P (Xn+1 ∈ A | Fn0 ) = P (Xn+1 ∈ A |σ (Xn)) , (1.1)

com probabilidade 1, para todo n ≥ 0, para alguma distribuição inicial de X0, onde σ (Xn) é a

σ-algebra gerada por Xn.

Uma importante ferramenta para o estudo de cadeias de Markov é a função de transição de

probabilidade (ou núcleo de transição de probabilidade).

Definição 1.2 A função P : E × E 7−→ [0, 1] é dita uma função de transição de probabilidade

se,

(i) para todo x ∈ E, P (x, ·) é uma medida de probabilidade definida em E,

(ii) para todo A ∈ E, P (·, A) é uma função mensurável de E 7−→ [0, 1].

Em outras palavras essa definição nos diz que fixado x ∈ E temos que P (x, ·) é uma medida

de probabilidade em E e se variarmos x e fixarmos A ∈ E temos que P (·, A) é uma função

mensurável em E.

Podemos afirmar que uma sequência {Xn}n≥0 satisfaz (1.1) se para todo n ∈ N e

A0, A1, ..., An ∈ E ,

P (Xj ∈ Aj , j = 0, 1, 2, ..., n)

=
∫
A0

∫
An−2

∫
An−1

Pn−1 (xn−1, An)Pn−2

(
xn−2,dxn−1

)
...P1 (x0, dx1)µ0 (dx0) ,

onde µ0 (A) = P (X0 ∈ A), A ∈ E .

Definição 1.3 Uma sequência de variáveis aleatórias {Xn}n≥0 com valores em E é dita uma

cadeia de Markov com função de transição P (·, ·) se (1.1) é válida e o lado direito da equação

pode ser expresso como P (Xn, A), ou seja,

P (Xn+1 ∈ A | Fn0 ) = P (Xn+1 ∈ A |σ (Xn)) = P (Xn, A) , (1.2)

para alguma distribuição inicial da cadeia, isto é, distribuição de X0, para todo n ∈ N.
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Desse modo temos que o processo {Xn}n≥0 fica completamente determinado pelo núcleo P

e por uma distribuição inicial de X0 dada por µ0 (A) = P (X0 ∈ A). Podemos assim, calcular

todas as probabilidades de interesse.

Note que a Definição 1.3 simplifica a notação da propriedade de Markov e esta será usada

de agora em diante.

Os exemplos a seguir ilustram de maneira bem simples, ou seja, para o caso i.i.d. e para o

caso discreto as definições dadas anteriormente.

Exemplo 1.1 Seja {Xn}n≥0 uma sequência de variáveis aleatórias i.i.d. com valores em E

e distribuição inicial µ. Então {Xn}n≥0 é uma cadeia de Markov com função de transição

P (x,A) = µ (A) e distribuição inicial µ.

Exemplo 1.2 Considere a cadeia de Markov com núcleo de transição dado por

P =


0 0 1

0 1 0

1 0 0

 ,
e distribuição inicial f4 =

(
1
4 ,

1
2 ,

1
4

)
.

No Caṕıtulo 2 faremos algumas observações a partir desse exemplo.

Seja P (·, ·) uma função de transição de probabilidade sobre (E, E). Para cada n ≥ 0 defina

uma sequência de funções {Pn (·, ·)}n≥0 pelo esquema de iteração,

Pn+1 (x,A) =
∫
E
Pn (y,A)P (x, dy) , (1.3)

onde P (0) (x,A) = IA (x).

Pode-se verificar por indução que para cada n, P (n) (·, ·) é uma função de transição de

probabilidade, ou seja, fixado x, P (n) (x, ·) é uma medida de probabilidade e fixado A, P (n) (·, A)

é uma função mensurável.

Definição 1.4 P (n) (·, ·) definida por (1.3) é uma função de transição de n-passos gerada por

P (·, ·).
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Verifica-se por indução que se X0 = x com probabilidade 1 então,

P (Xn ∈ A) = Pn (x,A) , ∀n ≥ 0. (1.4)

Isso nos leva a Equação de Chapman-Kolmogorov, que é uma ferramenta muito útil no

estudo de cadeias de Markov e é uma consequência da propriedade de Markov dada na Definição

1.1.

Proposição 1.1 (Equação de Chapman-Kolmogorov) Sejam P (·, ·) uma função de

transição de probabilidade sobre (E, E) e Pn (·, ·) definida em (1.3). Então para n,m ≥ 0,

Pn+m (x,A) =
∫
E
Pn (y,A)Pm (x, dy) . (1.5)

Demonstração: Seja Ex, Px a esperança e a distribuiçao de probabilidade de {Xn}n≥0 quando

X0 = x com probabilidade 1.

De (1.4), pela definição de esperança condicional e pela propriedade de Markov temos,

Pn+m (x,A) = Px (Xn+m ∈ A) =
∫
E
I(Xn+m∈A)dP

=
∫
E
Ex
(
I(Xn+m∈A)|Fm0

)
dP = Ex (P (Xn+m ∈ A|Fm0 ))

= Ex (P (Xn+m ∈ A|σ (Xm))) = Ex (Pn (Xm, A))

=
∫
E
Pn (y,A)Pm (x, dy) .

Um dos objetivos deste trabalho, Caṕıtulo 2, é estudar a estimação da densidade estacionária

de uma cadeia de Markov com espaço de estados geral E ⊂ Rd, considerando a densidade inicial

como sendo a estacionária e obtendo assim uma cadeia estritamente estacionária como será

visto na seção 2.1. Para isto vamos definir o que seja uma densidade estacionária e uma cadeia

estritamente estacionária.

Definição 1.5 Uma densidade f (·) é chamada estacionária para a cadeia de Markov com

respeito a medida σ-finita ν de E se∫
A
f (x) ν (dx) =

∫
E
Pn (x,A) f (x) ν (dx) , ∀A ∈ E , ∀n. (1.6)
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onde para n ≥ 2

Pn (x,A) =
∫
E
P k (y,A)Pn−k (x, dy) , 1 ≤ k ≤ n− 1. (1.7)

Definição 1.6 Dizemos que a cadeia de Markov é estritamente estacionária se

P (Xn ∈ A) =
∫
A
f (x) ν (dx) , ∀A ∈ E , n = 0, 1, 2, ... . (1.8)

Em suma, uma cadeia de Markov {Xn}n≥0 é estritamente estacionária quando as variáveis

aleatórias têm a mesma distribuição.

Vamos ainda, no Caṕıtulo 3, estudar a estimação da densidade limite, a única estacionária

de uma cadeia de Markov com espaço de estados geral E ⊂ Rd. Para tanto necessitamos de uma

condição mais forte para a cadeia, pois não consideramos o processo como sendo estritamente

estacionário, vamos supor que a cadeia é geometricamente ergódica.

Definição 1.7 Dizemos que a cadeia é geometricamente ergódica se existe uma probabilidade

π em A e constantes α > 0 e 0 < ρ < 1 tal que

|Pn (x,A)− π (A)| ≤ αρn, ∀x ∈ E, ∀A ∈ E , ∀n. (1.9)

Note que, necessariamente temos

lim
n→∞

Pn (x,A) = π (A) , (1.10)

e

π (A) =
∫
A
f (x) ν (dx) , ∀A ∈ E . (1.11)

Esta definição nos diz que além da cadeia convergir, ela converge com velocidade geométrica.

1.2 Estimadores do tipo núcleo para densidades

A necessidade de utilizar estimadores da função de densidade f aparece frequentemente em

situações onde se descrevem aspectos como o comportamento nas caudas e a simetria, onde
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a amostra pode ser obtida experimentalmente ou gerada através de simulação, pois o gráfico

resume convenientemente a informação relativa a forma da distribuição da amostra, dentre

outros.

O histograma é o estimador mais simples de uma função de densidade porém, não pos-

sibilita na construção de uma função cont́ınua. Esse fato incentivou diversos estudos na procura

de estimadores cont́ınuos com boas propriedades, como por exemplo, não v́ıcio assintótico e

consistência.

Sejam X1, X2, ..., Xn variáveis aleatórias independentes e identicamente distribúıdas. Dese-

jamos estimar f (x) onde x ∈ R é um ponto de continuidade.

Quando se pretende estimar a função de distribuição F (x) em um determinado ponto x, é

natural tomarmos a função de distribuição da amostra, ou seja,

Fn (x) =
1
n

# {Xi ≤ x, i = 1, 2, ..., n} ,

onde # denota a cardinalidade. Essa distribuição é chamada de emṕırica.

Um estimador natural para a função densidade poderia ser dado pela derivada,

fn (x) =
Fn (x+ h)− Fn (x− h)

2h
,

onde h = hn ↓ 0 quando n → ∞ apropriadamente escolhida. Esse estimador da densidade é

natural por ser a derivada da função de distribuição a menos de um conjunto de medida nula.

Assim, um estimador natural de f (x) é dado por

fn (x) =
1

2nh
# {Xi : Xi ∈ (x− h, x+ h]}

onde h = hn ↓ 0 quando n → ∞. Esse estimador é chamado de estimador ingênuo e podemos

reescrevê-lo como

fn (x) =
1

2nh

n∑
k=1

I[−1,1)

(
x−Xk

h

)
.

Parzen (1962) motivado por essas idéias definiu uma nova classe de estimadores

fn (x) =
1
nh

n∑
k=1

K

(
x−Xk

h

)
, (1.12)

onde h = hn ↓ 0 quando n → ∞, onde K é denominada função do tipo núcleo que satisfaz

algumas propriedades de regularidade que são essenciais para que fn (x) seja um estimador
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assintoticamente não viciado, consistente em média quadrática, fortemente consistente e as-

sintoticamente normal distribúıdo. Esses estimadores são chamados de estimadores do tipo

núcleo.

Campos e Dorea (2001) definiram uma nova classe de estimadores do tipo peso, que foram

redefinidos a partir dos estimadores do tipo núcleo, dados por

fn (x) =
1
n

n∑
k=1

W (h, x,Xk) , (1.13)

onde h = hn ↓ 0 quando n → ∞ é uma sequência apropriadamente escolhida, W (h, x, ·) que é

chamada de função peso ou função núcleo, satisfazendo algumas condições de regularidade e x

o ponto em que se deseja estimar a densidade. Neste estudo iremos considerar essa classe de

estimadores.



Caṕıtulo 2

Estimação da Densidade Estacionária

sob a Condição ϕ-mixing

2.1 Introdução

Neste caṕıtulo, utilizando os estimadores do tipo peso definidos em (1.13), vamos estudar

o problema de se estimar as densidades estacionárias de uma cadeia de Markov com espaço de

estados geral.

Considere {Xn}n≥0 uma cadeia de Markov com núcleo de transição

{P (x,A) : x ∈ E,A ∈ E} onde E ⊂ Rd e E é uma σ-algebra de subconjuntos de E, assuma que

a cadeia possui uma densidade estacionária f (·) com respeito a medida σ-finita ν em E , ou seja,∫
A
f (x) ν (dx) =

∫
E
Pn (x,A) f (x) ν (dx) , ∀A ∈ E , ∀n. (2.1)

Com o objetivo de estimar f (·), Campos e Dorea (2005) admitiram ser f (·) a densidade

inicial da cadeia, obtendo assim uma cadeia de Markov estritamente estacionária como definido
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em (1.8). De fato, por (2.1) temos

P (X0 ∈ A) =
∫
A
f (x) ν (dx) =

∫
E
P (x,A) f (x) ν (dx)

=
∫
E
P (X1 ∈ A|X0 = x) f (x) ν (dx) = P (X1 ∈ A) .

E em geral temos

P (Xn ∈ A) =
∫
A
f (x) ν (dx) , n = 0, 1, ... . (2.2)

E admitiram ainda que a cadeia satisfaz a condição ϕ-mixing, ou seja, para todo A ∈ Fk0 ,

para todo B ∈ F∞k+n, k ≥ 0 e n ≥ 1,

|P (A ∩B)− P (A)P (B)| ≤ ϕ (n)P (A) e ϕ (n) ↓ 0 quando n→∞, (2.3)

onde F l+ml = σ (Xl, Xl+1, ..., Xl+m).

Foram obtidos o não v́ıcio assintótico e os resultados de consistência em pontos de ν-

continuidade da função, ou seja, em pontos que satisfazem a seguinte definição:

Definição 2.1 Para uma função g definida em E dizemos que x é um ponto de ν-continuidade

de g, ou x ∈ Cν (g), se dado ε > 0 existe δ > 0 tal que

ν {y : |y − x| ≤ δ, |g (x)− g (y)| > ε} = 0,

onde |·| denota a norma euclidiana e a norma associada ao espaço E.

Na seção 2.2, usando apenas a estacionariedade estrita do processo, iremos verificar que o

estimador é assintoticamente não viciado, ou seja,

lim
n→∞

E (fn (x)) = f (x) , ∀x ∈ Cν (f) .

Já na seção 2.3 iremos verificar os resultados de consistência utilizando a condição do tipo

mixing. Vamos verificar que o estimador é consistente em média quadrática, mais precisamente,

lim
n→∞

E
{

[fn (x)− f (x)]2
}

= 0, ∀x ∈ Cν (f) ,

e consequentemente fracamente consistente, isto é,

lim
n→∞

P (|fn (x)− f (x)| > ε) = 0, ∀x ∈ Cν (f) .
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E para finalizar iremos verificar ainda a consistência forte, ou seja,

lim
n→∞

fn (x) = f (x) ν − q.c. (quase certamente), ∀x ∈ Cν (f) .

Nesse caso será usado apenas que a cadeia satisfaz a condição do tipo mixing, não será usado

que a cadeia é estritamente estacionária.

2.2 Não v́ıcio assintótico

O objetivo desta seção é verificar que os estimadores dados por

fn (x) =
1
n

n∑
k=1

W (h, x,Xk) , h = hn ↓ 0,

com a função peso W (h, x, ·) e a sequência h satisfazendo as Condições 2.1 e 2.2 dadas mais

adiante, são assintoticamente não viciado (ou assintoticamente não tendencioso).

E o que seria o não v́ıcio de um estimador?

De maneira natural defini-se o estimador fn (x) como não viciado se E (fn (x)) = f (x), para

todo x ∈ Rd. Em outras palavras, um estimador é não viciado se o seu valor esperado coincide

com a função de interesse.

No entanto, essa definição não tem utilidade na estimação de funções de densidade pois não

existem estimadores não viciado, existem sim estimadores assintoticamente não viciado para

funções de densidade cont́ınua, ver Rosenblatt (1956). Dizemos que fn (·) é assintoticamente

não viciado se limn→∞E (fn (x)) = f (x), ∀x ∈ Rd.

Antes de verificar o não v́ıcio será necessário que W e h satisfaçam a seguinte condição:

Condição 2.1 Para x ∈ Cν (f) e h = hn ↓ 0 assuma que W (h, x, ·) são funções de densidade

com respeito a ν. Assim ∫
E
|W (h, x, y)| ν (dy) ≤ K0 (x) <∞. (2.4)

Além disso, dado δ > 0

|Wδ (h, x, y)| ≤ Kδ (x) <∞ (2.5)
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e

lim
h→0

Wδ (h, x, y) = 0, (2.6)

onde

Wδ (h, x, y) = W (h, x, y) I{z:|z−x|>δ} (y) . (2.7)

Para a demonstração do não v́ıcio vamos considerar a cadeia estritamente estacionária como

em (2.2) e o seguinte lema:

Lema 2.1 (Campos e Dorea (2001)) Seja (E, E , λ) um espaço mensurável σ-finito. Para

x ∈ E fixado e h > 0 assuma que V (h, x, ·) são funções a valores reais satisfazendo (2.4), (2.5)

e (2.6). Então se ψ é uma função integrável e x ∈ Cλ (ψ) temos

lim
h→0

∣∣∣∣∫
E
V (h, x, y)ψ (y)λ (dy)− ψ (x)

∫
E
V (h, x, y)λ (dy)

∣∣∣∣ = 0.

Observe que o não v́ıcio assintótico, mostrado a seguir, é uma aplicação do Lema 2.1.

Proposição 2.1 (Não v́ıcio assintótico) Se a Condição 2.1 é satisfeita então

lim
n→∞

E (fn (x)) = lim
h→0

EW (h, x,X1) = f (x) , ∀x ∈ Cν (f) . (2.8)

Demonstração: Pela estacionariedade estrita do processo, sabendo que quando n → ∞

h→ 0 e pelo Lema 2.1 temos

lim
n→∞

E (fn (x)) = lim
n→∞

E

(
1
n

n∑
k=1

W (h, x,Xk)

)
= lim

n→∞

1
n
E

(
n∑
k=1

W (h, x,Xk)

)

= lim
n→∞

1
n

n∑
k=1

E (W (h, x,Xk)) = lim
n→∞

1
n
nE (W (h, x,X1))

= lim
n→∞

EW (h, x,X1) = lim
h→0

EW (h, x,X1)

= lim
h→0

∫
E
W (h, x, y) f (y) ν (dy) = lim

h→0
f (x)

∫
E
W (h, x, y) ν (dy) = f (x) ,

pois, pela Condição 2.1, W (h, x, ·) é uma função densidade.

Logo,

lim
n→∞

E (fn (x)) = lim
h→0

EW (h, x,X1) = f (x) , ∀ x ∈ Cν (f) .
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Portanto, fn (x) é um estimador assintoticamente não viciado.

Agora vamos dar um exemplo que mostra o não v́ıcio assintótico dessa classe de estimadores

sendo f a densidade de uma variável aleatória com distribuição Cauchy padrão.

Exemplo 2.1 Sejam X1, X2, ..., Xn variáveis aleatórias i.i.d. . Sejam f (x) = 1
π(1+x2)

com x ∈

R a densidade de uma variável aleatória com distribuição Cauchy e W (h, x, y) = 1
h
√

2π
e
−(x−y)2

2h2 .

Vamos mostrar que,

lim
n→∞

E (fn (x)) = f (x) .

Inicialmente vamos verificar que W satisfaz a Condição 2.1.

Com efeito, sabemos que por definição W é uma densidade, pois está definida como sendo

a densidade de uma normal com média x e variância h2. Por outro lado temos que dado δ > 0

para |x− y| > δ tem-se que |x−y|h > δ
h
h→0→ ∞ e assim

Wδ (h, x, y) =
1

h
√

2π
e
−(x−y)2

2h2 I{y:|x−y|>δ} (y)

≤ 1
h
√

2π
e
−δ2
2h2 I{y:|x−y|>δ} (y) h→0→ 0,

logo W satifaz (2.6).

E derivando Wδ (h, x, y) com relação a h podemos observar que a função é crescente em h

para h < δ e tomando h0 ≤ δ temos para 0 < h ≤ h0 que

Wδ (h, x, y) =
1

h
√

2π
e
−(x−y)2

2h2 I{y:|x−y|>δ} (y)

≤ 1
h0

√
2π
e
−(x−y)2

2h2
0 I{y:|x−y|>δ} (y)

≤ 1
h0

√
2π
e
−δ2

2h2
0 I{y:|x−y|>δ} (y) = Kδ (x) ,

então W satisfaz (2.5).

Agora vamos mostrar que

fn (x) =
1
n

n∑
k=1

1
h
√

2π
e
−(x−Xk)

2

2h2 ,

é assintoticamente não viciado.
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De fato,

|E (fn (x))− f (x)| =

∣∣∣∣∣E
(

1
n

n∑
k=1

1
h
√

2π
e
−(x−Xk)

2

2h2

)
− 1
π (1 + x2)

∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣ 1n
n∑
k=1

E

(
1

h
√

2π
e
−(x−Xk)

2

2h2

)
− 1
π (1 + x2)

∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣E ( 1
h
√

2π
e
−(x−X1)2

2h2

)
− 1
π (1 + x2)

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∫ ∞
−∞

1
h
√

2ππ (1 + y2)
e
−(x−y)2

2h2 dy − 1
π (1 + x2)

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣ 1π
[∫ ∞
−∞

1
h
√

2π (1 + y2)
e
−(x−y)2

2h2 dy − 1
(1 + x2)

]∣∣∣∣ ,
fazendo uma mudança de variável t = x−y√

2h
temos que dt

dy = −1√
2h

assim tem-se que dt = −dy√
2h

,

então ∣∣∣∣ 1π
[∫ ∞
−∞

1
h
√

2π (1 + y2)
e
−(x−y)2

2h2 dy − 1
(1 + x2)

]∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣ 1π
∫ −∞
∞

−e−t2
√
π
(

1 +
(
x−
√

2ht
)2)dt− 1

(1 + x2)

∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣ 1π
∫ ∞
−∞

e−t
2

√
π
(

1 +
(
x−
√

2ht
)2)dt− 1

(1 + x2)

∫ ∞
−∞

e−t
2

√
π
dt

∣∣∣∣∣∣ ,
passando o limite quando n→∞ temos que h→ 0, então segue-se que

lim
n→∞

|E (fn (x))− f (x)| = lim
h→0

∣∣∣∣∣∣ 1π
∫ ∞
−∞

e−t
2

√
π
(

1 +
(
x−
√

2ht
)2)dt− ∫ ∞−∞ e−t

2

√
π (1 + x2)

dt

∣∣∣∣∣∣
=

1
π

∣∣∣∣∣∣ limh→0

∫ ∞
−∞

e−t
2

√
π
(

1 +
(
x−
√

2ht
)2)dt− ∫ ∞−∞ e−t

2

√
π (1 + x2)

dt

∣∣∣∣∣∣
=

1
π

∣∣∣∣∣∣ limh→0

∫ ∞
−∞

e−t
2

√
π
(

1 +
(
x−
√

2ht
)2)dt− lim

h→0

∫ ∞
−∞

e−t
2

√
π (1 + x2)

dt

∣∣∣∣∣∣ ,
e pelo Teorema da Convergência Dominada tem-se

1
π

∣∣∣∣∣∣ limh→0

∫ ∞
−∞

e−t
2

√
π
(

1 +
(
x−
√

2ht
)2)dt− lim

h→0

∫ ∞
−∞

e−t
2

√
π (1 + x2)

dt

∣∣∣∣∣∣
=

1
π

∣∣∣∣∣∣
∫ ∞
−∞

lim
h→0

e−t
2

√
π
(

1 +
(
x−
√

2ht
)2)dt− lim

h→0

∫ ∞
−∞

e−t
2

√
π (1 + x2)

dt

∣∣∣∣∣∣
=

1
π

∣∣∣∣∣
∫ ∞
−∞

e−t
2

√
π (1 + x2)

dt−
∫ ∞
−∞

e−t
2

√
π (1 + x2)

dt

∣∣∣∣∣ = 0.
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Portanto E (fn (x))→ f (x), ou seja, fn (x) é assintoticamente não viciado.

2.3 Consistência

O objetivo desta seção é verificar que os estimadores dados por

fn (x) =
1
n

n∑
k=1

W (h, x,Xk) , h = hn ↓ 0

e a função peso W (h, x, ·), são consistentes.

Em geral, juntamente com a propriedade de não v́ıcio do estimador fn (x), estuda-se a

sua consistência. Dependendo da forma de convergência, observa-se diferentes formas de con-

sistência.

Estimadores consistentes são bastante estudados por que a medida que o tamanho da

amostra aumenta os estimadores ficam tão próximos quanto se deseja.

Se fn (x)→ f (x) em probabilidade para todo x ∈ Rd, afirma-se que fn (x) é fracamente con-

sistente. Se a convergência acontece quase certamente, fn (x) é fortemente consistente. Outros

tipos de convergência dependem do que se entenda por critério de erro.

Se E
{

[fn (x)− f (x)]2
}
→ 0 para todo x ∈ Rd, quando n → ∞, dizemos que a sequência

fn (x) é consistente em erro quadrático médio.

Além de considerarmos que a cadeia é estritamente estacionária, vamos assumir ainda que

satisfaz a condição ϕ-mixing dada em (2.3).

Nos exemplos a seguir iremos discutir a importância dessas hipóteses. Nestes exemplos

consideraremos m a medida de Lebesgue.

Exemplo 2.2 Considere E = [0, 2] e o núcleo de transição dado por

P (x, dy) =
[
I[0,1]2 (x, y) + I(1,2]2 (x, y)

]
dy.

Observe que este exemplo também poderia ser enunciado da seguinte forma:

Sejam U1, U2, U3, ... variáveis aleatórias com distribuição U [0, 1] e considere a cadeia X0, X1, X2, ...

com X0 ∈ [0, 2],
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Xi = Ui com probabilidade 1 se Xi−1 ∈ [0, 1]

Xi = 1 + Ui com probabilidade 1 se Xi−1 /∈ [0, 1].

Iremos considerar os três casos a seguir:

a)Considere f1 (x) = I[0,1] (x).

Assim temos que

f1 (A) =
∫
A
f1 (x) dx =

∫
A
I[0,1] (x) dx =

∫
A∩[0,1]

dx = m (A ∩ [0, 1]) ,

e

f1P (A) =
∫
E
P (x,A) f1 (x) dx =

∫
E
P (x,A) I[0,1] (x) dx =

∫
[0,1]

P (x,A) dx

=
∫

[0,1]

∫
A
P (x, dy) dx =

∫
[0,1]

∫
[0,1]∩A

dydx = m (A ∩ [0, 1]) = f1 (A) ,

ou seja, f1 (x) é uma densidade estacionária e portanto

Pf1 (X0 ∈ A) = Pf1 (Xn ∈ A) =
∫
A
f1 (x) dx =

∫
A
I[0,1] (x) dx

=
∫
A∩[0,1]

dx = m (A ∩ [0, 1]) ,∀n ≥ 1. (2.9)

Por outro lado temos

Pf1 (X0 ∈ A, X1 ∈ B) =
∫
B

∫
A
P (x, dy) f1 (x) dx =

∫
B

∫
A
P (x, dy) I[0,1] (x) dx

=
∫
B

∫
A∩[0,1]

P (x, dy) dx =
∫
B∩[0,1]

∫
A∩[0,1]

dydx

= m (A ∩ [0, 1])m (B ∩ [0, 1]) ,

e

Pf1 (X0 ∈ A, X2 ∈ B) =
∫
B

∫
E

∫
A
P (y, dz)P (x, dy) f1 (x) dx

=
∫
B

∫
E

∫
A
P (y, dz)P (x, dy) I[0,1] (x) dx

=
∫
B

∫
E

∫
A∩[0,1]

P (y, dz)P (x, dy) dx =
∫
B

∫
[0,1]

∫
A∩[0,1]

P (y, dz) dydx

=
∫
B∩[0,1]

∫
[0,1]

∫
A∩[0,1]

dzdydx = m (A ∩ [0, 1])m (B ∩ [0, 1]) ,
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prosseguindo dessa maneira obtemos

Pf1 (X0 ∈ A, Xn ∈ B) = m (A ∩ [0, 1])m (B ∩ [0, 1]) , ∀n > 2. (2.10)

Assim pela estacionariedade estrita do processo, pela propriedade de Markov, por (2.9) e

(2.10) temos

Pf1 (Xi ∈ A, Xi+k ∈ B) = Pf1 (Xi+k ∈ B|Xi ∈ A)Pf1 (Xi ∈ A)

= Pf1 (Xk ∈ B|X0 ∈ A)Pf1 (Xi ∈ A)

= Pf1 (Xk ∈ B|X0 ∈ A)Pf1 (X0 ∈ A)

= Pf1 (Xk ∈ B, X0 ∈ A) = m (A ∩ [0, 1])m (B ∩ [0, 1]) , ∀i ≥ 0 e ∀k ≥ 1,

que juntamente com (2.9) nos garante que a cadeia é ϕf1-mixing com ϕf1 (n) = 0.

b)Considere f2 (x) = I(1,2] (x).

Assim temos que

f2 (A) =
∫
A
f2 (x) dx =

∫
A
I(1,2] (x) dx =

∫
A∩(1,2]

dx = m (A ∩ (1, 2])

e

f2P (A) =
∫
E
P (x,A) f2 (x) dx =

∫
E
P (x,A) I(1,2] (x) dx =

∫
(1,2]

P (x,A) dx

=
∫

(1,2]

∫
A
P (x, dy) dx =

∫
(1,2]

∫
(1,2]∩A

dydx = m (A ∩ (1, 2]) = f2 (A) ,

ou seja, f2 (x) é uma densidade estacionária e portanto

Pf2 (X0 ∈ A) = Pf2 (Xn ∈ A) =
∫
A
I(1,2] (x) dx =

∫
A∩(1,2]

dx

=
∫
A
f2 (x) dx = m (A ∩ (1, 2]) , ∀n ≥ 1. (2.11)

Por outro lado temos

Pf2 (X0 ∈ A, X1 ∈ B) =
∫
B

∫
A
P (x, dy) f2 (x) dx =

∫
B

∫
A
P (x, dy) I(1,2] (x) dx

=
∫
B

∫
A∩(1,2]

P (x, dy) dx =
∫
B∩(1,2]

∫
A∩(1,2]

dydx

= m (A ∩ (1, 2])m (B ∩ (1, 2]) ,
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e

Pf2 (X0 ∈ A, X2 ∈ B) =
∫
B

∫
E

∫
A
P (y, dz)P (x, dy) f2 (x) dx

=
∫
B

∫
E

∫
A
P (y, dz)P (x, dy) I(1,2] (x) dx

=
∫
B

∫
E

∫
A∩(1,2]

P (y, dz)P (x, dy) dx =
∫
B

∫
(1,2]

∫
A∩(1,2]

P (y, dz) dydx

=
∫
B∩(1,2]

∫
(1,2]

∫
A∩(1,2]

dzdydx = m (A ∩ (1, 2])m (B ∩ (1, 2]) ,

prosseguindo dessa maneira obtemos

Pf2 (X0 ∈ A, Xn ∈ B) = m (A ∩ (1, 2])m (B ∩ (1, 2]) , ∀n > 2. (2.12)

Assim pela estacionariedade estrita do processo, pela propriedade de Markov, por (2.11) e

(2.12) temos

Pf2 (Xi ∈ A, Xi+k ∈ B) = Pf2 (Xi+k ∈ B|Xi ∈ A)Pf2 (Xi ∈ A)

= Pf2 (Xk ∈ B|X0 ∈ A)Pf2 (Xi ∈ A)

= Pf2 (Xk ∈ B|X0 ∈ A)Pf2 (X0 ∈ A)

= Pf2 (Xk ∈ B, X0 ∈ A) = m (A ∩ (1, 2])m (B ∩ (1, 2]) , ∀i ≥ 0 e ∀k ≥ 1,

que juntamente com (2.11) nos garante que a cadeia é ϕf2-mixing com ϕf2 (n) = 0.

Exemplo 2.3 Sob as mesmas condições do Exemplo 2.2, consideremos f3 (x) = 2I[0, 12 ] (x).

Vamos considerar f3 (x) a densidade inicial da cadeia, sendo assim,

Pf3 (X0 ∈ A) =
∫
A
f3 (x) dx =

∫
A

2I[0, 12 ] (x) dx = 2
∫
A∩[0, 12 ]

dx = 2m
(
A ∩

[
0,

1
2

])
. (2.13)

Verificamos que f3 (x) não é uma densidade estacionária pois,

f3 (A) =
∫
A
f3 (x) dx =

∫
A

2I[0, 12 ] (x) dx = 2
∫
A∩[0, 12 ]

dx = 2m
(
A ∩

[
0,

1
2

])
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e no entanto

f3P (A) =
∫
E
P (x,A) f3 (x) dx =

∫
E
P (x,A) 2I[0, 12 ] (x) dx

= 2
∫

[0, 12 ]
P (x,A) dx = 2

∫
[0, 12 ]

∫
A
P (x, dy) dx

= 2
∫

[0, 12 ]

∫
A∩[0,1]

dydx = m (A ∩ [0, 1]) .

Logo f3 (x) não é uma densidade estacionária.

Mas por outro lado temos que

Pf3 (X1 ∈ A) =
∫
E
P (x,A) f3 (x) dx =

∫
E

2I[0, 12 ] (x)P (x,A) dx

= 2
∫

[0, 12 ]
P (x,A) dx = 2

∫
[0, 12 ]

∫
A
P (x, dy) dx

= 2
∫

[0, 12 ]

∫
A∩[0,1]

dydx = m (A ∩ [0, 1]) .

Para x ∈ [0, 1]

P 2 (x,A) =
∫
E
P (x, dy)P (y,A) =

∫
[0,1]

P (y,A) dy

=
∫

[0,1]

∫
A
P (y, dz) dy = m (A ∩ [0, 1])

o que implica em

Pf3 (X2 ∈ A) =
∫
E
P 2 (x,A) f3 (x) dx =

∫
E
P 2 (x,A) 2I[0, 12 ] (x) dx

= 2
∫

[0, 12 ]
P 2 (x,A) dx = m (A ∩ [0, 1])

e de maneira análoga,

Pf3 (Xn ∈ A) = m (A ∩ [0, 1]) , ∀n > 2, (2.14)

∀n ≥ 1, ou seja, as variáveis aletórias X1, X2, ... têm distribuição U [0, 1] (Uniforme no intervalo

[0, 1]).
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Para a distribuição conjunta de X0 e X2 temos

Pf3 (X0 ∈ A,X2 ∈ B) =
∫
B

∫
E

∫
A
P (y, dz)P (x, dy) f3 (x) dx

=
∫
B

∫
E

∫
A
P (y, dz)P (x, dy) 2I[0, 12 ] (x) dx

= 2
∫
B

∫
E

∫
A∩[0, 12 ]

P (y, dz)P (x, dy) dx = 2
∫
B

∫
[0,1]

∫
A∩[0, 12 ]

P (y, dz) dydx

= 2
∫
B∩[0,1]

∫
[0,1]

∫
A∩[0, 12 ]

dzdydx = 2m
(
A ∩

[
0,

1
2

])
m (B ∩ [0, 1]) .

Da mesma forma podemos mostrar que

Pf3 (X0 ∈ A,Xn ∈ B) = 2m
(
A ∩

[
0,

1
2

])
m (B ∩ [0, 1]) , ∀n > 2,

∀n ≥ 1 e assim por (2.13) e (2.14) temos

Pf3 (X0 ∈ A)Pf3 (Xn ∈ B) = Pf3 (X0 ∈ A,Xn ∈ B) , ∀n ≥ 1. (2.15)

Para a distribuição conjunta de X1 e X3 temos

Pf3 (X1 ∈ A,X3 ∈ B) =
∫
B

∫
E

∫
A∩[0,1]

P (y, dz)P (x, dy) dx =
∫
B

∫
[0,1]

∫
A∩[0,1]

P (y, dz) dydx

=
∫
B∩[0,1]

∫
[0,1]

∫
A∩[0,1]

dzdydx = m (A ∩ [0, 1])m (B ∩ [0, 1]) .

Da mesma forma podemos mostrar que

Pf3 (X1 ∈ A,Xn ∈ B) = m (A ∩ [0, 1])m (B ∩ [0, 1]) , ∀n > 3

∀n ≥ 2.

Sendo assim, usando (2.14) e a propruedade de Markov

Pf3 (Xi ∈ A,Xi+k ∈ B) = Pf3 (Xi+k ∈ B|Xi ∈ A)Pf3 (Xi ∈ A)

= Pf3 (Xk+1 ∈ B|X1 ∈ A)Pf3 (Xi ∈ A)

= Pf3 (Xk+1 ∈ B|X1 ∈ A)Pf3 (X1 ∈ A)

= Pf3 (Xk+1 ∈ B, X1 ∈ A) = m (A ∩ [0, 1])m (B ∩ [0, 1]) , ∀i ≥ 1 e ∀k ≥ 1.

Novamente por (2.14)

Pf3 (Xi ∈ A)Pf3 (Xi+k ∈ B) = Pf3 (Xi ∈ A,Xi+k ∈ B) , ∀i ≥ 1 e ∀k ≥ 1, (2.16)
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que juntamente com (2.15) nos garante que a cadeia é ϕf3-mixing com ϕf3 (n) = 0.

Considere o estimador definido por

fn (x) =
1
n

n∑
k=1

W (h, x,Xk)

com

W (h, x, y) =
1
h
K

(
x− y
h

)
e

K (z) =

 1
2 se z ∈ [−1, 1)

0 se z /∈ [−1, 1)
,

ou seja, o estimador ingenuo.

Por (2.16) temos que as variáveis X1, X2, ..., Xn são i.i.d. com distribuição U [0, 1] e sabe-

mos, pela Lei Forte dos Grandes Números (Kintchine), que o estimador ingenuo converge em

probabildade para a densidade comum das variáveis, ou seja,

fn (x) =
1
n

n∑
k=1

W (h, x,Xk)
P→ I[0,1] (x) .

Mas por outro lado, se as condições do exemplo fossem suficientes para provarmos a con-

sistência fraca, teriamos que ter

1
n

n∑
k=1

W (h, x,Xk)
P→ f3 (x) = 2I[0, 12 ] (x) .

c)Considere a cadeia de Markov com núcleo de transição dado por

P =


0 0 1

0 1 0

1 0 0

 ,
e distribuição inicial f4 =

(
1
4 ,

1
2 ,

1
4

)
.

Podemos verificar que f4 é uma distribuição estacionária para a cadeia, isto é, f4P = f4 e

portanto

Pf4 (X1 = 1) = Pf4 (X2 = 1) = ... = Pf4 (Xn = 1) = Pf4 (X0 = 1) =
1
4
.
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Mas a cadeia não é ϕf4-mixing, pois Pf4 (X1 = 1, X2 = 1) = 0 e assim

|Pf4 (X1 = 1, X2 = 1)− Pf4 (X1 = 1)Pf4 (X2 = 1)| = 1
8
.

Considere o estimador

fn (i) =
1
n

n∑
k=1

I(Xk=i).

Observe que fn (1) = 1
n

∑n
k=1 I(Xk=1) dependendo do ponto em que a cadeia começar, con-

vergira para valores diferentes de f4 (1) = 1
4 . De fato, se a cadeia começar no estado 1 ou 3

teremos

fn (x) =
1
n

n∑
k=1

I(Xk=1) →
1
2

e se começar no estado 2 teremos

fn (x) =
1
n

n∑
k=1

I(Xk=1) → 0.

Ou seja, as condições do exemplo não são suficientes para garantir a consistência fraca.

Observação: Como pode ser observado no Exemplo 2.2 (a) a cadeia é ϕf1-mixing e se consi-

derarmos f1 (x) como sendo a densidade inicial da cadeia estaremos, através dos resultados de

Campos e Dorea (2005), estimando assim f1 (x). De maneira análoga, no Exemplo 2.2 (b) a

cadeia é ϕf2-mixing e considerando f2 (x) como sendo a densidade inicial, estimamos f2 (x).

Já no exemplo 2.2 (c) verificamos que a condição ϕ-mixing não é suficiente para verificar os

resultados de consistência se não supormos a densidade inicial como sendo a estacionária. E

no exemplo 2.4 verificamos que a hipótese de distribuição inicial como sendo a estacionária não

garante os resultados de consistência, será necessário que a cadeia satisfaça a condição ϕ-mixing.

Observe que a condição ϕ-mixing é colocada nas estruturas de dependência da cadeia, mais

precisamente, esta definição nos permite usar uma desigualdade de momentos que será muito

importante para a verificação do próximo resultado, pois não foi assumido independência para

as variáveis.
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Lema 2.2 (Roussas e Ioannides (1987)) Seja {Xn}n≥0 ϕ-mixing e assuma que ξ e η são

variáveis aleatórias Fk0 -mensurável e F∞k+n-mensurável respectivamente tais que

E |ξ|p <∞, E |η|q <∞,

para p > 1, q > 1 com 1
p + 1

q = 1. Então a covariância satisfaz

|cov (ξ, η)| ≤ 2ϕ1/p (n) (E |ξ|p)1/p (E |η|q)1/q . (2.17)

E vamos considerar ainda que W (h, x, ·) satisfaz também a seguinte condição.

Condição 2.2 Assuma que a Condição 2.1 é satisfeita e que para γn (x) = ν {y : |y − x| ≤ h}

temos

lim
n→∞

γn (x) = γ (x) <∞, lim
n→∞

nγn (x) =∞ (2.18)

e

γn (x)W (h, x, y) ≤ K1 (x) <∞ (2.19)

para h pequeno.

Agora temos ferramentas suficientes para verificar a consistência em média quadrática e a

consistência fraca dos estimadores definidos em (1.13), que é verificada a partir da consistência

em média quadrática usando a desigualdade de Tchebyschev.

Teorema 2.1 (Consistência em média quadrática e consistência fraca) Se a Condição

2.2 é satisfeita e
∑∞

n=1 ϕ
1/2 (n) <∞, temos a consistência em média quadrática

lim
n→∞

E
{

[fn (x)− f (x)]2
}

= 0, ∀ x ∈ Cν (f) (2.20)

e a consistência fraca, dado ε > 0

lim
n→∞

P (|fn (x)− f (x)| > ε) = 0, ∀ x ∈ Cν (f) . (2.21)
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Demonstração: Observe que

E
{

[fn (x)− f (x)]2
}

= E
[
f2
n (x)− 2fn (x) f (x) + f2 (x)

]
= E

[
f2
n (x)

]
− E [2fn (x) f (x)] + E

[
f2 (x)

]
= E

[
f2
n (x)

]
− 2f (x)E [fn (x)] + f2 (x)

= E
[
f2
n (x)

]
− 2f (x)E [fn (x)] + f2 (x) + {E [fn (x)]}2 − {E [fn (x)]}2

=
{
E
[
f2
n (x)

]
− {E [fn (x)]}2

}
+

{
{E [fn (x)]}2 − 2f (x)E [fn (x)] + f2 (x)

}
= var (fn (x)) + [E (fn (x))− f (x)]2 ,

mas pela Proposição 2.1, E (fn (x))→ f (x), então basta mostrar que var (fn (x))→ 0.

Para isto vamos mostrar que nγn (x) var (fn (x)) é limitado e como nγn (x) n→∞→ ∞ pela

Condição 2.2 teremos que var (fn (x))→ 0.

Com efeito, pela estacionariedade estrita do processo temos

nγn (x) var (fn (x)) = nγn (x) var

(
1
n

n∑
k=1

W (h, x,Xk)

)
= nγn (x)

1
n2
var

(
n∑
k=1

W (h, x,Xk)

)

= γn (x)
1
n
var

(
n∑
k=1

W (h, x,Xk)

)
= γn (x)

1
n

n∑
k=1

var [W (h, x,Xk)]

+ γn (x)
2
n

n−1∑
k=1

n∑
j=k+1

cov [W (h, x,Xk) ,W (h, x,Xj)]

= γn (x)
1
n
nvar [W (h, x,X1)]

+ γn (x)
2
n

n−1∑
k=1

n∑
j=k+1

cov [W (h, x,Xk) ,W (h, x,Xj)]

= γn (x) var (W (h, x,X1)) + γn (x)
2
n

n∑
j=1+1

cov [W (h, x,X1) ,W (h, x,Xj)]

+ ...+ γn (x)
2
n

n∑
j=(n−1)+1

cov [W (h, x,Xn−1) ,W (h, x,Xj)]

= γn (x) var (W (h, x,X1))

+ γn (x)
2
n

(n− 1) cov [W (h, x,X1) ,W (h, x,X2)]

+ ...+ γn (x)
2
n

(n− (n− 1)) cov [W (h, x,Xn−1) ,W (h, x,Xn)]
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= γn (x) var (W (h, x,X1))

+ γn (x)
2
n

n−1∑
k=1

(n− k) cov [W (h, x,X1) ,W (h, x,X1+k)] . (2.22)

Vamos mostrar que (2.22) é limitada. Na primeira parcela de (2.22) temos

γn (x) var (W (h, x,X1)) = γn (x)
{
E
(
W 2 (h, x,X1)

)
− [E (W (h, x,X1))]2

}
= γn (x)E

(
W 2 (h, x,X1)

)
− γn (x) [E (W (h, x,X1))]2

mas, por (2.18) e pelo Lema (2.1) temos

lim
n→∞

γn (x) [E (W (h, x,X1))]2 = lim
n→∞

{
γn (x)

[∫
E
W (h, x, y) f (y) ν (dy)

]2
}

= γ (x) lim
h→0

[
f (x)

∫
E
W (h, x, y) ν (dy)

]2

= γ (x) f2 (x) <∞. (2.23)

Agora defina,

V (h, x, y) = γn (x)W 2 (h, x,X1)

então por (2.7), (2.19) e (2.5) temos,

Vδ (h, x, y) = γn (x)W 2
δ (h, x,X1) = γn (x)Wδ (h, x,X1)Wδ (h, x,X1)

≤ γn (x)W (h, x,X1)Wδ (h, x,X1) ≤ K1 (x)Wδ (h, x,X1) ≤ K1 (x)Kδ (x) <∞.

Além disso, usando (2.6) e (2.18) temos

lim
h→0

Vδ (h, x, y) = lim
h→0

{
γn (x)W 2

δ (h, x,X1)
}

= lim
n→∞

γn (x) lim
h→0

W 2
δ (h, x,X1) = 0.

E ainda,∫
E
V (h, x, y) ν (dy) =

∫
E
γn (x)W 2 (h, x, y) ν (dy)

≤
∫
E
K1 (x)W (h, x, y) ν (dy) = K1 (x)

∫
E
W (h, x, y) ν (dy)

= K1 (x) <∞. (2.24)
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Assim como V (h, x, y) satisfaz as hipóteses do Lema 2.1 temos,

lim
n→∞

{
γn (x)E

[
W 2 (h, x,X1)

]}
= lim

n→∞
E
[
γn (x)W 2 (h, x,X1)

]
= lim

n→∞

∫
E
γn (x)W 2 (h, x, y) f (y) ν (dy)

= lim
h→0

∫
E
V (h, x, y) f (y) ν (dy)

= f (x) lim
h→0

∫
E
V (h, x, y) ν (dy)

= f (x) lim
h→0

∫
E
γn (x)W 2 (h, x, y) ν (dy)

= f (x) lim
h→0

∫
E
γn (x)W (h, x, y)W (h, x, y) ν (dy)

≤ f (x)K1 (x) lim
h→0

∫
E
W (h, x, y) ν (dy)

= f (x)K1 (x) <∞. (2.25)

Segue que

lim sup
n→∞

γn (x)E
(
W 2 (h, x,X1)

)
<∞.

Isto junto com (2.23) assegura que

lim sup
n→∞

γn (x) var (W (h, x,X1)) <∞,

mais precisamente

lim sup
n→∞

γn (x) var (W (h, x,X1)) < M1 <∞. (2.26)

Agora vamos mostrar que a segunda parcela de (2.22) também é limitada. Tomando ξ =

γ
1/2
n (x)W (h, x,X1) e η = γ

1/2
n (x)W (h, x,X1+k) e por (2.24) podemos fazer uso do Lema 2.2

com p = q = 2.

Assim, pela estacionariedade estrita do processo e por (2.25) temos

cov (ξ, η) = cov
(
γ1/2
n (x)W (h, x,X1) , γ1/2

n (x)W (h, x,X1+k)
)

≤ 2ϕ1/2 (k)
(
E
(
γ1/2
n (x)W (h, x,X1)

)2
)1/2(

E
(
γ1/2
n (x)W (h, x,X1+k)

)2
)1/2

= 2ϕ1/2 (k) γ1/2
n (x)

(
E
(
W 2 (h, x,X1)

))1/2
γ1/2
n (x)

(
E
(
W 2 (h, x,X1+k)

))1/2
= 2ϕ1/2 (k) γn (x)

(
E
(
W 2 (h, x,X1)

))
≤ 2ϕ1/2 (k) f (x)K1 (x)

= 2ϕ1/2 (k)M2, (2.27)
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onde M2 = f (x)K1 (x).

Logo por (2.26) e (2.27) temos,

nγn (x) var (fn (x)) ≤ M1 +
2
n

n−1∑
k=1

(n− k) 2ϕ1/2 (k)M2

= M1 +
4M2

n

n−1∑
k=1

(n− k)ϕ1/2 (k)

≤ M1 + 4M2

n−1∑
k=1

ϕ1/2 (k) <∞,

pois, por hipótese,
∑n−1

k=1 ϕ
1/2 (k) <∞.

Assim, como nγn (x) var (fn (x)) é limitada, dividindo ambos os lados de (2.22) por nγn (x)

temos,

var (fn (x)) =
γn (x) var (W (h, x,X1)) + γn (x) 2

n

∑n−1
k=1 (n− k) cov [W (h, x,X1) ,W (h, x,X1+k)]
nγn (x)

,

e passando o limite quando n→∞ fica

lim
n→∞

var (fn (x)) = 0,

pois por (2.18) limn→∞ nγn (x) =∞.

Portanto, fn (x) é consistente em média quadrática.

Já (2.21) segue de (2.20) pela desigualdade de Tchebyschev, ou seja, dado ε > 0 temos

0 ≤ P (|fn (x)− f (x)| > ε) ≤
E
{

[fn (x)− f (x)]2
}

ε2
.

Assim,

lim
n→∞

P (|fn (x)− f (x)| > ε) ≤ lim
n→∞

E
{

[fn (x)− f (x)]2
}

ε2
= 0.

Portanto, fn (x) é um estimador fracamente consistente.

Para verificarmos a consistência forte, além das condições dadas anteriormente iremos pre-

cisar dos seguintes resultados.

Lema 2.3 (Roussas e Ioannides (1987)) Seja {Xn}n≥0 ϕ-mixing e assuma que η é uma

variável aleatória F∞k+n-mensurável tal que |η| < M q.c. então∣∣∣E (η|Fk0 )− Eη∣∣∣ ≤ 2ϕ (n)M, q.c. .
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Lema 2.4 (Devroye (1991)) Seja G0 = {�,Ω} ⊂ G1 ⊂ . . . ⊂ Gl uma sequência de σ-álgebras

encaixadas. Seja U uma variável aleatória Gl-mensurável e integrável. Defina uma Doob

martingale Ul = E (U |Gl). Assuma que existe uma variável aleatória Gl−1-mensurável Vl e

constantes al tais que Vl ≤ Ul ≤ Vl + al. Então dado ε > 0

P (|U − EU | ≥ ε) ≤ 4exp
{
− 2ε2∑n

l=1 al
2

}
.

Outro resultado que iremos usar é a primeira parte da proposição a seguir que é uma

consequência do Lema de Borel-Cantelli.

Proposição 2.2 Seja {Xn}n≥1 uma sequência de variáveis aleatórias sob algum espaço de pro-

babilidade (Ω,F , P ).

(i) Se
∑∞

n=1 P (|Xn| > ε) <∞ para cada ε > 0 então

P
(

lim
n→∞

Xn = 0
)

= 1.

(ii) Se {Xn}n≥1 são duas a duas independentes e P (limn→∞Xn = 0) = 1 então

∞∑
n=1

P (|Xn| > ε) <∞,

para cada ε > 0.

Para a prova deste resultado consultar Durret (2005).

Teorema 2.2 (Consistência forte) Se a Condição 2.2 é satisfeita,
∑

n≥1 ϕ (n) <∞ e se para

todo β > 0 ∑
n≥1

exp
{
−nβγ2

n (x)
}
<∞. (2.28)

Então

lim
n→∞

fn (x) = f (x) , ν − q.c., ∀x ∈ Cν (f) (2.29)

e

P
(

lim
n→∞

fn (x) = f (x)
)

= 1.
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Demonstração: A demonstração feita em Campos e Dorea (2005) é baseada nas idéias de

Dorea e Zhao (2002).

Pela Proposição 2.1 temos

lim
n→∞

E (fn (x)) = f (x) ,

assim é suficiente mostrar que

lim
n→∞

[fn (x)− E (fn (x))] = 0, ν − q.c. .

Com efeito, defina as seguintes funções auxiliares,

ψk (Xk) =
∑
j≥0

[
E
(
γn (x)W (h, x,Xk+j) |Fk1

)
− E (γn (x)W (h, x,Xk+j))

]
e

ψk+1 (Xk) =
∑
j≥0

[
E
(
γn (x)W (h, x,Xk+j+1) |Fk1

)
− E (γn (x)W (h, x,Xk+j+1))

]
,

onde Fk1 = σ (X1, X2, ..., Xk).

Inicialmente vamos mostrar que essas funções estão bem definidas. Considerando η =

γn (x)W (h, x,Xk+l+j) no Lema (2.3), observamos que por (2.19) |η| ≤ K1 (x). Então pelo

Lema 2.3 temos ,

∑
j≥0

∣∣∣E (η|Fk1 )− Eη∣∣∣ =
∑
j≥1

∣∣∣E (γn (x)W (h, x,Xk+l+j) |Fk1
)
− E (γn (x)W (h, x,Xk+l+j))

∣∣∣
≤

∑
j≥0

2ϕ (l + j)K1 (x) <∞.

Assim considerando

L (x) =
∑
j≥0

2ϕ (j + l)K1 (x) ,

com l = 0, 1, temos

ψk (Xk) ≤ L (x) e ψk+1 (Xk) ≤ L (x) . (2.30)
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Assim,

ψk (Xk)− ψk+1 (Xk) =
∑
j≥0

[
E
(
γn (x)W (h, x,Xk+j) |Fk1

)
− E (γn (x)W (h, x,Xk+j))

]
−

∑
j≥0

[
E
(
γn (x)W (h, x,Xk+j+1) |Fk1

)
− E (γn (x)W (h, x,Xk+j+1))

]
= E

(
γn (x)W (h, x,Xk) |Fk1

)
− E (γn (x)W (h, x,Xk))

+
∑
j≥1

[
E
(
γn (x)W (h, x,Xk+j) |Fk1

)
− E (γn (x)W (h, x,Xk+j))

]
−

∑
j≥0

[
E
(
γn (x)W (h, x,Xk+j+1) |Fk1

)
− E (γn (x)W (h, x,Xk+j+1))

]
= E

(
γn (x)W (h, x,Xk) |Fk1

)
− E (γn (x)W (h, x,Xk))

= γn (x) [W (h, x,Xk)− E (W (h, x,Xk))]

pois W (h, x,Xk) é Fk1 mensurável, e

nγn (x) [fn (x)− E (fn (x))] = nγn (x)

[
1
n

n∑
k=1

W (h, x,Xk)− E

(
1
n

n∑
k=1

W (h, x,Xk)

)]

= γn (x)

[
n∑
k=1

W (h, x,Xk)− E

(
n∑
k=1

W (h, x,Xk)

)]

=
n∑
k=1

γn (x) [W (h, x,Xk)− E (W (h, x,Xk))]

=
n∑
k=1

[ψk (Xk)− ψk+1 (Xk)]

= ψ1 (X1)− ψ2 (X1) + ψ2 (X2)− ψ3 (X2) + ...

+ ψn (Xn)− ψn+1 (Xn)

= ψ1 (X1)− ψn+1 (Xn) +
n∑
k=2

[ψk (Xk)− ψk (Xk−1)] .

Além disso,

P (|fn (x)− E (fn (x))| ≥ ε) = P

(∣∣∣∣nγn (x)
nγn (x)

[fn (x)− E (fn (x))]
∣∣∣∣ ≥ ε)

= P (|nγn (x) [fn (x)− E (fn (x))]| ≥ εnγn (x))

= P

(∣∣∣∣∣ψ1 (X1)− ψn+1 (Xn) +
n∑
k=2

[ψk (Xk)− ψk (Xk−1)]

∣∣∣∣∣ ≥ nγn (x) ε

)

≤ P

(
|ψ1 (X1)− ψn+1 (Xn)| ≥ nεγn (x)

2

)
+ P

(∣∣∣∣∣
n∑
k=2

[ψk (Xk)− ψk (Xk−1)]

∣∣∣∣∣ ≥ nεγn (x)
2

)
,
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logo

P (|fn (x)− E (fn (x))| ≥ ε)

≤ P

(
|ψ1 (X1)− ψn+1 (Xn)| ≥ nεγn (x)

2

)
(2.31)

+ P

(∣∣∣∣∣
n∑
k=2

[ψk (Xk)− ψk (Xk−1)]

∣∣∣∣∣ ≥ nεγn (x)
2

)
. (2.32)

Desse modo, vamos mostrar que dado ε > 0, existe β (ε) > 0 tal que,

P (|fn (x)− E (fn (x))| ≥ ε) = 4exp
{
nγ2

n (x)β (ε)
}
,

então por (2.27) e pela Proposição 2.2 obtemos a convergência desejada.

De fato, como as funções ψ estão bem definidas segue de (2.30) que,

|ψ1 (X1)− ψn+1 (Xn)| = |ψ1 (X1) + (−ψn+1 (Xn))| ≤ |ψ1 (X1)|+ |(−ψn+1 (Xn))|

= |ψ1 (X1)|+ |ψn+1 (Xn)| ≤ L (x) + L (x) = 2L (x) .

Assim, para n grande de (2.31) temos,

P

(
|ψ1 (X1)− ψn+1 (Xn)| ≥ εnγn (x)

2

)
= 0,

pois, por (2.18) nγn (x)→∞ quando n→∞.

Para (2.32) vamos usar o Lema 2.4. Seja Gl = F l1, assim pelo Teorema da Convergência

Monótona (ver Magalhães (2006)) e pelas propriedades de esperança condicional, para k > l

temos

E (ψk (Xk) |Gl) = E

∑
j≥0

[E (γn (x)W (h, x,Xk+j) |Gk)− E (γn (x)W (h, x,Xk+j))] |Gl


=

∑
j≥0

E ([E (γn (x)W (h, x,Xk+j) |Gk)− E (γn (x)W (h, x,Xk+j))] |Gl)

=
∑
j≥0

(E [E (γn (x)W (h, x,Xk+j) |Gk) |Gl]− E [E (γn (x)W (h, x,Xk+j)) |Gl])

=
∑
j≥0

[E (γn (x)W (h, x,Xk+j) |Gl)− E (γn (x)W (h, x,Xk+j))] = ψk (Xl) .
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Analogamente,

E (ψk (Xk−1) |Gl)

= E

∑
j≥0

[E (γn (x)W (h, x,Xk−1+j) |Gk−1)− E (γn (x)W (h, x,Xk−1+j))] |Gl


=

∑
j≥0

E ([E (γn (x)W (h, x,Xk−1+j) |Gk−1)− E (γn (x)W (h, x,Xk−1+j))] |Gl)

=
∑
j≥0

(E [E (γn (x)W (h, x,Xk−1+j) |Gk−1) |Gl]− E [E (γn (x)W (h, x,Xk−1+j)) |Gl])

=
∑
j≥0

[E (γn (x)W (h, x,Xk−1+j) |Gl)− E (γn (x)W (h, x,Xk−1+j))] = ψk (Xl) .

Agora defina Ul = E (U |Gl), então segue-se que

Ul = E (U |Gl) = E

(
n∑
k=2

[ψk (Xk)− ψk (Xk−1)] |Gl

)

=
n∑
k=2

[E (ψk (Xk) |Gl)− E (ψk (Xk−1) |Gl)]

=
l∑

k=2

[E (ψk (Xk) |Gl)− E (ψk (Xk−1) |Gl)] +
n∑

k=l+1

[E (ψk (Xk) |Gl)− E (ψk (Xk−1) |Gl)]

=
l∑

k=2

[ψk (Xk)− ψk (Xk−1)] +
n∑

k=l+1

[ψk (Xl)− ψk (Xl)] =
l∑

k=2

[ψk (Xk)− ψk (Xk−1)]

e

|Ul − Ul−1| =

∣∣∣∣∣
l∑

k=2

[ψk (Xk)− ψk (Xk−1)]−
l−1∑
k=2

[ψk (Xk)− ψk (Xk−1)]

∣∣∣∣∣
= |ψ2 (X2)− ψ2 (X1) + ψ3 (X3)− ψ3 (X2) + ...+ ψl (Xl)− ψl (Xl−1)

− ψ2 (X2) + ψ2 (X1)− ψ3 (X3) + ψ3 (X2) + ...− ψl−1 (Xl−1) + ψl−1 (Xl−2) |

= |ψl (Xl)− ψl (Xl−1)| = |ψl (Xl) + (−ψl (Xl−1))|

≤ |ψl (Xl)|+ |(−ψl (Xl−1))| = |ψl (Xl)|+ |ψl (Xl−1)| ≤ L (x) + L (x) = 2L (x) .

Por outro lado, definindo U =
∑n

k=2 [ψk (Xk)− ψk (Xk−1)] e usando novamente o Teorema
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da Convergência Monótona temos

EU = E

(
n∑
k=2

[ψk (Xk)− ψk (Xk−1)]

)
=

n∑
k=2

E [ψk (Xk)− ψk (Xk−1)]

=
n∑
k=2

E [ψk (Xk)]−
n∑
k=2

E [ψk (Xk−1)]

=
n∑
k=2

E

∑
j≥0

[
E
(
γn (x)W (h, x,Xk+j) |Fk1

)
− E (γn (x)W (h, x,Xk+j))

]
−

n∑
k=2

E

∑
j≥0

[
E
(
γn (x)W (h, x,Xk+j+1) |Fk1

)
− E (γn (x)W (h, x,Xk+j+1))

]
=

n∑
k=2

∑
j≥0

E
[
E
(
γn (x)W (h, x,Xk+j) |Fk1

)
− E (γn (x)W (h, x,Xk+j))

]
−

n∑
k=2

∑
j≥0

E
[
E
(
γn (x)W (h, x,Xk+j+1) |Fk1

)
− E (γn (x)W (h, x,Xk+j+1))

]
=

n∑
k=2

∑
j≥0

[
E
[
E
(
γn (x)W (h, x,Xk+j) |Fk1

)]
− E [E (γn (x)W (h, x,Xk+j))]

]
−

n∑
k=2

∑
j≥0

[
E
[
E
(
γn (x)W (h, x,Xk+j+1) |Fk1

)]
− E [E (γn (x)W (h, x,Xk+j+1))]

]
=

n∑
k=2

∑
j≥0

[E (γn (x)W (h, x,Xk+j))− E (γn (x)W (h, x,Xk+j))]


−

n∑
k=2

∑
j≥0

[E (γn (x)W (h, x,Xk+j+1))− E (γn (x)W (h, x,Xk+j+1))]

 = 0.

Logo tomando Vl = Ul−1 − 2L (x) e al = 4L (x) no Lema 2.4 temos,

P (|U − EU | ≥ ε) = P

(∣∣∣∣∣
n∑
k=2

[ψk (Xk)− ψk (Xk−1)]

∣∣∣∣∣ ≥ nγn (x) ε
2

)
≤ 4exp

{
−2n2γn (x)2 ε2

4
∑n

k=1 16L (x)2

}

= 4exp

{
−2n2γn (x)2 ε2

4n16L (x)2

}
= 4exp

{
−nγn (x)2 ε2

32L (x)2

}
= 4exp

{
−nγn (x)2 β (ε)

}
,

onde β (ε) = ε2

32L2(x)
.
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Como,

P (|fn (x)− E (fn (x))| ≥ ε) ≤ P

(
|ψ1 (X1)− ψn+1 (Xn)| ≥ nγn (x) ε

2

)
+ P

(∣∣∣∣∣
n∑
k=2

[ψk (Xk)− ψk (Xk−1)]

∣∣∣∣∣ ≥ nγn (x) ε
2

)
,

e sendo

lim
n→∞

P

(∣∣∣∣∣
n∑
k=2

[ψk (Xk)− ψk (Xk−1)]

∣∣∣∣∣ ≥ nγn (x) ε
2

)
≤ lim

n→∞
4exp

{
−nγ2

n (x)β (ε)
}

= 0,

temos

lim
n→∞

P

(∣∣∣∣∣
n∑
k=2

[ψk (Xk)− ψk (Xk−1)]

∣∣∣∣∣ ≥ nγn (x) ε
2

)
= 0,

e já vimos que

lim
n→∞

P

(
|ψ1 (X1)− ψn+1 (Xn)| ≥ nγn (x) ε

2

)
= 0,

então

lim
n→∞

P (|fn (x)− E (fn (x))| ≥ ε) = 0.

Logo, fn (x)
ν−q.c→ f (x).

Portanto, fn (x) é um estimador fortemente consistente.

Observação: Note que, nesta prova a suposição de que a cadeia é estritamente estacionária

não foi usada, exceto no não v́ıcio assintótico (Proposição 2.1).



Caṕıtulo 3

Estimação da Densidade Limite sob

a Ergodicidade Geométrica

3.1 Introdução

Neste caṕıtulo continuamos estudando o problema de estimar a densidade limite, a única

estacionária, de uma cadeia de Markov com espaço de estados geral.

Seja {Xn}n≥0 uma cadeia de Markov com valores em E, com núcleo de transição

{P (x,A) : x ∈ E,A ∈ E} e seja f (·) a densidade limite da cadeia relativa a uma medida σ-finita

ν em E , ou seja, existe uma medida de probabilidade π tal que

lim
n→∞

Pn (x,A) = π (A) , ∀x ∈ E, ∀A ∈ E ,

onde

π (A) =
∫
A
f (y) ν (dy) , ∀A ∈ E .

Campos e Dorea (2005) substituiu as suposições, de que a cadeia é ϕ-mixing e estritamente

estacionária, consideradas no Caṕıtulo 2, pela hipótese de ergodicidade geométrica, ou seja,

|Pn (x,A)− π (A)| ≤ αρn, ∀x ∈ E, ∀A ∈ E , (3.1)
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onde α e ρ são constantes com α > 0 e 0 < ρ < 1. E iremos verificar que fn (x) definido em

(1.13) é um bom estimador para f (·).

Na seção 3.2 verificamos que os estimadores definidos em (1.13) são assintoticamente não

viciados, ou seja,

lim
n→∞

E (fn (x)) = f (x) , ∀x ∈ Cν (f) .

Na seção 3.3 verificamos que esses estimadores são consistentes em média quadrática, mais

precisamente,

lim
n→∞

E
{

[fn (x)− f (x)]2
}

= 0, ∀x ∈ Cν (f) ,

e consequentemente fracamente consistentes, isto é,

lim
n→∞

P (|fn (x)− f (x)| > ε) = 0, ∀x ∈ Cν (f) .

E na seção 3.4 verificamos a consistência forte, ou seja,

lim
n→∞

fn (x) = f (x) ν − q.c. (quase certamente), ∀x ∈ Cν (f) .

Em Campos e Dorea (2005) a consistência forte foi obtida a partir da verificação que se a

cadeia é geometricamente ergódica então ela satisfaz a condição ϕ-mixing com coeficiente mixing

geométrico. Logo a consistência forte é verificada sob as mesmas condições do Capitulo 2,

pois como podemos observar na demonstração do Teorema 2.2 não utilizamos a hipótese de

estacionariedade estrita, utilizamos apenas a condição ϕ-mixing.

3.2 Não v́ıcio assintótico

Nosso objetivo nesta seção é verificar que o estimador

fn (x) =
1
n

n∑
k=1

W (h, x,Xk) , h = hn ↓ 0

e função peso W (h, x, ·) satisfazendo a condição (2.2), é assintoticamente não viciado supondo

que a cadeia é geometricamente ergódica como em (3.1).
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Seja pn (x) a densidade em relação a medida ν, da distribuição de Xn, isto é,

Pp0 (Xn ∈ A) =
∫
A
pn (y) ν (dy) , ∀ A ∈ E e ∀n ≥ 0, (3.2)

onde Pp0 indica que a densidade inicial é p0. De forma similar vamos fazer uso da notação Ep0

para a esperança.

Para o não vicio assintótico vamos fazer uso da desigualdade a seguir,∣∣∣∣∫
A

[pn (y)− f (y)] ν (dy)
∣∣∣∣ ≤ αρn, ∀A ∈ E , (3.3)

que é uma consequência da ergodicidade geométrica.

Com efeito, como a cadeia é geometricamente ergódica temos

|Pp0 (Xn ∈ A)− π (A)| =
∣∣∣∣∫
E
Pn (x,A) p0 (x) ν (dx)−

∫
E
π (A) p0 (x) ν (dx)

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∫
E

[Pn (x,A)− π (A)] p0 (x) ν (dx)
∣∣∣∣

≤
∫
E
|Pn (x,A)− π (A)| p0 (x) ν (dx) ≤ αρn,

mas por outro lado temos

|Pp0 (Xn ∈ A)− π (A)| =
∣∣∣∣∫
A

[pn (y)− f (y)] ν (dy)
∣∣∣∣ ,

logo, ∣∣∣∣∫
A

[pn (y)− f (y)] ν (dy)
∣∣∣∣ ≤ αρn.

Proposição 3.1 (Não v́ıcio assintótico) Se a Condição 2.2 é satisfeita então temos que

fn (x) é assintoticamente não viciado, ou seja,

lim
n→∞

Ep0 (fn (x)) = f (x) , ∀x ∈ Cν (f) . (3.4)

Demonstração: Seja x ∈ Cν (f). Pelo Lema 2.1 dado ε > 0 existe N tal que para todo n ≥ N ,∣∣∣∣∫
E
W (h, x, y) f (y) ν (dy)− f (x)

∣∣∣∣ < ε. (3.5)

Mas por (2.19) sabemos que

γn (x)W (h, x, y) ≤ K1 (x) <∞,
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logo tem-se que

W (h, x, y) ≤ K1 (x)
γn (x)

<∞, se γn (x) > 0. (3.6)

Assim por (3.6) e (3.3) temos∣∣∣∣∫
E
W (h, x, y) [pk (y)− f (y)] ν (dy)

∣∣∣∣ ≤ ∣∣∣∣∫
E

K1 (x)
γn (x)

[pk (y)− f (y)] ν (dy)
∣∣∣∣

=
K1 (x)
γn (x)

∣∣∣∣∫
E

[pk (y)− f (y)] ν (dy)
∣∣∣∣ ≤ K1 (x)

γn (x)
αρk. (3.7)

Desse modo segue-se que

|Ep0 (fn (x))− f (x)| =

∣∣∣∣∣E
(

1
n

n∑
k=1

W (h, x,Xk)

)
− f (x)

∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣ 1n
n∑
k=1

E (W (h, x,Xk))− f (x)

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣ 1n
n∑
k=1

∫
E
W (h, x, y) pk (y) ν (dy)− 1

n

n∑
k=1

f (x)

∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣ 1n
n∑
k=1

[∫
E
W (h, x, y) pk (y) ν (dy)− f (x)

]∣∣∣∣∣ ≤ 1
n

n∑
k=1

∣∣∣∣∫
E
W (h, x, y) pk (y) ν (dy)− f (x)

∣∣∣∣
=

1
n

n∑
k=1

∣∣∣∣∫
E
W (h, x, y) pk (y) ν (dy) +

∫
E
W (h, x, y) f (y) ν (dy)−

∫
E
W (h, x, y) f (y) ν (dy)− f (x)

∣∣∣∣
=

1
n

n∑
k=1

∣∣∣∣∫
E
W (h, x, y) [pk (y)− f (y)] ν (dy) +

∫
E
W (h, x, y) f (y) ν (dy)− f (x)

∣∣∣∣
≤ 1

n

n∑
k=1

{∣∣∣∣∫
E
W (h, x, y) [pk (y)− f (y)] ν (dy)

∣∣∣∣+
∣∣∣∣∫
E
W (h, x, y) f (y) ν (dy)− f (x)

∣∣∣∣} .
Assim, por (3.5) e (3.7) temos

|Ep0 (fn (x))− f (x)| < K1 (x)
nγn (x)

n∑
k=1

αρk + ε,

sendo
∑n

k=1 αρ
k <∞, pois α > 0 e 0 < ρ < 1. Então quando n→∞, como ε é arbitrário e por

(2.18) nγn (x)→∞, temos

Ep0 (fn (x))→ f (x) .

Portanto fn (x) é um estimador assintoticamente não viciado.
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3.3 Consistência em média quadrática e consistência

fraca

Nesta seção vamos verificar a consistência em média quadrática dos estimadores aqui estu-

dados e como consequência desse resultado a consistência fraca.

Vamos assumir, mesmo tendo por hipótese apenas a existência da densidade marginal das

variáveis aleatórias X1 e Xk+1, que o vetor aleatório (X1, X1+k) têm densidade conjunta deno-

tada por p1,1+k com k = 1, ..., n− 1. Pois se as densidades marginais existirem não implica que

a densidade conjunta existe como pode ser visto no exemplo a seguir:

Exemplo 3.1 Considere E = [0, 1]× [0, 1], B a σ-álgebra de E e seja G = {(x, y) ∈ E;x = y},

ou seja, a diagonal do quadrado unitário no plano. Para todo B ∈ B definimos

PX,Y (B) = P ((X,Y ) ∈ B) =
comprimento de (G ∩B)√

2
.

Pode-se verificar que X e Y têm distribuição U [0, 1]. No entanto a distribuição PX,Y não possui

densidade. De fato, pela definição de distribuição conjunta temos que

PX,Y (G) = 1.

Por outro lado, supondo que existe uma densidade conjunta p (x, y), temos

PX,Y (G) =
∫ ∫

G
p (x, y) dxdy = 0.

já que a medida de Lebesgue de de G é zero.

Teorema 3.1 (Consistência em média quadrática e consistência fraca) Sob a Condição

2.2 temos a consistência em média quadrática

lim
n→∞

Ep0

{
[fn (x)− f (x)]2

}
= 0, ∀x ∈ Cν (f) (3.8)

e a consistência fraca dado ε > 0,

lim
n→∞

Pp0 (|fn (x)− f (x)| > ε) = 0, ∀x ∈ Cν (f) . (3.9)
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Demonstração: Já vimos que

Ep0 [fn (x)− f (x)]2 = varp0 (fn (x)) + [Ep0 (fn (x))− f (x)]2 ,

e que por (2.18) nγn (x) → ∞, então basta mostrar que nγn (x) varp0 (fn (x)) é limitado, pois

como já vimos na Proposição 3.1 Ep0 (fn (x))→ f (x).

Com efeito, temos que

nγn (x) varp0 (fn (x)) = nγn (x) varp0

(
1
n

n∑
k=1

W (h, x,Xk)

)

=
γn (x)
n

varp0

(
n∑
k=1

W (h, x,Xk)

)

=
γn (x)
n

n∑
k=1

varp0 (W (h, x,Xk)) (3.10)

+
2γn (x)
n

∑
1≤j≤k≤n

covp0 [W (h, x,Xj)W (h, x,Xk)] . (3.11)

Para a limitação de (3.10) temos por (2.19) que

γn (x)
n

n∑
k=1

varp0 (W (h, x,Xk)) =
γn (x)
n

n∑
k=1

{
Ep0

[
W 2 (h, x,Xk)

]
− [Ep0 [W (h, x,Xk)]]

2
}

≤ γn (x)
n

n∑
k=1

Ep0
[
W 2 (h, x,Xk)

]
=

γn (x)
n

n∑
k=1

Ep0 [W (h, x,Xk)W (h, x,Xk)]

=
1
n

n∑
k=1

Ep0 [γn (x)W (h, x,Xk)W (h, x,Xk)]

≤ 1
n

n∑
k=1

Ep0 [K1 (x)W (h, x,Xk)]

=
K1 (x)
n

n∑
k=1

Ep0 [W (h, x,Xk)] ,

mas pela Proposição 3.1 1
n

∑n
k=1Ep0 [W (h, x,Xk)] é limitado. Logo γn(x)

n

∑n
k=1 varp0 (W (h, x,Xk))

é limitado.
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Já para (3.11) temos que

2γn (x)
n

∑
1≤j≤k≤n

covp0 [W (h, x,Xj) ,W (h, x,Xk)]

=
2γn (x)
n

∑
1≤j≤k≤n

{Ep0 [W (h, x,Xj)W (h, x,Xk)]− Ep0 [W (h, x,Xj)]Ep0 [W (h, x,Xk)]}

=
2γn (x)
n

∑
1≤j≤k≤n

∫
E

∫
E
W (h, x, u)W (h, x, v) pj,k (u, v) ν (du) ν (dv)

− 2γn (x)
n

∑
1≤j≤k≤n

∫
E
W (h, x, u) pj (u) ν (du)

∫
E
W (h, x, v) pk (v) ν (dv)

=
2γn (x)
n

∑
1≤j≤k≤n

∫
E

∫
E
W (h, x, u)W (h, x, v) [pj,k (u, v)− pj (u) pk (v)] ν (du) ν (dv)

=
2γn (x)
n

∑
1≤j≤k≤n

∫
E
W (h, x, u) pj (u)

∫
E
pj (y)

∫
E
W (h, x, v)P k−j (u, v) ν (dv) ν (dy) ν (du)

− 2γn (x)
n

∑
1≤j≤k≤n

∫
E
W (h, x, u) pj (u)

∫
E
pj (y)

∫
E
W (h, x, v)P k−j (y, v) ν (dv) ν (dy) ν (du)

≤ 2γn (x)
n

∑
1≤j≤k≤n

∫
E
W (h, x, u) pj (u)

∫
E
pj (y)

∣∣∣∣∫
E
W (h, x, v)

[
P k−j (u, v)− P k−j (y, v)

]
ν (dv)

∣∣∣∣ ν (dy) ν (du)

Por outro lado temos que (3.3) é equivalente a∣∣∣∣∫
A

[Pn (x, v)− f (v)] ν (dv)
∣∣∣∣ ≤ αρn, ∀x ∈ E, ∀A ∈ E . (3.12)

Logo por (2.19) e (3.12) temos que∣∣∣∣∫
E
W (h, x, v)

[
P k−j (u, v)− P k−j (y, v)

]
ν (dv)

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∫
E
W (h, x, v)

[
P k−j (u, v)− P k−j (y, v)

]
ν (dv) +

∫
E
W (h, x, v) f (v) ν (dv)−

∫
E
W (h, x, v) f (v) ν (dv)

∣∣∣∣
≤

∣∣∣∣∫
E
W (h, x, v)

[
P k−j (u, v)− f (v)

]
ν (dv)

∣∣∣∣+
∣∣∣∣∫
E
W (h, x, v)

[
P k−j (y, v)− f (v)

]
ν (dv)

∣∣∣∣
≤

∣∣∣∣∫
E

K1 (x)
γn (x)

[
P k−j (u, v)− f (v)

]
ν (dv)

∣∣∣∣+
∣∣∣∣∫
E

K1 (x)
γn (x)

[
P k−j (y, v)− f (v)

]
ν (dv)

∣∣∣∣
=

K1 (x)
γn (x)

∣∣∣∣∫
E

[
P k−j (u, v)− f (v)

]
ν (dv)

∣∣∣∣+
K1 (x)
γn (x)

∣∣∣∣∫
E

[
P k−j (y, v)− f (v)

]
ν (dv)

∣∣∣∣
≤ K1 (x)

γn (x)
αρk−j +

K1 (x)
γn (x)

αρk−j = 2
K1 (x)
γn (x)

αρk−j



3.4 Consistência forte 52

Desse modo tem-se que

2γn (x)
n

∑
1≤j≤k≤n

covp0 [W (h, x,Xj) ,W (h, x,Xk)]

≤ 2γn (x)
n

∑
1≤j≤k≤n

2
K1 (x)
γn (x)

αρk−j
∫
E
W (h, x, u) pj (u) ν (du)

=
4K1 (x)

n

∑
1≤j≤k≤n

αρk−j
∫
E
W (h, x, u) pj (u) ν (du)

=
4K1 (x)

n

n−1∑
j=1

n∑
k=j+1

αρk−jEp0 [W (h, x,Xj)]

≤ 4K1 (x)α
ρ

1− ρ
1
n

n−1∑
j=1

Ep0 [W (h, x,Xj)]

que é limitada usando mais uma vez a Proposição 3.1.

Assim como nγn (x) varp0 (fn (x)) é limitado e, por (2.18), nγn (x)→∞ então fazendo como

no Teorema 2.1 segue que

varp0 (fn (x))→ 0.

Portanto fn (x) é consistente em média quadrática.

Já a demonstração da consistência fraca é idêntica a demonstração feita no Caṕıtulo 2,

ou seja, é consequência imediata da consistência em média quadrática pela desigualdade de

Tchebyschev.

3.4 Consistência forte

Iniciamos esta seção verificando que uma cadeia de Markov geometricamente ergódica sat-

isfaz a condição ϕ-mixing. Para Roussas e Ioannides (1987) provar que uma cadeia de Markov

satisfaz a condição ϕ-mixing é equivalente a mostrar que

|P (B |Fn0 )− P (B)| ≤ ϕ (n) ↓ 0 q.c. . (3.13)

.
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Desse modo, vamos verificar o seguinte resultado:

Lema 3.1 Se {Xk}k≥0 é um processo de Markov geometricamente ergódico como em (3.1) então

ele é ϕ-mixing com coeficiente ϕ (n) = ᾱρn onde ᾱ = 2α e ρ é o coeficiente ergódico.

Demonstração: Sabemos pela propriedade de Markov, Definição 1.3, (3.1) e (3.3) que∣∣∣Pp0 (Xk+n ∈ B | Fk0
)
− Pp0 (Xk+n ∈ B)

∣∣∣ = |Pp0 (Xk+n ∈ B |σ (Xk))− Pp0 (Xk+n ∈ B)|

= |Pn (Xk, B)− Pp0 (Xk+n ∈ B)|

= |Pn (Xk, B)− Pp0 (Xk+n ∈ B) + π (B)− π (B)|

= |[Pn (Xk, B)− π (B)]− [Pp0 (Xk+n ∈ B)− π (B)]|

≤ |Pn (Xk, B)− π (B)|+ |Pp0 (Xk+n ∈ B)− π (B)|

≤ αρn + αρk+n ≤ 2αρn = ᾱρn = ϕ (n) ,

que é exatamente (3.13). Logo a sequência é ϕ-mixing.

Portanto se a cadeia de Markov é geomericamente ergódica então satisfaz a condição ϕ-

mixing com coeficiente mixing geométrico dado por ϕ (n) = 2αρn.

A consistência forte é obtida sob as seguintes condições.

Teorema 3.2 (Consistência forte) Seja x ∈ Cν (f). Assuma que a Condição 2.2 é satisfeita.

Se para todo β > 0 ∑
n≥1

exp
{
−nβγ2

n (x)
}
<∞,

então temos a consistência forte

lim
n→∞

fn (x) = f (x) , ν − q.c. ,

e

Pp0

(
lim
n→∞

fn (x) = f (x)
)

= 1.

Demonstração: Pela Proposição 3.1 basta mostrar que

lim
n→∞

[fn (x)− Ep0 (fn (x))] = 0, q.c., (3.14)
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mas a demonstração é idêntica à do Teorema 2.2, apesar de no Caṕıtulo 2 trabalharmos com

um processo estritamente estacionário e ϕ-mixing, a única hipótese utilizada foi a condição do

tipo mixing.

Assim a demonstração de (3.14) segue do Lema (3.2).



Conclusão

Nosso trabalho foi baseado em Campos e Dorea (2005) e nosso objetivo aqui foi estimar

as densidades associadas a uma cadeia de Markov com espaço de estados geral E ⊂ Rd. Para

estimar a densidade f (·) usamos os estimadores do tipo núcleo definidos por,

fn (x) =
1
n

n∑
k=1

W (h, x,Xk) , h = hn ↓ 0,

com a função peso W (h, x, ·) e a sequência h satisfazendo condições de regularidade.

Foi verificado que esses estimadores são assintoticamente não viciados, ou seja,

lim
n→∞

E (fn (x)) = f (x) , ∀x ∈ Cν (f) ,

consistentes em média quadrática, mais precisamente

lim
n→∞

E
{

[fn (x)− f (x)]2
}

= 0, ∀x ∈ Cν (f) ,

consequentemente fracamente consistente, isto é,

lim
n→∞

P (|fn (x)− f (x)| > ε) = 0, ∀x ∈ Cν (f) .

e fortemente consistente, ou seja,

lim
n→∞

fn (x) = f (x) ν − q.c. (quase certamente), ∀x ∈ Cν (f) .

Esses resutados foram verificados em dois casos: No primeiro caso, com o objetivo de estimar

a densidade estacionária, foi considerada uma cadeia de Markov estritamente estacionária e

satisfazendo a condição ϕ-mixing. E no segundo caso, com o objetivo de estimar a densidade

limite, foi considerado que a cadeia era geometricamente ergódica.
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Em Campos e Dorea (2005) foi mostrado ainda a normalidade assintótica desses estimadores,

ou seja, √
nγn (x) [fn (x)− E (fn (x))] D→ N

(
0, σ2 (x)

)
.

Para mais detalhes ver Campos e Dorea (2005).

Desse modo concluimos que os estimadores do tipo núcleo possuem boas propriedades es-

tat́ısticas, ou seja, são assintoticamente não viciados, consistentes e assintoticamente normal

distribúıdos.
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