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Resumo

Neste trabalho vamos estudamos a consisténcia para uma classe de estimadores nicleo de f (+)
em cadeias de Markov com espaco de estados geral E C R?. Este estudo é dividido em duas
partes: Na primeira f (-) é uma densidade estaciondria de uma cadeia, e no segundo f (z) v (dx)

¢é a distribuicao limite de uma cadeia geometricamente ergédica.

Palavras chaves: cadeias de Markov, estimadores ntcleo, ergodicidade geométrica.



Abstract

In this work we studied the consistency for a class of kernel estimates of f () in the Markov
chains with general state space E C R¢ case. This study is divided into two parts: In the first
one f(-) is a stationary density of the chain, and in the second one f (z)v (dz) is the limit

distribution of a geometrically ergodic chain.

Key words: Markov chains, kernel estimates, geometrically ergodic.
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Introducao

Neste trabalho iremos estudar uma classe de estimadores para uma funcao densidade de
probabilidade desconhecida de uma populagao a partir de uma amostra dessa populagao. Para
estimar a funcdo densidade de uma cadeia de Markov com espaco de estados geral iremos fazer
uso dos estimadores do tipo ntcleo, pois trata-se de estimadores com boas propriedades es-
tatisticas. Observe que, neste caso, estamos trabalhando com estimacao nao-paramétrica, pois

estamos estimando fungoes e ndo parametros.

Inicialmente uma classe geral de estimadores do tipo nicleo definidos por
fulo) = LSk (2
r)=—
" nh & h ’

com h = h, | 0 quando n — oo, para estimar a funcao de densidade de probabilidade

desconhecida, foi estudada por Parzen (1962) para uma sequéncia de varidveis aleatérias in-
dependentes e identicamente distribuidas (i.i.d.). Parzen (1962) mostrou as boas propriedades
estatisticas para esses estimadores, ou seja, nao vicio assintético, consisténcia e normalidade

assintotica.

Em Prakasa Rao (1983) foi feito um grande estudo sobre os estimadores do tipo nicleo tanto

no caso univariado como no caso multivariado.

Estimadores do tipo nicleo associados a cadeias de Markov estritamente estaciondrias foram
considerados por Roussas (1969, 1991), Rosenblatt (1970) e por Athreya e Atuncar (1998) com
o objetivo de estimarem densidades em R¢. Eles extenderam ao caso Markoviano os resultados
obtidos por Parzen (1962). Roussas (1969) considerou cadeias satisfazendo a condigdo Dy de

Doob (1953) com um tnico conjunto ergédico o qual ndo possuia subconjuntos ciclicamente
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moveis. Rosenblatt (1970) substituiu essas hipéteses pela condigao ¢-mixing. Athreya e Atuncar

(1998) substituiu a condigdo Dy por uma mais fraca, a condi¢ao de Harris recorréncia.

Nosso trabalho é baseado em Campos e Dorea (2005) onde foi considerado uma cadeia de
Markov {X,},~, com espago de estados geral E C R? e uma densidade f(-) com respeito a
medida o-finita v de E. Para tanto usaremos os estimadores do tipo peso,

fo () = %ZW(h,m,Xk),h:hnlO,
k=1

onde W (h,x,-) é uma funcao peso apropriada também chamada de fungao nicleo, obtidos a
partir dos estimadores do tipo ntcleo definidos por Parzen (1962). Uma motivagao para o uso

desses estimadores ¢ feita em Campos e Dorea (2001).

Verificamos que, com condigbes apropriadas para a sequéncia h e a funcao nicleo W, os es-
timadores f, (x) sao assintoticamente nao viciado, consistente em média quadrética, fracamente

consistente e fortemente consistente.

Este trabalho é dividido em trés partes. Na primeira parte, no Capitulo 1, damos alguns
resultados e conceitos preliminares que serao de grande importancia nos capitulos seguintes.
Inicialmente, na se¢ao 1.1, fazemos um breve estudo sobre cadeias de Markov com espaco de
estados geral, por ser esse um conceito dificilmente encontrado em livros que tratam do assunto.
FEm seguida na se¢ao 1.2 damos uma motivacao para o uso dos estimadores do tipo nticleo em
alguns casos a saber, ou seja, no caso em que temos uma sequéncia de varidveis aleatérias (i.i.d.)

e no caso em que temos um processo de Markov.

O Capitulo 2, para estimar a densidade estacionaria de uma cadeia de Markov, sob a
condicao da densidade inicial ser a estaciondria e a cadeia de Markov satisfazendo a condigao

(p-mixing, ou seja,

|[P(ANB)—P(A)P(B)|<¢(n)P(A) e p(n) |0 quando n — oc.

Vamos apresentar aqui alguns resultados importantes de Campos e Dorea (2005) e obteve-se

a consisténcia desses estimadores de densidade.

Na secao 2.2 supondo apenas que a cadeia é estritamente estaciondria verificamos que o

estimador aqui estudado é assintoticamente nao viciado, ou seja,

lim E(fn(z)) = f(z), Vo € C,(f).

n—oo
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Na sec¢ao 2.3 estudamos os resultados de consisténcia dos estimadores. Primeiramente veri-

ficamos a consisténcia em média quadratica, ou seja,

Tim E{[fn (z) — f(x>]2} =0, Vo € C, (f),

n—oo

consequentemente a consisténcia fraca

lim P (|fn(z) — f(x)] >€) =0, Vo eC,(f),

n—oo

e para finalizar verificamos a consisténcia forte, ou seja,

lim f, (z) = f(x) v — q.c. (quase certamente), Yz € C, (f).

n—oo

E no Capitulo 3, estimamos a densidade limite, portanto a tnica estacionaria de uma cadeia
de Markov. Substituimos as hipdteses de cadeia de Markov estritamente estacionaria e satis-
fazendo a condigao p-mixing pela suposicao de que a cadeia é geometricamente ergodica, ou
seja,

|P" (2, A) —m(A)| < ap", Vx e E, VA€EE,

onde « e p sdo constantes com o > 0 e 0 < p < 1. Consideramos a densidade inicial da cadeia
como sendo a densidade limite e verificamos os mesmos resultados de consisténcia do Capitulo

2.

Na secao 3.2 verificamos que os estimadores definidos em Campos e Dorea (2001) sao ass-

intoticamente nao viciado.

Na secao 3.3 usamos o nao vicio para verificar a consisténcia em média quadratica e conse-

quentemente a consisténcia fraca, de maneira idéntica ao Capitulo 2.

E finalmente na secao 3.4 verificamos que uma cadeia de Markov geometricamente ergddica,
sem a hipotese de estacionariedade estrita, satisfaz a condigao p-mixing com coeficiente mixing
geométrico e desta forma verificamos a consisténcia forte como foi verificada no Capitulo 2, pois

para a consisténcia forte utilizamos apenas a condigdo p-mixing.



Capitulo 1

Preliminares

Neste capitulo iremos estudar alguns conceitos, definigoes e resultados preliminares que serao

utilizados neste trabalho.

Inicialmente, na secao 1.1, vamos estudar cadeias de Markov com espaco de estados geral
baseado em Athreya e Lahiri (2006). Comegamos com as definigoes de cadeias de Markov, nicleo
de transicao, cadeias estritamente estaciondria e densidades estacionarias. Ainda nesta secdo

apresentamos a Equacao de Chapman-Kolmogorov.

Na secao 1.2 apresentamos um breve estudo dos estimadores do tipo niicleo com o objetivo
de entendermos a motivacao de Campos e Dorea (2005) ao trabalhar com uma classe mais geral

desses estimadores, os estimadores do tipo peso.

1.1 Cadeias de Markov com espaco de estados geral

Seja {Xn}nzo uma sequéncia de varidveis aleatdrias com valores em um espaco F que é
nao necessariamente finito ou enumeravel. A propriedade de Markov diz que condicionada a
Xo, X1, 0oy Xpn—1, Xn, a distribuicao de X, 41, s6 depende de X,, e ndao do passado, isto é, nao
depende de {X;,j < n —1}. Quando E é nao enumeravel, definimos a propriedade de Markov,
consideramos (F, &, P) um espago de probabilidade onde £ é a o-algebra de subconjuntos de E

€ escrevemaos:
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Definicao 1.1 A sequéncia { Xy}, com valores em E ¢ dita uma cadeia de Markov se para

todo A € &,
P(Xny1 € A|FY) = P (Xnp1 € Alo (Xy)), (1.1)

com probabilidade 1, para todo n > 0, para alguma distribuicdo inicial de Xo, onde o (X,) € a

o-algebra gerada por X, .

Uma importante ferramenta para o estudo de cadeias de Markov é a funcao de transicao de

probabilidade (ou nicleo de transicao de probabilidade).

Definigao 1.2 A funcio P : E x £ — [0,1] € dita uma funcgdo de transicao de probabilidade
se,
(i) para todo x € E, P (x,-) é uma medida de probabilidade definida em &,

(i1) para todo A € €, P (-, A) € uma fun¢ao mensurdvel de E —— [0, 1].

Em outras palavras essa defini¢ao nos diz que fixado = € E temos que P (z,-) é uma medida
de probabilidade em & e se variarmos z e fixarmos A € £ temos que P (-, A) é uma funcao

mensuravel em E.

Podemos afirmar que uma sequéncia { X}, satisfaz (1.1) se para todon € N e

Ag, A, ..., Ay €E,
P(X;€A;,j=0,1,2,..,n)
/ / / Pt (#n—1, An) Po—z (Tn-2,dz,_, ) ---P1 (w0, dz1) p1o (do)
Ao JAn—2 JAn1
onde pp (A) =P (Xoe A), A€ €.
Definicao 1.3 Uma sequéncia de varidveis aleatorias {Xn}n20 com valores em E € dita uma

cadeia de Markov com fungao de transicio P (-,-) se (1.1) € vdlida e o lado direito da equagao

pode ser expresso como P (X,,A), ou seja,
P(Xny1 € Al FY) = P (Xny1 € Alo (Xy)) = P (Xn, A), (1.2)

para alguma distribuicao inicial da cadeia, isto €, distribuicao de Xo, para todo n € N.
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Desse modo temos que o processo {Xn}n20 fica completamente determinado pelo nicleo P
e por uma distribuic¢ao inicial de Xy dada por ug(A) = P (Xy € A). Podemos assim, calcular

todas as probabilidades de interesse.

Note que a Definigao 1.3 simplifica a notagdo da propriedade de Markov e esta serd usada

de agora em diante.

Os exemplos a seguir ilustram de maneira bem simples, ou seja, para o caso i.i.d. e para o

caso discreto as defini¢bes dadas anteriormente.

Exemplo 1.1 Seja {Xp}, 5, uma sequéncia de varidveis aleatorias i.i.d. com valores em E
e distribuicao inicial p. Entao {Xy},~, € uma cadeia de Markov com fungdo de transicdo

P(z,A) = p(A) e distribuicao inicial p.

Exemplo 1.2 Considere a cadeia de Markov com nicleo de transicao dado por

001
P=1010],
100

e distribuicao inicial fy = (%, %, %)

No Capitulo 2 faremos algumas observagoes a partir desse exemplo.

Seja P (-,-) uma funcao de transigao de probabilidade sobre (E, ). Para cada n > 0 defina

uma sequéncia de fungées {P" (+,-)},>o pelo esquema de iteragao,
P (e, d) = [ Py A) P (o). (13)
E
onde PO (z, A) = I, ().

Pode-se verificar por inducdo que para cada n, p®) (-,-) é uma funcao de transicao de
probabilidade, ou seja, fixado =, P™ (z,-) é uma medida de probabilidade e fixado A, P (-, A)

é uma funcao mensuravel.

Definigao 1.4 P™ (.,.) definida por (1.3) é uma fun¢io de transi¢do de n-passos gerada por
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Verifica-se por indu¢ao que se Xy = x com probabilidade 1 entao,

P(X, € A) = P" (z,A), ¥n > 0. (1.4)

Isso nos leva a Equacao de Chapman-Kolmogorov, que é uma ferramenta muito 1til no
estudo de cadeias de Markov e é uma consequéncia da propriedade de Markov dada na Definicao

1.1.

Proposicao 1.1 (Equagao de Chapman-Kolmogorov) Sejam P (-,-) uma fungao de
transi¢ao de probabilidade sobre (E,E) e P" (-,-) definida em (1.3). Entao para n,m >0,

mmmm:/mmmwmwy (1.5)
E

Demonstragao: Seja F,, P, a esperanca e a distribuicao de probabilidade de {Xn}nzo quando

Xp = x com probabilidade 1.

De (1.4), pela definigdo de esperanga condicional e pela propriedade de Markov temos,

prEm (a:,A) = P (Xner € A) = / I(Xn+m6A)dP
E

- / Eu (I, e | F3) AP = By (P (Xopm € AIF)

= Ep (P (Xngm € Alo (X)) = By (P" (X, A))

— [P ) P ey,

=

S|

Um dos objetivos deste trabalho, Capitulo 2, é estudar a estimacao da densidade estacionaria
de uma cadeia de Markov com espaco de estados geral E C RY, considerando a densidade inicial
como sendo a estacionaria e obtendo assim uma cadeia estritamente estaciondria como sera
visto na segao 2.1. Para isto vamos definir o que seja uma densidade estaciondria e uma cadeia

estritamente estacionaria.

Definicao 1.5 Uma densidade f () é chamada estaciondria para a cadeia de Markov com

respeito a medida o-finita v de E se

/ f(z)v(dx) = / P"(z,A) f(z)v(de), VA€ &, Vn. (1.6)
A E
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onde para n > 2

P (z,A) = / PF(y, A P % (z,dy), 1 <k <n—1. (1.7)
E

Definicao 1.6 Dizemos que a cadeia de Markov € estritamente estaciondria se
P(XneA):/f(x)l/(d:n),VAES,n:0,1,2,.... (1.8)
A
Em suma, uma cadeia de Markov { X}, ¢ estritamente estaciondria quando as variaveis
aleatérias tém a mesma distribuicao.

Vamos ainda, no Capitulo 3, estudar a estimacao da densidade limite, a tinica estacionaria
de uma cadeia de Markov com espaco de estados geral E C R?. Para tanto necessitamos de uma
condicao mais forte para a cadeia, pois nao consideramos o processo como sendo estritamente

estaciondrio, vamos supor que a cadeia é geometricamente ergddica.

Definicao 1.7 Dizemos que a cadeia € geometricamente ergddica se existe uma probabilidade

mem A e constantes a >0 e 0 < p <1 tal que

|P" (z,A) —m(A)| < ap", Ve € E, VA€ &, Vn. (1.9)

Note que, necessariamente temos

lim P"(z, A) = 7 (A), (1.10)

n—oo

7 (A) = /Af(w) v(dz), YAe€. (1.11)

Esta defini¢ao nos diz que além da cadeia convergir, ela converge com velocidade geométrica.

1.2 Estimadores do tipo nicleo para densidades

A necessidade de utilizar estimadores da fungéo de densidade f aparece frequentemente em

situacoes onde se descrevem aspectos como o comportamento nas caudas e a simetria, onde
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a amostra pode ser obtida experimentalmente ou gerada através de simulacao, pois o grafico
resume convenientemente a informacao relativa a forma da distribuicao da amostra, dentre

outros.

O histograma é o estimador mais simples de uma funcao de densidade porém, nao pos-
sibilita na construcao de uma func¢ao continua. Esse fato incentivou diversos estudos na procura
de estimadores continuos com boas propriedades, como por exemplo, nao vicio assintético e

consisténcia.

Sejam X7, Xo, ..., X,, varidveis aleatorias independentes e identicamente distribuidas. Dese-

jamos estimar f (z) onde z € R é um ponto de continuidade.

Quando se pretende estimar a fungao de distribuigao F' () em um determinado ponto x, é

natural tomarmos a funcao de distribuicao da amostra, ou seja,
1 .
F, (z) = E# {X; <z,i=1,2,...,n},
onde # denota a cardinalidade. Essa distribui¢ao é chamada de empirica.

Um estimador natural para a fungdo densidade poderia ser dado pela derivada,

Fo(z+h)—F,(z—h)

onde h = h, | 0 quando n — oo apropriadamente escolhida. Esse estimador da densidade é

natural por ser a derivada da funcao de distribuicdo a menos de um conjunto de medida nula.
Assim, um estimador natural de f (z) é dado por
1
fn () = %#{XZ : X; € (x—h,z+ h]}

onde h = h,, | 0 quando n — oo. Esse estimador é chamado de estimador ingénuo e podemos

reescrevé-lo como

1 < x— X
@) = 5 2 T < P ) |
k=1
Parzen (1962) motivado por essas idéias definiu uma nova classe de estimadores

£ (@) = nlhéKCC _hX*’>, (1.12)

onde h = h, | 0 quando n — oo, onde K é denominada fun¢ao do tipo ntcleo que satisfaz

algumas propriedades de regularidade que sdo essenciais para que f, () seja um estimador
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assintoticamente nao viciado, consistente em média quadratica, fortemente consistente e as-
sintoticamente normal distribuido. Esses estimadores sao chamados de estimadores do tipo

nucleo.

Campos e Dorea (2001) definiram uma nova classe de estimadores do tipo peso, que foram

redefinidos a partir dos estimadores do tipo nicleo, dados por

1 n
fa(w)=—> W (h,z, X)), (1.13)
k=1

onde h = hy,, | 0 quando n — oo é uma sequéncia apropriadamente escolhida, W (h, x,-) que é
chamada de funcao peso ou funcao nicleo, satisfazendo algumas condicoes de regularidade e =
o ponto em que se deseja estimar a densidade. Neste estudo iremos considerar essa classe de

estimadores.



Capitulo 2

Estimacao da Densidade Estacionaria

sob a Condicao p-mixing

2.1 Introducao

Neste capitulo, utilizando os estimadores do tipo peso definidos em (1.13), vamos estudar
o problema de se estimar as densidades estaciondrias de uma cadeia de Markov com espaco de

estados geral.

Considere {Xn}nzo uma cadeia de Markov com ntcleo de transicao
{P(z,A):x € E,A€ &} onde E C R? e £ é uma o-algebra de subconjuntos de E, assuma que

a cadeia possui uma densidade estaciondria f (-) com respeito a medida o-finita v em &, ou seja,
/f(x)u(d:v) _ / P (2, A) f (2) v (dz), YA € £, Vn. (2.1)
A E

Com o objetivo de estimar f (-), Campos e Dorea (2005) admitiram ser f (-) a densidade

inicial da cadeia, obtendo assim uma cadeia de Markov estritamente estacionaria como definido
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m (1.8). De fato, por (2.1) temos

P(XpeA) = /Af(x)l/(dw)—/EP(x,A)f(x)y(dx)

:‘éP@&eAXw=ﬂﬂ@VW@=P@“EAy

E em geral temos
P(XnGA):/f(x)y(d:L“), n=0,1,... (2.2)
A
E admitiram ainda que a cadeia satisfaz a condicdo ¢-mixing, ou seja, para todo A € .7-"6“ ,
para todo Be Fp0, . k>0en>1,
|[P(ANB)—P(A)P(B)|<¢(n)P(A) e p(n) |0 quando n — oo, (2.3)

onde .7-“ll+m =0 (X1, X141y oo Xim)-

Foram obtidos o nao vicio assintético e os resultados de consisténcia em pontos de v-

continuidade da fungao, ou seja, em pontos que satisfazem a seguinte definigao:

Definigao 2.1 Para uma fung¢do g definida em E dizemos que x € um ponto de v-continuidade

de g, oux € Cy (g), se dado € > 0 existe 6 > 0 tal que

v{y:ly—z[<d,|9(z) —g ()| >e} =0,

onde |-| denota a norma euclidiana e a norma associada ao espago E.

Na secao 2.2, usando apenas a estacionariedade estrita do processo, iremos verificar que o

estimador é assintoticamente nao viciado, ou seja,
Jim B (fu () = £ (2), Vo € C, (1)

Ja na secao 2.3 iremos verificar os resultados de consisténcia utilizando a condic¢ao do tipo

mixing. Vamos verificar que o estimador é consistente em média quadratica, mais precisamente,

lim E{[fn (z) ff(a:)]2} —0, Yz € C, (f),

n—oo

e consequentemente fracamente consistente, isto é,

nllrrgoP(|fn(x)—f(x)| >e€)=0, Yz e C,(f).
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E para finalizar iremos verificar ainda a consisténcia forte, ou seja,
lim f, (z) = f(z) v — q.c. (quase certamente), Yz € C,, (f).
n—oo

Nesse caso serda usado apenas que a cadeia satisfaz a condicdao do tipo mixing, nao serd usado

que a cadeia é estritamente estaciondria.

2.2 Nao vicio assintotico

O objetivo desta secao ¢ verificar que os estimadores dados por

fu @) = = SOW (e, Xe), h=ha L0,
k=1

com a fungao peso W (h,z,-) e a sequéncia h satisfazendo as Condigdes 2.1 e 2.2 dadas mais

adiante, sao assintoticamente nao viciado (ou assintoticamente nao tendencioso).
E o que seria 0 nao vicio de um estimador?

De maneira natural defini-se o estimador f, (z) como ndo viciado se E (f, (x)) = f (z), para
todo z € R%. Em outras palavras, um estimador é néo viciado se o seu valor esperado coincide

com a funcao de interesse.

No entanto, essa definicdo ndo tem utilidade na estimagao de funcoes de densidade pois nao
existem estimadores nao viciado, existem sim estimadores assintoticamente nao viciado para
fungdes de densidade continua, ver Rosenblatt (1956). Dizemos que f, (-) é assintoticamente

nio viciado se lim, .« E (f, (z)) = f (x), Yz € R4

Antes de verificar o nao vicio serd necessario que W e h satisfagam a seguinte condicao:

Condicao 2.1 Para x € C, (f) e h = hy, | 0 assuma que W (h,x,-) sdo fungées de densidade

com respeito a v. Assim
/ W (b, )| v (dy) < Ko () < 0. (2.4)
E

Além disso, dado § > 0

W5 (h,z,y)| < K5 (z) < 00 (2.5)
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onde

Ws (h,x,y) = W(h,l‘,y) I{z:|z—a:|>5} (y) : (27)

Para a demonstracao do nao vicio vamos considerar a cadeia estritamente estacionaria como

em (2.2) e o seguinte lema:

Lema 2.1 (Campos e Dorea (2001)) Seja (E,E,\) um espago mensurdvel o-finito. Para
x € E fizado e h > 0 assuma que V (h,x,-) sdo fungoes a valores reais satisfazendo (2.4), (2.5)
e (2.6). Entao se ¢ é uma funcgdo integravel e x € Cy (v) temos

lim
h—0

/v<h,w,y>w<y>x(dy>—¢<x>/v<h,x,y>A<dy> 0.
E

E

Observe que o nao vicio assintético, mostrado a seguir, é uma aplicacao do Lema 2.1.

Proposicao 2.1 (Nao vicio assintético) Se a Condigao 2.1 € satisfeita entao

lim E(f, (z)) = lim EW (h,z, X;1) = f(z), Vx € C, (f). (2.8)

n—oo h—0

Demonstragao: Pela estacionariedade estrita do processo, sabendo que quando n — oo
h — 0 e pelo Lema 2.1 temos

lim B(f, () = lim E <71L§n:vv(h,x,xk)> ~ fim 1E (iW(h,x,Xk)>

n—oo n—oo n—oo N
k=1 k=1

n—oo N

1 & 1
= lim — g EW (h,z,X)) = lim —nE (W (h,z, X1))
n—oo N
k=1

= lim EW (h,z,X1) = }llim(.)EW (h,z, X1)

n—oo

= Jim [ W ) F @) () = Jim £ @) [ W (b w ) = £ @),

pois, pela Condigao 2.1, W (h, z,-) é uma funcao densidade.

Logo,
lim E (f, (x)) :}llir%EW(h,x,Xl) =f(x), Ve eC,(f).

n—oo
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Portanto, f, (z) é um estimador assintoticamente nao viciado. [

Agora vamos dar um exemplo que mostra o nao vicio assintotico dessa classe de estimadores

sendo f a densidade de uma variavel aleatdria com distribuicao Cauchy padrao.

1

Exemplo 2.1 Sejam X1, Xo, ..., X,, varidveis aleatorias i.i.d. . Sejam f (x) = AT Com T €
—(z—y)?
R a densidade de uma varidvel aleatéria com distribuicio Cauchy e W (h,z,y) = h\}ge e

Vamos mostrar que,

lim B (f, (x)) = f ().

n—oo

Inicialmente vamos verificar que W satisfaz a Condigao 2.1.

Com efeito, sabemos que por definicago W é uma densidade, pois estd definida como sendo

a densidade de uma normal com média z e varidncia h?. Por outro lado temos que dado § > 0

|gjfy‘ ) h—0 .
para |z —y| > J tem-se que =% > 7 = 00 e assim

1 —(z—y)?
Wi (hay) = — N Lty ja—y|>61 (Y)

1 ;522 h—0
hmth I{y:\x—y|>5} (y) — 0,

IN

logo W satifaz (2.6).

E derivando W (h, z,y) com relacdo a h podemos observar que a fungao é crescente em h

para h < ¢ e tomando hy < ¢ temos para 0 < h < hg que

1 e
W (h7 T, y) = We 22 I{y:|$*y‘>5} (y)
1 *(I*Qy)2
< ho\/ﬂe i I{y:\xfy|>5} (y)
1 s
S et M ey W) = Ks (@),

entao W satisfaz (2.5).

Agora vamos mostrar que

¢é assintoticamente nao viciado.
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De fato,
I 1 —=xp)? 1
E(fn(z)) — x = |E|— e  2n2 —
1B (fu (2) = f (2)] <nk21hm ) e
n (X1 )2
- % E(h\/127re (Zth) ) B 7r(1—1|-x2)
k=1
(e—x1)2
_ E< 1 6(2h§1>>_ 1 i
h/27 (1 + x?)
_ /Oo 1 e*(g;éy)zd _ 1
e V2w (1442 )
1 /°° 1 —(z;2y>2d 1 }
= —_ ] — s
7 ) mV2r (11 42 )
fazendo uma mudanga de varidvel t = \[h temos que @ = ﬁ assim tem-se que dt = %;lz,
entao
1[ [ 1 —(@—y)? 1
T / o (1 a2 A
T ) oo hV27 (1 +92) (14 22)
1| [~ —e "’ 1
- \x / - N 2
T | oo \/E(1+(x—\/§ht)) (1+22)
1 [ o< et 1 oo g=t?
-/ e L |
—mﬁ<1+(x—ﬂht) ) —00
passando o limite quando n — oo temos que h — 0, entao segue-se que
[ 0o eft2 oo eftQ 1
lim |E(fn(x))— f(z)] = lim|— / dt —/ ——dt
n—oo h—0 |7 — 00 ﬁ <1 + (.f _ \/iht)Q) —00 ﬁ(l + 12)
1 [ 00 —t2 0 —t2 1
— ~|lim / ‘ ~dt — / c
T |h—0 ,ooﬁ<1+(m_\/§ht) ) —00 \/7?(1+$)
1 0 e—t2 [e%} 6—t2
= —|lim dt — lim dt| ,
TS o (14 (= vER)%) 0 e V(L7
e pelo Teorema da Convergéncia Dominada tem-se
1 o] €_t2 o] 6—t2
— | lim dt — lim —dt
T 0o (14 (o = VR B0 e VA (L4 27)
1 /oo eft2 0o eft2
= - lim dt — lim ——dt
7 [J oo im0 f( (x— fht)Q) =0 oo v/ (1 4 22)
1 0 —t2 [e%} —t2
T | oo VT (L4 27) oo VT (1 +2?)
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Portanto E (f, (z)) — f (z), ou seja, f,, (x) é assintoticamente nao viciado.

2.3 Consisténcia

O objetivo desta secao é verificar que os estimadores dados por

Fule) = =W (b, Xi), b= ha L0
k=1

e a fungao peso W (h, x, ), sdo consistentes.

Em geral, juntamente com a propriedade de nao vicio do estimador f, (), estuda-se a
sua consisténcia. Dependendo da forma de convergéncia, observa-se diferentes formas de con-

sisténcia.

Estimadores consistentes sao bastante estudados por que a medida que o tamanho da

amostra aumenta os estimadores ficam tao proximos quanto se deseja.

Se fn (z) — f (z) em probabilidade para todo = € R?, afirma-se que f, () é fracamente con-
sistente. Se a convergéncia acontece quase certamente, f, (z) é fortemente consistente. Outros

tipos de convergéncia dependem do que se entenda por critério de erro.

Se E {[fn () —f (x)]Q} — 0 para todo x € R?, quando n — oo, dizemos que a sequéncia

fn (x) é consistente em erro quadratico médio.

Além de considerarmos que a cadeia é estritamente estaciondria, vamos assumir ainda que

satisfaz a condicao ¢-mixing dada em (2.3).
Nos exemplos a seguir iremos discutir a importancia dessas hipdteses. Nestes exemplos

consideraremos m a medida de Lebesgue.

Exemplo 2.2 Considere E = [0,2] e o nicleo de transi¢io dado por

P (:L‘a dy) = [I[O,l]2 (IE,y) + I(1,2}2 (:an)} dy.

Observe que este exemplo também poderia ser enunciado da sequinte forma:

Sejam Uy, Us, Us, ... varidveis aleatorias com distribui¢ao U [0, 1] e considere a cadeia Xo, X1, Xa, ...

com Xy € [0,2],
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X; = U; com probabilidade 1 se X;_; € [0,1]
X; =14 U; com probabilidade 1 se X;—1 ¢ [0,1].
Iremos considerar os trés casos a sequir:
a)Considere f1 (z) = Ij 1) ().

Assim temos que

:/Aﬁ (a:)da::/AI[O,l] (a;)dx:/Amm’l}daz:m(Aﬂ[O,l]),

fiP(A) = / (z,A) f1(z dx—/P (z,A) Lo (x )dx—/[OI]P(x,A)d:U

- /Ol/P z, dy) dx_/m]/mlmdydx_ (Aﬂ£0,1])=f1(A),

ou seja, f1 (z) é uma densidade estaciondria e portanto

/Afl (ﬂﬁ)dﬂ«“—/AI[o,l] (z) dx

= / dr =m(ANJ0,1]),Vn > 1. (2.9)
AN[0,1]

Py, (Xo € A) = Py, (Xp € A)

Por outro lado temos
Py (Xoe A, X1 €B) = / / P (z,dy) fi (z)dz :/ / P (x,dy) I 1 (v) dx

/ / (z,dy)dx = / / dydzx
AN[0,1] BN[0,1] J AN[0,1]

= m(AN[0,1))m(BNI0,1))

Pfl(X()EA,XQEB) = /

A
= ///P y,dz) P (z,dy) Ijp 1) (v) dx
BJEJA
/ P (y,dz) P (z,dy) dm—// / P (y,dz) dydx
AN[o,1] [0,1] J An[0,1]

= / / / dzdydr =m (AN[0,1])m (BNJ0,1]),
Bn[0,1] J[0,1] JAn[0,1]
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prosseguindo dessa maneira obtemos
Py (Xo€ A X, e B)=m(AN[0,1])m (BNI0,1]), Vn > 2. (2.10)
Assim pela estacionariedade estrita do processo, pela propriedade de Markov, por (2.9) e
(2.10) temos

Py (X;€A Xipp€B) = Pp (Xiqn € B|X; € A) Py (X5 € A)
= Pp (XpeB|XoeA) Py (X;€ A)
= Pp (XpeB|Xoe A) Py, (Xo € A)

= Py (XpeB, XocA)=m(An[0,1])m (BNI0,1]), Vi >0 e Vk > 1,

que juntamente com (2.9) nos garante que a cadeia é ¢y -mixing com ¢y, (n) = 0.

b)Considere f2 (x) = I(1 9 (7).

Assim temos que

W= [ f@ds= [ 1 )dz:/m,mdx:m(m(l,z])

foP(A) = / (x,A) fo(z )da:—/ (z,A) I(1,9) (z) dr = P(z,A)dx

(1,2]

_ /12]/ (. dy) dx—/w]/m]mAdydw_ m(AN(1,2)) = f2(A),

ou seja, fo () é uma densidade estaciondria e portanto
Pf2 (Xo S A) = Pf2 (Xn S A) = / I(LQ] (SC) dx = / dx
A AN(1,2]
= / fo(z)de =m(AN(1,2]),Vn > 1. (2.11)
A
Por outro lado temos

Py, (Xoe A, X1 €B) = P (x,dy) fo (x)dx = / / P (z,dy) 11 9 (v)dz

= // P (z,dy)d / / dydz
AN(1,2] BN(1,2] JAN(1,2)
m (A

N(1,2])m(BN(1,2])
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Py, (Xo€ A, Xo€B) = P (y,dz) P (x,dy) fa (z) dx

S~

S~
T

P (y,dz) P (z,dy) 119 (z) dx

= /// P (y,dz) P (z,dy) dw—// / P (y,dz) dydx
BJE JAN(1,2] 1,2] JAN(1,2]

= / / / dzdydx = m (AN (1,2])m(BnN(1,2]),
BN(1,2] J(1,2] JAN(1,2]

prosseguindo dessa maneira obtemos

Pp(Xo €A X, €B) =m(AN(L,2))m (BN (1,2]), ¥n > 2. (2.12)

Assim pela estacionariedade estrita do processo, pela propriedade de Markov, por (2.11) e

(2.12) temos

Pf2 (XZ'EA, Xi+k€B) = Pf2 H_kEB’XiEA)PfZ (XZGA)

(
= Pp, (XpreB|Xoe A)Py, (X; € A)
= P, (X, € B|Xoe A)Py, (Xo € A)
= P, (Xx€B,Xo€A) =m(An(1,2))m(BN(1,2]), Vi>0eVk>1,

que juntamente com (2.11) nos garante que a cadeia é ¢ g,-mixing com ¢y, (n) = 0.

Exemplo 2.3 Sob as mesmas condi¢oes do Exemplo 2.2, consideremos fs (x) = 21[0,;] (x).

Vamos considerar f3 (x) a densidade inicial da cadeia, sendo assim,

Pr, (Xo € A) = /Af3 (z) de = /AQI[%] (z) dz = 2/AO[O’1] dz = 2m (A N [07 ;D . (213)

Verificamos que f3 () ndo é uma densidade estaciondria pois,

/f3 /21[ ](x)d:v:2/Am[oé]d:r:2m (Aﬂ [O;D
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e no entanto

fsP(A) = /P (x,A) f3(x )daz—/ (z, A)2I[ ]( x)dx

= 2/ (x,A)dx = 2/ / (x,dy)d
03]
= / / dydx = m (ANJ0,1]).
AN0,1]

Logo f3 (z) nao é uma densidade estacionaria.

Mas por outro lado temos que

Py, (X1 € A) :/ (a;A)fg()dx—/ZI 1 (@) P (2, Ay da

[0,
_ / P:cAdx_2/ / (2, dy) d
_ 2/[071] /MOJ] dydz = m (AN 0,1]).

Para x € [0, 1]
2 _ z _

= /[0’1]/AP(y,dz)dy:m(Aﬂ[071])

0 que implica em
P (X2€A) = /E P%(z, A) f3 (z)dx = /E P%(z, A) 20}, 11 (w) dz
= 2/[0 P? (2, A)dz =m (AN[0,1])
e de maneira andloga,
P, (Xp€ A)=m(ANI0,1]), Vn > 2, (2.14)

Vn > 1, ou seja, as varidveis aletérias X1, Xo, ... tém distribui¢ao U [0, 1] (Uniforme no intervalo

[0, 1]).
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Para a distribuicao conjunta de Xy e X3 temos

P (Xoe A, Xo€B) = /B/E/AP(y,dz)P(x,dy)fg(x)d:U

_ / / / P (y,dz) P (2, dy) 211, ) (x)
— ///Am P (y,dz) P (z,dy) da;_z//[m]/m P(y,dz) dydzx

= 2/30[0,1] /[071} /Amm] dzdydx = 2m <Am [O, 2]) m(BNI0,1]).

Da mesma forma podemos mostrar que
1
Py (Xoe A, X, €B) = 2m (Aﬂ {O, 2}) m(BNI0,1]), Vn > 2,
Vn > 1 e assim por (2.13) e (2.14) temos

Pf3 (XO € A) Pf3 (Xn € B) = Pf3 (X() S A,Xn S B), Vn > 1. (2.15)

Para a distribuicao conjunta de X7 e X3 temos

Pp (X1€A,X3eB) = / / / P(y,dz) P (z,dy)dx = / / / P (y,dz) dydx
BJE JAnp,] B J[0,1] JAn[o,1]

= / / / dzdydx = m (ANI0,1]))m (BN[0,1]).
B[0,1] /0,1 J An[o,1]

Da mesma forma podemos mostrar que
P (X1€ A, X, eB)=m(AN[0,1])m(BN[0,1]), Vn >3
Vn > 2.
Sendo assim, usando (2.14) e a propruedade de Markov

Pf3 (XieA,XZ'JrkEB) = Pf3 1+k€B|XZ'€A)Pf3 (XZEA)

(
= Pp (Xpp1 € B| X1 € A)Pp, (X; € A)
= Py (Xpp1€B|X1€A) Py, (X1 € A)
(

= Py (Xgy1 € B, X1€A)=m(AN[0,1])m(BNI0,1]), Vi > 1eVk > 1.

Novamente por (2.14)

Pf3 (Xz S A) Pf3 (Xi+l<: S B) = Pf3 (XVZ € A, Xivk € B), Vi>1leVk>1, (2.16)



2.3 Consisténcia 31

que juntamente com (2.15) nos garante que a cadeia é ¢ g,-mixing com ¢y, (n) = 0.

Considere o estimador definido por

k=1
com
1 T —y
W (h =—-K
( 7x’y) h ( h >
(§

se ze€[-1,1)

se z¢[-1,1)

S NI

ou seja, o estimador ingenuo.

Por (2.16) temos que as varidveis X1, X, ..., X, sdo i.i.d. com distribui¢ao U [0, 1] e sabe-
mos, pela Lei Forte dos Grandes Numeros (Kintchine), que o estimador ingenuo converge em

probabildade para a densidade comum das varidveis, ou seja,

1 n
k=1

Mas por outro lado, se as condi¢ées do exemplo fossem suficientes para provarmos a con-

sisténcia fraca, teriamos que ter

% SoW (e, Xe) L gy o) = 21

k=1

] ().

c)Considere a cadeia de Markov com nicleo de transicao dado por

001
P=1010],
100

e distribuicao inicial fy = (%, %, i)

Podemos verificar que f4 é uma distribuicao estacionaria para a cadeia, isto é, f4P = fy e

portanto

1

Pr(X1=1)= Py (Xa=1) = .= Py, (Xa = 1) = Py, (Xo=1) = 7.
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Mas a cadeia nao é ¢y,-mixing, pois Py, (X1 =1,Xs =1) =0 e assim
1
1Pr (X1 =1,X2=1) = P, (X1 =1) Py, (X2 =1)| = ¢.

Considere o estimador

LI
Jn (i) = EZI(Xk:i)-
k=1

Observe que f, (1) = % > =1 I(x,=1) dependendo do ponto em que a cadeia comegar, con-

vergira para valores diferentes de fy (1) = %. De fato, se a cadeia comegar no estado 1 ou 3

teremos

1 @ 1
Jn (x) = H;I(szl) —3

e se comecar no estado 2 teremos

Ou seja, as condi¢oes do exemplo nao sao suficientes para garantir a consisténcia fraca.

Observagao: Como pode ser observado no Exemplo 2.2 (a) a cadeia é ¢ -mixing e se consi-
derarmos fi () como sendo a densidade inicial da cadeia estaremos, através dos resultados de
Campos e Dorea (2005), estimando assim fi (x). De maneira andloga, no Exemplo 2.2 (b) a
cadeia é ¢g,-mixing e considerando f> () como sendo a densidade inicial, estimamos f (z).
J& no exemplo 2.2 (c) verificamos que a condi¢do p-mixing nao ¢é suficiente para verificar os
resultados de consisténcia se nao supormos a densidade inicial como sendo a estacionaria. E
no exemplo 2.4 verificamos que a hipdtese de distribuicao inicial como sendo a estacionaria nao

garante os resultados de consisténcia, serd necessario que a cadeia satisfaca a condicao p-mixing.

Observe que a condi¢ao ¢-mixing é colocada nas estruturas de dependéncia da cadeia, mais
precisamente, esta definicao nos permite usar uma desigualdade de momentos que serd muito
importante para a verificacao do préximo resultado, pois nao foi assumido independéncia para

as variaveis.
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Lema 2.2 (Roussas e loannides (1987)) Seja {Xy.},~o ¢-mizing e assuma que § e n sdo

varidveis aleatorias .7-"6“ -mensurdvel e F.3 -mensurdvel respectivamente tais que
EEP < oo, En|? < oo,
parap>1,q>1 com ]% + é = 1. Entao a covariancia satisfaz

[cov (€.m)| < 207 (n) (BIE)P (B [n])*/7. (217)
E vamos considerar ainda que W (h, z, -) satisfaz também a seguinte condigao.

Condicao 2.2 Assuma que a Condi¢ao 2.1 € satisfeita e que para v, (x) = v{y: |y — x| < h}

temos
nh—>H<§o T (x) =7 (z) < o0, nlirlca)o nyn () = 00 (2.18)
e
o ()W (h,yz,y) < K () < o0 (2.19)

para h pequeno.

Agora temos ferramentas suficientes para verificar a consisténcia em média quadrética e a
consisténcia fraca dos estimadores definidos em (1.13), que é verificada a partir da consisténcia

em média quadratica usando a desigualdade de Tchebyschev.

Teorema 2.1 (Consisténcia em média quadratica e consisténcia fraca) Se a Condi¢ao

2.2 ¢ satisfeita e S°°°, p1/2 (n) < oo, temos a consisténcia em média quadrdtica
n=1%¥ q

lim E{[fn (m)—f(w)]Q} =0, Vaed,(f) (2.20)

n—oo

e a consisténcia fraca, dado € > 0

lim P(|fp(x)— f(z)]>€)=0,VaeC,(f). (2.21)

n—oo
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Demonstracgao: Observe que

E{lfa(@) - f@P} =

E [f3 (x) = 2fn (2) f (2) + * (2)]

E[f7 ()] = B[2fu (x) f ()] + E [ ()]

E[f7(x)] = 2f (2) E [fa (2)] + f* (z)

E[f2 (2)] = 2f () E[fa ()] + f? (@) + {E [fu (@)]}* = {E[fa (2)]}?

(B @)Y =2 (@) B fa @) + 12 (@)}
var (f (@) + [E (fa (2) = f (@))%,

mas pela Proposigao 2.1, E (f, (z)) — f (z), entao basta mostrar que var (fy (x)) — 0.

Para isto vamos mostrar que ny, (z)var (f, (z)) é limitado e como ny, (z) "= oo pela

Condigao 2.2 teremos que var (fy, (z)) — 0.

Com efeito, pela estacionariedade estrita do processo temos

7y () var (fn (2))

n

= ny, (z)var (; Z W (h, z, Xk)> = ny, () %var <Z W (h,z, Xk)>

k=1 k=1

T () %var (Z W (h,z, Xk)> = (x) %quar (W (h,z, Xi)]
= k=1

k=1
9 n—1 n
o () 2 cov [W (b2, X)W (h, 2, X;)]
n k=1 j=k+1
1
Tn () nvar (W (h,z, X1)]
n—1 n
2
Tn (‘T) ﬁ Z Z cov [W (h7 €z, Xk) ) w (ha €, XJ)]
k=1j=k+1

Y (z) var (W (h,z, X1)) + 1 (z) % > cov W (h,z, X1) , W (h,z, X;)]

j=1+1
2 n
ot (2) > oW (b, Xn1), W (h,z, X;)]
j=(n—1)+1
Y () var (W (h,z, X1))
2
Tn () - (n—1)cov W (h,z, X1),W (h,z, X3)]

) % (n—(n—1))cov[W (h,z, Xp_1), W (h,z, X,)]
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= Yy (z)var (W (h,z, X1))

9l
n (x) — — h,z,X1),W (h,z, X ) 2.22
+ nkz n—k)cov[W (h,z, X1), W (h,z, X1,)] (2.22)

Vamos mostrar que (2.22) ¢ limitada. Na primeira parcela de (2.22) temos

o () var (W (h,2, X)) = 3o (@) { B (W2 (hy2, X)) = [E(W (h,, X1)))}

= (@) E(W? (h,2,X1)) = 7 (2) [E (W (h,z, X1)]?

mas, por (2.18) e pelo Lema (2.1) temos

2
Jim 5 @) (B (W (b, X)) = Tim {mw{EW(h,x,wf(y)u(dy)} }

= ~(z) f3(z) < oo (2.23)

Agora defina,
4 (hv xz, y) = Tn (.fL') W2 (h‘7 x, Xl)

entdo por (2.7), (2.19) e (2.5) temos,
Vs (ho,y) = o () W5 (hy2, X1) = 7a () Ws (h, 2, X1) Ws (b, 2, X1)
< Y () W (hyz, X1) Ws (h,z, X1) < Ky () Ws (h,z, X1) < K (2) Ks (x) < o0.
Além disso, usando (2.6) e (2.18) temos
lim Vs (h,z,y) = lim {y, (&) W (h, 2, X1)}
n—o0

= Jim 9 (o) Jim WZ (h,, X)) = 0.

E ainda,

/v<h,x,y>u<dy> - / o () W (b2, y) v (dy)
E

< /K1 W (h,z,y)v(dy) = Ki (x /Whmy) (dy)

= < 0. (2.24)
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Assim como V (h, z,y) satisfaz as hipdteses do Lema 2.1 temos,

nlggo{% () E[W?(h,2,X1)]} = lim E [y, (z) W? (h,z, X1)]

n—oo

= lim | v (z)W?(h,2,y) f (y) v (dy)

n—oo E

= lim EV(h,x,y)f(y)V(dy)

= J@]im [ V(o) w iy

= f(x) }lzli% i Y (T) W2 (h,z,y) v (dy)

< F@) K@) fim [ W (b (@)
= f(z)Ki(z) < 0. (2.25)

Segue que

limsup~y, (z) E (VV2 (h,z, X1)) < 00.

n—oo
Isto junto com (2.23) assegura que

lim sup vy, (z) var (W (h,z, X1)) < oo,

n—oo

mais precisamente

lim sup v, (z) var (W (h,z, X1)) < M; < co. (2.26)

n—oo

Agora vamos mostrar que a segunda parcela de (2.22) também é limitada. Tomando & =
1/2

W (x) W (hyx,X1) en = 771/2 (x) W (h,z, X14%) e por (2.24) podemos fazer uso do Lema 2.2
com p=q=2.
Assim, pela estacionariedade estrita do processo e por (2.25) temos

cov(gm) = cov (/2 (@)W (hw, X0), 3/ (@) W <hxXHw)

/
< 2012 (k) <E (%1/2() hxXl ) < 1/2 )W(h,:L‘,X1+k:)>2>12
1/2 1/2( )( (Wz(h,x,X1+k)))1/2

= 202 (k) v () (E (W2 (h, 2, X1))) < 20" (k) f (2) K7 (2)

= 20'/2 (k) My, (2.27)

= 202 (k) /% (2) (B (W2 (h,, X1)))
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onde My = f (z) K (2).
Logo por (2.26) e (2.27) temos,

n—1
ny, (z)var (fn (z)) < M+ % Z (n — k) 202 (k) M,
k=1

n—1
4 M.
= Mi+—2> " (n—k) " (k)
n k=1
n—1

My +4My Y M2 (k) < oo,
k=1

IN

pois, por hipdtese, Zz;ll ©'/2 (k) < o0.

Assim, como nvy, (z) var (f, (z)) é limitada, dividindo ambos os lados de (2.22) por ny, (z)

temos,

var (fo (z)) = Y () var (W (h,z, X1)) + vn (z) % Z;% (n—k)cov[W (h,x, X1), W (h,z, X1+1)]
' - nyn () )

e passando o limite quando n — oo fica
lim var (f, (x)) =0,
n—oo

pois por (2.18) lim,, o n7y, () = 0.

Portanto, f, (z) é consistente em média quadratica.

Ja (2.21) segue de (2.20) pela desigualdade de Tchebyschev, ou seja, dado € > 0 temos

E{[fa(@) - f @)}

0<P(fn(z) = f2)]|>6) < 2
Assim,
E{(fa(@) - f @)}
lim P (|fn(xz)— f(z)] >e€) < lim 5 = 0.
n—oo n—oo €
Portanto, f, (x) é um estimador fracamente consistente. ]

Para verificarmos a consisténcia forte, além das condicoes dadas anteriormente iremos pre-

cisar dos seguintes resultados.

Lema 2.3 (Roussas e Ioannides (1987)) Seja {X,}, 5o ¢-miring e assuma que n é uma

varidvel aleatéria Fp3, -mensurdvel tal que |n| < M q.c. entdo

‘E (77|.7-"(’f) — En) <2p(n)M, q.c..
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Lema 2.4 (Devroye (1991)) Seja Go = {@,Q} C Gi C ... C G uma sequéncia de o-dlgebras
encaizadas. Seja U uma varidvel aleatoria Gj-mensurdvel e integravel. Defina uma Doob
martingale Uy = E (U|G;). Assuma que eziste uma varidvel aleatdria Gi_i-mensurdvel Vi e

constantes a; tais que V; < U; < Vi 4+ a;. Entdo dado € >0

2 2
=1

Outro resultado que iremos usar é a primeira parte da proposicao a seguir que é uma

consequéncia do Lema de Borel-Cantelli.

Proposicao 2.2 Seja {X,},~, uma sequéncia de varidveis aleatérias sob algum espago de pro-

babilidade (2, F, P).
(i) Se > 02 P(|Xy| > €) < 0o para cada € > 0 entao

P (Jim X, =0) =1,

(i) Se {Xn},> sdo duas a duas independentes e P (lim; oo Xn = 0) =1 entdo

o0
D> P (IXn| > €) < o0,
n=1

para cada € > 0.
Para a prova deste resultado consultar Durret (2005).

Teorema 2.2 (Consisténcia forte) Se a Condicao 2.2 € satisfeita, ), -, ¢ (n) < co e se para

todo B >0

Z exp {—npy2 (z)} < co. (2.28)
n>1
Entao
lim f, (z) = f(z), v—gq.c, Yz el (f) (2.29)
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Demonstragao: A demonstracao feita em Campos e Dorea (2005) é baseada nas idéias de

Dorea e Zhao (2002).

Pela Proposicao 2.1 temos

assim ¢ suficiente mostrar que

i (£ (2) = B (fu ()] =0, v~ qec.

Com efeito, defina as seguintes fungoes auxiliares,

U (Xe) = 3 | E (3 (@) W (b, Xi) |F) = B (3 () W (2, X))
j=0

Vet (X0) = 2 [B (3 @ W (b2, Xi ) |FF) = B (3 @) W (ho 2, X))
Jj=0
onde FF = o (X1, Xo, ..., X).

Inicialmente vamos mostrar que essas fungoes estdo bem definidas. Considerando n =
Y () W (h, 2, Xi4145) no Lema (2.3), observamos que por (2.19) |n| < Ki(z). Entao pelo

Lema 2.3 temos ,

S| (nFE) = Bn| = S|B9 @)W (2 Xipa) 1FE) = B (i (@) W (2, X 145))
320 Jj>1
< Z2¢(Z+])K1 () < o0
J=0

Assim considerando

L) =320+ 1) Ky (x).

>0

com [ = 0,1, temos

Vi (Xk) < L(x) € thppr (Xi) < L(2). (2.30)
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Assim,
U (X0) =Yt (X)) = D [B (1 @) W (b, X)) IFF) = B (n (@) W (2, X))

720

= S E (@ W (o, K1) |FE) = B (3 (@) W (B, X))
720

= B (@) W (b2, X0) |FF) = B (0 (@) W (b7, X))

+ Z [ ( W (h,z Xk+]) |.7'—1) E (7, (o) W(h’x7Xk+j))]

- Z Iz ( W (2, Xy ) [FE) = B (o (2) W (hy 2, X 541))|
7>0

= B (3 @W (h, X0) |7f) = B (i (@) W (b2, X))

— (@) [W (b, Xg) — E (W (h,x, X))

pois W (h, z, X}) é FF mensuravel, e

n

S|

mn @) [ (2) = E(fa @] = 90 (0) [; SOW (i X, )]
=1 k=1

- [anw (hy, X3,) — (zn:thXkﬂ

k=1 1

W (h,z, X}) E(

?T

- Z% () W (h,z, Xi) — E(W (h,z, Xy))]

n

= > [k (X) — drp (X))

=1
= Y1 (X1) — Y2 (X1) + 2 (X2) — ¥3 (X2) +
+ 1/}71 (Xn) - wn—&-l (Xn)

= P1(X1) = Ynp1 (Xn) + ) [ (Xi) = n (Xp—1)] .-

k=2
Além disso,
nyn ()
Pl @) = B @) 2 0 = P (2 £ 0) - B (5 ()| )
= P(|lnv (@) [fn (x) = E (fn (2))]] = enyn ()
= P < VY1 (X1) = Ynt1 (Xn) + ) [k (X)) — r (Xg-1)]| = nyn (2) f)
k=2

IN

v <W11 (X1) = Yng1 (Xp)| = nﬂ; > (

> b (Xk) — vk (Xi1)]| >
k=2

_ nem (sc))
= 9 )
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logo

P () = B (fu (@) > ¢
< p (rwl (X1) — b (Xo)| > " (9”)) (231)

2
+p(

. neﬂx)) | (2.5
Desse modo, vamos mostrar que dado € > 0, existe 3 (€) > 0 tal que,

n

> ok (Xk) = b (Xp-1))]

k=2

2

P (|fn(x) = B (fa (2))| = €) = dexp {n; (x) B (e) } ,
entdo por (2.27) e pela Proposicao 2.2 obtemos a convergéncia desejada.

De fato, como as funcoes 1 estao bem definidas segue de (2.30) que,

91 (X1) = na (X))l = |1 (X1) + (=np1 (Xa) < [0 (X0)| + [(=n41 (Xn))

= [ (X)) + [¥ns1 (Xn)| < L(x) + L(z) = 2L (z).

Assim, para n grande de (2.31) temos,

eny, (o
P (Wl (X1) = st (Xn)] > 22 ( )> — 0,
pois, por (2.18) ny, () — oo quando n — oo.

Para (2.32) vamos usar o Lema 2.4. Seja G, = ]:{, assim pelo Teorema da Convergéncia
Monétona (ver Magalhdes (2006)) e pelas propriedades de esperanga condicional, para k > [

temos

320

E W (Xe) |G1) = E (Z [E (v () W (B, 2, Xie15) [Gr) = E (9 () W (h, 2, Xy )] Qz)

= Y E(E@On@W (ha,X55)1G) = E (w (2) W (b, 2, Xi1))] 1G)
320

= D (E[E (@)W (h,z, Xi1;)1Gk) 1G] — E[E (Y (2) W (b, 2, Xi15)) 1G1)
i>0

= Y B @W (hyz, Xi1)) [G) = E (v (@) W (hy 2, Xiy5))] = vx (X0
i>0
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U

\Ur —

Analogamente,

E (Yr (Xk-1)|G1)

E (> B @)W (b2, Xk-115) Gr-1) = E (Y (2) W (h, 2, Xi—145))] Ql)
>0

ZE (h T, Xp_ 1+]) !Qk 1) E ('Yn (1,‘) w (hny'an—l-O—j))] |gl)
>0

D (EE (@)W (hya, Xp-115) |Gr-1) |Gi] = E[E (n (2) W (hy 2, Xi-145)) |Gil)
320

D E (@)W (b2, Xim145) Gr) = E (v (@) W (hy 2, Xpm145)] = vk (X0)-
J=0

Agora defina U; = E (U|G;), entao segue-se que

EUIG)=E (Z [tk (Xk) — ke (Xp—1)] |gl>
=2

[E (Yr (Xk) |G1) — E (Y (Xk-1) |G1)]

o
N

l n

[E (Ve (X&) 1G) — B (Ve (Xem1) 1G]+ D [E (e (X&) 1G1) — B (Ve (Xi—1) 1G)]
=2 k=141
l n l

[ (Xk) = o (Xe— 1))+ Y [vor (X0) = vr (X)) = ) [k (Xi) — ¥k (Xg—1)]
=2 k=l+1 o

! -1
U] = Z [ (X5) = Wi (Xp-1)] = D [ (Xk) = ¥ (X))
=

k=2
= ’ 2 (X2) — b2 (X1) + 93 (X3) — ¢3 (X2) + ... + Uy (X7) — ¥ (Xi-1)

— Yo (Xo) + 12 (X1) —¥3 (X3) + 13 (X2) + ... — i1 (Xi—1) + -1 (Xj—2) |
= [ (X1) — ¥ (Xi-1)| = [ (X0) + (=9 (Xi-1))]
< o (X)) + (= (Xi—1))| = [ (X)) + [ (Xi—1)| < L) + L(z) = 2L (z) .

Por outro lado, definindo U = Y}, [ (Xi) — ¥k (Xg—1)] e usando novamente o Teorema
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da Convergéncia Mondtona temos

EU

E (Z [ (Xi) — Un (X“)]) =" Bk (X) — ¥ (Xi—1)]

k=2 k=2

> Bk (X0)] = Y E vk (X))

k=2 k=2
ZE (Z E (% () W (h, 2, Xjp1j) |7~'{“> — E (n (2) W(h’x’XHj))])

k=2 J>0

> E (Z E (9 @) W (2, X1 |FE) = B (0 (2) W (o, Xk+j+1))])
k=2 \j>0

E|E (@) W (ha, Xp) [FE) = B (0 (@) W (2, X)) }

B |E (9 @)W (b, Xsy) |FE) = B G (@) W (b, X)) }

BB (3 @ W (.2, X)) 1) | = BB (o (2) W (b2, X)) }

y { B8 (3 @) W (h,2, Xi1y) | 7)) E[E(vn<x>w<h,x,xk+j>>]}}
k=2 | j>0

[E (9 () W (h, 2, X)) = B (Y (2) W (h, 2, Xk+j))]}

{ [E (yn (2) W (B, 2, Xpiji1)) — E (v () W (h,vak+j+1))]} =0.
k=2 | >0

Logo tomando V; = U;_; — 2L (z) e a; = 4L (x) no Lema 2.4 temos,

P(U-EU|>¢) =

n

> ok (Xk) — i (Xi1)]

k=2

>

P nyn () € < dexp —2n2y, ()2 €2
2 B 43 k-1 16L (95)2

B —2n2y, (JU)2 € B —NYn (x)2 € B 9
= dexp {47116L($)Q} = 4exp {W} = 4exp{—nfyn () B(e)} ,

onde 3 (€) = z5r7—

32L%(z)"
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Como,

Pllfa(@) = EGu @D 2 < P (101 (6) = s ()] 2 222205
+ P ( > o (Xe) — g (X )] 2 mf”)) ,
k=2
e sendo
Tim P ( S [ (X0) — v (Xe_1)]| > ’”2“> < lim deap {-m? (@) 3 ()} =0,
k=2
temos
Jim P ( [k (Xk) — ¥r (Xp—1)]| = n%2(x)6> =0,
k=2
e ja vimos que
i P (100 00) = b ()] 2 “220) o,

entao

Logo, fn () "= f (x).

Portanto, f, (x) é um estimador fortemente consistente. ]

Observagao: Note que, nesta prova a suposicao de que a cadeia é estritamente estacionaria

nao foi usada, exceto no nao vicio assintético (Proposigao 2.1).



Capitulo 3

Estimacao da Densidade Limite sob

a Ergodicidade Geométrica

3.1 Introducao

Neste capitulo continuamos estudando o problema de estimar a densidade limite, a tnica

estaciondria, de uma cadeia de Markov com espaco de estados geral.

Seja {Xn},>o uma cadeia de Markov com valores em £, com nticleo de transigao
{P(z,A):x € E,A € &} eseja f(-) a densidade limite da cadeia relativa a uma medida o-finita

v em &, ou seja, existe uma medida de probabilidade 7 tal que

lim P" (z,A) =7 (A), Vx € E, VA€,

n—oo

onde

W(A):/Af(y)y(dy), VA e€.

Campos e Dorea (2005) substituiu as suposigoes, de que a cadeia é p-mixing e estritamente

estaciondria, consideradas no Capitulo 2, pela hipdtese de ergodicidade geométrica, ou seja,

|P" (z,A) — 7 (A)| < ap", Yz € B, VAEE, (3.1)
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onde « e p sdo constantes com a > 0 e 0 < p < 1. E iremos verificar que f, (z) definido em

(1.13) é um bom estimador para f (+).

Na secao 3.2 verificamos que os estimadores definidos em (1.13) sdo assintoticamente nao
viciados, ou seja,

lim E(f,(x)) = f(x), Ve e C, (f).

n—oo

Na secao 3.3 verificamos que esses estimadores sdo consistentes em média quadréatica, mais

precisamente,

lim E{[fn () —f(x)P} =0, Vo e, (f),

n—oo

e consequentemente fracamente consistentes, isto é,

lim P (|fn(z) — f(x)| >€) =0, Ve e, (f).

n—oo
E na secao 3.4 verificamos a consisténcia forte, ou seja,
lim f, (z) = f(x) v — q.c. (quase certamente), Yz € C, (f).
n—oo

Em Campos e Dorea (2005) a consisténcia forte foi obtida a partir da verificagdo que se a
cadeia é geometricamente ergddica entao ela satisfaz a condigdo p-mixing com coeficiente mixing
geométrico. Logo a consisténcia forte é verificada sob as mesmas condigoes do Capitulo 2,
pois como podemos observar na demonstracdo do Teorema 2.2 nao utilizamos a hipétese de

estacionariedade estrita, utilizamos apenas a condicao -mixing.

3.2 Nao vicio assintotico

Nosso objetivo nesta secao ¢ verificar que o estimador
1 n

e fungao peso W (h, x, ) satisfazendo a condicao (2.2), é assintoticamente nao viciado supondo

que a cadeia é geometricamente ergédica como em (3.1).
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Seja py,, (x) a densidade em relagao a medida v, da distribui¢ao de X, isto é,
Ppo(XneA):/pn(y)y(dy),VAEEeVnZO, (3.2)
A

onde P,, indica que a densidade inicial é pg. De forma similar vamos fazer uso da notacao Ep,

para a esperanca.

Para o nao vicio assintético vamos fazer uso da desigualdade a seguir,

[ —f(y)]V(dy)‘ <ap VACE, (3.3)

que é uma consequéncia da ergodicidade geométrica.

Com efeito, como a cadeia é geometricamente ergédica temos

|[Ppo (Xn € A) =7 (A)| =

/ P" (z,A)po () v (dx) — / 7 (A) po (z) v (dx)
E E

1P @ 2) =7 ()] () ()
< [P @A) -7 (W) @) (o) <
E
mas por outro lado temos

)

Py (X, € 4) — 7 (4)] = \ [ o) = £ (@)

logo,

J et —f(y)]V(dy)‘ <ap

Proposicao 3.1 (Nao vicio assintético) Se a Condicao 2.2 € satisfeita entdo temos que

fn (x) € assintoticamente nao viciado, ou seja,

lim By, (fu (2) = f (2), Vo € C, (f). (3.4)

n—oo

Demonstragao: Seja x € C, (f). Pelo Lema 2.1 dado € > 0 existe N tal que para todon > N,

/E W (hya,y) £ () v (dy) — [ (2)] < e (3.5)

Mas por (2.19) sabemos que

o (@) W (h, 2, y) < Ky () < 00,
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logo tem-se que

K1 ($)

o < 00, 8€ Y (z) > 0. (3.6)

W (h,z,y) <

Assim por (3.6) e (3.3) temos

[ e (y)—f(y)]V(dy)‘S K@) )= £ )] (dy)

E E Tn (l‘)

_ Ki(z) B , Ki(z)

- = [ - ) <dy>]s%($) o, (3.7)

Desse modo segue-se que

n

E ( W(h,a:,Xk)> — f(z)
k=1

1 n

2> [ Wi n @ -5 Y1 @)
k=1"F

k=1
1 n
< =

S W o v ) - £ 0) [ W e p v ) — 1 0

k=1
= i’; EW(h,x,y)Pk(y)V(dy)+/EW(ha~’C=y)f(y)V(dy)—/EW(h,:E,y)f(y)y(dy)—f(x)
= | [ Wt )~ @ )+ [ W ) £ ) v )~ 5 @)

k=1 1"E E

b

/Ewm,x,y)f(y)v(dy)—f(x)

A
S|
g
—N

Assim, por (3.5) e (3.7) temos

B () = £ 0 < ZLD S 0k 4
k=1

nYn () £

sendo y ;. ap® < oo, pois a > 0e 0 < p < 1. Entdo quando n — oo, como € é arbitrario e por

(2.18) nyy, (z) — oo, temos

Epo (fn (2)) — f (2).

Portanto f, (x) é um estimador assintoticamente nao viciado. [
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3.3 Consisténcia em média quadratica e consisténcia

fraca

Nesta secao vamos verificar a consisténcia em média quadratica dos estimadores aqui estu-

dados e como consequéncia desse resultado a consisténcia fraca.

Vamos assumir, mesmo tendo por hipétese apenas a existéncia da densidade marginal das
variaveis aleatérias X; e Xp11, que o vetor aleatério (X1, X14%) tém densidade conjunta deno-
tada por py14, com k =1,...,n — 1. Pois se as densidades marginais existirem nao implica que

a densidade conjunta existe como pode ser visto no exemplo a seguir:

Exemplo 3.1 Considere E = [0,1] x [0,1], B a o-dlgebra de E e seja G = {(z,y) € E;z =y},
ou seja, a diagonal do quadrado unitdrio no plano. Para todo B € B definimos

comprimento de (G N B)
7 .

Pode-se verificar que X e Y tém distribuicao U [0, 1]. No entanto a distribui¢io Pxy nao possui

Pxy(B) =P ((X,Y) € B) =

densidade. De fato, pela definicdo de distribuicao conjunta temos que
Pxy (G) =1.
Por outro lado, supondo que existe uma densidade conjunta p(x,y), temos

Pxy (G)—//Gp(xﬁy) dzdy = 0.

ja que a medida de Lebesgue de de G € zero.

Teorema 3.1 (Consisténcia em média quadratica e consisténcia fraca) Sob a Condi¢do

2.2 temos a consisténcia em média quadrdtica

lim By, {[fa(2) = f @)} =0, Vo € C, () (3.8)

n—oo

e a consisténcia fraca dado € > 0,

lim Py, (|fu () — f (@) > €) =0, Vo € C, (). (3.9)

n—oo
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Demonstragao: J4 vimos que

Epy [fn () = f (2)]* = vary, (fu (€)) + [Epy (fa (2)) = f ()],

e que por (2.18) ny, () — oo, entdo basta mostrar que ny, (z) vary, (fr (x)) é limitado, pois

como ja vimos na Proposigao 3.1 E, (fn (2)) — f (2).

Com efeito, temos que

nyn (z) varp, (fn (z)) = ny, (z)vary, (;ZW(h,x,Xk)>

= M (z) Z vary, (W (h, z, Xy)) (3.10)

+ 27m (7) Z covp, (W (h,z, X;) W (h,z, X)].  (3.11)

Para a limitagao de (3.10) temos por (2.19) que

%TEJ:) > warp, (W (h,2, X)) = %éf) > {Epo (W2 (h, 2, X3)] — [Byy W (h7m’X’“)]]2}
k=1 k=1

In (33) zn:Epo [W2 (h,l‘,Xk)]

<
[
n (1) ¢
= S W (b, X)W (2, X))
k=1
1 n
= ;ZEPO [ (@) W (B, 2, X)) W (h, 2, X))
k=1
<

%ZEPO (K1 (2) W (h, 2, X)]
k=1

_ K@ ZH:E,,O W (h, 2, X)),
k=1

n

mas pela Proposicdo 3.1 1 3™ | E, [W (h, z, X},)] é limitado. Logo V"T(I) S opeq vary, (W (h,z, X))

¢é limitado.
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Ja para (3.11) temos que

27,
T (2) S covy, W (hya, X;) , W (b2, X))
1<j<k<n

_ @ Z {Epo W (h, 2, X5) W (b, 2, Xg)] = Epg [W (hy 2, X5)] Epy [W (h, 2, X)]}

_ 27" P //W (o, u) W (b, 0) py 1 (s 0) v (du) v (do)
_ 27" 1<J<k<n/ W (h, z,u) pj (u (du)/EW(h,a:,v)pk (v) v (dv)
- b z; L LW e W (o) g (0) = py () i ()] () v ()
_ 2%;( >1<j<k<n/ W (. () [ 93 [ W (o) PP (a0 (@) v () v )
_ Inle >k [ taayps @) [ o) [ W (o) P (0w (o) () v
- By 3
< Il ’k LW e oy @ [ pi)| [ W heao) [P o) = P ()] v )| ) v

Por outro lado temos que (3.3) é equivalente a

<ap",Vx e E, VAc&. (3.12)

/ P" (2, 0) —  (0)] v (dv)
A

Logo por (2.19) e (3.12) temos que

/ W (h,x,v) | pk=i (u,v) — P*7J (y,v)} v (dv)
E A

= /EW(h,:c,v) :Pkij(u,v)—Pkfj(y U)}l/ dv) —|—/thv v (dv) /Whmv dv)
< / W (h,z,v) _Pk_j (u,v) — f(v)} ,V) [Pk T (y,v) — f(”) v (dv)
< | [ B[P o - rw] v +| [ 228 ((x)) [Pk 5 ,0)— )] (@)
- sl S ol
(3?) (@) g _ o B (@) ke
G W“ﬁk @
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Desse modo tem-se que

M Z COVp, [W (h,m,Xj),W(h,ﬂUan)]

1<j<k<n
P K
< Tn (%) 3 o K1(@) ka/thu)pj()(dU)
n 1<j<h<n Yn (@)
41K j
_ 1 () 3 aka/W(h,a?,U)pj(u)V(du>
n 1<j<k<n E
4K (
_ 4K, (z) Z Z ap" I By (W (b, 2, X;)]
Jj=1k=j5+1
n—1
p 1
< 4Ki@ag—o ) B W (e, X))
j=1

que é limitada usando mais uma vez a Proposicao 3.1.

Assim como nyy, (x) vary, (fn (x)) é limitado e, por (2.18), ny, () — oo entao fazendo como

no Teorema 2.1 segue que
varp, (fn (z)) — 0.
Portanto f, () é consistente em média quadratica.

Ja a demonstracao da consisténcia fraca é idéntica a demonstracao feita no Capitulo 2,
ou seja, é consequéncia imediata da consisténcia em média quadratica pela desigualdade de

Tchebyschev. u

3.4 Consisténcia forte

Iniciamos esta secao verificando que uma cadeia de Markov geometricamente ergddica sat-
isfaz a condigdo p-mixing. Para Roussas e loannides (1987) provar que uma cadeia de Markov

satisfaz a condi¢ao p-mixing é equivalente a mostrar que

[P (B[ Fy) = P(B)| <¢(n)]0gec.. (3.13)
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Desse modo, vamos verificar o seguinte resultado:

Lema 3.1 Se{X}}.~, € um processo de Markov geometricamente ergédico como em (3.1) entdo

ele é p-mizing com coeficiente ¢ (n) = ap™ onde & = 2 e p € o coeficiente ergddico.

Demonstragao: Sabemos pela propriedade de Markov, Definigao 1.3, (3.1) e (3.3) que

‘Ppo <Xk+n € B|‘7:(])c> - Ppo (Xk-HL € B) = ’Ppo (Xk-l-n € B‘U(Xk‘)) - Ppo (Xk+n € B)|
— [P (X4, B) — Py (Xii € B)|

= |P" (Xk, B) = Bpy (Xiyn € B) +7(B) — 7 (B)]

[P (Xk, B) = 7 (B)] = [Bpy (Xin € B) — 7w (B)]]

IN

|P" (X, B) = 7 (B)| + | Py (Xg4n € B) — 7 (B)]
< ap"+ "t < 2ap" = ap" = ¢ (n),
que é exatamente (3.13). Logo a sequéncia é ¢-mixing.

Portanto se a cadeia de Markov é geomericamente ergédica entao satisfaz a condicao -

mixing com coeficiente mixing geométrico dado por ¢ (n) = 2ap™. m
A consisténcia forte é obtida sob as seguintes condigoes.

Teorema 3.2 (Consisténcia forte) Sejax € C, (f). Assuma que a Condigdo 2.2 € satisfeita.

Se para todo 3 >0
S eap {—nf? (z)} < oo,

n>1

entdo temos a consisténcia forte

lim f, (z) = f(2), v—q.c.,

n—oo

Py, ((1im fo (@) = [ (2)) = 1.
n—oo
Demonstragao: Pela Proposicao 3.1 basta mostrar que

Jim [ (2) = By (fa (2))] =0, q.c. (314)
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mas a demonstracao é idéntica a do Teorema 2.2, apesar de no Capitulo 2 trabalharmos com
um processo estritamente estaciondrio e p-mixing, a unica hipotese utilizada foi a condigao do

tipo mixing.

Assim a demonstracao de (3.14) segue do Lema (3.2). (]



Conclusao

Nosso trabalho foi baseado em Campos e Dorea (2005) e nosso objetivo aqui foi estimar
as densidades associadas a uma cadeia de Markov com espaco de estados geral E C RY. Para

estimar a densidade f (-) usamos os estimadores do tipo ntcleo definidos por,

1 n
==Y W(ha,Xp), h=hy, |0,
=1

3

com a funcao peso W (h,z,-) e a sequéncia h satisfazendo condigoes de regularidade.

Foi verificado que esses estimadores sao assintoticamente nao viciados, ou seja,

lim E (f, (z)) = f(z), Yz € C,(f),

n—oo

consistentes em média quadratica, mais precisamente

lim E{[fn (z) —f(x)]2} =0, Vz e C,(f),

n—oo

consequentemente fracamente consistente, isto é,

lim P(|fn(z)— f(x)| >€) =0, Ve e, (f).

n—oo

e fortemente consistente, ou seja,

lim f, (z) = f(z) v — q.c. (quase certamente), Yz € C,, (f).

n—oo

Esses resutados foram verificados em dois casos: No primeiro caso, com o objetivo de estimar
a densidade estacionaria, foi considerada uma cadeia de Markov estritamente estaciondria e
satisfazendo a condi¢do p-mixing. E no segundo caso, com o objetivo de estimar a densidade

limite, foi considerado que a cadeia era geometricamente ergddica.
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Em Campos e Dorea (2005) foi mostrado ainda a normalidade assintética desses estimadores,
ou seja,
D
Vi () [fn (2) = E (fa ()] = N (0,0° (2)) .

Para mais detalhes ver Campos e Dorea (2005).

Desse modo concluimos que os estimadores do tipo nicleo possuem boas propriedades es-
tatisticas, ou seja, sao assintoticamente nao viciados, consistentes e assintoticamente normal

distribuidos.
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