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Resumo

Os Algoritmos Genético (AG) e o Simulated Annealing (SA) sao algoritmos cons-
truidos para encontrar maximo ou minimo de uma funcao que representa alguma carac-
teristica do processo que esta sendo modelado. Esses algoritmos possuem mecanismos
que os fazem escapar de 6timos locais, entretanto, a evolucao desses algoritmos no
tempo se dd de forma completamente diferente. O SA no seu processo de busca tra-
balha com apenas um ponto, gerando a partir deste sempre um nova solucao que é
testada e que pode ser aceita ou nao, ja o AG trabalha com um conjunto de pontos,
chamado populacao, da qual gera outra populacao que sempre é aceita. Em comum
com esses dois algoritmos temos que a forma como o préximo ponto ou a proxima
populacao ¢é gerada obedece propriedades estocéasticas. Nesse trabalho mostramos que
a teoria matematica que descreve a evolucao destes algoritmos ¢é a teoria das cadeias
de Markov. O AG é descrito por uma cadeia de Markov homogénea enquanto que o
SA é descrito por uma cadeia de Markov nao-homogénea, por fim serao feitos alguns
exemplos computacionais comparando o desempenho desses dois algoritmos.
PALAVRAS CHAVE: Cadeias de Markov Homogéneas e Nao-Homogéneas, Algoritmos

Genético e Simulated Annealing.



Abstract

The Genetic Algorithms (GA) and the Simulated Annealing (SA) are algorithms
used to find maximum (or minimum) value of a function which represents some special
characteristic of the process that is being modelled. These algorithms have mechanisms
that prevent them to get struck in local maximum (or minimum) values, however, the
evolution of these algorithms in time works in a completely different way. The SA, on
its search process, works with only one point, creating, from this point, a new solution
which is tested and can be accepted or not, on the other hand the GA works with a
set of points, called population, from which creates another population that is always
accepted. The similarity between these two algorithms is the way the next point or next
population is created obeying stochastic properties. On this work we show that the
Markov chains theory describes the evolution of these algorithms. The GA is modelled
by a stationary Markov’s chain while the SA is modelled by a nonstationary one, in
the end some computational examples are made comparing the performance of these
two algorithms .

KEY WORDS: Stationary and nonstationary Markov chains, Genetic Algorithms and

Simulates Annealing.
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Capitulo 1

Introducao

Nao é de hoje que o homem tenta emular os fenomenos naturais. Toda vez que
alguém constréi um algoritmo que tenta imitar algum processo natural, utilizando suas
propriedades com o objetivo de otimizar uma fungao (fungao custo) ou um processo,
ele esta desenvolvendo o que chamamos de heuristica. Segundo Kirkpatrick (1983),
existem duas estratégicas basicas para heuristicas: “dividir e conquistar” e melhora-
mentos iterativos. No primeiro, divide-se o problema em subproblemas de tamanho
administravel, entao resolve-se os subproblemas. As solugoes dos subproblemas de-
vem ser juntadas de alguma forma para obter a solugao do problema original. Para
este método produzir solugoes muito boas, os subproblemas devem ser naturalmente
disjuntos, e a divisao deve ser de forma apropriada a fim de que os erros cometidos
na juncao das solucoes nao prejudiquem os ganhos obtidos na aplicacao de métodos
mais poderosos a solucao dos subproblemas. No melhoramento iterativo comegamos
com o sistema numa configuracao conhecida. Uma operacao de reorganizacao padrao
é aplicada em todas as partes do sistema até que uma configuracao reorganizada que
melhore a fungao custo seja descoberta. A configuracao reorganizada entao se torna a
nova configuragao do sistema, e o processo continua até que nenhuma outra melhora
seja encontrada. Melhoramento iterativo consiste de uma busca no espaco coordenado
através de passos de reorganizacao das configuracoes, que nos leve para valores menores

da funcao. Visto que esta busca usualmente fica presa em um minimo local que nao é



um minimo global, é costume realizar varias vezes o processo, comegando em diferentes
configuragoes aleatoriamente geradas, e salvando o melhor resultado. Como uma outra
alternativa, surgiram algoritmos que possuem mecanismos para impedir que essa busca
fique presa em Gtimos locais, dentre eles estao, o Algoritmo Genético (AG) e o Algo-
ritmo Simulated Annealing (SA), os quais foram criados como heuristicas de processos
naturais.

O AG introduzido por Holland (1975), é uma heuristica baseada no processo de
selecao natural de uma populacao. Neste processo a populacao passa por trés fases:
selecao, cruzamento e mutacgao. Apds isso acontecer teremos uma nova populagao que
também passara por estas trés etapas até que uma condicao de parada seja atingida.

Em Rudolph(1994) ele fala que o AG candnico nao converge quase certamente para
uma populacao que tenha o ponto de 6timo como um de seus pontos. Entretanto,
considerando uma modificagao neste algoritmo, a saber: o melhor ponto da populacao
inicial é guardado em uma posicao, e este ponto nao participa como um ponto da
populagao nas etapas de selecao, cruzamento e mutagao. Além disso esse ponto é
substituido se um ponto melhor que ele é encontrado nas préximas populacoes. O AG
com essas modificacoes é chamado AG com elitismo. Neste mesmo artigo ele mostra
que o AG com elitismo converge quase certamente para uma populagao que possui um
ponto de 6timo dentro da populagao.

Existem muitos artigos que tratam do AG, cada um deles modificando a forma
de gerar a proxima populagao, que alterando um critério de selecao, quer retornando
uma das etapas e restringindo a forma de mutacao definindo vizinhancas baseadas na
quantidade de bits que permita mudar como em Dorea et. al.(2010). Com o elitismo ou
sem elitismo como em Rudolph(1994). Modelando por cadeias de Markov de forma bem
complicada, onde define-se operagoes com objetivo de estudar a convergéncia da cadeia,
como em Nix and Vose (1992), Cerf(1996) and Cerf(1998), ou utilizando modelagem
simples e intuitiva como em Rudolph(1994) e Dorea et. al.(2010) embora nao entre no
calculo exato das condicoes suficientes sobre as etapas a fim de obter convergéncia.

O algoritmo SA segundo Tierney(1994) tem como base o algoritmo de Metropolis



apresentado no seu famoso artigo Metropolis(1953) o qual serve de referéncia para o
desenvolvimento de varios outros algoritmos. Em Kirkpatrick(1983) ele explica que
em Metropolis (1953) eles introduziram um algoritmo simples que pode ser usado para
fornecer uma simulacao eficiente de uma colegao de dtomos em equilibrio em uma dada
temperatura. Em cada passo do algoritmo, é dado um deslocamento aleatério, ou seja,
uma nova energia é gerada, e a mudanca na energia do sistema AF é calculada. E essa
nova energia é aceita como a nova configura¢do com uma probabilidade P(AFE); caso
contrario, a configuracao original é usada para iniciar o proximo passo. Repetindo este
passo muitas vezes, simulamos o movimento térmico dos atomos em contato com um
banho de calor em temperatura 7.

Usando a funcao objetivo no lugar da energia e definindo configuragoes como o
conjunto de parametros {x;}, temos com Metropolis o procedimento para gerar um po-
pulacao de configuracoes de um dado problema de otimizacao em alguma temperatura
efetiva. Essa temperatura é simplesmente um parametro de controle. O processo de re-
cozimento simulado consiste em primeiro “derreter” o sistema que esta sendo otimizado
numa temperatura alta, entao diminuir a temperatura em estagios lentos até que o sis-
tema “congele” e mais nenhuma mudanca ocorra. Em cada temperatura, a simulagao
deve ocorrer tempo suficiente para que o sistema alcance o estado de equilibrio. A
sequéncia de temperaturas e o nimero de reorganizagoes {x;} utilizados para alcangar
o equilibrio em cada temperatura pode ser considerado a agenda de recozimento.

O recozimento, como implementado no procedimento de Metropolis, difere do me-
lhoramento iterativo no que diz respeito a ficar preso em 6timos locais uma vez que
transicoes para fora de 6timos locais sao sempre possiveis em um temperatura nao
nula. Uma segunda e mais importante caracteristica é que um tipo de “dividir e con-
quistar” ocorre. Caracteristicas mais grosseiras dos estados do sistema aparecem em
temperaturas mais altas; detalhes mais finos sao desenvolvidos em temperaturas mais
baixas.

Para o Algoritmo Simulated Annealing, Gibas (1985) fez o primeiro estudo deste

algoritmo como uma cadeia de Markov nao-homogénea, Anily and Federgruen (1987)



estudam este algoritmo para probabilidades de aceitagao gerais, Cruz and Dorea (1998)
apresentam condigoes simples para a convergéncia do algoritmo que generalizam os
resultados de Anily and Federgruen (1987).

Este trabalho esta estruturado em cinco capitulos. No capitulo dois apresentamos
os conceitos e teoremas relacionados a teoria das cadeias de Markov homogéneas e nao-
homogéneas, os quais serao necessarios para tratarmos da convergéncia dos algoritmos
Genético e o Simulated Annealing. No capitulo trés e quatro respectivamente, expli-
camos a dinamica do Algoritmo Genético Simples, ilustrando as operacoes de selegao,
cruzamento e mutacao via exemplos, modelamos este AG por cadeias de Markov ho-
mogéneas, finalizamos demonstrando a convergéncia do Algoritmo Genético. Descreve-
mos o algoritmo Simulated Annealing, apresentando a modelagem por uma cadeia de
Markov nao-homogénea, e finalizamos dando condigoes que garantam a convergencia.
No capitulo cinco apresentamos as simulagoes feita usando o software livre R versao
2.9.1, com o intuito fazer comparagoes. Neste capitulo procuramos ilustrar a influéncia
do tamanho da populagao, do dominio e do nimero de itera¢oes no AG. Apresentamos
o Simulated Annealing sob trés formas de decrescimento de temperatura analisando a
influéncia do niimero de pontos da discretizagao do dominio e do ntimero de iteracoes,

finalizamos apresentando nossas conclusoes finais.



Capitulo 2

Cadeias de Markov

O objetivo deste capitulo é fazer uma breve revisao de algumas defini¢oes, conceitos
e resultados da teoria das cadeias de Markov, os quais serao necessarios para tratarmos
da convergéncia dos Algoritmos Genético Simples e o Simulated Annealing. Como as
cadeias de Markov homogéneas ja sao bem conhecidas nos limitaremos a apresentar
os resultados que utilizaremos nos proximos capitulos. Ja as cadeias de Markov nao-
homogéneas nao sao muito exploradas, por este motivo apresentaremos sua teoria com
mais detalhes. Os leitores que desejarem se aprofundar nestes topicos sugerimos como
referéncia Isaacson and Madsen (1976).
Definigao 2.0.1. Um processo estocdstico { Xy}, oy com espaco de estados S = {1,2, ...}

satisfaz a propriedade de Markov se, para todo n € N, e todos estados iy,io,--+ em S,

temos:
P<Xn - in|Xn71 - inflean = in727 te 7X1 = Zl) = P(Xn = Z.nl—Xvnfl - infl)

Um processo a tempo discreto {Xy}ren, com espago de estados enumerdvel, que

satisfaz a propriedade de Markov é chamado Cadeia de Markov.

Este tipo de Processo Estocastico é também chamado de processo sem memoria,
uma vez que o passado é “esquecido”(desprezado).
As probabilidades condicionais P(X,1 = j|X,, = i) sd@o denominadas probabili-

dades de transigao e representam, portanto, a probabilidade do processo estar no
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estado 7 no tempo n + 1 dado que estd no estado ¢ no tempo n. Uma pergunta que
surge naturalmente é se estas probabilidades dependem do tempo em que a transicao
do estado i para j acontece. Se essas probabilidades independem do tempo em que o
passo esta sendo dado dizemos que a cadeia de Markov é homogénea, caso contrario,

temos uma cadeia de Markov nao-homogénea.

2.1 Cadeias de Markov Homogénea

Definicao 2.1.1. Uma Cadeia de Markov é homogénea ou estaciondria no tempo se
a probabilidade de ir de um estado a outro € independente do tempo em que o passo €

dado. Isto €, para todos os estados 1,j € S, temos:
P(Xn = j|Xn—l = 7/) = P(Xn+k = j‘Xn—Hc—l = Z)

para k=—(n—1),—(n—2),---,=1,0,1,2,---.Por outro lado, se a condi¢ao de esta-

cionariedade falha, entdo a Cadeia € dita nao homogénea ou nao-estaciondria.

Dada uma cadeia de Markov homogénea com espago de estados S = {1,2,...,n}
podemos organizar as probabilidades p;; numa matriz de n x n onde p;; ocupa a i-ésima
linha e a j-ésima coluna desta matriz. Esta matriz P = (p;;) é chamada de matriz de

transicao de probabilidade da cadeia.

P11 P12 - DPin
p— D21 P22 -+ Don
| Pn1 Pn2 - Dnn ]

Esta matriz de transicao tem as seguintes propriedades:
(i) Todas as entradas sdo nao negativas.
(ii) A soma das entradas em cada linha é um.

A matriz de transicao contém toda informacao necessaria para descrever o movimento

da cadeia ao longo dos estados em S.
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De maneira geral, se queremos as probabilidades de transicao de n passos, essas
probabilidades sao dadas pela matriz P™, onde os elementos de P" sao denotados por
Py = P(Xnsr = jIXe = ).

Se estamos interessados em saber onde o processo esta num tempo particular, de-
vemos primeiro saber onde o processo comeca.

Definicao 2.1.2. Um vetor f© = (fl(o),féo),...,fy(lo)) dado por uma distribuicao de

probabilidade sobre os estados, € dito um vetor inicial se,
f@'(O) =P(Xo=1i)>0,¢ 2?21 fz'(O) =

Com a matriz de transicao e o vetor inicial em maos podemos calcular qualquer

probabilidade sobre as varidveis do processo,

P(X, = j) = (f*P");

De maneira geral se queremos a distribui¢ao de onde o processo esta depois de n

passos, dado que o vetor inicial foi f(9), simplesmente encontre,
f(") — f(O) pr

. onde o j-ésimo elemento de f™ é dado por f](n) = P(X, =7).
Uma ferramenta muito util no estudo das cadeias de Markov é a equacao de
Chapman-Kolmogorov.

Teorema 2.1.1. (Chapman-Kolmogorov) Para todos os inteiros nao-negativos m e l

temos:

m 1)
+ szk pk]' (21)

kesS

2.1.1 Classificacao de Estados

Definicao 2.1.3. Sejam i e j € S. Um estado j diz-se acessivel a partir do estado 1

(i — j), se do estado i eu consigo atingir o estado j, ou seja, In € N tal que pj; > 0.
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Definicao 2.1.4. Dizemos que i e j se comunicam sei — j e j — i, ou seja, 3n € N
tal que p; >0 e 3k € N tal quepé?i > 0.

Definicao 2.1.5. Quando todos os estados da cadeia se comunicam dizemos que a

cadeia € 1rredutivel.

Definicao 2.1.6. Definimos o periodo de um estado como sendo,

d(i) = mde{n > 1; pi; > 0}. (2.2)
Se d(i) = 1, dizemos que i € aperiodico.
Proposigao 2.1.1. i < j < d(i) = d(j).

Pela proposi¢ao (2.1.1), podemos concluir que se uma cadeia é irredutivel ela é

aperiddica ou todos os estados desta cadeia tem o mesmo periodo.

Definicao 2.1.7. Definimos o tempo da primeira visita do processo ao estado j como
sendo,
7; =inf{n > 1; X,, = j}. (2.3)

Definicao 2.1.8. O numero de visitas do processo ao estado j € dado por,
n=1

onde 1;(X,) =1 se X,, = j, e zero caso contrdrio.

Definicao 2.1.9. Para quaisquer i,j € S, a probabilidade de que partindo do estado

i, a primeira visita do processo ao estado j se dé no passo n é dada por,
™ — p(X, =j X o Xy A ] X = 2.5
fz” - ( n=J n—l%]a'”? 1#]’ 0_Z>‘ ()

Definicao 2.1.10. Para quaisquer i,j € S, a probabilidade de que partindo do estado

1, a primeira visita do processo ao estado j se dé em um tempo finito é dada por,
n=1

Definicao 2.1.11. Dizemos que um estado j é:

(i) Recorrente se f;; =1
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(11) Transiente se fj; < 1.
Definicao 2.1.12. Se pjl-j =1, chamamos j de estado absorvente.
Teorema 2.1.2. Seja j € S,

(i) j € recorrente < " | pi; = +00

(i) j € transiente < " | pf; < 400.
Corolario 2.1.1. Seja j € S,

(i) j € recorrente < E;(v(j)) = +00

(ii) j € transiente < E;(v(j)) = 1?—}3”
Corolario 2.1.2. i € recorrente e © <> j = j € recorrente.
Corolério 2.1.3. Se j € transiente entao P;(v(j) < +00) =1 e Ei(v(j)) = T
Observacao 2.1.1. Note que, se j € transiente,

Jij

Ei(v(5)) :Zp% =1o7 < oo:>7}Lr£10p§} —0
n=1 27

, pois a Série € convergente.

Se { X, }nen é uma Cadeia de Markov com espaco de estados finito, entdo podemos

garantir que pelo menos um estado ¢é recorrente?

Note que, se todas a entradas forem transientes,

i 3k =1 £ 3 =
i=1 i=1

, que é uma contradicao, portanto podemos garantir que pelo menos um estado é

recorrente.

Definicao 2.1.13. Definimos o tempo médio de recorréncia, ou seja, de quantos passos

serao necessarios em média para retornar a j como sendo,

o0

= E(r;) => nf.

n=1
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Definicao 2.1.14. Seja j recorrente,
(1) pj = E(1;) < 00 = j € recorrente positivo
(i1) p; = E(1;) = 00 = j € recorrente nulo.

Teorema 2.1.3. Seja j € S recorrente, aperiodico e i € S tal que i < j entao,

: n _ 1 —
limy, oo P} = oS¢ Hj < 00 € zero se i = 0.

Visto o Teorema 2.1.3 podemos concluir que, se temos uma cadeia de Markov,

irredutivel, aperiédica e recorrente positiva, entao,

. n
lzmn—wopij =
Hj

Corolario 2.1.4. Toda cadeia irredutivel e finita é recorrente positiva.

2.1.2 Ergodicidade da Cadeia

Para encontrarmos o valor do lim,, . pj; precisamos do valor p; = yoen f](;l), nem
sempre isso é facil ou possivel de calcular.
Definicao 2.1.15. Seja P uma matriz de transicio de uma cadeia de Markov. Se

para todo j € S temos que lim, .o p;; = 7; existe independentemente de i € S e

Y ics ™ = 1, entdo dizemos que a cadeia € ergddica.

Para n grande, a probabilidade P(X,, = j) estd préxima a um valor 7;, é como se
a cadeia tivesse entrado em equilibrio. Por isso {7;;j € S} é chamada distribuicao de
equilibrio ou distribuicao limite de cadeia.

Definigao 2.1.16. Uma distribuicao {m;,j > 0} € dita ser estaciondria para a cadeia

de Markov com matriz de transi¢ao P = (p;j)ijes, S ={1,2,3,...} se,

Ty = E TPy

leS
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para todo j. Em forma matricial,
T=7nP=(nP)P=aP*=nP= ...

Assim, m = nP™ ¥n € N.

Teorema 2.1.4. Seja { X, }n>0 uma cadeia de Markov, irredutivel, aperiddica e recor-
rente positiva. Entao {X,}n>o tem uma tnica distribuicao estaciondria ™ dada por

r— L

. , . . .
i = Vj €S, onde os m;’s satisfazem a sequintes condigoes:

>0, Zjesﬂjzl e M= cgTiij, YV JES.

Corolario 2.1.5. Toda cadeia de Markov homogénea irredutivel, aperiodica com espaco

de estados finito € convergente.

Teorema 2.1.5. Considere uma matriz estocdstica P de ordem n X n com a decom-
-~ * Pl s, - s, -
posicao P* = o T onde Py € matriz ny X ny e T € matriz ny X ny. Suponha
também que
i) Py € irredutivel e aperiddica.

i) Zzozlpfj < 00 para todo i € Cy, onde Cy = {ny +1,n1 + 2,....,n1 + na}.

Entdo a matriz P € ergodica, mais ainda

k—o0

lim pf =4 %€ jed{l,2,..,n}
7] 0 se je 02

O Lema 2.1.1 pode ser visto com detalhe em Pasturczak (2006).

Lema 2.1.1. No teorema 2.1.5 podemos substituir a hipdtese ii) pela condigdo

i*) >0 se 1€y, €]
21 i = . .
Pig 0 se 1€Cy,jely

onde Cy ={1,2,...m} e Co ={ny +1,...,n1 + na}.



2.2 Cadeias de Markov Nao-Homogénea 12

2.2 Cadeias de Markov Nao-Homogénea

2.2.1 Tipos de Comportamento Ergoédico

Uma cadeia de Markov ndo-homogénea é descrita por um vetor inicial f© e uma
sequéncia de matrizes de transigao { Py} ;.

Definicao 2.2.1. Seja Py, P, ... matrizes de transicao de uma cadeia de Markov nao-

homogénea com vetor inicial f©. Definimos:

fO = fO s« P s Pyx .. x P, e f0R) = fO P % Piox...x P

Definimos o j-ésimo elemento de f*) por f;k) = P(Xy = j) e define-se o (i,j)-
ésimo elemento de P™*) = P\ % P, .o % ... % P, por pgg'@’k) = P(Xy = j|Xm = 1).
Analogamente para ¢g®), g™k ¢ gj(-m’k) quando usamos ¢(® como o vetor inicial.

Estamos interessados em estudar o comportamento de f*) e ™k quando k — oo.
E possivel que o vetor f*) convirja para o mesmo vetor ¢, independente do vetor inicial
utilizado, isto é, o limite do vetor existe independentemente da escolha do vetor inicial.
Quando isso ocorre, f%), para k grande, nos dé pouca ou nenhuma informacio sobre
O isto é, o efeito do vetor inicial é perdido com o tempo. Esta perda de informacao
sobre f©, é conhecida como perda de meméria. Quando limy_. ™ = ¢, para todo
m, independentemente de f(© temos convergéncia e perda de memoria e diremos que
a cadeia é fortemente ergddica. Por outro lado, a cadeia é dita fracamente ergddica, se
tiver perda de memoria em relacao a distribuicao inicial, ou seja, o efeito da distribuicao
inicial perde-se de modo que f*) e ¢*) estd em algum sentido préximo, mas nao
necessariamente existe uma convergéncia de f* nem de ¢,

Como estamos trabalhando com convergéncia, precisamos de uma ferramenta que
permita medir esta aproximagao, para isso definimos as normas que serao utilizadas

neste trabalho.

Definigao 2.2.2. Se f = (f1, fa2,...) € um vetor, definimos a norma de f, por:

I171=">" 15
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E se A= (a;;) € uma matriz quadrada, definimos a norma de A como:

o0
JA]| = sup Y ay]
(2 j:1

Agora estamos aptos a formalizar os conceitos de convergéncia forte e fraca.

Definicao 2.2.3. uma cadeia de Markov nao homogénea é chamada de fracamente

ergodica se para todo m

lim sup Hf(m’k) — g(m’k)” =0. (2.8)
k=00 £(0) 4(0)

Definicao 2.2.4. A cadeia de Markov nao-homogénea é chamada de fortemente
ergddica se existir um vetor ¢ = (q1,qs, ...), onde ||q|| =1 e q >0, parai =1,2,3, ...

tal que para todo m

lim sup Hf(m’k) — qH = 0. (2.9)
k—o0 £(0)

Observagao 2.2.1. A norma utilizada € mais restritiva que a convergéncia coordenada
f(m7n) .

(mm)| — 0 ou lim,, oo ‘ ; i

a coordenada. Nao € suficiente terlim,,_ o fi(m’n) — Y

0 (isto €, convergéncia coordenada a coordenada). A fim de ter ergodicidade fraca ou
forte, € necessdrio ter:

lim |7 — g™ =0 (2.10)
=1
lim A" — g =0. (2.11)

Exemplo 1. Seja f™ = (1/n,1/n,...,1/n,0,0,...), onde as primeiras n coorde-

n

nadas de f(™ sdo 1/n, note que lim,,_, fi(”) = 0 para todo 7, o limite que f™ é o vetor

nulo. Entretanto, || f™ — ng = 1 para todo n, onde ¢ = (0,0,0,...). Assim {f(™} nao

converge em norma para o vetor nulo. 0
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Geralmente ¢ bastante dificil mostrar diretamente das defini¢oes que a cadeia é
ergddica fraca ou forte. A principal dificuldade decorre de considerar o supremo sobre
todos os possiveis vetores iniciais. Os seguintes exemplos foram criados para contornar
esta dificuldade, e ilustram bastante esses dois tipos de comportamento ergddico.

Exemplo 2. Seja {X,,} uma cadeia de Markov com matrizes de transicao,

1 1
L= 2n—1 2n—1
P2n—1 =
1 1
1 2n—1 2n—1
1 1
wm 1=
PQn =
1 1
2n 1 2n
para n = 1,2, ..., note que, para qualquer vetor inicial f(*), temos

f(m’k) = (1 - %7 %)7 se k ¢é fmpar,

= (3,1 — 1) se k for par

Assim a cadeia é fracamente ergédica mas nao fortemente ergddica. 0

Exemplo 3. Seja {X,,} uma cadeia de Markov com matrizes de transigao

1 1 1 1

2 n+l 2 + n+1
P, =

1 1 1 1

2 n+1 2 + n+1

para n = 1,2, ... para qualquer vetor inicial temos

f = (G — 5.5+ 79) — (5,3), para k — oc.

pois a multiplicacao de duas matrizes constante é uma matriz constante.

Note que,
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= lim

= lim <
k—o0

lim supr qH = lim 1 L (L1
k—oo f(o) k—oo 2 1 + k 2 k + 1 27 2
IS zm)H

1
‘_k+1 ‘k+1)

k—oo

Assim a cadeia é fortemente ergddica. OJ

2.2.2 Coeficiente Ergddico

A fim de estudar a ergodicidade fraca introduzimos o coeficiente ergddico.

Definicao 2.2.5. Seja P uma matriz estocdstica. O coeficiente ergodico de P, deno-

tado por a(P), € definido por,

a(P)=1- sulcl) Z[pij — pij] T (2.12)
-

onde [pi; — pr;]™ = max(0, pi; — prj)-
Lema 2.2.1. O coeficiente ergodico satisfaz as sequintes condicoes:

(i) 0< a(P) <1

(it) a(P) =1 = (3)sup; 352, [pij — pal

Lema 2.2.2. Seja P uma matriz estocdstica. Entao:

a(P) = 1nf Z min(p;;, pr;)

7j=1
Na pratica usamos o chamado coeficiente ¢ de Dobrushin . Dado por:

d(P)=1—a(P)
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Da Definicao 2.2.5 e dos Lemas 2.2.1 e 2.2.2, temos que o coeficiente 9 satisfaz

8(P) = sup Y [pi; — iyt
ik j=1
1 o0
= 5 supz |pij - pkj|
ik
= 1—inf ) min(pij, pr;)-

i7k .
J=1

Na primeira igualdade acima vem que o coeficiente §(P) mede a menor distancia
entre todas as linhas de uma matriz P. Se §(P) = 0 significa que P possui todas as
linhas iguais, ou seja, p;; = pi; Vi, k,j € S.

Veremos entao que d nao é usado para medir o quao proximo a matriz esta de zero,
mas ¢ o bastante para medir o quao proximo uma matriz nao-negativa estd de uma
matriz constante. Veremos que { P, } é fracamente ergédica se e somente se P, P, 11... P,

é proximo de uma matriz constante para n grande e § serd usado para medir com
exatidao.

Lema 2.2.3. Se P e () sao matrizes estocdsticas, entao

§(QP) < 6(Q)o(P)

Exemplo 4. Encontre 6(P), §(Q), 6(PQ), 6(QP) e ||Q — P|| onde

0
e@=1|5
3

SO NN

.6
0
3

s

Il
N
o ot w
S o oo

d(P)=1—1nf; Z?Zl min(p;;, pr;j)
Note que,
parai=1ek = 2 temos: min(0.1,0)+min(0.3,0.5)+min(0.6,0.5) = 0+0.340.5 =

0.8
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parat=1e k = 3 temos: 0.140.3+0=0.4
para ¢ =2 e k = 3 temos: 0+0.54+0=0.5
Assim, N
iil,lkf min(p;;, prj) = inf(0.8,0.4,0.5) = 0.4

j=1
Portanto,

§(P)=1-04=06

Analogamente encontramos §(Q) = 0.6, 6(PQ) = 0.12 e 6(QP) = 0.35 onde

24 56 .20 33 43 24
QP=1| .05 40 55 | e PQ=| 40 .45 .15
15 .47 .38 30 .46 .24

E importante observar que a desigualdade do Lema 2.2.3 ¢ satisfeita.

Sendo A = P — @) a matriz

—-0.1 0.1 0
A= 05 0 —0.5
—-0.1 —0.2 0.3

Temos,

3
1P = Qll = [|A]l = sup ) |ay| =1
(2 ]:1

Lema 2.2.4. Se P ¢ uma matriz estocdstica e se R € alguma matriz onde 220:1 i, =0

para todo i e |R|| < oo, entao

IRP] < |R]|6(P)

E bom observar que a ordenacao das matrizes R e P do Lema 2.2.4 é crucial. O
proximo exemplo mostra que se a matriz, R, com a soma das linhas iguais a zero nao
¢é a esquerda, entao a desigualdade pode falhar.

Exemplo 5. Sejam as matrizes R e P definidas a seguir
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1
PR = ,R|| =2,0(P)=0c¢||PR| = 2. Dessa forma a desigualdade do
1 1

lema anterior nao é satisfeita.
Lema 2.2.5. Para quaisquer que sejam as matrizes A e B, a sequinte inequacdo €
valida

IAB| < [|A[l || Bll

2.2.3 Ergodicidade Fraca

Nesta secao veremos alguns teoremas em que o coeficiente ergédico e a norma sao
usados para garantir a ergodicidade fraca da cadeia. Em muitos casos a utilizacao de

um desses teoremas sera mais facil que a definicao original.

Teorema 2.2.1. Uma cadeia de Markov nao-homogénea é fracamente ergodica se, e

somente se, para todo m, §(P™*) — 0 quando k — oo.

No uso do Teorema 2.2.1 para estabelecer ergodicidade fraca, por vezes é conveniente
usar o Lema 2.2.3, isto é, desde que §(PU™R) < H?:m-ﬂ d(P;) é suficiente mostrar que
esse produto vai para zero para todo m.

Exemplo 6. Seja {X,} uma cadeia de Markov ndo-homogénea com matrizes de

transicao definidas por

1 3 .6 0 4 6
Py 1=10 5 5|eP,=|5 5 0 | paratodon=1,2,3...
4 6 0 3 4 3

Note que 0(Py,—1) = 0.6 e §(FPa,) = 0.6. Assim,
S(PmR)) < H?:mﬂ I(P;) = H?:m—&-l 0.6 = (0.6)* ™1 — 0 quando k — oo, por-

tanto §(P™*) — 0 quando k — oo e dizemos que a cadeia é fraca ergddica. O
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Em algumas situagoes é preciso ter bastante cuidado na hora da utilizacao dessa
simplificagao, como pode ser observado no exemplo a seguir.

Exemplo 7. Seja {X,,} uma cadeia de Markov ndo homogénea com matrizes de

transicao
0 1/2 1/2 0 1 0
Ppoa=11 0 0 |,ePyu=1|1/2 0 1/2 | paratodon =1,2,3...
1 0 0 0 1 0

Note que 0(Py,—1) =1 e §(Pa,) = 1. Assim

k
s(PmRy < [ (P =111.1=1

j=m+1

Dessa forma nao podemos dizer que a cadeia é fracamente ergddica. Por outro lado,

[0 12 12 0 1 0
PPy =PPy=.. =Py 1Py = 1 0 0 1/2 0 1/2
1 0 0 0 1 0

[ 14 12 14

= 0 1 0

I 0 1 0

Assim 6(P2n—1-P2n) = ]_/2

1, =—m)
5(p"™M) < 6(Prni1 Pany2)0(PongsPrnya) .6 (Poo1 Pr) = (§)T

Logo 6(P™*) — 0 quando k — 0o e consequentemente a cadeia é fracamente
ergbdica embora H?:erl d(P;) =1 para todo m e k. O
Vimos no Exemplo 7 que o limite utilizado em §(P™*)) pode as vezes ser obtido
ao encontrar o coeficiente delta de blocos de produtos de matrizes de transicao. Isso

estd descrito no seguinte



2.2 Cadeias de Markov Nao-Homogénea 20

Teorema 2.2.2. Seja {X,} uma cadeia de Markov nao-homogénea com matrizes de
transicao {P,}°2 ;. A cadeia {X,} € fracamente ergddica, se e somente se, existe uma

subdivisao de Py Py Ps... em blocos de matrizes

[Py Py... P, )[Pay+1Pay 420 Pay) - [Pay1 Py yo.. P

)

tal que

Z a(Pnimi)) = oo

=0

onde ng =0

2.2.4 Ergodicidade Forte

Assim como no caso da ergodicidade fraca, geralmente nao é facil mostrar que
uma cadeia de Markov nao-homogénea é fortemente ergédica diretamente da definicao.
Nesta secao apresentaremos teoremas que dao condigoes suficientes para uma cadeia
ser fortemente ergdédica. Em muitos casos o uso desses teoremas é mais facil que o uso
da definicao.

Teorema 2.2.3. Uma cadeia de Markov com matrizes de transi¢io {P,} é fortemente

ergodica se e somente se, existir uma matriz constante, @), tal que para todo m

lim [|[PU™M — Q| =0

k—o00

Teorema 2.2.4. Seja {P,} uma sequéncia de matrizes de transi¢ao correspondentes a
uma cadeia de Markov nao-homogénea fracamente ergodica, e assuma que para todo n

existe uma probabilidade m, = (7,(j));es tal que m, = m, P, e que

(o]
Z |mi = mj1a]l < oo
j=1

. Entdo a cadeia € fortemente ergodica.

Coroléario 2.2.1. Seja P uma matriz de transi¢ao de uma cadeia de Markov homogénea

tal que m = wP. Se a cadeia € fracamente ergodica, entao é fortemente ergodica.
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Pelo Corolario 2.2.1 fica explicado por que nao temos os conceitos de fraca e forte
ergodicidade caso homogéneo. E impossivel que uma cadeia homogénea seja ergddica
fraca sem ser ergddica forte, isto é, é impossivel para cadeia homogénea perder a
memoria sem convergir.

Os resultados a seguir serao usados no estudo da convergéncia do algoritmo Simulated
Annealing.

Lema 2.2.6. Se {P,},>1 € uma sequéncia de matrizes estocdsticas tal que || P, — P|| —

0 quando n — oo, entao para cada inteiro positivo k,

||Pn+1Pn+2...Pn+k — PkH — 0  quando n — oo.

Teorema 2.2.5. Seja uma sequéncia de matrizes estocdsticas { Py, }n>1, tais que lim, ., P, =

P, com P ergddica, entdo

lim P P...P, = onde Q= lim P"

n—oo n—oo



Capitulo 3

Modelagem do Algoritmo Genético
por Cadeias de Markov

3.1 O Algoritmo Genético

A ideia dos Algoritmos Genéticos vem de uma analogia feita por Holand (1975)
com processos naturais de sele¢ao, nos quais, individuos com caracteristicas genéticas
melhores tém maiores chances de sobrevivéncia, enquanto individuos menos aptos ten-
dem a desaparecer. Na natureza, ha o processo de cruzamento, onde os individuos
sobreviventes passarao para os seus descendentes suas caracteristicas genéticas, que
por sua vez terao chances de sairem também vencedores. Por outro lado, novos indivi-
duos poderao surgir através do processo de mutagao, o qual a natureza insere material
genético diferente. Se este ser que sofreu mutagao estiver tao ou mais capacitado a so-
brevivéncia quanto os atuais, tera grande chances de sobrevivéncia no futuro processo
de selecao.

Os Algoritmos Genéticos tentam simular este processo natural da seguinte maneira:
temos uma fungao f : Q — R positiva (chamada funcao objetivo) da qual queremos
encontrar seu(s) ponto(s) de 6timo (méximo). Q é discretizado, ou seja, é criado uma
malha de pontos de € que é chamado espaco de busca. Assim a solucao serd procurada
neste espago de busca. Quanto mais precisao se desejar, mais pontos a malha tera. Cada

ponto desta malha (chamado de cromossomo) é um candidato ao ponto de 6timo. A

22



3.1 O Algoritmo Genético 23

quantidade de pontos desta malha geralmente é uma poténcia de 2 possibilitando que
na enumeracao dos pontos da malha cada ponto seja escrito em forma bindria. Cada
bit (0 ou 1) é chamado de gene. Um cromossomo é mais apto que outro se sua imagem
pela f for maior.

A ideia entao é comegar com um conjunto de pontos gerados aleatoriamente (chamada
de populacdo inicial) e utilizar a fungao objetivo f na etapa de selecdo para “melho-
rar” a populagao inicial. Logo depois na etapa de cruzamento haverd troca de bits
entre pares de cromossomos escolhidos segundo uma probabilidade (probabilidade de
cruzamento). Finalmente temos a etapa de mutacao onde bits poderdo ser trocados
segundo uma probabilidade (probabilidade de mutagao). Depois destas trés etapas te-
remos uma nova populagao de mesmo tamanho que a inicial que passara pelas mesmas
etapas gerando novas populagoes.

O Algoritmo Genético que iremos tratar é o descrito por Goldberg (1989) conhecido
como Simple Genetic Algorithm.

0 0 0,

Resumindo, o Algoritmo Genético inicia sua busca com uma populagao, (s3, 9, ...,

ey Sy
geralmente aleatoriamente escolhida, a qual é chamada de populacao inicial. A seguir

cria uma populacao (st sbt, . st

50y On

) no tempo ¢ + 1 a partir de uma populac¢do no
tempo t. Para atingir esse objetivo, os individuos da populacao do tempo ¢ passam
pelas fases de selecao, cruzamento e mutacao. Ao fim dessas operacoes é gerada a
populacao no tempo t + 1, a qual espera-se que seja “melhor”, no sentido de ter pontos
com a imagens maiores que as imagens da populacao anterior. Esse procedimento se
repete até que um critério de parada seja satisfeito. O algoritmo a seguir mostra o

mecanismo completo.

Algoritmo Genético Simples {
Definindo {
funcédo objetivo
formagdo do individuo e tamanho da populacgdo
probabilidade dos operadores

}

Inicializar populacdo aleatédria
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Enquanto n&o alcangar critério de convergéncia faga{
executar selecgdo
executar cruzamento e mutagdo

}

3.2 Modelagem do Algoritmo Genético por cadeias
de Markov

Nesta secao modelaremos o algoritmo genético por cadeias de Markov. Vimos na
secao anterior que a populagao seguinte é gerada levando em conta apenas a anterior.
Vimos no capitulo anterior que a propriedade de Markov diz exatamente isso, ou seja,
um processo em que o presente so depende do passado mais proximo. Desta forma seria
natural considerar uma cadeia de Markov em que o espaco de estados sejam todas as

possiveis populagoes.

3.2.1 Inicializacao

Consideremos f : 0 — R uma fungao objetivo a qual queremos minimizar (ou
maximizar), e consideremos ) um subconjunto limitado de R" da seguinte forma:
[a1, by] X [ag, bo] X ... X[ay, b,]. Dada a precisao desejada, os intervalos [a;, b;],i = 1,2, ....,n
sao particionados em 2! partes iguais. Com isso temos que uma malha de 2 pontos é
gerada.

Cada cromossomo (individuo) serd formado por vetores nl dimensionais, cada en-

trada desses vetores é 0 ou 1, ou seja, um vetor de representacao binaria,

S ={(x1, 29, ....,xn);x; € {0,1}}

Para ilustrar esta etapa, consideremos o problema de maximizacao da funcao f :
[—2,4] x [-2,4] — R dada por:

1

foy) = ave e
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Tomando [ = 4, os intervalos ([—2,4]) serdo particionados em 2% = 16 partes iguais,

assim temos r(zr) = Tmar—tmin ¢ p(y) = Ymartmin a5 distancias entre os pontos, neste

4-(-2) _

5 0.4, e os intervalos serao particionados como ilustrado na

caso () = r(y) =

Figura 3.1.

[ I I T T T I I I I I I I I I ]
-20 -16 -1.2-0.8 -0.4 -00 04 08 1.2 1.6 20 24 28 3.2 3.6 4.0

-2.0 — 0000
-1.6— 0001
-1.2— 0010

3.2—1101
3.6—1110
4.0—1111

Figura 3.1: intervalo [-2,4] particionado

Assim uma malha de 2™ = 2% = 256 pontos é gerada, veja Figura 3.2. Por
exemplo o ponto 00100100 representa o ponto (—1.2(0010), —0.4(0100)). Considere
S ={(x1,22,....,28);x; € {0,1},i = 1,2, ..., 8}, ou seja, o conjunto de todos os possiveis
pontos da malha.

A populagao inicial bem como todas as outras sao compostas por k individuos. O

espaco de estados da cadeia de Markov é definido como,

St ={(, ¥z -y)ivi € S,i=1,..., k}. (3.1)

Suponha a populagao inicial com 5 individuos:
C; 10011000
Cy 01100101
Cs 00001101
C, 01100110
Cs 01010101

O proximo passo serd o calculo da imagem pela fungao objetivo de cada ponto
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4.0

2 ¢ (10011000)=(1.6,1.2)

» (01100101)=(0.4,0.0)

o ,(00001101)=(-2.0,3.2)

(11110000)=(4,-2)
dimensdo nl=8

Figura 3.2: 256 pontos nl dimensionais

desses.
Para calcular o valor da funcao f nesses pontos, devemos converter primeiro estes
vetores binarios em seus valores reais, ou seja, cada vetor representa um par ordenado

que sera encontrado da seguinte maneira:
C; = [bl_l...bgblboal_l...agalao] a;,b; € {0, 1}
_ =17 o — =1 o
T=Y,,b2 e y=> 502"

Feito isso, deve-se calcular o valor de z e y reais dentro da regides [Tmin, Tmaz| €

[Yrmins Ymaz |, através das seguintes equagoes,
T = Tmin +T.7(T) € Y = Ymin + 71 (y).

Calculemos o valor da funcao para o cromossomo C; = 10011000 da populacao

criada anteriormente.
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Passando para base 10, temos
T=1x24+0x224+0x21+1x2°=9
P=1x24+0x224+0x21+0x2°=8

Os valores reais de x,y € [—2, 4], sdo dados por:
r=-24+9x04=16
y=—-24+8x04=12
Dai temos,
¢y =(1.6,1.2)
E o valor da funcao de objetivo é
f(1.6,1.2) = 0.232

Fazendo isso para cada cromossomo temos,

Tabela 3.1: Fungao de Objetivo
Individuo C; (x,y) f(z,y)
C; 10011000 (1.6,1.2)  0.232
Cy 01100101  (0.4,0.0)  2.173
C3 00001101 (—2.0,3.2) 0.068
Cy 01100110 (0.4,0.4)  1.612
Cs 01010101  (0.0,0.0)  3.333

3.2.2 Operacgao Selecao

Existem varios critérios de selecao dos individuos para compor a nova populacao.

Dentre eles um dos mais usados é o da “roleta”, o qual os individuos tem uma probabi-

lidade de ser selecionado proporcional ao valor de sua imagem pela f, ou seja, o valor

da funcao no ponto sobre o somatoério do valor da fungao em todos os outros pontos

da populagao f(C;)/ Z?:l f(Cy).

Para visualizar este método, considere uma pizza dividida em k fatias (tamanho

da populagao), onde cada fatia é proporcional ao valor da imagem do individuo pela

f, veja Figura 3.3 . Depois de calculada o tamanho de todas as fatias a roleta é
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girada (um valor r, uniformemente distribuido no intervalo [0, 1] é gerado) tantas vezes
quanto for o tamanho da populagdo. A cada giro, um tnico individuo é escolhido,
aquele correspondente a fatia em que a roleta parou.

Agora vamos aplicar a operagao de selecao na populagao inicial, onde cada individuo
tem uma probabilidade de ser selecionado proporcional a sua imagem pela funcao

objetivo, como ilustrado na tabela 3.2

Tabela 3.2: Tabela de Selecao
Individuo C; (z,y)  flzy) f(C)) >0, F(C)

Cy; 10011000  (1.6,1.2)  0.232 0.031
C, 01100101  (0.4,0.0)  2.173 0.292
C3 00001101 (—2.0,3.2) 0.068 0.009
C, 01100110 (0.4,0.4) 1.612 0.218
C5 01010101  (0.0,0.0)  3.333 0.450

3,10%

mCy
mCy
mCy
mey
mCy

Figura 3.3: Roleta

Note que os individuos que possuem maior area terao maior probabilidade de serem

escolhidos varias vezes para compor a nova populacao,

0 0.031 0.3230.332 0.55 1

Figura 3.4: Individuos distribuidos proporcionalmente a sua funcao de adaptacao

Para ilustrar isso, suponha que foram gerados os seguintes nimeros aleatorios,
r1 = 0.61, como 0.55 < r; < 1, seleciona C'

ry = 0,008, como 0.031 < ry < 0.323, seleciona Cs
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r3 = 0.47, como 0.0332 < r3 < 0.55, seleciona Cj
ry = 0.80, como 0.55 < ry < 1, seleciona Cf
r5 = 0.34, como 0.332 < r5 < 0.55, seleciona Cy
Depois desta etapa, os cromossomos da nova populacao serao

C7 01010101

% 01100101

201100110
¢, 01010101
C% 01100110

Dada uma populagao Y = (y1, ¥, ..., yx) entdo, a probabilidade do algoritmo gerar

a populagao X = (z1, xa, ..., xx) apos a selecao é,

R CESLY) oy 77 18 w7

onde [{yl,y%,,yk}(xi) = 1 se x; for um cromossomo da populacao anterior e zero caso

contrario, e a; = Z;L:1 I, (x;) é a quantidade de vezes em que x; aparece na populacao

inicial.

3.2.3 Operacao Cruzamento

O cruzamento permite a troca de material genético entre os individuos da popu-
lacdo. A quantidade de cromossomos a ser submetida ao processo de cruzamento é
definida através da probabilidade de cruzamento p. € [0, 1], especificada pelo usudrio.
A escolha é feita gerando ntimeros aleatérios r; € (0,1), 1 = 1,..., k, se r; < p. o indi-
viduo 7 é escolhido para o cruzamento. Os individuos selecionados para o cruzamento
sao chamados de pais.

Existem varias maneiras de se proceder este cruzamento, neste trabalho estaremos
usando o seguinte procedimento: o primeiro selecionado iré cruzar com o segundo, o

terceiro com o quarto, e assim até que tenhamos [s/2] pares, onde [.| é o menor inteiro
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e s é a quantidade de individuos selecionados.
Seja p. = 0.30 a probabilidade de cruzamento. E considere que foram gerados os
seguintes nimeros aleatorios,
ry = 0.50 = r; > p., nao seleciona C]
ro = 0.17 = 79 < p,, seleciona C}
ry = 0.40 = 73 > p,, nao seleciona C%
ry = 0.20 = r4 < p,, seleciona C

rs = 0.23 = 15 < p., seleciona Cf

Para cada par de individuos escolhidos para o cruzamento, é gerado um ponto de
corte, ou seja, um ponto que nos darda quantos bits serao trocados nesta etapa. Em
um cromossomo de tamanho nl o ponto de corte sera escolhido entre 1 e nl — 1. A
partir desse ponto as informagoes genéticas dos pais serao trocadas, dando origem aos

descendentes (filhos), como ilustrado na Figura 3.5.

Pais Filhos
(Lol N ([0 + I

Figura 3.5: Cruzamento

Sendo que, foram selecionados para o cruzamento os cromossomos C5, Cy e Ci.
zara indivi .

Temos que cruzarao apenas os individuos C) e Cj. Para gerar o ponto de corte do

cruzamento, geramos um numero aleatorio ¢ entre 1 e nl — 1. Os passos para fazer isso

sao 0s seguintes

t = floor(runif(1,1,nl))

onde no R, floor é o maior inteiro e runif(1,1,nl) gera um nimero aleatéria ente 1 e
nl

Sejat =05

Dai,
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¢ 01100[110
C! 01010]101
trocando os genes (bits), tem-se:
C7 01100101
C” 01010110

Assim, apés a etapa de cruzamento, a populagao é dada por:
C7 01010101
CY 01100101
C} 01100110
¢ 01010110
C% 01100110

O ponto de quebra sendo o mesmo para todos os pares, cada par de filhos tem uma

probabilidade de ocorréncia de
1

(nl —1)

3.2.4 Mutacao

A mutacao opera independentemente em cada bit do individuo da populacao através
de uma probabilidade p,, € [0, 1] chamada probabilidade de mutagcao .

Para aplicar o operador de mutacao, é necessario gerar k x nl = 40 nimeros
aleatérios r € [0,1]. Seja p,, = 0.01 a probabilidade de mutagao, se r; for menor
que p,,, sera feita a mutacao no bit correspondente.

Considere que foram gerados 40 niimeros aleatérios r € [0, 1] e que dois tiveram
probabilidades menores que p,,. Foram os seguintes:
ri3 = 0.009 < p,,
r39 = 0.0025 < pyy,
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Considerando a populagao atual e pensando na organizacao da populagao em um
vetor da forma C7,CY, C%, C},' Ct onde o primeiro bit serd o primeiro bit de C] no caso
0. O oitavo elemento serd o oitavo elemento de C] no caso 1, o nono bit serd o primeiro

" : : _
elemento de Cj no caso 0, e assim sucessivamente, temos:
C7 01010101

Cr 0110_0 101
~—

bitl3
C} 01100110

C/ 01010110
!
¢ 011001_1 0

bit39

Submetendo os bits 13 e 39 ao processo de mutacao, tém-se:
C7 01010101
CY 01101101
C% 01100110
¢ 01010110
C% 01100100

Concluindo a geracao do algoritmo,

Tabela 3.3: Fung¢ao de Adaptacao
Individuo C; (x,y) flz,y)
C7 01010101  (0.0,0.0)  3.333
Cy 01101101  (0.4,3.2)  0.093
C% 01100110  (0.4,0.4) 1.612
¢y 01010110 (0.0,0.4)  2.173
Cf 01100100 (0.4,—0.4) 1.612

Assim, a probabilidade de sair de uma populacdo Y = (y1, 99, ..., yx) para uma

populagao X = (1, xa, ..., xx) é dado por,

pg(x,y)(l . pm)nl—H(X,Y)
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H(X,Y) é a distancia de Hamimng entre as populagoes X e Y a qual representa o
nimero de bits que devem ser alterados pela mutacao para transformar ¥ em X.

Depois desta etapa completamos uma geracao do algoritmo.

Consideremos agora uma cadeia de Markov { X, } ,en com espago de estados S; como
definida em (3.1) que é o conjunto de todas as populagoes formadas por k cromossomos.
Gostarfamos de saber quem é a matriz de transicao desta cadeia e a resposta estd
demonstrada no seguinte teorema.

Teorema 3.2.1. A evolugao do algoritmo Genético € modelada pela matriz de transicao
P que € decomposta por um produto de matrizes estocdsticas P = SCM, onde S, C

e M modelam as transicoes realizadas nos passos de selecao, cruzamento e mutacao

respectivamente.

Prova) Denotemos por X, X, e X, as etapas intermedidrias entre o passon e n+1,
ou seja, X, representa a etapa em que o ponto inicial é a populacao atual e o resultado
é a populacao resultante da selecao. Vemos que esta etapa é ela prépria uma cadeia
de Markov, pois o resultado da selecao s6 depende da etapa anterior. Assim podemos
construir sua matriz de transicao por Sia gy = P(X; = B|X,, = A). Da mesma forma
as matrizes de transicao do cruzamento e da mutagao podem ser construidas da seguinte
forma: Ciap) = P(X. = B|X; = A) e Map) = P(X,, = B|X. = A). Note que X,,
serd o resultado da mutacdo, ou seja, a préxima populagao, assim M4 p) = P(X,, =

B|X.=A) = P(X,,+1 = B|X. = A). Com isso temos
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pap = P(Xus1 = B|X, = A)
P(Xpi1 = B, X, = A)

P(X, = A)
S P(Xp1 =B, X, =C, X, =A)
Ces P(Xn - A)
> P(Xp41=B,X.=D,X,=C, X, =A)
DeS) Cesy P(Xn=4)
= Y > P(Xun=B|X.=D,X,=C,X,=A)P(X,=D|X,=C,X, = A)
DeS; CesSy

P(Xs = C’Xn = A)

= Y Y P(Xpu1 = B|X. = D)P(X. = D|X, = C)P(X, = C|X, = A)
DeS; Cesy

= > > Sue)CenMp.s = SCMup
DeS;) Cesy

Como esta igualdade vale qualquer que seja A, B € 51, temos que a matriz de transi¢ao

P=SCM. U

3.3 Convergéncia do Algoritmo Genético

Nesta secao trataremos de dar condicoes sobre as matrizes de transicao de modo que o
algoritmo genético convirja. Para tanto relembraremos algumas definicoes e finalizare-

mos a secao provando o teorema que garante a convergéncia.

Definicao 3.3.1. Dizemos que uma matriz € positiva quando todos os seus elementos

500 Positivos.

Definicao 3.3.2. Dizemos que uma matriz quadrada é estocdstica quando todos os

elementos sao nao negativos e a soma dos elementos de cada linha € igual a 1

Teorema 3.3.1. A matriz P obtida no teorema anterior € positiva

Prova) Na segao anterior mostramos que as entradas da matriz de transigao da

mutacao M ¢é dada por M(X,Y) = pTHn(X’Y)(l — ) HEY) - Como p,, > 0 temos que
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todas as entradas desta matriz sao positivas, portanto M é positiva. Como o produto de
matrizes estocdasticas é estocastica temos que SC' é estocastica, logo podemos concluir
que P = SCM é positiva. O

Teorema 3.3.2. A cadeia de Markov representada pela matriz P = SCM acima €

convergente.

Prova) Como P é positiva, temos que todas as suas entradas sao positivas, isso
implica que P(A,B) > 0 e P(B,A) > 0 para todos as populagoes A, B € S;. Isso
implica pela Definicao 2.1.5 que a cadeia é irredutivel. Ja pela Proposigao 2.1.1 temos
que todos os estados possuem o mesmo periodo,e como P(A, A) > 0 pelo fato da P ser
positiva, temos que o periodo da cadeia é 1 e pela Defini¢ao 2.1.6 a cadeia é aperiddica.
Como a quantidade de pontos do espaco de estados é finito temos que a cadeia em
questao € finita, irredutivel e aperiddica, logo pelo Corolario 2.1.5 temos que a cadeia

é convergente. 0



Capitulo 4

Modelagem do Simulated

Annealing por Cadeias de Markov

4.1 O Algoritmo Simulated Annealing

O algoritmo Simulated Annealing (SA) é uma técnica de busca baseada no feno-
meno fisico proposta originalmente por Kirkpatrick (1983), o qual consiste em resfriar
lentamente um metal, originalmente em alta temperatura e em estado liquido. O res-
friamento terminard quando o metal tenha atingido seu ponto de solidificacao. O ideal
é que estando no estado solido o metal tenha atingido o estado minimo de energia. Se o
resfriamento ocorrer de maneira muito rapida, o estado sélido sera atingido sem que o
estado minimo de energia seja também atingido, o que implicard num metal com pon-
tos de energia acumulada (imperfei¢oes). Estes pontos apresentarao menor resisténcia,
comprometendo o metal como um todo.

O algoritmo Simulated Annealing, tenta emular o procedimento descrito acima
para encontrar o ponto de minimo de uma dada funcao. Para isso a funcao objetivo
representa a energia do metal e o algoritmo simula um resfriamento tal maneira que,
a medida em que a temperatura diminui o algoritmo encontra novos pontos, o que se
espera é que convirja para a solucao étima.

O procedimento de busca pela solucao 6tima é feito estabelecendo uma temperatura

inicial Ty (geralmente alta) e gerando inicialmente um ponto aleatério s do dominio e

36
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a partir dai é gerado um outro ponto s’ a partir da posicao s em que o algoritmo se
encontra de acordo com uma certa distribuicao ¢;(s’|s). O ponto gerado pode ser aceito
ou nao de acordo com uma probabilidade de aceitacao ai(s’|s). Se aceito, o préximo
ponto em que o algoritmo se encontra serd s’, caso contrario o préximo ponto sera o
préprio s. Uma reducdo na temperatura To — T é efetuada e outro ponto s” é gerado
de acordo com uma certa distribuigao ¢a(s”|s"), caso s’ seja o ponto em que o algoritmo
se encontra, e este ponto é aceito ou nao segundo a probabilidade de aceitagao as(s”|s),
e assim sucessivamente.

Veremos que T é o parametro que regula a probabilidade de aceitar solugoes piores.
Quanto maior for o valor de 7', maior a probabilidade de aceitar solugoes piores.

Para exemplificar o funcionamento do SA, tem-se na Figura 4.1 a representacao
de uma funcgao objetivo de uma varidavel. O 6timo global desta funcao é representado
pelo ponto Ppg. Partindo-se de um ponto Fy, se fosse uma busca local, em que s
se aceitasse pontos melhores, o proximo ponto escolhido seria o ponto P; e a solucao
convergiria para um otimo local, representado pelo ponto Py, mas no SA o ponto P,
pode ser aceito com uma certa probabilidade, a,(.].), e a partir de entdo pode atingir
o 6timo global, Ppe. Dependendo da sequéncia de distribuigoes ¢,(.|.) utilizada, a
geracao de pontos distantes do ponto atual pode ser possivel. Com este procedimento

de aceitagao de pontos piores, o SA consegue escapar de 6timos locais.

Figura 4.1: Comportamento Grafico do SA

No SA a probabilidade de aceitar ponto piores diminui gradativamente a medida



4.2 Modelagem do Algoritmo Simulated Annealing por Cadeias de Markov 38

que a temperatura vai baixando. O processo de decréscimo da temperatura chamamos
de agendamento de resfriamento.

Neste trabalho utilizaremos vérios agendamento de resfriamento, um dos mais uti-
lizados é aquela em que a temperatura é gradativamente diminuida por uma razao «,
tal que T; = aT;_1, sendo 0 < ae < 1.

Esquematicamente podemos representar o SA da seguinte maneira:

J

T=:T0
s = sol. inicial

Figura 4.2: Flluxograma do Algoritmo SA

4.2 Modelagem do Algoritmo Simulated Annealing
por Cadeias de Markov

Seja f : S — R uma fungao a qual queremos encontrar f,;, = mingeg f(7). Vimos
na secao anterior que precisamos de uma sequencia de distribuicao de probabilidades
para gerar os proximos pontos a partir do ponto em que o algoritmo se encontra, de
uma sequéncia de probabilidades de aceitacao que nos dara a probabilidade de aceitar
ou nao o ponto gerado, de uma temperatura inicial 7Tj e de uma agenda de resfriamento.

Existem varias tipos de sequéncias de distribuicao de probabilidades, por exemplo,
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se S ={1,2,...,n} podemos utilizar uma sequéncia @,, = @) expressa pela matriz

[ I/n 1/n --- 1/n-
0 — 1/.n 1/.n 1/.71
I 1/n 1/n --- 1/n_

que significa que todos os pontos de S = {1,2,...,n} possuem a mesma chance de
serem escolhidos dado que algoritmo se encontra em qualquer ponto, ou seja, Q(7,7) =

q(ilj) = 2,vi,j € S.

A probabilidade de aceitacao é dada por

ot ) = i e [ £ =S| o

onde T,, é a temperatura no passo n do algoritmo (7,, | 0 quando n — o0). Vemos
entdo que se f(z;) < f(x;), ou seja, o ponto gerado é melhor que o ponto atual,

an(z;/z;) = 1. E caso seja pior, ou seja, f(z;) > f(z;) ainda temos a chance de aceitar
_fmﬂ—ﬂmq
7 :

n

x; com probabilidade exp [

A dinamica do algoritmo é a seguinte:

- Escolha uma solucao aleatéria x; € S.

- No passo n + 1 um novo candidato Y,,,; é gerado com probabilidade Q(i,7) =
P(Y,41 = z;|X,, = z;) onde X,, = z; é a soluc@o atual, e a troca de X,, por Y, é
realizada com probabilidade de aceitagao a,(Y,41]X,), caso contrério, X, .1 = X,,, ou

seja,
Y, 11, com probabilidade an (Vo1 Xn)
X,, com probabilidade 1 — a,(Y,:1|X,)

Xn—',—l -

Assim temos uma sequéncia de matrizes estocésticas { P(n)},>1, onde o (i,j)-ésimo

elemento da matriz P(n) é dado por,
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P PO = | QDB i

1 - Zl;&i Q(la l)an(lh)a se 1=
Com isso vemos que o algoritmo Simulated Annealing é modelado por uma cadeia
de Markov nao-homogénea. Estudaremos na proxima secao condicoes para as quais

garantimos a convergéncia deste algoritmo.

4.3 Convergéncia do Algoritmo Simulated Annealing

Nesta secao daremos condicoes que serao suficientes para a convergéncia do algo-

ritmo Simulated Annealing.

Vimos na se¢ao anterior que o algoritmo Simulated Annealing é modelado por uma
cadeia de Markov nao-homogénea. Agora queremos obter condigoes sobre as quais
garantimos que a cadeia converge para o ponto de minimo, ou seja, se considerarmos

Smin = {X € S/X ponto de minimo def}, queremos saber
Pm™ (i 5) =0 sej ¢ Spin,Vi €S quado 1 — oo (4.3)

Consideremos que a sequéncia de matrizes utilizadas para gerar os pontos seja fixa,

ou seja (), = ) e que
i) @ = (Qqu,) tal que Q(; ;) > 0 para todo i,j € S

Pediremos que as probabilidades de aceitacao satisfacam

Lose f(7) < f(0)
0 se f(j)>f(z)

Teorema 4.3.1. Sob hipdteses i) e ii) acima, a cadeia nao-homogénea que modela o
Simulated Annealing satisfaz (4.3).
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Demonstragao Por (4.2) e por i), a matriz Py, é dada por

1- Zl;él quar(l[1) qi2ai(2[1) e qinar(n|l)
P 2105 (12) 1- Zz;éz quag(l]2) - Qonai(1|2)
k - N . . .
i gmiax(1ln) (n2ak(2|1) s L= gmak(ln) |

Por ii) Py converge para uma matriz P, ou seja

lim P, =P

k=00
onde P = (p;;), é uma matriz onde o (i,j)-ésimo elemento é dado por
% se f(j) < f(i) para i
Pij =9 1=2,qu se i=J
0 se f(j) > f().

Considere uma reordenacgao dos estados de S da seguinte forma; Sy, = {1,2,3...,n1}
e S — Spin = {n1 +1,...,n1 + ng}, onde Sy, = {l € S/f(l) = fmin}‘

P pode ser escrita como

P 0
pP—
R T
Sendo P, uma matriz ny X ny, temos que P; ¢é irredutivel, aperiédica e
0 se 1€ Smin € J ¢ Smin
Dij = gi; >0 se 7€ Smin € ¢ Snin

1 - Zl;ﬁz %;l Se Z - Smin e Z :j
Pelo Teorema 2.1.5 juntamente com o Lema 2.1.1, temos que P = (p;;) é ergddica

) . T se J € Spmin
lim Pij =
nee 0 se j¢& Snin

E pelo Teorema 2.2.5 temos que P, P;...P, — @, onde Q) = lim,, ., P", ou seja,
T S€ j € szn

lim (Plpgpn)” =
e 0 se j¢& Smin
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Finalmente pelo Lema 2.2.6 temos que

HPum+1-'-Pn - QH < HPumJrl...Pn — P”_m"‘l” + ”Pn—m+1 _ QH

limy, oo | PrPrg1--Pp — Q| < limy oo || P Prag1e--Po — P + lim,, oo || PP — Q)|

limy oo || Pm o1 Po — Q| = 0

Portanto temos que (4.3) vale. O
O teorema acima mostra que sob as condigoes 1) e ii) o algoritmo Simulated Annealing

converge para o conjunto de pontos de étimo.

No préximo capitulo apresentamos vérias simulagoes do Algoritmo Genético e do

Algoritmo Simulated Annealing e finalizamos com nossas conclusoes.
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Conclusoes

Com o intuito de ajudar em nossas conclusoes, apresentamos a seguir varios exem-
plos. As tabelas apresentam quantos sucessos foram obtidos ao realizar 30 repeticoes
(conforme Soares(1997)) do mesmo algoritmo sob as mesmas condigoes.

Utilizamos trés funcoes, cujos pontos de étimo sao previamente conhecidos, e foi
verificado o desempenho desses algoritmos na busca dos pontos 6timos dessas funcoes.

Em cada tabela que se encontra nessa secao é apresentado o resultado de 30 re-
alizagoes do mesmo algoritmo sob as mesmas condigoes. Os ntimeros apresentados
representam a quantidade de vezes, em que o ponto de 6timo pertencia a populacao ao
final do nimero de iteracoes realizadas.

Nas tabelas as quais encontram-se os resultado do Algoritmo Simulated Annealing
(SA) modificamos o ntimero de pontos no dominio (26, 28, 210 212 914 916 918 920) ¢
comparamos trés tipos de agendamento de resfriamento (77, T e T3) que serd explicado
com detalhes na segao 5.2.

J& nas tabelas as quais encontram-se os resultado do Algoritmo Genético (AG),
modificamos o niimero de pontos no dominio (26, 28 210 212 914 916 918 9203 ¢
comparamos os resultado com populagoes de diferentes tamanhos 2, 3, 5, 10, 15, 20
individuos.

Cada tabela foi obtida para uma determinada quantidade de iteragoes e realizamos

os procedimentos usando 500, 1000, 5000 e 10000 iteragoes.

43
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Para tanto, o ambiente de simulagao utilizado sera o R, versao 2.9.1.

5.1 Funcoes Teste

As funcoes escolhidas possuem as seguintes caracteristicas: a primeira possui um
Unico ponto de 6timo, a segunda varios 6timos locais, e a ultima 5 6timos locais.

A primeira fungao ¢é definida por f: [—2,4] x [-2,4] — R, definida por

fzy) = ;) | (5.1)

0.3+ 22+ y?
cujo o valor de méximo é f(x,y) = 3.333 e acontece no ponto (0,0). A Figura 5.1

representa o grafico da funcao f.

Aoy

Figura 5.1: Gréfico da primeira fungao (Fungao 1)

Quando utilizamos o SA para calcular o maximo dessa func¢ao aplicamos na verdade
o SA em —f, ja que este algoritmo é utilizado para encontrar o ponto de minimo.

A segunda funcao é definida por f : [—2,5] x [-2,5] — R, definida por

f(z,y) =6 + 2® — 3cos(2mx) + y* — 3cos(27y), (5.2)

cujo o valor de maximo é f(z,y) = 53.1 e acontece no ponto (4.5,4.6). A Figura
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5.2 representa o gréafico da fungao f.

Figura 5.2: Gréfico da segunda funcao (Fungao 2)
A terceira funcao ¢é definida por f:[—2,4] x [-2,4] — R, definida por
flz,y) =3(1 — z)2e @ WD) 4 10(% — P — PV 4 %6—(3:—1)2—@/2 . (5.3)
cujo o valor de maximo é f(z,y) = 10.91 e acontece no ponto (—0.25, —1.47). A Figura

5.3 representa o gréafico da fungao f.

F

l
Ir.I‘

Figura 5.3: Gréfico da terceira fun¢ao (Fungao 3)
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5.2 Testando o Algoritmo Simulated Annealing

O Algoritmo Simulated Annealing (SA) no seu processo de busca trabalha com
apenas um ponto, gerando a partir desse ponto uma nova solucao a qual é testada e ¢é
aceita ou nao. O fato de aceitar ou nao o préximo ponto esta associado ao parametro
de controle (temperatura), o qual no inicio de processo assume um valor relativamente
alto e a cada iteracao decresce gradualmente.

O critério de mudanca da temperatura (agendamento de resfriamento) é um parametro
crucial para o desempenho do Algoritmo SA. Sendo assim, trés tipos de agendamento
de resfriamento foram utilizados para testarmos o desempenho deste algoritmo: O
primeiro utiliza a férmula logaritmica (5.4), que prevé um resfriamento répido no ini-

cio do processo e um mais lento a medida em que o niimero de iteracoes aumenta.

(i — DT+ Ty
i(1 = log(i))

onde T; é a temperatura na interacao i, ¢ é a iteragao atual e Tj a temperatura inicial.

T, = (5.4)

Enquanto outro tipo utiliza uma taxa constante o € (0, 1), sendo a temperatura

seguinte multiplicada por esta taxa, resultando na expressao (5.5).

T; = OéT%_l. (55)

Outra alternativa é fazer o decaimento da temperatura por meio da expressao (5.6),
a qual utiliza também uma constante o € (0, 1), que prevé um resfriamento muito lento

quando os valores de a estao proximos de zero.

T Tiy
1+ a/Tig

Nas tabelas abaixo representamos os tipos de agendamento de resfriamento (5.4),

(5.6)

(5.5) e (5.6) como sendo T, Ty e T5 respectivamente.
Observe que em cada tabela estao representados os resultados que o algoritmo

apresentou ao final de cada “rodada’”; ou seja, ao obedecer o critério de parada, a qual
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adotamos numero de iteragoes.
As Tabelas 5.1, 5.2, 5.3 e 5.4, apresentam os resultados obtidos para a Funcao 1

com 500, 1000, 5000 e 10000 iteracoes.

Tabela 5.1: Funcao 1 com 500 iteragoes
26 28 210 212 214 216 218 220

7, 18 13 5 2 2 1 1 3
7, 0 0 0 o o0 0 0 0
T3 29 24 12 4 3 2 1 5

Tabela 5.2: Fungao 1 com 1000 iteragoes
26 28 210 212 214 216 218 220

v 30 28 12 4 3 4 3 4
T, 30 24 6 4 2 0 1 1
75 30 29 18 11 4 4 2 4

Tabela 5.3: Funcao 1 com 5000 iteragoes
26 28 210 212 214 216 218 220

7y 30 30 26 24 17 19 12 17
T, 30 30 29 25 19 24 21 24
T3 30 30 29 26 20 25 25 24

Tabela 5.4: Fungao 1 com 10000 iteracoes

26 28 210 212 214 216 218 220
T, 30 30 30 25 23 24 28 24
T, 30 30 30 29 26 28 28 29
5 30 30 30 29 27 27 28 29

Observe que quanto maior o niimero de iteragoes, o algoritmo apresenta melhores

resultados independentemente do tipo de agendamento de resfriamento utilizado.
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Veja nas Tabelas 5.5, 5.6, 5.7 e 5.8 os resultados obtidos para a Funcao 2 com 500,

1000, 5000 e 10000 iteragoes.

Tabela 5.5:

Funcao 2 com 500 iteragoes

26

28

210 212 214 216 218 220

Ty 30
T 9
75 30

23
6
26

10 2 3 1 1 )
1 o o0 0 0 0
14 2 3 1 2 6

Tabela 5.6:

Funcao 2 com 1000 iteracoes

26

28

210 212 214 216 218 220

7y 30
T, 30
75 30

29
25
30

18 6 5 3 0 1
1 3 2 1 0 1
8 8 6 4 1 1

Tabela 5.7:

Funcao 2 com 5000 iteracoes

26

28

210 212 214 216 218 220

7y 30
T 30
75 30

30
30
30

30 25 23 7 12 16
30 22 21 17 11 19
30 21 24 10 13 17

Tabela 5.8

: Funcao 2 com 10000 iteragoes

26

28

210 212 214 216 218 220

7y 30
T, 30
15 30

30
30
30

30 24 28 20 25 21
30 23 27 18 26 22
30 25 28 27 25 25
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Nas Tabelas 5.9, 5.10, 5.11 e 5.12 encontram-se os resultados obtidos para a Fung¢ao

Tabela 5.9:

3 com 500, 1000, 5000 e 10000 iteragoes.

Funcao 3 com 500 iteragoes

200 28

210 212 214 216 218 220

T, 30 7
o, 0 0
Ty 30 24

9 3 3 7 8 5
1 o o0 0 0 0
13 6 6 6 &8 10

Tabela 5.10:

Funcao 3 com 1000 iteracoes

260 28

210 212 214 216 218 220

7y 30 20
7, 30 19
75 30 30

15 13 6 9 9 9
§ 10 4 8 6 6
18 17 15 12 16 13

Tabela 5.11:

Funcao 3 com 5000 iteracoes

200 28

210 212 214 216 218 220

7y 30 30
T, 30 30
75 30 30

30 28 28 27 28 28
30 30 27 29 30 29
30 30 28 29 30 30

Tabela 5.12:

Funcao 3 com 10000 iteracoes

200 28

210 212 214 216 218 220

7y 30 30
7, 30 30
5 30 30

30 30 30 30 30 30
30 30 30 30 30 30
30 30 30 30 30 30

Constatamos que ao escolhermos mais iteracoes, maior a chance de o étimo ser o

ponto onde o algoritmo se encontra.
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5.3 Testando o Algoritmo (Genético

O Algoritmo Genético (AG) trabalha com um conjunto de pontos, chamado popu-
lacao, a qual passa pelos processos de selecao cruzamento e mutagao, gerando sempre
outra populacao que substitui a anterior. A quantidade de individuos para compor a
populacao é um parametro crucial para o desempenho do AG.

Para os parametros, probabilidade de cruzamento e probabilidade de mutacao, usa-
remos os valores apresentados em De Jong (1975), no qual foi sugerido o cruzamento e
a mutacao com probabilidades 0.001 e 0.6 respectivamente.

Nas Tabelas 5.13, 5.14, 5.15 e 5.16 encontram-se os resultados obtidos para a Func¢ao

1 com 500, 1000, 5000 e 10000 iteracoes.

Tabela 5.13: Funcao 1 com 500 iteragoes
26 28 210 212 214 216 218 220

2 6 2 0 0 0 O 0 O
3 5 3 2 0O 0 0 0 O
5 16 9 2 0O 0 O 0 0
10 26 10 5 2 2 0 0 2
15 28 15 3 1 1 2 2 0
20 28 24 5 3 3 2 2 2

Tabela 5.14: Func¢ao 1 com 1000 iteragoes
26 28 210 212 214 216 218 220

2 6 1 1 0 O 1 0 0
3 14 2 1 1 0 O 0 0
5 17 7T 2 1 2 1 0 0
10 26 20 4 2 1 0 1 1
15 20 26 3 2 1 2 3 0
20 29 25 9 5 2 2 4 3
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Tabela 5.15: Funcao 1 com 5000 iteracoes
26 28 210 212 214 216 218 220

29 6 0 O 1 0 0 0
3 18 16 2 1 0 O 0 O
5 24 25 6 3 2 2 1 2
10 2820 2 4 3 4 3 3
15 28 26 9 2 3 3 3 3
20 30 2v 13 8 4 8 3 3

Tabela 5.16: Funcao 1 com 10000 iteracoes
26 28 210 212 214 216 218 220

2 18 6 1 2 1 0 1 0
3 22 15 3 1 0 1 0 O
5 24 24 8 5 2 3 0 1
10 29 26 2 2 3 6 1 3
15 29 28 9 2 3 5 3 3
20 30 30 13 12 7 & 13 5

Observe que quanto maior o numero de individuos para compor a populacao, maior
a chance da populagao final conter o ponto de étimo.

Para a Funcao 2, veja as Tabelas 5.17, 5.18, 5.19 e 5.20.

Tabela 5.17: Funcao 2 com 500 iteragoes
26 28 210 212 214 216 218 220

2 1 1 0 1 1 0 0 0
3 6 3 1 0 0 1 0 0
5 8 4 1 1 0 1 0 0
10 17 9 1 1 2 1 1 0
15 29 14 4 1 2 1 1 1
20 28 16 4 2 2 3 2 1
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Tabela 5.18: Func¢ao 2 com 1000 iteragoes

26 28 210 212 214 216 218 220
2 3 1 0 1 0 0 1 0
3 7 1 0 0 1 0 0 0
5 14 5 1 1 0 0 1 0
10 25 8 4 2 1 1 0 1
15 29 17 7 2 4 1 1 1
20 30 16 3 3 2 2 2 2

Tabela 5.19: Funcao 2 com 5000 iteracoes

26 28 210 212 214 216 218 220
2 9 1 1 0 1 0 0 0
3 11 5 2 1 0 0 0 0
5 17 6 2 1 1 0 1 0
10 28 12 2 2 1 1 2 1
15 30 13 11 1 5) 3 2 1
20 30 19 12 5 2 2 1 2

Tabela 5.20: Funcao 2 com 10000 iteragoes

26 28 210 212 214 216 218 220
2 4 3 1 2 0 1 0 0
3 7 3 2 0 1 0 0 O
5 17 8 3 1 2 0 0 1
10 28 13 6 3 3 1 2 1
15 30 25 7 1 2 3 2 2
20 30 20 13 5 2 4 2 2

Para a Funcao 3 veja as Tabelas 5.21, 5.22, 5.23 e 5.24.

Tabela 5.21: Funcao 3 com 500 iteragoes

26 28 210 212 214 216 218 220
2 4 1 0 0 1 0 0 1
3 6 2 0 1 1 0 0 0
5 9 2 2 2 0 1 0 0
10 18 5 3 1 2 1 1 0
15 13 11 4 2 2 3 2 0
20 21 11 7 3 3 3 1 1
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Tabela 5.22: Funcao 3 com 1000 iteracoes
26 28 210 212 214 216 218 220
2 2 2 1 1 0 O 1 0

37T 4 2 0 1 o 0 0
5> 7 3 3 2 1 1 0 1
10 20 5 3 1 1 1 2 0
15 16 4 3 2 2 2 1 1
20 27 9 6 3 3 2 2 1

Tabela 5.23: Funcao 3 com 5000 iteragoes

26 28 210 212 214 216 218 220

2 5 1 1 0 0 0 0 0
3 7 3 1 1

5 19 5 2 1

10 21 6 6 1

2

3

15 23 12 10
20 25 12 8

N = OO
N = NN
N = N WD
_ 0 = O O

Tabela 5.24: Funcao 3 com 10000 iteracoes
26 28 210 212 214 216 218 220

2 6 3 1 0 1 1 0 0
3 8 3 1 1 2 0 1 0
5 16 5 3 2 0 1 0 2
10 24 10 6 1 2 4 1 2
15 24 11 7 2 2 2 2 3
20 259 9 2 1 3 4 2

5.4 Conclusoes Finais

Verificamos nos testes que fizemos que: para as funcoes testes utilizadas, para o
algoritmo programado como no apéndice, para as particoes do dominio utilizadas neste
capitulo, que o SA apresentou melhores resultados que o AG.

Entretanto devemos ressaltar que utilizamos a forma mais simples de AG. Existem
outras formas, como por exemplo, o AG com o elitismo no qual o melhor ponto da
populacao é guardado e levado para a populacao seguinte, s6 sendo trocado se um
elemento melhor aparecer na populagao, existem outras formas de cruzamento e mu-

tagao que talvez apresentassem resultados melhores, infelizmente por falta de tempo



5.4 Conclusoes Finais H4

nao podemos nos deter a estes outros tipos de AG. O que pretendemos agora é realizar

novas comparacoes utilizando outras versoes do AG.



Apeéendice A
Programas

Neste apéndice apresentamos os programas que utilizamos para obtermos os resul-
tados. Para tanto foi usado a versao 2.9.1 do software R.

Segue o programa para o Algoritmo Simulated Annealing ,

annealing = function(l,a,b,c,d,temp,xo0ld,yold,fxy, totiter)
{

caminho = matrix(0,totiter,3)

fxyold = fxy(xold,yold)

otimo = hxyold

xotimo = xold

yotimo = yold

X = seq(a,b,(b-a)/(271-1))
Y = seq(c,d,(d-c)/(271-1))
iter = 1

while(iter<totiter){
iter = iter+1
temp = temp*0.99
xnew = sample(X,1)
ynew = sample(Y,1)

fxynew = fxy(xnew,ynew)

prob = exp(-(fxynew-fxyold)/temp)

95
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if (runif (1)< prob)

{
xo0ld = xnew
yold = ynew
fxyold = fxynew
}
caminho[iter,1] = xold
caminho[iter,2] = yold

caminho[iter,3] = fxyold

xotimo = caminhol[iter,1]

yotimo = caminho[iter,2]

otimo = caminho[iter, 3]

return(otimo,xotimo,yotimo,temp)

Segue o programa para o Algoritmo Genético,

genetic = function(l,a,b,c,d,pop,pc,pm,int,fxy) # pc - probabilidade de cruzamento.

{

A = matrix(0,pop, 2*1 + 3)
k = 2%1+3

for(i in 1:pop)

{

for(j in 1:k)

{

if(j < 2%1 + 1)



{
Ali,j] = sample(c(1,0),1, replace = T)

if(j == 2%1 + 1)

{

seql=rep(2,1)

seq2=c((1-1):0)

seq3=seql”seq?2

seqé4=seq3*A[i,1:1]

Xbar=sum(seq4)

Ali,j] = a + Xbar*x(b-a)/(2°1 - 1)

if(j == 2%1 + 2)

{

seql=rep(2,1)

seq2=c((1-1):0)

seq3=seql”seq2

seq4=seq3*A[i, ((1+1):(2%1))]
Ybar=sum(seq4)

Ali,j] = c + Ybarx(d-c)/(2°1 - 1)
}

if(j == 2x1 + 3)
{
Ali,j]
}

fxy(A[i,2%1 + 1],A[i,2%1 + 2])

b
+

number

I
o

repeatq{

number = number + 1
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# GERANDO A MATRIZ PARA SELEGAQ #

MS1 = A[,(2%1 + 3)]1/(sum(A[, (2x1 + 3)1))

MS2 = as.vector(NULL)

for(i in 1:pop)

{

MS2[i] = sum(MS1[1:i])

}

MS = cbind(MS1,MS2)

Bl = matrix(0,pop,k)

for(i in 1:pop)

{

R = runif (1)

DA = (MS[,2] > R)

Number = 0

for(j in 1:pop)

{

if (DA[j] == "FALSE") {Number = Number + 1} else stop
}

B1[i,] = A[Number + 1,] # Bl Matriz resultante da seleco.
}

HAEEEE
# CRUZAMENTO #
A
U = runif (pop)
PC = matrix(pc,pop,1) # probabilidade de selegdo de individos para cruzamento.

SelCr = (U < PC)

Elem = 0
for(i in 1:pop)
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if(SelCr[i] == "TRUE") {Elem = c(Elem,i)}
}

Elem = Elem[-1] # Posigdo dos elementos a serem selecionados.
z=length(Elem)
Pontoc = floor(runif(1l, 1, (2x1 - 0.1))) # Ponto de Corte
matrix(0,pop, (2%¥1))

Blnew

Blnew as.matrix(Blnew)
if( z < 2){Blnew=B1[,1:(2*x1)]}
if( z > 1)

control=1

while (z>=2)

{

Aux= matrix(0,2,2%1)

Aux= as.matrix(Aux)

for(p in 1:Pontoc)

Aux[1,pl= Bi[Elem[(2*control-1)],p]
Aux[2,p]= Bi[Elem[(2*control)],p]

for(p in ((Pontoc+1):(2%1)))
{

Aux[1,pl= Bi[Elem[(2*control)],p]
Aux[2,pl= Bi[Elem[(2*control-1)],p]

Bl [Elem[2*control-1], (1:(2%1))]=Aux[1,]
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Bl [Elem[2*control], (1:(2x1))]=Aux[2,]

control=control+1

z=z-2

Binew=B1[, (1:(2%1))]

} else stop

Blnew

HEHBHHAEHBH R HBH R H AR
# Mutacgdo #
HHBHHHHHHBH A H R R RS
N_rand = runif (pop*2%1,0,1) # Nimeros aleatdérios utilizados para a mutagdo.
M_mutacao = matrix(N_rand,pop,2*1) # Matriz de numeros aleatdérios utilizados para p
M_pm = matrix(pm,pop,2*1) # Matrix dos pm’s
M = (M_mutacao < M_pm)

B2New = matrix(0,pop,2*1)

for(i in (1:pop))

{

for(j in (1:(2%1)))

{

if (Blnew([i,j] == 0) w 1

if (Blnew([i,j] == 1) w = -1

if (M[1,j] == "TRUE"){B2New[i,j] = Blnew[i,j] + w}
if (M[i,j] == "FALSE"){B2New[i,j] = Blnewl[i,jl}

}

}

comp = matrix(0,pop,3)
A = cbind(B2New, comp)
for(i in 1:pop)
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{

for(j in 1:k)

{

if(j == 2%¢1 + 1)
{

seql=rep(2,1)

seq2=c((1-1):0)

seq3=seql”seq?2

seq4=seq3*A[i,1:1]

Xbar=sum(seq4)

Ali,j] = a + Xbar*(b-a)/(2°1 - 1)

if(§ == 2%1 + 2)

{

seql=rep(2,1)

seq2=c((1-1):0)

seq3=seql”seq2

seqd=seq3*A[i, ((1+1):(2%1))]
Ybar=sum(seq4)

Ali,j] = ¢ + Ybarx(d-c)/(2°1 - 1)
}

if(§ == 2%1 + 3)

{

Ali,j] = fxy(A[i,2%1 + 1],A[i,2%1 + 2])
}

}

}

if (number == int) break
}

return(A)

}
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