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“Sempre me pareceu estranho que todos aqueles que estudam

sertamente esta ciéncia acabam tomados de uma espécie de pairao pela mesma.
Em verdade, o que proporciona o mdzimo prazer nao € o conhecimento
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Resumo

Neste trabalho estudamos os modelos de Markov ocultos tanto em espaco de estados
finito quanto em espaco de estados geral. No caso discreto, estudamos os algoritmos para
frente e para tras para determinar a probabilidade da seqiiéncia observada e, em seguida,
estimamos os parametros do modelo via algoritmo EM. No caso geral, estudamos os
estimadores do tipo nicleo e os utilizamos para conseguir uma seqiiéncia de estimadores

que converge na norma L; para a funcao densidade do processo observado.

Palavras chaves: Cadeia de Markov. Modelos de Markov oculto. Espaco de estados
finito. Espaco de estados geral.

Areas do conhecimento: Probabilidade e Estatistica.



Abstract

In this work we study the Hidden Markov Models with finite as well as general state
space. In the finite case, the forward and backward algorithms are considered and the
probability of a given observed sequence is computed. Next, we use the EM algorithm to
estimate the model parameters. In the general case, the kernel estimators are used and
to built a sequence of estimators that converge in L;-norm to the density function of the

observable process.

Key words: Markov chain. Hidden Markov models. Finite state space. General state
space.

Areas of knowledge: Probability and Statistics.
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Introducao

Quando estudamos cadeias de Markov, vemos que a caracteristica marcante destes
processos é que o proximo passo depende apenas de onde o processo se encontra no
momento atual. Essa caracteristica se encontra em muitos fenomenos da natureza ocasi-
onando a otimizacao do processo. Por exemplo, em metalurgia o resfriamento do metal,
via decréscimo programado da temperatura (agendamento de resfriamento), leva a estru-
tura interna dos atomos a uma configuragao de energia minima. Em biologia, a evolugao
sofrida pela populagao de geracao em geracao leva a evolucao da espécie. Procurando emu-
lar tais situagoes conhecidas (meta-heuristicas) para solucionar problemas de otimizagao,
algoritmos foram criados via cadeias de Markov. Podemos citar o Simulated Annealing
(recozimento simulado) que procura utilizar o procedimento da metalurgia, criando uma
cadeia de Markov nao-homogénea, cuja energia a ser minimizada é a funcao que estamos
querendo minimizar. Um outro algoritmo, que utiliza a meta-heuristica da evolucao das
espécies, é o algoritmo genético. Neste algoritmo uma populacao inicial é gerada e depois
procedimentos de selecao, cruzamento e mutacao sao efetuados nesta populacao a fim de
fazé-la evoluir e chegar na populagao perfeita (formada sé por pontos de 6timo). O pro-
cesso de evolugao de uma populagao para outra (depois dos trés passos: sele¢ao, mutagao

e cruzamento) também ¢é representado por uma cadeia de Markov (homogénea).

Vemos desta forma que existem modelagens via cadeias de Markov utilizando diversas
meta-heuristicas. Entretanto, existem outros tipos de problemas em que nao temos a

modelagem explicita via cadeias de Markov. Na verdade, sabemos que existe uma cadeia
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de Markov controlando a dinamica do processo, mas o resultado que observamos nao é

gerado apenas pela cadeia.

Por exemplo, suponhamos que uma pessoa seleciona, aleatoriamente, bolas de urnas
que estao atras de uma cortina. Uma urna é selecionada ao acaso, uma bola é retirada
desta urna e mostrada para um observador que encontra-se do outro lado da cortina. Ele
verifica qual é a cor da bola, no entanto, desconhece de qual urna a bola foi retirada.
Considere também que existam apenas duas urnas, urna 1 e urna 2. Cada urna contém
bolas de duas cores diferentes, digamos, vermelhas e brancas, e que a probabilidade de

selecionarmos qualquer uma das urnas é a mesma.

Esse experimento pode ser modelado se considerarmos que a escolha da urna segue
uma cadeia de Markov { X}y onde cada estado representa uma urna de onde a bola
foi selecionada e que o processo observado {Y; }en é gerado quando retiramos, ao acaso,
as bolas das urnas. E importante lembrar que nao sabemos de qual urna a bola foi

selecionada (oculta), apenas conhecemos a cor da bola.

Tais modelos sao denominados Modelos de Markov Ocultos (HMM, do inglés Hidden
Markov Models). Nesse exemplo particular, o observado é a cor da bola (vermelha ou

branca) e o oculto sao os estados da cadeia de Markov (urna 1 ou urna 2).

Dado que a escolha das urnas é equiprovavel,
P(Xi1 =7 Xy =1)=0.5, Vi,5 € {urna 1,urna 2} e t €N.

Neste caso, temos dois simbolos observéveis: bolas brancas (Y; = B) e bolas vermelhas
(Y; = V). Suponhamos que as probabilidades de uma bola branca e uma bola vermelha
serem selecionadas da urna 1 sejam 0.6 e 0.4, respectivamente, (ouseja, P(Y; = B| X; =
urnal) = 0.6 e P(Y; = V| X; = urnal) = 0.4) e da urna 2 sejam 0.8 e 0.2, respectiva-
mente, (ouseja, P(Y; = B|X; = urna2) = 0.8 ¢ P(Y; = V| X; = urna2) = 0.2). Essas
probabilidades sao denominadas distribuicdao de probabilidade dos simbolos observaveis.

Na Figura 1 representamos esse processo.



Introducao 12

05 0.5 05
H 05
06 04 . 0.2
08
Branca ' Vermelha |*

Figura 1: Estrutura do modelo.

Assim, associada a um HMM temos uma distribuicao inicial para a cadeia de Markov
(0), uma matriz de transi¢ao da cadeia de Markov (I') e ainda uma matriz que indica as
probabilidades de observarmos uma determinada saida, dado que a cadeia se encontrava
em um estado especifico (IT). S6 para ilustrar, se supormos que o espago de estados da
cadeia de Markov é F = {1,2,3,...,m} e que o espago de estados do processo observével é
S ={y1,99, ..., yr}, entao associado ao modelo teremos os seguintes dados: a distribuigao
inicial, definida por,

a matriz de probabilidades de transicao da cadeia de Markov

71 Y12 o Yim
Y21 Y22t Yom
I = ,
i Ym1 VYm2 Ymm i

sendo,

Vi = P(Xps1 = 1| Xy = j) VteN e i,jekE,

e amatrizT X m
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Ty 1

Tya1

7TZ/T,l

de probabilidades definidas por:

Ty 2

Tya2

71-?JT,z

7Tyl,vn

7Ty2,m

7TyT, m

Ty, :P(Y;:yt|Xt:j)'

Portanto, diferentemente dos processos markovianos, onde cada estado corresponde

a uma observacao e a evolugao do processo se da pelas probabilidades de transi¢ao, nos

HMDMSs uma observacao pode estar associada a varios estados de uma cadeia de Markov,

segundo uma distribuicao de probabilidade, ou seja, cada observacao pode ser gerada por

uma distribuicao de probabilidade de qualquer estado do processo, como mostramos na

Figura 2.

Figura 2: Estrutura de um modelo de Markov oculto a tempo discreto.

Observando a Figura 2 surgem algumas perguntas naturais:
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1) Dado um modelo de Markov oculto, como calculamos a probabilidade da seqiiéncia

observada {yi,...,yr}?

2) Dada a seqiiéncia observada {yi,...,yr}, quais os valores de §, I" e II que fornecem
a maior probabilidade dessa seqiiéncia ter sido gerada por um modelo de Markov

oculto?

Essas perguntas serao respondidas no Capitulo 1 onde assumimos um modelo de
Markov oculto {X;,Y; }ien com espago de estados finito, onde {X;};en é uma cadeia de
Markov homogénea e {Y;}ieny é um processo estocastico observado, gerado a partir de
{Xi}i>0, segundo um conjunto de distribuigoes de probabilidades. Ainda neste capitulo

introduzimos o algoritmo EM que serd usado para responder ao segundo questionamento.

No Capitulo 2 tivemos como artigo base Dorea-Zhao (2002), onde trabalham com
um modelo de Markov oculto {X;,Y;};en com espago de estados geral dando condigoes
sobre a cadeia de Markov homogénea { X, },cn e sobre o processo observado {Y, };cn, de tal
maneira a obter um estimador para a densidade de Y;. Nesta direcao foram introduzidos
conceitos como estimador do tipo ntucleo, um processo estocéstico satisfazer a condicao

¢-mixing e possuir uma distribuicao estacionaria mw, dentre outros.

Os HMMs tém se tornado, ao passar dos anos, uma importante ferramenta na mo-
delagem de seqiiéncias de variaveis aleatorias fracamente dependentes. Estes modelos es-
tocésticos estao sendo aplicados em varias areas do conhecimento, servindo de modelagem
para problemas de processamento de voz (Rabiner, 1989), neurofisiologia (Fredkin-Rice,
1992), biologia (Leroux-Puterman, 1992), processamento de imagens (Huang et al., 2008),

entre outras.

Considerando, entao, a importancia e utilidade dos HMMs em varias areas de pes-
quisa, nosso objetivo principal é estudar esses modelos. Com esse estudo, buscamos
introduzir os modelos markovianos ocultos aos leitores que busquem trabalhar com o

tema.
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Para termos idéia do desenvolvimento da teoria inferencial em HMMs, ela foi pu-
blicada pela primeira vez por Baum-Petrie (1966) no caso em que o modelo observéavel
tinha espaco de estados finito. Neste trabalho, mostram a consisténcia e a normalidade
assintética dos estimadores de maxima verossimilhanga (EMVs). Em Petrie (1969), as
condigoes de consisténcia dos EMVs sao enfraquecidas. Lindgren (1978) constroe esti-
madores consistentes e assintoticamente normais para os parametros, determinando as
densidades condicionais de Y,, dado X,,, mas nao considera a estimacao das probabilida-
des de transigao. Mais tarde, Leroux (1992) prova a consisténcia dos EMVs para HMMs
gerais sob condicoes fracas. Em 1994, Rydén propoe uma nova classe de estimadores e
prova a consisténcia e a normalidade assintdtica sob algumas condicoes de regularidade.
Depois, Bickel-Ritov (1996) constroem a normalidade assintética local dos EMVs e em

Bickel et al. (1998) a normalidade assintética desses estimadores é provada.

Uma importante bibliografia no estudo inferencial em HMMs é o livro de Cappé et

al. (2005). Trata-se de um estudo completo de inferéncia em HMMs gerais.



Capitulo 1

Modelos de Markov Ocultos em

Espaco de Estados Discreto

Neste capitulo estudamos os modelos de Markov ocultos quando os espacos de estados
envolvidos sao finitos. Na secao 1.1 relembramos a definicao e os elementos inerentes
as cadeias de Markov. Na secao 1.2 introduzimos a definicao dos modelos de Markov
ocultos e derivamos algumas de suas propriedades, utilizando fortemente a suposicao de
independéncia condicional do modelo. Finalmente, na se¢ao 1.3 apresentamos o algoritmo
EM, as situagoes em que ele melhor se aplica, suas condi¢oes e o aplicamos na estimacao

dos parametros do modelo de Markov oculto, a saber as matrizes 9, I' e II.

1.1 Cadeia de Markov

Sejam S = {iy,k = 0,...,n} um conjunto finito e § = {d;,0 < j < n} uma distribuigao
de probabilidade, isto ¢, 0; > 0 para todo j e Z(Sj = 1.
=0
Definicao 1.1 Uma seqiiéncia de varidveis aleatorias (v.a.s) { X, }n>0, assumindo valores

em S € dita ser uma cadeia de Markov com distribuicdo inicial 0 se,
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(i) Xo ~ 0, ou seja, P(Xo = i) = 0k para todo k =0,...,n.

(ZZ) P(Xn = in|X0 = iO;---aXn—l = in—l) = P(Xn = in’Xn—l = in_1>, para todo

10y s ln_1,in €S en=20,1,2,...

Em outras palavras, dada uma distribui¢do inicial § a sequéncia {X,},>0 ¢ sem

memoria, isto é, o seu comportamento futuro (X,) depende apenas do estado presente

(X,_1), independentemente do seu passado (Xp, . ..

7Xn—2)-

O conjunto S é denominado espaco de estados. Quando S é um conjunto enumeravel,

dizemos que o processo é uma cadeia ou que o processo é discreto, caso S nao seja

enumeravel dizemos que o processo tem espaco de estados geral.

Definicao 1.2 Considere { X, }n>0 uma cadeia de Markov com distribui¢do inicial §. O

nicleo de transigao (de um passo) da cadeia € definido como:

v

) +1 ~ )y 5
se 'yl(]nn ) néo depende de n, isto €,

n,n+1 . .
%-(j =y = P(Xp1 = § | X, = ),

dizemos que a cadeia € homogénea ou estaciondria.

A = P(Xpy = 5] X = 1),

Vne{0,1,2,...}

Vne{0,1,2,...}

Considere {X,, }n,eny uma cadeia de Markov homogénea com distribuicao inicial J e

espaco de estados S = {1,2,...,k}. Para essa cadeia existem k? probabilidades de

transicao v;;, ¢ = 1,...,k e j = 1,..., k. Podemos organizar esses valores em uma

matriz I' = {v;;; 4,5 € S},

Y11

V21

Yk1

Y12

Y22

k2

Yk

Yok

Vik
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denominada matriz de probabilidades de transicao ou simplesmente matriz de transicao.
Essa matriz nos da todas as informacoes a respeito da dinamica do processo entre os

estados.

Note que a matriz de transicao satisfaz as seguintes propriedades:
k
j=1

Entao, uma vez conhecida a distribuicao inicial e a matriz de transi¢ao, o processo de

Markov estd totalmente caracterizado.

1.2 Cadeia de Markov oculta

Considere um experimento aleatorio £. Cada realizacao desse experimento gera uma
seqiiéncia de observagoes {y1, ..., yr}, que é considerada como uma realiza¢ao de compri-
mento T de algum processo aleatério {Y; : ¢ € N} com espaco de estados finito S. O
processo {Y; }ien € gerado por dois mecanismos probabilisticos: em primeiro lugar, uma
cadeia de Markov homogénea nao observéavel {X; : t € N} com m estados que ocorrem em
qualquer instante de tempo t e, em segundo lugar, um conjunto de distribuicoes de pro-
babilidades, uma para cada estado, que produzem as observacgoes a partir de um conjunto

finito de T possibilidades.

Defini¢ao 1.3 Uma cadeia de Markov oculta (HMM) a tempo discreto é um processo

estocdstico duplo {(Xy,Y:) hen tal que:

1. {Xi}ien € uma cadeia de Markov homogénea ndao observdvel, de espago de estados

finito E ={1,2,...,m}.
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2. {Yi hien € uma seqiiéncia de varidveis aleatorias condicionalmente independentes com

a distribuicao de Yy dependendo somente de X, ou seja

PY|X) = PVi=uy,Yo=uwo,....Yr =yr| Xi =21, Xo = 29, ..., X = 27)

T
- HP(Yl:yl|X1:$17X2=J72,~--,XT=$T)
=1
T
= HP(YzzyﬂXl:l“z)-
=1

O termo HMM é motivado por assumirmos que {X; : ¢t € N} é uma cadeia de Markov

nao observavel, ou seja, nao sabemos de qual estado o processo observado foi gerado.

Como falamos na introducao, para caracterizarmos uma cadeia de Markov basta que
conhecamos a distribui¢ao inicial e a matriz de probabilidades de transicao do processo.

Ja nos HMMs além da distribuigao inicial (denotada por §) definida por,
b = P(X, =1), Vie E,

e da matriz de probabilidades de transigdo da cadeia de Markov (denotada por I)

Y11 Y12 o Yim
2 Y22 v 2m
r— 21 g 7
i Ym1 TYm2 Ymm |

sendo

’yji:P(Xt—i-l:i’Xt:j)y VtGN € Z,jeE,

é necessario que conhegamos uma matriz de probabilidades T x m (denotada por IT)

Tyin Ty 7 Ty

Tyor Tyao 77 Tyg

Tyry Tyro " Typ,,
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sendo
Ty = P(Ye = y: | Xi = j),

com

T
> mi=1 Vj€E.
t=1

No exemplo apresentado na introducao, se a distribuicao inicial para a cadeia de

Markov for
1
0= ,
0
os outros dados retirados do modelo sao
0.5 0.5 0.6 0.2
g e H _—
0.5 0.5 04 0.8

Para respondermos ao primeiro questionamento feito na introdugao, precisaremos de
uma série de propriedades dos modelos de Markov ocultos que detalharemos a seguir.
Todas estas propriedades referem-se ao cenério da defini¢ao, isto é, o processo {X;}ien é
uma cadeia de Markov homogénea com espaco de estados finito F e {Y; : ¢t € N} tem,
para todo T, a seguinte propriedade: condicionado a X = {X; :t =1,...,T}, as varidveis
aleatorias Yy, ..., Yr sao mutuamente independentes e a distribuicao condicional de Y; s6

depende de X; e nao das variaveis X, k # t.

Por simplicidade e para nao carregar a notagao, o evento { X; = x,} serd denotado por
X;. No entanto, quando necessério, usaremos a notagao {X; = x;}. De maneira anéloga,

o evento {Y; = y;} serd denotado por Y; e quando necessario faremos uso da notagao

{Yt = yt}'

Proposicao 1.1 Para todo inteirot el tais que 1 <t <[ < T:

PWYi,....Yr| Xe,..., X7) = P(Ys, ..., Y| X0y, X7).
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Demonstracao. Parat =1 et = [ nao ha o que demonstrar. Suponhamos que 1 <t < [.

Assim,
1
P Yr | Xor X) = s POV Vi X X)
1
= E PY,....Yp, Xq = o X1 =2, Xy, X
P(Xt,...,XT)x — ( s y LTy A1 xy, sy At—1 Tp—1, ¢, ) T)
1
= E PY,....Yp| Xq,..., Xp)P(X;q,.... X
P(Xt,---,XT)x — (17 ) T‘ 1, 3 T) ( 1, ) T)a

segue da Definigao 1.3 que,

P(K77YT|X177XT):P(K|XI)P(YT’XT>7

entao,
PY | X)) - -P(Yr| X
P(}/l7"'7YT|Xt7"'7XT) - ( l’P()lg S(T)‘ T) Z P(Xla"'aXT)
2R T Tyueny T 1€ER

P(Yi,....Yr| X0,..., Xr)

= P(X X

P(Xb 7XT) Z ( 1 9 T)
T1,..ny ri_1ER
P(Xt:,..,XT)

P(Y, Yr| X X

_ ( s ’ T| s ) T)P(Xt,. ,XT)

Proposicao 1.2 Parat=1,2,...,T —1:

P(K+1,...,YT|X1,...,XY§):P(n+1,...,YT|Xt).

Demonstracgao. Aplicando a Proposicao 1.1 temos:

1
P(ml’”"YT'Xl"”’Xt):P(Xl,. ,Xt)P(YtH’ LY Xy, Xy)
1
= P(Y,.. Y0, X, X0, X X
P(Xl,...,Xt) Z ( t+1, y LTy A1, y Aty AAt41, ) T)
Tpt1yeey zrel
1
= PYyq,...,Yr | X Xr)P(X X
P(Xh- ’X) Z (t+17 ) T| 1, 5 T) ( 1, , T)
Tt1yeen zr€EFR
1
= P(Yesr,. .., Yr| X Xr)P(X1,..., X
P(Xh- ,X) Z (t+1> 7T| t+1; ) T) ( 1, , T)
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1
= X > P, Vel X Xp)P(Xy,..., Xr)

pela propriedade de Markov,

PYigr,....Yr, Xy, ..., Xp) P(X,,..., X
P(n+17--'7YT|X1;~-7Xt) _ Z (t+1> y LTy <Mty ) T) ( ts ) T)

Proposicao 1.3 Parat=1,2,...,T:

Py, Y| X1,..., Xr) = P(Y1,... Y| X1, ..., Xy).

Demonstracao. Segue da Definicao 1.3 que,

PYy,....Y | Xq,.... X)) = P(Y1 | Xy) - P(Y; | Xy)

P(Yh, ... Y| X1,..., X)) = P(Y1| X1) - P(Y,| Xy),

entao
PYy,....Y | X1,..., X)) =P(Y1,.... Y, | Xq, ..., X}).
Proposicao 1.4 Parat=1,2,...,T:

PYy,....Yr| Xy) =PM,.... Y | X)) P(Yisn, ..., Y | X3).

Demonstragao. Usando a independéncia condicional de Y7, ..., Yy dado X = {X;,..., X7},

podemos escrever

P(YVA,....Yr| X)) = %Z(UZ@)P(X) POV, Y, | X)P(Yesn, .., Yo | X)]
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onde 2(1) e 2(2) denotam o somatério em x1,...,2;,1 € E e x411,...,27 € E respecti-
vamente. Aplicando as Proposicoes 1.3 e 1.2, o lado direito da igualdade pode ser escrito

como,

P(;t)Z(I)Z(Z)P(X) [P(Yi,....Ys| X1, ., X)P(Yisn, ... Yy | X)]

1 (1)) PYi,....Y, X1,..., X))
= —— P(X PY,q,....Yr| X
P(Xt)z Z ( )|: ( t+1, ) T| )

P(Xy,...,Xy)
1 (1)p<}/17"'7}/;,7X1,-..,Xt) (2)
- P(X, ....X P(Yiiq.....Y7| X
P(Xt) |:Z P(Xl,...,Xt) ( b ! t)z (t+1’ ) T| )
1

= P(K?"’7}/157Xt)P(Y;+17"‘7YT|Xt) :P()/lw"uyé’Xt)P<Y2+17"‘)YT|Xt)7

entao,
PYy,...,.Yr| Xy) =PM1,.... Y | X)) P(Yisn, ..., Y | X3).
Proposicao 1.5 Parat=1,2,...,T:

P(Y,,....Yr | X)) = PY; | X0 ) P(Yian, ..., Y7 | Xy).

Demonstracao. Pela Proposicao 1.4,

PYy,....Yr| Xy) =PM1,.... Y | X)) P(Yisn, ..., Y7 | X3).

Somando ambos os lados com respeito a yq,...,1%_1 € S temos,

Yo P, Ye X)) = Y PML Y X)P (Y, Y | X,

Y1y, Yt—1E€S Y1y Yt—1E€S

entao

P(}/ta7YT|Xt):P(m‘Xt>P(m+17JYT|Xt)

Proposicao 1.6 Parat=1,2,...,T:

P(}/la"wYT|XtaXt+l):P(Yi7~‘-7}/;|Xt)P(}/;f+17"'7YT|Xt+1)-

A demonstracao desta propriedade é analoga a demostracao da Proposicao 1.4.
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Proposicao 1.7 Para todo inteirot el tais que 1 <t <[ <T":

PYi,....Yr | Xe,..., X)) =P(Y,....Yr | X)).

Demonstracao. Para t = [ nao ha o que demonstrar. Suponhamos que 1 <t < [ assim,

1

P()/E,...,YT’Xt,...,XD - mp<%,...,YT,Xt,...,XZ)
1 @)
= " PY;,....Yr | X)P(X
P(Xt,...,Xl)Z >, P Yr|X)P(X)
onde Z(l) denota o somatério em zy,...,7,1 € E e 2(2) denota o somatdrio em
Zit1,--.,27 € E. Fazendo t = 1 na Proposicao 1.1 temos,

PY,....Yr|X)=PY,....Yr | X},..., X7),
logo,

1 (2)=(1)
P(Yl,...,YT|Xt,...,Xl):mZ > P, .. Yr| X, Xr)P(X)

1 (2) (1)
- m[z POV Y | X Xa) Y P(X s X X)
1 )
- —P(Xt,...,Xl)Z PYi,....Yr| Xy, .., X0)P(Xy, ., X0, Xigas -, X))
1 (2)
— —P(Xt,...,Xl)Z P, ....Yp| Xy, ..., X0)P( X, .. Xr | Xy, . X)) P(X,, ..., X)),

pela propriedade de Markov,

2)
P<Y27"'7YT|Xt7"‘7Xl) = Z P(Yla"'7YT|Xla'-~7XT>P(Xl+17"'7XT|Xl)

1 (2)
= WZ P(nw"JYTth"'JXT)P(leXl+17"’7XT)

1 2)
= — PY,....Yp, Xy, ., X
P()Q)Z (17 y LTy Al s T)
1

= P(XI)P(YZ,...,YT,XI) =PY;,....Yr| X)).

Agora estamos com todas as ferramentas necessarias para respondermos a primeira
pergunta levantada na introducao, ou seja, calcular a probabilidade da seqiiéncia obser-

vada de um dado modelo de Markov oculto a tempo discreto. Os resultados seguintes
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nos fornecem duas formas de encontrarmos essa probabilidade. O primeiro consiste no
calculo das probabilidades diretas e o segundo no célculo das probabilidades reversas.
Ambos conhecidos na literatura como algoritmo forward (para frente) e backward (para
tras), respectivamente. A func¢ao de verossimilhanga dos dados observados é usualmente

avaliada por esses procedimentos.
Definimos as probabilidades diretas e as probabilidades reversas para todos os estados

da cadeia de Markov e todo ¢t = 1,...,T como segue,

Definigao 1.4 Seja Y = (Y1,...,Y,, ..., Yr) a seqiéncia de observagioes do modelo A =
(0,,II). Para todot € {1,...,T} ei€ E={1,...,m} definimos,

a(t)=PY1i=uy,...,.Yi =y, Xy = 1) (1.1)
e
Bi(i) = P(Yer1 = Yug1,- .-, Yr = yr | Xy = 1). (1.2)
Quando t = T' convencionamos que (7 (i) = 1 para todo i € E.
Proposicao 1.8 Seja Y = (Yi,...,Yr) a seqiéncia de observagoes do modelo A =

(0,T,II) entao

P(Y |\ = Zat(i)ﬁt(i), 1<t<T. (1.3)

Demonstragao. Da Definicao 1.4 e da Proposicao 1.4, parat = 1,2,...,T e1 € E

temos,

(DB = P(Yi,....Ye, X, =)PYiss,...,Yr| X, = 1)
= PMVi,... Y| Xs =) P(X; = ) P(Yiun,..., Yo | X =)
= P(Vh,... Y| Xe =) P(Yigr, ..., Yo | X, = i) P(X, = i)
(Y,.... Y| X, = )P(X, = i)

= P(Yy,....Yr, X, =1i). (1.4)
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Entao

P(Y’)\) = P(leyla--wYT:yT)
- P<}/177YT7U{Xt:Z}>
=1

= Y P(Vi,....Yp, X, =1i)
=1

= >l

Esse resultado nos mostra uma maneira eficiente de calcularmos a probabilidade da
seqiiéncia de observacgoes, para isso basta que as probabilidades diretas e as probabilidades
reversas, em um determinado instante de tempo ¢, sejam conhecidas. Como a equagao

(1.3) é vélida para todo t € {1,...,T}, em particular, para t = T temos,

m m

P(Y [)A) = ZQT(i)ﬁT(i) = ZCVT(i)7 (1.5)

i=1 =1

uma vez que [r(i) = 1 para todo i € E.

Portanto, basta determinarmos ar(i), i € E. O resultado seguinte nos da uma ma-

neira recursiva de calcularmos essas probabilidades.

Teorema 1.1 (Célculo das probabilidades diretas) Seja Y = (Y1,Ya2,...,Y7) a

sequiéncia observdvel do modelo A = (§,T',11). Entao
O[l(i) = 7Ty1,i5i7 1 S 7 S m

epara 1 <j<mel <t<T -1,

at+1(j) = (Z at(i)/yij> 7Tyt+1,i-

=1

Demonstragao. Fazendo ¢t =1 em (1.1), para todo 1 < i < m obtemos,

Oél<’L) = P<Y1 = 3/1,X1 = Z) = P(}/l = 3/1 | X1 = ’L)P(Xl = Z) = 7Ty1,i5i~
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Os demais valores sao determinados de forma recursiva, validos para 1 <t < T — 1.

Usando a Proposicao 1.6,
a1(j) = ZP(Yb o Y, Xe =0, Xy = )
i=1
= PO Vi Xe = i Xes = §)P(Xe = i, Xie1 = j)
i=1
= ZP(Ylw--aYt‘Xt = i) P(Yi1 | Xopr = J) P(Xe = 4, Xo 1 = )
i=1

- ZP(Y17-~->YHXt:i)P(YtH’XtH:j)P(Xt:i)f(XtH:j‘Xt:il
i=1 N

Yij
- ZP(YL---,YHXtIi)f(n+1|xt+1 = J) P(Xy = 1)y
=1 Tyt413
= Y PM,....Y,| Xy = i)P(X, = i)y, i
i=1

= Ty, Z P(Y1,..., Y, Xy = 1)y
i=1
= (Z at@)%j) Tyeyr.d-
i=1

A estrutura do algoritmo forward pode ser resumida da seguinte forma:

1° Passo: Inicializacao:

ozl(i) = Wyl,i&, 1 S 1 S m.
2° Passo: Inducao:
a1 () = (Zat(i)%j> Tyrgs 1<j<m e 1<t<T—1.
i=1

3° Passo: Finalizacao:

POY[N) =Y ar()).
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No primeiro passo, a probabilidade direta é iniciada como a probabilidade conjunta
do estado ¢ e da observacao inicial Y;. O passo de inducao, a etapa mais importante
do célculo, ¢ ilustrado na Figura 1.1. Esta figura mostra que o estado j ¢ alcancado no
instante ¢ + 1 a partir de qualquer um dos m estados possiveis no tempo t. Como (i) é
a probabilidade de Y7, ..., Y ser observado e o estado ser i no tempo ¢, o produto oy (7)y;;
¢é a probabilidade de Y7, ...,Y; ser observado e alcancarmos o estado j no tempo ¢ + 1
estando no estado 7 no passo anterior. Somando estes produtos para todos os m estados
possiveis no tempo ¢ obtém-se a probabilidade de estarmos em j no tempo ¢+ 1 com todas

as observagoes parciais anteriores.

' o\}’l;‘
2 O\_

Yaij

Yini
m 0/
t t+1
o, (i) @;iq (i)

Figura 1.1: Tlustragao do nimero de operagoes necessarias para o calculo das probabilidades diretas.

Tendo calculado esses valores, para obter-se a;;1(j) basta multiplicarmos por m,, , ;.
O célculo é feito para todos os estados 7, 1 < j <meparatodol <t <T—1. O calculo

das probabilidades diretas ¢ ilustrado na Figura 1.2:
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m ;?O
Estacdos
2 —¥0
I g’o
I 2 3 T

observagdes, [

Figura 1.2: Procedimento do calculo de cv¢y1.

Uma outra maneira de obtermos a probabilidade da seqiiéncia de observagoes é a

partir do calculo das probabilidades reversas.

Proposicao 1.9 Seja Y = (Y1,...,Yr) a seqiéncia observivel do modelo X = (4,1, 11).

Entao,

P(Y|X) =)y, i600(5)6;.
j=1

Demonstracao. Fazendo t = 1 na Proposicao 1.5 vemos que,

m

P(Y|\N) = PMi=uy,....Yr=yr) =Y PYi,.... Yy, X1 = j)

j=1

= ST P(h Ve Xo = )P(X: = )
J=1

= Z!D(Yl|X1:j)P(Y2,...,YT|X1:j)P(XI:j)J

 \\ J

-

i=1 .
J Ty1.d B1(5) d;

= Z 71'yl,jﬁl (])53
j=1
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Portanto, conhecendo d;, m,, ; e $1(j), para todo j € E, determinamos P(Y | \).
Como §; e 7y, ; sao dados, basta calcularmos (;(j) para todo j € E. O Teorema 1.2 nos

mostra uma maneira recursiva para o calculo das probabilidades reversas.

Teorema 1.2 (Célculo das probabilidades reversas) Seja Y = (Y1,...,Yr) a

sequiencia observdavel do modelo X = (§,T,11). Entao para 1 <i<m el <t <T -1,

Bi(i) = Z Tye1,i Be+1 (5) Vi
=1

Demonstragao. Usando as Proposigoes 1.7 (com [ =t + 1) e 1.5 temos,

Bii) = Y P, Y, Xopr = j| X, =)

=1

_ ip(}/t—i-la"wYTaXt :i7Xt+1 :]>
j:1 P(Xt — Z)

_ i P(Yerr, - Yo | X = i, Xop1 = ))P(X, = i, Xip1 = j)
< P(X, =)

_ i P(Yitr, ..., Yr | X1 = §)P(Xy = i, Xop1 = )
j=1 P(Xt = 'l)

_ Zm:P(Yt+lu---’YT|Xt+1 = J)P( Xy = j| Xy = i) P(X, = 14)
j=1 P(Xt - Z)

- Z P(Yt+1 |Xt+1 = j);P(Y;-I—Qu oy Y7 | Xip1 = j)l’)/ij
= Tyr Bi1(5)

= > i B ()i
=1

A estrutura do algoritmo backward pode ser resumida da seguinte forma:

1° Passo: Inicializagao:

2° Passo: Indugao:

Bii) = Ty By, 1<i<m e 1<t<T—1
j=1
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3° Passo: Finalizacao:

P(Y|A) =) m360001)9;.
j=1

A inicializagao do procedimento é dada por fr(i) = 1 para todos os valores de i € E.
No passo de indugao, dada a seqiiéncia de observagoes Y11, ..., Yr, o estado i é alcancado
considerando que o sistema modelado esteja em qualquer um dos j estados possiveis. Este
procedimento é realizado levando em conta as probabilidades de transicao do estado ¢
para o estado j (7,5, 1 < j < m), a observacao Y;41 do estado j (my,,,;), € a seqiiéncia de
observagoes restantes a partir do estado j (Bi+1(j)). O calculo de (;(i) é realizado para
todol1 <t<T—-1e1l<i<m. Ailustracao do cédlculo das probabilidades reversas é

mostrada na Figura 1.3:

¥iy
i O
}::'m-‘I
\"O m =T
Y.

im

t t+1
E r'l/f}i ,B;-e-;‘ f_:i'/]

Figura 1.3: Tlustragao do ntimero de operagoes necessdrias para o calculo das probabilidades reversas.

Os dois algoritmos acima nos fornecem resultados iguais. Portanto, para calcularmos
a probabilidade da seqiiéncia de observacoes basta utilizarmos um dos procedimentos

(forward ou backward). Enquanto o algoritmo forward calcula a P(Y | \) utilizando as
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probabilidades diretas (cy (7)), o algoritmo backward calcula a mesma quantidade utili-

zando as probabilidades reversas (3;(i)). Dal a terminologia dos algoritmos.

Os resultados obtidos também podem ser representados na forma matricial. As ma-

trizes:
| an
A= (@)pm = |
i ary

sao denominadas matrizes das probabilidades diretas e reversas respectivamente.

Se definirmos os vetores,

ay = (atla A2, . .

podemos reescrever (1.3) como,

Q19

Q99

Qa2

Q1m

Qom

QTm

) atm)

€

B = (ﬁti)TXm =

ﬁt - (ﬁtbﬁt?a s

P(Y |\) = a [B].

511 ﬁlQ
ﬁQl 622
ﬁTl ﬁTQ

7ﬁtm)7

ﬁlm
ﬁ2m

ﬁTm

(1.6)

(1.7)

Observemos que (1.6) sao linhas das matrizes A e B respectivamente. Em outras

palavras, basta escolhermos uma das t linhas da matriz A e multiplicarmos pela transposta

da linha ¢ da matriz B. Para fixarmos as idéias, vamos considerar o seguinte exemplo:

Exemplo 1.1 Seja A = (0,,II) um modelo de Markov oculto com espago de estados

{1,2,3} e a sequinte seqiiéncia observavel Y = (aabb) com

0.6
o=1104 |,
0

I =

0.3 0.5 0.2
0 03 0.7
0 0 1

1 05 0
0 05 1

1. Utilizando os algoritmos forward e backward como calculamos as probabilidades di-

retas e reversas?
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2. Qual a probabilidade da seqiiéncia de observagoes?

Solucao:
Calculo das probabilidades diretas
1° Passo: Inicializagao:
a1(l) =PYi=y, Xi=1)=PYi=un|Xi=1)P(X1=1)=my, 101 =1-0.6 =0.6.

&1(2) = P(Yi = y17X1 == 2) == P(X/l == yl‘Xl = 2)P(X1 == 2) == 7Ty172(52 =05-04=0.2.

C(1(3) :P(Yi :yl,Xl :3) :P(Yi :yl‘X1:3)P(X1 :3) :7Ty1735320'0:0.
2° Passo: Inducao:
3
(1) = > (i) | myps = (06-0.34+02-0+0-0) 1 =0.18.
=1
3
@(2) = (> ai(i)ya | 7o =(0.6-05+02-03+0-0)-0.5=0.18.
=1
3
@(3) = (> ai(i)ys | 7ps = (06-02+402-0.7+0-1)-0=0.
=1
3
as(1) = > aa(i)yn | 7y1 = (0.18-0.3+0.18-040-0) -0 =0.
=1
3
as(2) = (> aa(i)yi | 7yy2 = (0.18-0.5+0.18-0.340-0) - 0.5 = 0.072.
=1
3
as(3) = (> aa(i)ys | myys=(0.18-0.2+0.18-0.7+0-1) -1 =0.162.
=1
3
as(1) = as(i)ya | 71 =(0-0.3+0.072-0+0.162-0) -0 = 0.
=1

3
ai(2) =) as(i)via | T2 = (0-0.5+0.072- 0.3+ 0.162-0) - 0.5 = 0.0108.
=1

Tyes = (0-0.240.072-0.740.162 - 1) - 1 = 0.2124.

A e W W - e - U

as(3) = Z%(i)%s

Calculo das probabilidades reversas
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1° Passo: Inicializacao:
54(1) =1, 54(2) =1, 54(3) =L
2° Passo: Inducao:
3
Bs(1) = myiBa(j)n;=0-1-03+05-1-05+1-1-0.2=0.45.
j=1
3
B5(2) = 7y iBa(j)ye; =0-1-0+05-1-03+1-1-0.7=0.85.
j=1
3
B5(3) = myiBa(j)ys =0-1-0405-1-041-1-1=1.
j=1
3
Ba(1) =Y my,iBs(j)n; =0-045-0.3+0.5-0.85-0.5+1-1-0.2 = 0.4125.
j=1
3
B(2) =y, iBs3(j)12 =0-045-040.5-0.85-0.3+1-1-0.7 = 0.8275.
j=1
3
B(3) =y, iBs(j)ys =0-045-040.5-0.85-0+1-1-1=1.
j=1
3
Bi(1) = myiBa(i)n; =1-04125-03+0.5-0.8275- 0.5+ 0-1- 0.2 = 0.330625.
j=1
3
B1(2) =y iBa(j)ye; =1-04125-0+0.5-0.8275-0.3+0- 1-0.7 = 0.124125.
j=1

3
Bi(3) =y iBa(j)ys; =1-04125-0+0.5-0.8275-040-1-1=0.

J=1

Portanto, obtemos as matrizes formadas pelas probabilidades diretas e reversas, res-

pectivamente:
0.6 0.2 0 0.330625 0.124125 0
0.18 0.18 0 0.4125 0.8275 1
A= e B =
0 0.072 0.162 0.45 0.85 1
0 0.0108 0.2124 1 1 1
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O célculo da probabilidade da seqiiéncia de observacoes dado pelos procedimentos

forward e backward é, respectivamente,

3
P(Y|A) =) ap(i)=0+0.0108 + 0.2124 = 0.2232

i=1

e

3
P(Y|X) =)y, 61(j)d; = 1x0.330625 x 0.6+0.5x 0.124125 x 0.4 40 x 0 x 0 = 0.2232.
i=1
Também poderiamos calcular P(Y | A) escolhendo qualquer linha da matriz A, e de
forma correspondente, da matriz B e aplicarmos (1.7). Por exemplo, vamos considerar a
terceira linha,

as = (0,0.072,0.162) e B3 = (0.45,0.85,1),

logo,
P(Y |)) = a3 [fs]" =0 x 0.45 + 0.072 x 0.85 + 0.162 x 1 = 0.2232.

Com esse exemplo observamos alguns aspectos importantes. Primeiro, ambos os pro-
cedimentos geram resultados iguais. Segundo, o calculo manual das probabilidades é
enfadonho, por esse motivo sugerimos o uso de softwares. Neste caso particular, im-
plementamos no software R, versao 2.7.0, algoritmos especificos. No entanto, ja existem
pacotes, por exemplo HiddenMarkov, com as funcoes forward e backward implementadas.
Vejamos como utiliza-lo para resolver, computacionalmente, o exemplo que acabamos de

fazer.

# Estados da Cadeia: E={1,2,3}

# Observaveis: {a,b}

# Sequéncia de Observagdes: {aabb}

# Calculo das probabilidades diretas e reversas
# Distribuigdo inicial da Cadeia de Markov

(delta <- matrix(c(0.6,0.4, 0), nrow = 3, ncol = 1, byrow = TRUE))
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[,1]
[1,] 0.6
[2,] 0.4
[3,1 0.0

# Matriz de Transicdo da Cadeia de Markov:
(gama <- matrix(c(0.3,0.5,0.2, 0,0.3,0.7, 0,0,1), nrow = 3,
ncol = 3, byrow = TRUE))
(,11 [,2] [,3]
[1,] 0.3 0.5 0.2
[2,] 0.0 0.3 0.7
[3,] 0.0 0.0 1.0
# Matriz de Probabilidades do Observado dado o Oculto: P{Y(t) [X(t)}
(pi <- matrix(c(1,0.5,0, 0,0.5,1), nrow = 2, ncol = 3, byrow = TRUE))
[,11 [,2]1 [,3]
[1,] 1 0.5 0
[2,] 0 0.5 1
# Dado os estados ocultos, temos dois possiveis resultados para o
observado {a,b}. Podemos supor que a distribuigdo do observado
dado o oculto é uma binomial, ou seja,

# P{obs | estado oculto

1} = Binomial(n=1,p=1)
2}
3} = Binomial (n=1,p=0)

# P{obs | estado oculto Binomial (n=1,p=0.5)

# P{obs | estado oculto

obs <- ¢(1,1,0,0) # sequéncia observéavel
pn <- list(size=rpois(4, 10))
(x <~ dthmm(obs, gama, delta, "binom", list(prob=c(1, 0.5, 0)),
pn, discrete=TRUE))
$x
(11 1100
$Pi



1.2 Cadeia de Markov oculta

37

(,1] [,2] [,3]
[1,] 0.3 0.5 0.2
[2,] 0.0 0.3 0.7
[3,] 0.0 0.0 1.0
$delta
[,1]
[1,] 0.6
[2,] 0.4
[3,1 0.0
$distn
[1] "binom"
$pm
$pm$prob
[1] 1.0 0.5 0.0
$pn
$pn$size
[1] 8 16 11 10
$discrete
[1] TRUE
$nonstat
[1] TRUE
attr(,"class")

(1] "dthmm"

(yfb <- \textit{forward}back(x$x, gama, delta,

prob=c(1, 0.5, 0))))

Matriz das probabilidades diretas

exp(yfb$logalpha)
(,1] [,2] [,3]

"binom", list(c(1,1,1),
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[1,] 0.60 0.2000 0.0000
[2,] 0.18 0.1800 0.0000
[3,]1 0.00 0.0720 0.1620
[4,]1 0.00 0.0108 0.2124

Matriz das probabilidades reversas

exp (yfb$logbeta)
[,1] [,2] [,3]
[1,] 0.330625 0.124125 0
[2,] 0.412500 0.827500 1
[3,]1 0.450000 0.850000 1
[4,] 1.000000 1.000000 1

Calculo da probabilidade da sequéncia de observacoes

exp (yfb$LL)
[1] 0.2232

Um outro problema também levantado na introducao do trabalho esta relacionado
com os parametros do modelo. Estamos interessados nos valores de A = (4,I',II) para
os quais a probabilidade da seqiiéncia de observacoes seja maxima. Em outras palavras,

quais sao os parametros do modelo tais que P(Y | \) seja maxima?

Nas seg¢oes seguintes iremos abordar esse problema.

1.3 Algoritmo EM

Queremos determinar os estimadores de maxima verossimilhanca de um modelo de

Markov oculto a tempo discreto. Para isso, utilizamos a metodologia do algoritmo EM na
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obtenc¢ao dos estimadores. Na secao 1.3.1 apresentamos o algoritmo EM e os resultados
que garantem a sua convergencia e na se¢ao 1.3.2 estudamos essa metodologia aplicada a

cadeias de Markov ocultas.

1.3.1 O algoritmo EM

Considere uma familia {f(z; 0)}yco de fungdes nao negativas e integraveis. Esta

familia ¢ indexada pelo parametro § € © C R?. Nosso objetivo é maximizar a funcdo

L() = /f@;; 6)dz, (1.8)

com respeito ao parametro . No nosso caso consideramos f a densidade conjunta de
duas varidveis aleatérias Y (observavel) e X (nado observavel). A varidvel aleatéria X
corresponde aos dados ocultos, f a funcao de verossimilhanca dos dados completos e L a

densidade de Y.

Suponhamos que L(6) é positiva para todo § € O, entdo a maximizagao de L(6) é

equivalente a maximizar
[(0) = log L(0). (1.9)

Também associamos a funcao f(-; #) a densidade de probabilidade p(-; #) definida por,

p(z; 0) = (1.10)

O algoritmo EM (do inglés, ezpectation-mazimization) é um dos métodos mais popu-
lares em problemas de otimizacao em que se busca um 6timo local. O artigo de Dempster

et al. (1977) ¢ referéncia neste método.

A idéia desenvolvida por Dempster et al. (1977), introduz uma funcao auxiliar, con-

forme a Definicao 1.5,
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Definigao 1.5 A quantidade intermedidria do EM é uma familia {Q(-; 0')}y o de
fungoes a valores reais em ©, indexada por 0 definida por,

Q6 6) :/10gf(x; Op(x; 0 )dz. (1.11)

A quantidade intermedidria Q(-; 6') pode ser interpretada como a esperanca da

varidvel aleatéria log f(X ; 6) quando X tem uma funcio densidade p(z; 6') indexada

por um valor 8 do parametro. Usando (1.9) e (1.10) podemos reescrever (1.11) como

Q0;0)=1(0) —H(0; 0),

sendo

H(O;0) = —/logp(fv; 0)p(x; 0)dz.
Condigao 1.1 Suponhamos que:

(a) O conjunto © € um subconjunto aberto de R.
(b) Para qualquer 8 € ©, L(0) € uma fungdo limitada.
(¢) Para qualquer (0,0) € © x O, [|Vlogp(x;0)|p(x;0 )dx é limitada.

O resultado que justifica a construcao do algoritmo EM é o seguinte:

Proposigao 1.10 Sob a condicio 1.1, para qualquer (6, 6) € © x O,
10)—1(6)>09(;60)— Qb ;6

e se,

a) 0 — L(0) € continuamente diferencidvel em ©.

b) Para qualquer 8 € ©, 0 — H(0; ') é continuamente diferencidvel em ©.

(1.12)
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Entdo para qualquer 8 € ©, 0 — Q(0; ') é continuamente diferencidvel em © e
VIO') = VO 0oy
onde V denota o gradiente.
O algoritmo proposto por Dempster et al. (1977) consiste na construgdo de uma

seqiiéncia de estimadores a partir de um valor inicial ,. Cada iteracao é dividida em dois

passos

Passo E: Determinar a funcao Q(6; 6');

Passo M: Escolher 6"t para ser o valor de § € © que maximiza Q(6; 6°).

De maneira simples, o algoritmo EM utiliza a quantidade intermedidria como uma
fungao suporte para a maximizagao de [(#). Ambas nao sdo necessariamente comparadas,

mas de (1.12), podemos notar que qualquer valor de 6 € © tal que,

Q;0)>09 :60) = 16 >1) (1.13)

A Proposicao 1.10 garante dois resultados importantes na construc¢ao do algoritmo
EM. Primeiro, para qualquer seqiiéncia {0 };>o tal que Q(07"!; 67) > Q(0; 0"), a seqiiéncia
{1(60")}s>0 é nao decrescente. Entao o EM ¢ um algoritmo de otimizagao monétono. Se-
gundo, se o processo de iteragdo parar no ponto #*, entdao Q(6; 6*) tem um méximo
em 0* (caso contrério, ainda serd possivel encontrar um outro 6*), e entao 6* é tal que

Viol(0,) = 0, e este valor serd o ponto de estacionariedade da funcao de verossimilhanca.

1.3.2 Ajustando o EM para HMMs

Agora retomamos ao nosso objetivo principal e discutiremos a aplicacao do algoritmo

EM para o caso especifico em HMMs.
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Os HMMs correspondem a uma categoria de modelos de dados incompletos conhecida
como modelos de dados omissos. Nesses modelos, os dados observaveis Y sao um sub-
conjunto dos dados completos (Y,X). Aqui, assumimos que a distribuicao conjunta de
X e Y, para um dado valor do parametro #, admite uma funcao densidade f(x,y; 0). E
importante lembrar que f é uma funcao densidade somente quando a consideramos como
funcao de x e y. Para um dado valor fixado y, f é uma funcao positiva e integravel.
Na verdade, a funcao de verossimilhanca da seqiiéncia observada, que é definida como a

funcao densidade de Y, é obtida pela marginal,
Ly:0) = [ fxy: O)do. (1.14)

Para um dado valor de y este é um caso particular de (1.8). Em modelos de dados
omissos, a familia de funcoes densidades {p(-; 0)}gco, definida em (1.10), é interpretada

€como,

o fxy;0)
p(XIy,G)—ff(ij;e)dx,

que ¢é funcao densidade condicional de X dado Y.

1.4 Aplicando o EM em HMMs

Dada a amostra observada y = {y1, ..., yr}, utilizamos o algoritmo EM para estimar
os parametros A = (0,',II) de uma cadeia de Markov oculta. Esta estimagdo é tal
que a cadeia de Markov oculta que tenha estes parametros é a que apresenta a maior

probabilidade de ter gerado a amostra inicial.

Precisaremos definir algumas ferramentas auxiliares e para isso vamos relembrar o
modelo. O modelo de Markov oculto é representado por um processo estocastico duplo
{Y;, Xibis0. O processo {Y;hen é gerado por uma cadeia de Markov homogénea nao

observével com espaco de estados F = {1,...,m} e por um conjunto de distribui¢des de
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probabilidades, uma para cada estado da cadeia que produzem as observagoes a partir de
um conjunto de 7" possibilidades. Supomos ainda que a distribuicao de Y} s6 depende do

correspondente Xj.

Defini¢ao 1.6 Seja A = (6,1, 11) um modelo de Markov oculto. Definimos a fun¢ao de

verossimilhanc¢a da seqiiéncia observada como,

LOSY) = P(Y | A) = P(Yi = g1, .., Ve = yr| ). (1.15)

Queremos determinar A = (25\, T, ﬁ) tal que L(\;Y) seja maxima. Inicialmente vamos

definir:

Definicao 1.7 Seja Y = (Y1,...,Yr) uma seqiiéncia observavel do modelo A = (5,1, 11).

Para todo i € E definimos

e(i) = P(X,=i|Y,)), 1<t<T (1.16)

(k) =P(X,=j, X1 =k|Y,)), 1<t<T-1. (1.17)

A Proposicao seguinte nos mostra uma maneira de calcularmos e;(i) e a;(jk) por meio

das probabilidades diretas e reversas.

Proposicao 1.11 Considere e;(i) e a;(jk) definidos em (1.16) e (1.17). Entao, para todo
1,] € b,

(1) (1)

R STGEIGN

1<t<T (1.18)

at(]k) _ at(])’yjkﬂ_yt+l7kﬁt+1( ) 1<t< T _1. (119>

B Z;n=1 > e () VinTyesr B (B)
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Demonstracao. Da Proposigao 1.3 e da equagao (1.4) obtemos (1.18). De fato,

. . P(Y, Xy =1 | )\) at(i)ﬁt(i)
W) =PI =58 = S B

Para demonstrarmos (1.19) escrevemos,

at(jk) = P(Xt =7, Xt+1 =k | Y7)\) (1-20)
_ P(YvXt:ijH-l:kl)\)
P(Y [))

— P(YvXt:ijt+1:k‘)\> (1 21)
Z;’nzl 2211 P(Y> Xi=7J,Xep1 =k | >\)

Aplicando as Proposi¢oes 1.5 e 1.6 podemos reescrever:

PY, X, =75, Xep1=k|N)=PY,Ys,....Y, Yiey,.. .. Y, Xy = 4, X41 = k| N)
- P(}/la}/Zy"'aY;aY;+1a"'7YT|Xt:ijt-i-l :k?7)\)P(Xt:j7Xt+l :k|>\)
— P(Yi,Y27...,}/;§|Xt:j7A)P(Yt+1,}/t+2...,YT|Xt+1 :k,/\)P(Xt+1:k,Xt:j,>\)

- ;P(Yvh}/?""a}/hXt:le)\P(}Q+1|Xt+1:k7)\>P(1/;+27"‘7YT|Xt+1 :k7)\)

J

a:(rj) Tyer1,k 5t:r1(k)
P(Xpo1 = k| X, = j.))
%rk
= Oét(j>7ry:+1,kﬁt+l(k)7jk- (122>

Substituindo (1.22) em (1.20) temos,

() = ottt Ba®)____
Zj:l zk:1 at(])7jk7ryt+1,kﬂt+l (k)

A Figura 1.4 ilustra graficamente como funciona o calculo de uma transi¢cao usando
as variaveis forward e backward. Para se ter uma transicao do estado j no instante de
tempo t para o estado k no tempo t+ 1, é necessario calcular a probabilidade de Y7,...,Y;
ser observado e o estado ser j no tempo ¢ (o (j)). A seguir, calcula-se a probabilidade
de transicao de j para k (7;;) e finalmente a probabilidade de se emitir a observacao ;41

dado o estado k (my,,, k). O termo (41 (k) significa obter a seqiiéncia parcial a partir do
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Figura 1.4: Célculo da transigao.

instante de tempo t 4+ 1 até o instante T dado que o processo de Markov encontra-se no

estado j no instante de tempo t.

Uma vez definidas essas probabilidades, vamos estabelecer quais sao os estimadores

de maxima verossimilhanca do modelo.

Teorema 1.3 Seja A = (6,1, I) um modelo de Markov oculto. Os estimadores de mdzima

verossimilhanca de A sao dados por,

T-1 I .
3 i) > al))

-~ . ~ — ~ {t;ye=k}

(51 = 61(2), Yij = % € Tkj= yT (123)

e(i) > el))
t=1 t=1
Demonstracao. Defina,
O\ = E { [log P(Y,X| X)] Y, )\} . (1.24)

Como {X;;t € N} é um processo estocdstico assumindo valores em um conjunto finito,

podemos escrever (1.24) como,

QA N) = log P(Y, X =i| )P(X =i|Y,N),

ien
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sendo N o conjunto de todas as seqiiéncias de estados de comprimento 7'. Logo,

QAN =) [P(‘;é_':;)' A)} log P(Y,X =i| ), (1.25)

€ Como

P(Y,X=i|\) = PY,Ye,....Yr| X1, Xo, ..., X0, VP(X1, Xav ..., X7 | \)
= P | X1, A) ... P(Yr_y | Xp_y, N P(Yr | X, N P(X1, Xo, ..., X7 | A)

Ty1 iy - - '7TyT—17iT—17TyT7iTP(X1’ XQ’ s >XT | )‘)

= ([T muei| PXr | X0, Xa, oo, Xy, VP(X1, Xa, o, Xy | A)

= Hﬂ-yt,it P(XT|XT_1,/\)P(XT_1|X1,...,XT_2|>\)

P<X17X2a '7XT—2|>\)

= H Tyt it [%T—1iT%T—2iT—1 - '7i2i1P<X1 ’ )‘)}

= 5%'1 | | Ty it [’YinliTryiT72iT71 .- '%zil]
=1

[T 1 [7T-1
= 0y Hﬂ-yt,it Vivier1 | s
Lt=1 A

t=1
entao,
T—1
log P(Y, X =i|X) =logd;, + Y _log T, + Z 10g Ty, i, -
t=1 t=1

Substituindo em (1.25), temos

~ P(Y,X =1|)) —. U
Q(/\7 >\) = lEZN P(Y | )\) IOg 511 Zl 0og ryitl‘t+1 + ;log Wyt,it

. T—
_ Z:P(Y,X:1|)\log521 ZZ YX_IM)IOg%itH*l-

- P = PN
P(Y,X=i|)\), _
T ZZ P(Y [\ log My, it
€N t=1

= Q0N+ Q7N + Qx(7, ), (1.26)
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sendo,

- P(Y,X=i|}), ~
Q5(6,N) = 2; ( PY| /\;| ) log d;
ic

L [PY, X =i])) ~
= ;l YT ]logéi, (1.27)

~ PY,X=1i|A N
Q’Y(’% )‘) = ( (Y | )\)l ) 1Og ’Yitit+1

m m T-1
P(X; =1, Xt+1—J;Y|)\)1 ~
= log 7, (1.28)
Zzt_l [ P(Y [)) ’

T
R PY,X=1i|)\) . _
(7N = > Y ( Y 1067,

" L POY, X, =]\ -
=Yy > { (P(YM*)” )}logﬂ'k,j. (1.29)

Os parametros que desejamos maximizar estao divididos em uma soma de trés ter-
mos independentes, entao podemos maximizar cada termo individualmente. Para isso

utilizaremos os multiplicadores de Lagrange sujeito as restricoes
m n
)IUETIED DTS 9 T
' j=1 k=1
Note que, para todo j € E, os termos de (1.26) tém a seguinte forma:

G(Y)_g y17"'7yn Zwllogyla

com h(y) = Zyl — 1 ey > 0. Portanto devemos maximizar a fungao G(y) sujeita a
1=1

n
restricao Z y; = 1. Assim,
=1

VG(y) +K(Vh(y)) =0 = V (Z w, logyz> + K (V (Z = 1)) —

=1
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Logo,
w w
—L 4+ k=0 = K= ——l, v 1.
Y Y
Conseqilientemente,
K Z Yy = Z w, = K= Z w, = Y= .
g zwz

1

Na equagao (1.27) considere:

2 P(Y|)\) y’L—’L
Assim,
P(X;=14Y|)) P(X;=14Y|))
= = = (YM) > §- PN
2 Wi YN
i=1 i=1
= 0,=PX;=i|Y,\) = & =eli).

Ja na equagao (1.28) considere:

T-1

e PX;=i,Xe:1=7,Y|)N) o v = N
= i = Tij-
— P(Y[))
Assim,
- 1P(Xt—Z Xev1 =5, Y [))
wj - ~ t= <Y‘>\> =
J Zw' ! = 1P(Xt—7/ X1 =5Y[XN)
> D3 TCIRY
7j=1 j=1 t=1
T—1 -
P(X,=i Xu1=17.Y 1|\
( t l t+1 j’ | ) P(Xt:i,XtJrl:j? |Y7)\)
~ =1 PY TN = 7 =1
Yij T—1 Vi -
P(X,=1Y
( t Z |>\) ZP(Xt:Z7 |Y7>\)

P(Y[X)

t=1
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Por fim, na equagao (1.29) considerando

T )
P(Y,Xt =7 | )\) ~
Wy, = Z P(Y|)\) € Yk = Tk,j,
{t;ye=k}
temos:
ZT: P(X; =i, Y|\
P(Y | A)
yk — wk :> %kj {tyt k} :>
- 7 Xt _jaY‘)\)
D> w > Z PN
1 k=1 {t;y,=k}
T ) T
P(X;,=7]1Y,\
R PV i
T px vy T
t =17 ZP(X _
Z t_] |Ya)‘)
= PN P
T
Z e(J)
- %\k’j {t;y;=k}
et(j)
t=1

Apresentamos um processo de simulagao utilizando o pacote HiddenMarkov para a

obtencao dos estimadores de maxima verossimilhanca para o seguinte problema

Exemplo 1.2 Sejay = {y,

Markov oculto A = (6,1, 1) com espago de estados {1,2,3}

0 1/2 1/2 0
s=111, F=|1/3 1/3 1/3
0

0 1/2 1/2

,Yeo0} uma seqiiéncia de observagoes de um modelo de

49
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Ty, = P(Y: =y | Xy = 1) ~ Poisson(0.1)
Tyo = P(Yy =y | Xy = 2) ~ Poisson(2)

Tys = P(Yy =y | Xy = 3) ~ Poisson(4).

Como se trata de um processo de simulacao, os algoritmos que iremos executar irao
fornecer estimativas para os parametros do modelo com a amostra especifica gerada
pela funcao dthmm. Portanto, quando o leitor executar novamente as funcoes do pa-
cote HiddenMarkov, novas estimativas serao apresentadas a amostra gerada pela funcao
dthmm, ou seja, cada vez executados os comandos uma nova amostra sera gerada e, por

conseguinte, novas estimativas serao obtidas.

# Seja lambda=[gama,pi,deltal] um Modelo de Markov Oculto
# com Espaco de Estados: E.
# Estados da Cadeia: E={1, 2, 3}.
# Matriz de Transicdo da Cadeia de Markov:
gama <- matrix(c(1/2, 1/2, 0, 1/3, 1/3, 1/3, 0, 1/2, 1/2),
byrow=TRUE, nrow=3)
[,1] [,2] [,3]
[1,] 0.5000000 0.5000000 0.0000000
[2,] 0.3333333 0.3333333 0.3333333
[3,] 0.0000000 0.5000000 0.5000000
# Distribuigdo inicial da Cadeia de Markov
delta <- c(0, 1, 0)
[11 010

# P{obs | estado oculto 1} ~ Poisson(0.1)

2} ~ Poisson(2)

# P{obs | estado oculto

# P{obs | estado oculto 3} ~ Poisson(4)

A funcao dthmm é utilizada para gerar a cadeia de Markov oculta com os valores
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iniciais 0, I' e os parametros A\; = 0.1, Ay =2 e A3 = 4.

x <- dthmm(NULL, gama, delta, "pois", list(lambda=c(0.1, 2, 4)),
discrete = TRUE)

x <- simulate(x, nsim=600)

Seqiiéncia Observada

$x

[1] 33074300031006124130045222010
2733220010257437

[61] 35310102342554234222500010130
2262971110130232

[101] 04130001014494022201303001525
2034021047100021

[151]] 02007266532152010000303523248
1332022001534513

[201] 22416010033103333803000225112
7110000210100200

[251] 42310000256472000511425200003
360316002004628838

[301] 244333326342102324117121704424
40614110410240002

[3561] 71421345139331112255100010154
3323441220000001

[401] 00110001210001102533031002221
03501121331 77124

[451] 40002024621021442000000123623
1145423120212002

[501] 42200100148433243253272601122
2103000002011140
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[661] 0001000203900400002341133228242400
0100024102004532

Valores iniciais dos parametros

$Pi
[,1] [,2] [,3]
[1,] 0.5000000 0.5000000 0.0000000
[2,] 0.3333333 0.3333333 0.3333333
(3,] 0.0000000 0.5000000 0.5000000
$delta
[1] 010
$distn
[1] "pois"
$pm
$pm$lambda
[1] 0.1 2.0 4.0
$pn
NULL
$discrete

[1] TRUE

Estados da Cadeia de Markov

$y

[11 2223321112212323322112333211111221
22322211223333332332121233333322302
2232112

[76] 1122332112322332111122332122211121
2233322321221211233322112212212323
3211122
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[151] 1 212323323323212111121232222322323
3332122112322322223232211232123333
3211123

[226] 3223332333211111221211221232111212
2333211122223321111212332332232112
2233332

[301] 2222323333321122332232233233323332
3232232321121112322323333233332122
3321111

[376] 1233323333333332321111111212322123
2121121233212111232322211122122323
2333223

[4561] 21 21212332212333321111122233322212
3233323321222112332212112232332322
3223221

[626] 2233323323212111122112332111211121
2321211123222123333333211121112321
2223323

Agora iremos utilizar a funcao BaumWelch para obtermos os estimadores de maxima

verossimilhanca do modelo.

y <- BaumWelch(x)
$Pi

[,1] [,2] [,3]
[1,] 0.5175848 0.4824152 0.0000000
[2,] 0.2776222 0.3641613 0.3582166
[3,] 0.0000000 0.4872944 0.5127056
$delta
[11 010
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$distn

[1] "pois"

$pm

$pm$lambda

[1] 0.1240216 1.8268871 4.0020645
$pn

NULL

$discrete

[1] TRUE

Notamos que as estimativas obtidas pelo processo de simulagao sao proximas dos

verdadeiros valores dos parametros como mostra a Tabela 1.1.

Tabela 1.1: Estimativas de méaxima verossimilhanca

Verdadeiro valor do parametro Estimativas
§=1010] 5=1[010]
12 12 0 | [ 0.5175848 0.4824152 0.0000000 |
I'=1|1/3 1/3 1/3 ['= | 02776222 0.3641613 0.3582166
0 1/2 1/2 0.0000000 0.4872944 0.5127056
A =0.1 A1 = 0.1240216
Ao =2 X = 1.8268871
Ny =4 Az = 4.0020645

Um ponto importante a se comentar é que podemos supor varias outras distribuicoes
para a probabilidade do processo observado, dado o estado oculto da cadeia de Markov
(Bernoulli, Binomial, Geométrica, etc), e utilizar as mesmas fun¢oes (dthmm e BaumWelch)
para gerar os dados do modelo de Markov oculto e obter as estimativas de maxima veros-

similhanca.



Capitulo 2

Modelos de Markov Ocultos em

Espaco de Estados (eral

No Capitulo 1 trabalhamos com modelos de Markov ocultos { X;, Y; }+en onde os espagos
de estados, tanto de {X;}ien como de {Y;}ien, eram finitos. Neste capitulo trabalhamos
com modelos de Markov ocultos {X;,Y; }sen onde os espagos de estados, tanto de {X; }en
como de {Y; }ien, s@o gerais, ou seja, ndo necessariamente enumeraveis. O objetivo deste
capitulo é estimar a densidade comum das variaveis observaveis, para isso vamos dar
condicoes sobre os processos envolvidos de modo a obtermos a convergéncia do estimador
escolhido. Nesta dire¢ao relembramos na secao 2.1 os conceitos e resultados das cadeias de
Markov em espaco de estados gerais. Também trataremos, na mesma se¢ao, da condicao
¢-mixing que mostra o nivel de dependéncia entre as variaveis de um processo e finalizamos
falando do estimador que utilizaremos, a saber, o estimador do tipo ntcleo. Na segao 2.2
daremos as condigoes sobre os processos envolvidos para que tenhamos a convergeéncia do

estimador para a densidade comum das variaveis observadas.
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2.1 Preliminares

2.1.1 Cadeia de Markov em espaco de estados geral

Considere (€2, F,P) um espaco de probabilidade e {X,,},>0 uma seqiiéncia qualquer
de v.a.s definidas em € assumindo valores em E C RY, para algum d € N. Considere as

seguintes o-algebras induzidas pelas v.a.’s X,
Fi :a<{Xj}, j :0,1,...,k:) e I, :a<{Xj},j:k:+n,k+n—|—1,...>,

para todo k> 0en > 0.

Definicao 2.1 A seqiéncia {X,}n>0, com valores em E, é dita uma cadeia de Markov

se, para todo A € F,
P(X,11 € A|F,) =P X1 € Al X,), q.c. (2.1)

para qualquer distribuicao inicial Xy.

Para o estudo de cadeias de Markov em espaco de estados geral utilizamos a func¢ao

de probabilidade de transi¢ao ou nicleo de transi¢ao no lugar da matriz de transicao.

Definigao 2.2 A fun¢io P : E x F — [0,1] € chamada fun¢ao de probabilidade de

transicao ou nicleo de transicdao se,
i) Para todo x € E, P(x,-) € uma medida de probabilidade em (E,F),

ii) Para todo A € F, P(-,A) € uma fungdo mensurdvel.

Ou seja, fixado © € F temos que P é uma medida de probabilidade em (E, F) e fixado

A € F temos que P é uma fungdo mensuravel.
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Seja P(+,-) o nucleo de transicao em (E,F). Para cadan € N e A € F, defina a
seqiiéncia de fungdes {P" (-, ) }n>0 pelo seguinte processo iterativo,
Pz, A) = / P"(y, A)P(z,dy), n >0 (2.2)
E

sendo P%(z, A) = I4(x).

Defini¢ao 2.3 Dizemos que P"(-,-), definido por (2.2), é o nicleo de transicio de n-
passos gerado por P(-,-).

Consequentemente, se Xy = x entao

P(X, € A) = P"(z,4), VneN

Uma ferramenta bastante 1til neste estudo sao as equacoes de Chapman-Kolmogorov.

Proposicao 2.1 (Equagoes de Chapman-Kolmogorov) Sejam P(-,-) o nicleo de
transicao em (E,F) e P"(-,-) definido por (2.2). Entao para todo n,m > 0,
PP (x, A) = /P"(y, A)P" (x,dy). (2.3)
Na segao 2.2, consideramos { X, },>o uma cadeia de Markov com valores em E, nicleo
de transigao {P(x, A) : x € E, A € F} e n(-) uma distribuigao estaciondria da cadeia que

usaremos como a distribuicao inicial do processo. Para isso vamos definir o que seja uma

medida de probabilidade estacionaria.

Definicao 2.4 Uma medida de probabilidade m em (E,F) € dita estaciondria se

MM:LPWMMML VAeF.

Se {X,,}n>0 ¢ uma cadeia de Markov homogénea e m é uma distribuigao estaciondria

temos que se Xy ~ 7 entao X,, ~ 7 para todo n > 1, justificando o termo “estacionaria”.
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2.1.2 Processos ¢-mixing

Existe uma grande classe de processos estocasticos onde as variaveis aleatorias apresen-
tam um certo grau de dependéncia. A seguir, definiremos uma maneira para estabelecer
o grau de dependéncia entre as variaveis, que diminui com o decorrer do tempo. Tais
processos nao apresentam apenas importancia pelo interesse probabilistico mas, também,

pelo potencial em aplicagoes estatisticas.

Definicao 2.5 A seqiiéncia {X,}n>0 € dita ¢p-mizing com coeficiente ¢(n) se,

o {IPLAD B)~ PAP(E)

(o 0] > —
P{A) ,Ae F, B € k+n,k:_1} o(n),

desde que P(A) >0 ou, para cada A € Fi,, B € F5, ek > 1 tem-se,

[P(ANB) = P(A)P(B)| < ¢(n)P(A)

com i(b(n) =M < o0.
n=1

Em outras palavras, as v.a.s X; tendem a ser assintoticamente independentes, uma
o0

vez que a distancia entre elas tendem a zero, pois se a E ¢(n) converge, entao ¢(n) — 0
n=1
quando n — oo.

Uma caracterizacao alternativa para seqiiéncias ¢-mixing é dada no lema seguinte.

Lema 2.1 (Roussas-Ionnides, 1987) A fim de que uma seqiéncia {X,}n>0 seja ¢-

mixing € necessdrio e suficiente que,
sup{ |P(B|Fy) — P(B)|, Be F3,, k> 1} = ¢(n).

Demonstracao. E suficiente mostrar que, para todo k > 1, A € Frp e B € F,, as

seguintes inequacoes sao equivalentes, a saber,

[P(ANB) = P(A)P(B)| < ¢(n)P(A) (2.4)
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|P(B|Fi) = P(B)| < ¢(n)P(A).

(2.5)

Suponhamos, inicialmente, que (2.4) seja verdadeira e que existam A € Fy (desde que

P(B | Fi) seja Fr-mensuravel) e B € Fg3,, tais que,
|P(B|Fi) = P(B)| > ¢(n) P(A)
com P(A) > 0.

Defina os seguintes conjuntos,

AY = AN[P(B|F) - P(B) > ¢(n)] e  A-

Se P(A™) > 0, temos,

/A P@BIE) - PBIaP> [ omap

A+

= /A+ P(B| F)dP — / P(B)dP > P(A")¢(n)

= / E(Iy| ) dP — P(A*)P(B) > P(A")g(n)

= / [3dP — P(AY)P(B) > P(A)é(n)
A+

= P(BNA*")— P(AY)P(B) > P(A")é(n).

Analogamente, se P(A~) > 0 temos,

/ P(BIF) ~ PBAP < = [ omap

= / P(B|F)dP — / P(B)dP < —P(A7)¢(n)

(2.6)

ANI[P(B|F) = P(B) < —=¢(n)]

(2.7)
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N / P(B| F)dP — / P(B)dP < —P(A")$(n)

= / E(Ig|Fy)dP — P(A7)P(B) < —P(A7)¢(n)

N / I3dP — P(A")P(B) < —P(A~)é(n)

= P(BNA)—P(A")P(B) < —P(A7)o(n). (2.8)
Como a equagao (2.4) é valida para todo conjunto A € Fy, em particular, para A" e

A~ (2.7) e (2.8) nos fornecem uma contradigao, entao (2.4) implica em (2.5).

Reciprocamente, assuma que (2.5) seja véalida e provaremos (2.4). De fato,

|[P(B|Fy) = P(B)| < ¢(n) = —¢(n) < P(B|Fi) — P(B) < ¢(n)

Integrando em relacao A € F, obtemos,

—o(n)P(A) < / [P(B| i) — P(B)]dP < é(n)P(A)

= —p(m)P(A) < /

P(B|F)dP — / P(B)dP < ¢(n)P(A)
A

A

= —p(m)P(A) < / (I | F)dP — P(A)P(B) < ¢(n) P(A)

= —mPA) < [ 1adP = PAYP(B) < 6(m)P(4)

= —9(n)P(A) < P(AN B) — P(A)P(B) < ¢(n)P(A)

= |P(ANB)— P(A)P(B)| < ¢(n)P(A).
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Outro resultado importante sobre processos ¢-mizing é dado no Teorema 2.1 e sera

fundamental na demonstracao de um dos resultados principais do trabalho.

Teorema 2.1 (Roussas-Ionnides, 1987) Seja n wma v.a. Fp3,-mensurdvel tal que

In| < M. Entao sob a condigao ¢-mixing

|[E(n| Fr) — E(n)| <2¢(n)M q.c.

Demonstracao. Suponhamos inicialmente que > 0 e considere as seguintes particoes

do intervalo [0, M)

= [ 2

. =1,2,3,...,2™
i om a2m>a ? )y Sy 3

T, = {12—]\”{ ) i=1,2,3,...,2"—1.

Sejam A,,, = 1 '(In,) € B, = 17 (J1,), isto é, a imagem inversa de I,,,. e J,,, pela

~ ~ . . o oo ;
v.a. 7. Entao A,,, e By, sdo conjuntos mensurdveis em F2¢ . pois n ¢ Fg5, -mensuravel.

Defina,
om (/L B 1>M M om
i=1 =1
Como,
2m
Z(Z - ]‘)]Ami = O‘[A'ml + 1]ATIL2 + 21A'm3 + 3IA‘"L4 + ct + (2m - 1)]A7IL27TL
=1
= [Am2 +IAm3 —|—[Am3 +IAm4 +[Am4 +[A7’n4 —|—...—|—[Am2m —|—...—|—[Am2m
2 3 am—1
— (IAm2 +[A'm,3 —I—...—|—[Am2m> -+ ([Am3 +IAm4 —|—...—|—IAm2m) +"'+[Am2m
2m—1

= ]B’"LI + ]B'm2 + tt + ]B'”Lmel - Z ‘[Bmi7

=1
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podemos reescrever,

om

Zz—l ZIBm'

i=1

Logo,
2 om_1
Em|Fr) = E <2m Z(l—l) ) | Fi| = < Z me) \fk]
i=1
A 2l A 27
= Q_WZ [IBmU:k ZP B, | Fr)
i=1
e
2m 2m_1
M M
E(m) = (2—m ;(Z - 1)1Ami> =E (2—m ; Bml>
2m—1 2m—1
M M
= o 2 Blls, ) =50 > P(By)
i=1 i=1
Assim,
2m—1 2m—1
M M
B0 | 7o)~ Bl = |5 3 P(Bu | F) = 5 3 P(B)
=1 i=1
om_1
M
= o | P(Bu | 7o)~ P(Bu)
i=1
a2l
< QmZ\P B, | Fi) = P(Bn,)
< o Zsup{lP(Bmi Fi) = P(Bu)l}, Y Bu, € F%,.

=1

Pela Lema 2.1, para todo B,,, € F9,, e sabendo que ¢(n) > 0 temos,

B | )~ Bln)| < o Z Sup{|P(Bn, | F2) = P(Bo)I}
= IS o = Z e - 1yom)
M M
= om ¢(n)—2—m¢()
M
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Segue do Teorema da Convergéncia Mondtona que,
[E(n| Fx) — E()] < Mo(n)  q.c.
Para o caso em que n é uma variavel aleatéria qualquer, sejam
Em|Fx)=EMm"|F) —Em~|F) e  E(m)=EMn")—EMn),

entao,

\E(n|F) —Em)| = |Em"|F) — B |F) — E(n™) + E(n)|

IN

|E(™ | Fe) — E™)| + |E(™ | Fr) — E(n7))]

< Mo(n) + Mo(n) = 2Mo(n).

2.1.3 Estimador do tipo ntucleo

Considere X, Xo, ..., X, varidveis aleatorias independentes e identicamente distribuidas
(i.i.d.) com densidade comum f(-). A teoria de estimagao de densidade tem por obje-
tivo construir um estimador para f(-) a partir de uma amostra de uma populac¢ao. Por
exemplo, seja X uma varidvel aleatéria com func¢ao densidade f(-), a partir da definigdo
de funcao densidade, temos quase certamente,

1
— lim — _ <
f(z) flLlir(l)QhP(x h<X <z+h).

Por outo lado, uma boa aproximagao para P(x —h < X <z + h) é a proporgao das
varidaveis Xi, Xo, ..., X,, que estdao no intervalo (z — h,x + h|]. Portanto, um estimador
para f(z) é

1

fu(z) = nh

#{X;; X; € (x — h,x + hl}, (2.9)

sendo # a cardinalidade. Esse estimador é considerado estimador ingénuo.
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Motivado por esse estimador, Parzen (1962) define uma nova classe de estimadores

de densidades em R denominados estimadores do tipo nicleo,

1 - Xz — X n
folz) = — ZZ;K ( ; ) : h, — 0 quando n — oo, (2.10)

sendo K uma funcao real, denominada func¢ao nicleo e h,, = h uma seqiiéncia de cons-

tantes positivas, ambas, apropriadamente escolhidas.

Tomando o ntcleo

1
K(z)= 2’
0
podemos rescrever (2.9) na forma (2.10).

Os resultados assintéticos de Parzen sdo estendidos para o caso R? por Cacoullos
(1964) substituindo nh por nh?. Em Rao (1983) é feito um estudo sobre essa classe de

estimadores tanto no caso univariado como no caso multivariado.

Esses estimadores também sao usados na estimacao de densidades associadas a cadeias
de Markov. Os primeiros resultados foram obtidos por Billingsley (1961) para o caso
em que o espaco de estados é finito. Para estimar a densidade associada a cadeias de
Markov estritamente estaciondrias e com espago de estados real, Roussas (1969) considera

o estimador dado em (2.10).

Para a obtencao da consisténcia fraca e normalidade assintética, além das condig¢oes
estabelecidas sobre a funcao nicleo é assumido que a cadeia satisfaz a condicao Dy de

Doob (1953), isto é, existe uma medida p em (R, B), um inteiro ng > 1 e € > 0 tais que
P™(x,A)<1—€¢  se pu(A) <e.
Rosenblatt (1970) estuda esses estimadores quando a condicao Dy é enfraquecida e

substituida pela condicao ¢-mizing. Resultados mais recentes referentes aos estimadores

do tipo nicleo s@o obtidos por Roussas (1991) e em Athreya-Atuncar (1998).
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Esses estimadores sao generalizados por Campos-Dorea (2001) que estabelecem as
condicoes para que os estimadores fossem assintoticamente nao viciados, fracamente con-
sistentes, consistentes em média quadratica, fortemente consistente e assintoticamente
normal distribuido para a densidade de uma seqiiéncia de varidveis aleatorias X, X, .. .,
independentes e identicamente distribuidas. Os mesmos resultados sao obtidos por Campos-

Dorea (2005) para a densidade estaciondria e a densidade limite de uma cadeia de Markov.

2.2 Estimacao da densidade das variaveis observadas

Nesta secao consideramos um modelo de Markov oculto em espaco de estados geral,
ou seja, {X;}>o um processo de Markov homogéneo assumindo valores em X C R?
que descreve a evolugdo de um processo {Y;};>o nao observado, sendo X C R¢ é um
conjunto mensuravel e B(X) a o-algebra de Borel gerada pelo conjunto X. Na pratica
nao conhecemos a densidade de Y}, apenas um conjunto de observacoes dessa variavel.

Portanto, buscamos estabelecer resultados acerca da densidade dessa variavel aleatoria.

Definicao 2.6 Um modelo de Markov oculto (HMM) em espaco de estados geral é um

processo estocdstico duplo {(Xy,Y;) hen tal que:

1. {Xi}ien € um processo de Markov homogéneo nao observdvel, de espago de estados

X CR? e miicleo de transi¢io {P(x, A);x € X, A € B(X)}.

2. {Yihien € uma seqiiéncia de varidveis aleatorias condicionalmente independentes com

a distribuicao de Y; dependendo somente de X, ou seja, para A; € B(RY),
P(Yo € Ay,.... Yo € Ay | Xo, ... X)) = [[ P(Y; € 4;] X)). (2.11)
§=0

Consideramos que a cadeia tem distribuicao estacionéria 7,

w(A) = /]Rd P™(z, A)w(dx), Vn,VA € B(X),
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sendo P"(-,-) a n-ésima iteragao do nicleo de transigao P(-, ), isto é,
P'(z,A)=P(X, € A|Xp=1) = / Pr(y, AYP" ¥ (z,dy), 1<k<n-—1,
Rd
e que o processo observavel {Y, },en é uma seqiiéncia de varidveis aleatérias que assume

valores em R? e para todo A € B(R?),

P(Y, € A| Yy, ..., Vo1, X0, ..., X)) = / Fly| Xo)dy. (2.12)
A

Como as varidveis X/s s@o ndo observadas, a inferéncia é baseada na amostra obser-

vada Yy, ..., Y,. Seja

fly)= [ flylx)m(dz) (2.13)

R4

a densidade de Y.

Para se estimar f(-) usaremos os estimadores do tipo ntcleo apresentados na secao

2.1.3,

- Y, —y
= — K
fa(y) vy ;:1 ( ; ) :
sendo K uma funcao densidade em R? e h = h,, satisfaz,

h, — 0 e nh, — 00 quando n — o0o.

Inicialmente, verificamos que,

1

n—oo 1

>0l = [gmds)  ac (214)

para uma funcao limitada e ndo negativa g(-).

E quando assumimos que o processo { X}, Y;}+>0 ¢ um modelo de Markov oculto mos-

tramos que,

lim [ |fuly) = J@)]dy =0 q.c. (2.15)

n—oo R
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A notacao P, sera usada para indicar a probabilidade da cadeia quando a distribuicao
inicial é 7. De modo analogo, F, serd usada para denotar a esperanca da cadeia quando
a distribuicao inicial é .

Na demonstragao de (2.14) fazemos uso dos seguintes resultados:

Lema 2.2 (Devroye, 1991) Sejam Fy = {0, X} C F; C ... C F, uma seqiéncia de
o-dlgebras encaizadas e U uma varidvel aleatoria integrdvel e F,-mensurdvel. Defina a
martingale de Doob Uy = E(U|JF;) e assuma que para | = 1,...,n existam varidveis
aleatorias Vi, Fi_1-mensurdveis e constantes a; tais que V; < U, < V; + a;. Entao, dado

€ >0,

P(lU—-FEU| >¢) < 4exp{—262/2al2}.
=1

Condigao 2.1 Assuma que a cadeia {X;}i>0 admite uma distribuicao estaciondria 7 e

satisfaz a condi¢do ¢-mixing, ou seja, para todo A € Fy, B € Fi5, ek > 1,

|Pr(AN B) — Pr(A)P:(B)| < ¢(n)Pr(A),

Teorema 2.2 (Dorea-Zhao, 2002) Sob a Condi¢do 2.1 ¢ se 0 < g(.) < M < oo entdo

para cada € > 0 existem constantes ¢; = c1(e, M) >0 e ¢y = co(e, M) > 0 tais que

ﬂ(ﬁzbuﬂ—éﬂ@ﬂﬁ)

> e) < cre ", (2.16)

Um dos pontos chave na demonstracgao do Teorema 2.2 é assegurar que a equagao

ita) = [ a)Pady) = o) = [ owrlay. Vo e 2, 2.17)

tem uma solucéo limitada § sendo g uma funggo em X tal que [p, g(y)m(dy) < co. A
equagao (2.17) é conhecida na literatura como equagao de Poisson. Ver mais detalhes em

Meyn-Tweedie (1993).
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Demonstracao. Supondo que a cadeia satisfaga a condicao ¢-mizring do Teorema

2.1, se ) é F3,,-mensuréavel e |n| < M entao

|Ex(n| Fi) = Ex()| < 20(m)M g.c.

Fazendo k = 0 a varidvel aleatéria g(X,,) é F °-mensurdvel e como 7 é uma distri-

buicao estacionaria para a cadeia temos,

B (91 70) = B (90 [ 0(X0)) = Ex (9(X) | X0) = [ 9(0)P"(Xo.dy)

= £, (9061 X0 = o) = [ )P (2. dy)

Como |g| < M,

B (9(X0) | Xo) = Ex(9(X0) )| < 20m)M

= | [atwPr iy - | g<y>w<dy>\ < 2(m)M

= | [ [P Gt - san] | <2000 ge

No passo seguinte iremos mostrar que a equagao (2.17) admite uma solucao limitada.
Seja
g(z) = g(x) — go + Y _[P"g(x) — gol, (2.18)
n>1

com
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Inicialmente, vamos mostrar que g(x) é limitada. De fato,
9(x)] = )= go+ Y [P'g(x < lg(@) = gol + ) |P"g(x) — gol
n>1 n>1
< lg@)|+ ool + 3 1P"9(0) — ol < [g@)| + [ lo(o) w(dn) + 3 Pg(o) —
n>1 n>1
< M+M/ (da) + > [P g(x) — gol = 2M + > [P g(x) — gol .
n>1 n>1
Como
P g(x) = gol = | Ex (9(Xa) | Xo = 7) = Ex(9(X0))| < 20(n)M, (2.19)

e a série Zqﬁ(n) é convergente,

9(x)] < 2M+) 26(n)M =2M +2M Y ¢(n)

n>1 n>1

< 2M +2MM; =2M(1+ M) = L.

Ou seja, g é limitada. Agora, iremos mostrar que (2.18) é uma solu¢ao da equagao

(2.17). Com efeito,
Pi(x) — / 3(y) Pz, dy)
= [ ()~ a0+ XP"5(0) - o)) Plasdy

n>1

— \/g(y)P(m,dy)l—/gop , dy) / ZP” )P(w dy),

-

Pyg(z)

segue de (2.19) que,
Pg(z) = Py(x) —go/P(rc,dy) +Z/ (P”g(y) —go)P(rc,dy)

= Poo) =90+ [ [ PPy — [P dy)]

— Pole) =90+ 3 | [ [P w.d2) PG dy) ~ [ aoPlasdy

= Pole) =90+ 3 | [ [ o) PGedy) Py dz) - g0

|
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- or-mr 5o [ Ploireed o]

= Pg(x) —go + Z :/9(2)Pn+1($’dz) - 90]

= Pylx)—go+ Y [P g(x) — go]

= > | Pgle) — g0
logo,
§(@) — P(a) —go+z[zan )= 90| = D [P o@) = 90] = 9l@) — g0

Entao, (2.18) é solugao da equagao de Poisson. Conseqiientemente, podemos escrever:

n n

o) = a0 = > [aX0) - Pa(xi)]
= §(X1) = Pg(X1) + 9(Xa) — Pg(Xa) + ...+ 9(X,) — Pg(X5)

= §(X) = Pglx,) + [A<X2> = PGX0) 4o+ §(X0) = Pi(Xo1)]

= g(Xy)— +Z[ — Pg(Xj- 1)]

Notemos que,

n

>0 - [aeman) = 23 g -1 [ gen(a)

k=1
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Logo,
P 5 Y000 - [ gomaz) >e> =Pw<% 903 — a0] 26)
k=1 k=1
< P 19(x) - Pa(x) > 5>+P (% 9(X0) = Pg(Xi)| z§>
- P, rg<X1>—Pg<Xn>|z§>+Pw( 3 = Pa(xi)] z%)
k=2

Como g(x) é limitada, segue que,

n—oo

lim P, ( 6(X1) — Pg(X,)| > E) = 0.

Assim, para provarmos (2.16) ¢é suficiente mostramos que,

P7r< > %) < e 2.

O objetivo é aplicarmos o Lema 2.2. Para isso, definamos,

U= Z[ )= PyXi)| e U=EB(UIR).

n

> [Q(Xk) - P@(Xk—l)]

k=2

sendo U F,-mensuravel e integravel. Vamos mostrar que existem v.a.s V;, F;_; men-

suraveis e constantes a; tais que,

ViU <Vi+a. (2.20)

De fato,

U= E-(U|7) = E( n [g<Xk>—Pg<Xk1)}|fz>
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Como,

Ee(900) | Fit) = Ex(90X0) [0(Xo,. ., Xi1)) = Bx (3(X0) | o(X5 1))

= B.(9050) 1 Xi) = [ 30)P(Xes.dy) = Po(Xecs).
X
Para k& > [ + 1 temos,

Br(Pa(Xi) | ) = En(Ee(30X0) | Fin) | F) = Ex(3(x0) | 7)
Logo, a segunda parcela de (2.21) é zero e

Ui = E,(U|R) = 5 |2 (3(%0) | 71) = Be(Pa(Xe) | 7).

k=2

Para k <1+ 1, F, C F; e como X e Xj,_1 sao F;-mensuravel,

U, = EW<U|]-“,> Xl:[ — P§(X)_ 1)] (2.22)

k=2

De maneira analoga,
Ui = E-(U1Fiy) = 3o [a(50) = Pa(Xin)]. (2.23)

Por outro lado,
Paol = | [ st < [l Py
< /LP(x,dy) = L/P(x,dy) =L, (2.24)
logo, por (2.22), (2.23) e (2.24),

\Ur = U] = [9(X0) — Pg(Xi1)| < 9(Xi)| + [Pg(Xi—2)| < 2L.

Fazendo V;_; = U;_; — 2L e a;_; = 4L obtemos (2.20). E mais,

E.(Pon) = [ [ atPdnnan = [ o) [ Pz = [swry



2.2 Estimacao da densidade das variaveis observadas 73

= B, (3(X0)) = Bx (Pa(Xin)).

Ee(U) = Y [E=(30X0)) = Ex(Pa(X )]

I
&
3
/N
Nl
—~
=
SN—
N———
|
&=
oumnS
Nl
—~
e
SN—
N———
[
I
(@)

Entao, como conseqiiéncia do Lema 2.2,

" . ne —ne?
Pﬂ'( ; |:g(Xk:) - Pg(Xk‘—l)] 2 _> < 4exp{ 3927, } ’
2
Tomando ¢; =4 e co = ——, obtemos o resultado desejado. ]

32L
Como conseqiiéncia do Teorema 2.2 e da proposi¢ao seguinte, obtemos (2.14). Veja-

mos:

Proposicao 2.2 Seja { X, }n>0 uma seqiiéncia de v.a.s em (2, F, P). Dado € > 0 se

ST P(Xa] > €) < o0,

n=1
entao
P (1im X, =0) = 1.

n—0o0

A prova serd omitida. Para maiores detalhes ver Athreya-Lahiri (2006).

Corolario 2.1 Sob as hipoteses do Teorema 2.2 temos
IR
lim 23900 = [gInlds)
k=1

desde que a série Y ., c1e” " seja convergente.

Demonstracao. Segue do Teorema 2.2 que,

P, ( ‘% > o) - [ gte)n(az)

> e) < cre 2,
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Sob a hipétese de que > -, c1e7"? < 0o temos,

ZPW(‘ ngk - [ stz =

n>1

) < cre”"? < 0.
n>1

Usando a Proposigao 2.2 obtemos,

tim 23960 = [g(nds)

Na demonstracao do Teorema 2.2 supomos que a distribuicao inicial da cadeia é a

distribuigao estaciondria e assumimos que a cadeia satisfaz a condigao ¢-mizring. Nos

exemplos a seguir discutimos a importancia da hipétese da distribuigao inicial ser a dis-

tribuicao estacionaria.

Nos exemplos seguintes considere m como a medida de Lebesgue.

Exemplo 2.1 Sejam X=[0,2] e { X, }n>0 uma cadeia de Markov com nicleo de transigao

dado por
P(x,dy) = [1[071]2(35,9) + [(1,2]2<5U73/)} dy.

a) Considere m(x) = Ijqj(x). Logo,

m(A) = /A n(z)dz = /A T (z)dz = /A . dr = m(AN[0,1])

TP(A) — / P Aoyt = [ (xAdx—/[Ol]/ (2, dy)da
- /[01][1001dydx— m(AN [0, 1]) = 7(A),

ou seja, m(z) é uma densidade estacionaria. Entao

Po(Xo € A) = Po(X, € A) =m(AN[0,1]), Vn>1

(2.25)
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Por outro lado,

P.(Xo€ A, X, €B) = //P(az,dy)w(az)da::// P(z,dy)dz
BJA B J AN[0,1]

= / / dydx = m(AN0,1])m(BN[0,1])
B[0,1] J An[0,1]

P.(Xo€e A, X, € B) = /B/X/AP(y,dz)P(x, dy)m(x)dx

= /// P(y,dz)P(x,dy)dx:// / P(y,dz)dydx
BJx Janp, B J[0,1] J An[0,1]

= / / / dzdydz = m(AN0,1])m(B N[0, 1]).
Bn[o,1] J[0,1] JAn[o,1]

De maneira analoga obtemos,

Pi(Xo € A, X, € B) =m(AN[0,1)m(BN[0,1]),  Vn> 2.

Pelo fato da cadeia ser homogénea e por (2.25), para todo ¢ > 0 e k > 1, temos
P.(X; € A, X,y € B)=P( Xy € B|X; € A)P(X; € A)
= P(XyeB|XocAP(X,€ A) =P, (X € B|Xoe€ A)P(Xy€ A)
= P.(X,eB,XoeA) =m(AN|0,1])m(BNJ0,1]). (2.26)
Segue de (2.25) e (2.26) que,
P(X; €A X\, € B)— P, (X, € AP, (X;yx € B) =0, (2.27)

entdo a cadeia {X,, },>0 é ¢p-mizing com coeficiente ¢(n) = 0.

b) Agora, considere 7(z) = 2 %}(x) como a densidade inicial do processo. Sendo

assim,
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porém,

WP(A):/ (g;A)()dx—z/[O xAx—Q/[O/ (z, dy)d

_ /[O/Am)l]dydx— m(AN[0,1]).

Portanto 7 nao é uma densidade estacionaria. Por outro lado,

1]) (2.28)

P.(Xo€ A) = /Aﬁ(x)dx =2m(AN|0, 5

P.(X;€A) = / P(x, A)r(x)dz = 2/ P(x, A) g1 /9dx = 2/ P(x, A)dx
x X [0,1/2]

= 2/ / P(z,dy)dx = 2/ / dydx = m(AN|0,1]).
0,1/2] J A 0,1/2] J An[0,1]

Para z € [0, 1]
P2z, 4) = /X Py, A)P(z, dy) = [ Pl Ay = /[ 1] / P(y, dz)dy = m(AN [0,1])

Conseqlientemente,

P. (X, € A) = / Pz, A)r(z)dx = 2/ P*(x, A)dz = m(AN[0,1]).

[0,1/2]
De maneira analoga,
P.(X, € A) =m(AN]0,1)), Vn>1, (2.29)
isto é, X3, X, ... sdo uniformemente distribuidas em |0, 1].

Para a distribuicao conjunta de X, e X5 temos,

PW(XOEA,XgeB):///P(y,dz)P(x,dy)ﬂ(x)dx

BJxJa

= 2/// P(y,dz)P(x,dy)dsz// / P(y,dz)dydx
BJxJAno,1/2 B J0,1] JAno,1/2

1
= 2/ / / dzdydz = 2m(A N[0, =])m(B N0, 1]),
B0,1] J[0,1] J An[0,1/2] 2
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entao,

P.(Xo€ A, Xy € B)=P.(Xy € A)P.(X5 € B).
Da mesma forma podemos verificar que
P.(Xo € A X, € B) = 2m(ANo, %])m(B A1) Ve,
e assim, por (2.28) e (2.29) temos,

Pi(Xo€ A X, € B)=P,(Xo € AP,(X, €B) Vn>1.

Para a distribuicao conjunta de X; e X3 temos

P (X, €A, X;€B) = // / P(y,dz)P(z,dy)dz = // / P(y,dz)dydz
B Jx Janp, B J[0,1] J An[0,1]
= / / / dzdydz = m(ANJ0,1])m(B N[0, 1]).
Bn[0,1] J[0,1] J An[o,1]

De modo analogo,

P(X, €A X, €B) =m(AN[,1])m(BN[0,1]), Vn>2. (2.30)

Como a cadeia é homogénea e de (2.30) e (2.29), para todoi > 1e k > 1,
Pr(X; € A, Xip € B) = Pr(Xiyr € Bl X; € A)Pr(X; € A)
= Pw(Xk—i-l €eB | X € A)Pﬂ(Xl S A) = Pw(Xk—i-l eB | X € A)PW(Xl c A)
= Pﬂ(XkJrl S B7X1 € A) = m<A N [07 1])m(B n [07 1])
Por (2.29),

P.(X; € A)P. (X, € B) = P(X; € A, X;1x € B), i1>1 e k>1. (2.31)

O que nos garante que a cadeia é ¢-mizing com ¢(n) = 0.

Portanto m nao é uma densidade estacionaria, mas a cadeia satisfaz a condicao ¢-

mizing.
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Em ambas situagoes, seja g(x) = = definida em [0, 1] entdo g ¢é limitada e,
1« 1«
=~ 0(Xe) == > X,
k=1 k=1
por (2.27) e (2.31), Xi, Xy, ... sdo varidveis aleatérias independentes e identicamente
distribuidas com distribui¢ao uniforme em [0, 1]. Pela Lei Forte dos Grandes Nimeros

(Kintchine)

1
— g 9(Xg) — = quando n — oo.
n 2

No entanto, para 7(z) = 2/j9,1/9 (),
1/2 1
/g(x)w(a:)dx = Q/g(x)l[m/g] (x)dx = 2/ xdx = 1
0

Portanto a condigao ¢-mizing nao é suficiente para assegurar os resultados de con-

vergéncia se a densidade inicial da cadeia nao for estacionaria.

Na demonstracao do proximo teorema utilizamos os seguintes resultados:

Lema 2.3 (Hoeffding, 1963) Sejam &1, ... ,&, varidveis aleatdrias independentes com

a; < & < b;. Entao dado € > 0,

‘

Lema 2.4 (Dorea-Zhao, 2002) Sejam K e g densidades em R? e {n,,} uma seqiiéncia

n

> (&‘ - E(&))

i=1

> e) < 2exp {—QGQ/i(bi - ai)2} :

arbitraria de varidveis aleatorias. Suponhamos que, dado € > 0, existam constantes d; =
di(€) e dy = dy(€) tais que para cada A € B(X),

1
p<_
n

n

3 [1,4(%) -/ g(y)dy}

k=1

> e) < dye~%m,
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Entao se h = h,, ¢ uma sequéncia de nimeros positivos satisfazendo

h, — 0, nhl — oo quando n — 0o

n(y) nhdz (nk_)

(/ lgn(y) — g(y)| dy > e) < dje

Agora temos as ferramentas que precisamos para estabelecer as condigoes necessérias

temos,

para a convergéncia em L do estimador do tipo nicleo para a densidade das variaveis do

processo observado, que é o objetivo deste capitulo.
Teorema 2.3 (Dorea-Zhao, 2002) Sob a Condicao 2.1, se {Y,}n>o satisfaz (2.11) e
(2.12) e h = h(n) é uma seqiiéncia de constantes positivas tal que,

h, — 0 e nh, — oo quando n — oo,

entao para f e f, definidas por:

fy)= [ flylo)n(dz) e  faly) = #ZK (Yz; y

R4

existem constantes ¢, = c,(€) > 0 e ¢y = cy(€) > 0 tais que,

(/ \fu(y) — F(y)| dy > e) < djeen, (2.32)

Demonstragao. Pelo Lema 2.4, para provarmos (2.32) é suficiente mostrarmos que

1 n
P ( L
n
k=1

ZIA(Yk)—/Af(y)dy

> e) <cdeen YA e BX). (2.33)

)
).

Notemos que,

1 n
P, ( !
n
k=1

> 1400 = [ Sty

Ze) < Pw(i y [La(Ye) — g(Xi)]| >

k=1

P, ( S a - [ 1wy
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Seja g(x) = [, f(y|x)dy, entdo

/Rdg(x)w(d:c) = /Rd {/A f(y|:€)dy} m(dz)
= /A [ Rdf(?JW)?T(dx)} dy

[ s@rtan = [ s (2.34)

e por (2.13) temos

Logo,

P < %Z[A(Yk) - /Af(y)dy

n

> e) < P ( %Z [La(Ye) — 9(Xk)]

k=1

>

N

+ P ( %ggm) - [ storeto)| > 5)
Por outro lado, g(x fA (y | z)dy é limitada pois, para todo A € B(R?),
0<g(x /fy\xdy</fy]a: (2.35)
Segue do Teorema 2.2 que
(‘ Zg X = [ gty > 5) < e, (2:36)
Defina Z, = I4(Yy) — g(Xk), k =1,...,n. De (2.34) temos,
B (g(X)) = / r(dz) / [y =P (€ A) = E(Ii(Y) = E(Z)=0

Como a distribuicao de Y}, s6 depende do correspondente X e Z, é a diferenca de
fungoes mensuraveis a Borel entao 71, ..., Z, sao variaveis aleatorias independentes. E
mais, se Y € A entdo Zp = 1 — g(Xy) e como 0 < g(.) < 1 segue que Z; < 1. Caso

Yy ¢ A teremos Z = —g(Xj) e como 0 < g(.) < 1entao Z; > —1. Ouseja, —1 < 7 < 1.
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n

Tomando ap = —1 e b, = 1 para todo k =1,...,n e aplicando o Lema 2.3 temos,
1
D [a) = g(X0]| 2

“(hE ) - (e a5)
—— ))}{—}
- Zexp{ }—Zexp{_gez}.

/ / 2 .
Fazendo d; = 2 e dy = $ concluimos que,

1 " / !

Py ( =D [aYe) —g(Xp)]| = %) <dye " (2.37)
n

k=1
De (2.36) e (2.37),
1 - ’ !
- ( =3 Ia(t) - / fy)dy| > ) < die " 4 dye " (2.38)
k=1 A

Sejam ¢, = d; + d; e ¢, = min{d,, d,}. Entdo

P, ( VLAY NIOTE

e) < dle_d2"+dlle_d2"

/ / !
< dle—c2n + d16_02n

/ _ / / _
= (di +dy)e 2" = cje 2",

Como conseqiiéncia do Teorema 2.3 e da Proposicao 2.2 segue o seguinte corolario.
Corolario 2.2 Sob as hipoteses do Teorema 2.3 temos

n—oo

lim » [faly) = fy)ldy=0  qec.

, . ro_ .
desde que a série Y -, ce” "2 seja convergente.

Demonstracgao. Pelo Teorema 2.3;

(/ fuly) — >|dy>e>3c’le—"c’2.
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Sob a hipétese de que > ., ¢;e™™2 < 0o temos,

ZPW</Rd |faly) = f(y)|dy = 6) < Zc;e_m; < 0.

n>1 n>1

Usando a Proposicao 2.2 obtemos,

lim » |fa(y) = f(y)ldy=0  q.c.

n—oo



Consideracoes Finais

Neste trabalho estudamos os modelos de Markov ocultos sob duas perspectivas dife-

rentes: o paramétrico e o nao-paramétrico.

No primeiro caso supomos que o espago de estados tanto do processo observado {Y;}:>o
quanto do processo de Markov { X }+>¢ sao finitos. Neste caso, calculamos a probabilidade
da sequéncia de observacoes pelos procedimentos forward e backward e encontramos os
estimadores de maxima verossimilhanca via algoritmo EM. Além disso, avaliamos esses
estimadores via simulagdo. No segundo caso, supomos que o processo de Markov { X }ien
e o processo observado assumem valores em um conjunto nao enumeravel, ou seja, em
espacos de estados geral. Neste caso, estabelecemos as condigoes a respeito da cadeia e

do processo {Y;}+>0 para que

lim » |fa(y) = f(y)ldy=0  q.c.

n—oo

sendo f(-) é a densidade de Y e f,(:) o estimador do tipo nicleo, ou seja, para uma

densidade K em R?,

1 O Y; —
B = oK ().
=1

com h = h,, uma sequéncia de constantes positivas satisfazendo

n
h, — 0 e nh,, — oo quando n — 0.

Ou seja, o estimador do tipo nicleo em RY converge na norma L, para a densidade

das varidveis Y}, do processo observado quase certamente.
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Em Dorea-Zhao (2002) também ¢é obtida a convergéncia na norma L; do estimador do
tipo nicleo para a densidade do processo observado quando é retirada a suposicao de que
a distribuicao inicial do processo de Markov é a estacionaria. Em outras palavras, eles
mostram os mesmos resultados dos Teoremas 2.2 e 2.3, supondo uma distribuicao inicial

qualquer para o processo de Markov.
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