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RESUMO xiii

Resumo

Neste trabalho apresentamos um novo método de clustering que agrupa pontos
de um conjunto de dados em classes. O método baseia-se em um algoritmo para
ligacao de clusters auxiliares que sao obtidos usando-se técnicas de quantizacao
vetorial tradicionais. Sao descritas algumas abordagens durante o desenvolvimento
do trabalho que baseiam-se em medidas de distancia ou dissimilaridade (divergéncia)
entre os clusters auxiliares. Este novo método utiliza apenas duas informacoes a
priori, a saber: o nimero de centros auxiliares N, e uma distancia de limiar d; que
sera utilizada para decidir sobre a ligagao ou nao dos clusters auxilares. O ntimero de
clusters pode ser automaticamente encontrado pelo método, que o faz com base na
distancia limiar d; escolhida. Analogamente, o niimero de classes, pode ser fornecido
como informacgao adicional para auxiliar na escolha do limiar correto. Algumas
analises sao feitas e os resultados sao comparados com outros métodos tradicionais
de clustering. Neste trabalho sao analisadas diferentes métricas de dissimilaridade e
uma nova métrica baseada no conceito de negentropia é proposta. Além de agrupar
pontos de um conjunto de classes, é proposto um método para o modelamento
estatistico das classes de modo a se obter uma expressao para a probabilidade de
um ponto pertencer a uma das classes.

Experimentos com diversos valores de N, e d; sao realizados em conjuntos de teste
e os resultados sao analisados de maneira a se estudar a robustez do método e propor
heuristicas para a escolha do limiar correto. No trabalho sao explorados os aspectos
de teoria da informacao aplicados ao céalculo das divergéncias. Sao exploradas em
particular as diferencas medidas de informagao e divergéncia utilizando a entropia de
Rényi. Os resultados utilizando as diferentes métricas sao comparados e comentados.
O trabalho ainda conta com apéndices onde sao expostas aplicacoes reais utilizando

o método proposto.
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Abstract

In this work we present a new clustering method that groups up points of a
data set in classes. The method is based in a algorithm to link auxiliary clusters
that are obtained using traditional vector quantization techniques. It is described
some approaches during the development of the work that are based in measures
of distances or dissimilarities (divergence) between the auxiliary clusters. This new
method uses only two a priori information, the number of auxiliary clusters N,
and a threshold distance d; that will be used to decide about the linkage or not
of the auxiliary clusters. The number os classes could be automatically found by
the method, that do it based in the chosen threshold distance d;, or it is given as
additional information to help in the choice of the correct threshold. Some analysis
are made and the results are compared with traditional clustering methods. In
this work different dissimilarities metrics are analyzed and a new one is proposed
based on the concept of negentropy. Besides grouping points of a set in classes, it is
proposed a method to statistical modeling the classes aiming to obtain a expression
to the probability of a point to belong to one of the classes.

Experiments with several values of N, e d; are made in tests sets and the results
are analyzed aiming to study the robustness of the method and to consider heuristics
to the choice of the correct threshold. During this work it is explored the aspects of
information theory applied to the calculation of the divergences. It will be explored
specifically the different measures of information and divergence using the Rényi
entropy. The results using the different metrics are compared and commented. The
work also has appendix where are exposed real applications using the proposed

method.



Capitulo 1

Introducao

Técnicas de classificagao de padroes e clustering (normalmente citado em inglés
na grande maioria da literatura) sdo utilizadas em muitas areas do conhecimento
ou em aplicagoes tais como mineracao de dados, analise de dados de petroleo,
geoprocessamento, processamento de sinais, imagens dentre outras. Por isto, o
desenvolvimento de novos algoritmos para realizar a tarefa de classificar um conjunto
de dados em padroes ou agrupamentos (clusters) é uma tarefa bastante importante.
O campo de estudo nessa area esté estabelecido a um certo tempo com aplicacoes
em varias areas cientificas e tecnologicas, sempre requerendo o desenvolvimento
de técnicas cada vez mais eficientes. Existe uma literatura bésica extensa em
classificagao de padrdes e clustering [16, 6, 17, 78| que trata de técnicas fundamentais
nesta area. Podemos distinguir basicamente duas grandes classes de algoritmos
e técnicas de classificacao de padroes: a classificacao supervisionada e a nao-
supervisionada. O grande desafio hoje estd no desenvolvimento de técnicas nao-
supervisionadas, onde temos pouca ou nenhuma informacao sobre as classes as quais
as amostras de dados captadas pertencem. Muitas vezes nao temos nem a informacao
sobre quantas classes existem.

O termo clustering se refere a tarefa de, dado um conjunto de pontos de D
dimensoes, separa-los em classes (agrupamentos) de acordo com certo critério. O
grande desafio em clustering esta em realizar a separagao das classes quando os estas
estao distribuidas de maneira complexa no espago. Quando isto acontece dizemos

que os dados sao nao-linearmente separaveis. O conjunto de pontos dados sao, em
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geral, amostras de algum processo como por exemplo a altura e peso de um conjunto
de pessoas. Os pontos neste caso serao formados por um vetor de duas dimensoes
onde o conteido de uma delas sera a altura e o da outra serd o peso. Deseja-
se entao classificar as pessoas em, por exemplo, duas classes, sejam elas obesas e
sadias. Normalmente sao colhidas apenas um niamero N de amostras, que sejam
representativas do processo como um todo. O resultado da utilizagao da técnica de
clustering obviamente depende desta quantidade.

Em qualquer que seja a técnica utilizada, as amostras fornecidas servem para
gerar um modelo. Este modelo sera utilizado para classificar outros pontos que nao
faca parte da amostra inicial, obtendo desta maneira um classificador.

Um problema bastante freqiiente na area de clustering é a alta dimensao dos
dados. Alguns autores [16, 6] comentam que a complexidade do classificador
aumenta muito com o aumento da dimensao dos dados a serem classificados!.
Algumas técnicas porém, podem ser utilizadas para reduzir a dimensionalidade dos
dados para que estes possam ser classificados utilizando-se um classificador mais
simples. Jolliffe em 1986 [40] introduz uma técnica denominada principal component
analisys (PCA) ou andlise de componentes principais. Esta técnica consiste em
promover uma transformacao linear nos dados de modo que estes tenham suas
componentes mais relevantes nas primeiras dimensoes, em eixos denominados eixos
principais.

Mesmo utilizando-se técnicas como a PCA, ainda existem problemas onde os
dados, estando distribuidos em apenas um ou mais eixos principais, a separacao
entre as classes presentes ndo ¢é feita. Fisher [20] e posteriormente outros
autores [62] introduzem o conceito de discriminante de Fisher (mais tarde abordado
computacionalmente em outros trabalhos [63]). Em sua andlise, a transformagao
linear aplicada nao visa mais proporcionar um eixo principal e sim um eixo onde a
separacao das médias de cada classe seja méaxima.

Existe ainda uma abordagem nao linear para a analise de componentes principais.

Em seu livro [33], Haykin discute uma técnica de analise de kernel baseada em uma

'Muitos autores chamam esta dificuldade de curse of dimensionality ou maldicao da
dimensionalidade, devido a grande dificuldade causada pelo aumento da dimensao dos dados
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arquitetura neural para o célculo de proje¢oes nao lineares que promovem a reducao
de dimensionalidade dos dados em casos de distribui¢oes nao- linearmente separaveis.

Mesmo em baixas dimensoes, é necessario estabelecer uma distincao entre os
dados de uma classe e de outra. Na literatura, a ferramenta responsavel por
realizar esta distin¢ao denomina-se fun¢ao discriminante. Muitas abordagens sao
encontradas na literatura, a mais simples corresponde as funcgoes discriminantes
lineares. Em alguns livros [16, 33| sao estudadas fungoes discriminante lineares.
Haykin [33] trata uma abordagem através do uso de redes neurais (perceptrons de
uma unica camada). Bishop [6] e Claus [82], abordam discriminantes nao lineares
e descrevem técnicas para o célculo dos mesmos. A decisdo entre pertinéncia de
um certo dado a uma classes também pode ser feita estatisticamente, utilizando-se
analise bayesiana |68, 16].

Fazendo uso destas técnicas, existem muitos métodos para realizar a tarefa de
classificacao de padroes. Os métodos podem ser comparados basicamente quanto
a presenca de conhecimento a prior: existente sobre o problema, obviamente sem
considerar o conhecimento dos dados a serem classificados em si. Neste sentido,
podemos dividir ou métodos de classificagao de padroes em métodos supervisionados

e métodos nao-supervisionados, como ja comentado.

1.1 Meétodos supervisionados

Métodos supervisionados sao aqueles em que amostras de cada classe sao
fornecidas ao classificador juntamente com a informacgao sobre a qual classe pertence
cada amostra. De posse desta informacao, os métodos realizam uma espécie
de treinamento ou ajuste para que o classificador possa funcionar de maneira
adequada, classificando corretamente amostras que nao estejam no conjunto inicial
de treinamento. Dentre os métodos supervisionados podemos citar os métodos
paramétricos [16]. Classificadores que utilizam estes métodos, possuem fungoes
discriminante parametrizadas f;(x,6) para classificar um vetor de atributos x em
uma classe i, representada pelo vetor de parametros 6. O objetivo desta andlise é

encontrar que parametros ¢ melhor descrevem as amostras dos dados. O calculo
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destes parametros pode se feito de modo a otimizar uma funcao denominada de
fungao de verossimilhanga |16, 76]. Duda e Hart [16] fazem uma analise detalhada
sobre a utilizacao da fungao de verossimilhanca para diversas func¢oes discriminantes.
O caso mais comum na literatura de utiliza¢ao desta técnica de calculo de parametros
é onde a func¢ao discriminante é uma gaussiana com parametros de média, variancia,
e probabilidade a priori.

Outros métodos supervisionados utilizam apenas as informagoes das amostras
para classificar um dado em um conjunto. Estes métodos sao denominados
na literatura como métodos nao-paramétricos. Em 1970, Patrick e Fisher [71]
apresentaram um algoritmo para classificacao de padroes baseado apenas nos dados
amostrados diretamente (sem estabelecer uma fun¢ao discriminante parametrizada).
Este algoritmo é conhecido como k-vizinhos mais proximos e é tratado em detalhes
em grande parte da literatura atual.

Métodos supervisionados sao normalmente métodos apenas de classificagao, a
separacao dos dados em suas classes nao precisa ser feita, pois ja conhecemos que
dados pertencem a que classe. Estes métodos sao importantes pois servem de base

para implementagao de classificadores eficientes apos a fase de separagao.

1.2 Meétodos nao-supervisionados

O problema de classificacao torna-se mais complexo quando nao se tem a
informacao de classes nas amostras do conjunto de dados a ser classificado. Estas
situagoes sao tratadas através de métodos nao-supervisionados de classificagao.
Em geral problemas de classificacao nao supervisionada podem ser vistos como
problemas de clustering ou aglomeracao. Este tipo de analise é muito importante,
pois em problemas praticos como mineracao de dados, segmentacao de imagens ou
reconhecimento de voz, nem sempre se tem “exemplos” de classes para se treinar o
classificador. Este é o tipo de método explorado neste trabalho.

Técnicas de clustering tem sido utilizadas em diversas aplicagoes |74, 93,
75, 10, 83]. Dentre estas técnicas, podemos citar a estimagdo da méaxima

verossimilhanga [17, 16| onde os pardmetros de uma funcdo discriminante sao
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estimados sem a presenca da informacao das classes das amostras.

Em 1977, Dempster [15] introduziu um algoritmo denominado Ezxpectation
Mazimization (EM) utilizado para o célculo de parametros gaussianos utilizados
para modelar um conjunto de dados. Este algoritmo é bastante famoso e muito
utilizado para estimar os parametros de misturas de gaussianas, embora tenha
como desvantagem o custo computacional. Posteriormente, alguns autores [14, 65|
exploraram o algoritmo EM e em 1996 Xu e Jordan [89] fizeram uma analise da
convergéncia do algoritmo. Ainda objetivando ¢ célculo de parametros de uma
dada fungao discriminante, Bishop [6] e Kosko [47] apresentam abordagens baseadas
em redes neurais denominada redes bayesianas para estimagao dos parametros
em abordagens paramétricas para classificacdo de padroes. Ainda nesta linha,
Figueiredo e Jain [18] desenvolveram uma técnica que inclui a selecdo automatica
do ntmero de gaussianas na mistura.

Linde, Buzo e Gray [53| descrevem uma técnica que tornou-se bastante famosa
e é largamente utilizada em algoritmos de classificacao nao-supervisionada. Esta
técnica, denominada na literatura por k-means corresponde a uma das principais
técnicas de quantizacao vetorial e sera explorada nos capitulos seguintes. Existem
diversas outras técnicas de quantizacao vetorial e dentre estas, uma bastante comum
que faz uso de uma abordagem neural sao as redes neurais competitivas [33|. Estas
redes consistem em uma arquitetura de uma tnica camada onde os neurénios que
ligam a entrada com a saida representam padroes no espago dos dados. Os pesos
destes neurdnios serao coordenadas para vetores que representarao todo o conjunto,
quantizando o mesmo em poucos centros, algumas vezes denominados code-vectors e
o conjunto completo dos centros denominado de code-book. O célculo dos pesos dos
neuronios é realizado de uma maneira iterativa. Em seu livro, Kohonen [46] realiza
uma prova de convergéncia do algoritmo de treinamento competitivo utilizando o
método do gradiente como ferramenta de otimizacao. Outras técnicas de clustering
que utilizam redes neurais competitivas podem ser encontradas na literatura |55,
41]. Nestas abordagens, sao utilizadas métricas nao-Euclidianas para medidas de
similaridade como a distancia de Mahalanobis, que é uma das métricas utilizadas

neste trabalho. Existem até trabalhos que utilizam algoritmos genéticos [39] para
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realizar o a quantizacao vetorial.

Outro método de clustering consiste em utilizar fungoes critério (detalhadas
e discutidas por Everitt [17]) a serem otimizadas. Nesta abordagem, os dados
sao modelados de uma maneira paramétrica e os parametros sao estimados de
maneira a minimizar ou maximizar uma funcao critério (ou custo). O Algoritmo EM
(mencionado anteriormente) é um caso particular deste tipo de método onde a fungao
a ser otimizada é a fungao de verossimilhanga (discutida nos proximos capitulos).
Recentemente Veenma et al. desenvolveram um método de clustering baseado na
minimizagao de uma fungao erro quadratico [87]. Em seu artigo, mostraram como
utilizar observacoes de tendéncias em medidas feitas em parametros do algoritmo
para ajudar no resultado final. Este tipo de técnica serd discutida também neste
trabalho e consiste de uma ferramenta bastante importante na escolha correta dos
parametros.

Um outro tipo de problema de classificagao de padroes surge quando nao temos
disponivel a informagao sobre quantas classes existem no conjunto de dados ou
quando a classificacao tem que ser feita on-line. Classificacao on-line ocorre quando
nao temos de imediato todas as amostras disponiveis e a classificagao deve ser
efetuada & medida que as amostras vao sendo apresentadas. Em 1980, Spéath [81]
apresenta uma abordagem denominada [leader-follower. Nesta abordagem, uma
medida é feita nos dados que vao sendo apresentados e, comparando-se com uma
medida limiar, decide-se por classificar ou criar uma nova classe. Posteriormente,
Carpenter e Grosberg [8] apresentam um modelo neural denominado Adaptive
Resonance Theory(ART) baseando-se no comportamento de neurénios biologicos
para realizar o agrupamento dos dados. O problema gerado por nao se ter a
informagao sobre quantas classes existem, é bastante discutido na literatura. Em
1996, Hardy [32] compara diversos métodos de clustering utilizados como base para
encontrar o nimero correto de classes. Logo apos, em 1999, Kothari e Pitts [48|
discutem um método de otimizacao para encontrar o niimero correto classes. Fraley
e Raftery escreveram um relatorio técnico [22] discutindo sobre o nimero de clusters
em um conjunto e sobre métodos adequados para estimagao do mesmo.

Recentemente, Kohonen propos uma abordagem neural auto-organizada para



CAPITULO 1. INTRODUCAO 7

agrupar dados. Esta abordagem é bastante discutida em seu livro [46] e consiste
em representar os dados originais por um mapa com topologia bem definida. De
maneira analoga as redes neurais competitivas, os mapas auto-organizaveis (ou
Self-Organizing Maps, SOM como sao geralmente conhecidos na literatura) sao
arquiteturas neurais de apenas uma unica camada. No caso dos mapas SOM,
os neur6nios de saida estao dispostos formando uma topologia bem definida. O
treinamento do SOM é feito de maneira iterativa, calculando-se os valores dos pesos
dos neuronios em cada iteragao.

Existem também na literatura alguns métodos desenvolvidos para classificagao
de dados gerados artificialmente onde a estatistica é bastante complexa. Lipson
e Siegelmann [54] utilizam uma abordagem neural para modelar o classificador
utilizando neurénios com métricas diferentes da Euclidiana (idéia central deste
trabalho). Algumas idéias utilizando o Mapa de Kohonen com meétricas baseadas
em teoria da informagao (como a divergéncia de Kullback-Leibler) foram propostas
por Hollmen et al. Ultsch e Vetterem desenvolvem uma técnica de segmentacao do
mapa de Kohonen como objetivo de realizar a classificacao de padroes mapeando-
os para um espaco de dimensao menor [86]. Posteriormente, em 1999, Costa [13]
desenvolveu métodos hierarquicos para trabalhar com o algoritmo de segmentacao

do Mapa de Kohonen.

1.3 Meétodo proposto

O método proposto neste trabalho consiste de um método nao- supervisionado
para classificacao de padroes. O objetivo é realizar a classificagao de conjuntos de
dados sem forma definida ou que tenham sido gerados por funcgoes densidade de
probabilidade muito complexas.

As principais contribuicdo propostas neste trabalho consistem no
desenvolvimento de uma nova técnica de clustering e um método para estabelecer
um modelo estatistico para o conjunto de dados analisado. O método de clustering
proposto baseia-se em medidas de dissimilaridade nao-Euclidianas que incorporam

alguma informagao sobre a estatistica dos dados. Basicamente o método tem como
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base a divisao do conjunto em um numero excessivo de pequenas classes auxiliares
para posterior agrupamento das mesmas em clusters maiores. As contribui¢oes
importantes a destacar no método e que serao descritas no decorrer do texto
podem ser resumidas em: a simplicidade computacional que é conseguida devido a
utilizacao de uma medida baseada na negentropia calculada analiticamente, o que
livra o algoritmo de célculos iterativos custosos como é o caso do algoritmo EM;
utilizagao da entropia de Rényi para facilitar o calculo analitico da negentropia; a
obtencao de uma técnica extremamente simples de se obter modelos de misturas
de gaussianas, dada a necessidade de se obter o modelo gaussiano de cada
classe auxiliar, sendo estas posteriormente agrupadas formando um agrupamento
de gaussianas; célculo da negentropia baseando-se medidas de divergéncia, em
particular a divergéncia de Kullback-Leibler.

A técnica de dividir os dados em classes ou centros auxiliares para depois agrupéa-
los foi inicialmente abordada por Tyree e Long [85]. A idéia neste artigo é utilizar
a distancia entre os centros das classes auxilares e apoés isso, classificar os pontos
pela distancia destes para os segmentos de retas gerados pela ligacao dos centros. O
grande problema que surge nesta abordagem ¢ a utilizacao da distancia Euclidiana
para ligagao dos centros, pois além de nao ligar corretamente os mesmos em alguns
casos existe uma dependéncia muito grande do limiar utilizado (distancia a partir
da qual se decide por ligar ou ndo dois centros) e os valores de escala dos dados
em si. Neste trabalho, utilizamos métricas que levam em conta a estatistica dos
dados, e resolvemos o problema de ligacao correta dos dados, além de nao depender
da escala dos mesmos. Além de sugerir um esquema de classificacao bem mais
eficiente, baseado em um modelo de misturas de gaussianas. A dependéncia da
escala dos dados do conjunto na escolha do limiar é um fator critico. Isto dificulta
a escolha deste limiar, j& que para o mesmo conjunto observado em uma unidade
diferente (por exemplo comprimentos em centimetros ao invés de metros) o limiar
sera diferente.

A utilizacao de métricas nao-Euclidianas em clustering ja se mostrou bastante
eficiente. Em [24] o autor desenvolve uma técnica de clustering que utiliza medidas

de entropia para segmentar dados de imagens de ressonancia magnética. Nesta
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ocasiao, o autor mostra a robustez das medidas estatisticas, que sao objeto principal
do presente trabalho. No capitulo 4 sao feitos comentarios comparando este método
com o método proposto neste trabalho.

No decorrer do trabalho foram sendo desenvolvidas e aprimoradas técnicas, para
realizar a tarefa de clustering baseadas na ligacao de centros auxiliares, porém com
medidas que incorporam a estatistica local dos dados. Diversas métricas foram
testadas até que se chegasse ao desenvolvimento de uma métrica bastante robusta.
No decorrer do texto, serao explicadas cada métrica, seus problemas, e como estes

foram sendo resolvidos com métricas cada vez mais adequadas.

1.4 Sumario

Muitos trabalhos se relacionam com as técnicas de clustering. Muitas técnicas
utilizam combinagoes de outras técnicas e algoritmos para realizar a tarefa de separar
clusters em um conjunto de dados. Nem todos os métodos e algoritmos utilizados
neste trabalho sao especificos para clustering. A idéia é utilizar-se de algoritmos
com baixa complexidade computacional para que se obtenha um método rapido,
porém robusto. No capitulo 2 serao apresentados os aspectos tedricos envolvidos
no contexto deste trabalho onde as técnicas, métricas e abordagens sao descritas
de maneira a introduzir a teoria necessaria para o desenvolvimento do mesmo. No
capitulo 3 o método desenvolvido é apresentado. Sao detalhadas as etapas envolvidas
na classificagao de um conjunto de dados e fundamentada a utilizacao de cada
aspecto tedrico enfocado no capitulo 2. No capitulo 4 sao mostrados e comentados
alguns resultados obtidos. Os resultados apresentados sao mostrados seguidos de
anélises tedricas feitas com base no que se esperava ou no que realmente se obteve,
bem como sobre os parametros utilizados. Em seguida sao apresentadas algumas

conclusoes e perspectivas para trabalhos futuros.



Capitulo 2

Fundamentacao Teoérica

Classificar padroes significa atribuir uma classe ou grupo a cada um dos elementos
de um conjunto de dados. Utilizamos classificagao de padroes sempre que temos que
realizar algum tipo de selecao como por exemplo escolher dentre frutas maduras
ou verdes, separar livros velhos de novos, ou até mesmo selecionar quais objetos
serao guardados em quais gavetas. Apesar de ser uma tarefa bastante corriqueira e
simples de ser executada, realizd-la computacionalmente pode chegar a ser bastante
complicado. Neste caso, classificar padroes significa: dada uma tabela onde cada
linha corresponda a um objeto ou dado qualquer, e cada coluna seja um atributo
qualquer deste objeto, atribuir a cada linha desta tabela uma classe ou grupo de
maneira que, linhas com grupos ou classes iguais, terdo atributos (colunas da tabela)
semelhantes perante uma medida qualquer. Um exemplo classico de classificacao de
padroes é dado por Duda e Hart [16]. Neste exemplo, os “dados” a serem classificados
sao duas espécies de peixes. Cada uma dessas espécies pode ser considerada uma
classe. Cada peixe do conjunto a ser classificado sera representado por uma linha
da tabela e cada coluna representard uma dimensao fisica do peixe (largura e
comprimento, por exemplo). O objetivo é classificar cada um dos peixes presentes no
conjunto todo e identifica-los como pertencentes a uma das duas espécies, baseando-
se apenas nas medidas dos tamanhos dos mesmos.

Um passo fundamental para o entendimento dos algoritmos de classificagao
é a representacao grafica dos dados. A representacdo em forma de tabela nos

mostra pouco a respeito do conjunto. Uma forma bastante utilizada de representar

10
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um conjunto de dados é a representacao em forma de um diagrama de pontos
denominado de scatter (Figura 2.1).

25
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Figura 2.1: Diagrama de pontos representando um conjunto de dados

Neste diagrama, cada ponto representa um elemento do conjunto.  As
coordenadas de cada ponto representam os atributos e em geral nao tem significado
relevante. E muito comum o desenho desse tipo de diagrama sem o rétulo do nome
dos eixos. No exemplo dos peixes, um peixe que tivesse comprimento 10cm e largura
4cm seria representado por um ponto de coordenadas x = 10 e y = 4. Claro que
este tipo de diagrama funciona bem para duas (ou até trés) dimensoes, onde apenas
dois (ou trés) atributos s@o utilizados. Para dimensoes elevadas outras técnicas
de visualizacao podem ser utilizadas. Neste trabalho, para fins de exemplificacao,
serao utilizados conjuntos bi e tri-dimensionais, mesmo que o método ou técnica
desenvolvido funcione para dimensoes mais altas.

O termo “classificacao de padroes” é muito utilizado para denominar a area de
conhecimento onde se utilizam de diversas técnicas para resolver o problema de
separar ou classificar pontos em conjuntos de dados. Muitas destas técnicas vém
sendo desenvolvidas e se aplicam em diversos casos de problemas de classificacao.
Para realizar a classificacao dos dados de um conjunto de acordo com algum critério
(frutas pela sua cor, carros pela sua velocidade ou células pela sua forma) é necessério
obter informagoes sobre os dados em questao. A informacgao mais comum disponivel
para resolver um problema de classificacao sao amostras que serao classificadas. A

partir destas amostras iremos encontrar um modelo matemético para que possamos
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inferir sobre um elemento qualquer (pertencente ao conjunto de amostra ou nao)
atribuindo-lhe uma classe. Esta amostra de dados do problema consiste na principal
informagao a ser fornecida para o sistema que ira realizar a classificagao, porém nem
sempre é a unica informagao disponivel. Outras informagoes a respeito do problema
podem ser dadas, tais como: ntmero de classes em que se deseja dividir o conjunto
de dados, conhecimento a priori sobre as classes das amostras, etc. Dependendo do
tipo de informagcao que é dada sobre o conjunto ou amostra utilizada, a classificacao
é dita supervisionada ou nao-supervisionada como mencionado no capitulo 1.

O termo supervisionada ou nao-supervisionada refere-se a existéncia ou nao de
exemplos (amostras) onde ja se conhece sua classe. Podemos comparar o caso de
problemas supervisionados com aquela classificagao onde um especialista informa,
em principio, quais dados utilizados como amostras pertencem a qual classe. No
exemplo dos peixes ja citado, o conjunto utilizado para “treinar” o classificador
consistiria de uma tabela com os atributos das amostras (largura, comprimento,
etc) e a classe de cada amostra (salmao, sardinha, etc). Com essas informagoes, um
modelo é criado e entao o classificador é implementado.

Ja em classificacoes ditas nao-supervisionadas apenas amostras sao fornecidas.
Nenhuma informacao sobre a quais classes cada uma pertence sao dadas. No caso dos
peixes, apenas os atributos dos peixes sao dados (largura, comprimento, etc...), ndo
hé a informacao de classes na tabela. O problema de classificagao nao-supervisionada
é em geral mais dificil do que o problema de classifica¢ao supervisionada. O problema
torna-se tao mais dificil quanto menos informagoes sao fornecidas. Uma informagao
normalmente fornecida aos classificadores nao-supervisionados é o niimero de classes
existentes. Outras informacgoes podem ser dadas como por exemplo, a forma como
os conjuntos de dados se agrupam no espago dos atributos, ou alguma estatistica
sobre os mesmos.

Alguns métodos tentam utilizar, além das amostras, a menor quantidade de
informagoes possivel para desenvolver um classificador. Neste sentido, muitos
métodos tem sido desenvolvidos e se baseiam nas mais diversas técnicas [8, 70, 5.

O termo clustering é normalmente utilizado para designar algoritmos que

agrupam dados classificando-os como grupos genéricos (grupo 1, grupo 2, etc...).
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Os grupos (ou clusters como é comum ser designado na literatura), sdo conjuntos
de elementos que possuem atributos semelhantes. Segundo Everitt [17] a definigao
formal de cluster ¢é dificil de ser elaborada e muitas vezes é formada de maneira a
se adequar a uma situacao particular. Neste trabalho, consideramos cluster como
um conjunto de dados que possuem uma classificagdo genérica (grupo 1, grupo 2,
etc...) e que foi estabelecido de acordo com uma medida de dissimilaridade para
com os demais grupos. Desta maneira, classificar um elemento de um conjunto de
dados significa associar este a um desses grupos. Halkidi et al. disponibilizam uma
revisao (30, 31, 29| bastante interessante sobre as técnicas de clustering modernas.

Nas secoes seguintes, serao descritas algumas técnicas utilizadas e métodos para
o desenvolvimento do algoritmo proposto neste trabalho para separar um conjunto

de dados em clusters e associar um elemento qualquer a um dos clusters gerados.

2.1 Aglomeragao (Clustering)

A tarefa de aglomerar dados de um conjunto qualquer é denominada geralmente
de clustering. Ao se aglomerar dados de um conjunto qualquer, formamos classes ou
clusters. Em geral a aglomeracao pode ser vista como a rotulacao de cada ponto ou
dado do conjunto como sendo de uma das N, classes existentes no conjunto todo.
Esta rotulagao deve obedecer um critério para que tenhamos uma boa aglomeracao.
Entende-se como uma boa aglomeracao, a situacao em que todos os pontos de uma
mesma classe sao semelhantes perante um critério de decisao estabelecido. Podemos
observer como exemplo a Figura 2.2.

Na Figura 2.2(a), observamos que se considerarmos o critério “proximidade” dos
vizinhos de mesma classe, o cluster representado com “x” (mais escuros) possui
alguns pontos cujos vizinhos sao distantes. Ja na Figura 2.2(b), todos os pontos
possuem distancias parecidas para os vizinhos de mesma classe. Neste exemplo, o
critério “distancia para os vizinhos” foi utilizada para definir se uma rotulagao esta
correta ou incorreta.

Teoricamente podemos testar todas as possibilidades e escolher a rotulacao que

melhor se apresenta diante do critério escolhido. Esta técnica nao é utilizada porque
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Figura 2.2: Duas rotulagoes diferentes para o mesmo conjunto de pontos

o numero de combinacoes para rotulacao de N, classes em um conjunto de N pontos

¢ dado pelo namero de Stirling de segunda ordem [12]

1 = [ N,
S(N,N,) = oA > (-1) 7; (N, — i)V, (2.1)
i=0
N,
Onde representa a combinacao de N, tomados i a i. Por exemplo, para

i
apenas 20 pontos dividindo em 4 classes, temos 45232115901 possibilidades a serem
testadas. Isso torna extremamente proibitiva a busca exaustiva de cada combinagao,

visto que em aplicagoes normais é comum existirem conjuntos com tamanhos da

ordem de mil ou até um milhao de pontos...

2.1.1 Critério de selecao das partigcoes

Podemos analisar a “qualidade” de wuma particao qualquer medindo o
espalhamento dos dados nessa particao. Este procedimento equivale a medida de
“proximidade” mencionada ainda a pouco. Uma maneira formal para realizar esta
medida é através das matrizes de espalhamento de uma partigao [37| (scatter matriz
como é geralmente citado na literatura). Seja X um conjunto formado por N pontos
X;, para ¢ = 1,2,3,..., N dividido em N, particoes e cada particao possuindo n;

pontos. O vetor média de cada classe pode ser calculado como sendo
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1 i
= x, (2.2)

(@)

onde x;” sao os pontos do conjunto X que pertencem a partigao i. A média total p

do conjunto pode ser escrita como a soma ponderada das médias de cada particao

1
=% anl’l’z (2.3)

Define-se assim as matrizes de espalhamento, a matriz inter-grupo W, entre-

grupos B e total T que podem ser calculadas como mostram as equacgoes de 2.4 a 2.6

Noa 14

W= () =) () - ) (24)

i=1 j=1

B= Zn (1 — p) (1 — p)", (2.5)
T=) (xi—p)(x—mp) (2.6)

i=1
Pode-se mostrar que a variancia total representada pela matriz T' é o resultado
da soma das variancias inter-grupo e entre-grupos (representadas pelas matrizes W

e B), obedecendo a relagao

T =W +B. (2.7)

Estas matrizes podem ser utilizadas para verificar se uma particao esta
distribuida corretamente. Isto pode ser feito minimizando-se a distancia entre os
pontos de uma particao a média da mesma que equivale a minimizar o traco da
matriz W. A Figura 2.3 ilustra este critério.

Como pode-se observar, o particionamento inadequado gera diferengas maiores
(maior variincia) intra-grupos. Ja no particionamento correto, as diferengas sao
menores. Outros critérios, como por exemplo maximizar o traco de BW™1 [17]
também sao encontrados na literatura.

Nem todo tipo de agrupamento pode ser analisado em funcao das matrizes de
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Figura 2.3: Diferenca entre diferentes particionamentos para o mesmo conjunto de
pontos

espalhamento. Isto é facil de se verificar quando temos conjuntos com espalhamentos

mais complexos.

2F

4f

Figura 2.4: Conjunto com espalhamento complexo

Para o conjunto da Figura 2.4, podemos ver claramente que o particionamento
correto seria agrupar os pontos do circulo central e os pontos do anel externo. Nesta
situagao, as médias das partigoes ficardo no mesmo lugar (centro do conjunto) e no
mesmo lugar da média geral do conjunto. Isto faz com que o traco da matriz W
seja um valor maior do que seria se posicionarmos o conjunto ao meio.

Com base neste exemplo, chegamos a conclusao de que um método de clustering
para realizar o particionamento correto deve levar em consideragao outros fatores
que nao sejam apenas as varidncias das particoes. A utilizagdo das matrizes de
espalhamento ajudam no particionamento de conjuntos de dados simples, ou que

tenham uma distribuicao isotropica de suas particoes.
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Quando temos o particionamento correto, as particoes passam a representar
clusters ou classes do conjunto de dados. A partir dai, é possivel modela-las
estatisticamente e realizar a classificagao de outros pontos fora do conjunto original.
A este procedimento, dar-se o nome de classificacdo estatistica. Existem muitas
ferramentas que realizam esta tarefa. Na secao seguinte analisaremos o método

utilizado neste trabalho.

2.2 Decisao Bayesiana e classificacao estatistica

Para realizar a tarefa de decidir a que classe um dado qualquer pertence, devemos
utilizar uma funcao que nos permita comparar a pertinéncia deste dado a cada
uma das classes. Como ja citado no capitulo 1, esta funcao denomina-se funcao
discriminante. Neste trabalho a decisao entre pertencer a uma classe ou outra sera
tomada com base na probabilidade de um dado pertencer a cada uma das classes.
Para o caso de termos N, classes denota-se P(x|w;) a probabilidade de um vetor de
dados x pertencer a classe w; (dentre as N, classes). Esta probabilidade condicional
implica em conhecermos a fun¢ao densidade de probabilidade que modela cada classe
w;. Para que possamos inferir sobre a pertinéncia de um elemento do conjunto a
uma classe qualquer, temos que conhecer P(w;|x). Recorrendo a expressao de Bayes

para o calculo da probabilidade condiocionada (equagao 2.8) temos:

P(x|w;) P(w;)
P(x)

P(w;|x) = (2.8)

onde P(w;) é a probabilidade a priori da classe w; e P(x) a probabilidade de
ocorréncia de x, chamado de evidéncia que independe das classes, como podemos

ver na equacgao 2.9 a seguir

N

P(x) =Y P(x[w;) P(w;) (2.9)

i=1
Utilizando a equagao 2.8 podemos calcular a probabilidade de um elemento x
pertencer a uma classe ou outra. Utilizando esta probabilidade podemos decidir a

que classe este ponto pertence. Ou seja,
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Pertence a classe w; se  P(w;|x) > P(w;|x) para todo i # j (2.10)

como P(x) nao depende da classe, podemos decidir por uma classe w; se

P(x|w;) P(w;) > P(x|w;) P(w;) para todo i # j. (2.11)

Neste trabalho iremos estimar P(w;|x) para cada uma das classes. A classificagao
serd feita aplicando-se a equagao 2.11 para cada elemento do conjunto de dados e
relacionando os mesmos a uma das classes existentes.

A Figura 2.5 mostra duas distribui¢oes, cada uma correspondendo a distribuigao
de uma classe. O ponto onde as duas se igualam é o ponto de decisao onde
uma amostra x passa de uma classificagdo para outra. As probabilidades a priori
multiplicam cada fungao densidade de probabilidade, aumentando ou diminuindo a

probabilidade de ocorréncia de uma classe.

0.2

0.15}

0.1r

0.05p

-010 -5 0 5 10 15 20

Figura 2.5: Distribuicoes de probabilidade de duas classes de uma mesma variavel
aleatoria

A Figura 2.5 ilustra o caso de decisao entre duas classes com a variavel aleatoria
(VA) uni-dimensional. Neste caso, o ponto de decisdo é um valor especifico da VA.
Quando a VA é multi-dimensional, a “superficie” de decisao pode se tornar bastante
complexa. A Figura 2.6 ilustra um caso bi-dimensional. A linha sinuosa na figura
representa a linha de decisdo (onde as probabilidades s@o iguais). A éarea ao lado
direito da linha de decisdo ficam os pontos (z,y) que pertencem a uma classe e ao

lado esquerdo ficam os pontos que pertencem a outra classe.
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5 ) 2 6

Figura 2.6: Superficie de decisao entre duas classes de uma VA bi-dimensional
2.3 Distribuicoes de probabilidade gaussianas

Em estatistica, uma das distribuicoes de probabilidade mais importantes e
utilizadas é a distribuicao gaussiana. Sua importancia se deve a um teorema
denominado teorema do limite central [68]. Em linhas gerais este teorema nos
diz que, em certas condigoes bastante comuns, a soma de varidveis aleatorias
independentes é uma outra VA que tende para uma distribuicdo gaussiana. Isto
faz com que a distribuicao gaussiana seja uma distribuicao bastante comum em
processos praticos, que em geral sao formados por combinacoes de diversas variaveis
aleatorias independentes [1]. Uma distribui¢do gaussiana para um vetor aleatorio
x (também chamada de distribui¢do normal, ou gaussiana multivariada) é expressa

como mostra a equagao 2.12

m exp(c (x-S (x— ), (212)

N(x,p, %) = 5
onde D ¢é a dimensdo do vetor de dados x, neste caso, * € R”. pu e 3 sao a média
e a matriz de covariancia respectivamente da distribuicao.

A Figura 2.7 mostra o grafico de uma distribuigdo gaussiana de duas variaveis
(D = 2). O vetor média da distribuigdo é o ponto onde a probabilidade da VA é
maxima e ocorre no topo da guassiana.

A matriz de covariancia de uma gaussiana é uma matriz simétrica. Os elementos
desta matriz medem a relagao entre cada variavel, sendo que os elementos da diagonal

principal sao o desvio padrao de cada variavel da distribuicao. Para o caso onde as

variaveis envolvidas sao independentes, obtemos uma matriz diagonal dada por
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a2 0 0
0 o2 :
Y= (2.13)
: .0
0 0 o2

onde cada o? representa a variancia individual de cada variavel.

2.3.1 Analise da covariancia

Como vimos, os elementos da matriz de covariancia de uma gaussiana
representam o comportamento das variaveis em questao. Este comportamento pode
ser bem ilustrado observando-se o grafico de contorno de uma gaussiana, mostrado
na Figura 2.8

Como podemos observar, os contornos da gaussiana sao elipses e os eixos
pontilhados representam os eixos principais da mesma. Quando a matriz de
covariancia nao é diagonal, significa que existe uma dependéncia ou relagao entre as
variaveis. Na figura, isso corresponde a inclinacao das elipses mostrando a relagao
entre as variaveis (quando uma aumenta, outra aumenta, etc...).

O fato da matriz de covaridncia ser simétrica faz com que esta tenha autovalores

reais e nao negativos. Neste caso, os autovalores representam os tamanhos dos eixos
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Figura 2.8: Grafico de contorno de uma gaussiana

das elipses que formam os contornos da gaussiana. Os autovetores correspondentes a
cada autovalor serao vetores nas direcoes de cada eixo. Este fato é importante porque
nos fornece uma maneira de medir a “dispersao” dos dados de uma distribuicao
gaussiana. FEsta dispersao pode ser medida pelo produto dos autovalores que, de
fato, nos d& o determinante da matriz. Desta maneira o determinante da matriz de

covariancia nos da uma idéia da “dispersao” da VA em torno da sua média.

2.3.2 Mudanca de escala

Sera feita a seguir uma analise da estimativa da matriz de covariancia mediante
uma mudanga de escala nos dados. Esta anélise é importante porque, em anélise de
clustering € muito importante que o método seja invariante a mudancas de escala.
Para que se possa testar esta invariancia, é preciso observar o comportamento da
matriz de covariancia nesta situagao de mudanga de escala.

Uma mudanca de escala pode ser vista como uma transformagao linear do tipo

y=Ax+b (2.14)

onde A é uma matriz qualquer inversivel e b um vetor de deslocamentos qualquer.
A matriz A deve ser inversivel porque, como sera visto, alguns métodos requerem
a inversao da matriz de covariancia, e isto implicara na inversao também da matriz

A.

Para obtermos a matriz de covariancia de um modelo gaussiano, precisamos
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estimar seu valor. A partir de um conjunto de amostras de uma distribuicao
qualquer, é possivel estimar o valor da matriz de covariancia ) de acordo com

a equagao 2.15 [68]

- Y ) () (2.15)

i=1
onde x; representa cada uma das N amostras e g o vetor média do conjunto que é

calculado como

1 N
= > xi (2.16)
=1

Utilizando esta estimativa, podemos observar como ficaria a estimativa da matriz
de covariancia da VA Y que é resultado da transformagao linear em X. A média da

VA 'Y pode ser calculada pela mesma estimativa dada para X, ou seja

1 N
= — AXi+b.
P

o que leva a

1 N
—A (N ;Axi) + b.

O termo ente parénteses é exatamente a média da VA X oque finalmente resulta em

y=Ap,+b, (2.17)

ou seja, a média da VA Y sofre a mesma transformacao que X.
Agora analisemos oque ocorre com a matriz de covariancia. Da mesma forma,

aplicamos a estimativa para a variavel Y.

N

1

Nz (Ax;+b—(Ap+b))(Ax; +b— (Au+b)).
=1

Isolando A obtemos
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¥, =A (%Z(xi — ) (x; — u)t> Al

i=1
Novamente o termo entre parénteses corresponde a matriz de covariancia de X, oque

resulta em

3, = A, A (2.18)

Desta maneira, podemos escrever a média e matriz de covariancia de uma VA Y
como fungao linear de outra VA X que sofreu uma transformagao linear. Como dito,
isto sera bastante tutil posteriormente na analise de invariancia do método proposto

neste trabalho.

2.4 Misturas de Gaussianas

Uma maneira de modelar distribuigoes complexas consiste em utilizar misturas de
gaussianas. Esta ferramenta vem sendo utilizada em muitas técnicas de classificacao
de padrdes ou métodos estatisticos para tratamento de dados |28, 19]. Talvez a
maneira mais tradicional de estimar os parametros de uma mistura de gaussianas
seja utilizando o algoritmo EM [15] citado na introdugao deste trabalho e detalhado
nas secoes seguintes. Na literatura, existem muitos trabalhos que utilizam misturas
de gaussianas aplicadas a clustering [92, 72|. Em alguns trabalhos [66] um enfoque
bayesiano é descrito, onde uma heuristica de penalidades é aplicada para obtencao
dos parametros da mistura. Outros trabalhos [50, 28| apresentam enfoques diferentes
para solucionar o problema. E comum a utilizacao de um critério de informacéo para
resolver o problema de modelamento com misturas. Bozdogan [7] propoe um método
baseado em um critério de informagao e da uma idéia de como estimar o niimero de
gaussianas envolvidas estabelecendo limites superior e inferior para este ntmero.

Uma mistura de gaussianas é definida como uma distribuicao cuja fungao

densidade de probabilidade é dada por uma soma ponderada de gaussianas como
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mostrado na equagao 2.19

p(x) = ZQ:PZ-N(X, i 3i), (2.19)

onde p(x) é a funcao densidade de probabilidade que se deseja modelar, N, é o
ntimero de gaussianas presentes na mistura e P; sao as probabilidades a priori de

cada gaussiana, satisfazendo a seguinte condigao

Y P=1 (2.20)

i=1

Uma distribuicao normal com vetor média p, e matriz de covariancia 3,
representada por N(x, p,, 3;), é dada pela equagao 2.12.

Para obtermos o modelo da mistura de gaussianas, um outro requisito necessario
¢ o numero de gaussianas que farao parte da mistura. No caso de modelar varias
classes, também é importante o nimero de gaussianas em cada classe. Além desta
quantidade, para modelar todas as classes presentes nos dados, precisamos dos
parametros de cada gaussiana como média, probabilidade a priori e matriz de

covariancia.

2.5 Estimacao de distribuicoes de probabilidade

Para que se possa realizar uma analise estatistica de um conjunto de dados,
precisamos obter a distribuicao de probabilidade que os gerou. De posse dessa
distribuicao, podemos calcular a probabilidade de ocorréncia de cada ponto do
conjunto e até mesmo de pontos que nao pertencem ao mesmo.

Existem os mais diversos métodos para estimar estas distribuicoes. Podemos
dividir basicamente os métodos em métodos paramétricos e métodos nao
paramétricos. Nos métodos paramétricos, os dados sao utilizados para ajustar os
parametros de uma distribui¢ao definida (uma gaussiana por exemplo). Nos métodos
nao paramétricos, os dados puros sao utilizados diretamente como base para o calculo

da sua probabilidade.
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2.5.1 Algoritmo EM

O algoritmo FEzxpectation Maximization ou EM, como é comumente citado na
literatura, consiste em um algoritmo para estimar parametros de uma mistura
de gaussianas que melhor modele um conjunto qualquer de dados [15] (método
paramétrico). Basicamente o algoritmo encontra um vetor de parametros © de
uma funcao densidade de probabilidade. Em resumo temos que encontrar P(x|@),
que é a probabilidade de ocorrer um vetor x dados os parametros @). No caso
gaussiano, ©® é formado por médias, matrizes de covariancia e probabilidades a
priori. O algoritmo EM encontra os parametros da distribuicdo maximizando a

verossimilhancga dos dados expressa pela equagao 2.21.

L(®) = HP(XZ-]@) (2.21)

Em geral nao se maximiza diretamente L(©) e sim o seu logaritmo. Por
ser uma funcao estritamente crescente, o logaritmo da verossimilhanca terd um
méximo no mesmo ponto que teria a verossimilhanca em si, e torna o problema
de maximizagao mais simples de se trabalhar, pois transforma o produtério em um

somatorio formando a expressao

log(L Z log(P(x;|0)). (2.22)

Este critério de maximizacao da verossimilhanca, nao é o tinico critério que pode
ser utilizado. Akaike [2] propde uma alternativa para o critério da verossimilhanga
que leva em conta o nimero de parametros utilizados. Este critério é comumente
denominado de critério de informagdo de Akaike (AIC). Posteriormente a este
critério, outros autores desenvolveram outros critérios |7] que também podem ser
utilizados para o calculo dos parametros ideais.

Para distribui¢oes formadas por misturas de gaussianas a maximizagao de L(O)
deve ser feita respeitando-se a restricao nos valores das probabilidades a priori P;
como mostrado na equagao 2.20. Para isto, alguma técnica de aplicacao de restri¢oes

deve ser introduzida, como por exemplo o funcional de Lagrange.
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A verossimilhanca pode ser vista como a probabilidade de ocorrer todos os
pontos dados se eles forem modelados por uma distribuicao com parametros © e
sua ocorréncia for independente. Em estatistica, a probabilidade de ocorrer dois

eventos independentes é dada pelo produto das probabilidades

P(x1,x9) = P(x1) P(22) (2.23)

De maneira geral se tivermos N eventos temos

P(x1,x9,...,2,) = P(x1) P(z3) ... P(zy). (2.24)

Neste sentido, dado um vetor de parametros formados por exemplo por uma
média e uma variancia (no caso gaussiano), podemos formar uma distribui¢ao de
probabilidades. Apoés isso, dado um conjunto de observacoes X, a probabilidade
destes pontos terem ocorrido desta distribuigao é dada pela verossimilhanga (o
produtorio significa exatamente a ocorréncia de todos os pontos). Podemos entao
resumir da seguinte maneira; A func¢ao de verossimilhanga L(@®) é a probabilidade
de ocorrerem os N pontos dados sabendo-se que a distribuicao tem parametros ©.
Desta maneira, dados um conjuntos de pontos podemos especular que, como os
pontos ja sdo dados, a probabilidade destes ocorrerem é méxima (pois dentre todas
as possibilidades, estes pontos foram os que ocorreram). Assim, se calcularmos quais
parametros ® maximizam a verossimilhanca, estamos encontrando a distribuicao
que provavelmente forneceu os dados em questao.

A solucao analitica para este problema de maximizacao da verossimilhanca
consiste em encontrar o maximo de log(®) (derivando e igualando a zero)

solucionando o sistema de equagoes dado por

IL(O)
90,

= 0. (2.25)

Este sistema consiste de varias equagdes nao lineares (uma para cara parametro),
e no caso de mistura de gaussianas D-dimensionais, as equacoes sao matriciais,

sendo os parametros definidos pelas médias das gaussianas e pelas suas matrizes de
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covariancia (supondo as probabilidades a priori conhecidas).

Embora a solugao para este sistema possa ser implementada utilizando o método
numérico iterativo, ainda assim o custo computacional seria proibitivo. Neste
sentido, o algoritmo EM é uma ferramenta alternativa para a solu¢ao do problema.
Por se tratar de um método de otimizacgao, o algoritmo EM esta sujeito a encontrar
maximos locais ou apresentar problemas de convergéncia. Recentemente, Figueiredo
e Jain [38] propuseram um novo método de estimagao baseado no algoritmo EM que

procura resolver este problemas utilizando técnicas de simulated annealing?.

2.5.1.1 Descricao do algoritmo

O algoritmo EM ¢é um algoritmo iterativo utilizado para minimizar a fungao
de verossimilhanca. Partindo de uma solucao inicial para o vetor de parametros
e melhorar esta solucao a cada iteracao. A atualizacao dos parametros é feita
calculando-se os valores que resolvem o sistema da equagao 2.25. De fato,
para misturas de gaussianas, obter uma expressao isolada para os parametros
nestas equagoes é muito dificil. A solugdo é realizar uma aproximacao (descrita
detalhadamente na literatura [15, 14]) e calcular uma fun¢do mais simples que
aproxime o valor das verossimilhanca, dados os vetores de dados atuais. Este passo
é denominado na literatura de Fxpectation. O proximo passo é encontrar quais os
parametros que maximizam a fungao encontrada na fase de expectation. Este passo
recebe o nome de mazimization.

Em seu trabalho, Dempster et al. [15] mostram que, para o caso de misturas de
gaussianas com parametros de média, matrizes covariancia e probabilidades a priort,

estes sao calculados iterativamente utilizando as equagoes 2.26

Lannealing ou recozimento é um termo utilizado em otimizacdo para designar algoritmos

motivados por teorias da area de termodindmica onde a busca é feita inicialmente com uma
alta entropia (buscas de longo alcance) e a medida que o algoritmo evolui, a busca vai sendo
estreitada [45]
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onde os h; representam as probabilidades a posterior: calculadas como
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Esta solugao maximiza o logaritmo da verossimilhanca sujeitas as restricoes nas
probabilidades a priori P; mostradas na equagao 2.20.
A Figura 2.9 mostra a inicializacao dos parametros e a convergéncia em um

exemplo de uso do algoritmo EM.

15}
10}
5 L
0 L
-15 -10 -5 0 5 -15 -10 -5 0 5
(a) Inicializagao (b) Apos 100 iteragoes

Figura 2.9: Exemplo de utilizagao do algoritmo EM

No exemplo sao utilizados dados gerados por uma mistura de trés gaussianas.
As elipses representam o contorno de cada gaussiana. Observe que na Figura 2.9(a),
as gaussianas sao inicializadas de maneira aleatéria, nao modelando corretamente
os dados. Ao final do processo, o algoritmo converge para os parametros da mistura
e as gaussianas se ajustam de maneira a modelar corretamente os dados.

A idéia por traz do algoritmo EM, de realizar as fases de expectation e
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mazximization ¢é utilizada na solucao de diversos problemas de otimizacao de
parametros de distribuigoes. Existem varias maneiras de se chegar na otimizagao dos
parametros e o grande problema aparece quando se tem de manipular a expressao
do logaritmo da verossimilhanca, que no caso das misturas de gaussianas aparece na
forma do logaritmo de uma soma. Em 1998, Minka [65] apresentou uma abordagem
de limite inferior de modo a resolver este problema.

Mesmo com as simplificagoes envolvidas e devido ao fato de ser um algoritmo
iterativo, o algoritmo EM possui um custo computacional consideravel e nem sempre
encontra um méaximo global para verossimilhanca, exigindo assim, outras técnicas

de estimagao de parametros de distribui¢oes de probabilidades.

2.5.2 Janelas de Parzen

Os métodos de modelamento de dados como o EM, sao conhecidos como métodos
paramétricos. Nestes métodos, o objetivo é obter um conjunto de parametros de uma
distribuicao de probabilidade que melhor modela os dados fornecidos. Existe ainda
uma abordagem denominada nao-paramétrica que encontra ou estima a distribuigao
de probabilidade de um conjunto de dados utilizando os préprios pontos como
formadores da distribuigao [16]. Os métodos nao-paramétricos possuem a vantagem
de nao necessitarem de algoritmos para calculo de parametros de uma distribuicao,
porém exigem em geral esforco computacional no calculo da probabilidade. No
caso de métodos paramétricos, o esforco computacional é localizado no célculo dos
parametros e uma vez calculados os parametros, o calculo da probabilidade de um
dado x pode ser facilmente realizado apenas avaliando a expressao da probabilidade
no ponto x. No exemplo gaussiano, o esfor¢co computacional se concentra no célculo
dos parametros de média e variancia, o calculo da probabilidade se resume entao
a calcular o valor da gaussiana no ponto x. Os métodos nao-paramétricos, nao
envolvem o calculo de parametros, porém para o calculo da probabilidade de x, em
geral é necessaria a utilizacao do valor de todas as amostras, aumentando assim, o
custo computacional.

Uma importante abordagem nao-paramétrica para o calculo de distribuicoes de

probabilidade sdo as janelas de Parzen [16]. Outros métodos para estimagao nao
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paramétrica utilizam janelas de Parzen |9, 4] e outras varia¢oes do método, que
devem ser consideradas em situacoes de estimacoes especificas. As janelas de Parzen
estimam a probabilidade baseando-se apenas em amostras da distribuicao. O método
parte do principio de que a probabilidade uma variavel aleatéria x estar em uma

regiao R é dada por

P= /p(x) dx. (2.28)

R
Neste caso, podemos estimar essa probabilidade sorteando n pontos e medindo a
taxa k/n sendo k o niimero de pontos que estao dentro da regiao R. Se considerarmos

n suficiente grande, obtemos

/p(x) dx ~p(x)V (2.29)

onde V' é o volume da regiao em questao [16]. Dessa maneira, temos como estimar

a probabilidade p(x) como

p(x) ~ WTH (2.30)

De fato, quanto menor o V melhor a aproximacao, porém, em casos praticos,
quanto menor for o volume V', menos provével sera de ocorrer um evento contado
por k. A solugao é usar um volume que seja uma funcao de n de maneira que quando
n tender a infinito, V' tenda para zero [16].

Esta abordagem pode ser utilizada para estimar a probabilidade de uma regiao
contendo um ponto x. Se considerarmos que cada ponto x; de um conjunto de
dados é o centro de uma regiao, podemos estimar a probabilidade de um outro
ponto qualquer x utilizando a equagcao 2.30 calculando o valor de k£ para os n pontos
dados.

Consideremos um hipercubo de dimensao D e volume V = h”. Podemos calcular
quantos pontos existem dentro deste hipercubo definindo uma funcao chamada de

‘janela” dada por
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pw) = L I=12 (231)

0 caso contrario

Nesta equagao, p(x) sera 1 se o ponto x cair dentro do hipercubo centrado na origem
com lado 1 (janela com raio 1/2). Desta maneira a quantidade k& de pontos dentre

os dados x; dentro de um hipercubo centrado em x e com lado h pode ser dada por

= 3e (25 2

i=1
Substituindo 2.32 em 2.30 obtemos uma estimativa da probabilidade de um ponto

x como sendo

P =1 > Fo () 233

i=1

De maneira geral, a estimativa da densidade de probabilidade dada pela
equacao 2.33 pode utilizar outras funcoes janela que nao sejam hipercubos. A
condicao é que a densidade de probabilidade resultante seja nao negativa e tenha
integral em todo o espaco igual a 1. Estas condigoes podem ser satisfeitas se p(x)
também as satisfizer. A Figura 2.10 mostra trés estimativas feitas para um conjunto
de dados utilizando como fungoes janela, gaussianas com média zero e variancia 1.

Como podemos observar, para valores maiores de h, obtém-se uma estimativa
mais suave, enquanto que para valores muito baixos, obtemos estimativas mais

pontuais.

2.5.2.1 Problema de dimensionalidade

As estimativas utilizando janelas de Parzen tem sua grande vantagem no fato de
nao termos que conhecer a forma da distribuicao para estima-la. Utilizando-se de
um numero suficiente de pontos, podemos aproximar qualquer tipo de distribuicao.
A grande desvantagem é que esse nuimero de pontos pode vir a ser muito grande
para que se obtenha uma boa estimativa. Este requisito sobe exponencialmente
com a dimensao dos dados, levando as vezes a impossibilidade de se obter uma

solugao. Este problema é conhecido como “maldicao da dimensionalidade” e estéa



CAPITULO 2. FUNDAMENTACAO TEORICA 32

0.4
0.3
0.2
0.1
% -2 0 4
(a) h=1
04

0.3

0.2

0.1

Figura 2.10: Exemplo de densidades de probabilidades estimadas com valores
diferentes de h

presente em problemas onde a dimensao dos dados envolvidos é alta. Ao se requerer
um numero de pontos muito grande para se obter uma boa aproximacao para a
distribuicao em questao, nos deparamos com o problema do custo computacional. O
custo envolvido para calcular uma simples probabilidade exige que seja realizado um
somatorio envolvendo todos os pontos. Em aplicagoes praticas e de altas dimensoes

este custo pode se tornar proibitivo.

2.6 Quantizacao vetorial

Quantizacao vetorial é uma técnica em que um conjunto de dados formado
por N vetores de dimensao D é dividido em regioes em que, para cada regiao, é
escolhido um tnico vetor representante [33]. Nesta técnica, o conjunto de dados
X é organizado em forma de tabela onde cada coluna representa uma dimensao e
cada linha representa um vetor completo. Na quantizacao vetorial, escolhe-se N,
representantes para quantizar todo o conjunto, e o resultado sera um outro conjunto
W com N, elementos (vetores) de mesma dimensao D que os vetores do conjunto

X em questao. Estes N, vetores serao tidos como os centros das regidoes em que o



CAPITULO 2. FUNDAMENTACAO TEORICA 33

conjunto foi dividido. A escolha dos N, centros pode ser feita de diversas formas.
As técnicas mais conhecidas sdo o K-means [53] e as redes neurais competitivas [23].

Obtidos os N, centros, realiza-se a classificacao de cada vetor do conjunto de
dados. Classificar um vetor do conjunto de dados significa atribuir a este vetor uma
tnica classe dentre as N, escolhidas (representadas pelos N, vetores quantizados).
Esta atribuicao pode ser feita com base em diversas regras. Neste trabalho, para fins
de quantizagao vetorial, utilizamos o classificador de distancia minima (distancia
Euclidiana). Este tipo de classificador atribui-se uma classe w; dentre todas as
N, classes, ao vetor x; dentre todos os N vetores do conjunto de dados X. Esta
atribuicao ocorre de modo que a distancia d(wj;,x;) seja a menor dentre todos os

elementos em W sendo w; o vetor representante da classe w;. Formalmente temos;

J = min{d(w, x;)} (2.34)

onde j é o indice da classe atribuida ao vetor x; e d(x,y) é a distancia Euclidiana

entre os vetores x e y dada por

d(x,y) =V (x - y)(x - y)' (2.35)

O objetivo das técnicas de quantizagao vetorial s@o, em geral, minimizar alguma
funcao custo relacionada ao conjunto de dados envolvido. Em muitos casos a funcao

custo é o erro de quantizagao esperado que é definido por

e = / % — m, || p(x) dx (2.36)

onde x representa os pontos no espago dos dados, m, os centros, p(x) a distribuigao
de probabilidade dos dados e a integral deve ser calculada considerando-se todo
o espago de x particionado nos m, centros (por isso nao é tao facilmente

formalizada) [46].
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2.6.1 Algoritmo K-means

O k-means [53] € um algoritmo que realiza a quantizagao vetorial em um conjunto
de dados formado por vetores com descrito na secao 2.6. Em linhas gerais, o K-means
consiste em gerar inicialmente N, centros aleatoriamente distribuidos e classificar os
dados de acordo com esses centros. Em seguida & classificacao inicial, calcula-se
os novos centros (fazendo a média dos pontos classificados) das classes atualmente
calculadas. Este processo é repetido até que nao se tenha variacao na classificacao

dos dados ou uma quantidade suficiente de iteragoes tenha sido alcancada.

2.6.1.1 Calculo dos centros

Os centros sao calculados obtendo-se a média de todos os vetores pertencentes
a classe. Isto faz com que o vetor média dos elementos pertencentes a classe seja
utilizado como representante da mesma (seu centro). O célculo formal é mostrado

a seguir:

1
J

1EW;
onde w; ¢ a média dos vetores e IV; ¢ o nimero de elementos pertencentes a classe
W. x; é o i-ésimo elemento da classe.

O algoritmo completo é mostrado a seguir

1. Posiciona-se os NN, centros de maneira aleatoria (w;, j € 1,2, ..., N,)

[\)

. Classificam-se cada um dos vetores x; como pertencendo a uma classe w;
3. Calcula-se a média de cada classe w;

4. Atribui cada w; a média de sua classe

(S

. Volta-se para o passo 2 (até que nao ocorram mudangas na classifica¢ao)

Em geral o K-means requer que em cada iteracao, todos os dados sejam
classificados até que nao se obtenha variagoes nesta classificacao. Este procedimento

torna o k-means um processo preciso porém lento e sujeito a minimos locais.
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2.6.2 Algoritmo de treinamento competitivo

Na quantizagao vetorial feita utilizando-se redes neurais competitivas [23], os IV,
centros sao encontrados de maneira adaptativa. Em cada iteragao, os valores dos
centros sao ajustados de acordo com uma regra de atualizacao. Na topologia da rede
neural competitiva os pesos da tnica camada existente na rede serao os N, centros
que serao calculados.

Dessa forma, a rede é constituida de uma tnica camada onde tem-se D entradas
e N, saidas (D ¢é a dimensao dos dados e N, o numero de centros escolhido).
Neste trabalho, N, corresponde ao niimero de centros auxiliares escolhidos, cada um
representando um centro auxiliar nos dados, como seré visto nas se¢oes seguintes. A
topologia é mostrada na Figura 2.11. O nimero de entradas da rede é determinado
pela dimensao dos vetores presentes no conjunto de dados, neste caso, a mesma

dimensao dos dados a serem classificados.

neuronios

entradas saidas
conjunto centros das
de dados classes

Figura 2.11: Exemplo de topologia de uma rede neural competitiva

O procedimento para treinamento da rede, e conseqiientemente calculo dos
centros, é o seguinte; Inicializa-se os pesos da rede aleatoriamente, em seguida,
os padroes (vetores da tabela de dados) sao apresentados a rede. Para cada padréo,
é verificado qual neurénio possui menor distancia Euclidiana entre seus pesos e o
padrao apresentado. Este serd o neurdnio vencedor e serd o tnico atualizado. Por
esse motivo o processo é geralmente chamado de “winner takes all” (vencedor leva

tudo). A atualiza¢do dos neuroénios é feita de acordo com a expressdo mostrada na

equagao 2.38.
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wi(n+1)=w;(n) + Aw,;(n)
(2.38)
Aw;(n) = an(x; — w;)
onde w;(n) é o neurdénio vencedor da iteracao n, Aw.(n) é a diferenca que sera
acrescentada ao neurénio vencedor, « é o coeficiente de aprendizado da rede e n um
coeficiente utilizando para estabelecer a convergéncia. 7 é atualizado a cada iteragao
de forma a que tenhamos seu valor diminuido para evitar oscilagoes na convergéncia

da rede. Em geral faz-se 1,1 = 1,7 onde 7 é uma constante [33|. x; é o padrao de

entrada. O algoritmo é mostrado a seguir.

1. Posiciona-se os N, centros de maneira aleatoria
2. Escolhe-se um elemento x; do conjunto de dados
3. Verifica-se qual o neurdnio vencedor w; para o elemento x;

4. Atualiza-se os pesos associados ao mesmo através da equacao 2.38

(S

. Volta-se para o passo 2 (até que um critério de parada seja atingido)

Como mencionado anteriormente, Kohonen [46], em seu livro, mostra uma
prova formal da convergéncia do algoritmo de treinamento competitivo. A regra
de atualizagao dos pesos é baseada no gradiente da funcao custo mostrada na
equacao 2.36. O algoritmo de treinamento competitivo nem sempre converge de
maneira ideal. O desempenho do algoritmo depende bastante da inicializagao dos
pesos da rede, ou seja da colocagao dos centros iniciais. Uma ocorréncia bastante
comum durante a inicializacao dos centros é a colocacao de um centro distante
do conjunto de maneira que o mesmo nunca seja vencedor durante o treinamento,
ficando assim isolado e comprometendo o treinamento correto da rede. A Figura 2.12
ilustra uma situacao onde este fato ocorre. Como podemos observar, o centro
destacado esta isolado do conjunto de dados. Qualquer ponto do conjunto possui
um centro mais proximo que nao seja o centro do meio.

Haykin [33] sugere que os centros sejam inicializados em pontos aleatérios do

proprio conjunto de dados, dessa maneira nao ha como existirem centros isolados e
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Figura 2.12: Exemplo de inicializagao dos pesos onde ocorre isolamento

todos os centros vencem em alguma iteragao, fazendo com que o algoritmo convirja
ao final do processo.

Uma outra situagao decorrente da inicializagao dos centros com pontos do préprio
conjunto é a ocorréncia de clusters com muitos centros enquanto outros ficam com

poucos, como mostrado na Figura 2.13.

(a) Inicializagao (b) Apos o treinamento

Figura 2.13: Exemplo de inicializagao dos pesos onde ocorre cluster com excesso de
centros

No contexto deste trabalho, sao utilizadas técnicas de quantizagao vetorial
para estabelecer centros auxiliares que serao mais tarde utilizados para estimar
parametros de uma distribuicao de probabilidades que ir4 modelar os dados. Em
termos de resultado, tanto o k-means quanto as redes neurais competitivas fornecem

valores de quantizacao bastante parecidos, podendo serem utilizados sem disting¢ao.
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2.7 Entropia e informacao

Nas &area do conhecimento que envolvem analise de dados, como é o caso
de clustering, freqliientemente sao utilizadas ferramentas de processamento da
informacao. Na anélise de clustering temos que tratar com dados que representam
ou contém alguma informacao. Em teoria da informacao, o conceito de entropia é
bastante ligado ao conceito de medida de informagao [68].

Entropia ¢ uma medida que se aplica a uma variavel aleatoéria (VA) ou a uma
particao de uma variavel aleatéria. Ela nos da de uma forma quantitativa, uma
medida sobre a informacao contida naquela particao ou VA. Uma forma de ilustrar
este conceito consiste em imaginar uma moeda ficticia onde a probabilidade de se
obter cara em uma jogada aleatoria é p, logo a probabilidade de se obter coroa é de

1 —p. A entropia desta VA pode ser dada por

H = —p log(p) — (1 —p) log(1 —p) (2.39)

Esta medida corresponde a entropia de Shannon e serd explicada mais a frente. Se

fizermos o grafico de H(p) obtemos algo como mostrado na Figura 2.14.
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Figura 2.14: Gréafico de H(p) em fungao de p

Como podemos observar, o méaximo deste grafico ocorre em p = 0.5. Este
resultado nos diz que para uma moeda onde as probabilidades de se obter cara
ou coroa seja igual a 0.5, temos a entropia maxima. De fato, esta é a situacao onde

temos menos informagao sobre a VA. Se a probabilidade de ocorrer cara fosse 0.3
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e a probabilidade de ocorrer coroa fosse de 0.7 teriamos uma informagao sobre a
moeda, sabendo que esta tende a dar coroa (ou tende a nao dar cara). No limite,
se tivermos probabilidade de dar cara igual a 0 e probabilidade de dar coroa igual
a 1 (ou vice-versa), a entropia e 0 e nés temos informagdo maxima, ou seja a nossa
incerteza sobre a VA é 0.

Utilizando o exemplo da moeda para ilustrar o significado da entropia
podemos estabelecer uma ligagao entre a entropia e a incerteza sobre a VA em
questao. Utilizando este principio, surge um método muito utilizado em estatistica
denominado método da méxima entropia, muito utilizado em diversos problemas

inclusive estimagao de distribui¢oes de probabilidade [64].

2.7.1 Entropia de Shannon

O conceito de entropia foi primeiro utilizado na termodinamica e posteriormente
dada uma interpretacao probabilistica por Boltzmann em 1877 seguido por Plank
em 1906. Shannon [79] foi quem aplicou o conceito de entropia a estudos em teoria
da codificacao e serviu de base para a atual teoria da informacao. A entropia de

Shannon para uma VA discreta X é calculada como sendo

H(X) = - Zpi log(p:) (2.40)

onde os p;’s sao as probabilidades de cada evento ¢ da particao ou VA X em questao.
No caso de uma VA continua, a entropia de Shannon é calculada, com base na

distribuigao de probabilidade p(x) da VA como sendo

HX) =~ [ pla) log(p(a) ds (2.41)

(
Neste caso a integragao deve ser feita sobre todo o espago £ da variavel X.

No contexto deste trabalho, estamos interessados em medir a entropia de um
cluster. FEsta entropia ira de certa forma medir o quanto um cluster tem de
informagao comparado a outro, utilizando uma medida de divergéncia (detalhada na

se¢do seguinte). O céalculo da entropia seré realizado utilizando-se a probabilidade



CAPITULO 2. FUNDAMENTACAO TEORICA 40

de cada ponto pertencer a um cluster. Esta probabilidade serd dada por algum dos
métodos vistos nas secoes 2.4 e 2.5.

Um dos modelos de distribui¢ao utilizado neste trabalho é o modelo gaussiano
visto na se¢ao 2.4. Podemos calcular a entropia de uma variavel gaussiana utilizando

2

a equagao 2.41. Para uma VA gaussiana com média y e variancia ¢° a entropia é

dada por

H(X) = log <a 27re> (2.42)

onde X é a VA com distribuigao gaussiana. Podemos observar que a entropia H
independe da média. Este fato é esperado ja que a mudanga da média nao modifica a
quantidade informacao que temos sobre a VA. Ja a variancia, reflete a quantidade de
informagao contida na VA. Quanto mais dispersa for a distribui¢ao (ou seja, maior a
varidncia) maior é a entropia e maior é a nossa incerteza sobre que valores a VA pode
assumir. Para valores pequenos de variancia, temos gaussianas mais estreitas e os
valores ocorrem em uma faixa menor, fazendo com que tenhamos mais informagao
sobre a VA, ou seja diminuindo assim a entropia.

No caso de uma gaussiana multivariada (de dimensdo D) com média p e matriz
de covariancia X a entropia da VA X, ¢ dada por

H(X,) = = (D + D log(27) + log (|15])) (2.43)

N | =

Novamente observamos a independéncia da média e a dependéncia da variancia.
Dessa vez o determinante de X nos informa que a entropia depende das variancias
em cada eixo (como visto na se¢do 2.3).

Um fato interessante na entropia de gaussianas multivariadas, é a dependéncia
direta da dimensao D. Isto nos diz que o simples fato de aumentar a dimensao, ja
aumenta a incerteza sobre a VA. O aumento da dimensao corresponde a inclusao de
mais uma variavel ao conjunto de dados, o que obviamente aumenta nossa incerteza
sobre a ocorréncia de um vetor qualquer.

No caso de representarmos a distribuicado de uma VA por uma mistura de

gaussianas, o calculo da entropia, embora possivel, se torna bastante complicado
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devido a necessidade de se integrar o logaritmo de uma soma ponderada.
Intuitivamente espera-se que, desta vez, a entropia nao dependa somente da
dimensao e matriz de covaridncia, mas também das médias. A dependéncia das
médias de uma mistura de gaussianas no calculo da entropia se deve ao fato de
que, em uma mistura, quanto mais separadas as distribuicoes individuais, maior é a

dispersao da VA e maior é a nossa incerteza sobre a mesma.

2.7.2 Entropia de Rényi

A entropia de Rényi é uma medida de entropia generalizada parametrizada por

uma constante «, e ¢ definida (no caso discreto) como sendo [77]

Ha(X) =

- i ~ log (Z pf‘) , (2.44)

onde p; sao as probabilidades de ocorréncia dos valores x; da varidavel X. Para
o caso continuo, o somatoério se torna uma integral e p;, passa a ser a densidade
de probabilidade p(z). FEsta medida generaliza a entropia Shannon. Pode-se
mostrar que para o caso de & = 1 a entropia de Rényi torna-se igual a entropia
de Shannon [94].

A entropia de Rényi é muito utilizada pelos Fisicos em particular na area de
Mecanica Quantica. Por ser parametrizada, a entropia de Rényi mostra propriedades
interessantes para os diversos valores de a.. Neste trabalho estamos interessados em
particular no caso para o qual a = 2, embora em qualquer caso (qualquer valor de
«) as propriedades gerais para entropia de uma VA se mantém. No caso para o = 2
temos bastante simplificado o calculo para entropias de gaussianas e até misturas
de gaussianas. Em particular, a entropia de Rényi para uma VA gaussiana X, com
média p e matriz de covariancia ¥ é dada por

Ha(X,) == (D logdn +log|5)). (2.45)

N | —

Como podemos observar, a expressao para entropia de Rényi é parecida com a

expressao da entropia de Shannon. De fato, o cédlculo para entropia de Rényi de
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ordem 2 é bem mais simples do que o calculo para entropia de Shannon. Comparando
a equacgao 2.45 com a equagao 2.43 observamos as mesmas propriedades. Podemos
observar a dependéncia direta da dimensao D e do determinante da matriz de
covariancia. Outra forma de compararmos as duas entropias, é refazendo o
experimento com a moeda citado anteriormente, s6 que desta vez utilizando a
entropia de Rényi. A Figura 2.15 mostra como varia a entropia de Rényi H, (entropia
de Rényi para a = 2) em fungao da probabilidade de ocorréncia de uma das faces

da moeda.
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Figura 2.15: Grafico de Hs(p) e H(p) em fungao de p

Como podemos observar, a entropia de Rényi é maxima quando temos eventos
equiprovaveis e é zero quando termos certeza da ocorréncia (ou nao-ocorréncia de
um dos eventos).

No contexto deste trabalho, a entropia de Rényi sera utilizada para o calculo da
entropia de uma mistura de guassianas. A ordem 2 (o = 2) ser4 utilizada pelo fato de
simplificar bastante o calculo analitico da entropia. A simplificacao acontece porque
no calculo da entropia de Rényi, a integral resultante ocorre somente no quadrado do
somatorio das gaussianas e nao no logaritmo do somatorio, como ¢é o caso da entropia
de Shannon. O uso da entropia no método de clustering apresentado, serve para
realizar medidas de informacao de um cluster com relagao o outro. Por tratar-se de
uma medida relativa, nao estamos interessados nos valores numéricos da entropia
em si, mas nas propriedades que estes valores apresentam quando utilizados como

métrica de dissimilaridade. Este fato nos deixa livres para escolher uma medida de
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entropia que nao precisa necessariamente ter unidade definida ou ter uma defini¢ao
padrao, como a entropia de Shannon. Isto justifica a liberdade na escolha do valor

de « na entropia de Rényi.

2.8 Meétricas de dissimilaridade

Existem vérias maneiras de medir a similaridade entre dois padrdes (ou amostras
de um conjunto de dados) em um classificador. Medidas de similaridade (ou
dissimilaridade) servem para comparar dois ou mais padroes em um processo de
classificacao ou medir a pertinéncia de um dado padrao a uma classe qualquer.
Existem na literatura [17, 37| diversas medidas de similaridade ou dissimilaridade.
Alguns autores costumam denominar algumas medidas de dissimilaridade como
medidas de distdncia. A medida mais comum é a distancia Euclidiana entre dois
padroes (vetores) dada pela equagao 2.35.

Em geral ha sempre uma estatistica envolvida na distribuicao dos padroes em um
conjunto de dados como um todo e cada classe possui sua distribuicao. A utilizacao
de uma métrica que incorpore esta estatistica apresenta uma grande vantagem em
relacao a medida de distancia Euclidiana comum. A seguir serao descritas métricas
de dissimilaridade (ou similaridade) que levam em conta a estatistica dos dados
onde a medida sera realizada. Como visto na secao 2.7, a ligacao entre estatistica
e informacao é bastante utilizada, por esse motivo, algumas métricas utilizarao o
conceito de informacao tanto quanto o conceito de estatistica.

Um ponto muito importante a ser analisado, quando se trata de medidas de
divergéncia em clustering é quanto a invaridncia a escala dos dados. O algoritmo
de clustering nao deve ser sensivel a transformacoes lineares que venham a ocorrer
nos dados. O motivo para que isto ocorra é que em geral, os conjuntos de dados
utilizados estao em um espago denominado de espaco de atributos. Como dito na
introducao, cada padrao a ser analisado é representado por um vetor de dimensao
D. Cada componente desse vetor é um atributo da amostra ou padrao. Estes
atributos podem ter as mais variadas unidades; comprimento, tempo, intensidade

luminosa, etc... Inclusive na maioria dos casos, um vetor de dados é composto por
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atributos com unidades diferentes. A simples mudanca de uma unidade para outra
(por exemplo de metro para centimetro) causa uma mudanga radical nos niumeros
que compoem o conjunto. Na grande maioria dos casos, uma mudanca de unidade é
tida como uma transformagao linear (apenas um ajuste de escala). Nao é admissivel
que um algoritmo de clustering seja sensivel a mudanca de escala, ou seja, que
tenha seu resultado modificado por uma simples mudanca de unidade. Por causa
disso, é importante que as medidas de dissimilaridade utilizadas em algoritmos de
clustering sejam invariantes pelo menos a transformacoes lineares, garantindo assim,

que mudancgas de unidade, ou escala, nao interfiram no resultado final do algoritmo.

2.8.1 Distancia de Mahalanobis

A distancia de Mahalanobis entre dois pontos x; e x5 é definida como mostra a

equagao 2.46

dm (X1, %2) = (%1 — X2) 27 (%1 — Xp)" (2.46)

onde X é a matriz de covariancia associada a estatistica onde os dois vetores estao
imersos. Pode-se observar que a distancia de Mahalanobis é uma generalizagao da
distancia Euclidiana onde as dire¢oes sao ponderadas. Na distancia Euclidiana,
todas as direcoes sao ponderadas da mesma maneira e dizemos que trata-se de uma
medida esférica ou isotropica.

A distancia de Mahalanobis pode medir a distancia entre os centros de duas
gaussianas considerando a matriz de covariancia de cada uma. Esta medida fornece
valores baixos quando os centros estao alinhados com a direcao da variancia dos
dados. Na Figura 2.16 a distancia de Mahalanobis dy é maior do que a distancia dy,
embora com as mesmas distancias medidas utilizando a métrica Euclidiana ocorra
o contrario.

A distancia de Mahalanobis pode ser utilizada como métrica alternativa em
algoritmos que utilizem distancias. Younis et al [91] desenvolveram uma técnica de
quantizagao vetorial baseada na distancia de Mahalanobis. Neste trabalho também

serd utilizada a distancia de Mahalanobis como métrica alternativa a distancia
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Figura 2.16: Exemplo de distancias de Mahalanobis em um meio com estatistica
conhecida

Fuclidiana em uma das abordagens descritas no préximo capitulo.

E importante observar que a distancia de Mahalanobis, quando utilizada para
medir a distancia entre os centros de dois conjuntos de dados, é invariante a
transformacoes lineares. Isto ocorre porque a diferenga entre os centros é ponderada
pelo inverso da matriz de covariancia do cluster analisado. Quando ocorre uma
transformacao linear que aumente ou diminua a escala, os valores dos pesos das
diferencas é compensado no inverso. Isto torna a distancia de Mahalanobis uma

candidata a medida de divergéncia a ser utilizada em algoritmos de clustering.

2.8.1.1 Matriz de covariancia

A matriz de covaridncia de um conjunto qualquer pode ser obtida utilizando a
equacao 2.15 vista anteriormente. Para que esta matriz seja uma boa estimativa,
é necessario a utilizagdo de um numero de pontos suficiente para representar
estatisticamente os dados. Uma forma de testar a representatividade dos dados
¢ ir aumentando o nimero de pontos e realizar um teste de hipotese [68], que em

geral leva a uma estabilizacao dos valores estimados das matrizes de covariancia.

2.8.2 Divergéncia de Kullback-Leibler

Até aqui, o termo divergéncia significou a diferenca ou distancia entre dois

pontos ou vetores. Estas diferencas podem ser utilizadas para medir a divergéncia
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entre clusters, bastando medir a distancia entre seus centros ou médias. Embora a
distancia de Mahalanobis nos dé uma medida que leve em conta a estatistica dos
dados, ela nao diz respeito a quantidade de informacao contida nos clusters. Como
vimos na se¢ao 2.7 podemos medir a informacao de uma variével aleatéria utilizando
a entropia como medida basica. Neste sentido, podemos utilizar a informacao contida
nos clusters como medida de divergéncia ou mesmo similaridade. Neste enfoque, a
medida nao é mais feita entre dois vetores e sim duas distribui¢oes de probabilidade.
Talvez a forma mais comum de calcular a divergéncia entre duas distribuicoes de
probabilidade p(z) e ¢(x) denotada Dy, seja a divergéncia de Kullback-Leibler [33]

definida como

Dyg=> plx log( g) (2.47)

zeX
onde X é uma VA. Para o caso continuo, temos uma integral no lugar do somatorio
e a VA em questao seria uma VA continua. p e g neste caso, se tratariam de
“densidades” de probabilidade.

Esta divergéncia é uma medida nao-negativa e nao simétrica, e calcula a diferenca
entre dois modelos de distribuicoes p e ¢ para uma dada VA X. Se tivermos que p é
a distribuicdo real da VA X, a divergéncia de Kullback-Leibler (KL) mede o quanto
q esta “errando” em modelar X. A divergéncia KL também pode ser utilizada para
o calculo de centroides em algoritmos de clustering [88]. Embora esta seja uma
aplicagao direta de clustering, nao é o objetivo deste trabalho. No contexto deste
trabalho, a divergéncia KL sera utilizada como medida de “distancia” entre clusters.

Para calcularmos a divergéncia KL entre dois clusters, temos que conhecer as
suas distribuicoes de probabilidade. A tnica informagao que temos a disposicao
sao amostras do conjunto, e por isso um método de estimacao de distribuigoes de
probabilidade deve ser utilizado. A titulo de ilustracao, a Figura 2.17 mostra o valor
da divergéncia KL em duas situagoes diferentes. Neste exemplo, utilizou-se janelas
de Parzen para estimar as distribuigdes p(z) e ¢(z). Como os dados sdo numéricos,
o valor da divergéncia foi calculado utilizando-se integracao de Monte Carlo.

Como podemos observar, quando os clusters estao mais proximos, a divergéncia é
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Figura 2.17: Medidas da divergéncia KL em duas situacgoes diferentes.

menor. Uma vantagem deste tipo de medida é que a mesma é totalmente invariante
a transformacoes lineares ocorridas no conjunto de dados como um todo. Isto se
deve ao fato da divergéncia operar diretamente nas probabilidades e nao na posicao
dos pontos do conjunto (como é o caso das distancias). Por outro lado, além de ser
uma medida assimétrica, este tipo de medida de divergéncia, exige que se modele
cada cluster com uma distribuicao diferente, fazendo com que nao se leve em conta
a quantidade de pontos em cada cluster, o que refletiria em uma probabilidade a
priori para ocorréncia de cada um.

A medida da divergéncia KL esté ligada com o conceito de informagao mitua [33|
que é um conceito muito utilizado em teoria da informacgao. A informagao mutua

entre duas variaveis aleatorias X e Y é definida como [68]

I(X,Y)=H(X)— H(X|Y) (2.48)

onde H (X)) denota a entropia da VA X e H(X|Y') denota a entropia da VA formada
pela ocorréncia de um elemento X dado que ocorreu um elemento de Y. A relacao

entre informagao mutua e a divergéncia KL é dada pela equagao 2.49

](X, Y) = Dp(ac,y)lpm(:v)py(y) (2'49)

sendo p(z,y) a distribuigdo de probabilidade conjunta das VAs X e Y. p.(x) e

py(y) s@o as distribuigdes individuais. No contexto deste trabalho um conjunto é
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formado por amostras compostas de diversas VAs. Podemos ver a divergéncia KL
como uma medida de quanto um modelo de distribui¢ao p(x) difere da distribui¢ao
de probabilidade da ocorréncia de uma amostra, ou seja ocorréncia de de cada VA
simultaneamente (caso onde a distribuigao seria o produto das distribuigoes de cada
VA). Isso nos leva a perceber a divergéncia em func¢do da entropia de um conjunto
(ou cluster). Esta abordagem é adequada, pois podemos utilizar o conceito de
entropia generalizada (Rényi, por exemplo) para o célculo da divergéncia. Esta
ultima abordagem é adequada pois devemos lembrar da dificuldade em se trabalhar

com a entropia convencional de Shannon para o caso de misturas de gaussianas.

2.8.3 Divergéncia utilizando entropia de Rényi

Conforme exposto na secao anterior, podemos ver a divergéncia entre duas
distribuigoes como uma medida baseada na entropia de cada distribuicao. Neste
sentido, pode-se utilizar a entropia de Rényi para calcular a divergéncia entre
duas distribui¢oes. Algumas aplicagoes ja utilizam com sucesso esta técnica [34]
em processamento de sinais e até mesmo para clustering [25]. Neste trabalho,
consideramos a seguinte medida H,.(X)— H,(Y') onde H, denota entropia de Rényi.
Como apresentado na secao 2.7.2 a medida de entropia s6 depende da dimensao dos
dados e da variancia do conjunto. A diferenca entre as entropias conseqiientemente
s6 dependerd da diferenca entre as varidncias. Esta medida é inadequada para
ser utilizada como divergéncia, pois nao contabiliza a distancia para os centros de
maneira que clusters distantes, porém com mesma variancia, terao divergéncia zero.

A proposta do presente trabalho para utilizacdo da entropia de Rényi como
forma de medir a divergéncia entre clusters consiste em considerar um conjunto
formado pelos dois clusters. A divergéncia proposta aqui é formulada como mostra

a equagao 2.50

Dy (pa(2), py(y)) = H:({ X, Y}) — Hi(X,). (2.50)

Nesta expressao, {X,Y} é o conjunto formado pelos pontos tanto do cluster X

quanto do cluster Y (que mais tarde serdo modelados utilizando uma mistura
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de gaussianas). X, é um modelo de distribuigdo gaussiana estimada utilizando o
conjunto inteiro {X,Y}. A Figura 2.18 mostra como age a comparagao entre duas

distribuigoes utilizando este tipo de medida.
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Figura 2.18: Comparacao entre um conjunto de dados formado por dois clusters e
o modelo gaussiano equivalente

Na Figura, os dois clusters sao formados pelas distribui¢oes com linha cheia.
A linha pontilhada representa o modelo gaussiano que “se ajusta” no conjunto
todo (considerando as duas distribuigoes). Desta forma compara-se a “quantidade
de variancia” presente no conjunto todo, com a varidncia de uma gaussiana que
modela o mesmo. Se separar-mos os clusters mantendo sua variancia, a variancia
da gaussiana equivalente aumentara, aumentando assim a divergéncia. No capitulo
seguinte, estudaremos o caso onde utiliza-se uma mistura de gaussianas para modelar
os dois clusters, e compararemos o caso nao so6 de separagao, mas rotagao e mudancga
de escala dos modelos de gaussianas.

A grande vantagem da utilizagao desta métrica reside no fato de nao precisarmos
de distribuigoes diferentes para comparar. Podemos comparar uma distribuicao
composta por uma mistura de duas gaussianas (como mencionado a pouco) com
a gaussiana equivalente. Isto faz com que clusters que tenham poucos pontos, e
conseqiientemente uma probabilidade a prior: pequena, contribuam pouco para
a divergéncia. Outra grande vantagem a ser destacada é a facilidade do célculo
analitico quando se trata do modelo de mistura. Esta facilidade, como ja explicado,
se deve a utilizacao da entropia de Rényi como medida de informacao.

Ainda dentre as vantagens da utilizacao da divergéncia utilizando entropia de
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Rényi podemos citar a invaridncia quanto a transformacoes lineares. Mais adiante
neste trabalho serd mostrado formalmente o aspecto de invaridncia para o caso

gaussiano.

2.8.4 Negentropia

Nas segoes anteriores, foram mostradas formas de calcular a divergéncia entre
dois clusters de modo a medir a sua “separacao”’. Um modelo proposto neste
trabalho, como ja citado, consiste em medir a divergéncia entre a distribuicao
de probabilidade de dois clusters juntos, com o modelo gaussiano equivalente.
Esta abordagem é conhecida na literatura como calculo da negentropia entre duas
distribuicoes. A negentropia é bastante utilizada em métodos de Anélise de
Componentes Principais [36] e é conhecida como medida de nao-gaussianidade. A

negentropia é definida como [11]

J(X) = H(X,) — H(X). (2.51)

onde H(X,) é a entropia de uma VA com mesma média e matriz de covariancia da VA
X. A negentropia é uma medida nao-negativa, e se torna igual a zero, quando a VA
X tem distribuicao gaussiana. Existem na literatura diversas maneiras de se estimar
a negentropia de uma VA qualquer [35]. Classicamente, sdo utilizados momentos de
alta ordem da VA (como kurtosis e skewness) para obter apenas uma estimativa da
negentropia. Outras técnicas incluem estimativas baseadas em diferenga quadratica
entre os valores esperados da VA e de uma VA normalizada gaussiana [36]. Em
termos gerais, a negentropia mede o quanto a distribuicao de uma VA nao se parece
com uma gaussisna. Este fato é especialmente 1til neste trabalho pois estamos
interessados em medir o quanto dois clusters estao “juntos”. A titulo de ilustracao,
a Figura 2.19 mostra dois conjuntos e suas respectivas medidas de negentropia.

E interessante notar que a negentropia de distribuicoes gaussianas possuem
valor igual a zero 2.19(a), enquanto distribuigdes nao gaussianas 2.19(b) possuem
negentropia com valor maior que zero.

Estes exemplos foram calculados analiticamente, porém para casos de
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Figura 2.19: Medidas da negentropia para conjuntos de dados com distribuig¢oes
diferentes.

distribui¢oes desconhecidas, é necessario uma estimativa da entropia e um método de
integragao numérica ou a utilizagdo de métodos aproximados (como ja mencionado).
Neste trabalho foi desenvolvida uma técnica para calcular a negentropia para o
caso de distribui¢oes bimodais que nao envolve integragao numérica, diminuindo o
tempo de processamento e o erro cometido. Este método sera exposto nos capitulos
seguintes.

Neste trabalho, além de um método para calcular a negentropia, serd proposta
uma maneira de se calcular a divergéncia entre duas distribui¢oes utilizando a medida
de negentropia. Esta consiste em calcular a negentropia da distribuicao de um
conjunto de dados formado por ambos os conjuntos cujas distribui¢oes queremos
medir a divergéncia. O efeito desta medida é que, quanto mais separadas as
distribui¢oes, menos as mesmas, juntas, se parecem com uma gaussiana. Mesmo
em situacoes onde as distribuigoes estao préximas, quanto menos “alinhadas” elas
estiverem, menos se parecerao com uma gaussiana. Desta maneira, a negentropia
pode ser utilizada para medir a divergéncia entre duas distribuigoes.

Segundo Hyvérinen e Oja [36] a negentropia é uma medida invariante a
transformacoes lineares. Como ja mencionado, este fato é muito importante em
problemas de clustering. Por ser uma medida relacionada com informacao, a mesma

incorpora as vantagens vistas na secao 2.7.
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2.8.5 Distancia de Bhattacharyya

As medidas de divergéncia apresentadas até agora medem (ou podem ser usadas
para medir) a distancia entre duas distribui¢oes de probabilidade quaisquer. Para
o caso onde estas distribuicoes sao gaussianas, uma meétrica alternativa pode ser
utilizada, a distancia de Bhattacharya. Esta distancia mede a diferenca entre duas

fungoes gaussianas e é definida como [42]

2,45,

1 e B+ 5,7 1 e
B(p, Q) = g (l"l’p - P"q) [%] (y’p - H/q) + 5 log W (252)
p q

onde g, p,, Xy € Xq sa0 as médias e matrizes de covariancia das distribuigoes p e g.
E interessante notar que a distancia de Bhattacharya é composta por duas parcelas, a
primeira delas representa a diferenca entre as médias, enquanto a segunda representa
a diferenca entre as matrizes de covariancia. Isto quer dizer que a distancia de
Bhattacharya s6 sera efetivamente zero, se as distribuigoes tiverem mesma média e
mesma matriz de covariancia. Isto é importante porque mede, de certa forma, tanto
a distancia quanto o “alinhamento” entre as gaussianas.

Mais uma vez, devemos observar a questao da invariancia quanto a
transformacoes lineares. No caso da distancia de Bhattacharya, trata-se de uma
medida invariante. Embora tenhamos uma parcela dependendo da diferenca entre
os centros das gaussianas, a medida ainda é invariante a mudancas de escala. Isto
acontece gragas a ponderagao com o inverso da média das matrizes de covariancia,

como ocorre com a distancia de Mahalanobis.

2.8.6 Outras medidas de divergéncia

Existem muitas formas de se medir a divergéncia entre dois clusters. Foram
apresentadas até agora, medidas bastante utilizadas na literatura e que de certa
forma apresentam alguma vantagem no uso em problemas de clustering (como
invariancia a transformagoes lineares e incorporagao da estatistica dos dados). Por

serem medidas estatisticas, nenhum comentario é feito sobre a unidade ou grandeza
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de cada medida de divergéncia. Em particular para problemas de clustering, o
que interessa é a quantidade relativa, apenas para fins de comparagao com outras
medidas da mesma natureza realizadas pelo algoritmo no mesmo conjunto de dados.
Fora as medidas apresentadas, podemos citar ainda algumas medidas de divergéncia
que, embora nao utilizadas neste trabalho, podem servir de base para a elaboracao

de medidas mais simples e tteis.

2.8.6.1 Erro quadratico

Podemos medir a divergéncia entre duas distribuigdes de probabilidade p(x)
e ¢(x) integrando o erro quadratico da diferenca entre as duas, como mostra a

equacao 2.53

D)= [+ [ 60— g (2.53)

onde a integragao deve ser feita em todo o espaco da varidvel x. Esta abordagem é
util no caso gaussiano, em que a integracao pode ser feita analiticamente de maneira
acelerar o processo de calculo.

Esta proposta para o célculo da divergéncia, resulta em valor maior ou igual a

zero, sendo zero apenas quando as duas distribuicoes forem iguais.

2.8.6.2 Verossimilhanca

Outra maneira alternativa de se medir a divergéncia entre clusters é utilizando
a verossimilhanca. Podemos usar a equacao 2.21 de maneira a testar o quanto os
parametros de uma distribuicao modelam a outra distribuicao e vice versa. Esta
medida pode ser utilizada para o caso gaussiano de maneira a simplificar o conjunto
de parametros. O emprego do logaritmo da verossimilhanca pode também ser
utilizado para evitar erros numéricos que ocasionalmente possam aparecer devido a
aplicacao do produtério em ntmeros bastante pequenos gerados pelas exponenciais

da gaussiana. A equacao 2.54 apresenta uma formalizacao da medida

Dip.a) = [ rxl6,)+ T] £(xi6)) (2.54)
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em que o somatorio é feito para todos os pontos de cada conjunto, ou seja, N, pontos
no conjunto cuja distribuigao é p(x) e N, pontos no conjunto cuja distribuigao é ¢(z).
A funcao f(-) é um modelo de distribui¢ao escolhido. 8, e 6, sao os conjuntos de
parametros estimados para a distribuicao ¢ e p. A medida é formada por duas
parcelas para que a mesma se torne simétrica e contabilize a diferenca tanto para
uma, quanto para a outra distribuicao.

Neste tipo de abordagem, o valor medido é sempre maior ou igual a zero, e é

méximo quando as duas distribuicoes forem iguais.

2.9 Sumario

Este capitulo apresentou as técnicas necessarias para o desenvolvimento deste
trabalho. Obviamente existem muitas outras e a literatura é bastante extensa. No
contexto deste trabalho as ferramentas sao utilizadas, aproximadamente na ordem
em que foram apresentadas neste capitulo, para dar origem a um novo método de
clustering que seja robusto e que de certa forma venha a apresentar solugoes para as
situagoes onde os métodos tradicionais falham. Utilizaremos neste trabalho técnicas
para realizar o particionamento correto de um conjunto de dados e apos isso, técnicas
para modelagem estatistica das classes geradas a partir deste particionamento.

O capitulo seguinte mostrarda o desenvolvimento do método proposto neste
trabalho. Serao utilizadas as ferramentas apresentadas aqui, enfatizando pontos
positivos e negativos de cada uma e como as mesmas contribuem para elaboracao

do método.



Capitulo 3

Método Proposto

3.1 Introducao

Neste capitulo seré descrito o método e as técnicas propostas neste trabalho. Nas
secoes seguintes, serao apresentados os desenvolvimentos de cada item que compoe
o método como um todo. O método proposto realiza a classificacao (clustering)
e modelamento estatistico de um conjunto de dados. Para isto sao utilizados
métodos de quantizacao vetorial e ferramentas e métodos estatisticos apresentados
no capitulo 2

Classificar estatisticamente um dado qualquer de um conjunto, significa atribuir
uma classe, dentre um conjunto de classes, a este dado, baseado na probabilidade de
pertinéncia do mesmo a cada uma das classes. A classe que tiver maior probabilidade
de que o dado pertenca a ela, sera a classe atribuida. Para que este tipo de
classificacao seja possivel, precisamos obter as distribui¢oes de probabilidades para
cada classe, ou seja, precisamos de um modelo estatistico do conjunto que contém
as classes. Obviamente esta informacao nao esta disponivel e em muitos casos
estas distribui¢coes podem vir a ser bastante complexas. Neste trabalho, sugerimos
uma técnica para estimar os parametros de misturas de gaussianas (descritas nas
segOes anteriores) que modelardo cada classe. Desta forma estaremos estimando a
probabilidade de um dado ou ponto pertencer a uma classe ou cluster (P(x|w;))
modelado por uma mistura de gaussianas conforma visto na secao 2.2 do capitulo

anterior. A dificuldade desta tarefa reside no fato de nao se ter a priori informacao

95
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de classes nas amostras conhecidas, apenas pontos desordenados que formam clusters
em determinados lugares no espaco (também desconhecidos).

O método consiste em quantizar vetorialmente todo o conjunto com um ntmero
sobrestimado! de centros modelando cada um como uma gaussiana. Uma vez
modelados os conjuntos iniciais, desejamos saber a quais clusters cada um pertence.
isto é feito com o conceito de “ligagao” dos conjuntos auxiliares. Os conjuntos que
estiverem ligados entre si, formarao o mesmo clusters. Por exemplo, se o conjunto
A estiver ligado ao conjunto B, que por sua vez estiver ligado ao conjunto C, estes
trés (A, B e C) formardao um cluster. Lembrando que cada conjunto é modelado por
uma gaussiana, ao final do processo, cada cluster serd modelado por uma mistura

de gaussianas formada pelas gaussianas modeladas inicialmente.

3.2 Modelo dos dados

A técnica proposta inicia estabelecendo N, gaussianas para modelar todo o
conjunto. A Figura 3.1 ilustra um exemplo de conjunto de dados qualquer a ser
classificado. As N, gaussianas iniciais serao posteriormente agrupadas em classes
(ou seja, clusters). cada classe serd modelada por uma mistura de algumas destas
gaussianas iniciais, de maneira que no final, todas as gaussianas estarao fazendo
parte de uma mistura que modelaré alguma classe.

No inicio do processo nenhuma gaussiana é atribuida a uma classe. O primeiro
passo consiste em estimar os parametros individuais das gaussianas que separam
os dados em conjuntos. Neste trabalho exploramos a utilizacao de duas técnicas
para realizar esta tarefa. A primeira trata-se do algoritmo EM. Este algoritmo
possui a vantagem de estimar nao s6 as médias, mas os outros parametros como
matriz de covariancia e probabilidades a priori. A desvantagem na utilizacao do
algoritmo EM ¢é o alto custo computacional. Embora seja simples, este método requer
a computagao iterativa de expressoes com alto custo em termos de processamento.
A segunda forma abordada neste trabalho consiste em utilizar a quantizacao vetorial

para estimar os parametros das misturas. Os primeiros parametros estimados sao

Intimero de centros maior do que o niimero de clusters presentes
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Figura 3.1: Exemplo de um conjunto de dados

as médias p; para todos o conjuntos. As médias sao estimadas utilizando-se uma
redes neural competitiva 23] que encontrara N, centros wy, wy, ..., wy,. Cada centro
encontrado pelo algoritmo de quantizacao vetorial seré tido como a média de uma
das N, gaussianas. A Figura 3.2 mostra o resultado da quantizagao vetorial. Apos
esta etapa, cada centro divide os dados em pequenos grupos que sao separados

utilizando a distancia Euclidiana formando células de Voronoi.

10

-5

Figura 3.2: Conjunto de dados separados utilizando quantizacao vetorial

O segundo passo a ser realizado é a estimativa das matrizes de covariancia 3; de
cada gaussiana. Para esta estimativa, deve-se utilizar apenas os dados classificados

para cada centro (médias p;) encontrados na etapa de quantizagao vetorial. Isto
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classifica cada ponto do conjunto como pertencente a uma gaussiana apenas. Uma

estimativa da matriz de covaridncia pode ser estimada por [68|

N,

N

) .
3~ N (x; — m;) (x5 — /’l’i)t7 (3.1)

i o
onde N; é quantidade de pontos associados a gaussiana ¢ no processo de classificacao
apos a quantizacao vetorial.

Este processo de estimativa das gaussianas nao corresponde ao processo 6timo, ou
seja, as gaussianas encontradas nao minimizam o erro de classificacao. Entretanto,
escolhendo um ntmero suficiente de centros, este erro pode chegar a ser desprezivel e
compensa quando observado a simplicidade computacional em relagao a algoritmos
que minimizariam completamente o erro como ¢ o caso do algoritmo EM [15].

A Figura 3.3 ilustra como se da o erro entre a classificagao com o algoritmo EM

e a classificacao utilizada neste trabalho.

T

Figura 3.3: Erro cometido na classificagao utilizando o algoritmo EM e a quantizacao
vetorial

Na figura, a linha cheia representa a separacao utilizada para a classificacao com
a quantizacao vetorial e a linha pontilhada representa a classificagao utilizando o
algoritmo EM. Como podemos observar, a linha cheia separa alguns pontos que
pertencem a classe da esquerda. Isto porque a separagao € linear. Ja a classificacao
utilizando o algoritmo EM agrupa os pontos utilizando uma superficie que separa
de maneira mais adequada os pontos das duas classes. O erro cometido entre as

duas separacoes seré considerado pequeno neste trabalho em beneficio do alto ganho
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em termos de custo computacional quando utilizamos a quantizagao vetorial como
classificador.

Este tipo de classificacdo agrupa os pontos em células isotropicas (devido a
métrica Euclidiana utilizada para separar os dados), porém as gaussianas estimadas
a partir dos pontos classificados nem sempre sao isotropicas. Nao foram encontradas
na literatura, referéncias a trabalhos que utilizem este tipo de abordagem, tratando-
se assim, de uma das contribui¢oes do mesmo.

A Figura 3.4 ilustra uma situagao onde o modelo das gaussianas de cada classe

encontrada pelo método de quantizagao vetorial leva a clusters nao-isotropicos.

25

08 06 04 02 0 0204 06 1

Figura 3.4: Classificagao isotrépica resultando em uma gaussiana nao isotropica

Na figura, os circulos pontilhados representam a influéncia isotropica (se estes
fossem considerados isotropicos) de cada cluster encontrado. Jé as linhas cheias
representam a influéncia real de cada um. Como podemos observar, embora
a classificacao tenha sido feita utilizando a distancia FEuclidiana, os clusters
encontrados nao sao isotropicos.

Esta forma de se modelar um conjunto, embora simples, se mostrou muito tutil
para utilizagao em conjunto com o método de clustering desenvolvido neste trabalho.
Como a diferenca entre o modelo encontrado desta maneira e o modelo encontrado
pelo algoritmo EM é desprezivel, resolveu-se optar por esta técnica.

O custo computacional deste algoritmo é composto pelo custo de cada técnica
utilizada. O primeiro custo envolvido é o custo da quantizacao vetorial. Nesta etapa,

a cada iteracao sao realizadas operagoes entre todos os pontos com todos os centros,
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sendo assim um algoritmo de ordem O(N N,) (ntmero de operagdes envolvidas é
proporcional ao numero de dados vezes o namero de centros auxiliares). A outra
etapa ¢ a classificagao dos dados que consiste em calcular as distancias de cada ponto
para cada centro, sendo assim uma etapa também de ordem O(N N,). A proxima
e ultima etapa consiste no célculo das matrizes de covariancia. Nesta etapa, para
cada uma das matrizes sao realizadas operacoes com os pontos classificados por cada
uma, de maneira que ao final o niimero é proporcional ao ntimero de pontos, sendo
assim de ordem O(N).

Se o numero de pontos for bem maior do que o nimero de centros auxiliares
utilizado, N > N,, este prevalece na ordem de operagoes, tornando este um
algoritmo de ordem O(N).

As Figuras 3.6 e 3.5 mostram os resultados de experimentos realizados para
mostrar a relagao entre o nimero de pontos em um conjunto e os tempos para

calcular a matriz de covariancia e os centros na quantizacao vetorial.

Tempo de processamento (s)

0 40000 80000 120000
Numero de centros

Figura 3.5: Tempo de processamento para o calculo da matriz de covariancia em
funcao do niamero de pontos em um conjunto de dados

Na Figura 3.5 foram realizados 3 experimentos em dados com dimensoes 2, 4 ¢ 8
(circulo, quadrado e estrela, no grafico). Como podemos observar, em todos os casos,
o tempo de processamento cresce linearmente com o niimero de pontos, como previsto
na anélise ainda a pouco. Na Figura 3.6 foram realizados também 3 experimentos,
s6 que com conjuntos de dados diferentes. Desta vez existe uma diferenca entre um

experimento e outro, porém em todos os casos, o tempo ¢é linear com o ntmero de
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Tempo de processamento (s)
w

0 5000 10000 15000
Numero de centros

Figura 3.6: Tempo de processamento para o calculo da quantizacao vetorial em
funcao do niamero de pontos em um conjunto de dados

pontos. A utilizacdo do tempo de processamento no lugar do nimero de operacoes
foi uma escolha meramente pratica. Na analise desejada, nao importa a unidade do
tempo, e sim a verificacao da linearidade do processo, confirmando as expectativas

sobre a ordem O(NV), ja mencionada.

3.2.1 Numero de conjuntos auxiliares

A escolha de um numero de centros auxiliares para a quantizacao vetorial inicial
nao é critica, porém é uma medida empirica. A escolha segura do nimero de centros
pode se dar comegando com uma quantidade elevada de centros (relativa ao nimero
de pontos) de maneira a alocar, em média, um namero maior do que a dimensao
dos dados. Por exemplo, se um conjunto possui 100 pontos e tem dimensao 4,
podemos utilizar 20 conjuntos auxiliares de modo a que cada conjunto fique com
(em média) 5 pontos, que ¢ um nimero maior do que a dimensao 4. O ntmero deve
ser maior que a dimensao dos dados, porque para que a matriz de covariancia seja
inversivel, a mesma deve possuir autovalores todos diferentes de zero, o que, pela
forma de estimar da equacao 2.15 s6 é possivel com um nimero de pontos maior
que a dimensao D dos dados. Isto ocorre porque com menos pontos que a dimensao
dos dados, os pontos sao sempre “co-planres” (em uma dimensao elevada poderia-se
chamaria de “co-hiperplanares”). Se isto ocorrer, a matriz sera singular e deveremos

optar por uma quantidade menor de conjuntos auxiliares.
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3.3 Ligacao dos conjuntos auxiliares

Estimados os parametros das gaussianas passamos para a associacao de cada
gaussiana a uma determinada classe. Esta é a etapa que constitui a contribuicao
mais importante do trabalho. Serao mostradas nas proximas secoes, métodos
e aperfeicoamentos destes que levam ao algoritmo final que constitui o método
proposto.

Para associar uma gaussiana a uma classe, formaremos o conceito de matriz de

ligacao L. Esta matriz é definida como

L = [lij]N,xN,

l 1 gaussiana 7 esta ligada a gaussina j (3.2)
ij =
0 caso contrario

Esta matriz N, x N, possui diagonal preenchida com 1 e é simétrica. Os valores
L;; sao sempre 0 ou 1, como visto na equacao 3.2. O conceito de ligacao entre
gaussianas ¢é utilizado aqui para denominar gaussianas que pertencem a mesma
classe. Este conceito nao é totalmente novo e ja foi utilizado por Tyree e Long
em [85]. De fato, uma classe ¢ formada pela mistura de gaussianas “ligadas”. Se a
gaussiana A esta ligada a gaussiana B e a gaussiana B estiver ligada a gaussiana
C, todas estas farao parte da mesma mistura que representarda a mesma classe. A
Figura 3.3 ilustra como ficarao os centros apos a etapa de ligagao. Como podemos
observar, existem apenas duas classes cujos centros estao ligados de maneira a formar
cada uma das classes.

O objetivo, a partir da defini¢do da matriz L, é encontrar uma matriz (ligagdes
entre centros) que melhor modela o conjunto, ou seja, que produza misturas de
gaussianas que se agrupem em classes correspondentes a distribuicao espacial dos
dados.

Uma vez associadas as gaussianas as suas classes, cada classe é entao modelada
pela mistura destas gaussianas como visto na se¢ao 2.4. A Figura 3.8 mostra o
conjunto totalmente modelado pelas misturas. As cores indicam o gradiente de

probabilidade.
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Figura 3.8: Resultado final do método com as probabilidades de cada classe

Com este resultado, podemos classificar pontos fora do conjunto medindo sua
probabilidade de pertencer a uma classe ou a outra (cada uma tem um modelo de

mistura de gaussianas) através da expressao

pxlw;) = B Y PYN(x, pl), 5) (3.3)

JEw;

onde p(x|w;) é a probabilidade de ocorrer x, dado w;, N(x, p,J : 2( ) € uma gaussiana
com média p,g-i) e matriz de covariancia Zy), o indice superior (7) indica que o valor
esta associado a classe i.

Neste trabalho foi desenvolvido um método de ligacao que encontra a matriz
L. Para se chegar a este método foram sendo desenvolvidos e estudados outros

métodos, envolvendo outras técnicas, que foram sendo aperfeicoados. Estes métodos
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apresentaram vantagens e desvantagens que foram sendo analisadas e melhoradas
até se chegar ao método final. Nas secoes seguintes serao mostrados os métodos na
seqiiéncia, do mais simples ao método final que é o grande objetivo do trabalho.
Antes de descrever o primeiro método, sera descrita a forma geral de obtencao da
matriz L. Serd demonstrado também que, para o método proposto neste trabalho,

a distancia Euclidiana nao é adequada para ser utilizada como métrica.

3.4 Obtencao da matriz L

Nesta secao sera explicado como se da a obtencao da matriz L para diferentes
métricas. Nas secoes posteriores serao detalhadas as utilizagoes de cada métrica
utilizando a abordagem descrita nesta secao.

De maneira geral, o método inicia realizando uma medida de dissimilaridade
entre cada par de conjuntos (todos os pares possiveis). Isso gera uma matriz de
distancias com diagonal igual a zero (distancia de um conjunto a ele mesmo). Em
seguida é definido um limiar d; que ira ser utilizado para decidir se um par de
conjuntos qualquer sera ligado ou nao. Cada par (C;,C;) é ent@o testado; se sua
dissimilaridade for maior do que o valor d;, os conjuntos C; e C; serao ligados, ou
seja L; j = 1, caso contrario teremos L; ; = 0 e os conjuntos nao serao considerados
ligados. O valor de d; depende obviamente da dissimilaridade utilizada e de fato
¢ um valor de dissimilaridade limite para o qual os conjuntos serao considerados
ligados. A escolha do limiar que produza uma matriz de ligagdo correta também
vai depender de que medida de dissimilaridade esta sendo utilizada. Neste trabalho
foram utilizadas e testadas algumas medidas de dissimilaridade, cada uma dando
origem a um método. Nas segoes adiante serao detalhados os usos de cada uma
dessas medidas. A seguir é mostrado um resumo do algoritmo.

Trabalhos ja foram desenvolvidos utilizando medidas de divergéncia [3| para
separar clusters em um conjunto de dados. Isto justifica a utilizacao de métricas de
divergéncia com o objetivo de medir a dissimilaridade entre duas gaussianas, como
é o caso utilizado neste trabalho. Em geral, o modelo gaussiano é o mais utilizado

e tem se mostrado um modelo bastante atil.
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O ponto critico nesta abordagem é a escolha do limiar d;. A utilizacao de métricas
invariantes a transformacoes lineares ajuda bastante na escolha do limiar. Esta ajuda
se d& no sentido de que, para vérios problemas diferentes, o limiar apropriado tende
a ser o mesmo. Neste trabalho foi realizada uma analise quantitativa da influéncia
do limiar no resultado final obtido, que sera mostrada no capitulo de resultados.

Antes de descrever a utilizagao das medidas de dissimilaridade utilizadas, sera
justificado porque a distancia Euclidiana nao ¢ uma medida adequada para ser

utilizada neste tipo de técnica.

3.4.1 Distancia Euclidiana

A utilizagao da distancia FEuclidiana como métrica de dissimilaridade pode ser
feita medindo-se a distancia entre os centros dos conjuntos. Considere o conjunto da
Figura 3.9. Se utilizarmos a distancia Euclidiana para testar a ligacao nos centros,

ocorrera que alguns centros estarao proximos entre si, mas nao farao parte da mesma

classe.
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Figura 3.9: Exemplo de um conjunto de dados

A Figura 3.10 mostra as ligacoes que vao se formando em um conjunto qualquer
quando se incrementa gradativamente o limiar d; utilizando-se como medida a
distancia Euclidiana. Neste exemplo temos duas classes que devem ser formadas

pela ligagao correta dos centros que formam o semi-arco superior e pelos que formam
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o semi-arco inferior.

05
0
-05 . .
4 05 0 05 1 T 05 0 05 1
a) Centros ligados com d; =
0.5
2
15
;
05
0
0'5 .o .
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¢) Centros ligados com d; = d) Centros ligados com d; =
0.6 0.65

Figura 3.10: Ligacoes feitas aumentando-se a distancia Euclidiana limiar d,

Como podemos observar, para distancias pequenas, poucas ligacoes se formam,
pois a distancia entre os centros é alta em relacao ao limiar escolhido. Com o limiar
igual a 0.5 (Figura 3.10(a)) existem 7 classes, 6 correspondendo aos 6 centros que nao
foram ligados e uma correspondendo aos dois primeiros centros superiores ligados.
A medida que aumentamos o limiar, mais ligagoes vao se formando e menos classes
sao criadas. Na Figura 3.10(d) temos finalmente duas classes (que ¢ o namero de
classes correto) formadas. Entretanto, a primeira classe formada por 5 centros, esta
incorretamente formada, por possuir um centro que pertenceria a outra classe.

Para que a distancia Euclidiana pudesse ser utilizada adequadamente, deveria
existir uma grande quantidade de centros para que nao ocorresse o problema de
ligacao incorreta. Isto gera uma dependéncia do ntimero de centros que nao facilita
a utilizacao do método.

Ainda que a escolha do nimero de centros nao fosse problematica, existe
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a questao da invariancia a transformagoes lineares. A utilizacao da distancia
Fuclidiana torna o método dependente da escala, inviabilizando totalmente a sua
utilizagao em problemas de clustering. Por exemplo, se os dados fossem medidas
de comprimento e estivessem em metros, a distdncia limiar estaria em metros. A
simples mudanca para centimetros, faria com que a distancia limiar aumentasse
em 100 vezes. Lembrando que é bastante comum que os dados possuam unidades

diferentes para cada varidvel, o problema torna-se critico.

3.5 Método utilizando distancia de Mahalanobis

O primeiro método implementado utiliza-se da distancia de Mahalanobis descrita
na secao 2.8.1 para ligar os conjuntos. Utilizaremos esta medida como métrica
alternativa a distancia Euclidiana para medir a distancia entre os centros encontrados
na fase de quantizacao vetorial.

Na abordagem de ligacao descrita, uma distancia limiar d; é estabelecida, e todas
as ligacoes sao testadas. Quando uma ligacao possui distancia de Mahalanobis menor
do que a distancia limiar, os centros sao considerados ligados, como ja explicado
na secao anterior. Este tipo de métrica ja foi utilizado com sucesso em técnicas de
clustering [84] e, como sera mostrado mais adiante, suas caracteristicas de invariancia
j& sao bem conhecidas.

O objetivo desta abordagem é medir a dissimilaridade entre as gaussianas e
agrupar as que sejam similares em relacao a distancia d;. A utilizacao da distancia de
Mahalanobis possibilita realizar uma medida que leve em consideragao a estatistica
entre uma gaussiana e outra. A medida de divergéncia entre duas gaussianas que

compoem uma VA X é feita como mostra a equacao 3.4

d)(C1, Co) = dpn(py, po, B + ), (3.4)

onde d,,(-) é a distancia de Mahalanobis, descrita no capitulo anterior, entre o
centro (vetor média) da primeira gaussiana (representada pelo conjunto C) até o
centro da segunda (C3) levando em consideracao a matriz de covariancia de ambos

os conjuntos. Na equagaod.4, podemos observar a dependéncia da diferenca entre
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as médias ponderada pelo inverso das matrizes de covariancia. Isto quer dizer que
quanto mais distante estiverem as gaussianas, maior a sua divergéncia. A ponderacao
com o inverso da matriz de covariancia tem o efeito de diminuir a divergéncia se
as gaussianas estiverem separadas na direcao da maior variacao e diminuir, caso
contrario. Deste modo, duas gaussianas que estiverem distantes espacialmente de 3
unidades, porém com eixos principais (maior variancia) paralelos, terao divergéncia
maior que duas que estiverem com eixos principais alinhados. Como veremos na
secao de testes e resultados, esta é uma caracteristica que torna a distancia de
Mahalanobis muito apropriada para ser utilizada como métrica em problemas de
clustering.

Esta abordagem encontra-se publicada [58] (incluindo uma versao utilizando
modelamento estatistico [60]) e constitui uma das contribuigoes deste trabalho. A
utilizagao da distancia de Mahalanobis possibilita a implementagao de um algoritmo

rapido e simples, porém com 6timos resultados, como sera visto no capitulo 4.

3.5.1 Invariancia a transformacgoes lineares

Sera analisado agora a invariancia a mudangas de escala para a métrica utilizando
distancia de Mahalanobis. Para esta analise, vamos substituir a VA X por uma

variavel Y que seja uma transformacao linear da VA X dada por

y=Ax+b. (3.5)

Tanto o conjunto de amostras da VA X quanto a de Y sao separados em duas
distribuicoes com média p'™, pS”, ¥ e p'¥. Estas médias correspondem as médias
da primeira e segunda distribuicao que compoem a VA X e as médias da primeira
e segunda distribuicao que compoem a VA Y. O mesmo se aplica para as matrizes

de covariancia.

A distancia de Mahalanobis entre as distribuigoes C; e Cy da VA X é dada por

1
A (1, Co) = () = ) (2 4+ 207)  (u” — ) (3.6)

De acordo com a relacao estabelecida na segao 2.3.2, podemos escrever as médias e
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matrizes de covariancia da VA Y como funcao das médias e matrizes de covariancia
da VA X. Fazendo esta relagao obtemos a seguinte expressao para a distancia de

Mahalanobis para a variavel Y.

t
a1, Co) = ((Ap +0) = (Apl” + b)) (ADP AT+ ADP A ((Apl +b) — (ApS” + b))

Isolando os termos comuns na equagao obtemos

4 (o) = (W — i) 4 (A (30 +55) a) A (- )

t -1
A9 (1, Co) = (= i) A (20 4+ 37) A7 A (- ).
Para uma transformacao linear seja aplicdvel a um conjunto, a mesma deve ser
inversivel. Isto garante que nao serao perdidas informacoes quando o conjunto for
submetido a tais transformagcoes. Desta maneira, temos de fato que o termo que

sobra ¢ igual a distancia de Mahalanobis para o conjunto X

d» — q@) (3.7)

m

comprovando assim, que se um conjunto for submetido a uma transformagao linear
inversivel, nao observa-se mudancas na métrica. Isto torna a métrica de Mahalanobis

uma boa candidata a ser utilizada como métrica em técnicas de clustering.

3.6 Meétodo utilizando distancia de Bhattacharyya

Uma alternativa a distancia de Mahalanobis para medir a distancia ou
dissimilaridade entre duas gaussianas é a distancia de Bhattacharyya (secao 2.8.5).
Para o caso onde os dois clusters sao considerados gaussianos, que é o caso deste
trabalho, a distancia de Bhattacharyya pode ser utilizada diretamente como medida
de dissimilaridade.

Nesta abordagem também é utilizada uma distancia limiar d; para decidir se
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as duas gaussianas em questao serao ligadas ou nao. Na literatura, a distancia de
Bhattacharyya, embora nao muito comum, tem sido utilizada com sucesso em outros
algoritmos de clustering [90]. Os parametros utilizados para realizar esta medida
sao as médias e matrizes de covariancia das duas gausssianas.

O objetivo, assim como na distancia de Mahalanobis, é medir a “semelhanca”
entre dois clusters para decidir se estes fazem parte do mesmo conjunto. A expressao
para o calculo da distancia de Bhattacharyya ja foi mostrada na equagao 2.52 na
secao 2.8.5.

Podemos observar que a distancia é composta por dois termos, o primeiro
contribui para medir a distancia espacial entre as gaussianas representada pela
diferenca entre as médias. Esta diferenca é ponderada pelo inverso da média das
matrizes de covaridncia, o que tem efeito de normalizar os valores da diferencga.
O outro termo é funcao apenas das matrizes de covaridncia e é responsével por
relacionar as formas das gaussianas, direcao de maior variancia, etc.

Pode-se observar que esta medida é sempre maior ou igual a zero, sendo zero
apenas quando as duas gaussianas forem iguais. Na secao seguinte iremos verificar

a invariancia a transformagoes lineares da distancia de Bhattacharyya.

3.6.1 Invariancia a transformacoes lineares

Voltamos a frisar que para uma métrica ser utilizada em algoritmos de clustering,
esta deve ser invariante a transformagoes lineares, resultando assim em resultados
iguais, independente da escala dos dados.

Sejam os conjuntos X e Y como definidos na se¢ao anterior. Y representa
o mesmo conjunto X a menos de uma transformacao linear. A distancia de

Bhattacharyya entre as distribuicoes C7 e Cy da VA Y é dada por

2

1
(" = ps)’ (" = py”) + 5 log :

dB(Cb 02) = 92

| —
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Da mesma maneira que foi feito para a distancia de Mahalanobis, substituimos os
parametros da VA Y como funcao dos parametros de X. A expressao pode ser

escrita como

-1
Az A+ A=A

1 €T €T €T €T
dB(C1,Cz)Zg(Aug)ij—Aug)—b)t 5 (Aug)+b—Aué)—b)+
Atn ArAtnD A
1 2
+§ log

\/’At2§x>A’ )Atzg@A’

Simplificando e isolando as constantes da transformacao obtemos

1 X xr xr X
dp(Cr, Co) = 5 (") — ps”)' A 5 A — ps))+
QNS R
| ERED
+§ 10
/=] |=5] 14
que finalmente torna-se
1 o g 2
X xr + xr X
di(Cr, Co) = S (" =) | =T (=) 4 log
| =
(3.9)

que de fato € igual a distancia de Bhattacharyya da variavel X.
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3.7 Meétodo utilizando divergéncia de Kullback-
Leibler

Neste método, a divergéncia utilizada para medir a separacao entre as gaussianas
foi a divergéncia de Kullback-Leibler apresentada na secao 2.8.2.

Nesta abordagem, assim como nas anteriores, d; é escolhido para servir de
limiar de ligacao entre as gaussianas. Duas gaussianas as quais a divergéncia forem
menores que o limiar d;, serao consideradas ligadas. Esta métrica ja foi utilizada
na literatura [52| como base para métricas baseadas na entropia de Shannon. Sua
aplicacao neste trabalho seré restrita ao caso gaussiano.

Para o caso onde as duas distribui¢oes envolvidas no calculo da divergéncia
de Kullback-Leibler sejam gaussianas, a expressao para a divergéncia entre dois

conjuntos C e Cy pode ser dada pela equagao 3.10 [51] [49]

Arp(C1, Co) = 51y — 1) S5 iy — ) + 5t (S35 — 1) — o (|55
(3.10)
Nesta equacdo, as variaveis g e X (com seus respectivos indices) representam os
parametros das gaussianas (médias e matrizes de covariancia). |.| é o operador de
determinante e tr(.) representa o trago de uma matrix e I é uma matriz identidade
de mesma ordem das matrizes de covariancia.
Como pode-se observar, a medida da divergéncia KL é uma medida nao simétrica.
Para torna-la simétrica podemos somar a contribuicao da divergéncia de C para Cy
com a divergéncia de (5 para (. Desta maneira, a forma simétrica da divergéncia

KL pode ser dada por

1 _ _ 1 _ _
dgrs(Ch, C2) = 5(“1 —py)’ (21 R 1) (g — py) + étr (2122 "+ E - 2I) :
(3.11)
Esta é a métrica realmente utilizada nesta abordagem. De maneira semelhante a

métrica de Mahalanobis, a divergéncia KL depende da separacao espacial entre as
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gaussianas, representada pela diferenca das médias. Esta é ponderada pelo inverso
das gaussianas. Nesta abordagem, o limiar é geralmente maior devido a ponderacao
com a soma dos inversos das matrizes de covariancia (contra o inverso da soma na
distancia de Mahalanobis). Mesmo assim, a tendéncia a ponderar mais as separagoes
que nao estao na direcao de maior variancia ainda existe. Outra diferenca em relacao
a métrica de Mahalanobis é a presenca de um segundo termo que envolve o traco
das matrizes de covariancia. Este termo funciona como uma medida de diferenga
entre as matrizes de covariancia, mesmo quando as mesmas estao na mesma posicao
(média zero). Esta diferencga seré zero quando as gaussianas estiverem “alinhadas” ou
paralelas. Este termo exerce uma influéncia importante na decisao de ligar clusters
proximos porém com matrizes de covariancia diferentes.

Outra diferenca muito importante é a presenca da dependéncia direta da
dimensao dos dados. Esta dependéncia esta representada pela presenca da matriz
identidade no segundo termo da equacao. Por estar contabilizada no traco das
matrizes de covariancia, esta resulta na soma de D unidades (D sendo a dimensao dos
dados) no célculo da divergéncia. Esta contribuigdo é pequena quando comparada
com a diferenca dada pela separacao das gaussianas e nao constitui um problema
na escolha do limiar.

Assim como a abordagem utilizando a distancia de Mahalanobis, o método
utilizando a divergéncia de Kullback-Leibler também encontra-se publicado [61] e
constitui mais uma contribui¢ao deste trabalho. Foi publicada também uma analise
comparativa [59] das duas técnicas, utilizando ambas as métricas. Esta comparagao

serd detalhada no capitulo 4.

3.7.1 Invariancia a transformacoes lineares

Assim como na anélise de invaridncia da distancia de Mahalanobis e
Bhattacharyya, sera calculada a divergéncia KL para dois conjuntos, sendo um deles
uma transformacao linear do outro. Seja a VA Y formada por uma transformacao
linear da VA X, como ja mostrado na equacao 3.5. A divergéncia KL da VA Y é
dada por
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1 -1 -1
1000 = 5 = () (39) ) () - )

-1 -1
—l—%tr (z:g-” (=) += (z0) —21)

Substituindo os parametros da VA Y pelos seus equivalente em X (como feito para

a distancia de Mahalanobis) obtemos

d(y) C,. C :lA (x) b— A (fﬂ)_bt AE(LU)At -1 Az(w)At -1 A () b— A (fﬂ)_b
krs(CL o) = S(Ap + K ) 1 + > (Ap” + iz )+

1 -1 -
5t (Azgx)At (Az:g“At) +AS At (Az:g”At) —21)

que simplificando e rearrumando alguns termos obtem-se

1 x x — x -1 T -1 — z x
4000 = =y A (4 (=) (29) ) A ) Al - )
-1 -1
+%tr (AE(f”) (2(;”) Al) + %tr (Az(;) (2(1”) Al) —tr ().

Como estamos tratando de transformacgoes inversiveis, podemos simplificar

obtendo

), (C1,Cy) = §(u(1 L ((E(l )) + (2(2 )> ) (8" = S+

1 S\ 1 1
5t (2?) (ES“) ) +5tr (zg@ (2@) ) —tr (1),

que de fato é igual a divergéncia entre os conjuntos na VA X.

3.8 Meétodo baseado em medidas de negentropia

Na secao 2.8.4 foi introduzido o conceito de negentropia de um sinal. Nesta

secao sera mostrado como utilizar a negentropia de um conjunto formado por duas
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distribuicoes para calcular a dissimilaridade entre estas distribuigoes. Este método
constitui mais uma contribuicao deste trabalho e seré explorado nas proximas segoes.
O método tem como base a divergéncia entre a distribui¢ao do conjunto e um modelo
de uma tnica gaussiana que descreve todo o conjunto de dados. Este é o conceito ja
introduzido na sec¢ao 2.8.3, que sera formalizado para o caso onde temos um conjunto
modelado por uma mistura de duas gaussianas.

A negentropia do conjunto nos diz o quanto a distribuicio do mesmo se
aproxima de uma distribuicao gaussiana. Para utilizar este conceito como medida
de divergéncia, consideraremos aqui um conjunto formado por duas distribuicoes
gaussianas. Este conjunto porém, pode ser modelado com apenas uma gaussiana com
média e matriz de covariancia. Este raciocinio equivale a modelar duas gaussianas
utilizando apenas uma média e uma matriz de covariancia. A Figura 3.11 ilustra
diversos casos bi-dimensionais. As linhas cheias representam as duas gaussianas
originais que modelam conjunto e as linhas tracejadas, uma gaussiana que modela
o conjunto todo.

Como pode-se observar, nos casos onde as gaussianas originais sao proximas ou
estao alinhadas, a gaussiana equivalente modela bem o conjunto todo. Quanto mais
diferem as gaussianas originais, pior ¢ o modelo com uma tnica gaussiana. Quanto
mais bem modelado por uma gaussiana o conjunto todo for, menor a sua negentropia,
ou seja, quanto mais parecidas ou alinhadas forem as gaussianas originais, menor
serd a negentropia total do conjunto de dados.

Comparando um modelo de duas gaussianas com o modelo de uma gaussiana
apenas (medindo assim a negentropia do conjunto) propomos uma métrica para
media a divergéncia entre duas gaussianas. A métrica é bastante simples. Dados
dois conjuntos de dados, modela-se cada um como uma gaussiana e gera-se uma
mistura para o conjunto como um todo. A divergéncia medida entre estes dois
conjuntos serd a negentropia do conjunto formado por ambos.

Definida a nova métrica, resta agora encontrar uma forma pratica e eficiente de
calcular a negentropia do conjunto para que esta possa compor uma abordagem para
o problema de clustering. Nas proximas secoes, serao tratadas diversas formas para

o calculo da negentropia, ressaltando as suas vantagens e desvantagens.
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Figura 3.11: Conjuntos modelados como misturas de gaussianas e como uma tnica
gaussiana.

3.8.1 Calculo da negentropia

O calculo da negentropia de um conjunto de dados, envolve o conhecimento da
distribuicao do conjunto e a estimagao de momentos de alta ordem como visto na
secao 2.8.4 do capitulo 2. Neste trabalho, estudaremos o caso particular para o uso
no método de clustering proposto. Para este caso, serao propostas formas para o
calculo da negentropia levando em consideracao as informacoes a priori que temos
sobre o conjunto.

Podemos utilizar o conhecimento que temos sobre o conjunto para facilitar o
calculo da negentropia. A primeira informagao importante é que o conjunto em
questao estd dividido em dois subconjuntos. Este fato decorre da natureza do
método proposto. Lembramos que inicialmente os dados originais sao quantizados
em pequenos clusters auxiliares e depois, cada par é submetido a uma medida
de dissimilaridade. Este “par” de clusters sao justamente os dois subconjuntos

que formam o conjunto no qual estamos interessados em medir a negentropia. O
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fato de termos dois subconjuntos, facilita o calculo da negentropia no sentido de
podermos modelar diretamente o conjunto por uma mistura de duas gaussianas
(cada uma estimada a partir de um subconjunto). Outra informacdo importante
é que quantidade de pontos em cada subconjunto é conhecida, o que possibilita a
estimativa da probabilidade a priori de cada gaussiana da mistura.

Uma vez modelado o conjunto, com uma mistura de gaussianas, temos disponivel
os parametros da mistura: P; e P, que sao as probabilidades a priori de cada
gaussiana, p; € p, que sao as médias e X e Xy que sao as matrizes de covariancia. O
proximo passo € estimar a média e matriz de covariancia do conjunto todo (supondo
que o mesmo seja modelado por apenas uma gaussiana).

Com os parametros da mistura e os parametros da gaussiana associada ao
conjunto resultante da uniao, a negentropia pode ser calculada medindo-se a
divergéncia (por alguma das técnicas ja utilizadas) entre a mistura e a gaussiana

individual.

3.8.1.1 MeEé&dia e covariancia de uma mistura

As estimativas da média e da matriz de covariancia no conjunto modelado pela
mistura de gaussianas podem ser obtidas calculando-se analiticamente o segundo
momento de uma distribui¢ao formada pela mistura. Este procedimento visa reduzir
o custo computacional envolvido ja que a forma analitica consiste no calculo direto
da média e da matriz de covariancia do conjunto, como funcao dos parametros da
mistura. Em outras palavras, podemos calcular a média e matriz de covariancia
“equivalentes” de uma mistura, dadas as suas médias, matrizes de covariancia e
probabilidades a priori. O objetivo desta se¢ao é proceder este calculo, para que o
resultado seja utilizado nas secoes que se seguem.

A média de uma distribuicao é dada pelo seu primeiro momento, que por sua

vez ¢ dado pela equagao [68] [73]

u:/~--/azp(a:)da:. (3.12)

Onde p(x) ¢é a distribuicdo da VA X e a integragao deve ser feita em todo o espago
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da VA.
Para uma distribuigdo composta por uma mistura de gaussianas (ver se¢ao 2.4),

o primeiro momento ¢é calculado utilizando a seguinte expressao

NQ
1=1

Onde k; é uma constante de normalizagdo da integral gaussiana (ver secao 2.3).
Como nao hé varidveis de integracao nos indices do somatorio, podemos permuta-lo

com a integral, resultando em

p = Z R / e / T kie_%(m_“i)tzi_l(m_“i)dw'

i=1
Observa-se que as integrais restantes sao o primeiro momento de cada gaussiana
individual da mistura, correspondendo de fato as suas médias. Com isto, o primeiro

momento ou média da mistura é dada por

Ng
p=> Pp, (3.13)
=1

Observando a equacao 3.13 percebe-se que a média resultante de uma mistura é a
soma ponderada pelas probabilidades a priori das médias de cada gaussiana.
O mesmo pode ser feito para o calculo da matriz de covariancia, que é dada pelo

segundo momento central definido pela equacao 3.14

g= [ [@-wi- s (3.14)

onde p é a média da distribuigao. Com p(x) sendo uma mistura de gaussianas temos

Ng
=1

Trocando a ordem do somatoério com a integracao obtemos

Ng
%= Z P / ’ /(az —p)(x— ,u)tkie_%(m_“i)txfl(m—ui)dw‘
i=1
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Fazendo y, = ¢ — pu,; e substituindo, obtemos

Ng
_lagtscly,.
E:ZPZ'/"'/(yz’"‘ﬂi_N)('yi"‘ﬂi_ﬂ)tk’ie 2Ui T Vidy,
i=1

que expandindo torna-se

/'"/yiyﬁkie_%yﬁzi—lyidyﬁ‘

Ny +//yz (Ni_ﬂ)tkief%ygz;lyidyﬂ‘
EZZB e
=L [ (e ) yikie Y Yidy+

1, ty1—1
/"'/(P"z‘_ﬂ')(l”i_N)tkie_iyizi Vi dy,
m/yiyﬁkie‘%ygzilyidyﬁ I

— Lyttt
+(pi = ) (s — ) (//ke A% yzdyi)+

Ng
X=) P o t
=1 + (/"'/yikie_iyi ’ yidyi) (p; — p)'+

(1 — 1) (/-~-/y$kie‘%y52ilyidyi)

Nesta ultima expressao, os dois tltimos termos correspondem ao primeiro momento

— +

da uma VA Y que tem média zero, sendo portanto igual a zero. Resta entao a

integral

Ng
£=) P [/---/yiyikie5y52?1yidyi+(ni—u)(m—u)t (/---/kieéyﬁzilyidyi)]‘
i=1

Por observacao, vemos que o primeiro termo desta integral corresponde ao segundo
momento individual de cada gaussiana, sendo portanto igual as suas matrizes de
covariancia. O segundo termo envolve a integral de cada gaussiana, que de fato é
igual a unidade?. Segue portanto que a matriz de covariancia de uma mistura é dada

por

2Propriedade fundamental das distribuicoes de probabilidade
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Ng

> = Z Py [+ (p; — ) (1 — )] (3.15)

E interessante notar que a matriz equivalente, é resultado da soma ponderada das
matrizes de covariancia e uma estimativa envolvendo a diferenca das médias para a
média da mistura. Isto é importante porque quanto mais afastadas as gaussianas
estiverem, maior serd a covariancia equivalente.

Neste trabalho estamos interessados na média e matriz de covariancia de uma
mistura de duas gaussianas. Para o caso com apenas duas gaussianas, a média e

matriz de covariancia equivalente sao dadas pelas equagoes 3.16 e 3.17.

p= Py + Py (3.16)

Y =PE1+ P+ PP (g — py) (pg — )’ (3.17)

3.8.2 Divergéncia KL e Entropia de Shannon

Uma das maneiras de calcular a negentropia pela abordagem proposta aqui é
utilizar uma medida de divergéncia entre a distribuicao original e a distribuicao
modelada com uma gaussiana. Nesta secao sera discutido o uso da divergéncia
de Kullback-Leibler baseada na entropia de Shannon. Para que se possa medir a
divergéncia entre o conjunto e seu modelo gaussiano, devemos obter o modelo da
distribuigao original. Serao discutidos dois métodos para o calculo da divergéncia,
utilizando duas abordagens para o modelo dos dados originais (que serao comparados
com o modelo de uma tnica gaussiana).

Em ambas as abordagens temos dois conjuntos X e Y que formarao um tnico
conjunto que denominaremos XY . O objetivo é medir a divergéncia KL entre a

distribuicao “real” de XY e seu modelo gaussiano, como mostra a equagao 3.18

J= / Py () log (pXY(w)) dz. (3.18)

gxv(T)

pxy(x) é o modelo da distribui¢ao “real” do conjunto e gxy () é o modelo gaussiano.
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A integracao deve ser feita em todo o espaco da variavel x.

3.8.2.1 Modelo utilizando janelas de Parzen

Para o calculo da divergéncia entre os dois conjuntos e seu modelo gaussiano
equivalente, a distribuicao do conjunto formado por ambos é estimada utilizando
Janelas de Parzen [16]. A vantagem deste tipo de abordagem encontra-se na
facilidade para o calculo da estimativa da distribuicao real. Outra vantagem
reside no fato de que o modelo de Parzen nao pressupoe uma forma para a
distribuicao, sendo possivel a mesma apresentar qualquer forma. Embora estas sejam
vantagens importantes, a grande desvantagem da utilizacao das janelas de Parzen
¢ a necessidade de informar a variancia utilizada no modelo (ver segdo 2.5.2) e a
maldi¢cao da dimensionalidade. Para que o modelo com janelas de Parzen apresente
uma boa representacao da distribuicao dos dados, é necesséario que se tenham muitos
pontos, o que nem sempre é possivel e, quando o é, torna o algoritmo lento.

O modelo utilizando janelas de Parzen é uma alternativa apenas para o caso
onde os conjuntos nao sao gaussianos ou possuem matrizes de covariancia mal
condicionadas (com determinante proximo de zero). Casos nao gaussianos envolvem
distribuicoes com formas nao elipticas enquanto matrizes de covaridncia mal
condicionadas acontecem nos casos onde temos pontos coplanares ou com variancia
zero em uma das dimensoes. Este aspecto foi explorado em trabalhos recentes [61]
como um dos resultados parciais deste trabalho.

Os casos citados, onde é necesséria a utilizagao de janelas de Parzen, sao raros
e alguns podem ser evitados sobre-estimando o nimero de conjuntos auxiliares na

fase de quantizacao vetorial.

3.8.2.2 Modelo utilizando mistura de gaussianas

Uma alternativa a utilizagao do modelo utilizando janelas de Parzen ¢ a utilizagao
de misturas de gaussianas. Esta abordagem supoe que ambos os conjuntos X e Y
sao bem modelados por uma gaussiana cada um e que o conjunto completo XY seja
modelado pela mistura destas duas gaussianas. Esta suposicao é bastante razoavel,

j& que na fase de quantizagao vetorial sao utilizados uma quantidade sobre estimada
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de centros. Além do mais, mesmo que o conjunto nao seja totalmente eliptico (ou
hiper-eliptico para o caso de altas dimensoes) uma aproximagao eliptica é suficiente.

Nesta abordagem a divergéncia KL ¢é calculada entre a mistura de gaussianas
formada pelas gaussianas individuais dos conjuntos X e Y e o modelo gaussiano de

todo o conjunto XY. A equacao 3.19 expressa a divergéncia a ser calculada

PxN(CL', Mx, ZX) + PYN(:Llu My, EY)) dx

J= [ (PxN Sy) + AN Zy))1
/( X (w>“X> Y)+ Y (m,My, Y)) Og( N(w,MXy,EXY)

(3.19)
Onde N(x, p, ) representa uma gaussiana com média e matriz de covariancia dadas.

A vantagem deste método estd no fato de que o modelo é paramétrico e os
parametros sao facilmente calculados. Este método possui custo computacional
reduzido quando comparado com o método utilizando janelas de Parzen [61] j& que
nao sao necessarios muitos pontos para realizar uma boa estimativa. Além do mais,
nao existe parametro livre a ser escolhido.

A desvantagem deste método estd no fato de que o céalculo analitico torna-se
dificil devido ao logaritmo da soma, e solugoes aproximadas requerem a suposicao
de que as probabilidades sejam bem distintas, o que na maioria dos casos nao é
verdade.

Novamente precisamos integrar em todo o espago da variavel x para encontrar o
valor da divergéncia. Este procedimento torna o algoritmo menos eficiente que as
abordagens que nao utilizam medidas de negentropia como o uso da distancia de
Mahalanobis ou a divergéncia KL direta (entre as duas gaussianas).

A vantagem da utilizagao da negentropia esta no fato desta considerar os dois
conjuntos que estao sendo testados como uma tunica distribuicao, levando em conta
assim, a diferenca entre a quantidade de pontos de cada um. Esta consideracao é
garantida com a utilizagao das probabilidades a priori P, e P,. Isto é importante
porque nos casos em que temos, por exemplo, um conjunto X com apenas 10 pontos e
um conjunto Y com 400 pontos o peso da probabilidade a priori do segundo conjunto
fard com que a divergéncia seja determinada predominantemente por este como se

todo o conjunto fosse formado por ele. Em geral este é um caso onde a divergéncia
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deve ter valor baixo, pois os 10 pontos do primeiro conjunto provavelmente sao

pontos fora da estatistica e devem ser unidos ao conjunto com mais pontos.

3.8.2.3 Integracao de Monte Carlo

Os métodos para calcular a dissimilaridade entre dois conjuntos utilizando
negentropia utilizados até o momento necessitam de um método de integracao
numérica. O método de integracao utilizado ara testes neste trabalho é o método
de Monte Carlo. Trata-se de um método estocéstico para o calculo de integrais

definidas da forma [80] [76]

[:/f(x)dx, (3.20)

que obviamente se aplica para integrais miltiplas, como o é o objetivo neste trabalho.
No método de Monte Carlo, a integral é aproximada utilizando n pontos
aleatorios dentro do volume de integracao, conforme a seguinte expressao
v
I'~— ; f(xy) (3.21)
onde V é o volume do espaco de integragao, e os valores de z; sao escolhidos
aleatoriamente e uniformemente distribuidos dentro deste volume. Trata-se de um
método muito simples de integracao, o que torna o método bastante pratico.
Infelizmente os limites de integragao para o caso das integrais utilizadas neste
trabalho sao improprios (—oo, 00) e é impossivel calcular numericamente as integrais.
A solucao para este problema estd em se utilizar da propriedade de decaimento
rapido das distribuicoes de probabilidade e estipular um espaco limitado por um
hiper-volume finito que englobe maior parte dos valores relevantes da distribuicao
em questao. A escolha dos limites deste hiper-volume pode ser feita empiricamente
e normalmente se utiliza de 3 a 4 vezes a maior variancia presente dos dados.
A desvantagem deste método de integracao, também presente em qualquer
método de integragao numérica, é a quantidade de pontos utilizados para o céalculo.

Para que se tenha uma boa aproximacao do valor real da integral, devem ser
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utilizados muitos pontos. Em compensagao, quanto mais pontos, mais lento o calculo
se torna. Este problema é mais acentuado quando a dimensao dos dados aumenta.
Para que se tenha um valor representativo da integral em altas dimensoes, devem
ser utilizados muitos pontos.

A Figura 3.12 ilustra como se da o processo de integracao para um caso bi-
dimensional. Os pontos abaixo da fun¢ao sao os pontos utilizados para a estimativa
da integral. O volume V neste caso serd area quadrada onde os pontos estao

concentrados.

Figura 3.12: Tlustracao do método de Monte Carlo

3.8.3 Entropia de Rényi

Uma alternativa ao uso da divergéncia KL para calcular, utilizando a negentropia,
a dissimilaridade de um conjunto consiste na utilizacao da entropia quadratica
de Rényi como medida direta na expressao da negentropia. Como resultado nao
obtemos uma medida direta da negentropia, porem conseguimos uma métrica
alternativa baseada na forma como a negentropia é definida.

Neste caso, utilizaremos a abordagem onde comparamos a mistura de gaussianas
geradas pelos conjuntos separados X e Y com o modelo gaussiano do conjunto
completo XY. Esta abordagem para o calculo baseado na negentropia e sua
utilizagao para medir a divergéncia entre duas distribui¢oes consiste em mais uma
contribuicao deste trabalho e de fato é uma das mais importantes. Em resumo,

estamos interessados em medir diferenga entre uma distribuicao gaussiana e uma
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mistura de duas distribui¢oes também gaussianas. Os dados fornecidos sao os
parametros de uma mistura de duas gaussianas com médias @, e p,, matrizes de
covariancia X, e X, e probabilidades a priori P, e P, e um modelo gaussiano da
distribuigao completa p, e 3,. Mostraremos que esta medida pode ser calculada

pela expressao 3.22

, 1B,  2PPyy/ ‘zq’g%(uruz)t(ﬁﬁﬁz)‘l(uruz) , |12
log | P} + + P;
px ey p
(3.22)

Podemos notar diversos pontos interessantes nesta medida, que a tornam uma

boa candidata a ser utilizada como medida de divergéncia. Podemos citar:

e Simetria. Esta medida é uma medida simétrica e nao necessita de ser somada
ao seu complemento, como é o caso da divergéncia KL. A simetria pode ser

observada facilmente trocando-se os indices dos parametros das gaussianas,

e Forma analitica definida. Como a integracao ja foi feita analiticamente, o
calculo da divergéncia é direto e nao necessita de algoritmo de integracao

numérica. Isto torna o algoritmo bastante rapido,

e Considera as probabilidades a priori. Como explicado anteriormente, é
importante considerar a quantidade de pontos de cada conjunto na medida

de divergéncia,

e Invariante a transformacoes lineares. Como serd mostrado adiante, esta
métrica é invariante a transformacoes lineares, o que torna possivel seu uso

em algoritmos de clustering,

e Sem problemas quanto a dimensao dos dados. Ao contrario do modelo
utilizando janelas de Parzen, esta métrica nao tem problemas quanto a
dimensao dos dados, bastando que estes sejam suficientes para uma boa

estimativa das matrizes de covaridncia.
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A principio, temos como desvantagem a complexidade da expressao quando
comparada com outras medidas como a distancia de Mahalanobis ou distancia de
Bhattacharyya. Porem, o aumento do custo computacional para uso no algoritmo
de clustering proposto é muito pequeno em relagao ao custo das outras fases.

E interessante notar que a nova métrica é composta por trés termos. O primeiro
e o ultimo termo, contabilizam a diferenca entre as matrizes de covariancia de cada
gaussiana que compde a mistura(X; e ¥y), com a gaussiana equivalente do conjunto
(X,). Lembrando que o termo ¥, ¢ a matriz de covariancia da mistura vista como
uma Unica gaussiana e pode ser calculado como funcao das duas variancias e das
médias das gaussianas individuais como visto na secao 3.17.

Analisando o termo central, observamos que o mesmo possui uma ponderagao que
tende a diminuir quando as médias se afastam (termo negativo na exponencial). Este
efeito (que depende da dimensdo dos dados) altera a forma com que a negentropia
cresce quando as médias sao separadas, aumentando ou diminuindo a intensidade do
crescimento. Este termo logo se torna desprezivel quando as médias sao afastadas.

A expressao para esta nova métrica depende somente dos pardmetros da mistura,
ja que X, pode ser escrita como funcao destes parametros. Embora possa ser escrita
como funcao apenas dos parametros da mistura, em alguma aplicagao, pode ser
mais vantajoso estimar estes parametros diretamente a partir do conjunto. Por este
motivo a expressao é deixada em funcao de X,.

A seguir serda demonstrada a obtencao da métrica descrita nesta secao. Algumas
passagens sao bastante extensas e sao deixadas para um apéndice no final do

trabalho.

3.8.3.1 Demonstragao 1

A forma proposta neste trabalho para o calculo da nova métrica com base
no calculo da negentropia utiliza a entropia de Rényi. A negentropia consiste na
diferenca entre as entropias da duas distribui¢oes de probabilidade, portanto é dada

pela expressao
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J=H,— H, = log ————

l-a | 70 p(z)ode

—00

87

(3.23)

Onde H, ¢é a entropia de um modelo gaussiano dos dados e H), é a entropia real da

mistura. Para a = 2 (entropia quadratica) e para o caso onde temos p e g definidas

Ccomo

p(w) = PlN(w7“1721) +P2N($,/,l,2,22)

g(w) =N (.’B,/,l,q, EQ)

onde N (z, p;, ;) representa uma func¢ao densidade de probabilidade gaussiana

N (wvl‘w Ei) =k; 6_(1:_”1')?/21'71(:1:—“)'

Sendo k; a constante de normalizacao da gaussiana dada por

1
ki=———,
V(2m)P |5
temos,
f s f (PlNl (w?/'l’lﬁ 21) + P2N2 (wal'l’Qa 22))2 dx
lOg — — 0 00 =
2
[ [ Ny (2, g, )" de
ro7 L)' S @) e b @m) = @) g
ff P ke + BPyky

[T (me e

—00 —00

Definindo:
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a = (2—p) =" (- p)

Q2 = (w_NQ)t 5t (@ — py)
T

Qg = (w_”’q) 2q1<m_”’q)

e substituindo temos:

o0 o0 1 2 1 1 1 2
f f <P1k’16_5a1) +2P1k'1pgk'26_5a16_5a2+<P2k'26_§a2) dx
log [ ——— ==
J .. [ klemoudx
[ ... [ PPk2e 4+ 2Pk Pokye 24172 4 P2E2e 2 dx
log | ——— ==
[ [ K2emcad
Separando as integrais, obtemos:
[ ... [ Pleode+ [ ... [ 2Pk Pokse i 3%de + [ ... [ Pikie*2de
log - — - _OZO — —00 —00
[ [ klemoadx
Fazendo:

C=2P ki Pk 67%(”1*“2)75 (Z1+32) " (1 — o)
e resolvendo as integrais®, obtemos:

P2R2\ /7D %[+ C /‘2_1 == + P2k2\/7D |2,
kq\/ﬂ-D|Eq‘

log

Fazendo,

3A solucdo da integral que forma o termo central é detalhada na secdo seguinte. As demais
podem ser encontradas no apéndice.
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w = e*%(#l*l»"z)t (B1+32) 7 (g — 1)

e simplificando temos:

2 /77 |Z1] P, Py (@2m)P 2 /7P [Za|
Homrml + 2V e Ve \ B T e
vV 7|3

(2m)P 3]

log

P12 \V |21| + prlp2\/ 2D + P22 |21|

21] BHIBRESSEN 32|

VIZdl

12q]

log

o que resulta em

3] T 2P P, me_%(m—ug)t(&—l&)g)‘l(pl_ug)

|3 / | Bt
2

Lembramos que esta expressao nao se destina ao célculo da negentropia

log [ P?

(3.24)

diretamente, pois como veremos nos capitulo de resultados, a presenca de valores
negativos invalida a definicao formal de negentropia. A negentropia foi apenas

utilizada como inspiracao para a medida da nao-gaussianidade da mistura.

3.8.3.2 Demonstragao 2

Para calcular a integral

I= / .../e%@“ﬁﬁfl(wm)é(wm)*z;l(mu?)dm

utilizaremos uma estratégia de fatoracao polinomial para reescrever a integral na

forma
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I:K/.../eéwtz_lmdw

de maneira que possamos resolvé-la utilizando substituicoes de variaveis.
Inicialmente expandimos o polinémio da exponencial (lembrando-se tratar de

polinémios matriciais, portando importando a ordem das multiplicagoes) fazendo:

o o
I:/ /e‘%(mtﬁflm—m@flul—ui2I1m+u§21‘1u1+mt251m—mtﬁ?uz—u§2{1m+u§251u2)da:
—0o0 —0o0

Escrevendo a parte polinomial na forma x! Ax + x* B + B' x + C obtemos:

o o
I = / / 6*%(wt(EflJrEg_l)w*wt(EfluﬁrE;luz)*(uiEflJm; E;l)w+u§E;luﬁugz;lw)dm
—o00 —00

O objetivo agora é fatorar o polinomio da exponencial. Fazendo

o (B2 e -2t (37 e+ B ) - (2 ) o B ey s e, =

(x—m) a ! (x—m)+C

e expandindo-se o lado direito da igualdade obtemos:

e (B - (B0 ey B ) — (BT A B i S ey 3, =
zalz—za'm-—mlalz+mla'm+C
Aplicando-se a igualdade de polindmios, podemos formar um sistema de equacoes

onde cada coeficiente de cada grau é igual ao seu correspondente no outro lado da

igualdade. Dessa maneira obtemos o sistema linear de equagoes matriciais
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21—1 +22—1 — a—l
S e =aim
PSS, = mlaim + C

Resolvendo o sistema obtemos

a= (T +3,0)7"
m= (S5 (3 + By )
C=pi S py +pb S5y — (S0 + 35 ) (ST 4550 (S0 + 25 )

onde C pode ser escrito ainda como *

C = (g — )" (B1+30)7" (1 — po) -

Desta maneira a integral pode ser escrita como:

]:/.../eé((wm)to‘_l(wm)JrC)da::e_%C/.../eé((wm)to‘_l(mm))dw.

Realizando uma troca de variaveis simples fazendo

y=x—m
dy = dx

obtemos
J = e 3 (—po) (Z14+%2) 7 (11— o) / / e*%(yt(zf“rﬁz*l)y)dy‘

Finalmente, a integral restante pode ser resolvida normalmente (ver apéndice).

4Esta passagem ndo ¢é trivial, e pode ser encontrada em apéndice no final desta tese.
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3.8.3.3 Invariancia a transformacoes lineares

Nesta secao iremos mostrar a invariancia a transformacoes lineares da métrica
apresentada. Como fizemos com as métricas de Mahalanobis, Kullback-Leibler
e Bhattacharyya, vamos considerar uma transformagao linear como mostrada na
equacao 3.5. Como mostrado nas secoes anteriores, a divergéncia entre duas
gaussianas para uma VA Y pode ser calculada como

2,y [ [ ) (310 4) ()
q

+ P}

2

(3.25)

Substituindo os parametros da VA Y pelo seu equivalente em fungao de X obtermos

)Az:gw)At !

(AR 4b-Anb) (A At as() A (A 1A -b)

2P Py | |AT( Af
d&y) (01, 02) = IOg + \/ +

Az alras At
2

Apos algumas simplificagoes obtemos
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2P P, ’A’ / ’2(@ efé(ﬂ-gw)fyéw))tAt At (Egz)JrEgz))*l AlA (“gw)iugz))
q
+

(") 1)
2

dW(Cy, Cy) = log
|Al

Como nas analises anteriores, sendo A uma transformacao inversivel, podemos

escrever

2y [ o807 -) (45 )

==
2

que de fato é a divergéncia da VA X.

3.8.3.4 Estudo de casos para divergéncia de Rényi

Nesta secao serao analisados alguns casos particulares de medidas de divergéncia
entre duas gaussianas utilizando a métrica proposta. Estes casos serao analisados
para mostrar a coeréncia da métrica diante de situacoes onde os resultados sao

esperados.

3.8.3.5 Meédias e covariancias iguais

A divergéncia utilizando a medida de negentropia de uma mistura formada por
duas gaussianas iguais deve ser igual a zero. Esta imposicao deixa coerente o fato
de que um cluster deve ser “ligado” a ele mesmo, fazendo assim parte de um mesmo

conjunto.

+
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Seja ¥y = ¥y = ¥ e uy = py, = p a média e matriz de covariancia para ambas

as gaussianas. A gaussiana equivalente é dada por (ver se¢ao 3.8.1.1)

X, =PS+PRYX+PP(p—p) (p—p) (3.26)

Simplificando temos

Eq:(P1+P2)2

Como se trata de uma mistura de gaussianas, temos que P; + P, = 1, oque leva a

=3

q

Substituindo os valores definidos na expressao da divergéncia obtemos

Y
+ Py 12l . (3.27)

|E‘ 21 1P2 mei%(y‘f“')t(z‘FE)il(pf“)
+

g JE

que simplificando leva a

log | P}

1 2 2Plp?\/ |2| 2

log (P{ + 2P P, + P5)

Fatorando o termo dentro do logaritmo obtemos

log ((P1 + P2)2) ;

que leva a log(1) que é igual a zero.

3.8.3.6 Meédias iguais

O caso onde as médias sao iguais, nos leva & uma medida de divergéncia que
contabiliza apenas a diferenca entre as matrizes de covariancia. Sendo p; = p, = p

a média das gaussianas, obtemos o seguinte para a matriz de covariancia equivalentes
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da mistura

S, =PSi+ B+ PP (p—p) (p—p)
Eq:P121+P222

Para a divergéncia, obtemos

log P2 |P121+P222‘ i 2P1P2\/ \P121+P222]@*%(ufu)’/(ﬁwrz:z)‘l(u ®) ‘P121+P222‘
|24 Py |13,
(3.28)
que leva a

P P 2P, P. X PX X P
logplg\/‘11+22\+12\/‘11+22‘+P22\/]11+22]

|30 /}21+22’
2

Observando a expressao 3.29, vemos que a soma ponderada das matrizes de

(3.29)

covariancia sao comparadas com a matriz de covariancia da primeira gaussiana,

com a segunda e com a média das duas. Para o caso onde as probabilidades a prior:

N e e N s
Y 3 i R B i ) I 3.30
N T2 I =y (3.30)

3.8.3.7 Covariancias iguais

sao iguais temos

O caso onde as médias sao iguais, nos leva & uma medida de divergéncia que
contabiliza apenas a diferenga entre as matrizes de covariancia. Sendo ¥, = Xy =
3 a matriz de covariancia das gaussianas, obtemos o seguinte para a matriz de

covariancia equivalente da mistura
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Yo=PE+PE+ PR (p —p,) (IJ‘I_IJ‘Q)t
Sy=(PL+P)Z+ PP (g — i) (b1 — o) (3.31)
Sg=S+ PP (g — 1) (B — o)

A divergéncia entao é calculada como

PIQ\/}E"‘PlPZ (1 — o) (N1_N2)t’+

3]

2P Py \/ ’2 + PPy (pg — o) (g — NQ)t}67%(“17”2)t(2+2)_1(“17“2)

log | + +
VA
2 ’E+P1P2 (g — po) (ul—u2)t’
+p2\/ o
(3.32)

Simplificando e rearrumando alguns termos obtemos

t
log \/}E + PP (pg — pa) (K1 — M) ’ (Plg " 2P1Pge*%(“lf‘@)t@z)il(“1*“2) n P22>

|35

Como ja comentado, o termo que contabiliza a diferenga entre as médias tende a
elevar o valor da divergéncia. Neste caso particular, este efeito ¢ bem mais simples
de ser visualizado. O termo com a diferenca entre as médias que esta na exponencial
tende a diminuir e cair para zero, enquanto o termo anterior tende a subir com o
aumento da diferenca. Este comportamento é adequado, pois quanto mais distante

estiverem as gaussianas, maior sera o valor da divergéncia.

3.8.4 Relagao entre as métricas

E interessante observar que os casos particulares para a divergéncia proposta
neste trabalho tém comportamento parecido nas outras métricas analisadas. Em
todos os casos, a divergéncia é igual a zero quando as gaussianas sao iguais. Como

j& mencionado, este fato é importante pois assume que um cluster esta “ligado” a
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ele mesmo e faz parte da mesma classe. Outro requisito importante é o aumento
no valor da divergéncia com a separacao das gaussianas (distanciamento entre as
médias). Este fato também é observado em todas as métricas e é fundamental
para garantir que quanto mais distantes os clusters, maior a divergéncia e menor
a probabilidade de pertencerem & mesma classe. Uma analise também possivel é
quanto a divergéncia entre gaussianas com a mesma média. Nesta analise a distancia
de Mahalanobis nao apresenta diferenga entre as gaussianas e resulta sempre em zero,
independente da “forma” das gaussianas. As demais medidas, inclusive a proposta
neste trabalho, resultam em um pequeno residuo de divergéncia, mesmo quando as
médias sao iguais, contabilizando assim, a diferenca entre as “formas” das gaussianas.
Este fator nao é importante pois os casos onde as médias sao iguais nao ocorrem no
algoritmo de clustering proposto neste trabalho.

O ponto chave para a justificativa do uso das métricas apresentadas até agora é
a sensibilidade ao alinhamento entre as gaussianas. Todas as métricas analisadas,
inclusive a proposta, levam em consideragao a “dire¢ao” de variacao dos dados. Este
fato é bastante importante para o algoritmo de ligacao dos clusters. Isto evita a
ligacao de clusters que, embora possuindo centros proximos, estao paralelos entre si
e nao fazem parte da mesma classe. A diferenca entre o comportamento das métricas
analisadas em relacao a esta situacao é apenas quantitativo. No capitulo seguinte
serao realizados testes para medir esta diferenca.

Por fim, em todas as meétricas analisadas, observamos invariancia &
transformacoes lineares, oque valida o uso das mesmas para o problema de clustering
proposto. Em todos os casos, a distancia limiar para decidir se um cluster esta ligado
a outro é estavel e pode ser determinada utilizando algumas heuristicas que serao
apresentadas no capitulo seguinte.

Na secao seguinte sera mostrado o algoritmo final proposto neste trabalho e

alguns detalhes praticos nas implementacoes dos métodos propostos até agora.
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3.9 Implementacao

O método proposto neste trabalho consiste basicamente de um algoritmo de
ligacao de clusters que, ligados, formarao classes modeladas por misturas de
gaussianas. A seguir serd detalhado o algoritmo geral para realizar o agrupamento
e modelagem de um conjunto de dados. Em seguida serao feitos comentarios sobre

a implementacao das métricas descritas nas se¢oes anteriores.

3.9.1 Algoritmo geral

Neste trabalho sao propostos basicamente dois algoritmos que dividem o método
em duas etapas. O primeiro é um algoritmo de clustering, que agrupa os pontos de
um conjunto de dados em classes. O segundo consiste de um algoritmo para modelar
as classes definidas na etapa de clustering utilizando mistura de gaussianas. Na etapa
de clustering, um conjunto de dados é fornecido para o algoritmo que rotula cada um
dos pontos com os rotulos das classes encontradas. O algoritmo inicia realizando uma
quantizagao vetorial em todo o conjunto, separando-o em N, clusters denominados
de clusters auxiliares. O valor de N, é o primeiro parametro a ser fornecido ao
algoritmo. Apods a quantizagao vetorial, é gerada uma matriz U de distancias ou
dissimilaridades que contabiliza a distancia entre cada par dentre os N, clusters
auxiliares, formando assim uma matriz N, X N,. Esta matriz é simétrica e tem
diagonal igual a zero (divergéncia entre um cluster e ele mesmo). Desta maneira, o
elemento u; ; ou u,;,; representa a divergéncia entre o cluster i e o cluster j. Apos
calculada a matriz de distancias U, é gerada uma matriz de ligacao L de mesma
ordem de U contendo apenas 0 e 1. Os valores da matriz L sao gerados, comparando-
se cada valor de U com um limiar d, escolhido. Caso o valor de u; ; seja menor ou
igual ao valor de d;, o elemento [; ; sera 1, caso contrario serd zero. Este limiar
é entao o segundo parametro a ser fornecido ao algoritmo. Apoés gerada a matriz
de ligacao, serao formadas as classes. A formacgao se da associando classes iguais a
clusters ligados, de maneira que se o cluster A esta ligado ao cluster B e o cluster
C ligado & B, entao todos fazem parte da mesma classe. Apos separadas as classes,

cada ponto é rotulado com a classe atribuida ao seu cluster. A seguir é apresentado
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um resumo do algoritmo.

1. Realizar a quantizacao vetorial, separando os N, clusters.
2. Gerar a matriz de distancias U.

3. Gerar a matriz de ligagao L baseado no limiar d;

4. Agrupar os clusters ligados em classes

5. Rotular cada ponto de cada cluster com sua respectiva classe

As Figuras de 3.13(a) a 3.13(d) ilustram a seqiiéncia de eventos durante que

ocorrem com um conjunto de dados durante a execugao do algoritmo.
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fornecido final

Figura 3.13: Etapas do algoritmo de clustering

A Figura 3.13(a) mostra o conjunto original de dados. Como vemos, todos os
pontos sao rotulados igualmente, de maneira que nao temos informagcao sobre a que

classe cada ponto pertence. Em seguida (Figura 3.13(b)) o conjunto é quantizado em
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pequenos clusters auxiliares. As linhas azuis sao os limites de cada cluster formando
as células de Voronoi. Na Figura 3.13(c) seguinte, temos os clusters ligados de
acordo com o limiar fornecido. Observamos que clusters ligados entre si farao parte
da mesma classe. Finalmente na Figura 3.13(d) os pontos sao rotulados de acordo
com a classe a qual seu cluster inicial est& associado.

Uma forma alternativa para o algoritmo mostrado pode ser definida quando se
tem o numero de classes que se deseja agrupar. Neste caso os passos 3, 4 e 5 sao
repetidos para todos os limiares possiveis até que se encontre um limiar que produza
o nimero de classes desejado. Os limiares possiveis sao os proprios valores existentes

na matriz U. Por exemplo, considere a matriz U a seguir

0 0.14 0.65 4.6

0.14 0 089 17
U— (3.33)
0.65 0.89 0 0.07

46 1.7 0.07 0

Para esta matriz, os tinicos limiares que necessitam ser testados sao 0.14, 0.65, 4.6,
0.89, 1.7 e 0.07. por exemplo, para um limiar de 0.14, a matriz de ligacao obtida é

dada por

L= (3.34)
0011

0011

e para qualquer limiar entre 0.14 e 0.65 (exclusive) a matriz L sera a mesma.

O algoritmo modificado para esta situagao é resumido a seguir

1. Realizar a quantizacao vetorial, separando os N, clusters.
2. Gerar a matriz de distancias U.
3. Para cada valor de U, fazer d, = u;

4. Gerar a matriz de ligacao L baseado no limiar d;
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5. Agrupar os clusters ligados em classes

6. Se o nimero de classes for igual ao niimero desejado, va para para o passo 7,

se nao, retorne para o passo 3

7. Rotular cada ponto de cada cluster com sua respectiva classe

Estes dois algoritmos oferecem alternativas para o problema quanto a informacao
que temos sobre o namero de classes. E possivel que, para algum valor de limiar d,,
o algoritmo forneca o nimero correto de classes, porém com o agrupamento errado.
Como veremos na secao de resultados e testes, este caso raramente ocorre. Isto
se deve a utilizacao das métricas que levam em conta a distribuicao estatistica e
espacial dos conjuntos quantizados.

A etapa de quantizacao vetorial requer a utilizaggo de um coeficiente de
aprendizado, coeficiente de convergéncia e ntiimero maximo de iteragoes. Embora
sejam parametros que devem ser fornecidos ao algoritmo, estes nao constituem
um problema na sua escolha. O algoritmo é bastante robusto quanto a estes
parametros, podendo os mesmos assumirem uma larga faixa de valores sem que
o algoritmo produza resultados diferentes. No proximo capitulo, serao analisados
estes parametros e a sua escolha.

Ambas as formas do algoritmo proposto para realizar a etapa de clustering
requerem a utilizacao de uma métrica para o célculo da matriz U. A métrica
utilizada pode ser uma das métricas apresentadas e propostas neste trabalho. Nas
secoes seguintes serao feitos comentarios sobre a utilizacao de cada uma das métricas
analisadas. A diferenca entre tais métricas seré explorada no capitulo 4.

O outro parametro necessario para o funcionamento do algoritmo é o ntmero
de clusters auxiliares N,. A escolha deste parametro implica diretamente no custo
computacional envolvido na fase de clustering. Algumas heuristicas para sua escolha

serao apresentadas também no capitulo de resultados e testes.

3.9.2 Modelamento dos dados

Apobs a segmentacao do conjunto, o que se obtém sao classes formadas por clusters

que foram inicialmente quantizados e que sao formados por pontos do conjunto de
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dados inicial. A etapa de modelamento consiste em encontrar um modelo de mistura
de gaussianas para cada classe agrupada na fase de clustering. Cada cluster auxiliar
ird dar origem a um modelo gaussiano, de maneira que ao final, cada classe sera
formada por varias gaussianas, formando assim uma mistura.

Os parametros de cada gaussiana da mistura que modelard uma classe serao
encontrados com base nos clusters auxiliares que formam a classe. A média e matriz
de covariancia de cada gaussiana da mistura serao estimadas utilizando-se apenas
os pontos de cada um dos clusters auxiliares. A Figura 3.14 ilustra a formacao da

mistura para uma classe de um conjunto de dados.

25

-1

-1 0 1

Figura 3.14: Modelo de misturas para uma classe

Na figura, as linhas tracejadas representam os contornos de cada gaussiana de
cada cluster auxiliar. Os clusters sao compostos pelos pontos representados por
simbolos. Cada simbolo diferente representa pontos de clusters diferentes. Como
podemos observar, a classe composta pelos clusters que formam o “semi-circulo”
inferior, ¢ modelada pelas gaussianas de maneira que a classe como um todo é
modelada pela mistura das mesmas.

Para que a mistura possa ser totalmente modelada, é necessario a estimacao das
probabilidades a priori de cada gaussiana. Para calcular os valores estimados de
cada probabilidade, basta que se divida o ntimero de pontos presentes no cluster
pelo total existente na classe, como mostra a equagao 3.35

P = ;7 (3.35)
J

JEW
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onde P; é a probabilidade a prior: para a gaussiana ¢, /N; é o nimero de pontos no
cluster i e o somatorio deve ser feito para todos os clusters pertencentes na classe
w que se deseja modelar.

Este procedimento é realizado para cada classe agrupada na etapa de clustering.
Ao final, o modelo sera composto por varias misturas de gaussianas (uma para cada
classe). Cada mistura modela a probabilidade p(x|w;) que é a probabilidade de uma
ponto x pertencer a classe w;. O modelo final é entdo gerado pela “mistura das

misturas”’, como mostra a equagao 3.36

p(x) = Zw Py, p(x|w;), (3.36)

onde p(z) é o modelo de distribui¢do de probabilidade para a VA X que gerou os
pontos do conjunto como um todo. NV, é o niimero de classes presentes e cada P, sao
as probabilidades a priori de ocorréncia de cada classe w;. P, pode ser calculado de
maneira semelhante as probabilidades a priori das misturas de gaussianas de cada

classe. Neste caso

p, — Dw (3.37)

onde N, ¢ o niimero de pontos na classe w.

3.9.2.1 Utilizacao do modelo

O objetivo de se obter o modelo dos dados é possibilitar o célculo das
probabilidades de um ponto x dado que o mesmo pertence a uma classe w;. Na
secao 2.2 do capitulo 2, foi descrito um método para classificar estatisticamente
um ponto como pertencente a uma classe ou a outra. A ferramenta descrita foi o
classificador bayesiano. Para classificar um ponto como pertencente a uma classe w;
dentre N,, classes, calculamos as probabilidades deste ponto pertencer a cada classe
e atribuimos ao mesmo, a classe com maior probabilidade.

Uma vez estimado o modelo dos dados, podemos a partir dai, classificar pontos

fora do conjunto de dados utilizando a classificacao bayesiana. Este é o objetivo de
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se obter o modelo dos dados.

3.10 Aplicacoes

Métodos de clustering tem aplicagcoes em qualquer area que necessite agrupar
dados em classes especificas. Em particular, o método proposto neste trabalho
foi testado em trés aplicacoes bem distintas: Analise de dados de microscopia
eletronica, Segmentacao e vetorizacao de imagens e Reconstrucao 3D de superficies.
Os detalhes sobre a utilizagao do método para cada uma das aplicagoes encontram-
se nos apéndices no final deste trabalho. A seguir seré feito um breve resumo sobre

a utilizacao do método nas aplicagoes descritas.

3.10.1 Analise de dados de microscopia eletronica

Nesta aplicagao, sao captados dados de um microscopio de varredura eletronica
sobre amostras de minerais (em particular amostras de cimento). Estes dados
correspondem as concentracoes de atomos analisados no material. O conjunto
¢ formado por pontos ou vetores cujas dimensoes representam as concentragoes
dos atomos. Cada ponto consiste das concentragoes em um determinado local no
espaco na amostra em questao. Por exemplo na primeira dimensao podemos ter a
concentragao de calcio, na segunda de oxigénio, etc. Este procedimento denomina-se
na literatura de ZAP [26].

O problema consiste em classificar as regioes do material analisado em classes
de acordo com as concentracoes dos atomos neste material. A partir do conjunto
de pontos amostrados de um certo material, aplicamos o método utilizando a
abordagem da escolha do nimero de classes. Escolhe-se inicialmente um ntimero N,
de classes e seleciona-se o limiar até que este ntimero seja atingido, segmentando
em seguida o conjunto todo. Uma vez segmentado o conjunto, obtemos o
modelo estatistico do mesmo. Com o modelo estatistico em maos, procede-se a
classificacao de todos os pontos varridos pelo microscépio, formando assim uma
imagem onde cada ponto representa a classe selecionada pelo algoritmo para aquele

local da amostra. A imagem resultante consiste de uma imagem com regioes que
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correspondem aos diferentes tipos de minerais presentes na amostra do material.

A classificacao quimica dos materiais ou minerais presentes nas amostras nao é,
obviamente, realizada pelo método de clustering. O método apenas separa o material
em classes de 1 a N, que devem ser posteriormente analisadas pelo especialista
da area. Mais detalhes sobre o procedimento para esta aplicagao encontram-se no

apéndice A.

3.10.2 Segmentacao de imagens

Esta aplicacao consiste em segmentar uma imagem digital de acordo com a
textura. Segmentar uma imagem significa separa-la em regioes nao sobrepostas
onde os pixeis nestas regides possuam atributos semelhantes [27]|. Pela defini¢ao de
segmentacao, podemos tratar o problema como sendo um problema de clustering.
Para isto, devemos considerar os pixeis da imagem como sendo os pontos que
formarao o conjunto a ser agrupado. Os atributos sao obtidos baseados nas
componentes R, G e B de cada pixel, que sao as componentes vermelho, verde e
azul que formam as cores na imagem. Cada pondo do conjunto tem portanto trés
dimensoes, correspondendo cada uma a uma componente de cor (R, G e B).

O objetivo é agrupar os pontos amostrados da imagem em classes que irao
corresponder as regioes de texturas diferentes na mesma. Nesta aplicagao, tanto
a abordagem da escolha do limiar quanto da escolha do nimero de classes pode ser
escolhida. Uma vez agrupados os pontos e gerado o modelo dos dados, cada pixel
da imagem é classificado e a imagem segmentada é gerada. Cada pixel na imagem

segmentada possui o rotulo da classe que foi designada pelo classificador.

3.10.3 Vetorizacao de imagens

Uma imagem digital é uma representagao rasterizada de uma cena real. Sua
representacao mais comum é através de matrizes bidimensionais, onde a posicao
de cada elemento da matriz representa uma posicao espacial relativa e ao valor
do elemento naquela posigao é associada uma intensidade de cor. Vetorizar uma

imagem significa representar os desenhos existentes na mesma de forma vetorial, ou
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seja, ao invés do mapa de bits convencional (matriz de pontos), utilizar primitivas
geométricas, tais como retas, poligonos, circulos, elipses, etc para representar as
regices de coloragao semelhante nesta imagem [69].

O procedimento de vetorizacao com o método proposto aproveita o conceito de
ligagao dos clusters auxiliares desenvolvido neste trabalho e nao utiliza a técnica de
clustering em si. O dado de entrada para o algoritmo de vetorizacao é uma imagem
previamente segmentada, ou seja, com as regioes de coloragao semelhante rotuladas
com identificadores especificos.

Para utilizar o método proposto neste trabalho, um conjunto de dados é gerado
a partir da imagem segmentada. A imagem deve conter apenas duas regides; uma
regiao de “fundo” e uma regiao que representa o objeto a ser vetorizado. O conjunto é
formado por vetores bi-dimensionais em que cada vetor corresponde as coordenadas
(z,y) dos pixeis que fazem parte da regiao do objeto. Se a imagem contiver mais de
dois tipos de regioes segmentadas, basta executar o algoritmo para cada tipo regiao
de modo individual para cada uma.

Uma vez extraido o conjunto da imagem, é realizada a quantizacao vetorial
do mesmo, separando-o em N, pequenos clusters. Estes clusters corresponderao
a pequenas regioes de pixeis pertencentes aos objetos segmentados na imagem.
Em seguida, um limiar é escolhido e os clusters auxiliares sao ligados de acordo
com o algoritmo ja apresentado. Neste ponto, nao interessa a classificacao ou o
agrupamento das regioes. A informacao desejada sera obtida das ligacoes realizadas
entre os clusters. Cada ligagao corresponde a um vetor na imagem vetorizada. Este

vetor é calculado observando-se os centros de cada par de cluster ligados.

3.10.4 Reconstrucao 3D

A reconstrucao de uma superficie é um procedimento que converte um conjunto
de pontos no espaco ou secoOes transversais em uma representacao de superficie,
identificando-a e representando-a através de primitivas geométricas [43], tais como
poligonos, triangulos, ou superficies continuas.

Neste tipo de aplicacao, os dados sao fornecidos, em geral, por scanners 3D.

Estes equipamentos sao capazes de realizar varreduras tridimensionais em um
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objeto e capturar as posicoes espaciais de pontos de sua superficie. Um algoritmo
de reconstrucao utiliza estas posicoes amostradas como espaco de entradas para
obtengao da superficie representativa do objeto escaneado.

O método proposto neste trabalho é capaz de obter, para um dado conjunto
de posicoes espaciais, um conjunto de arestas interligando os vértices de poligonos
candidatos a realizar a reconstrugao completa da superficie.

Inicialmente o conjunto é quantizado em N, pequenos clusters, que serao
compostos por pontos da superficie do objeto (ja adquiridos com o scanner ou outro
equipamento). Em seguida, um limiar é definido e os clusters sao ligados com base
neste limiar. Como na vetorizacao de imagens, as “ligagoes” darao origens a vetores.

Os vetores gerados a partir do conjunto de dados sdo as arestas dos poligonos
candidatos. Operacgoes posteriores de filtragem e selecao de elementos permitirao

obter representacgoes poligonais adequadas para a superficie reconstruida.

3.11 Sumario

Neste capitulo foi descrito e desenvolvido o método proposto neste trabalho.
Foram descritas as métricas utilizadas bem como o algoritmo final de clustering
e classificagao. Sobre as métricas utilizadas, procurou-se explorar o conceito de
invariancia a transformagoes lineares, com o objetivo de validar seu uso no algoritmo
de clustering proposto. Foi proposta uma nova métrica de divergéncia baseada
no conceito de negentropia utilizando a entropia de Rényi. Uma forma analitica
para o célculo da divergéncia proposta foi desenvolvido, sendo possivel com a
utilizagao da entropia de Rényi. Foram analisados também os aspectos sobre o
custo computacional envolvido e, ao final, um resumo sobre algumas aplicagoes foi

apresentado.



Capitulo 4

Testes e Resultados

4.1 Introducao

Neste capitulo serao apresentados alguns testes e resultados obtidos com o
método desenvolvido neste trabalho. Os testes realizados destinam-se a ilustrar
o comportamento de cada item ou etapa apresentada no capitulo 3. Em seguida
serao apresentados alguns resultados juntamente com uma analise qualitativa sobre
o comportamento do método em cada situacao apresentada. Ao final, serdo feitas

analises comparativas com outros métodos de clustering.

4.2 Testes

Para ilustrar o funcionamento de cada etapa que compoe o método desenvolvido
foram realizados alguns testes. A seguir serao apresentados os testes realizados
em cada etapa desenvolvida. Inicialmente foram realizados testes para verificar
o comportamento das medidas de divergéncia para diferentes distribuicoes. Em
seguida os testes objetivaram estudar o algoritmo de quantizacao vetorial,
observando alguns parametros dos clusters auxiliares gerados. Por fim, serd
demonstrado o comportamento do algoritmo completo, visando obter algumas
heuristicas para estimagao dos parametros necesséirios para o funcionamento do

mes1mo.
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4.2.1 Medidas de Divergéncia

Nesta secao sera observado o comportamento dos valores das divergéncias
apresentadas neste trabalho para situagoes tuteis em problemas de clustering. Em
particular estamos interessados em saber como varia o valor das medidas de
divergéncia entre clusters cujas médias estao se distanciando ou cujas matrizes de
covariancia diferem entre si. Isto é importante pois, no algoritmo desenvolvido, é

preciso tomar a decisao de ligar ou nao um cluster a outro.

4.2.1.1 Variagoes nas médias

Para verificar o comportamento entre clusters distantes entre si, podemos montar
um grafico que relacione a medida de divergéncia com a distancia Euclidiana entre as
médias. O comportamento esperado é de aumento da divergéncia com o aumento da
distancia entre as médias. Para realizar este teste foram geradas quatro situacoes
distintas. A primeira situagao consiste em variar a distancia entre dois clusters
isotropicos (Figura 4.1(a)). A segunda situacao consiste em variar a distancia entre
dois clusters nao-isotropicos e paralelos, sendo esta variacao contraria & variancia
dos clusters (Figura 4.1(b)). Na terceira situa¢do, a variacdo da média ocorre
também entre clusters nao-isotropicos, porém na direcao da variancia, com os
clusters alinhados (Figura 4.1(c)). Finalmente o altimo caso corresponde a uma
variagao da distancia entre as médias em uma direcao qualquer entre dois clusters
nao-isotropicos com diregoes quaisquer (Figura 4.1(d)). As figuras correspondem
a situagoes de dados bi-dimensionais, porém o resultado é totalmente valido para
dimensoes mais altas. Neste caso, a diferenca estd no fato de haver um ntmero
maior maior de graus de liberdade para a separacao das médias.

Nestas figuras, os conjuntos circulados com linhas pontilhadas sao distanciados
do conjunto a esquerda na diregao das setas. Para cada passo, calcula-se a
divergéncia. As Figuras 4.2(a) a 4.2(d) mostram os graficos gerado pelas medidas
de divergéncia em funcao da distancia entre as médias.

Como podemos observar pelos graficos mostrados e pelas expressoes das

divergéncias, para todas elas a tendéncia é aumentar quando a separagao aumenta
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Figura 4.1: Conjuntos de dados utilizados para realizar o teste de variacao da
distancia entre as médias

(distancia entre as médias). Em todos os casos ha uma diferenga para a divergéncia
utilizando a entropia de Rényi (desenvolvida neste trabalho). Neste caso, existe uma
tendéncia inicial a permanecer baixa a divergéncia para pequenas separacoes entre
os clusters. Isto é bem razoavel ja que uma pequena separacao entre dois clusters
isotropicos os tornam parecidos com um tnico cluster um pouco “nao-isotréopico” até
que a separacao seja tal que haja realmente diferenca ou um pequeno “vale” entre
ambos os clusters. O caso interessante ocorre por exemplo quando os clusters estao
alinhados. Neste caso, a divergéncia de Rényi demora para comegar a aumentar, o
que de fato deve acontecer, pois ja que os mesmos sao alinhados, mesmo separados
ambos parecem um tinico cluster'. Para visualizar este efeito, a Figura 4.3 retine, em
um dnico grafico, as divergéncias em fungao da distancia das médias para os casos

onde temos os clusters paralelos, isotropicos e alinhados (linhas ponto-tragejada,

'Este fato pode ser observado na Figura 4.1(c). Nesta figura, embora nio parega, existem dois
agrupamentos, porém como os mesmos estao alinhados, s6 percebe-se um
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Figura 4.2: Gréficos gerados variando-se as distancias entre as médias dos conjuntos
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Figura 4.3: Crescimento da divergéncia em funcao da separacao entre os clusters

Como podemos observar, os clusters paralelos, logo se tornam clusters separados
e a divergéncia cresce rapidamente com a distancia entre as médias. Para os demais

esta s6 vem a crescer quando a separagao ¢ um pouco maior, sendo mais critico o
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caso para os clusters alinhados.

Outro fato interessante é quanto ao crescimento mais lento da divergéncia de
Rényi. Este crescimento é lento devido & presenca do logaritmo na expressao da
divergéncia. Como veremos nos resultados, este fato nao atrapalha o algoritmo ja
que o crescimento em si é o que importa para decidir se dois clusters estao ligados.

Podemos ainda observar um detalhe importante sobre o comportamento da
divergéncia no caso onde os clusters sao alinhados de maneira aleatéria como
na Figura 4.1(d). Os graficos que descrevem o comportamento nesta situacao
(Figura 4.2(d)) mostram que a divergéncia nao é zero quando a distancia entre
as médias é zero (exceto para o caso da distancia de Mahalanobis). Isto se deve a
diferenca natural entre os alinhamentos das matrizes de covariancia.

Por fim, observa-se a ocorréncia de valores negativos na divergéncia de Rényi.
Para efeito de comparagao, estes valores estao de acordo com a logica utilizada de

maneira que uma divergéncia negativa é menor que uma divergéncia, por exemplo,

igual a zero, significando que os clusters auxiliares devem ser ligados.

4.2.1.2 Variagoes nas covariancias

De forma anéloga ao observado na variacao das distancias entre as médias,
podemos observar as mudancas na divergéncia com a mudanca nas matrizes de
covaridncia entre os clusters. Para verificar este comportamento, foram feitas
medidas quanto ao “alinhamento” dos dados, o que leva a rotacao dos mesmos em
torno de sua média. Nas Figuras de 4.4(a) a 4.4(d) s@o mostradas as situagoes
testadas. As linhas pontilhadas novamente indicam o cluster que se modifica. Desta
vez o cluster é rotacionado de um angulo entre 0 e 2 7.

Em cada situacao, foi observado o comportamento da divergéncia para as
métricas analisadas neste trabalho. As Figuras de 4.5(a) 4 4.5(d) mostram os graficos
gerados. Os graficos estao dispostos em um eixo semi-logaritmo para facilitar a
visualizacao.

Neste tipo de situagao, obtemos comportamentos um pouco mais parecidos para
todas as divergéncias. Podemos notar que as divergéncias KL e Rényi sao mais

parecidas entre si e as divergéncias de Bhattacharyya e Mahalanobis também sao
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Figura 4.4: Conjuntos de dados utilizados para realizar o teste de variacao do
“alinhamento” entre as médias

parecidas entre si. No caso das divergéncias de Mahalanobis e Bhattacharyya,
observamos que as mesmas ponderam a distancia entre as médias com o inverso
da soma das matrizes de covariancia. No caso da divergéncia KL a ponderacao se
da com a soma dos inversos. Na divergéncia de Rényi esta ponderagao é distribuida
entre os termos dentro do logaritmo, e por isso os graficos para esta divergéncia tem
forma ligeiramente diferente dos graficos da divergéncia KL.

Novamente podemos observar um comportamento diferenciado quando se tem um
cluster orientado aleatoriamente (Figura 4.5(d)). De fato para este tipo de situacao,
a diferenca se concentra nas divergéncias de Mahalanobis e Bhattacharyya.

Em geral, para o teste de “alinhamento” realizado, observamos que a divergéncia
oscila entre um valor méaximo e minimo. Este comportamento é esperado e de
fato corresponde a realidade, de maneira que clusters que estejam “alinhados”

terao divergéncia baixa (vale nos gréficos) e clusters que estejam paralelos possuem
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Figura 4.5: Gréaficos gerados variando-se o alinhamento entre os conjuntos

divergéncia alta (picos nos graficos).

4.2.2 Quantizagao vetorial

Os testes para a etapa de quantizacao vetorial foram realizados para observar o
que ocorre com esta etapa diante da varia¢ao do nimero de clusters auxiliares (V)
iniciais. O ponto principal observado neste teste é o fato de que a escolha de um
ntmero elevando para N, separa o conjunto inicial em clusters muito pequenos e
com poucos elementos, gerando matrizes de covariancia singulares e portanto nao
inversiveis.

Embora este problema nao seja critico, pode-se utilizar uma heuristica para
resolver o mesmo. Esta heuristica consiste em iniciar com um valor alto de N,
e reduzir o mesmo até que as matrizes de covariancia geradas sejam inversiveis. Na

pratica uma escolha para N, como sendo uma porcentagem do nimero total de
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pontos evita a ocorréncia de matrizes singulares. Neste trabalho todos os exemplos
utilizam entre 1 e 5 porcento do nimero total de pontos do conjunto.

O algoritmo utilizado para a quantizagao vetorial é o algoritmo de treinamento
de uma rede neural competitiva ja apresentado. Este algoritmo requer basicamente
trés parametros: o coeficiente de aprendizado «, constante de estabilizacao 7 e o
nimero maximo de épocas M,. O algoritmo apresenta-se bastante robusto quanto a
escolha destes parametros. Para todos os resultados e testes realizados, utilizou-se

sempre os valores

a=0.8
7 =0.99541 (4.1)
M, = 200

Onde uma época é considerada quando todos os exemplos sao apresentados a
rede neural, de maneira que o ntimero de iteragoes consistira do produto do niimero

de épocas pelo numero de pontos do conjunto.

4.2.3 Estabilidade do niimero de classes

O algoritmo completo do método proposto foi submetido a testes para observar o
comportamento do ntimero de classes encontradas pelo algoritmo em funcao do limiar
escolhido. Lembrando que, de acordo com a abordagem mostrada na secao 3.9.1 do
capitulo 3, dado um limiar, as divergéncias entre cada par de clusters sao medidas e,
baseado nesse limiar, estes clusters sao ligados ou nao. Clusters ligados fazem parte
de uma mesma classe de maneira que ao final, dependendo do limiar, o namero de
classes é estabelecido automaticamente pelo algoritmo.

Estes testes foram realizados em todos os conjuntos utilizados como exemplos
neste trabalho. A Figura 4.6 mostra um exemplo de um destes testes.

Neste tipo de teste, para cada limiar testado, o nimero de classes é computado.
O limiar é variado de zero até o primeiro valor que corresponda a apenas uma classe.
Em todos os testes realizados o grafico apresenta uma area de “estabilidade” onde

o nimero de classes nao varia com o aumento do limiar. Na maioria dos casos
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Figura 4.6: Numero de classes encontradas pelo algoritmo em funcao do limiar
utilizando a divergéncia de Rényi

testados esta estabilidade corresponde exatamente ao nimero de classes presentes
no conjunto. Em alguns casos, existem mais de uma regiao de estabilidade, porém a
regiao com maior estabilidade é a que provavelmente corresponde ao niimero correto
de classes. Caso o conjunto nao apresente regiao de estabilidade, leva-se a crer que
haja apenas uma classe e o conjunto nao deve ser separado.

A Figura 4.7 mostra alguns testes realizados para conjuntos diferentes para cada
uma das medidas de divergéncia analisadas. Os graficos mostram a divergéncia em
um eixo logaritmo apenas por questoes de visualizacao.

Nestas figuras, cada conjunto de dados é representado por um grafico de uma
cor e tipo de linha diferente. Cada grafico corresponde a um teste realizado com
uma medida de divergéncia diferente, conforme indicado no rétulo de cada uma
das figuras. Uma observacao muito importante que deve ser feita diz respeito
a semelhanca entre os graficos que utilizam as divergéncias de Kullback-Leibler,
Mahalanobis e Bhattacharyya. Para um mesmo conjunto de dados, o ntmero
de classes praticamente segue o mesmo padrao, mudando apenas a escala do
limiar. Isto indica que para o algoritmo proposto, qualquer uma destas medidas
pode ser utilizada sem que se tenha mudancas significativas no resultado final do
agrupamento. Por outro lado, a divergéncia de Rényi mostra um comportamento
diferente porém apresentando o mesmo comportamento geral.

Outro ponto importante a ser observado é a robustez das medidas quanto a
escolha do limiar. Observando por exemplo a Figura 4.7(c) observamos que um

limiar entre 9 e 14 contem a regiao de maior estabilidade para todos os conjuntos.
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Figura 4.7: Graficos do nimero de classes em fun¢ao dos limiares

O mesmo ocorre com as demais divergéncias (mudando-se a faixa do limiar).

A estabilidade observada no numero de classes pode ser utilizada como um passo
adicional no algoritmo de clustering proposto neste trabalho. A escolha automaética
deste limiar baseado na estabilidade do nimero de classes pode ser trivialmente
implementada de maneira que o algoritmo dispensaria a escolha do parametro d;
(limiar). Desta maneira o algoritmo proposto exigiria apenas o nimero de clusters
auxiliares iniciais como parametro, além dos parametros de treinamento da etapa
de quantizacao que, como ja mencionado, nao sao criticos.

Esta etapa de escolha automatica do limiar visa fazer com que o algoritmo
selecione automaticamente o namero de classes correto existente no conjunto. Esta
abordagem funciona na maioria dos casos, porém, falha em alguns casos, gerando um
nimero de classes errado. Em geral, para os casos onde as classes sao bem separadas
espacialmente o algoritmo funciona fornecendo o ntimero correto de classes, mesmo

que o conjunto esteja entrelagado ou misturado. Os casos em que esta abordagem
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falha sao casos especiais e, como veremos na secao de resultados, a escolha manual

do limiar ou ntimero de classes compensa.

4.2.3.1 Custo computacional

Antes de passar para a proxima analise, é importante comentar sobre o custo
computacional envolvido na construgao dos gréaficos do nimero de classes em funcao
do limiar. A principio esta etapa pode parecer custosa computacionalmente, porem
este nao é o caso.

Como ja mencionado, para a construcao dos graficos do nimero de classes,
devemos variar o limiar e obter a quantidade de classes fornecidas pelo algoritmo
para cada um dos limiares. Para todos os testes realizados neste trabalho foram
utilizados 200 limiares entre 0 e o maximo (limiar que retorne apenas uma classe).
Para contar o nimero de classes, devemos comparar o limiar com as divergéncias
entre cada par de centros. Esta tarefa praticamente nao possui custo computacional
nesta fase do algoritmo pois as divergéncias foram calculadas e ja estao disponiveis na
matriz de distancias U. O que se faz é gerar uma nova matriz de ligagao L para cada
um dos 200 limiares e contar o niimero de classes apresentadas por estas matrizes de
ligacao. A contagem do nimero de classes é feita, como ja mencionado, agrupando
pares de centros (nesta etapa, representados por linhas e colunas na matriz U e L)
que estejam ligados entre si. Esta etapa de agrupamento possui custo computacional
muito baixo, fazendo com que seja possivel a anélise de uma quantidade bastante

grande de limiares sem que isto afete o custo computacional do algoritmo final.

4.2.4 Histograma de divergéncias

Outra analise interessante a ser feita é computar o histograma das divergéncias
ocorridas para um dado conjunto de teste. Este histograma conta a freqiiéncia
de ocorréncia dos valores de divergéncias medidas entre cada par de centros.
Basicamente esta contagem ¢é feita observando-se os valores presentes na matriz
U. A Figura 4.8 ilustra os histogramas de um conjunto agrupado utilizando cada

uma das divergéncias.
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Figura 4.8: Histogramas das divergéncias para um conjunto de teste

Os histogramas apresentados nas Figuras de 4.8(a)a 4.8(d) sao histogramas de
um conjunto de testes especifico. Embora existam mudancas de um histograma para
outro, a forma geral dos mesmos é igual para todos os conjuntos testados.

E interessante notar que novamente as divergéncias de Kullback-Leibler,
Bhattacharyya e Mahalanobis apresentam comportamentos muito semelhantes. A
divergéncia de Rényi porém, apresenta um comportamento diferente. A forma
do histograma utilizando a divergéncia de Rényi apresenta uma regiao de pouca
ocorréncia de valores, em geral, centrados em 0.5. Este valor de divergéncia esta
situado em um vale que divide o histograma e coincide exatamente com os valores
de divergéncia que estabilizam o ntimero correto? de classes da maioria dos conjuntos.
A Figura 4.9 mostra alguns histogramas da divergéncia de Rényi juntamente com

o grafico do nimero de classes para limiares iguais a cada valor de divergéncia

2H4 uma estabilidade em uma classe para todos os conjuntos, porém, esta nao é considerada
pois qualquer valor de dt maior que o limiar que gera uma classe continuara gerando apenas uma
classe
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mostrado no histograma3.
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Figura 4.9: Comparagao do histogramas de diversos conjuntos de dados com o grafico
do niimero de centros

Na figura, cada grafico corresponde a um conjunto diferente de dados. Em todos,
aregiao de estabilidade do niimero de classes ocorre nos limiares onde a divergéncia se
localiza perto do vale que é comum a todos os histogramas que utilizam a divergéncia
de Rényi. Os histogramas que nao sao totalmente suaves foram gerados com poucos
valores (poucos clusters auxiliares), porém o mesmo comportamento se verifica.

O histograma das divergéncias de Rényi é importante pois serve como base para
a escolha correta do limiar e funciona como uma forma de visualizar como os limiares
estao distribuidos. Embora os valores 6timos para o limiar nao sejam claramente
escolhidos de acordo com o histograma, este fornece uma boa base para esta escolha

e consiste de uma outra alternativa ao grafico da estabilidade do niimero de classes.

30 grafico do ntimero de classes teve sua escala alterada para questdes de comparacio. O Eixo
Y do grafico corresponde apenas aos valores de freqiiéncia de ocorréncia do histograma



CAPITULO 4. TESTES E RESULTADOS 121

4.3 Resultados

Nesta segao serao apresentados resultados de clustering e modelamento utilizando
o algoritmo proposto com base em conjuntos de dados descritos a seguir. Em cada
resultado apresentado, seré feita uma analise discutindo a os aspectos de dificuldade,
qualidade da solugao etc. Serao analisados casos particulares de clustering que
representam situacoes um pouco mais delicadas para os algoritmos tradicionais
e para o algoritmo proposto. Por fim serd comentado sobre a comparacao de

algoritmos de clustering e de modelamento com o algoritmo proposto.

4.3.1 Conjuntos analisados

Antes de apresentar resultados, nesta secdao serao descritos os conjuntos
utilizados. Cada conjunto possui uma particularidade que serd explorada e servira
para testar a qualidade e eficiéncia do algoritmo proposto. Em sua maioria os
conjuntos foram gerados artificialmente para estabelecer a dificuldade desejada para
testar o algoritmo. Os conjuntos testados possuem dimensoes variadas, porém a
aplicacao do algoritmo nao se limita as dimensoes mostradas aqui. Conjuntos de
qualquer dimensao podem ser utilizados. A lista a seguir descreve cada conjunto

utilizado para posteriores citacoes no texto.

(arcos) Este ¢ um conjunto bi-dimensional simples e testa a capacidade de aglomeragao
do algoritmo em uma situacao nao-linearmente separavel. E composto de dois

arcos posicionados um acima do outro.

(X+) Este conjunto possui duas classes bi-dimensionais, uma em forma de “X”
e outra em forma de um sinal de “4”. Este é um conjunto também nao-
linearmente separavel que explora a capacidade do algoritmo de ligar clusters

ramificados.

(espirais) Este conjunto de duas classes em espiral explora muito bem o conceito de
classes nao-linearmente separédveis. Trata-se de um conjunto bi-dimensional

complexo onde as distancias Euclidianas muitas vezes sao menores entre
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(circulo 2D)

(EE)

(EEE)

(circulos 3D)

(molas)

(iso 3D)

(simples)

clusters que nao podem ser ligados. Isto testa bem a utilizacao das divergéncias

apresentadas neste trabalho.

Este exemplo (também bi-dimensional) apresenta duas classes. Uma destas
classes é uma classe composta de um circulo isotrépico dentro de um anel que
forma a outra classe. Este conjunto explora a capacidade do algoritmo de

aglomerar dados nesta situagao (uma classe circundada por outra).

Neste conjunto (bi-dimensional), é explorado novamente a nao linearidade da
separacao formando misturas ramificadas e entrelagadas como no conjunto
(X+). Desta vez as ramificagbes contribuem para o conjunto ser nao-

linearmente separavel.

Esta ¢ uma versdo tri-dimensional do conjunto (EE). Aqui, ramificagdes
formam duas classes entrelacadas em trés dimensoes também nao-linearmente

separaveis.

Este conjunto tri-dimensional consiste de 8 anéis (formando 8 classes) que se
atravessam entre si formando uma corrente fechada. Este conjunto explora a

capacidade de gerar superficies de separacao muito complexas.

Este exemplo é composto por duas classes tri-dimensionais em forma de espirais
entrelacadas. Esta é uma versao 3D da espiral e testa a capacidade de

separacao de dados bem entrelagados em trés dimensoes.

Este conjunto ¢ formado por 5 esferas tri-dimensionais (conjuntos isotropicos)
posicionadas nos vértices de uma piramide. Este conjunto é muito simples e
serve apenas para demonstrar a capacidade do algoritmo de informar o niimero

de classes automaticamente quando as classes sao bem separadas.

Como o proprio nome diz, este é um conjunto bi-dimensional simples de 3
classes, porém com uma das classes proxima da outra. Este conjunto mostra
que nesta situagao, nem sempre o algoritmo consegue informar o ntimero de

classes automaticamente.
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(notas) Este conjunto de seis dimensdes é composto de duas classes. Os pontos deste
conjunto correspondem a medidas reais de distancias feitas em notas extraidas
do Swiss Bank [21]. As duas classes correspondem a notas falsas e verdadeiras.

Este conjunto corresponde a uma aplicagao real do algoritmo.

(iris) Este é um conjunto de teste reais de quatro dimensoes muito utilizado em
métodos de clustering. Trata-se das medidas de comprimento e largura das
pétalas e sépalas de 3 tipos de flores. Este conjunto foi utilizado por Fisher

(1936) entre outros como padrao de testes em algoritmos de clustering.

Os primeiros 10 conjuntos foram gerados artificialmente para promover o teste
do algoritmo em situagoes de distribuicao complexa. Os dois ultimos sao dados reais
utilizados como teste do algoritmo em situacoes praticas. A tabela 4.1 apresenta

um resumo das caracteristicas dos conjuntos apresentados.

Tabela 4.1: Resumo das caracteristicas dos conjuntos utilizados como teste

Conjunto N | Dimensao | Classes Tipo

(arcos) 502 2 2 Artificial
(X+) 804 2 2 Artificial
(espirais) 772 2 2 Artificial
(circulo 2D) | 759 2 2 Artificial
(EE) 1168 2 2 | Artificial
(EEE) 1604 3 2 | Artificial
(circulo 3D) || 5032 3 8 Artificial
(molas) 2000 3 2 Artificial
(iso 3D) 2400 3 5 | Artificial
(simples) 1400 3 3 Artificial
(notas) 200 4 2 Real

(iris) 150 6 3 Real

Nesta tabela a coluna “/N” indica o ntmero de pontos presentes no conjunto.
A dimensao dos dados é mostrada na coluna “Dimensao” e o nimero de classes na
coluna “classes”. A coluna “Tipo” indica se os dados foram gerados artificialmente
ou correspondem a dados reais de conjuntos extraidos de problemas apresentados

na literatura.
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4.3.2 Descricao dos resultados

Os resultados da classificacao sao apresentados basicamente de duas maneiras.
A primeira consiste na representacao grafica dos conjuntos (scatter plot) separando
as classes por cores ou simbolos juntamente com uma representagao dos centros
dos clusters auxiliares e suas ligagoes. Um exemplo deste tipo de representagao de
resultado pode ser visto na Figura 4.10.
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Figura 4.10: Exemplo de apresentacao de um resultado de classificagao

Os nimeros que aparecem proximos aos centros dos clusters sao apenas nimeros
de identificacao e as linhas representam as ligagoes entre os clusters. Obviamente
esta representacao s6 pode ser utilizada em conjuntos bi ou tri-dimensionais. A
segunda forma de apresentacao dos resultados consiste na apresentacao da matriz
de confusao do conjunto classificado. Esta matriz possui tamanho N, x N, (sendo N,
o nimero de classes). Cada linha e coluna representa um classe. Os valores de cada
elemento representam a quantidade de pontos que sao realmente da classe “linha” e
que foram rotulados como classe “coluna”. Idealmente esta matriz deve ser diagonal
e cada elemento deve conter o ntimero total de pontos em cada classe. Pode ocorrer
que a matriz nao seja diagonal, porém a maioria dos elementos sejam classificados

como uma classe sendo na verdade de outra (ver matriz a seguir)

95 0 5
C=|3 0 97
1 98 1

Nesta matriz, observamos na linha 2, por exemplo, que 97 elementos deveriam
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ser classificados como sendo de classe 2 (segunda linha da matriz) porém foram
classificados como sendo classe 3 (terceira coluna). A principio somos levados a
entender esta classificagdo como erro, porém, na linha 3 da matriz ocorre o contrério,
elementos que seriam de classe 3 foram classificados como classe 2. Isto significa que
o algoritmo que classificou os dados desta maneira trocou apenas o rétulo da classe
2 com a classe 3, porém a classificacao esta coerente em sua maioria.

Para os dados gerados artificialmente (que possuem dimensdao até 3)
apresentamos os resultados em forma de grafico. Para os dados reais do conjunto
“notas” e “iris” sao apresentadas as matrizes de confusao.

Ainda sobre a apresentacao dos resultados. Serdo apresentados também
resultados do modelamento. Serdo basicamente trés formas de apresentacao. A
primeira sera utilizada para apresentar os resultados de modelamento para clusters

bi-dimensionais. Um exemplo desta é mostrado na Figura 4.11.

-1 0.5 0 0.5 1

Figura 4.11: Exemplo do primeiro tipo de apresentacao de um resultado de
modelamento

Esta apresentacao consiste de uma imagem onde cada ponto de coordenadas
(x,y) ¢ utilizado tendo sua probabilidade calculada pelo modelo. Na imagem cada
ponto é colorido de acordo com sua probabilidade, em um gradiente de cores que
indica como estao distribuidos os valores das probabilidades.

O outro tipo de representacao consiste do grafico de p;(x,y) sendo estas as
distribuicoes de probabilidade de cada classe. Um exemplo desta representacao
¢ mostrada na Figura 4.12

Neste tipo de representacao, os eixos X e Y sao os eixos das variaveis do conjunto

de dados ou seja, atributos (z1,x9) da tabela de dados utilizada pelo algoritmo
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Figura 4.12: FExemplo do segundo tipo de apresentagdo de um resultado de
modelamento

(altura e largura de um objeto por exemplo). O eixo Z corresponde a probabilidade
de ocorréncia deste vetor de atributos. As probabilidades de cada classes sao
representadas por funcoes de cores diferentes.

O ultimo tipo de apresentacao de resultados de modelamento tem como objetivo
ilustrar o modelo de p;(z,y,z) para conjuntos tri-dimensionais. Para dar idéia
da distribuicao p;(z,y,z), sdo construidos graficos de equipotenciais para um

determinado valor de p;. A Figura 4.13 ilustra um caso.

Figura 4.13: Gréafico de equipotencial para p;(x,y, 2)

Nesta figura, as cores indicam as classes. As figuras sao formadas por uma
superficie equipotencial de probabilidades, ou seja sdo o conjunto de pontos (z,y, 2)

que possuem mesmo valor de p;.
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4.3.3 Resultados de clustering

Nesta secao serao apresentados os resultados obtidos com o método de clustering
desenvolvido. Serao utilizadas as representagoes descritas na segao anterior. Serao
mostrados e descritos em detalhes os resultados de cada etapa realizada apenas
para o primeiro exemplo (arcos), para os demais exemplos serdo apenas mostrados
e comentados os resultados finais.

A tabela 4.2 mostra os parametros utilizados para cada conjunto. Os parametros

de treinamento da rede competitiva nao sao mostrados pois, como ja mencionado,

foram utilizados o mesmos valores para todos os conjuntos.

Tabela 4.2: Parametros utilizados nos exemplos de clustering

Conjunto N, d; (Rényi) | d; (Mahala) | d; (Bhatta) | d; (KL)
(arcos) 8 0.3-0.5 7-10 2-238 A7 - 65
(X+) 20 | 0.4-0.61 10 - 20 28-5 | 49-105
(espirais) 45 0.57-0.73 9-17 2.7-4.7 90 - 96*
(circulo 2D) || 14 0.17-1.1 8.6 - 31.5 22-8 39 - 155
(EE) 40 0.37-0.8 11 - 37 29-94 59 - 158
(EEE) 50 | 063-15 | 11.6-90 | 2.7-22 | 77-370
(circulo 3D) | 110 | 0.22 - 0.35* 9-13 2.2-3.3 |40 -54.5%
(molas) 80 0.31-0.53 8.7-18.5 22-4.7 48 - 82
(iso 3D) 20 0.1-0.42 5.6 - 12.7 1.4-3.3 25 - 65
(simples) 10 0.21 - 0.59 6.4-21 1.58 - 5.3 26 - 90
(notas) 4 11.025 - 1.08** 5-17 1.6 - 4.7 40 - 97
(iris) 6 | 0.44 - 0.56% ok ok sk

* Numero de classes nao foi encontrado automaticamente, este valor teve que ser informado para

ocorrer a classificagao correta.
** Erro de mais de 10% na classificagéo.

*#* Nao foi possivel encontrar a classificagdo correta.

Nesta tabela, cada linha corresponde a um conjunto de dados. A coluna 2
apresenta o numero de clusters auxiliares iniciais. As colunas de 3 a 6 apresentam
as faixas de divergéncias utilizadas que correspondem a classificacao correta e a
defini¢do automatica do ntimero de classes (exceto para os casos marcados com
asteriscos). Podemos perceber que na maioria dos casos o numero de classes é
encontrado automaticamente.

Analisando os parametros dos conjuntos reais (notas) e (iris) percebemos que

estes sao os mais dificeis de se estabelecer a classificagao correta. Embora
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modificando os parametros cuidadosamente possamos alcancar a classificacao
correta, procurou-se demonstrar que em geral esta classificacao é dificil. Isto de deve
a pouca quantidade de pontos e a ocorréncia de pontos sobrepostos entre as classes
(no caso do conjunto (iris)), como sera mostrado mais adiante. os parametros foram
estabelecidos de acordo com as regras gerais utilizadas para os demais conjuntos. O
ajuste cuidadoso dos pardmetros embora consigam fazer com que o algoritmo chegue
na classificacao correta, corresponde a uma situagao pouco pratica. Em geral nao
se tem informacao suficiente para realizar este ajuste fino, portanto os resultados de

classificacao sao deixados fracos propositalmente.

4.3.3.1 Analises dos resultados

A seguir, serao mostrados os resultados passo-a-passo da classifica¢gao do conjunto
(arcos). Os demais conjuntos realizam os mesmos passos, de maneira que apenas
os resultados sao diferentes. A Figura 4.14 mostra a seqiiéncia de passos e as

representagoes graficas em cada passo.
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Figura 4.14: Seqiiéncia de passos realizados para realizar o agrupamento total de
um conjunto

Inicialmente o conjunto original é quantizado com N, clusters. Em seguida, é

calculada a matriz de divergéncias U que relaciona cada par de clusters auxiliares.
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Logo apds sao gerados os histogramas e os graficos do nimero de classes como
apresentado nas segoes 4.2.4 e 4.2.3. Estes graficos servem para decidir (manual ou
automaticamente) pelo limiar correto. Escolhido o limiar, a matriz de ligagdo L é
gerada. Ao final os clusters sao agrupados em classes e os dados sao rotulados. O
histograma e o grafico do niimero de classes em fun¢ao do limiar foram construidos
utilizando a divergéncia de Rényi, porém o procedimento é exatamente o mesmo
para qualquer uma das divergéncias analisadas neste trabalho.

A seguir sao mostrados os resultados dos demais conjuntos. Como ja mencionado,
nao serao apresentados novamente os resultados por etapas como foi feito para o
conjunto (arcos). Para cada conjunto sao mostrados os histogramas e graficos do
ntimero de classes para todas as quatro divergéncias analisadas. Também serao
mostrados o conjunto original e o conjunto final classificado.

Os graficos do histograma e do ntimero de classes sao apresentados sem os rotulos
dos eixos por questoes visualizagao. Em ambos o eixo X corresponde a divergéncia.
No histograma, o eixo Y corresponde a freqiiéncia de ocorréncia e no grafico do
nimero de classes o eixo Y corresponde a quantidade de classes encontradas para
cada divergéncia limiar. O grafico do nimero de classes é apresentado na maioria
dos casos na forma de grafico semi-logaritmo para facilitar a visualizagao.

A matriz de confusdo para este caso (conjunto (arcos)) é mostrada a seguir

252 0
C= . (4.2)
2 248

Existem alguns poucos pontos classificados erroneamente. FEste fato decorre da
quantizagao vetorial com poucos centros. A presenca de 1 ou 2 centros a mais
na etapa inicial do algoritmo levaria a uma classificacao de 100%. Em todos os
casos, a matriz de confusao é a mesma para cada numero de classes estabelecida,
nao dependendo da métrica utilizada. Isto porque a classificacao dos pontos do

conjunto ja foi realizada na etapa de quantizagao vetorial.
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4.3.3.2 Conjunto (X+)

Os resultados para o conjunto (X+) sdo apresentados na Figura 4.15. Observando
o grafico do niimero de classes em fungao do limiar, podemos perceber que o nimero
de classes pode ser encontrado automaticamente pelo algoritmo em qualquer uma
das medidas de divergéncia. Para este caso, a distancia de Mahalanobis foi a medida
de divergéncia que mais estabilizou em duas classes, embora todos as divergéncias
propiciem a determinacao do ntmero de classes automaticamente.

A matriz de

confusao para este conjunto é dada por

402 0
(o= (4.3)
0 402
Rényi Mahalanobis
40
15 100|
20 50
O0 1 2 3 0O 500 1000
Bhattacharyya Kullback-Leibler
100 100
50 50
-15)
L L L L L O 0
-10 0 10 20 30 0 100 200 0 2000 4000
(a) Conjunto original (b) Histogramas
) Rényi ) Mahalanobis
10 10 . . v v
15
1 1 1
10 10 1ok i
N 17
0| 0| 5| 16
100 02 04 06 100 10 20
0 3 5 9 13 - 11 20 o 1
Bhattacharyya Kullback-Leibler
10° 10° 9 vy
-5 12
4
10’ 10’ -0 6
-15
0| 0|
100 2 4 6 100 50 100 -10 0 10 20 30

(¢) Namero de classes

(d) Resultado do agrupamento

Figura 4.15: Resultados para o conjunto (X+)
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4.3.3.3 Conjunto (espirais)

Os resultados para o conjunto (espirais) sao apresentados na Figura 4.16. Este é
um conjunto bastante complexo de ser agrupado. Embora os resultados apresentados
sejam bons, e em todas as medidas de divergéncia o nimero de classes seja alcangado
automaticamente, nota-se algumas regioes de estabilidade falsas. Estas regioes
embora pequenas, podem aparecer maiores em outras execugoes do algoritmo.

Um ponto importante a ser observado neste conjunto é a proximidade dos centros.
Pode-se ver claramente que os centros 37 e 20 estao mais préximos entre si que os
centros 8 e 3 por exemplo. Os centros 4 e 9 fazem parte de classes diferentes e, embora
estejam mais proximos, nao podem ser ligados. De fato utilizando as medidas de
divergéncia apresentadas neste trabalho, os mesmos nao sao ligados e a classificacao
segue corretamente.

A matriz a seguir corresponde a matriz de confusao calculada para este conjunto.

367 0
C = . (4.4)
0 405

4.3.3.4 Conjunto (circulo 2D)

Os resultados para o conjunto (circulo 2D) sdo apresentados na Figura 4.17.
Este conjunto, embora tenha uma disposigao espacial bastante peculiar (uma classe
dentro de outra) se mostrou bastante facil de ser separado utilizando qualquer uma
das métricas. Em todos os casos hé uma estabilizacao forte no ntmero correto
de classes, como pode ser observado no grafico do nimero de classes, sendo este
determinado automaticamente pelo algoritmo. A seguir é apresentada a matriz de

confusao para este conjunto

0 130
629 0
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Figura 4.16: Resultados para o conjunto (espirais)

4.3.3.5 Conjunto (ee)

Este é um conjunto bastante entrelacado e com ramificacoes. Os resultados para

este conjunto sao apresentados na Figura 4.18. Para todas as divergéncias, houve

uma estabilizagao forte em duas classes, que é o numero correto de classes. Conforme

podemos observar no tltimo grafico, as ligagoes sao feitas de maneira nao so a separar

corretamente as classes, mas a definir e modelar as ramificacoes corretamente. O

nimero de classes também foi determinado pelo algoritmo automaticamente.

matriz de confusao é mostrada a seguir

A

(4.6)
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Figura 4.17: Resultados para o conjunto (circulo 2D)

4.3.3.6 Conjunto (eee)

Esta é uma versao tri-dimensional do conjunto (ee). Os resultados para este

conjunto sao apresentados na Figura 4.19. Devido a grande separacao espacial entre

as classes, mesmo que entrelagadas, podemos observar uma area muito grande de

estabiliza¢@o no grafico do numero de classes. Como no exemplo do conjunto (ee),

este conjunto foi separado corretamente e as ramificacoes foram bem estabelecidas

pelas ligacoes entre os clusters auxiliares.

Como nos anteriores, o nimero de

classes foi estabelecido pelo algoritmo automaticamente. A matriz de confusao deste

conjunto é dada por

0 802
802 0
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Figura 4.18: Resultados para o conjunto (ee)

4.3.3.7 Conjunto (circulos 3D)

Os resultados para o conjunto (circulos 3D) s@o apresentados na Figura 4.20.
Observando o grafico do numero de classes para todas as divergéncias, percebemos
a presenca de uma regiao de estabilidade em 8 classes. Deste modo, o algoritmo
obteve sucesso na classificacao e determinou o nimero de classes automaticamente,

gerando a seguinte matriz de confusao
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Figura 4.19: Resultados para o conjunto (eee)
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Figura 4.20: Resultados para o conjunto (circulos 3D)

4.3.3.8 Conjunto (molas)

Os resultados para o conjunto (molas) sdo apresentados na Figura 4.21. Neste
conjunto as duas classes estao bastante entrelacadas e proximas. Mesmo nestas
condigbes, o algoritmo foi capaz de (em todas as divergéncias) estabelecer uma regiao
de estabilidade no niamero correto de classes. Com esta estabilizacao a classificacao

foi realizada com sucesso. A matriz de confusao é apresentada a seguir

C= . (4.9)
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Figura 4.21: Resultados para o conjunto (molas)

4.3.3.9 Conjunto (iso 3D)

Os resultados para o conjunto (iso 3D) s@o apresentados na Figura 4.22. Este
exemplo serve para ilustrar que em casos simples de clusters isotropicos, o algoritmo
se comporta como a maioria dos algoritmos convencionais (k-means, etc...) e ainda é
capaz de encontrar automaticamente o niimero de classes. Como podemos observar
no grafico do nimero de classes, em qualquer medida de divergéncia, h& uma
estabilizacao em 5 classes, que é o nimero correto. A matriz de confusao calculada

para este conjunto é dada por
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Figura 4.22: Resultados para o conjunto (iso 3D)

4.3.3.10 Conjunto (simples)

Este conjunto é composto de 3 classes simples, porém nao-linearmente separaveis.

Os pontos “dispersos” presentes nas classes fazem com que as medidas de divergéncia

sejam proximas entre os clusters. Este fato pode ser observado analisando-se o grafico

do ntimero de classes na Figura 4.23. Embora todas as medidas de divergéncia

possuam uma regiao de estabilidade em 3 classes (que é o namero correto), existem
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pequenos degraus em duas classes, reflexo do efeito da dispersao dos dados. A matriz

de confusao para este conjunto é dada por
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Figura 4.23: Resultados para o conjunto (simples)

4.3.3.11 Conjunto (notas)

O conjunto (notas) é um conjunto de dados bastante utilizado na literatura.
Trata-se de um conjunto de dados de medidas feitas em notas do Swiss Bank como
mostrado na Figura 4.24 |21]

Estas medidas sao utilizadas para decidir se a nota é verdadeira ou falsa. Os

dados possuem 6 dimensoes e portanto nao é possivel visualiza-los me forma de um
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Figura 4.24: Exemplo das medidas extraidas de notas utilizadas como conjunto de
teste

scatter plot. Os resultados apresentados consistem nos graficos do niimero de classes

(Figura 4.25) e da matriz de confusao (mostrada a seguir).

99 1
C= . (4.12)
0 100

Como podemos observar, a classificacao foi feita quase totalmente correta, errando

apenas a classificacao de uma amostra em apenas uma das classes.

Mahalanobis Rényi

4 4
3 3
2 2
1 1

0 10 20 30 0 0.5 1 1.5

Bhattacharyya Kullback-Leibler

4 4
2 2
1 1

0 2 4 6 0 50 100 150

Figura 4.25: Numero de centros em fun¢ao do limiar

Observando a Figura 4.25 podemos observar que na divergéncia de Rényi, se
faz necessario informar o numero de classes, pois nao ha estabilizacao suficiente
no namero correto de classes (duas). Nas demais medidas, o numero de classes é

automaticamente informado e a classificacao ocorre corretamente.
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4.3.3.12 Conjunto (iris)

O conjunto (iris) ¢ um conjunto de dados também bastante utilizado na
literatura. Trata-se de um conjunto de dados de medidas feitas em um certos tipos
de flores (chamadas iris). Existem trés classes de flores: a iris versicolor, iris setosa
e iris virginica. Os dados possuem 4 dimensoes que sao a largura e altura da pétala
e largura e altura da sépala. Como existem 4 dimensoes, nao ¢ possivel visualizar
em um scatter plot (como no caso das notas). A Figura 4.26 mostra duas, as quatro
dimensoes presentes no conjunto.

7

6F

4 4.5 5 55 6 6.5 7 7.5 8

Figura 4.26: Visualizagdo de duas das quatro dimensoes do conjunto (iris)

Observando a Figura 4.26, s6 observamos a presenca de dois possiveis clusters. De
fato duas das trés classes estao bastante proximas, havendo inclusive sobreposicao.
Na Figura 4.27 observamos os graficos do nimero de classes. Como podemos
observar, de fato apenas a divergéncia de Rényi foi capaz de separar (informando
o numero correto de classes) os dados. Mesmo assim, a sobreposi¢ao entre as duas
classes causou um erro de classificacao muito grande, como podemos observar na

matriz de confusao a seguir

0 0 50
C=1|0 5 0 (4.13)
12 38 0

Em todas as medidas de divergéncia, observa-se a estabilizagao em duas classes.
De fato para este tipo de dados que nao possui separacao espacial entre as classes,

o algoritmo nao é adequado.
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Mahalanobis Rényi analitica
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Figura 4.27: Numero de classes em fung¢ao do limiar para o conjunto (iris)

4.3.4 Resultados de modelamento

Nesta se¢ao serao apresentados os resultados de modelamento para cada um dos
conjuntos testados. Como ja explicado na se¢ao 4.3.2 os resultados de modelamento
correspondem a obtengdo de fungdes p;(x) que calculam a probabilidade de um
ponto x pertencer a classe 7. Os resultados sao mostrados em forma de graficos de
p;. Como ja citado, quando se tratar de um conjunto tri-dimensional, os graficos
correspondem a equipotenciais em algum valor de p;.

As Figuras de 4.28 a 4.36 mostram os resultados. Apenas os conjunto artificiais
sao apresentados pois possuem dimensao até 3.

Podemos perceber em todos os resultados que os modelos sao bem complexos.
Isto é possivel gracas ao modelo de misturas utilizado. Com o correto agrupamento
dos clusters auxiliares, estes compoem as misturas de gaussianas e podem formar

padroes bem complexos.
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Figura 4.28: Grafico de p; para o Figura 4.31: Grafico de p; para o
conjunto (X-+) conjunto (ee)

Figura 4.32: Grafico de p; para o
Figura 4.29: Grafico de p; para o conjunto (eee)
conjunto (espirais)

Figura 4.30: Grafico de p; para o

conjunto (circulo 2D) Figura 4.33: Grafico de p; para o

conjunto (circulos 3D)
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Figura 4.34: Grafico de p; para o
conjunto (molas)

Figura 4.35: Grafico de p; para o
conjunto (iso 3D)

Figura 4.36: Grafico de p; para o
conjunto (simples)
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4.3.5 Estudo de casos

Nesta se¢ao sera feito um breve estudo de dois casos particulares de utilizacao
do método proposto. O primeiro caso corresponde a situacao onde os dados estao
distribuidos em apenas uma classe. O outro conjunto corresponde a classes separadas
porém com ruido em forma de pontos uniformemente distribuidos em torno dos
pontos que formam as classes. Estes casos sao interessantes porque ilustram
situagoes diferentes que podem ocorrer em casos praticos e testa a robustez do

algoritmo.

4.3.5.1 Classe simples

No primeiro teste o algoritmo recebeu um conjunto com 1500 pontos de duas
dimensoes gerados por uma distribuicao gaussiana nao isotropica. Os pontos sao
mostrados na Figura 4.37(a). O algoritmo rodou com 25 clusters auxiliares e com
os parametros de treinamento da rede competitiva iguais aos utilizados em todo
trabalho. Os resultados sao mostrados na Figura 4.37.

Observando os graficos do nimero de classes em funcao do limiar, pode-se
verificar que nas métricas de Mahalanobis, Bhattacharyya e Kullback-Leibler, a
tnica regiao de estabilidade esta em 25 classes. Apoés esta estabiliza¢ao, o ntimero
de classes cai bruscamente. Isto quer dizer que aumentando-se o limiar, existe
um momento em que as ligagoes ocorrem quase todas de uma s6 vez. Este é um
bom indicio da presenca de uma classe apenas, pois todos os clusters auxiliares
estao mais ou menos eqiiidistastes em relagao a estas trés métricas. Na métrica de
Rényi, observa-se pequenas regioes de estabilidade, mesmo com a queda constante do
nimero de classes. Em compensacao, o vale presente no histograma das divergéncias
nao é bem acentuado e nao coincide com a regiao de maior estabilidade no grafico
do niimero de classes.

A conclusao que se pode chegar é que, embora o algoritmo nao possa decidir
diretamente sobre a presenca de uma classe apenas, podemos supor esta situacao
observando os comportamentos anormais nos graficos do histograma e no ntmero

de classes. Uma heuristica poderia ser pensada para que esta decisao fosse tomada
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Figura 4.37: Resultados para o conjunto de testes com apenas uma classe

automaticamente, porém este assunto nao foi tratado neste trabalho e fica como

sugestao para trabalhos futuros.

4.3.5.2 Presenga de ruido

A outra situacao a que o método foi submetido foi aquela onde existe ruido
distribuido nos dados. O conjunto possui 4400 pontos bi-dimensionais e 4 classes
distribuidas como mostra a Figura 4.38.

O algoritmo foi executado utilizando-se 100 clusters auxiliares e os mesmos
parametros para a etapa de quantizacao vetorial utilizado em todo o trabalho.
A Figura 4.39 mostra os graficos do ntimero de classes em fun¢ao do limiar e o
histograma para todas as divergéncias.

Como podemos observar, para as métricas de Bhattacharyya, Kullback-Leibler e
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Figura 4.38: Conjunto apresentando ruido uniforme dentre as classes
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Figura 4.39: Resultados para o conjunto com ruido entre as classes

Mahalanobis, nao houve estabilizacao concreta e a situagao pareceu bastante com o
ocorrido para o conjunto com uma classe. Entretanto, a métrica Rényi apresentou
estabilizacoes préoximas ao vale do histograma de divergéncias. Nao h& uma regiao
predominante de estabilizacao porém o grafico mostra uma primeira regiao ocorrendo
em 5 classes. A presenca de 5 classes pode ocorrer se o método conseguir separar
o ruido como sendo uma classe extra, o que vem a ser bastante conveniente em
um algoritmo de clustering. Isto é exatamente o que o ocorre quando se utiliza a
divergéncia de Rényi, proposta neste trabalho. As demais métricas ndo conseguem
segmentar corretamente o ruido mesmo escolhendo-se o limiar que separa o conjunto
em 5 classes. A Figura 4.40 mostra o resultado da classificacao para 5 classes
utilizando todas as divergéncias.

Como podemos observar, a divergéncia de Rényi consegue separar as classes
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(b) Distancia de Mahalanobis

(c) Distancia de Bhattacharyya (d) Divergéncia de Kullback-Leibler

Figura 4.40: Ligacoes estabelecidas para cada medida de divergéncia

e isolar o ruido em uma outra classe. Para que isto seja possivel, é necessaria
informagao do ntmero de classes, pois a estabilizacao no nimero correto nao é
sempre a maior ocorréncia no grafico do niimero de classes.

A Figura 4.41 mostra o resultado da classificacao utilizando a divergéncia de
Rényi. Na figura podemos observar alguns poucos pontos pertencentes ao ruido
sendo classificados como sendo de alguma classe nas interfaces entre as mesmas e o
ruido. Isto se deve a quantidade pequena de pontos na fase de quantizagao vetorial,
que segmenta alguns pontos de ruido juntamente com pontos de alguma classe. Este
problema pode ser ainda minimizado utilizando-se mais clusters auxiliares.

Este resultado s6 é possivel devido a contabilizacao da probabilidade a prior:

no calculo da divergéncia de Rényi. Neste tipo de conjunto, a quantizacao vetorial
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Figura 4.41: Conjunto com ruido classificado utilizando a divergéncia de Rényi

tende a gerar clusters auxiliares isotropicos devido a uniformidade da distribuicao
dos pontos. Para as métricas de Mahalanobis, Bhattacharyya e Kullback-Leibler,
quando temos clusters isotropicos, o que diferencia um cluster de outro é apenas a
sua distancia Euclidiana (normalizada pela matriz de covariancia). Desta maneira é
muito dificil distinguir se dois clusters, um de uma classe e outro de ruido devem ou
nao ser ligados quando estes estao nas bordas de uma classe. Na métrica desenvolvida
neste trabalho, o cluster de ruido tera probabilidade a priori um pouco menor que
um cluster pertencente a uma classe. Nesta situacao, a divergéncia é maior que a
divergéncia obtida quando as probabilidades a priori sao iguais.

A separagao entre cluster proximos as bordas das classes promovida pela
divergéncia de Rényi nao é suficiente para gerar uma estabilizacao muito grande
no grafico do numero de classes. Isto porque o algoritmo de quantizacao vetorial
tente a deixar as probabilidades a priori iguais, colocando mais pontos nas regioes
mais densas. Isto porém nao é suficiente para equalizar totalmente as probabilidades,
deixando uma pequena folga que é utilizada para permitir a separagao utilizando a

métrica de Rényi.

4.3.6 Sensibilidade as condigoes iniciais

Em todos os testes realizados com o método proposto, foram observados
resultados para diferentes inicializacoes. Estes resultados nao apresentam variagao

consideravel e portanto nao afetam a qualidade do método. A diferenca que ocorre
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na inicializacao se deve a etapa de quantizacao vetorial. Nesta etapa os clusters
auxiliares podem ser dispostos em locais diferentes, gerando limiares diferentes para
se chegar ao mesmo resultado. Em raras situagoes ha a ocorréncia de minimos locais
na etapa de quantizacao vetorial, que faz com que alguns clusters auxiliares fiquem
em uma posicao que compromete a classificacao do conjunto. Este é um problema
da etapa de quantizacao vetorial e pode ser resolvido utilizando alguma técnica para
evitar os minimos locais. Nao foi objetivo deste trabalho aprofundar-se em técnicas

mais robustas de quantizacao vetorial, visto que estas situacoes sao raras.

4.4 Comparacao com outros métodos

Nesta segao serao feitos comentarios a respeito do desempenho do método
proposto neste trabalho quando comparado com outros métodos. Basicamente
a comparacao deve ser feita para o método de clustering e para o método de
modelamento estatistico. Cada um deles corresponde a uma contribuicao deste

trabalho.

4.4.1 Meétodo de clustering

A comparacao entre resultados de clustering pode ser feita observando-se a matriz
de confusao gerada para cada método. Idealmente, a matriz deve conter dispersao
nula por linha, ou seja, em cada linha, apenas uma coluna deve conter valores e estes
devem corresponder ao niimero de pontos presentes na classe correspondente. Esta
forma de comparac¢ao nos mostra o erro de classificacao cometido pelo método ao
associar um ponto a uma classe incorretamente. Um algoritmo bésico de clustering
que realiza o agrupamento de pontos em classes é o k-means que corresponde a um
algoritmo de quantizagao vetorial (visto no capitulo 2). Trata-se de um algoritmo
simples que s6 funciona bem para classes que sejam linearmente separaveis umas
das outras. A Figura 4.42 mostra o que ocorre com a classificagao de um conjunto
nao-linearmente separavel quando submetido ao algoritmo k-means.

A matriz de confusao gerada pelo k-means é dada por
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Figura 4.42: Separacao de duas classes utilizando o k-means
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Podemos perceber que a classificacao ocorre com um erro muito grande. Este erro
ird ocorrer em qualquer algoritmo que realize a classificacao utilizando quantizacao
vetorial. Além disto, o numero de classes deve sempre ser informado nestes tipos de
algoritmos.

Em relacao a outros algoritmos mais avancados de clustering, por nao dispormos
de um resultado numérico para comparacao podemos comparar em termos de
utilizagdo e desempenho. Em algoritmos como o apresentado por Tyree e Long [85|
que se também baseiam em ligagoes de clusters auxiliares a métrica utilizada para
ligacao é a distancia Euclidiana. Isto torna o algoritmo dependente da escala e torna
a escolha do limiar adequado muito dificil. O algoritmo apresentado neste trabalho,
por apresentar métricas invariantes, possibilita a escolha do limiar muitas vezes
automaticamente, sendo o nimero de classes estabelecido pelo proprio algoritmo.
Gokeay [24] utilizam um algoritmo que realizada o agrupamento de um conjunto
de dados utilizando métricas invariantes para agrupar os pontos do conjunto. Neste
caso, o custo computacional é grande quando o tamanho do conjunto aumenta. Cada
ponto é considerado um centro para a estimativa utilizando janelas de Parzen da
distribuicao de probabilidade. Comparando com o método proposto neste trabalho,
o agrupamento também é feito utilizando métricas invariantes, porém a quantizagao

vetorial inicial ameniza bastante o problema do custo computacional e da maldicao
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da dimensionalidade na estimativa das probabilidades (caso que ocorre com a

estimativa utilizando janelas de Parzen).

4.4.2 Modelamento estatistico

O método proposto neste trabalho para gerar o modelo estatistico de um conjunto
baseia-se em realizar a quantizacao vetorial deste e modela o mesmo como uma
mistura de gaussianas. FExistem muitas técnicas de modelamento presentes na
literatura. Para efeito de comparacao, serao analisados os métodos classicos que
sao as janelas de Parzen e o algoritmo EM.

O método utilizando janelas de Parzen apresenta uma grande desvantagem no
calculo da probabilidade de um ponto utilizando o modelo gerado. O calculo da
probabilidade de um simples ponto, necessita da contabilizacao da contribuicao
de todos os pontos do conjunto, como mostrado no capitulo 2. Embora simples,
o método de Parzen é ineficiente do ponto de vista computacional para modelar
conjuntos grandes. De maneira contréaria, para se ter um bom modelo é preciso
de muitos pontos para evitar a maldi¢ao da dimensionalidade. Comparando com o
algoritmo proposto, o custo inicial da quantizagao vetorial e do célculo das matrizes
de covariancia compensam quando se tem muitos pontos em um conjunto a ser
modelado. O calculo da probabilidade fica resumido & contabilizagao de cada
gaussiana da mistura, ao invés de cada ponto do conjunto.

Outro método bastante comum para modelamento estatistico de conjuntos de
dados consiste na utilizagao do algoritmo EM. O algoritmo EM, assim como
no algoritmo proposto, modela um conjunto utilizando mistura de gaussianas.
A sua grande desvantagem é o custo computacional para se chegar no modelo.
Na Figura 3.3 do capitulo 3 podemos observar uma comparagao entre o modelo
estabelecido com o algoritmo EM e o algoritmo proposto neste trabalho. O erro
cometido no modelo utilizando a quantizacao vetorial (este trabalho) é compensado

pelo custo computacional e simplicidade do algoritmo.
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4.5 Sumario

Neste capitulo foram apresentados testes e resultados utilizando o método
de clustering e método de modelamento propostos neste trabalho. Os testes
realizados tiveram o objetivo de mostrar o comportamento de cada etapa do
algoritmo desenvolvido diante de situagoes particulares. Foram apresentados
diversos conjuntos de dados diferentes com o objetivo de testar o algoritmo de
clustering e modelamento diante de casos como entrelacamento das classes, nao-
linearidade da separacao, entre outros. Conjuntos classicos com dados reais foram
testados. Os resultados foram apresentados em forma de gréaficos de evolugao do
numero de classes em funcao do limiar escolhido. Analisando estes gréficos foi
possivel a implementacao de uma heuristica de escolha automéatica do limiar, baseado
na estabilidade do ntmero de classes. Com esta escolha, o nimero de classes é
automaticamente encontrado pelo método. Foi mostrado que para a divergéncia
de Rényi, o histograma de distancias possui um vale que coincide com a regiao de
estabilizacao do niimero de classes.

Os modelos de probabilidade gerados sao bem complexos. Isto mostra a
capacidade do método de absorver a estatistica presente no conjunto e representé-
la em forma de um modelo p;(x). Este modelo pode ser utilizado para calcular a

probabilidade de pontos que nao pertencem ao conjunto bem como classificé-los.



Capitulo 5

Conclusoes e Perspectivas

A literatura da area de clustering é vasta em termos de aplicacoes. Muitos
métodos com diferentes abordagens sao propostos. Algumas técnicas sao baseadas
em teorias classicas, porém algumas abordagens sugerem a utilizacao conjunta de
técnicas distintas para realizar a tarefa de clustering. Esta é a abordagem utilizada
neste trabalho. No capitulo 2 foram expostas técnicas e ferramentas utilizadas em
problemas mais gerais. No capitulo 3 estas técnicas foram utilizadas em conjunto
para desenvolver um algoritmo de clustering capaz de agrupar conjuntos complexos
de dados. Ainda no capitulo 3 foi proposta uma técnica para modelamento
estatisticos dos dados agrupados.

A técnica baseia-se na quantizacao vetorial do conjunto e na posterior ligacao
dos clusters formados. Esta técnica requer a utilizacao de alguns parametros. Os
primeiros parametros utilizados sao os parametros da etapa de quantizagao que
nao se mostraram criticos, sendo utilizados os mesmos parametros para todos os
conjuntos e aplicagoes deste trabalho. O algoritmo se mostrou mais sensivel aos
parametros N, e d;. O numero de clusters auxiliares N, foi sempre estabelecido
com base no niimero de pontos do conjunto. Todos os exemplos aqui apresentados
utilizando-se entre 1% e 5% do nimero total de pontos. Para o valor do limiar d;
foram estabelecidas heuristicas baseadas no histograma de divergéncias e no grafico
do nimero de classes em funcao do proprio limiar. Como mostrado, esta grafico
além de guiar a escolha do limiar, pode ser utilizado para inferir automaticamente

um limiar 6timo, que, em muitos casos, forneceu o nimero correto de classes do
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conjunto. Entretanto, o método nao se propoe a ser totalmente automatico, e a
escolha do limiar ou do nimero de classes é um parametro opcional para o usuério.

As divergéncias utilizadas para medir a dissimilaridade entre os clusters auxiliares
foram apresentadas, e foram provadas as invariancias a transformacoes lineares em
todas elas. As métricas utilizadas foram a distancia de Mahalanobis, distancia
de Bhattacharyya, divergéncia de Kullback-Leibler e uma métrica proposta neste
trabalho denominada aqui de divergéncia de Rényi. Uma das principais contribui¢oes
do trabalho foi a utilizacao de métricas nao-Euclidianas e baseadas em teoria da
informacao para realizar a ligacao entre os clusters auxiliares. Em todas elas, pode-
se perceber a ponderacao das distancias entre as médias pelo inverso das matrizes
de covariancia de cada conjunto. Este foi o fato que possibilitou a invariancia das
métricas.

Em particular uma das métricas constituiu outra contribuicao importante deste
trabalho sendo esta desenvolvida e proposta neste trabalho. A divergéncia proposta
aqui baseia-se na diferenca de entropia entre duas distribui¢oes de probabilidade.
Testes numéricos utilizando foram realizados utilizando-se integragao de Monte Carlo
e modelos utilizando janelas de Parzen. O ponto fundamental no desenvolvimento
da nova divergéncia foi a utilizacao da entropia de Rényi. Com esta o calculo
da diferenca de entropias pode ser feito baseando-se no conceito de negentropia
e calculado analiticamente. A obtencao da expressao analitica para o calculo
da divergéncia tornou o processo rapido e compativel com as outras divergéncias
apresentadas. A prova quanto a invariancia a transformacoes lineares da nova
divergéncia também foi apresentada. O conceito de negentropia foi utilizado para que
fosse possivel medir a divergéncias entre duas gaussianas e seu modelo equivalente de
apenas uma gaussiana. Neste modelo sao contabilizadas as probabilidades a prior:
de cada conjunto a ser comparado. Isto constituiu um diferencial muito importante
na nova métrica proposta.

Foram realizados testes para analisar o comportamento do método em situagoes
diferentes. Em geral, as divergéncias de Kullback-Leibler, Mahalanobis e
Bhattacharyya se comportam de maneira semelhante. A divergéncia proposta por

este trabalho, a divergéncia de Rényi, apresenta propriedades interessantes quanto
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a separabilidade dos clusters auxiliares. Os testes possibilitaram uma comparacao
entre o comportamento das métricas nas situagoes apresentadas.

Os resultados mostrados ainda no capitulo 4 mostram que o método desenvolvido
consegue classificar dados distribuidos de maneira complexa no espaco dos atributos.
A utilizacao de divergéncias invariantes a transformacoes lineares como métrica para
ligacao dos clusters auxiliares conseguiu recuperar a forma espacial de cada classe,
agrupando corretamente os dados. O modelo gerado por misturas de gaussianas
é facilmente calculado e constitui um modelo simples, porém representativo do
conjunto analisado. Os resultados para conjuntos com a presenca de ruido mostram
a capacidade de separacao do método proposto, separando os dados das classes
e gerando uma outra classe que contem apenas o ruido presente nos dados. Esta
separacao so é possivel, como mostrado, com a utilizacao da nova métrica proposta, a
divergéncia de Rényi. Nos demais conjuntos artificialmente gerados, o erro cometido
foi de menos de 1% em todos os casos.

Foram analisados dois casos de conjuntos de dados reais: o conjunto (notas) e
(iris). Para o conjunto (notas) o erro cometido foi de apenas 0.5% em uma das
classes. Ja o conjunto (iris) apresentou um erro de mais de 50% em uma das
classes, mesmo acertando 100% nas demais. Isto se deve a existéncia de duas classes
muito préximas. Isto mostra que o método proposto deve ser aplicado quando
existam classes separadas espacialmente, mesmo que esta separagao seja complexa
e entrelacada.

Ao final, foram selecionadas trés aplicagoes que utilizaram o método proposto
neste trabalho. A primeira consistiu de uma aplicagao na area de materiais, visando
classificar regioes de amostras de minerais. A segunda consiste de um novo método
de segmentacao automética de imagens baseado em texturas. A ultima consiste em
uma aplicacao do método em uma area aparentemente nao-relacionada a clustering
que é a vetorizagao e reconstrucao 3D de imagens e objetos. Estas aplicagoes
mostram o potencial o método para atuar em areas bem distintas. Na ané&lise
de materiais, o método se mostrou adequado para atuar como uma ferramenta
de auxilio, sendo o especialista responsavel pela rotulacao final dos elementos.

A técnica de segmentagao apresentada se mostrou robusta e, em alguns casos,
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inferindo automaticamente sobre o niimero de texturas presentes. A aplicacao de
vetorizacao e reconstrucao utilizou o conceito de ligacao dos clusters auxiliares para
gerar vetores e arestas em aplicagoes de computacao grafica. Nao se encontrou na
literatura, aplicagoes de algoritmos de clusters sendo utilizados como ferramentas

de vetorizacao e reconstrugao, o que torna esta mais uma contribuicao do trabalho.

5.1 Perspectivas

O método de clustering apresentado e desenvolvido neste trabalho pode ser
utilizado em qualquer problema de agrupamento e modelamento de dados se estes
estiverem devidamente separados. Muitas areas do conhecimento e tecnologia
necessitam de uma ferramenta de clustering, como mineracao de dados, analise de
dados geologicos, clima, mercado financeiro, etc...

As ferramentas utilizadas para o desenvolvimento deste trabalho sao ferramentas
classicas de teoria da informacdo. Algumas abordagens inteligentes podem ser
utilizadas para melhorar o método proposto. A etapa de quantizacao vetorial
pode ser melhorada com a utilizacao de ferramentas de quantizacao vetorial mais
eficientes. Heuristicas para encontrar o nimero de clusters auxiliares ou o limiar
podem ser propostas baseadas na minimizacao de um funcional. A determinacao
de um funcional que reflita a qualidade das ligacoes constitui a maior contribuicao
que pode ser agregada ao trabalho. Algoritmos de minimizacao como algoritmos
genéticos ou até mesmo métodos classicos como método do gradiente poderiam ser
utilizados para encontrar a matriz de ligacao ideal, ou selecionar o melhor limiar.

Uma outra perspectiva para este trabalho seria a anélise de entropias de Rényi
de ordem mais elevada. Esta abordagem aumentaria a complexidade da expressao
da divergéncia, porém poderia proporcionar uma medida com caracteristicas de
agrupamento mais adequadas. Nesta linha, uma outra possibilidade seria a utilizacao
de entropias diferentes como a entropia de Tsallis. O calculo da negentropia que
se baseia nestas medidas de entropia poderia também ser alterado, utilizando-se
aproximacoes para os momentos de alta ordem da distribuicao, simplificando assim

a expressao fina da divergéncia.
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Por fim, poderia-se realizar um estudo para determinar heuristicas para a escolha
do ntimero de clusters auxiliares que depende-se apenas do conjunto de dados inicial.
Técnicas baseadas nas estimativas das matrizes de covariancia poderiam ser testadas.
Testes estatisticos poderiam ser utilizados para se chegar em um ntmero 6timo de

clusters iniciais.



Apéndice A

Aplicacoes

A.1 Introducao

Neste apéndice serao descritas algumas aplicacoes do método proposto neste
trabalho. Estas aplicacoes ilustram a utilidade do método e sua aplicabilidade.
Como exemplo serao mostradas trés aplicacoes reais em problemas de trés areas

diferentes.

A.2 Analise de dados de microscopia eletronica

A primeira das aplicagoes consiste em utilizar o método proposto neste trabalho
para classificar dados de minerais provenientes de microscopia eletronica [26].
Conforme descrito no capitulo 3, os dados a serem classificados sao obtidos através
de microscopia eletronica de amostras de um tipo de mineral. Estes minerais sao
formados por atomos e moléculas que se agrupam em substincias que compoem
o material do mineral. Os dados da microscopia consistem das concentragoes dos
atomos analisados em diversos pontos do material. Com isto forma-se um conjunto
de N pontos, cada um extraido de um local diferente da amostra de mineral. Cada
ponto possui dimensao D correspondendo ao niimero de atomos analisados, sendo
que cada dimensao corresponde & uma concentragao de um dos dtomos analisados.
Cada classe correspondera a uma possivel substancia do material analisado.

Os dados utilizados para esta aplicagao foram extraidas de amostras de cimento

160
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Tabela A.1: Tabela de dados das amostras utilizadas nesta aplicacao

Conjunto | D | N,
NEO1 10| 2
NEO02 13| 2
NEO3 8| 3
NE04 712

utilizadas em um trabalho recente na area de materiais [67]. Diversas amostras
de diferentes tipos de cimento foram utilizados. Para cada amostra de material o
método proposto neste trabalho foi aplicado e a classificacao foi realizada.

Os dados originais sao disponibilizados em forma de uma matriz onde cada
elemento corresponde a um local no espago onde foi realizada a medida. Para cada
atomo temos uma matriz de concentragoes. A Figura A.1 mostra 2 matrizes, uma
correspondendo a concentracao de aluminio e a outra de s6dio em um dos materiais

analisados.

"

(a) Concentracao de Al (b) Concentracao de Na

Figura A.1: Exemplo de imagens de concentragoes de dois 4tomos de uma mesma
amostra

As amostras foram nomeadas e organizadas como mostra a tabela A.1. A coluna
D corresponde a dimensao dos dados, ou seja, quantos atomos foram analisados.
Todos os exemplos rodaram com 20 clusters auxiliares e o ntimero de classes foi
escolhido pelo usuario. A coluna N, mostra a quantidade de classes utilizadas. A
divergéncia utilizada para todos os casos foi a divergéncia de Rényi. Os parametros
para a etapa de quantizagao vetorial foram os mesmos para todas as situacoes
analisadas neste trabalho.

Uma analise inicial foi realizada em cada conjunto utilizando anéalise de
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componentes principais (PCA). Verificou-se que em todos os conjuntos, existe uma
dimensao que nao possui variancia significativa. Esta dimensao foi descartada e
os dados utilizados no algoritmo foram resultado da descorrelacao dos conjuntos
originais descartando-se a dimensao de menor variancia. Desta forma os dados
efetivamente apresentados ao método possuiram dimensao D — 1.

As Figuras A.2 a A.5 mostram os resultados obtidos. A imagens apresentadas
no inicio de cada figura correspondem a uma imagem de espectro visivel do
material na area de coleta dos dados. O gréfico apresentado em cada resultado
corresponde ao grafico do ntimero de classes em fungao do limiar. A segunda
imagem apresentada corresponde a uma imagem montada a partir dos dados
descorrelacionados utilizando-se como componentes RGB os 3 planos de maior
variancia. Por fim, a ultima imagem corresponde a imagem classificada. As duas
primeiras imagens apresentadas em cada resultado (espectro visivel e imagem das
componentes de maior variancia) nao fazem parte do processo e servem apenas para
ilustracao e auxilio na escolha do limiar.

As classes segmentadas nao sao a principio associadas a nenhum material ou
substancia. O objetivo do método é apenas separar as amostras em regides que
serao posteriormente rotuladas pelo especialista. Como podemos ver nos resultados,
pequenos cristais que aparecem na imagem de espectro visivel sao separados porém
sua composicao deve ser analisada pelo especialista. O método proposto neste
trabalho atua, neste caso, como uma ferramenta de auxilio & analise dos materiais.

O numero de classes neste caso foi escolhido pelo usuario que decidiu baseado
nas informagoes do grafico do nimero de classes e da imagem com as principais
componentes. Em alguns casos, o niimero de classes mais estavel nao proporciona
uma visualizacao das substancias presentes e o usuario pode decidir visualizar a

segmentacao com mais ou menos classes.
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(a) Imagem de espectro visivel

(¢) Imagem dos planos de maior
variancia

101\\_\_’
0
100 0.5 1 1.5

(b) Numero de classes em fungao
do limiar

2

d) Imagem classificada

Figura A.2: Resultado para o conjunto NEO1

(a) Imagem de espectro visivel

(¢) Imagem dos planos de maior
variancia

10’ d\_\_\—’

0
1% 1 2 3 4
(b) Namero de classes em funcao
do limiar

d) Imagem classificada

Figura A.3: Resultado para o conjunto NE02
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(a) Imagem de espectro visivel

(¢) Imagem dos planos de maior
variancia

10’ \H\
0
105 02 04 06

(b) Numero de classes em fungao
do limiar

~

0.8

d) Imagem classificada

Figura A.4: Resultado para o conjunto NE03

(a) Imagem de espectro visivel

(¢) Imagem dos planos de maior
variancia

10°

10'
10°
0 02 04 06 08

(b) Namero de classes em fun¢ao
do limiar

1

d) Imagem classificada

Figura A.5: Resultado para o conjunto NE0O4

A.3 Segmentacao de imagens

164

Nesta aplicagao, o método foi utilizado para realizar a segmentacao de imagens.

Como ja comentado no capitulo 3, o método de segmentacao consiste em gerar um

conjunto de dados baseado nos valores dos pixeis presentes na imagem e depois
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agrupa-los em classes que representarao as texturas presentes na imagem.

O conjunto gerado consistiu de N pontos extraidos da imagem. Cada ponto
consiste de um vetor de trés dimensoes correspondendo as médias dos valores R, G e
B dos pixeis contidos em uma janela n x n. A Figura A.6 ilustra como sao extraidos

os pontos em uma imagem.

X={200, 50, 80}

uR=200 uG=50 uB=80

Figura A.6: Extracao dos dados de uma imagem para formar o conjunto a ser
agrupado.

Cada ponto do conjunto é formado como ilustra a figura. Um pixel é escolhido
aleatoriamente na imagem e em torno do mesmo, uma janela de n X n pixeis é
definida. O dado que faré parte do conjunto é formado pelas médias dos pixeis das
componente R, G e B dentro da janela. Desta maneira, a primeira coordenada dos
dados que formam o conjunto é a média da componente R, a segunda da componente
G e a terceira da componente B. A Figura A.7 ilustra uma imagem e o conjunto
formado a partir desta com N = 4000 e n = 9.

O resultado da segmentacao utilizando o algoritmo para esta imagem é mostrado
na Figura A.8. Foram utilizados N, = 20 e os parametros de treinamento da rede
neural competitiva foram os mesmos utilizados em todo o trabalho. A abordagem
escolhida para agrupar os dados foi a abordagem escolhendo o numero de classes. A
divergéncia utilizada foi a divergéncia de Rényi, embora todas tenham sido testadas
e tenham produzido um resultado muito parecido.

A imagem segmentada é gerada classificando-se cada pixel da mesma como

pertencente a uma das classes geradas pelo método de clustering. Para cada pixel
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(a) Imagem original (b) Imagem na forma de dados

Figura A.7: Exemplo de imagem e um conjunto gerado correspondente

(a) Segmentagao utilizando 2 centros (b) Segmentacao utilizando 3 centros

(c) Segmentagao utilizando 4 centros

Figura A.8: Exemplo de segmentagao

na imagem, o mesmo processo de colocacao da janela e calculo das médias R, G e B
é realizado. O ponto resultante é entao classificado e sua classe é atribuida ao pixel
que lhe deu origem.

Métodos de clustering aplicados a segmentagao de imagens nao é uma abordagem

nova. Existem diversas aplicagoes na literatura que utilizam algoritmos de clustering
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para realizar a segmentacao. A técnica utilizando a média das componentes RGB
para geracao de um conjunto de dados a ser agrupado foi desenvolvida por Martins
et al. [b7, 56]. Nesta técnica, o método de clustering utilizado baseava-se em
quantizagao vetorial simples e nem sempre consegue separar bem todas as classes.

A Figura A.9 mostra o resultado utilizando este método.

Figura A.9: Resultado da segmentagao utilizando Redes Neurais competitivas
simples.

Algumas outras imagens foram testadas e os resultados das segmentacoes sao
mostrados nas Figuras A.10 e A.11. Os resultados das segmentagdes sao mostrados
nas proprias imagens utilizando bordas coloridas. Como pode-se observar, as regioes
com texturas diferentes sao separadas separadas, segmentando a imagem em regioes
contendo estas texturas. O método funciona bem para imagens com caracteristicas

bem diferentes, compreendendo de texturas artificiais a células e imagens aéreas.

Figura A.10: Resultado da segmentacao para imagem de células.
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Figura A.11: Resultado da segmentagao utilizando para uma imagem aérea
A.4 Vetorizacao e reconstrucao 3D

A ultima aplicacao a ser descrita neste apéndice consiste em realizar a vetorizacao
de imagens bi-dimensionais e a reconstrucao 3D a partir de pontos no espaco.
Conforme ja apresentado na se¢ao 3.10.3 do capitulo 3, estes problemas nao utilizam
normalmente técnicas de clustering para serem resolvidos. Entretanto, o conceito
de ligacao de clusters auxiliares utilizado neste trabalho, pode ser aproveitado para

resolver problemas tanto de vetorizagao quanto de reconstrugao 3D.

A.4.1 Vetorizacao de imagens

O processo de vetorizacao de imagens consiste em representar uma imagem
utilizando vetores para definir os contornos dos objetos nela presentes. Normalmente
uma imagem ¢é descrita por uma matriz de pixeis. Para o caso tratado neste trabalho,
consideramos uma imagem binaria, ou seja, cada pixel s6 pode assumir valores 0 ou
1. A grande desvantagem da representagdo matricial estd no fato de que esta, a
ser ampliada, produz um efeito de “serrilhamento”. Este efeito acontece porque ao
se aumentar a imagem, oque se faz na realizada é representar um pixel por varios,
formando um “pixel maior”. A Figura A.12 ilustra esse efeito.

Alguns métodos podem ser aplicados a imagem durante a sua ampliagdo como
interpolagao de pixeis, porém, esta nao é adequada para imagens binarias. Uma
imagem vetorial possui vetores ao invés de pixeis para formar os contornos dos

objetos. Por serem vetores, estes podem ser escalonados a vontade sem que ocorra o
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Figura A.12: Resultado da ampliagdo de uma imagem binaria

efeito de serrilhamento. A Figura A.13 ilustra a ampliagao de uma imagem vetorial.

d

Figura A.13: Resultado da ampliacao de uma imagem vetorial

Existem diversas técnicas classicas de vetorizacao de imagens na literatura,
algumas destas técnicas sao utilizadas inclusive em softwares tradicionais de
manipulagao de graficos como Corel Trace®.

A técnica de clustering proposta neste trabalho apresenta o conceito de ligacao
entre clusters auxiliares. Para utilizar este conceito em problemas de vetorizacao, a
imagem vai ser considerada como um conjunto de dados bi-dimensional. Cada pixel
com rotulo “1” serd um ponto do conjunto. As coordenadas (x,y) do ponto serdo
os atributos de cada ponto (dimensdo 1 serd o valor de z e a dimensdo 2 seré o
valor de y). Desta maneira, o algoritmo ira proceder a segmentacao em N, clusters
iniciais que agruparao os pixeis da imagem em pequenos clusters como mostra a
Figura A.14.

Apos este passo, um limiar é escolhido e os clusters auxiliares sao ligados. Cada
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Figura A.14: Etapa de agrupamento dos pixeis da imagem em clusters auxiliares

ligacao corresponderd a um vetor na imagem vetorizada. A Figura A.15 mostra o

resultado final.
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Figura A.15: Clusters auxiliares ligados

Neste tipo de problema, agrupamento em classes nao é utilizado. O objetivo final
sao apenas as ligacoes entre os clusters auxiliares que formarao os vetores. O limiar
escolhido tera efeito de aumentar ou diminuir a quantidade de ligagoes e promover
a conexao entre os centros dos clusters auxiliares. O ntmero de clusters auxiliares
controlaré o nivel de detalhamento da figura, poucos clusters irao gerar imagens com
poucos vetores, enquanto muitos clusters darao origem a imagens com superficies
mais detalhadas. Obviamente este niimero nao pode ser muito grande sob pena de
dificultar a etapa de quantizacao vetorial. O nimero de clusters auxiliares e o limiar
sao parametros que regulam o resultado fornecido pelo método, sendo estes a critério
do usuario.

A seguir serao mostrados alguns resultados de vetorizacao utilizando o método
proposto neste trabalho. As Figuras A.16 e A.17 mostram alguns dos resultados.

No primeiro exemplo (Figura A.16) o método é testado em uma imagem
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(a) Imagem original (b) Imagem vetorizada

Figura A.16: Resultado da vetorizagao

monocromatica simples consistindo de um desenho. O resultado ao lado é mostra a
imagem vetorizada (linhas escuras) e os centros encontrados (pontos azuis). Nesta
imagem, o desenho é representado pelo vetores, e nao mais pelos pontos acesos ou

nao de uma matriz de pixeis.
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(a) mapa original e as versoes vetorizadas (b) Imagem do mapa com as rodovias ja
das rodovias vetorizadas

Figura A.17: Resultado da vetorizagao

No segunda exemplo (Figura A.17) , utilizou-se uma imagem de mapa colorida.
Apenas as regies cinza, verde e vermelhas (correspondentes as rodovias no mapa)
foram utilizadas como entrada para o método. Em cada um uma versao vetorizada
foi encontrada. Desta maneira, o mapa pode ser ampliado sem que ocorra
serrilhamento nas rodovias processadas. Isto é bastante ttil em geo-processamento
onde dados de aparelhos de GPS sao utilizados para descrever rotas ou caminhos.

A divergéncia utilizada para estes exemplos foi a divergéncia de Mahalanobis,

porém as divergéncias de Bhattacharyya e Kullback-Leibler produzem os mesmos
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resultados. A divergéncia de Rényi nao é muito adequada para esta aplicacao. O
efeito da quantidade de pontos de uma regiao da imagem implica na faz com que as
probabilidades a prior: mudem, gerando uma quantidade de ligagao nao uniforme

em areas com muitos pontos formando por exemplo uma linha mais grossa.

A.4.2 Reconstrugao 3D

Conforme mencionado no capitulo 3 secao 3.10.4, o objetivo da reconstrucao é
representar a superficie de um objeto através de primitivas geométricas. Os dados
utilizados para realizar esta tarefa sao um conjunto de pontos na superficie do objeto.
Esta representacao auxilia na visualizacao do objeto e fornece um meio de representé-
lo computacionalmente. A Figura A.18 mostra um objeto representado com pontos
e com faces triangulares. Podemos perceber que a representagao com faces, produz
uma visualizacao melhor, além de dispor um modelo computacional mais adequado

(por exemplo para simulagoes de propriedades mecanicas, etc...).

(a) Objeto representado com pontos no (b) Objeto representado com faces
espago triangulares

Figura A.18: Representagoes de objetos utilizando pontos e faces

A tarefa de reconstruir tri-dimensionalmente um objeto a partir apenas de pontos
de sua superficie nao é trivial. A reconstrucao pode utilizar-se somente de alguns
pontos da superficie produzindo um objeto aproximado. FEstes pontos escolhidos
serdo vértices dos poligonos (em geral tridngulos) que compordo a superficie do
objeto. O primeiro problema a ser enfrentado é a escolha destes pontos. Em seguida

temos o problema da auséncia de informagcao sobre as arestas que ligam cada ponto.
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Por ultimo a informagao sobre que arestas formam cada tridngulo (ou poligono).

Podemos utilizar novamente o conceito de quantizacao vetorial e ligacao do
algoritmo de clustering proposto neste trabalho. Normalmente os problemas de
reconstrucao 3D nao utilizam métodos de clustering como ferramenta. Entretanto,
o conceito de ligacao entre os clusters auxiliares sera novamente 1til para definir um
vetor, que desta vez representara uma aresta de uma face do objeto.

O conjunto de dados utilizado para o método sera gerado de maneira semelhante
ao processo de vetorizagao de imagens. Cada pondo da superficie do objeto serd um
ponto do conjunto que desta vez seré tri-dimensional. Cada dimensao serd composta
por uma coordenada espacial do ponto (z,y, z).

Inicialmente o método realiza a quantizagao vetorial do conjunto selecionando
apenas N, dos N pontos iniciais. FEsta etapa ja consiste na primeira etapa de
reconstrugao que é selecionar um numero menor de pontos da superficie para
representar a superficie do objeto. Em seguida, define-se um limiar e realiza as
ligacoes entre os centros dos clusters auxiliares. Estas ligagoes serao as possiveis
arestas das faces. Esta corresponde a segunda etapa do processo de reconstrucao.
A udltima consiste em agrupar arestas de e 3 a 3 de maneira que estas formem os
triangulos. Esta etapa nao é realizada pelo método de clustering, porém é bastante
simples de ser executada.

Neste tipo de aplicacao, o limiar define também o ntimero de ligacoes existentes.
Este parametro pode fazer com que alguns centros nao sejam ligados e aparegam
espacos abertos na superficie. A Figura A.19 ilustra este efeito.

Como na vetorizagao de imagens, a divergéncia de Rényi nao é muito apropriada
pois proporciona regioes densas de ligagoes, fazendo com que o processo de selecao
de arestas para formagao das faces gere faces desnecessarias. A Figura A.20 ilustra

o resultado de uma reconstrucao com diferentes quantidade de clusters auxiliares®.

! Agradecimentos ao grupo “ The Stanford 3D Scanning Repository” pelo modelo cedido
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(C) dt =4.5

Figura A.19: Efeito de diferentes limiares na reconstrugao de um objeto
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(¢) N, =800 (d) N, = 1800

Figura A.20: Reconstrugao dos dados “coelho de Stanford”



Apéndice B

Deducoes

B.1 Introducao

Este apéndice tem como finalidade mostrar as dedugoes de algumas expressoes
utilizadas no trabalho que levam a resultados ja conhecidos na literatura. As
deducgoes sao realizadas apenas para efeito de ilustragdo e nao sao essenciais ao

trabalho.

B.2 Integral de uma gaussiana multivariada

Nesta secao sera desenvolvida a solucao para a integral de uma gaussiana
multivariada. Esta solucao é utilizada para o desenvolvimento da divergéncia
proposta no capitulo 3. Apos esta demonstragao, serd mostrada a solucao para
a integral gaussiana uni-dimensional, necessaria durante a solugao para a versao

multi-dimensional, que o objetivo desta secao.

B.2.0.1 Gaussiana Multivariada

Para resolver a integral

I:/.../eéytz_lydy

176
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comecamos com uma substituicao simples de varidveis. Seja K uma matriz definida

como sendo

K=x"1

Como K é uma matriz real e simétrica, esta pode ser decomposta como

K=T'AT

onde T é a matriz dos autovetores de K e A uma matriz diagonal com os auto

valores de K. Desta forma a integral torna-se

]z/.../e‘éytT_lATydy.

Seja z definido como

z="Ty.

Calculando dz obtemos [44]

dz = |T| dy

onde |T| é o determinante de T. Desta forma temos que

1:/.../6—%ZAZ\J11 dz.

Como T é formada pelos autovetores de T, temos que

3| =1

o que resulta em

I:/.../e_%ZAzdz.
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Como dito anteriormente, A é uma matriz da forma

A= diag(/\l, AQ, ey )‘n)

Desta maneira, o produto z Az pode ser escrito como um somatério. Como o
somatorio estéd no expoente, a integral entao pode ser expressa como um produtorio

de integrais unidimensionais como mostrado abaixo

o0 [e.o] [e.o]

n
/.../eéZAzdz:H/eézf)‘idz.
—o0 —00 =1
Podemos mostrar que
oo
/e_%zf)‘idz: 2
Ai
—00
o que leva a
n o0 n 2
I1 [ v -1,/2
" g by
=1_" 1=
. [enr
K]
que resulta em
I'=+/Q2m)" X

B.2.1 Integral uni-dimensional

Para resolver a integral

oo
_a?
1= e 202 dx
— 00
utilizaremos o seguinte artificio: Como trata-se de um valor positivo qualquer, vamos

escrever I como sendo v/ I? calculados nas seguintes integrais
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(o0} (o0}
z2 y2
e 22 dx [ e 202 dy.
— 00 — 00

Como as funcoes sao separaveis, podemos agrupar da seguinte maneira

o0 o0 B yz _i
I = e 2.2 ¢ 202 dydx

—00 —00

que reescrevendo fica

I = //e_ﬁ(xuy%dydx.

—00 —0O0

Agora procedemos a seguinte mudanga de varidveis

dxdy = rdrdé.

Esta mudanca corresponde ainda a integrar em todo o R?, porém em coordenadas

polares. Este procedimento resulta na seguinte integral

27 00
1= //re2c1r2r2drd9
0 0

. Deste modo, esta é facilmente calculada e resulta em

I =270
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B.3 Segundo momento para uma misturas de duas
gaussianas

No capitulo 3 mostramos que a matriz de covariancia de uma mistura de
gaussianas é dada por

Ny

S=> B[S+ (- p) (i —p)]. (B.1)

i=1
Na ocasiao, foi estabelecido que para duas gaussianas apenas, a matriz de covariancia

da mistura tornava-se

X =P 3+ P+ PPy — o) (g — 1) (B.2)

Nesta secao sera demonstrada esta proposicao. A expressao para a matriz
de covariancia para duas misturas pode ser expressa limitando-se o somatoério da
equacao B.1 a dois termos. O objetivo é mostrar que a expressao resultante pode
ser expressa como na equacao B.2 que é mais intuitiva.

A expressao para equacao B.1 para duas gaussianas é escrita como

X =P (B4 (=) (= )]+ P [Ba+ (o — p) (1 — p)'] (B.3)

onde p é a média da mistura. Expandindo-se o produto das médias obtemos

X =P [B1 4 pypi — py pt — ppl + ppt] 4 P (S 4 pyph — popt — g + ']

Y =PE+ P+ Pipypy — Popgp — Prpph 4 Poppt + Pypg py — Popy p'—

—Pyppy + Pyt
(B.4)

Substituindo a média da mistura pela expressao mostrada no capitulo 3 obtemos
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X =P5 + PySy+ Popypg — PPy pg — PrPopay gy — PP pry — PrPo g pri+
P g py + PP Py iy + PEPopg puy + PyP; puypty + Popag pry — Po Py g p —

— P popay — Py Prpuy py — P3py py + Py PRy py + Py Py py + Py Py oyl + Py pa
(B.5)

Isolando os termos comuns obtemos

S=PX +PY+ (Py— P =P+ P+ PP+
+(P?Py— PPy — PP+ PP ps + (P Py — PLPy — Py Py + P, Py puy i+

+(P\ P} + P, — Py — P5 + P3) pp
(B.6)

Rearrumando os termos com as probabilidades a prior:, chegamos a

2:P121+P222+P1(1—P1—P1+P12+P2P1)M1M3—P1P2(1—P1+1—P2)/J,1pl,t2—

—PiPy( = Pi+1+41—=Py)popy + Po(PLPy+1 — Py — Py + PJ) g i

2:P121+P222+P1(1—P1—Pl(]_—Pl—Pg))pl,lpl,tl—Pl.PQ(Q—Pl—PQ)pl,lpl,é—

—PiPy(— Pi+2—P)popi + P (Py(Py — 14 Py) +1 — Pyt
(B.7)

Como s6 ha duas gaussianas, as probabilidades a priori devem satisfazer a P+ P, =

1. Portanto, simplificando, obtemos

=P+ P+ PP pt — PPy py, — PLPapypuy + PPy, (B.S)

que fatorando resulta em

Y= PiXi 4 Py + PP (g — po) (g — o) (B.9)
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B.4 Entropia de Rényi para uma VA gaussiana

Nesta secao serd demonstrado o calculo da entropia de Rényi para uma VA
gaussiana com média g e matriz de covariancia 3.
A entropia de Rényi de uma VA X com densidade de probabilidade p(x) é dada

pela equacao a seguir

11—«

1 o0 o
H, = log /~-~/p(:1:)ada: (B.10)

Para a VA gaussiana em questao a expressao torna-se

l—«o

1 [e's} [e's] o N
H, = log // <ke-%(m—u) z 1(ac—u)) dx (B.11)

onde k é a constante de normalizacao da distribuicao e vale

S S (B.12)

Jen? =)

Realizando uma substitui¢ao de variaveis simples como

y=x—p (B.13)
obtemos o seguinte
1 _a tgfl
H, = log | k* [ -+ [ e”2¥ % ¥dy | . (B.14)
11—«
Fazendo
Y =aX,, (B.15)

e substituindo, obtemos
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o0 [e.o]

]_ @t -1
Ha = log k’a / o e / e - Ey (QEQ) ydy

1l -«

]_ a _ 1 tz—l
H, = log | k£ o [ e 2¥ e Ydy

-«

Resolvendo a integral (como mostrado na se¢ao B.2) obtemos

1
Ho = ——log (ka (2m)” \Eq\)

—

1 N D __
Hy = ——log (k Ve a D\z\)

—

Substituindo o valor de k na expressao, temos

| JenPar |z

H, = log

e (enPm)

=3
2

que simplificando leva a

1 1(1-a)
H, = log (Va—D <(27T)D |E\) )
«
1 1

———[-Dlog(a) + (1 — ) Dlog (27) + (1 — «) log (|X])]

“T 21«

onde finalmente temos

2 l—«o

H, = E [—DIOg () + Dlog (2) +log(]2\)} .

Para o caso da entropia quadratica (a = 2), obtemos a seguinte expressao

Hy = 5 [Dlog (47) +log (1Z))].

que ja foi mostrada no capitulo 2.

183

(B.16)

(B.17)

(B.18)

(B.19)

(B.20)

(B.21)

(B.22)

Para o caso onde @ = 1, devemos obter a medida da entropia que corresponde a

entropia de Shannon, como citado no capitulo 2. Calculando o limite
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H, = lim B (—Dli’g_(z) + Dlog (27) +1og(\2]))] : (B.23)

que leva a

1 1
H = [—D lim ;’g (), Diog (27) + Tog (\2|)} , (B.24)
a— — X
obtemos, resolvendo o limite
1
H, = = [D+ Dlog (27) + log (|X])], (B.25)

2

que de fato é a entropia de Shannon para uma VA gaussiana.

B.5 Segundo momento de uma gaussiana
multivariada

Nesta secao sera demonstrado o que o segundo momento central de uma gaussiana
multivariada corresponde a sua matriz de covariancia. Este resultado embora
trivial, possui uma demonstracao que ajuda a compreender algumas propriedades
de integrais de gaussianas multivariadas. Isto é particularmente 1til no calculo das
divergéncias apresentadas neste trabalho.

O segundo momento de uma VA Y com distribui¢ao p(y) é uma matriz C definida
por

o0 oo

CZ_/ _/ (y—n) (y—p) ply)dy (B.26)

Para uma VA com distribui¢ao gaussiana (média p e matriz de covariancia X),

a expressao torna-se

o0 [e.o]

C= / / (y— ) (y—p) ke 20w 37 Wmqy (B.27)

onde k é a constante de normalizacao da distribuicao.
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Fazendo

A=x""
(B.28)
T=Y— M
e substituindo na integral temos
C=k / / wx'e 2 A%, (B.29)

Utilizando o mesmo artificio usado na secao B.2 realizamos a seguinte

substituicao de variaveis

z=Tx
(B.30)
de = |J| dz

onde T é a matriz dos autovetores da matriz A e A uma matriz diagonal com os

autovetores de A. J é a matriz Jacobiano de z, que, como |T| = 1, esta também

serd. Isto nos leva a seguinte integral

C:k/.../lethe‘%ztAz\J\ dz. (B.31)

Rearanjando os temos na integral obtemos

C=kT /.../zzteézmzdz T. (B.32)

Podemos mostrar que a matriz resultante da integral

B:/.../zzte%zmzdz (B.33)

possui as seguintes caracteristicas

by =0, Vi (B.34)

Como a matriz A é diagonal, os elementos da diagonal de B podem ser calculados
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como sendo

oo oo L i)\‘Z2>
biiZ/.../Zfe 2<71 " dzidzs...dz,.

Separando as integrais obtemos

b — .
43 ; ‘A‘
(%) x
R Cl
(2 )\Z ‘A_’ .
Sendo
1

A="1 - =X
—))\ i

7

Obtemos, para a matriz B a expressao

B = /2m)" [2] diag(N,, Xy, ., No).

Substituindo na expressao B.33 obtemos

C=kT 'BT

C = T ' diag(\;, Xy, .., X)) T.

186

(B.35)

(B.36)

(B.37)

(B.38)

(B.39)

(B.40)

(B.41)

(B.42)

De fato, os autovalores que formam a matriz diagonal da equacao anterior sao

os autovalores de . Como T é a matriz dos autovetores de X, a matriz C' torna-se

portanto
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Cc=1x. (B.43)
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