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Resumo

Neste trabalho enfatizamos resultados de estabilidade das solugoes estacionarias, exis-
téncia de solucoes periddicas e bifurcacoes para sistema presa-predador com resposta fun-
cional de Holling tipo II e refiigio na presa. Consideramos o modelo predador-presa com
funcao de resposta de Holling tipo III para analise dos mesmos resultados. Algumas sim-
ulacoes numéricas sao obtidas dos sistemas com forcamento peridédico para a existéncia de
comportamento cadtico. No estudo da difusao mostramos o comportamento assintotica
das solugoes constantes, existéncia e nao-existéncia de solugao positiva nao-constante do
modelo predador-presa com refiigio na presa e condicao de fronteira homogénea de Neu-

mann, usando o método do grau topoldgico.

Palavras-chave: Modelo predador-presa, Localmente/globalmente assintoticamente

estavel, comportamento cadtico, bifurcacao de Hopf, equilibrio positivo nao-constante.
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Abstract

In this paper we emphasized results of stability of the solutions steady-state, existence
of periodic solutions and bifurcations for system prey-predator with Holling type II func-
tional response and refuge in the prey. We considered the predator-prey model with
Holling type III response function for analysis of even results. Some numeric simulations
are obtained of the systems with periodic forcing for the existence of chaotic behavior. In
the study of the diffusion we showed the behavior asymptotic of the constant solutions,
existence and non-existence of non-constant positive solution of the model predator-prey
with refuge in the prey and homogeneous Neumann boundary condition, using the topo-

logical degree method.

Keywords: Prey-predator model, Locally/globally asymptotically stable, Behavior

chaotic, Hopf bifurcation, non-constant positive steady-state.
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Introducao

Este trabalho aborda solugoes de problemas envolvendo equacoes diferenciais or-

dinarias e parciais. As questoes que envolvem a existéncia de solucao sao prescrita nos

resultados preliminares da seguinte equacao:

dx

a f(x).

Uma extencao do problema acima com difusao tém a seguinte forma:

u — Au = f(u), em (0,00) x €,

@ =0, sobre 0f).
v

Considerando f(u) = u(l — u) esta funcdo descreve a dindmica da equagao logistica.

Este modelo descreve o crescimento de bactérias e o termo de difusido relaciona o fluxo

da espécie em meios menos concentrados para meios mais concentrados em um ambiente

fechado.

Os problemas da natureza envolvem processos fisicos, quimicos, biolégicos, ecolégicos,

economicos, dentre outros, que podem ser modelados por sistemas de equagcoes diferenciais

ordinarias e parciais.

Nosso interesse concentrara em problemas da ecologia matemaética, com as seguinte

equacoes:
d
— = ah(x) — yola)
dy
— =y(—d
Y~ y(—d+ (@)



Estamos interessados em solugoes de equilibrio (estaciondria) dos sistemas (1)-(2), isto é,
d de  dy

uando — = —

b dt ~ dt

de equilibrio é efetuada. A busca de solucao para este modelo é feita para = > 0, y > 0,

=0ewu —Au = v, — Av = 0. A andlise de estabilidade dos pontos

isto é, o plano Ri. Usando resultados de existéncia de solucao periddica, mostramos a
existéncia de ciclo limite no sistema (1) com resposta funcional de Holling tipo II. Além
mx

a+x’
quando incorpora-se um refigio constante na densidade da presa, sendo m € [0,1). A

disso, discutimos o sistema (1) com resposta funcional de Holling do tipo II, ¢(x) =

quantidade (1 —m)z avalia o quanto da densidade da presa esta disponivel ao predador.
Na andlise assintética dos pontos estacionarios, verificamos a condicao de existéncia de
um par de autovalores imaginarios, condicao que garante a existéncia da bifurcacao de
Hopf. Estes resultados sdo vistos no artigo de Kar [18].

Na situacao em que p(z) = condideramos a existéncia de equilibrios. Estu-

x
2 + CL’2
damos propriedades de estabilidade e instabilidade dos pontos de equilibrios e a existéncia
de ciclo limite para o sistema (1). Descremos a natureza local e global dos pontos de
equilibrios existentes em IR2 [2].
Discutimos a estabilidade de solugao positiva constante para o sistema de equagao
diferencial parcial associado de equagao diferencial ordinéria (1) com difusdo. O modelo
presa-predador estudado aqui considera o ambiente espacialmente homogéneo, o refugio

na densidade da presa e a resposta funcional de Holling II. Assim, o sistema (2) ganha a

seguinte forma:

u Smuv
(i)
i w=au K 1+ amu
cfmuv
v —Av=—rv+ ——— em (0,00) x €,
1+ amu
0 0
571: — 871: =0 sobre (0,00) x 0,

As solugoes constantes analisadas deste problema parabdlico sao descritas no artigo
[19]. As solugoes de equilibrio por sua vez sao solugoes do problema eliptico associado.
Mas, uma questao levantada é a existéncia e nao-existéncia de solugoes positivas nao-

constantes do sistema eliptico seguinte que depende da constante m € (0, 1]:



_Au:au<1_U> _ fmw

K 1+ amu
cBmuv

—Av=—rv+ ——-F em (0,00) x Q,
1+ amu

ou  Ou

— = = Q.

% = 90 0 sobre (0,00) x 0

Recentemente muitos problemas de dinamica de populagao, isto é, modelos de in-
teracao presa-predador, sao investigados com respeito ao efeito impulsivo, em que faz-se
uso da teoria impulsiva de equacoes diferenciais para obter resultados como comporta-
mento assintotico das solugoes de equilibrio, bifurcacoes de Hopf, solugoes periddicas,
etc. Sobre isto podemos citar [16, 33, 36, 37]. Outros interesses sobre equagoes com
"time-delay” ou retardo(tempo pré-fixado) tém sido fontes de pesquisas em sistemas presa-
predador com respeito a andlise da estabilidade das solugoes de equilibrio [29, 32] e, em
estado inicial, a classe de problemas de equagoes diferenciais impulsivas com retardo pode
ser citado [17]. Temos ainda problemas de reagao-difusao de interagoes de espécies com
tempo fixado ndo-local [34] e "time-delay”infinito [1, 35]. Em Yan [15] destaca-se a estabi-
lidade e a bifurcacao de Hopf para sistemas presa-predador retardado com efeito difusivo.

Outros problemas estudados por [8] sdo problemas a derivadas parciais, cujas formas

sao:

u + Liu = f(t,x,u,v) em (0,00) x €,
vy 4+ Lov = g(t, z,u,v) em (0,00) X €, (3)
u(0,2) = ug(x), v(0,) = vo(z) em €,
u(t,z) = v(t,x) = 0 sobre [0, 00) x OS2,

sendo ) um dominio limitado de IR*, n > 1 com fronteira 02 suficientemente regular, wug

e vy fungoes de reagao e Ly , k = 1,2 operadores elipticos de segunda ordem da segunte

forma:
Ly = i a¥(z) ” —i—ib’-“(x) 0 + ()
‘ ij—=1 K axzé)x] i—1 ! ﬁxz ’
sendo afj, b; e ¢ funcoes suficientemente regulares sobre €.

As solugoes estaciondrias do sistema (4.3) sdo motivos de estudo por Fernandez [8] que

também analisa problemas difusivos lineares com condi¢ao de Dirichlet da seguinte forma:

Liu= f(x,u,v) em Q,
Lov = g(z,u,v) em €, (4)
u=1v =0 sobre 0f).
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Em Murray [21] temos o sistema estacionario de Lotka-Volterra, isto é,

Liu = u(A — a(z)u £ b(x)v) em £,

Lov =v(p —d(z)v £ c(x)u) em €, (5)

u=wv =0 sobre 0f),
sendo a, b, ¢, d fungoes sobre Q suficientemente regulares e satisfazendo a(x) > 0, d(z) > 0
paraz € Qeb>0ec>0em Q, e A\, u € R u(x) e v(x) as densidades populacionais
das espécies e Q2 o ”habitat”de ambas. As fungdes a(z) e d(z) descrevem o controle de
crescimento através do mecanismo de competicao intra-especifica de cada espécie.

Ferndndez [8] destaca soluges chamadas de estados de coexisténcia, cujas componentes
sao nao-negativas e nao triviais. As respostas sobre a existéncia e nao existéncia de estados
de coexisténcia fazem uso de métodos da Analise Funcional nao linear, como sub-super-
solugao e seus métodos iterativos associados e a teoria do grau topoldgico em indice de
pontos fixos.

Este trabalho é dividido em quatro capitulos: no Capitulo 1 serao apresentados os
teoremas gerais sobre existéncia, unicidade e intervalos maximais de solucoes de sistemas
equacoes diferenciais lineares, quasi-lineares e nao-lineares. Além disto, serao apresenta-
dos resultados sobre estabilidade dos pontos de equilibrio, existéncias de ciclo limite e da
bifurcacao de Hopf das referidas equacgoes; no Capitulo 2, serao estudades duas classes de
problemas particulares: (a) modelo presa-predador com resposta funcional de Holling tipo
IT e refigio na presa [18]; (b) modelo presa-predador com resposta funcional de Holling
tipo III [18]; no Capitulo 3 serao feitas as andlises dos modelos predador-presa descritos
no capitulo 2, com intuito de caracterizar o comportamento cadtico dos modelos com
o efeito sazonal através de simulagoes numéricas; finalmente, no capitulo 4 destacamos
um caso particular do modelo predador-presa de (2), com resposta funcional de Holling
tipo II e refuigio constante, cujos resultados mostram a existéncia de atrator global, a pro-
priedade de pesisténcia para solugoes, a estabilidade de solugoes nao-negativas constantes,
a existéncia da bifurcagao de Hopf e a existéncia e a nao existéncia de solugoes positivas
constantes do problema eliptico associado uma uma gama de parametros m, que contro-

lam a incorporacao de reftigio no modelo, usando a Teoria do Grau de Leray-Schauder
[19].



Capitulo 1

Preliminares

Neste capitulo serao enunciados resultados que, posteriormente, serao utilizados na
obtencao das solugoes estacionarias e de seu comportamento assintotico, incluindo teo-
remas de existéncia e teoremas tipo Gronwall e uma breve introducao aos sistemas de
Equagoes Diferenciais Ordinarias (EDO) linear e nao-linear no sentido da estabilidade
local dos pontos fixos. Por fim, serao enunciados resultados da Teoria do Grau Topoldgico

de Leray-Schauder para existéncia de solucao de equilibrio nao-constante.

1.1 Pontos fixos assintoticamente estaveis

1.1.1 Solucgoes maximas de sistemas de equacoes diferenciais

Consideraremos €2 C IR" aberto e simplesmente conexo e f : 2 — IR' uma aplicacao de
classe C''. Apresentaremos nesta subsecao as condicoes de estabilidade dos pontos fixos

de sistemas de equagoes diferenciais ordinarias da forma

¥ = f(z). (1.1)

Seja J um intervalo aberto. Uma solugao do sistema (1.1) é uma funcao diferencidvel
¢ :J —  tal que para todo t € J, ¢'(t) = f(p(t)).

No instante ty em que comecamos a observar uma solugao, teremos que x, é valor
assumido por ela. Chamamos o par ordenado (ty,zo) € J x IR tal que p(tg) = zo de
condicao inicial.

A seguir enunciaremos o Lema da Contragao.

Lema 1.1 (Lema da Contragao.) Sejam (X, d) um espagco métrico completo e F : X — X
uma contragao, isto €, d(F(x), F(y)) < Kd(z,y), 0 < K < 1. Eziste um tnico ponto fixo

5



p, por F, isto é, F(p) = p. Mais ainda, p é um atrator de F, isto é, F"(x) — p quando
n — oo, para todo x € X. F™(x) é definido por F(F"!(z)).

Demonstracao. ver [14].

Teorema 1.1 Sejam 2 C IR' um dominio, f : Q — IR' uma funcao C* e x¢ € Q. Entdo

existe uma unica solugdo ¢ do sistema (1.1), satisfazendo a condi¢ao inicial p(ty) = xo.

Demonstragao. Vamos denotar por |- | o médulo em R e por || - || a norma usual de
IR (zg). Seja B.(z9) = {z € Q; ||z — x]| < r} a bola fechada de centro em z; e raio
r, tal que B,(x¢) C Q. Para todo = € B,(x¢), temos | f(z)|]] < M, pois uma fungao
continua em um compacto é limitada. Além disso, como f é C! ela é Lipschtz continua
e existe K > 0 tal que ||f(z) — f(y)|| < K|z — y||, para todo z,y € B,(xy). Con-
sideremos o intervalo I,u,) = {t € IR |t — to| < a} com a = min{r/M,1/K} e seja
C(1a(ty) Br(70)) 0 espaco de funcoes continuas I,(ty) — By(xo), que é completo com a

métrica d(py, @2) = sup o1 (t) — @a(t) |-
tely

Para cada ¢ € C'(I,(to), B-(70)), seja

ﬂw@=m+£ﬂﬂm¢

Como

1)) = ol = | [ Fets)ds

temos F'(¢)(t) esta na bola B,(zg) quando t € I,(ty). Assim F(C(I,(to), Br(x0))) C
C(La(to), Br(x0)).
Além disso, se ¢ é solugao do sistema (1.1) com ¢(ty) = xo entdo ¢'(t) = f(p(t)) e

t
< [ 1) lds < Mt~ to] < Ma <
to

pelo Teorema Fundamental do Calculo,

p(t) =0+ [ Flp(s))ds = Flp(t)

Reciprocamente, se ¢ é tal que p(t) = F(p(t)) entdo ¢(tg) = zo e, derivando em
relagdo a t, teremos ¢'(t) = f(p(t)). Assim, uma solucao do sistema (1.1) corresponde a
um ponto fixo da aplicagao F.

Afirmamos que para n suficientemente grande, F™ é uma contra¢ao. Para mostrarmos
este resultado, consideremos qualquer par o1, o € C(I,(ty), Br(x0)). Temos que

17)(0) ~ P 0l < K0 g, )



com t € I,(tg). Verificaremos este fato por indu¢ao em n. Se n = 1 temos que

1700 = Pl < [ 1a(s) = Fea(sDlds < [ Kllals) = oals) s

t
= Kd(@la 902)d3 < K’t - tO‘ d((pla 902)

to

Suponhamos que nossa desigualdade seja valida para r. Mostraremos que vale para

r + 1. De fato,

" (1 (1) = F™ (a0l = I F(F" (1)) = F(F"(02)) ()] <

t t
| [ 15 a0 = £ sl ds| < | [ KIF(o1()) = F(eals)) 1 ds]| <
0 0
tK"(tg —s)" K+t ¢
| [0 2 o gy = o) | [t — oyas] =
to T! 7"! to
Kr+1 ’ _ (tO _ t)r—i—l‘ KTJ'_l’t _ to‘r—l—l
d = d
sendo uma desigualdade vélida pela hipotese de indugao.
Portanto,
n " KTL n
d(F (901)7 F (@2)) S n! d(gpb @2)
. Knran . , , . ad (OéK)n
e para n suficientemente grande —1— < 1, pois este ¢ o termo geral da série Z T
' n!

n=1
convergindo, portanto, a zero. Assim, F™ é uma contracao. Entao, pelo lema 1.1 existe
um tnico ponto ¢ fixo por F'. De fato, seja ¢ o ponto fixo atrator de F™ dado pelo Lema

da Contracao, isto é,

F™ (1)) — ¢ quando n — oo, para toda ¢ € C(I,(to), B(xg)).
Observemos que se ¢ € C (I, B.(29)), entdo F" — ¢. Como também F"(F(¢)) — ¢,
j& que F(¢) € C(La(to), B,(29)). Logo

o= lim F'(F() = lim F*(5) = F ( Jim F"(0)) = ()

n—oo n—oo n—oo

pois F' é continua.
Assim, como existe uma tnica ¢ tal que F/(¢) = ¢, temos que a solugao procurada do

sistema (1.1) satisfaz

F(po(t) =@t) =20+ | flo(s))ds



[
A funcao ¢ é continua e diferencidvel, pois é solugao do sistema de equacgoes diferen-

clais.

Definigao 1.1 Chama-se solu¢do mazima do sistema (1.1) a toda solugdo ¢ definida num
intervalo I, denominado intervalo mdzimo de p, tal que ¥ é uma outra solu¢cao em um
intervalo J com J 2 I e p = V|;, entao I = J. Em outras palavras, ¢ é mdrima se nao

admite nenhuma extensao que também seja solucao.
Observemos que se a solugao local é tinica, entao a solugao maxima também ¢ tinica.

Lema 1.2 Seja f continua num dominio Q de IR'. Se o(t) é uma solu¢do mdzima unica
de (1.1) definida em (wy,w_) entdo a aplicagcdo ¢(t) tende a fronteira 02 quando t — w

out — w_.

1.2 Estabilidade de pontos fixos

Definigao 1.2 Seja ¢ uma solugao do sistema (1.1). Se p(t) = xq, para todo t temos que

xo € ponto fixo do sistema (1.1).
Lema 1.3 Seja xg € IR', x¢ € ponto fizo do sistema (1.1), se e somente se, f(xg) = 0.

Definigao 1.3 Um ponto fizo x¢ do sistema (1.1) com x € Q, € estdvel quando para toda
vizinhan¢a U de xq eziste uma vizinhan¢a Uy C U de xy tal que toda solu¢ao p(t) com

©(0) € Uy estd definida, sendo que ¢(t) estd em U para todo t > 0.

Definicao 1.4 O ponto fixo € assintoticamente estdvel se existe uma vizinhanca Uy que

pode ser escolhida de tal maneira que além das propriedades acima, o tlim o(t) = xo.

s

Defini¢ao 1.5 Um ponto fizo isolado x* do sistema de equacao diferencial & = f(x) €
dito globalmente assintoticamente estdvel se é estdvel e se a solugao ¢(t;ty, xo) satisfaz

ligrn o(t;to, z9) = x* para todo ponto inicial xg.

t—



1.3 Sistemas Lineares

Suponhamos f(z) = Az, sendo A é uma matriz real de ordem n. Entdo a origem
0 € IR* é um ponto fixo de 2’ = Ax e toda solucao é da forma ¢(t) = ¢4z, definida para
todo t € IR Observemos que a solugao satisfazendo a uma determinada condicao inicial
¢ unica uma vez que toda aplicagao linear f(x) = Az é continua e derivavel em IR", com
derivada continua.

Consideremos dois sistemas lineares 2’ = Ax e ' = Bz e suponhamos que seja de
nosso interesse compara-los. Uma pergunta natural seria: qual a estrutura relevante a
ser comparada? Podemos dizer que sao as solugoes dos sistemas. Assim, gostariamos que
qualquer nocao de equivaléncia preservasse, de alguma forma, as solugoes. Para fazermos
uma comparacao deste tipo, contaremos com a ajuda das conjugagoes, que apresentamos

abaixo.

Definigao 1.6 Sejam ' = Az ex’ = Bx dois sistemas lineares e o(t, x) = eAx, ¥(t, x) =

e!Bx as respectivas solucoes. Os sistemas sao ditos conjugados se existe uma bijecdo

h:IR"— IR', chamada de conjugacdo, tal que para todot € IR e x € IR" tem-se
hg(t, ) = ¢(t, h(z)).

Se h for um isomorfismo linear (transformagao linear bijetiva) ou um homeomorfismo
(bijecdo continua cuja inversa também é continua) dizemos que 2’ = Az e / = Bz sao

linearmente conjugados ou topologicamente conjugados, respectivamente.

Definicao 1.7 Duas matrizes A e B, sdo similares se existe uma matriz C inversivel tal

que A= C™1BC, ou seja, CA = BC.

Lema 1.4 As sequintes afirmacdes sao equivalentes:

(1) 0 € ponto fizo assintoticamente estqvel de ' = Ax.

(ii) Todos os autovalores de A tém parte real negativa.

(iii) Ezistem p e K > 1 tais que ||z < Ke #||z|| para todo x € R et > 0.

(iv) O sistema z' = Az € topologicamente conjugado a x' = —zx.



Figura 1.1: Diagrama de estabilidade do sistema 2’ = Az. (a) espriral estavel, (b) espiral
instavel, (c) centro, (d) né estavel, (e) né instavel, (f) ponto de sela.

1.4 Sistemas quase-lineares

Consideremos o sistema quase-linear

¥ = Az + g(z), (1.2)
sendo A uma matriz real de ordem n, g uma fungao C*, com ¢(0) = ¢'(0) = 0 e g(z) =
O(||z[]), o que representa ljr%ﬁ —

T— x

O lema a seguir é um resultado importante para sistemas do tipo (1.2).

Lema 1.5 (Desigualdade de Gronwall ver [25]) Sejam u,v fung¢des continuas nao nega-

tivas em [a,b] tais que a > 0, satisfazem a
¢
u(t) < « +/ v(s)u(s)ds, t € [a,b)].

Entao,
t

v(s)ds.

u(t) < ae/a

Em particular, se a =0, entao u = 0.
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Teorema 1.2 Consideremos o sistema quase linear
o= Az + g(x), x € W,

sendo 0, = {z € RY; ||z|| < b}, A uma matriz de ordem n cujos autovalores tém parte

real negativa, g C* e g(x) = O(||z|). Entdao a solugio nula é assintoticamente estdvel.

Demonstracao. Observemos que o fato de g ser C! garante que o sistema quase-linear tem
solucao tnica em todo ponto.
Segue do lema 1.4 que existem p > 0 e K > 1 tais que ||| < Ke ™, Vt < 0.

Pela continuidade g, existe d; > 0 para qual ||z|| < d; implica ||g(z)|| < #z||=|. Dado

61

|z|| < 0 = %, seja ¢(t) a solugao de 2’ = Az + g(z) em €25, com p(0) = e intervalo

maximal (w_,w, ). Sabemos que

t
plt) =z + [ eI (p(s))ds,

para todo t € (w_,w;). Como |p(t)| < 61 Vi, isto implica, para t > 0,

t
le()1 < lle || +/0 le®= g ((s))ds,

ou seja,
t
le®)ll < Ke™|z| +K/0 e |g (o (s))lds,

donde

Bt
el < Kllall+ 5 [ evo(s)ds.
Aplicando a desigualdade de Gronwall (1.5), onde u(t) = e*||p(t)||, « = K|z| e
v(s) = & temos [yv(s)ds = & e

elo()] < Kllzfle?", t > 0.

Portanto, ||¢(t)| < d1e2?, t > 0. Afirmamos que wy = co. Se ndo, terfamos pelo
Lema (1.5)
(51 = lim ||g0(t)|| < (51677MwJr < 51,
t—>w+

o que é absurdo. Portanto, w, = oo e é imediato concluir que a solucao nula é assintoti-

camente estavel a partir da desigualdade
u
le@)]l < dre2?, se [lp(0)] <.

11



1.5 O caso geral

Agora, seja f : R — IR', com f C'. A estabilidade dos pontos de equilibrios segue
sem perda de generalidade considerando zy ponto de equilibrio para f o que por uma
translacao x — xq serd ponto de equilibrio. Suponhamos assim, 2o = 0, e f de classe C*,

com f(0) = 0 ent@o para uma vizinhanga U de 0 teremos

f(x) = Jfo(x) +g(x), Vo € U,
em que J f() representa a matriz jacobiana. Como f(z) é C' segue que g é:
(i) de classe C*;
(i) O([l=).
Da expansao em série de Taylor de f em x,

1
f(x+m0) = f(xo) + ijf(o)(l") + g(z).

Note que do fato de O(]|z||), e g(0)=g’(0)=0, resulta

gx) .. g(x)—g(0)

lim 222 = lim 2227 — 4'(0) = 0.
T R R P T I AL

Portanto, a linearizacao nos informa que a estabilidade do problema nao-linear pode ser

feito via andlise dos autovalores do problema linearizado.

1.6 Estabilidade Segundo Liapunov

Definigao 1.8 Sejam f : Q — IR" um campo de vetores no aberto Q C IR', xg € E um
ponto de equilibrio de f eV : U — IR uma funcdo continua numa vizinhangca U C IR" de

xo. Dizemos que U € uma fungcao de Liapunov para f em xy se
(i) V(xo) =0, com V(x) >0 para cada x € V — xq e

(ii) V(o(t1,x)) > V(op(te,x)) para quaisquer x € ), t1,ts € R, tais que t; < ty e ¢(t1,x),
¢(t2,$> eU.

Teorema 1.3 (Teorema de Liapunov) Seja x¢ um ponto de equilibrio de um campo
vetores f : @ — IR" de classe C' no aberto 2 C IR". Se existe uma funcdo de Liapunov

para f em xq, entao xo € um ponto de equilibrio estdvel de f.

12



Demonstragao. ver [5].

Teorema 1.4 (Teorema de Lyapunov) Seja xy um ponto de equilibrio de um campo
vetores f : E — IR" de classe C' no aberto Q C IR*. Se existe uma fungdo de Liapunov

estrita para f em xy, entao xg € um ponto de equilibrio estavel de f.

Demonstracao. ver [5].

Enuciaremos o Teorema do Hartman-Grobman, que nos garante por uma analise linear
simples, a possibilidade de determinar a estabilidade da pontos fixos do sistema nao-linear
(1.1), e, portanto, para determinar a comportamento assintético das solugoes do sistema
nao-linear basta analisar o campo linear D f(x), isto é, analisar os autovalores com parte

real negativa do campo linear.

Teorema 1.5 (Grobman-Hartman) Seja xog € E um ponto de equilibrio do campo de
vetores f :  — IR" de classe C definido no aberto E C IR*. Se xzy € uma singularidade

hiperbdlica, entao f em xy € localmente topologicamente conjugado ao campo linear D f,, :

R*" — IR" em 0.

Demonstracao. ver [14]

1.7 Solucoes Periddicas

Nesta secao declaramos alguns dos critério de existéncia e nao-existéncia de solucao

periédica (ciclo limite) de um sistema no plano da seguinte forma:

= f(x,y),

/

y = g(z,y).

Desta forma enunciamos os seguintes resultados:

Definicao 1.9 Seja f um campo C' definido num aberto Q C IR'. Dizemos que uma
orbita periodica w de ) € um ciclo limite se existir uma visinhaca U de w tal que w € a

unica orbita fechada que intercepta U.

Teorema 1.6 (Poincaré-Bendixson ver [25]) Se para t > 0 a trajetoria (x(t),y(t)) do
sistema (1.83) € limitada no plano-zy e ndo se aprorima de um estado de equilibrio, entdo
a tragetoria (x(t),y(t)) € fechada ou se aprozima de uma trajetéria fechada quando t — oo

(ciclo limite).
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Teorema 1.7 (Critério de Dulac ver [25]). Seja (B(x,y) continuamente diferencidvel

numa regidgo simplesmente coneza D C IR? e suponha que

o(Bf) | 9(8y)
ox + oy

seja estritamente positivo ou estritamente negativo em D. Entdo nao existe trajetorias

fechadas em D.

Definigao 1.10 Seja f um campo C! definido num aberto Q C IR'. Dizemos que uma
orbita periodica w de ) € um ciclo limate se existir uma visinhaga U de w tal que w € a

unica orbita fechada que intercepta U.

Estabelecemos as condigoes existentes no Teorema de Poincaré-Bendixson 1.6 para ex-
istencia de ciclo limite para sistemas planares. Mas, uma questao que surge ¢ o nimero
exato de ciclos limites de sistemas ou classes de sistemas dependente de parametros. Desta
forma, recaimos em um resultado classico sobre unicidade de ciclo limite para sistemas da

forma:
¥ = y—F(x)
y = —g(2) (1.4)

Sendo F(z) = /x f(&)d¢ e G(x) = /;r g(&)dé. O teorema a seguir estabelece condigdes
0 0

sobre a singularidade do sistema (1.4).

Teorema 1.8 (Teorema de Zhang Zhifen[25]) Suponhamos quea < 0 < b, F, g € C'(a,b),
xg(x) > 0 para x # 0, G(z) — 0 quando x — a se a = —o0 e G(x) — oo quando x — b se
b= o0, f(x)/g(x) é mondtona crescente sobre (a,0)N(0,b) e nao é constante em nenhuma
vizinhan¢a de x = 0, seque-se que o sistema (1.4) tem, no mdzimo, um ciclo limite na

regiao a < x < b, e este existe e € estdvel.

Do Teorema de Zhang 1.8 podemos supor que f, g sao continuamente diferencidavel numa

regidao R. Entao, o sistema de Lienard (1.4), satisfara as condigoes abaixo:
(C) 29(x) > 0 se 3 # 0 com G(z) = £ g(€)dé;
(C2) % é crescente para (—o0,0), (0,+00), e % # 0 em uma vizinhanca da origem.

Entao, o sistemas de Lienard tem, no maximo, um ciclo limite. Além disso, quando existe

tal ciclo limite ele sera estavel.
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1.8 O Grau Topoldgico de Leray-Schauder

Apresetaremos, aqui, a funcao grau, que nos informa sobre a existéncia, unicidade ou
multiplicidade de solugao para equagoes da forma ¢(x) = b, onde X é um espaco de
Banach real, ¢ € C(2,X), Q C X é aberto e limitado, e b é um ponto dado de X.
Denotaremos esta func¢ao por deg. Ela associa a cada tripla (¢, €2,b), um nimero inteiro,
deg(p, €2, b), que é o grau de ¢ com respeito a 2 e a b. Definimos o grau em duas situagoes.
A primeira contemplando as perturbacoes de dimensao finita da identidade, e a segunda,
abragendo as perturbacoes compactas da identidade, que é, de fato, a definicao do grau

de Leray-Schauder.

Definicao 1.11 Seja T : Q) — X.

(1) Dizemos que T é um operador de posto finito se T'(2)estd contido num subespago de

dimensao finita de X ;

(ii) chamamos ® =1—T :Q — X perturbagio de dimensdo finita da identidade quando

T € um operador de posto finito.

Definigao 1.12 Sejam b € XP(00) e F' um subespago de dimensdo finita de X contendo

T(Q) Ub. Definimos,
deg(®, €2, ) := deg(P gy, ).

Definig¢ao 1.13 Seja T: Q — X.

(i) Dizemos que T é um operador compacto se é continuo sobre Q0 e se T(Q2) é relativa-

mente compacto, ou seja, T(Q)é compacto;

(ii) chamamos ® =1 —T : Q — X uma perturbacio compacta da identidade quando T

¢ um operador compacto.

Lema 1.6 Sejam T : Q — X wum operador compacto, ® = I — T wuma perturbacao

compacta da identidade e b € X\P(0N). Entdao,
(i) @ € uma aplicagao fechada, isto é, a imagem por ® de um fechado é um fechado,

(ii) ® ¢ uma aplicacao propria, isto €, a imagem inversa por ® de um compacto é um

compacto;
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(iii) Seja r = dist(b,®(02)) > 0. Emiste T, : Q@ — X wuma aplicacao de posto finito tal
que ||T =T, <r/2.

Definigao 1.14 Seja r = deg(b, ®(0Q) > 0, tomemos ®, = I —T,, onde T, : Q —
X € uma aplicagao de posto finito tal que ||®, — ®|| = ||T. — T|| < r/2. Notemos que
dist(b, ®,(08)) > r/2 > 0. Definimos entao,

deg(®,Q,0) := deg(P,,Q,b).

Propriedades Fundamentais do Grau

Exibimos, agora, algumas propriedades gerais do grau, que sao utilizadas. Sejam X
um espaco de Banach, 2 C X aberto e limitado, T : 2 — X uma aplicacdo compacta,
® = | — T uma pertubagdo compacta da identidade e b € X\®(92). Consideremos o
espago dos operadores compactos T : Q — X, denotado por K(£2, X), munido com a
norma do supremo, ||T|| = sup{| T(z) |: = € Q}.

(a) Continuidade do Grau por Varia¢ao do Operador 7. Existe uma vizinhanca U de

T no espaco dos operadores compactos K (£, X) tal que para todo S € U temos que,
b (I—S)00) e deg(I —S,0,b) = deg(P,Q,b).
b Invariancia do grau por Homotopia Compactas. Seja H € C(Q x [0, 1], X) dada por,
H(z,t) =2 — S(z,t),

onde S : Q x [0,1] — X é compacta. Se b ¢ H(9 x [0,1]) entao deg(H(.,t),,b) é
constante para todo t € [0, 1].
¢ O grau é constante nas componentes conexas de X\®(9€2). Se b e b estdo na mesma

componente conexa de X\ ®(0), entao
deg(p, Q,b) = deg(p, 2, b).

d Aditividade. Se € = Q; U s, onde §2q, {25 sao subconjuntos de §2 aberto, limitados
disjuntos e b ¢ ®(052;), (i = 1,2). Entao,

deg(®,9,b) = deg(®, 21, b) + deg(®, 0s,b)
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Capitulo 2

Solucoes estacionarias para sistemas
de EDO

Neste capitulo discutimos a estabilidade local das solugoes de equilibrio de dois pro-
blemas de equacoes diferenciais ordinérias, enfatizando, particularmente, a existéncia de

ciclo limite e da bifurcacao de Hopf.

2.1 Sistema presa-predador com resposta funcional
de Holling tipo 11

Estamos interessados em sistemas presa-predador que descrevem o recurso (presa)
disponi-vel a espécie consumidora (predador). O primeiro modelo abordado neste trabalho
¢ um sistema de equacoes diferenciais que expressa interacgoes tréficas do tipo presa-

predador e ¢é definido por:

= oh(e) ~ yela),
) (2.1)
= y(=7+ (),

sendo x a densidade da presa, y a densidade do predador, v um parametro que mede
a taxa de mortalidade do predador, h(z) uma fungao de crescimento da presa que ge-
neraliza o modelo malthusiano, ¢(x) a fungao de interacao tréfica do predador e d(x) a
resposta funcional do predador em relagdo a presa. A fungao tréfica d(x) pode ser subs-
tituida frequentemente por cp(x), sendo ¢ uma taxa de conversao que denota o nimero

de predadores recém-nascidos para cada presa capturada.
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1
No trabalho consideramos o modelo presa-predador com ¢(x) = . fw = —d(x) e
ar ¢

h(z) = « (1 — i), que corresponde ao modelo logistico. Neste modelo, — é a densidade
a

da presa necessdaria para atingir a metade da taxa de crescimento, — é o niimero maximo
a

da presa que pode ser comida pelo predador por unidade de tempo, « é a taxa intrinseca

de crescimento da presa e k é a sua capacidade de carga [18].

Obtemos as seguintes equagoes:

dr (1_fc>_ By
a k 1l4+ax|’

(2.2)
dy cBx
dt =yl 1—|—aac]'
Considerando que a presa se refugia a uma taxa m € [0, 1], a fungao tréfica fica sendo
() = =M d figi istema (2.2), t
= . Incorporando efiigio no sistema (2. em-se:
o(x [ —— ncorporando um refligio no sistem , tem
dx ( x) B(1—m)y
—=z|a|ll—-—)— ,
dt k 1+a(l—m)x
dy cB(1 —m)x 2.3
dt 1+a(l—m)x
Com m € [0,1].

2.1.1 Estabilidade local dos pontos fixos

No trabalho iremos fazer uso do sistema de equagoes (2.3) e iniciaremos pela deter-
minacao de seus pontos estacionarios ou de equilibrio, ou seja, as solugoes constantes que
dy

: dx .
satisfazem T 0. Elas sao dadas por:

(i) o equilibrio trivial: FPy(0,0);
(ii) o equilibrio semitrivial na auséncia do predador: P;(k,0);

iii) o equilibrio interior: Py(x*,y*), sendo:
(iii) y

k(cB — ya)(l —m) —
o g = ¢ |MeBmya)l —m) —y

(B —~a)(1—m) k| (8 —va)1—m)P
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Para Py(x*,y*) satisfazer a condigao de positividade é necessério que z* > 0 e y* > 0.

Logo, teremos as seguintes condicoes:

e —ay>0 (2.4)

y

Para facilitar os calculos faremos uso dos seguintes parametros adimensionais: £ = ?
c
1
eod= e Assim, as coordenadas de P, ficam sendo:
a
= - y Yy ==
a(l—=&)(1—m) Bl A=8A—=m)

Notar que a condigao de positividade para y* fica sendo:

0
0§m<1—7§.

1=¢

X

2.1.2 Limitacao do sistema

Nesta subsecao iremos mostrar que as solugoes do sistema (2.3) s@o limitadas em IRi :

Teorema 2.1 Todas as solugoes do sistema (2.3) que iniciam em ]Ri sao uniformemente

limitadas.

~ : . 1 . .
Demonstracgao. Consideremos a funcao w = x + —y. Derivando em relagao a t, obtemos:
c

C1+a(l—m)z Y 1+a(l—m)x

Chv_w@_ﬂf)_v
at k)Y

Somando-se yw na equagao anterior, obtemos:

o a e ©

dw dx ldy . (1 B i) B(1 —m)zy 0l B(1 —m)zy

Y

resultando em:

dw n x? N ~
— w o= ar—a— w— =
< (a+7v)z— %:cQ.

19



k
As raizes do polinomio f(z) = (a+7v)x — %22 sio: x1=0exy=—(a+7). Como o coefi-
a

k

ciente do termo de segundo grau é negativo, f(x) atinge seu maximo em &4, = o ; T2 _
k

2—(04 + 7). Desta forma f(z) = (a+v)x — %xQ <max f(x) = f(Tmaex) = 4—(’y + ).
a o

Logo, para todo v > 0:

dw b < k (7 + )’
— w < — @)’
dt = viteY K
k 2
Definindo y = W, obtemos a limitacao:
«
dw n <
— w
dt ’y — u’
em ]Ri

Usando resultados concernentes com a Teoria de Inequagdes Diferenciais [12] obtemos:

0 <w(z,y) <=(1—e") +w(x0),y(0))e "

2=

Fazendo t — oo, obtemos 0 < w < (u/7). Assim, todas as solugoes do sistema (2.3) que
iniciam em R? sdo limitadas na regiao B, sendo B, = {(z,y) € R? : w = Ete e>0}
]

2.1.3 Comportamento dinadmico

Nesta subsec¢ao discutiremos as propriedades de estabilidade dos pontos de equilibrio
P07 P1 € PQ.

A matriz jacobiana do sistema (2.3) é

a<1_2w)_ B —m)y _ B —mz
oy = k (a(1 —m)x +1)2 a(l—m)x+1

. ¢B(l—m)y (cf—va) (1 —m)z—~
(a(l —m)x + 1)? a(l—m)x+1

A matriz jacobiana do sistema sobre o ponto de equilibrio Py(0,0) é determinado por

a 0
JPO::<O —’}/).

Os seus autovalores dados por: A\; = a e Ay = —v. Como estes auto-valores apresentam

sinais contrarios, segue-se que Fy(0,0) é ponto de sela.
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A matriz jacobiana para P;(k,0) é determinada por

Y —B(1 —m)k Y B (1-m)
1+a(l—m)k ad+(1—m)
Iy = _
o (B-a)(—mk—~ 0 AL =OL=m) =08

14+ a(l—m)k d+(1—m)

1-4(1— -0

(1=80=m) 5. Comom <1———,
d+ (1 —m) 1-¢

condigao exigida para a positividade de y*, segue-se que P;(k,0) é ponto de sela.

Os autovalores da matriz sao —a e ¢

Como ambos P(0,0) e P;(k,0) sao pontos de sela, de acordo com Teorema 3.1 de [13],

o sistema é persistente.

A jacobiana de P, é determinada por

sendo
L n K —a-m) -y
X=ail k(cf —~a)(1 —m) keB(1 —m) ] ’
y=-21
L alk(eB—1a)(1 —m)—5]

kB(1 —m)

Assim, a equacdo caracteristica de Jp, é A\ — A\Tr(Jp,) + det(Jp,) = 0, isto &,
A2 — XA+YZ =0. A soma das raizes é igual a X e o produto das raizes é igual a Y Z, o
qual é sempre positivo(em virtude da condi¢ao(2.5)). Isto nos diz que os autovalores tém
mesmos sinais, e para que eles sejam negativos, Tr(.Jp,) deve ser negativo. Portanto, a

estabilidade do sistema em P, fica garantida pela condicao:

B 2y k(B —rya)1—m) —~
k(cB —va)(1 —m) keB(1 —m)

21
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Ou seja, que:

gl s
m>1-— — : 2.6
k(cB —n~a)  ka(cf —va) 28)
Em termos das reparametrizacoes £ e § teremos:
o(1 —
P,
(1= —m) a
Jp2 = s
call-9(1-m-b
1—m
14+¢ I : . ,
sendo m > 1 — m, a condicao que torna P, localmente assintoticamente estavel.
gl cf
Agorasem < 1— ,oumesmom < 1— , 08 auto-

k(cB—~a)  ka(c —a)

valores tornam-se complexos, condi¢do para o sistema apresentar solugoes periddicas (ci-

clos limites) na vizinhanga de P». Em outras palavras, o sistema entra em bifurcacao de

Hopf.

2.1.4 Existéncia de ciclo limite

Em problemas bidimensionais, o Teorema de Poincaré-Bendixson 1.6 ¢ muito utilizado

para provar a existéncia de ciclos limites. No entanto, usaremos um resultado aplicado

ao sistema de Gause que é um modelo presa-predador que generaliza o modelo cléssico de

Lokta-Volterra [20].

Para isto, consideremos o sistema (2.3) na forma:

W rg(e) o), 2(0) >0
Wyl + a(a)], 9(0)> 0

Teorema 2.2 (ver [20]) Suponha que no sistema(2.7) vale a condi¢ao:

"(z ) — xg(x P(z)
Il zg'(z) + g(z) g()p(x) iy
dx —y +q(x) -

22
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com 0 <z <k ex # a* sendo x um ponto estaciondrio. Entdo o sistema (2.7) tem

exatamente um ciclo limite que é globalmente e assintoticamente estdvel com respeito ao

congunto {(z,y) |z > 0,y > 0} \ {(z*,y*)}.

cB(1 —m)x

li-
l+a(l—m)x ¢ apt

Definindo g(r) = a (1 — :z:>7 p(x) = pl = m)a , q(x) =

k 1+a(l —m)x
cando o teorema acima, obtemos o seguinte teorema:

gl cf

. - (B —~a)  ka(cB —a) . ) .
atamente um ciclo limite que € globalmente e assintoticamente estdvel com respeito ao

Teorema 2.3 Sem <1 — ’ entdo o sistema (2.3) possui ex-

sequinte conjunto {(z,y)|z > 0,y > 0} \ {(z*,y%)}.

Demonstragao. Isto sera equivalente a provar

d x(_z)—i_&(l_i) —a(l—i) 1—|—a(11—m)x

_ <0
dx s (1 —m)x -
Ty a(l —m)x
ou
1
x| 2x+ —k
a(l —m)
- > O’
dx x—A -
g , .
onde A = . Isto é equivalente a provar
(= m)(ch —ay)
1
Caim)
(z— A2+ A “2 T _ x| >0
ou
1
kE—
a(l —m)
>
5 > A
isto é,
1
L —
a(l —m) S ol
2 (1 =m)(cf —ay)
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g cf

mste k(cB —~a)  ka(cB —ya)

a igualdade acontece se e somente se
_ gl s
m=1-— — .
k(cB —~a)  ka(cf —ya)
Isto completa a prova. [ |

Combinando todos este resultados, temos o seguinte teorema:

Teorema 2.4 Se ¢ > av, entdo as limitagoes em m para a existéncia e estabilidade do

ponto de equilibrio positivo sao

g cf g
1— — <m<l— —~——,
k(cB —~a)  ka(cf —ya) k(cp — va)
e existe ciclo limite globalmente estdvel quando
~
m<1l————.
— k(ef—a)

2.2 Sistema presa-predador com resposta funcional
de Holling tipo III

Consideramos agora o modelo presa-predador de duas espécies em que a presa € li-
nearmente dependente de sua densidade, bem como a resposta funcional do predador de

Holling tipo III. Este modelo pode ser descrito pelas seguintes equacoes diferenciais:

dx b ar?y
— = ar—br*— —"=—
dt (% + 22’
dy kox?y
= — 7 2.

sendo = a biomassa da presa, y a biomassa do predador; a, b, ¢, «, (3, k sao constantes
positivas que sao interpretadas biologicamente; a é a taxa intrinseca de crescimento na-
tural para presa x e ¢ é a taxa de mortalidade do predador. Além disso, para a obtencao

do ponto de equilibrio de (2.8), a relacao ka — ¢ > 0 deverd ser satisfeita.
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O modelo bioldgico (2.8) tem sua importancia, podendo a resposta funcional de Holling
do tipo III ser frequentemente (sendo usualmente) encontrada em predadores invertebra-
dos. Na referéncia [10] a teoria da bifurcagao de Hopf foi usada para determinar a diregao,
a estabilidade periodica sob condigoes especiais de pequena amplitude dos parametros
para um sistema presa-predador que incorpora competicao intraespecifica nas presas e
uma resposta funcional bastante geral, especialmente para Holling IT ou III.

O modelo

dx

d
;E:xH@wﬁzgzyB@w% (2.9)

¢ conhecido como o modelo de Kolmogorov. O resultado principal de [3], mostra as
condicoes satisfeitas para a estabilidade global do ponto de equilibrio Z > 07 > 0 de
(2.9) o que de forma geral pode ser encontrada em [4] onde as condigoes suficientes para

a estabilidade global de equilibrio N; > 0, Ny > 0 do modelo de Lotka-Volterra

2
@+Z%M]@:m) (2.10)
j=1

estao previstas.

Observe que o modelo (2.8) é um caso particular de (2.9). Assim, temos:

axy koa?

Fl(l',y) :a—bx—m e FQ([E,?J):—C"— m

A condigao de estabilidade no sistema (2.9)

0F; OF,
— <0 — <0
Ox ¢ oy ’

falha no modelo (2.8). Com efeito:

on _ @ =0)y
or (a2 + 52)2
OF,

y

sao nao-negativa definida para x > 0, y > 0. Assim, aplicaremos uma mudanca de
varidavel no modelo (2.8) para obter condigdes suficientes para a estabilidade global e

provar a exiténcia e unicidade do ciclo limite.
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2.2.1 A analise dos pontos de equilibrio

Considerando as seguintes mudancas de variavéis

C _ _é o
r =0T y=—yJelka =)y,

_9 o
g — cT” + ka Cdf,
clka —¢)

()

e reescrevendo T, ¥, t como z,y,t, obtemos outra forma para o sistema (2.8):

d
ditc = z (Ao + Az + A2x2A3x3> — 23y = 2¢1(z,y),
dy
o = u(=1+2) = yon(r,y), (2.11)
sendo
b
A= w0 a4, =B 4
c c \ka—c
a b3 c
Ay = >0, A3 = — < 0.
" ka—c s ka—c\ ka—c
dx dy . , (. -
Fazendo a =0e a = 0, resulta que o sistema (2.11) contém no maximo trés pontos

de equilibrio na regiao x > 0, y > O:

P1(070)7 PQ(:E-HO)a € P3(]-7y*)7

sendo
= A+ A+ A —i—A—L a— bl ¢ (2.12)
oo ST ° 7 e(ka — ) ka — ¢ '
e
A
ka —c

a Unica raiz real da equacao algébrica de terceira ordem com coeficientes reais:

Asa® + Asz®? + Az + Ay = 0. (2.14)
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, - . .. ko —c .
As outras duas raizes sdo imagindrias puras dadas por: + 1.
1

O valor de x, afeta o nimero de pontos de equilibrio na regiao x > 0, y > 0 e a suas

propriedade. Os dois casos x; <1 e x; > 1 sao discutidos como segue:

(a) Se x4 < 1, entdo a < b3, /%. Portanto, y* < 0 conforme (2.12). Consequente-
a—c

mente, o sistema (2.11) vai possuir somente dois pontos de equilibrio na regiao =z > 0,

y > 0 a saber: os pontos P;(0,0) e Py(xy,0).

(b) Se z =1, entao y* = 0 e os Unicos pontos de equilibrio sao P;(0,0) e P»(1,0), que

correspondem aos pontos criticos do problema linearizado (2.11).

(¢) Se xy > 1, entdo y* > 0 de acordo com (2.15). Consequentemente, o sistema
(2.11) contém trés pontos de equilibrio na regiao = > 0, y > 0, a saber: os pontos P;(0,0),

PQ(C(]+,O) € Pg(l,y*)

2.2.2 Comportamento dinamico

Nesta secao apresentaremos as propriedades de estabilidade dos pontos de equilibrio

Py, Pye P;. Calculando a matriz jacobiana do sistema temos:

Ag +2A 7 + 3A52% + 4A323 — 322y —28
J(x,y) =
2y —1 + 22

A matriz jacobiana do sistema sobre o ponto de equilibrio P;(0,0) é determinado por

(A 0
e (5,

Os seus autovalores dados por: Ay e —1. Como estes auto-valores apresentam sinais

contrérios, segue-se que P;(0,0) é ponto de sela.

Agora, a matriz jacobiana para Py(z,,0) é determinada por

A3 A2
—Ao—fé _22

JP2 =
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A matriz jacobiana para S(1,y*) é determinada por

AO —+ 2A1 + 3142 + 4A3 — By* —1
Jp3 =
2y* 0

Observe que a matriz sobre P3 tém a forma:

X Y
Jp2 =
Z 0
Sendo

X:Ag—Al—QAo, Y =-1 and Z:2(A0+A1+A2+A3>

Quando o determinante det(Jp,) = 2y* > 0 segue que o produto dos autovalores A\ Ay >
0. Observe que o traco TrJp, < 0 na condigao assumida ka < 2c. Por esta razao

X:A3—2AQ—A1<0,iStOé,

2a b 2 — k
2B et <o

c c\Vka—c| ka—c

Portanto, P3 ¢ localmente assintoticamente estavel.

O ponto P3(1,y*) pode ser classificado como os dois casos que s@o discutidos:

(A) Se Ay + A3 > 0 e 243+ Ay — Ag < 0, o ponto Ps(1,y*) é um foco estavel ou né
estavel(quando 243+ As — Ag = 0, o ponto P3(1,y*) é um centro do problema linearizado
de (2.11)). Ps(1,y*) é globalmente estavel ou um no estével na regiao z > 0, y > 0 pelo
Teorema 2.6 e Teorema 2.7.

(B) Se 2A3 + Ay — Ap > 0 (entao As + 243 > 0), o ponto P3(1,y*) é um foco estével
ou instavel, em torno do qual a existéncia e unicidade do ciclo limite sao provadas através

do Teorema 2.8 e Teorema 2.9.

2.2.3 Estabilidade global do ponto de equilibrio nao-trivial

Conveniéntemente, considere
QE{r>0,y>0}, Q2{zx>0, y>0},

Segue que Q° consiste em quatros zonas, no méximo, determinado por sinais de ¢ (x, y)
e ¢o(z,y) do sistema (2.11)

Sdo elas:
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¥ I ¥
4=0 d=0 x=1
e, III
m
- ¥, e
0 x 1 x 0 1 x

Figura 2.1: Regioes da solucao

I={(z.9): ¢ <0, g2 <0}, 112 {(x,y): ¢ >0, ¢ <0},
IITE {(z,y): ¢1 <0, ¢o>0}, IVE{(z,9): ¢ >0, ¢ > 0},

Teorema 2.5 Se Ay + Az < 0, toda trajetéria iniciada de (xq,v0) em Q° tende para o
ponto de equilibrio Py(xy,0), consequentemente o ponto de equilibrio nao-trivial Py serd

globalmente estdvel em Q.

Demonstracao. Se A; + A3z < 0, nao existe ponto de equilibrio nao-trivial para o sistema
(2.11) em Q exceto P(z4,0) e P5(0,0). As diregoes das trajetérias no 1° quadrante Q°
do plano (z,y) do sistema (2.11) sdo mostrados na figura 2.1.

Toda trajetéria, originada de (g, yo) na zona I ou II podem virar para P, ou cruzar
com a linha reta ¢o(x,y) = 0, isto é, linha x = 1, quando o tempo for suficientemente
grande. Nao existe qualquer outro ponto de equilibrio sobre a linha reta ¢;(z,y) = 0. E
evidente que a trajetéria que cruza ¢o(z,y) = 0 tem que se aproximar finalmente a P, a
medida que o tempo tende para o infinito.

Para completar nossa prova, temos de provar que cada trajetéria, a partir de (xq, yo)
na zona III deve cruzar com ¢y(x,y) = 0 e entrar na zona 1.

Assumindo o contrério, segue que a trajetéria (x(t), y(t)) a partir de (xg, yo) na zona
III permanece na zona III, e desloca com linha reta x = 1, quando o tempo cresce, nao

importando quao longo seja, obtemos a inequagao

dy 9
— = -1
i y(x ) >0

Consequentemente y(t) > yo para t € [0, +00). Entao,
max{¢(z,y) : y(t) <yo e x> 1}
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¢ negativo, por isso, existe um niumero positivo ki tal que
¢1(z,y) < —ky para todo t >0 (2.15)

e desde que ao longo da trajetoria (z(t),y(t))

doo dx 5
892 9™ 9
Temos
¢2(z,y) = 1* — 1 < ko para todo t > 0 (2.16)
Onde

ko = ¢o(z0,y0) = 25— 1> 0

Agora vamos considerar a funcao v(z,y) = 2™y, aqui m = kg /k; > 0. Desde que ao longo

da trajetéria (x(t),y(t)) originando na zona III com ¢; < 0, ¢ > 0

dv . dy dy
e m wJ m>2J _ .m <
o =ma" Ty + ik y[mer + ¢o] <0

de forma que,
™y = C = x5y (para todo t > 0),

isto é,

y(t) < C/x™(t) para todo t > 0.

A afirmacao segue imediatamente a partir da andlise feita anteriormente. Se pode ser
declarado como segue: A trajetéria (x(t),y(t)) para todo ¢ > 0 continua a ser a regiao
com fronteiras, que consiste em duas linhas retas x = 1, y = 3o e uma curva y = C'/z™.
Se Ay + A3 < 0, nao existe ponto de equilibrio nesta regiao. Obviamente, essa afirmacao é
absurda do Teorema de Poincaré-Bendixson. Esta contradicao leva a seguinte conclusao:
toda trajetéria (x(t),y(t)) originada da zona III devem interceptar a linha reta x = 1,

entrando na zona I, e finalmente aproxima-se do ponto de equilibrio Ps(x,,0) quando

t — +00. Isto completa a prova.

Teorema 2.6 Se Ay+ A3 >0 e 243+ Ay — Ay <0, entao o ponto de equilibrio Ps(1,y*)
do sistema (2.11) é um nd estdvel ou foco, e nao existe nenhuma curva fechada em torno

de Pg(l,y*)
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Demonstragao. Neste caso, temos que P3 é localmente assintoticamente estavel. Da prova
segue que nao existe ciclo limite para o sistema (2.11). Consideremos a fungao de Dulac

B(x,y) = 27 2y""!, aqui 7 é uma constante satisfatéria especificada depois. Definimos:

[I>

d(x¢1B) n O(yp.B)
ox dy

= ZU_QyT_l[QAg[ES + (As + T):B2 — (Ao +1)]

A g e
= 7%y ()

temos de mostrar essa possibilidade que podemos sempre escolher uma constante adequada
r com que ¢(z, ) é negativa definida para x > 0. O denominado negativa definida significa
a equacao ¢(z,r) = 0. ja que possui uma constante escolhida r ou qualquer real positivo
x.

Vamos comecar com a discursao das hipdteses, existem duas possibilidades para 243 +
Ay — Ay <O0:

(1) Se Ay — Ay < 0, e desde que Az < 0, consequentemente 243 + As — Ay < 0

mantém-se. Neste caso, se escolhermos r = —A,, temos
(b(SC, 7“)’7,:7142 = 21431'3 — (AO — Ag) <0

para x > 0.
(2) Se Ay + 2A;3 < Ag < Ay, consequentemente 243 < Ay — A; < 0. Notando que

O (z,1) = 2x(3A30 + 2(Az + 1))

O (x,r) =120 A30 + 2(Ay + 1)

podemos escolher uma constante adequada r que sera posteriormente especificada,

r+ A : .
para o qual — 2>0e ¢(x,r) atinge seu valor de minino —(r + Ag) para x =0, e o
.. . r+ As . ,
seu valor de méaximo, igual a zero, para xr = TTaA isto é,
3
Jmax o(wr) = @)l a4,
r+A2>0 = 3A3
T+ AQ 3
= (2714%)—(7"4‘142)"‘142—140:0
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Facamos uma escolha tal que r+ A seja uma raiz positiva da equagao algébrica de terceira

ordem

2

g(r + Ap) (r+ Ay +p(r+Ay) +¢=0 (2.17)

sendo p = —27A3 < 0, ¢ = 27TA3(A5 — Ap) > 0. O ntimero

A= (f + gi = 24721431[(142 — Ao)? — 443
é chamado o discrimimante de (2.17). Se 243 + Ay — Ay = 0, de forma que A = 0, entédo
a equagao (2.17) possui uma raiz real positiva e uma raiz positiva de multiplicidade dois.
Se 2A3+ Ay — Ag < 0e Ay — Ay <0, forma que A < 0, a equagao (2.17) tem pelo menos
uma raiz positiva, se 243 + Ay — Ag < 0. Escolhendo arbitrariamente uma das raizes

positivas. Tomando (r + As) e r associado com (r + As), quando r*, desde que

d"(0,r*) = 2(Ay+77) >0
¢ (2, r7)| _—reay = —2(Ay+17) <0

=T34
Entao, ¢(z,r*) atinge o seu minimo —(r* + Ay) para o ponto x = 0, e seu maximo,

T (veja 2.2)

3 _ T
igual a zero, para r = — s

LK1, 3)

-

I E(xg’yxj
Rk m
4 N | \_/_\

0 - ™
\ N Ny
IV

—(r" + 4 1 =z

/

B

W

Figura 2.2: Figura 2.3:

Temos demonstrado que, nas condigoes do Teorema 1.7 sempre temos D < 0. Nao
existe qualquer curva fechada em torno de P, pelo Teorema de Dulac 1.7. Se 243 4+ Ay —
Ap < 0 segue da subsegao 2.2.1 que o ponto P3(1,y*) é um centro do problema linearizado
de (2.11), o ponto de equilibrio P3(1,y*) do sistema (2.11) é um foco estavel ( ver 1.1 d),
desde que nao exista qualquer curva fechada em torno de P; do (2.11). isto completa a

prova. ]
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Teorema 2.7 Se Ay + A3 > 0 e 2A3 + Ay — Ag < 0, toda trajetoria do sistema (2.11),

iniciada em Q° é limitada.

Demosntragao. Seja (zg,0) em Q°, consideremos a regiaio OBEDHO (veja figura 2.3),
em que o ponto inicial (xg, o) estd contido. BE é o segmento da linha z = xp, tal que
rp > max{x,,zo}, e HO é o segmento da reta y = yp para 0 < z < 1, ¢ DE é um
segmento da reta

y=yp— (z—1p)

sendo yp suficientemente grande e D é um ponto de intersecao do segmento ED com reta
=1

Considere os segmentos OB e HO, em que os pontos de equilibrios P, e P,, respecti-
vamente, permanecem na regiao acima mencionada. Definindo as fungoes

vn=x—x5 =0,

V2 =Y — YD

vs=y—yg+xr—xp=0.

E agora, derivando ao longo da trajetéria do sistema (2.11), teremos

. dx
U|v1:0 = E = $¢1<x7y) <0

vy = y(z® —1) <0

. dy dx
U3 py=0 = E—FE |us=0

= _(yE +xB) +IE(A0 + ]_All‘ + AQIL‘Q + A3l,3) <0

Sob a suposicao

Yyg > max {x(AO + 14 Az + Agx® + A3$3)a yo}

1>z<zxp

podemos escolher o valor de yg. Segue que as curvas integrantes que cruzam com as
limitagoes BE, DE e HD da regiao OBEDHO entre nesta regiao(veja Fig.4.), fora da
qual nao existe ponto de equilibrio. Temos provado que toda trajetéria que inicia em Q°
¢ limitada. -
Através do Teorema 2.6 e Teorema 2.7, as afirmacgoes Ay + Az > 0e 2435+ Ay — Ay <0,
garante que o ponto de equilibrio Ps(1,y*) de (2.11) é globalmente estével em Q°.
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2.2.4 A existéncia e unicidade de ciclo limite em torno do ponto
de equilibrio positivo

Teorema 2.8 Se 243 + Ay — Ag > 0, o ponto de equilibrio positivo do sistema (2.11) é

estdavel, e em torno do qual existe, pelo menos, um ciclo limite.

Demonstragao. Na subsecao 2.2.1 temos provado que se 243 + As — Ay > 0, existem dois
pontos de sela P;(0,0) e Py(z4,0), e um ponto de equilibrio positivo P3(1,y*). Também
temos mostrado que P3(1,y*) é um foco instdvel ou um né instavel. Portanto, podemos
construir uma regiao anulares G em que nao existe ponto de equilibrio. Todas as tra-
jetorias através de fronteiras exteriores e interiores estendem em G a medida que o tempo
cresce ou permanece na limitagao. Mesma aproximacao com o caso do Teorema 2.7 pode
ser usada para descobrir limites exteriores satisfatorios. Conforme a anélise de proced-
imento, achando um limite interior satisfatorio baseado na propriedade de S é também
possivel. A prova segue imediatamente do Teorema de Poincaré-Bendixson 1.6, existe

pelo menos, uma curva fechada, que é um ciclo limite em G. (]

Teorema 2.9 Se 2A3 + Ay — Ay > 0, existe, no mdximo, um ciclo limite estdvel em @)

para (2.11).

Demonstragao. Tomando a seguinte substituicao * = x — 1, ¥ = y — y* para o sistema

(2.11) o que leva-nos

Kl

+(Ag + 4A3)T% + Azt — 277 — Ty

y = 2T+ +27%

Facamos novamente a substituicao

u

T = , y=y(e" = 1)

1—u

para o sistema (2.18) o que leva-nos a equacao de Lienard:

u = —®(v)— F(u), v=g(u) (2.19)



sendo
d(v) =y (e" — 1),

1
F(u) = (1 — u)2 [A()U3 + (—2140 + AQ + Ag)u2 + (Ao — A2 — 2A3)u],
2u — u?
g(“) - (1 . U)27
notando que T = ., u = 777 = %1, entao

z € (0,+00), implica —oo < u < 1. Consequentemente

(a) ug(u) = “(21(_2;)2) > 0, para u # 0.

Temos que

u Qu — u? u?

(b) g(u) = [ glwdu = [ 1o upde=

0 1—u

(c) G(—o0) = +00, G(17) = 4o0.

Do fato de § = y*(e” — 1), segue que v = In (yi - 1) = Ink% se y € (0,+00), entdo
—00 < v < 400, consequentemente ®(v) = y*(e’ — 1), ®(0) = 0, e ®(v) é uma fungao

crescente para v aumentando, e ®(v) — +oo quando v — +o0, e (v) — —y, quando

UV — —00.
Denotando
1
f(u) = F/(U) = (1 _ U)S [—Aou3 -+ 3A0U2 + <—3A0 + Ag)U + A() — AQ — 2A3}

E claro que f(u) é uma funcio continua para u € (—oo, 1) e F(0) = 0.
Temos de mostrar que f(u)/g(u) é uma fungao crescente. Usando 243 + A — Ag > 0

eu € (—oo,1), temos

d (f(u)) _ i —A0U3 + 3A0U2 -+ (—3A0 -+ AQ)U + AQ — A2 — 2A3
g(u)

du  du u(l—u)(2 —u)

i 2(A2 — A() + 2A3)(1 — u)3 + 2A3u2(2u — 3)
B (u? — 3u? + 2u)?

A prova segue imediatamente da aplicagdo do Teorema 1.8 de unicidade de Zhang [25]

> 0.
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Capitulo 3

Analise do sistema presa-predador
forcado

Nesta secao discutiremos a andlise do modelo presa-predador de Holling tipo II e
ITI. Primeiramente consideramos o modelo presa-predador de Rosenzweing-MacArthur,
e enfatizamos o efeito forcamento periédico em dois parametros: taxa de natalidade da
presa e taxa de mortalidade do predador. A introducao do forcamento no parametro de
crescimento da presa revela flutuagoes na abundancia da espécie em determinado periodo
do ano. Nos experimentos numéricos investigamos o sistema forcado com o método de
Runge-Kutta de 4* ordem, caculando seus respectivos expoentes de Lyapunov e o seu
diagrama de bifurcagao, na variacao da amplitude do forcamento e no parametro do
refugio. O diagrama de bifurcacao através das secoes de Poincaré mostrou transicoes de
periodo para regides cadticas. Ademais, o forcamento no sistema torna o modelo com

complexidade, podendo apresentar um comportamento cadtico.

3.1 Os sistemas forcados

Introduzindo varidveis adimensionais e parametros no sistema (2.3), T' = at, X =

g, Y = @y, d= E, e = ck, temos o seguinte:
k Q@ I}
1 —
dt l+a(l—m)x
(3.1)
dy — Ly e(1—m)zy
dt 1+a(l—m)z

Agora implementaremos o forgamento periddico no modelo como consequencia da

variacao sazonal. Na verdade existem diversas formas de se fazer isso, escolhemos modi-
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ficar o modelo (3), onde substituiremos «(t) e (t) por:

0(t) = po+g(1— cos(wt)).

(3.2)

Onde g = 2 e w = X representam, respectivamente, a amplitude e a frequéncia do termo
PO J&) ) ’

de forcamento sao constantes positivas, Assim, simulamos o ecossistema predador-presa

em cada um, quer dizer, quanto as influéncias anuais agindo de tal modo a produzir uma

taxa (intrinseca) de crescimento periddico da presa da forma (3.2). O sistema predador-

presa forcado toma a seguinte forma:

dr (1 —m)xy

i (1l —x) T+ a(l—m)z + g(1 — cos(wt))z,
dy e(l1—m)zy

dat y—i_l—ka(l—m)x7

Fazendo z = wt teremos

dx (1 —m)zy

S (1 — 1) — 1—

dt 2(1-=) 14+ a(l—m)x (1 = cos(z))e,
dy e(l —m)xy

at ~ Y 1+ a(l—m)x’

dt

Agora introduzindo o forgcamento periddico na taxa de mortalidade do predador

dx (1 —m)zy
= (1 — _ 1 —
o z(1—x) T+ a(l —mz + g(1 — cos(z))z,
dy e(1—m)zy ,
27— 4 — (1 —
= Y - j(1 = cos(z))y,
dz
at "
Aplicando o forcamento no modelo de Holling III, temos
d 2
d7f = ar — ba® — ﬂ?i ny + g(1 — cos(z))x,
U oy + BT 1~ cos(2)
— = —C _— — COS\ 2
dt YT g2 4
dz
— =w.
dt
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3.2 Meétodos de Investigacao

A caracteristica essencial ao caos em um sistema dinamico deterministico é que o tempo
evolui (solugbes) exibindo complicagdes (aparentemente aleatérias) no seu comportamento
como resultado da alta sensibilidade as condigoes iniciais, existem intimeras ferramentas
de analise para detectar o caos em sistemas dinamicos. As ferramentas em particular
que usaremos neste trabalho sao: Expoentes de Lyapunov e diagrama de Bifurcagoes
por Mapa de Poincaré [13][23][24]. A técnica do cdlculo do expoente de Lyapunov é
uma ferramenta poderosa que serve para distinguir os atratores individuais, a partir da
convergéncia ou divergéncia exponencial no comportamento de trajetérias vizinhas no
espaco de fase. Um atrator para um sistema dissipativo com um ou mais expoente de
Lyapunov ¢é dito ser cadtico. Os expoentes de Lyapunov avaliam a sensibilidade das
condigoes iniciais, verificando a divergéncia exponencial no tempo de trajetérias vizinhas,
e representa um dos critérios mais importantes utilizados para definir o caos em sistemas

dinamicos. Podemos defini-los como

1 (¢
No— lim | tim Lo (S
t—00 |g(z0)—0 T 50(%0)

comt=1,2,3,...,n. Geralmente os \; dependem exclusivamente do estado inicial do
sistema x(, mas em alguns casos eles sao considerados constantes ao longo de uma regiao
do espaco de fases.

A evolucao temporal de sistema dinamico com existéncia de expoentes de Lyapunov
positivos define uma instabilidade orbital nas dire¢oes associadas; Em uma solugao cadtica,
associada a um atrator estranho, a dependéncia as condicoes iniciais acarreta a existéncia
de pelo menos um expoente de Lyapunov positivo, isto é, A > 0. Na situacao de uma
solugao periddica ou quasi-periddica implica que teremos \; < 0 nas direcoes perpendicu-
lares ao movimento e A; = 0 ao longo da trajetoria.

Num sistema tridimensional, existem atratores, que podem ser identificados pelo sinal
do espectro (A1, Ay, A2) do expoente de Lyapunov associado deve ser o seguinte: para o
ponto de equilibrio, tem-se A1, Ay, A3 < 0, uma vez que o hiper-volume tende a contrair-se;
para o ciclo limite tem-se A1, Ay e A3 = 0, sendo que o expoente nulo corresponde a diregao
ao longo da érbita fechada; para o toro bidimensional T2, tem-se \; < 0 e Xy, A3 =0, de
modo que as trajetérias atratoras situam-se sobre uma superficie; para o atrator estranho,

tem-se A\; > 0, Ao = 0 e A3 < 0. Nesse caso um expoente deve ser positivo para que exista
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DCI , aquele ao longo da trajetéria deve ser nulo , e o outro deve ser negativo e maior do
3

que o primeiro, para que o sistema seja dissipativo, isto é,z A < 0.
j=1

Em sistemas dinamicos em que temos séries temporais com oscilacoes das frequéncias
ordenadas periodicamente trata-se de sistemas com resposta funcional periddica, ja para
sistemas em que sua resposta funcional apresenta uma aparente ”aleatoriedade’na sua
frequéncia pode ser interpretada como um sinal de uma resposta nao periédica. Nos
sistemas (8), (9) e (10) temos duas fungoes incégnitas representando o nimero de presas
e de predadores com a variacao do tempo sua séries irao mostrar sua evolugao no tempo
orientado para um comportamento periédico ou nao periédico.

A definicao do mapa de Poincaré é padrao da teoria de sistemas dinamicos. Sendo
assim, a secao de Poincaré é uma técnica que substitui o fluxo de um sistema de tempo
continuo de ordem n com um sistema de tempo de discreto de ordem (n-1) [13][23][24].
Especificamente, uma se¢ao do Poincaré na sequéncia dos pontos gerados pela intersegao
de uma trajetoria de um sistema dinamico continuo com uma superficie dada no espaco
da fase. O meio padrao de se obter uma secao do Poincaré para um oscilador nao-linear

de segunda ordem, periodicamente forcado deve provar a posicao e a velocidade de uma

taxa igual a frequéncia do forcamento [27][30][31].

3.3 Simulacao numérica

Sistemas bioldgicos sao inerentemente nao-lineares e seus estudos requerem métodos
numé-ricos para analise. Com o advento do processamento numérico inimero problemas
da biomatematica oferecem novas linhas de pesquisa para o entendimento das relagoes dos
ecossistemas. Tornando-se essencial o estudo da dinamica de populacoes, que em geral na
formulagao matemaética é nao-linear [26].

O estudo de sistema dinamico dissipativos tem tido novas abordagens no eixo de
fendmenos nao-lineares [13][23][24]. Sistemas continuos com no minimo trés graus de liber-
dades sao tidos com possiveis de comportamentos cadticos, caracterizando dependéncia
sensitiva as condigbes iniciais [13][24][27][26]. A caracterizac@o da rota para o caos deter-
ministico na variancia dos parametros de controle descreve o comportamento assintético do
sistema dinamico dentro da teoria das bifurcagoes, podendo revelar pontos de equilibrios,
ciclos limites, e transicdo para regides cadticas [13][23][24].

Muitos modelos de interacoes predadores e presas tém supostas generalizagoes em fa-
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tores biolégicos da natureza, como taxas de nascimentos e mortalidades, competicao,
variacoes climéticas [22][27][30][31]. O que podem ser considerados ocorrendo conti-
nuamente ou discretamente; relagoes troficas predador-presa fornecem exemplos para o
caso continuo, o modelo de cldssico modelo de Lotka-Volterra é um dele e no artigo [4]
investiga-se modelos de ecossistemas em tempo discreto.

A equagao da presa de Rosenzweing-MacArthur descreve a competicao entre organis-
mos para a comida ou espaco, que é baseado na curva logistica. A competicao é uma com-
posicao de mecanismos que podem produzir regulacao na populacao tornando a dinamica
populacional embutidas nos modelos mais préximas dos sistemas naturais; as teorias da
competicao tratada por ecologistas e matematicos, como mecanismo de regulacao en-
tre espécies tem uma larga abordagem e teorias a seu respeito [4]. Considera-se neste
trabalho que competigao entre espécies ocorra em termos de uma mesma espécie (com-
peticao intraespecifica) interagindo sobre limitacao de recursos [22]. Os modelos iniciais
de sistema ecoldgicos sao nao-realisticos e eles tém sido substituidos por outros modelos
que sao ricos de realismo biologico. O modelo de Rosenzweing-MacArthur da interacao
presa-predador é, portanto capaz de uma larga variedade de comportamento dinamico, de
estabilidades para oscilagoes robustas (ricas). Estes modelos provem de perguntas sobre
simples questoes do sistema presa-predador [7][18].

O entomologista Holling aborda modificacdes no modelo de Lotka-Volterra rotulada
pela reposta funcional no termo da predacao, representando a relacao assintética entre
a taxa de consumo individual do predador e a densidade de presas [12]. No modelo
do Lotka-Volterra a resposta funcional aumenta linearmente com a densidade da Presa,
simplificando a relacao presa-predador. Na realidade, a resposta funcional predador deve
aproximar algum nivel constante em densidades elevadas da Presa. A formulacao classica
do modelo de Roseizweig-MacArthur usa a reposta funcional de Holling do tipo II [7][18].

O modelo inclui ainda o termo logistico, acarretando uma densidade dependente na
populagao da presa. Varios trabalhos tém sido realizados no estudo do efeito da sazonali-
dade no modelo presa-predador com funcao tréfica predador-dependente, ao qual trata-
se de uma andlise analitica como numericamente [27][30][31][7][18][26]. O forcamento
periédico comumente usado considera dois diferentes parametros do sistema: a taxa de
natalidade da presa e a taxa de mortalidade dos predadores. O modelo que abordamos
ressalta ainda o refugio da presa que entra a dificuldade do predador de encontrar a presa

em uma densidade baixa de sua populagao [7][18]. Os modelos em geral assumem um
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mundo homogéneo em que desprezam os habitates ou refigios para a presa.

Diversos comportamentos de sistemas do tipo predador-presa podem encontrados nas
simulacoes de diferentes parametros e os resultados exibem que a sazonalidade em con-
junto com o reftgio nos dois diferentes parametros apresenta comportamentos dinamicos
mais complexos e estda dominado por solucoes periddicas, quasi-periodicas e cadticas
[27)[30][31][7][18].

A complexidade do ecossistema em sua totalidade proporciona a coexisténcia de pre-
sas e predadores numa estabilidade dinamica, por exemplo, o ciclo presa-predador intro-
duzido por variagoes periddicas ou sazonais pode causa varias perturbacoes no sistema,
ocasionando em algumas situacgoes exterminio ou flutuagdo mutua, mas a dispersao da
populagao presa como necessidade natural de refugiar-se de seu predador, ou até mesmo
a combinagao dos fatores ecoldgicos garante a estabilidade [22].

O cenério de ordem-caos dos sistemas estudados chama-se cascata de Feigenbaum, ou
transicao para o caos via duplicacao de periodos. O caos deterministico pode ser observado
em experimentos, que exibe complexidades associadas a estrutura geométrica do atrator.
Sistemas com dinamica cadtica apresentam series aperiodicas e um expoente de expoentes
de Lyapunov positivo, para um sistema dissipativo que resulta na soma dos expoentes de
Lyapunov ser menor que zero [13][23][24].

Os estudos de sistemas predador-presa tém sua importancia na caracterizacao de
dinamica de populagoes. A andlise de sistemas nao-lineares ecolégicos inclui organizagoes
do ecossistema como interagoes ecologicas, fatores bidticos e abidticos dentre outros.
As espécies sao fortemente influenciadas por flutuacées populacionais ciclicas e cadticas
[22][27][30][31]. Perturbagdes do tipo cossenoidal e senoidal é descrita no modelo (2.3).
E descrevemos a caracterizacao da dinamica do modelo predador-presa com refigio e
aplicando o forcamento periddico. Usamos o método de Runge-Kutta de 4* ordem para
as simulacoes, com um passo de integracdo 1072, usando as seguintes condicoes iniciais
x = 3.0 e y = 1.0, simulamos numéricamente os sistemas (2.3) e (2.8).

Neste trabalho, analisamos os efeitos de incorporar refigios (na presa) e sazonali-
dade (na presa e predador) para a dinamica do modelo da predator-presa de Rosenzweig-
MacArthur. Os valores dos parametros do sistema (2.3) sdo : 1) a = 1.0,d = 0.05,e =
3.0,m=0.5;2) a=1.0,d=0.9,e =4.0,a = 1.0. As Figuras 3.1 sdo um atrator estranho
caotico, assim como a figura 6.

A Figura 3.1 é o diagrama de bifurcacao do atrator da Figura 3.1. Bifurcacao onde
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predador
predador

Figura 3.1: Atrator estranho do sistema presa-predador com forcamento periddico. Us-
ando os seguintes parametros d = 0.05,e = 3.0,m = 0.5, a = 1.0.

aparece duplicacao de periodo numa ordem de 2" sao visiveis. No ponto 0.0535 ocorre
uma duplicacao 22, em seguida ocorre outra duplicacao de perfodo 2* no ponto 0.0451.
O processo de transicao para o caos via duplicacao de periodo é chamada de cascata de
Feigenbaum [27][23][24].

A dinamica do sistema presa-predador (3.6) com forcamento periédico e resposta fun-
cional é estudado. A solucao do sistema com condigoes iniciais sao obtidas numericamente
com varios valores dos parametros. O diagrama de bifurcagao prover um sumario essen-
cial ao comportamento da dinamica do sistema (ver Fig.3.7), que pode apresentar pontos
fixos, regioes periddicas e cadticas. Destaca-se os expoentes de Lyapunov do sistema com
resposta funcional de Holling tipo III na Figura 3.7; na caracterizagao de solucao cadtica,
associado a um atrator estranho (3.6), a depedéncia as condigdes iniciais se faz presente
no expoente de Lyapunov positivo. A duplicacao de periodo ou cascata de Feigenbaum
imerge no cenario da dinamica do caos. No diagrama de bifurcagdo podemos encontrar
regides cadticas, periddicas e quase-periddicas. A pertubacao sazonal inserida no sis-
tema consumidor e alimentagao evidéncia uma dinamica complexa com regime cadtico,
e também apresenta comportamento oscilatorio estavel para coexisténcia das interagoes

predador-presa.
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Figura 3.2: Diagrama de bifurcacao do modelo presa - predador de Rosenzweing -
Mac’Arthur aplicado a variagao do parametro d de mortalidade do predador. Expoentes
de Lyapunov relacionado ao parametro d (taxa de mortalidade).
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Figura 3.3: Evolucao do Expoente de Lyapunov no tempo t.
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Expoente de Lyapunov

25 3 35 4 45 5 55 6 6.5

Figura 3.4: Diagrama de bifurcacao gerado através do mapa de Poincaré no plano, e
variando a amplitude do forcamento de 2.5 a 6.5, percebeu-se transi¢oes para o caos via
duplicacao de periodo. Expoentes de Lyapunov plotado a partir do parametro de controle
g (amplitude de forgamento).

Figura 3.5: Diagrama de Bifurcagao através do mapa de Poincaré no plano z.

44



espécie 2

predador

espécie 1

presa

Figura 3.6: Atrator estranho do sistema predador-presa com resposta funcional de Holling
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Capitulo 4

Solucoes estacionarias para o sistema
de EDP

4.1 Resultados Fundamentais

Neste trabalho, estamos interessados no seguinte sistema predador-presa

uy — Au = xh(z) — yo(x)
(P)
v — Av =y(=d + p(z))
O sistema (P) é uma generalizacdo do modelo presa-predador em que envolve diversas
fungoes de resposta funcional do predador ¢(z).
Para o nosso estudo se concentrara no modelo presa-predador Holling tipo II que tem

resposta funcional com uma proporc¢ao constante de presa usando um refigio:

u Bmuv
(i)
e v ad K 1+ amu
v—Av——rv+M em (0,00) x (4.1)
! N 1+ amu ’ ’ .
ou  Ou
@—%—0 sobre (0, 00) x 09,

Onde Q C IR" é um dominio limitado com fronteira suarve 0f); considerando u,v
as densidades da presa e do predador; os coeficientes determinados «, K, r, 3, a,c sao

constantes positivas; m € (0, 1] é constante; e v é a derivada direcional normal externa
1

para 0€2. Aqui o, K, r, g, - e c representam a taxa de crescimento intrinseco, a capacidade
da presa, a taxa de mortalidade do predador, o nimero maximo de presa que pode ser
) )

comida por cada predador em unidade de tempo, a densidade da presa necessario alcancar
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um meio a taxa, e a taxa de conversao, respectivamente.

O sistema (4.1) é baseado no modelo presa-predador tipo Lotka-Volterra com resposta
funcional Holling tipo II % e incorpora um refigio (1 — m)u que protege a presa de
predacao, onde m € (0, 1]. Isto deixa mu da presa disponivel para o predador dentro da
resposta funcional.

Em [6], Du e Lou tem estudado as solugoes estaciondrias positivas do seguinte modelo

presa-predador difusivo pelo o efeito da taxa de saturagao a:

ut—dlAu:u<e—u— brv >,

1+ au
bgu
vy —deAv=v|d—v+ em (0,00) x €, (4.2)
1+ au
ou Ou
% = 5 =0 sobre (07 OO) X aQ,

onde os determinados coeficientes sao todos positivos exceto d. mais precisamente, se
a taxa de saturagao a é grande e d entra em uma gama positiva, entao podem sur-
gir solucoes estaciondarias positivas nao-homogéneas, mas isto nao é verdade para a pe-
queno. Eles também estudaram o comportamento assintotico de solugoes espacialmente
nao-homogéneas quando a — oo.

Recentemente, problemas com difusao sao estudados [8]:

ur + Liu = f(t,z,u,v) em (0,00) x Q,
vy + Lov = g(t, z,u,v) em (0,00) X 2,
u(0,2) = up(x), v(0,z) = vo(z) em €,
u(t,z) = v(t,z) = 0 sobre [0, 00) x IS,

(4.3)

Destaca-se as solugoes estaciondrias do sistema (4.3) estudado por Ferndndez [8] que
também analisa problemas difusivos lineares com condicao de Dirichlet da seguinte forma:

Liu= f(x,u,v) em £,
Lov = g(z,u,v) em €, (4.4)
u=v =0 sobre 0.

O sistema eliptico do modelo Lotka-Volterra aparece em Murray [21] com termo de

difusao linear,

Liu = u(X — a(z)u £ b(x)v) em €,
Lov =v(p —d(z)v £ c(x)u) em €, (4.5)
u=wv =0 sobre 0f,
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sendo a, b, ¢, d fungoes sobre Q suficientemente regulares e satisfazendo a(x) > 0, d(z) > 0
paraz € Qeb>0ec>0em 2, e A\ pu € R u(x) e v(r) as densidades populacionais
das espécies e 2 0 "habitat”de ambas. As fungdes a(z) e d(z) descrevem o controle de
crescimento através do mecanismo de competicao intra-especifica de cada espécie.

Ferndndez [8] destaca soluges chamadas de estados de coexisténcia, cujas componentes
sao nao-negativas e nao triviais. As respostas sobre a existéncia e nao existéncia de estados
de coexisténcia fazem uso de métodos da Anélise Funcional nao linear, como sub-super-
solugao e seus métodos iterativos associados e a teoria do grau topoldgico em indice de
pontos fixos.

O principal objetivo deste trabalho é estudar a existéncia e nao-existéncia de solucoes
positivas de (4.1) pelos efeitos de um refigio na presa, quer dizer, a existéncia e nao-
existéncia de solugoes positivas nao-constantes do sistema eliptico seguinte que depende

da constante m € (0, 1]:

—Au = au (1 — u) — 7ﬁmuv ,
K 14+ amu
cfmuv
—Av=—rv4+ —— em (0,00) x €, (4.6)
1+ amu
ou  Ou
W 0 sobre (0, 00) x 092,

Além disso, investigamos o comportamento assintético de solugoes espacialmente nao-
homogéneas. Note que (4.1), e assim (4.6), tem as trés seguintes solugdes constantes

nao-negativas:
(i) A trivial solugao (0,0);
(ii) a semi-trivial solu¢@o na auséncia do predador (K, 0);

(iii) a unica solugdo positivo constante e, = (uy, vs)

r ac | Km(cf —ar) —r
e v, =

m(cf — ar) K| (m(cB—ar))?

Uy =

Para a existéncia de solucao positiva constante e, é necessario assumir que

r

_— <1 .
K(h —ar) <m<lecB>ar
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Se mostra que as solugoes positivas nao-constantes de (4.6) pode existir para algumas
gamas do parametro m quando ¢ > ar. Mais precisamente, temos o teorema seguinte.
Considere 0 = pg < g < pg < --- os autovalores de —A em ) sob a condi¢ao de fronteira

de Neumann homogénea e S(u) o conjunto de autovetores que corresponde a .

Teorema 4.1 (i) Se m € (0, m), entio (K,0) € globalmente assintoticamente
estavel.

(ii) Sem € (K(cﬁr_ar), K(Cg_ar) + K%), entdao e, € globalmente assintoticamente estavel.

(iii) Se m € (K(c,BTfar)’ K(cﬁiar) + Ka(ccﬂfar)), entao e, € localmente assintoticamente
estavel.

: ; 5 r B

(iv) Bifurcacao de Hopf acontece a e, quando m aumenta de Reh—ar) T Ra(eh—ar)"

(v) assuma que

aa’r B+ar \ r
cf (1 B Ka(cp — ar)) > A(ef — ar) (1 - K(cp — ar)) '

Entao existe m, = m.(«, K,r,[3,a,c) com m, > IS cf tal que (1.7 — 1.9)

cB—ar) + Ka(cf—ar)

tem uma solugao positiva nao-constante pelo menos para todo m € (mx, 1], contanto que
k=ko+1

> dim[S(uy)] ¢ impar para inteiros apropriados ko e k;.
k1—1
4.2 O comportamento assintéotico de solugoes tempo-
dependentes

Nesta secao, estudaremos o atrator global para solugoes de (4.1). Além disso, investigamos
a estabilidade de solugoes constantes nao-negativas de (4.1) e a existéncia de bifurcacao

de Hopf a e, 1= (uy,v,).

4.2.1 Atrator Global

Primeiramente, mostraremos que R := [0, K| x [0,¢(% + 1)K] é um atrator global para
todas solugoes de (4.1) no sentido que qualquer solugao nao-negativo (u(t,z),v(t,z)) de

(4.1) estar em R quando t — oo para todo = € €.
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Teorema 4.2 A solu¢do nao-negativa (u,v) de (4.1) satisfaz

limsupu(t,z) < K e limsupv(t,z) <c¢ (a + 1) K em (.

t—00 t—o00 r

Demonstracao. Desde que au <1 — u> — M
1+ amu

e < au(l - g) em [0, 00) X Q,

K

donde teremos

K
u(t,z) < 1 <K

assim existe T € (0,00) tal que u(t,z) < K + ¢ em [T,00) x Q para uma constante
arbitraria ¢ > 0.

Agora, multiplicando a primeira equacao por ¢ e adicionando isto a segunda equacao

de (4.1), temos

w; — Aw = cau <1—;é,> —rvem [T,00) x €,
?;5:0 em [T, 00) x €,
w(0,2) = cu(T,z) +v(T,z) em .

Onde w = cu + v. Desde que

cau(l—[u() —rv:c(a—l—r)u—%zﬂ—rw§c(a+r)(K+5)—rw em [T, 00) X ,

por argumento de comparagao temos que

limsupv(t, z) < limsupw(t,z) < ¢ (a + 1) (K+¢) em Q
r

t—o0 t—o0

donde segue a segunda afirmagao pela continuidade quando £ — 0.

4.3 Estabilidade de Equilibrio nao-negativo

Os principais resultados desta se¢ao sao descritos nos seguintes teoremas apresentados a
respeito da estabilidade global da soluc¢ao semi-trivial (K, 0) e solugao positiva constante

e, respectivamente.

Teorema 4.3 Sem < 7 entio (K,0) € globalmente assintoticamente estdvel,

T 7/

I S é

(B —ar)’ I

quer dizer, (K,0) atrai toda solugdo positiva de (4.1).
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(cB—ar)(K +¢)

Demonstracao. Da determinada suposicao, temos m < para um € > 0

K
suficientemente pequeno que deriva —r-+ 1 szﬂ;(% ( K+_E)€ ] < 0. Desde que lim sup,_, ., u(t, z) <
K pelo teorema 4.2, entao existe 7" > 0 tal que
u(t,z) < K+eem [T,00) % Q, (4.7)
e assim,
vt—AU:v<—r+cﬁmu>,
1+ amu
K
<ovl|-—-r+ cBm(K +¢) em [T, 00) x €,
1+am(K +¢) (4.8)
0
a—Z:() em [T, 00) x 01,
v(T,z) >0 em S
O argumento de comparagao em (4.8) nos da
lim v(t,z) =0 em Q, (4.9)

t—o0

de forma que a existéncia de T > T tal que v(t,z) < € em [T, 00) x §2. Portanto, temos

u Bmuv
ut_Au_&(l_K)_l—i-amu
zu{a—ﬁme—;u] em[f,oo)xﬂ,
gz:() em [T, 00) x 09,
w(T,z) >0 em €.

Aplicando o argumento de comparacao novamente, vemos que

u(t,z) > —(a — fme) para (t,z) € [T,00) x €. (4.10)

2=

Das Eqgs. (4.7) e (4.10), concluimos que Jim u(t,z) = K em © usando a continuidade

quando £ — 0 que implica | (u(t, 2), (¢, 2)) — (K, 0)| @@ — 0 junto com (4.9).
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r r 1
T 44 Se —— < —"——+ —
eorema € K (B —ar) <m < K(cB—ar) + Ka

constante positiva e, = (u,, v,) € globalmente assintoticamente estavel, que dizer, (u,,v.)

e ¢ > ar, entdio a solugdo

atrai toda solugdo positiva de (4.1).

Demonstracao. Seja (u(t,z),v(t,x)) uma solugao positiva de (4.1) e defina a seguinte

funcao de Lyapunov:

E(t) = / Ku — Uy — u*logu> +b (v — Uy — v*logvﬂ dz,
Q Uy Vs

Onde b := 1*“% > 0. Entao temos

E'(t) = A[(l—f)um%(l—q;*)vt

l(u—u*) (a_i?_ﬁmv> + b(v — vy) (_T+cﬁmu>] dx

Q 1+ amu 1+ amu
au Bmu Uy Bmu,
a0 [ (o
(t) + Q[(u u)(a K 1+ amu @t K +1+amu*>

cBmu n cBmau >] i

r —
1+ amu 1+ amu,

= —I(t) +/Q l(u —u.)’ (‘2 Ta¥ aan;)(llijr amu*)>

(u—u)(v—v.)
* (1 4+ amu)(1 + amus,)

(
) a Bam?v,
= —I(t)+ A [(u — Us) <_K (14 amu)(1 + amu*)ﬂ o

{=Bm(1 + amu, — bc)}] dx

u* u /U* v . ~ .
Onde I(t) := /[ AL ) \V2 |2]d:c > 0. Na derivacao anterior, note que o — 4% =

5 i u? v 1 K
MU _ cPmus 2 : . o~ r 1 .
Trama. €7 = 15 4m-- Além disso, a determinada suposigao m < R(ei—ar) T &a rendimento

Qo Bam?v, Qo Bam?v,

< -
K i (14 amu)(1 + amuy,) K (14 amu,)

1+ ra <0
=a|l=4+am— ————
K K(cf—ra)) = 7

e assim F'(t) < 0 que implica a afirmagao desejada desde que a igualdade sé segura

quando (u,v) = (U, v).

Notagao
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(i) Xy = {c-¢;; : c € IR}, onde {p} sdo bases ortonormais de S(u;) para j = 1,---,
dim[S (pu:)]

(i) X = {(u,0) € C' () x C'(Q) : % = &° = 0em 9Q}, de forma que X =
Z0 Blimis) X

Agora, investigamos a estabilidade local da solu¢do constante positiva e, = (u., vy)

debaixo de algumas condic¢oes relaxadas compararadas as do Teorema 4.4. Observe que

r 1 r cf
K(cf — ar) TxKa S K(cf — ar) * Ka(cf —ar)

Teorema 4.5 Se m + ﬁ <m < K(Cg_w) + Ka(ccg_w) e cf > ar, entao a solugao

positiva constante e, de (4.1) é localmente assintoticamente estdvel.

Demonstragao. A linearizagao de (4.1) a solucao positiva constante e, pode ser expressado

por
= (IA +Fe(es))e,
Onde ¢ = (u(t,2), o(t, )7, F = (au(l - ) — £y 4 21 o
o — QQU* _ ﬁmv* _ cﬁmu*
F.(e.) = K o)’ 1+5mu*
(14+amus)?

Para i > 0, observe que @f;i ) Xij € invariante debaixo do operador IA + Fee,; e
A ¢ um autovalor de IA 4 Fee, em @dzm L) Xij se, e somente se, A ¢ um autovalor da

matrix —u;I+ F.(e,). Além disso,

det( NI+ I — Fo(e,)) = A + traco(pud — F.(e.))\ + det(ul — Fo(e,))

Onde
- Bmo,
) 2,2
det(nd — Fofe)) = 12 — [a— 2%y, - Omee ) m e
et(p (€)) = 1 (Oé i L+ amu.) + (1 + amu,)?
Desde que
Yy -, Km(cf —ar)—r
T om(cf —ar) K| (m(cB—ar))?
podemos ter
o pmu, raa % ’
TR = - - 4.11
B s Al G e R = A



Usando as determinadas suposigoes, ¢ facil de ver que det(puI—F.(e,)) > 0 e traco(pu;I—
F.(e.)) > 0, e assim os dois autovalores da matriz —u;I + F.(e,) tem parte real negativa

para ¢ > 0. Finalmente, conclui-se o resultado. [ ]

4.3.1 Bifurcagao de Hopf

Devido a prova de Teorema 4.5, para bifurcacao de Hopf acontecer a solucao positiva
constante e,, o operador IA + F.(e,) tem que ter um imaginario puro, conjugado par de
autovalores, isto é, trago(u;I — F.(e.)) = 0. Os tnicos possiveis valores criticos de m s@o
m(k) tal que 2uy — (a —2%u, — %) = 0 para k > 0. Em m = m(k),trago(p;I —
F.(e.)) = 2(pu; — pux) e portanto se k& > 1, entao trago(u;I — Fe(ei)) < 0 para todo
0 < i < k e o operador IA 4 F,(e,) tem em pelo menos 2k autovalores com parte real
positiva. Entao, o tnico valor de m a qual podem ser satisfeitas hipoteses da bifurcacao
de Hopf é m = m(0) :=

conjugado complexo k(m) £ iw(m) é determinado por

K(cﬂ’"_m,) + Ka(fg_ar) devido a (4.11). Se aproxime m(0), o par

1
k(m) = —5 -traco(—F.(e,)) e w?(m) = det(—F,(e,)) — k*(m),
enquanto os autovalores restante \ tem que satisfazer
N + traco(pd — Fe(e,)) + det(pl — Fo(e,)) = 0

para algum ¢ > 1. Desde que k(m(0)) = 0 e det(—F.(es)) > 0 para todo m € (0,1}, ha

um intervalo I contendo m(0) tal que
(i) w?# 0 para todo m € I,

(ii) traco(pu;I —F.(es)) > 0 e det(uI — F.(e.)) > 0 uniformemente parai > 1em € I.

rac
2¢fm(0)

seguinte teorema. Para mais detalhes sobre a teoria da bifurcacao de Hopf, alguem pode

Além, ¢ fécil conferir —2k(m)|nom©) = > 0 usando Eq.(4.11), e assim tenha o

se referir 3, 11].

Teorema 4.6 As solugées periddicas bifurcam da solu¢ao constante positiva e, de (4.1)

cf

como m aumentado de K(Cﬂr_m,) + KateB=ar)-
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4.4 Pontos de equilibrio positivo nao constante

Nesta secao, discutiremos a existéncia e nao-existéncia de solugoes positivas nao constante

de (4.2).

Teorema 4.7 Assuma que ¢3 > ar e considere mg =

1
K(cﬁr—ar) + Ka*

(i) Se0<m< Rieh—ar): €ntao (K,0) € a unica solugdo nao-nula de (4.6).

(i) Se K(Cﬁ”_ar) <m < myg, entao (u.,vy) € a Unica solu¢ao positiva de (4.6)

Demonstragao. (i) Desde que m < 5 z note que a solugao positiva constante nao

cB—ar)’
existe neste caso. Suponha que (4.6) tem uma solug¢ao constante positiva (u,v), entdo

u(xr) < K em (Q segue facilmente do principio de maximo, e entdo temos

chBmu cBmK (¢ —arymK —r
v U( r+1+amu>_v< T+1+amK> U( 1+ amKk -

em {2 da superposicao. Consequentemente o principio do maximo nos leva v = 0 em (2,
uma contradigao.

(#7) Suponha que (U(x),V(z)) é uma solugdo positiva nao-constante de (4.6). Con-
sidere u(t,x) = U e v(t,x) = V. Entao (U,V) é uma solugao positiva do sistema (4.1)
tempo-dependente com condigoes iniciais u(0,xz) = U(z) e v(0,z) = V(x). Para a funcao
de Lyapunov E(t) definida no Teorema 4.4 vemos que E’'(t) = 0 para todo t > 0, e assim
(u(t,z),v(t,x)) = (U(z),V(z)) = (us,v.) em Q, o resultado desejado. n

No anterior teorema, note que se m = mqg e ¢ > ar, entao (4.6) possui somente
a solugdo constante (u.,v,). Isto serd usado depois quando mostrarmos a existéncia de

solugoes positivas de (4.6).

4.5 Uma limitacao superior e inferior

Para mostrar a existéncia do equilibrio nao-constante, usamos a teoria de indice aplicando

a propriedade de homotopia invariante. Para este fim, considere o sistema seguinte para
0 € [0,1]:

_ wy B O)ymy + mjun
= afun ) At

%)



B u cB((1 — @)mg + Om)uv
Au = « (1 K) T+ a((1 = 0)my + Om)a em ) (4.12)
ou ov
5 == % =0 em Q,

assumindo que ¢ > ar e K(Cﬂ’;w) + Ka(ccﬁﬁfar) < m < 1. Com estas suposigoes, nota que

mo < m, de forma que (1 — 0)mg+ 0m < (1 —0)m + Om = 1.
A seguinte desigualdade de Harnack pode ser encontrada em [12] que é 1itil obter uma

limitagao inferior da solugoes positivas de (4.12).

Lema 4.1 (Desigualdade de Harnack). Seja ¢ € C*(Q)NCYH(Q) uma solugao positiva para

A¢+ c(z)p = 0 em Q sujeito a Neumann limite condi¢ao homogénea com c(x) € C(S2).
Entao, existe uma constante positiva C, = C\(||c||oo) tal que
max ¢ < C, min .
Q 0

Teorema 4.8 Assuma que Kep—ar) T Ka(ccgfar) < m < 1. Entdo para 0 € [0,1], alguma

solucao positiva (u,v) de (4.12) satisfaz
uw(z),v(r) = max {1, c ((: + 1) } K em Q.

Demonstragao. E fcil de mostrar para que u(z) < K em Q pelo principio do méximo e

—A(cu+v) < cla+r)K —r(cu+v) em ,

da Eq.(4.12). Aplicando o principio de maximo novamente, temos cu(x)+v(z) < c¢($+1)K
em (2 que implica o resultado. ]

Note que a solugao positiva de (4.12) estd contida em C?(Q2) x C?(Q) pelo teorema de
regularidade para equagdes elipticas [9], e assim Lema 4.1 pode ser aplicado ao sistema

(4.12). Por simplicidade, denote I' := (K, «, 3,7, a, ¢).

Teorema 4.9 Assuma que cf > ar e K(Cﬁr_ar)—kKa(ccg_w) <m < 1. Entao, para 6 € [0, 1],
existe uma constante positiva C' := C(T) tal que alguma solug¢do positiva (u,v) de (4.12)

satisfaz

Demonstracgao. Seja

alr) = a-— & B((A = O)mo + m)uv
1 K 1+a((1—8)mg+ 0m)u
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B((1 — 8)ymo + Om)uv
1+ a((1—68)mog+ 0m)u

c(x) = —r+

Entao, [ci(z)] < 2a + Bc($ + 1)K e |ca(w)] < 7+ ¢BK pode ser facilmente mostrado
usando Teorema 4.8, e assim existe uma solucao positiva constante C:=C (I") tal que
le1(2)||sos [le2(2)]loe < C. Consequentemente Lema 4.1 garante a existéncia de uma
constante positiva C, := C,(I") tal que

Ciyminu > maxu e C,minv > maxuv.
Q Q Q Q

Contrariamente, suponha o resulta falso. Ent@o, existe uma sequéncia {(u,,v,)} de
solucdo positiva do sistema (4.12) tal que

maxu, — 0 ou maxwv, — 0, quando n — oo. (4.13)
Q 9)

Pela teoria de regularidade para equagoes elipticas[7,17], vemos que existe uma sub-
sequéncia de {(u,,v,)}, que serd denotado novamente por {(u,,v,)}, e fungdes nao-
negativas u,0 € C?(Q) tal que (uy,v,) — (U,0) quando n — oo. Desde que (4.13)
ocorra, 4 = 0 ou ¥ = 0. (Observe que u < K devido ao Teorema 4.8.) Entao, temos o

seguinte dois casos:

Casol. u=0,v#Z0;0ouu=0,v=0.

Caso 2. u#0,v=0.

Desde que (uy,,v,) é uma solucao positiva de (4.12), podemos obter a equagao integral

por integacao de Eq.(4.12) para u, e v, sobre {2, respectivamente: para todo n > 1,

/u (a—au B B((1 = 0)mg + Om)v, ) 0
a " K" 1+a((l1—0)mg+0m)u, ’

R (L R

(4.14)

1+ a((1 —8)mg+ 0m)u,

Neste caso, desde que

. B((1 — 0)mgy + Om)u,
1+ a((1 —@)mo + Om)u,

— —r<0
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uniformemente quando n — oo e v, > 0,

B((1 = 8)mo + Om)uy,
/Qvn <_T * 1+a((1—0)my+ Qm)un> <0

para n suficientemente grande, que é uma contradicao.
Caso 2. Usando a primeira equacao de (4.12) e o fato que v, — ¥ = 0 quando n — oo
vemos que [, at(1l — %) =0,eu= K desde que 0 < u < K. Desde que

d< (1 —0)mgy + Om) ) B m—mg
dd \1+a((l—0)mg+0mu,)  (1+a((1—0)mg+0m)u,)?

>0

e mo(cf —ar)K =r+ (¢ — ar) pela defini¢ao de myg, temos

A= Oymo+ Imun o, _chmottn_
1+a((1 —68)mo+Om)u, — 1+ amouy,

cBmoK
14+ amoK
B —ar

= —>0
a(l +amyK) ’

—r—+c

— —r

B((1—0)mo+0m)uy,
1+a((1—0)mo+6m)uy,

e assim —r—+c > ( para um n suficientemente grande. Assim, temos uma

contradi¢do novamente a segunda equacao integral de (4.12). Isto completa a prova. =

4.6 Existéncia do equilibrio positivo nao-constante

Para mostrar a existéncia de solucoes positivas nao-constantes, usamos teoria do grau de
Leray-Schauder. Definindo convenientemente um operador compacto F : X — X dado

por

U Bmuv n u]

(I—A)! [au(l — E) 1+ amu

rers (I —A) [—m 4 G v] |

1+ amu

sendo e = (u(z),v(z))T. Entao o sistema (4.2) é equivalente & equagao (I — F)e = 0.
Para aplicar a teoria de indice, investigamos autovalor do problema

—(I—Fe)® = A, ®£0, (4.15)
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sendo ® = (&1, ®5)T e e, = (uy,v,). Se 0 nao é um autovalor de (4.15), entao o Teorema

de Leary-Schauder[14,Teorema 2.8.1] implica
indice(I — F,e,) = (—1)7,

sendo v = Y,.9na e ny a multiplicidade algébrica do autovalor positivo A de (4.15).

Depois de Célculos, (4.15) pode ser reescrevido como

~(A+ 1A, + [A - (a — 2%y, - m’)zﬂ O, + (ﬁm“*cbg =0,

K (1 + amu, 1 + amu,)
—(A+1)AD, — LU*Z(IM + APy =0em Q,
(14 amus,) (4.16)
P P
6(;1/1 = 6(;1/2 = 0 sobre 011,

®; #£ 0 parai=1,2.
Observe que (4.16) possui uma solu¢ao nao-trivial se, e somente se, Py(\) = 0 para algum

A>0ek >0, sendo

5 «Q OBmu,
At = (o= Eu* B (1 + amu,)? 1 B,
Pi(N) = det 14 g 1+ pp 1+ amu,
1 cBmu, bt Mok
L+ e (14 amu,)? 1+ g

Quer dizer, A é um autovalor de (4.15), de forma que (4.16), se, e somente se, A é uma
raiz positiva da equagao caracteristica Py(\) = 0 para k > 0. Entao, se P,(0) # 0 para

todo k£ > 0, podemos ver que

indice(I — F,e.) = (=1)", v=>_ 3 mydim[S(u)],

k>0 Ap>0

onde my, ¢ a multiplicidade de A, para uma raiz positiva de Py(\) = 0.

Para 0 € [0, 1], defina uma homotopia

1 u B((1 —0)mg + Om)uv
(I=4) lau(l— ?) "1+ a((1 = 0)mg + Om)u —|—u]
e 51— 6)my + 6m) |
_1 C —0)mo + 0m)uv
(I=4) [—rv 1 +a((1 — 0)mo + 0m)mu * ]
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_r 1 T cf3

K(cf—ar) + Ka K (ch—ar) + Ka(ch—ar) <m < 1.
Pelo Teorema (4.8) e (4.9) as solugdes positivas do problema Fp(e) = e estao contidas
em A :={ee X :(C/2 <u,v < 2K max{1, c(2 +1)}}. Desde que Fy(e) # e para todo

e € O\ e Fy(e) : A x [0,1] — X é compacto, pode-se ver que o grau deg(I — Fy(e), A, 0)

sendo mg = sob as suposicoes ¢ > ar e

estd bem definido.
Lema 4.2 Se ¢ > ar, entao deg(I — Fo(e), A,0) = 1.

Demonstracao. Devido ao Teorema 4.7(ii), observe que a equagao Fo(e) = e possui uma
tnica solugao positiva constante e, = (., U), onde
. T _ ac |Kmg(cf—ar)—r
Uy = ———— €V = — ,
mo(cd — ar) K | (molcs — ar))?

e entdo, deg(I — Fo(e), A, 0) = indice(I — Fy, €,). Convenientemente, considere

A= 042327* — —ﬁmoﬁi e B:= —CﬁQm%a{]*
K (1 + amoti,)? (1 + amoti,)?

entdo temos A = Cgf;oﬁ(—cﬂ‘fm) < 0 da Eq.(4.11) e da definicao de mg; como B > 0, e

portanto, segue de imediato que P(A) > 0 para todo A > 0 e k > 0 desde que

)

P N — AN+ B se k=0 (i.e., o = 0),
’ >‘2 (Zfi#f)A_{' 1_,_” (+pe)? ( i— Avlluk; +§) se k >1 (ZG,,[L]c > O)

Entdo, concluimos que A = Y5 Y, 50 2, = 0 que implica indice(I — Fy, e.) = (1) =

1. |
Pelos dois seguintes lemas, calculamos deg(I — Fi(e), A, 0). Convenientemente, denote

OéCLz’f‘

¢ = e — 4(cf — ar),

o 2 aa® cB+ar
= KT ¢ Ka(cB — ar)

aad’r B+ar \’
7= cf (Ka(cﬂ—ar)) '
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Lema 4.3 Assuma que

2 1 — —Tr
wr 4(ef — ar) ( Iifgcfa_rar) 2) e cB>ar. (4.17)
i (1~ Katepoar))
(i) M(m) = ¢m? + 2nm + o = 0 possui uma raiz positiva m, com k(cﬁ’”_ar) + ka(ccﬁﬂ_ar) <

my < 1.

(ii) Se m. <m <1, entdo Py(\) = A2 — A\ + B = 0 possui duas raizes positivas, onde

A=a—2%y, - _pme. e B:= B, .
K (14 amu,)? (14 amu,)?
Demonstragéo.(i) Desde que 1 — m > 1 — % > 07 temos 1 — m >

cB+ar
(1 - Ka(c,@—a'r))2

que deriva ¢ > 0 com a primeira desigualdade de (4.17). Além disso, pode-se conferir

que 5
r cp + ar
n < 2? —4(cp — ar)m <0,
r cB _ Acp(eB +ar)
M (k(cﬁ —ar) i ka(cp — ar)) T K2a2(cB — ar) =0
_aa’r Btar r
M(1) = e (1_Ka(cﬁ—ar)> —4(cB —ar) (1_K(cﬁ—ar)> >0

que conclui o resultado.
(ii) Na prova de (i), note que M,, > 0 para todo m € (m., 1]. Usando este fato e Eq.(4.11),
podemos obter A >0, B = - (K(c8 —ar)m —1) > 0e A —4B = 2=, - M(m) > 0

cBKm cfm?

para todo m € (m., 1] que completa a prova. [

Observacgao 4.1 (i) Na prova do Lema 4.3, note que

4
2 _
=GO = cBK?(cf — ar)

(ii) as condigoes determinadas em (4.17) sao um pouco complicadas. Para uma simples

(cB(cf — ar)r? + (cB)*ar + cfriaa) > 0.

verificagao, considere ¢ := d + ar para alguma constante positiva § > 24 e considere o
caso onde a tara de saturacdo a tende para oo. Entdo, pode-se ver facilmente que (4.17)

¢ claramente satisfeita. Além disso,

r cf3 r r
2— e my, — 2—— quando — 00,

K(cﬁ—ar)+Ka(cﬁ—ar) RS Ko

e assim Lema 4.3 acontece para m € (QKL(S, 1].
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Lema 4.4 Assuma (4.17) e m, <m < 1.

(i) pu? — Au+ B = 0 possui duas raizes positivas u, e u* tal que u, € (Upy, Upyr1) €

u* € (ug,, Ug,+1) para algum 0 < ko < ky.
(ii) Se 2 € (upy, Ukyt1), entdo ky € (ko, k).

(iii) Se k < ko, entao

2,LL]€—A
1+ pg

Pi(\) = N + (

1

possut duas raizes positivas.
(iv) Seko+ 1<k <k —1, entao Py(\) = 0 possui somente uma raiz positiva.
(v) Se ky <k, entao Py(\) =0 ndo possui raiz positiva.

Demonstracao. (i) s6 é igual a Lema 4.4(ii); e (ii) pode ser conferido facilmente desde

que ji, = AVAZAE o e = ARVAAB Al disso, devido a (i) e (ii), pode-se mostrar
facilmente os resultados (iii)-(v). n

O seguinte teorema fornece um critério para a existéncia de solugoes de equilibrio

positivo nao-constante de (4.1).

Teorema 4.10 Assuma que (4.17) e m, < m < 1. Se S dim[S ()] € dmpar para
algum ko e ky que satisfaz o Lema 4.4, entao (4.6) tem pelo menos uma solugao positiva

nao-constante.

Demonstragao. Suponha que (4.6) nao possua solugao poitiva nao-constante. Note que
pela propriedade da invariancia da homotopia do grau, deg(I — Fy(e),I',0) = deg(I —
Fi(e),I',0). Desde que assumimos que nao hd nenhuma solugao positiva nao-constante

de (4.6), temos

k=kg+1

k=1 . .
deg(I — Fi(e),T,0) = indice(I — F,e,) = (—1)* 2k 24mISGal 20, 37 dim{SGe]l _ 4

pelo Lema 4.4(iii)-(v) o que contradiz o Lema 4.2. Esta contradigdo completa a prova. m
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Capitulo 5

Consideracoes finais

Consideramos neste trabalho dois modelos de interacao presa-predador com resposta fun-

cional de Holling tipo II e III, com a seguinte forma:

o(r) = —— (5.1)
o@) = 5 (5.2)

O sistema presa-predador com a resposta funcional do predador (5.1) é estudado incorpo-
rando o refuigio na presa, este fato considera que as presas possui alguma forma de reftigio.
O refiigio tém sua importancia, por exemplo, no controle de peste. Temos abordado o
sistema (2.3) com forgamento sazonal, nas taxas de natalidade e mortalidade da presa e
predador, respectivamente. A sazonalidade causa efeito migratorio na populagao, sendo o
fluxo migratorio influénciado pelas estagoes do ano. O efeito sazonal causa perturbacgoes
ambientais ocasionando mudancas nas condicgoes fisicas e climaticas do habitat. Os resul-
tados do sistema (2.3) envolve a estabilidade local dos pontos estacionérios Py, P e P,
sendo que existe unico ciclo limite quando

m < Y _ cf
= k(e —na)  ka(cB — va)

No sistema (2.8) com resposta funcional de Holling III temos mostrado que existe

um ciclo limite quando neste sistema o equilibrio positivo P, é instavel. Com intuito da
analise da estabilidade dos pontos fixos foi imposta condi¢oes para estabilidade local e
global. Ainda, em nosso trabalho, utilizamos o modelo presa-predador dependente da

taxa de natalidade da presa e com perturbacoes simulataneas na taxa de crescimento da
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presa e decaimento do predador. Muitos ecossistemas ecolégicos experimentam mudancas
sazonais em fatores abidticos resultantes de mudancas climéticas. As mudangas sazon-
ais alteram os padroes de oscilagao regular das espécies causando catastrofes ou selegao
natural em seus habitates.

A dinamica de populacao tem sido extensivamente investigado com respeito ao efeito de
crescimento sazonal [26, 27, 30, 31]. A dinamica dos sistemas presa-predador (2.3-2.8) com
forcamento periddico e resposta funcional é estudado. A solucao do sistema com condigoes
iniciais sao obtidas numericamente com vérios valores dos parametros. O diagrama de
bifurcagao prover um sumario essencial ao comportamento da dinamica do sistema, que
pode apresentar pontos fixos, regioes periddicas e cadticas. A duplicacao de periodo ou
cascata de Feigenbaum imerge no cenario da dinamica do caos. No diagrama de bifurcacao
podemos encontrar regioes cadticas, periédicas e quase-periddicas. A pertubacgao sazonal
inserida no sistema consumidor e alimentacao evidéncia uma dinamica complexa com
regime caotico, e também apresenta comportamento oscilatorio estavel para coexisténcia
das interagoes troficas.

Todos os resultados advindos da andlise numérica dos sistemas (2.3) e (2.8) mostraram
existéncia de solucgoes periddicas, quasi-periddicas e cadticas. A existéncia de caos se deve
a sensivel dependéncia as condigoes iniciais, que pode ser vista no expoentes de Lyapunov
positivo das figuras 3.2, 3.3, 3.4.

O modelo difusivo presa-predador com resposta funcional e refigio constante é es-
tudado sob condicao de fronteira de Neumann homogénea. Os resultados obtidos sobre
solugdo constante e nao-constante positiva estao contidos em [19].

Na Secgao 4.2, estudamos o comportamento assintético das solugoes de tempo depen-
dente, quer dizer, investigamos o atrator global, a propriedade de persisténcia, a estabili-
dade de solugoes constantes nao-negativas e a existéncia de solugoes periddicas na solucao
positiva constante e, de (4.1). Finalmente, em Secao 4.4, provamos a existéncia e ine-
xisténcia de solugoes positivas nao-constantes de (4.6) para algumas gamas de parametro
m usando teoria do grau de Leray-Schauder.

Do teorema 4.1 temos as condigoes de estabilidade de ponto de equilibrio, trivial,
semitrivial e positivo em localmente e globalmente estavel. Caracterizou-se a existéncia
da bifucacao de Hopf, e usando o método do grau topoldgico de Leray-Schauder mostra-se
a existéncia de solucao positiva nao-constante para o problema eliptico.

Para trabalhos futuros pode-se usar a fungao de resposta funcional de Gause [20] e no
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lugar do parametro m (constante) usar uma func¢ao, pois o meio ambiente nao sao, em

geral, homogéneos.
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Baixar livros de Literatura

Baixar livros de Literatura de Cordel
Baixar livros de Literatura Infantil
Baixar livros de Matematica

Baixar livros de Medicina

Baixar livros de Medicina Veterinaria
Baixar livros de Meio Ambiente
Baixar livros de Meteorologia
Baixar Monografias e TCC

Baixar livros Multidisciplinar

Baixar livros de Musica

Baixar livros de Psicologia

Baixar livros de Quimica

Baixar livros de Saude Coletiva
Baixar livros de Servico Social
Baixar livros de Sociologia

Baixar livros de Teologia

Baixar livros de Trabalho

Baixar livros de Turismo
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