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Abstract

From a Bernstein algebra A = Fe @ U @ V it might be that construct other algebraic
structure, namely, her multiplication algebra denoted by M (A) that is the subalgebra of
endomorphism algebra of A, generated by the operators L, and R,, defined by R,(a) = az
e L,(a) = za such that z, a € A. This work to search out information under the numeric
invariant p(A) = max{posto(c);o € M(A)} and search to investigate betters upper limits
for this invariant in 2-exceptional algebras. The dimensions of U and V are invariants of
A and given integers dimU > 1,dimV > 1 and p with 1 +dimU < p < dimU + dimV,
is proved that not ever exist a Bernstein algebra with type (1 + dim U,dim V') such that
p(A) =p.

Key words: algebra, Bernstein algebra, multiplication algebras, dimension, invariant,

rank, type, endomorphism.

Resumo

A partir de uma algebra de Bernstein A = Fe @ U @ V é possivel construir uma outra
estrutura algébrica, a saber, a sua dlgebra de multiplica¢oes M(A), a qual é definida como
sendo uma subdalgebra da algebra dos endomorfismos de A, gerada pelos operadores L, e R,
definidos por R, (a) = az e L,(a) = za tal que z, a € A. Este trabalho busca informagoes
a respeito do invariante numérico p(A) = max{posto(c);oc € M(A)} e tenta melhorar as
limitacoes existentes para o mesmo, analisando o grau de excepcionalidade da algebra. As
dimensoes de U e V' sao invariantes numéricos de A e dados inteirosdimU > 1,dimV > 1ep
com 1 +dimU < p < dimU + dim V', é mostrado que nem sempre existe uma algebra de

Bernstein de tipo (1 + dim U, dim V) tal que p(A) = p.



Palavras chave: d&lgebra, dlgebra de Bernstein, algebra de multiplicagoes, dimensao,

invariante, posto, tipo, endomorfismo.
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Introducao

Em 1923 S. Bernstein propos um problema sobre genética das populacoes, cuja for-
mulagao algébrica deu origem as algebras de Bernstein. Muitos autores tém se dedicado aos
estudo das algebras de Bernstein, o qual foi iniciado simultanea e independentemente nos

anos 70 por P. Holgate e Y. Lyubich.

Considerando F' um corpo com caracteristica diferente de dois, uma dlgebra de Bernstein
sobre o corpo F' é um par ordenado (A,w) em que A é uma F-édlgebra comutativa (néo
necessariamente associativa), w : A — F é um homomorfismo nao nulo de dlgebras e na

qual a identidade (2%)? = w(x)?z? é satisfeita para todo z em A.

E conhecido que w é unico e A possui elementos idempotentes e € A, para os quais a
algebra A tem uma decomposicao de Peirce A = Fe®U.®V,, em que U, = {u € N;2eu = u}
e V. ={v € N;ev =0} com kerw =N = U @ V. Quando tomamos outro idempotente
f € A, os subespacos que figuram nessa decomposi¢ao tém dimensao invariante. Com isso,
define-se o invariante tipo de A como sendo (1 + dim U,,dim V;), usado em praticamente
todos os estudos acerca dessas dlgebras. Mostra-se ainda que os subespacos U,V + V2 e U?
também tém dimensao invariante, o que nos permite definir o subtipo de A como sendo o
invariante (dim(U,V, + V.?),dim U?). Subespagos obtidos a partir de somas e produtos de

U, e V. sao denominados p-subespagos.

O estudo das algebras de Bernstein pode ser encontrado em vérios textos, como por

exemplo [12] e [5]. Assim como resultados relevantes sobre a invariancia dos p-subespagos



podem ser encontrados em [15] e [16]. Ao longo desses anos tem se tentado fazer uma
classificacao dessas algebras, que comegou com o proprio Bernstein. Embora alguns autores
tenham conseguido importantes resultados nesse sentido, o problema de classificagao das
algebras de Bernstein tem se mostrado um tanto quanto complexo. Assim, em busca de
informacoes sobre a estrutura dessas algebras, foram realizados diversos estudos através de

diferentes tipos de abordagem.

A partir de uma élgebra de Bernstein A é possivel construir uma outra estrutura
algébrica, a saber, a sua dlgebra de multiplicagoes M(A), a qual é definida como sendo
uma subdlgebra da dlgebra dos endomorfismos de A, gerada por {L,, R,;z € A} em que
R,: A — Aédadapor R,(a) =ax e L, : A— A é definida por L,(a) = za, para todo

aem A.

A algebra M (A) ¢ associativa (em geral ndo comutativa) e sua estrutura esta intrinse-

camente ligada a estrutura da algebra de Bernstein A.

A dlgebra de multiplicacoes de uma algebra de Bernstein é também uma dlgebra barica,
possui elementos idempotentes e por isso também podemos fazer a sua decomposicao de
Peirce. O estudo da algebra de multiplicagoes de uma algebra de Bernstein foi iniciado por
R. Costa e A. Suazo em [7]. Em sua tese de doutorado L. S. Ikemoto [13] estuda a &lgebra de
multiplicagoes de uma dlgebra de Bernstein A, apresentando importantes relagoes entre A e
M (A), investigando como a estrutura de uma influencia a estrutura da outra. Em particular,
no segundo capitulo, examina o posto méaximo dos elementos de M (A) definindo o invariante
numérico p(A) = max{posto(c);o € M(A)}, encontrando dois limitantes superiores para

este invariante. Além disso, s@o levantadas, sem resposta, algumas questoes sobre p(A).

Neste trabalho continuamos o estudo da algebra de multiplicacoes de uma algebra de
Bernstein, procurando estudar o invariante p(A) a partir do grau de excepcionalidade da

algebra, conforme definido por N. Bezerra em sua tese de doutorado [3].

Trabalha-se nesta dissertacao principalmente na tentativa de encontrar uma resposta



satisfatéria para uma das questoes supracitadas. Queremos saber, se dado inteiros positivos
(r,s,p) comr+1 < p <r+s, existe uma &lgebra de Bernstein do tipo (1 + r,s) tal que
p(A) =p.

Analisando o grau de excepcionalidade da algebras de Bernstein e usando a limitacao
de dim U? dada em [3], percebemos em alguns exemplos que dim U(UV') é igual a diferenca
entre o limite superior e inferior de dim U?. Assim, vemos que é possivel melhorar a limitacao
superior para o invariante p(A), e para o caso em que a algebra de Bernstein é 2-excepcional
com dim U = 4, foi possivel mostrar que p(A) = r + 2 = 6. Verificamos que nem sempre
existe uma algebra de Bernstein nas condicoes acima. Vimos, por exemplo, que dados
inteiros r,s,pcom r < 3 el+r < p < r+ s, existe uma algebra de Bernstein do tipo
(147, s) tal que p(A) = p se, e s6 se, p =1+ 1. Além disso, para inteiros r, s,p com r = 4
e s > 2, existe uma algebra de Bernstein do tipo (1 + r,s) tal que p(A) = p se, e s6 se,

p € {5,6}.



Capitulo 1

Preliminares

Neste capitulo apresentamos alguns conceitos basicos que serao necessarios para
o bom entendimento dos demais capitulos. Definimos e estudamos de modo sucinto as
principais propriedades das algebras de Bernstein, as quais serao base para a construcao do
nosso principal objeto de estudo, a saber, a algebra de multiplicacoes de uma algebra de

Bernstein e o posto maximo de seus elementos.

1.1 Algebras baricas

Uma dlgebra sobre um corpo F' é um par (A, -), onde A é um espaco vetorial sobre F' e
- ¢ uma operacao bindria em A que satisfaz
(y+z2)z = y-rx+z2-x
(az)-y = z-(ay) =alz-y)
para quaisquer x, y em A e o em F.

Em particular, se xy = yx para todo z,y € A, dizemos que A é uma dlgebra comutativa



e se z(yz) = (xy)z para todo z,y, z € A dizemos que A ¢é associativa.

Sejam F' um corpo, A e B algebras sobre F. Um homomorfismo de A em B é uma fungao
linear f de A em B tal que f(xy) = f(z)f(y), para todo z,y € A. Um homomorfismo nao

nulo de A em F' é chamado caracter ou funcdo peso de A.

Uma dlgebra bdrica sobre um corpo F' é um par (A,w) onde A é uma &lgebra sobre F,

nao necessariamente associativa ou comutativa, e w é um caracter de A.

Vale observar que nem toda &algebra possui caracteres e, como conseqiiéncia disso, nao
podem ser vistas como algebra barica. Como exemplo, podemos citar a algebra onde A é
um espago vetorial e o produto é definido por zy = 0 para quaisquer = e y em A. Pois,
sendo f um homomorfismo de A em F, entdao f(x)?> = f(x?) = f(0) e portanto f(x) =0,

para todo x em A, logo f = 0.

Proposicao 1.1. Toda dlgebra bdrica (A,w) pode ser decomposta na forma A = Fx & N,

onde N = kerw e F'x € o subespaco gerado por x € A — N.

Demonstracao:

J& que w é caracter de A, existe zp em A tal que w(zg) # 0. Assim, dado qualquer
y € A, temos que y = %x + (y — %x) onde facilmente se verifica que %x € Frx e
Yy — Wy e N. Além disso, F'a N N = 0, pois considerando z € Fx N N, existe a em F

w(x)

tal que z = ax e 0 = w(z) = w(axr) = aw(x) o que implica em o = 0 ja que w(x) # 0 e

portanto z = 0. O

Usando a proposicao acima e alguns conceitos basicos de algebra linear obtemos os

seguintes resultados:
Corolario 1.1. O subespaco N € um ideal bilateral de A de codimensao 1.

Corolario 1.2. FExiste uma correspondéncia biunivoca entre o conjunto de caracteres de

uma dlgebra A e o conjunto dos ideais bilaterais de A de codimensdo 1 nao contendo A2.



Corolario 1.3. Se dim A = n, o nidmero de caracteres distintos de A € no mdzrimo n.

Esses e outros resultados sobre algebras que possuem caracteres, bem como suas respec-

tivas demonstragoes, podem ser encontrados com mais detalhes em [14].

1.2 Algebras de Bernstein

Nesta secao definimos as algebras de Bernstein, mostrando as identidades que as carac-
terizam, algumas linearizagoes destas, seus idempotentes, decomposi¢ao de Peirce e algumas

subclasses dessa classe de algebras baricas.

Uma dlgebra de Bernstein é uma algebra barica comutativa (A, w) que satisfaz a identi-
dade
(2%)? = w(z)*2? (1.1)

para todo x em A.

2)2 =

Uma conseqiiéncia direta da identidade (1.1)) é que os elementos de N satisfazem (z
0 e portanto, N é nil. Segue dai, como veremos na proxima proposicao, que toda algebra

de Bernstein admite um unico caracter.

Proposicao 1.2. Toda dlgebra de Bernstein admite somente um caracter.

Demonstracao:

Consideremos (A, w) uma algebra de Bernstein e suponhamos w’ um caracter de A. Seja

n € N, tem-se que (n?)? = 0. Assim o’'(n)?* = /'((n?)?) = &/'(0) = 0. Pela Proposicao 1.1,

w'(z0)
w(zo)

existe zg em A, w(xg) # 0 tal que A = Fxo @ N. Logo, tomando A =

temos que
W(r) = (axg +n) = aw'(zg) = adw(zg) = Aw(azg +n) = dw(z). Portanto, w’ = Iw
com X # 0, pois por hipétese w’ também é caracter A. Além disso, temos que Aw(zo)? =
Aw(xd) = ' (22) = W'(20)? = Mw(z0)]? = Nw(z0)? 0 que implica em (A — A?)w(zg)? =0e

como w(rg)? # 0 conclui-se que A = 1. Portanto v’ = w. O



Valendo-nos desse resultado, por abuso de linguagem, iremos nos referir a uma algebra

de Bernstein (A, w) simplesmente por A. Para todo z € A, w(x) serd chamado o peso de z.

1.3 Linearizacao de identidades

Seja f(z) = 0 uma identidade monomial (de uma varidvel e de uma tnica parcela) de
grau n satisfeita pelos elementos de uma F-algebra A comutativa e nao necessariamente

associativa com car(F') # 2, tal como as identidades a seguir

? =0
=0
(%) = 0
2?23 = 0

A primeira linearizagao de f(z) = 0 é uma nova identidade g(z,y) = 0, obtida da primeira,
substituindo-se = pela soma de duas varidveis, por exemplo, x + y e usando o fato de os
elementos de A satisfazerem f(z) = 0. Por exemplo, se A satisfaz 22 = 0, para todo z € A,
entao (z+y)? = 0, para quaisquer z, y € A. Logo, 2*+2xy+y* = 0 e visto que 2% = y> = 0

e car(F) # 2 temos ry = 0, que é a primeira linearizacao de x? = 0.

Para obtermos a primeira linearizacao de z*, procedemos de forma anédloga. Temos que
(r +y)? = 0, para quaisquer =, y € A. Assim, 2* + 2(zy)r + v’z + 2%y + 2(2y)y +v> =0
e portanto 2(zy)r + y?xr + z*y + 2(ay)y = 0. Nesta substituindo y por —y, obtemos
—2(zy)r+y?r—2*y+2(ry)y = 0 e somando-se essas duas identidades temos 2y°z+4(zy)y =

0, ou seja, y?z + (zy)y = 0. Esta é a primeira linearizagao de .

H&4 ainda um processo pratico para obter a primeira linearizacao de uma identidade
monomial f(z) = 0, de uma variavel e de grau n, que consiste na aplicacdo dos seguintes

passos:



1° passo: Reescreve-se a identidade como soma de n parcelas f(x) sem utilizacdo de

poténcias em z. Por exemplo, se f(x) = 22, entdo escreve-se xx + zx = 0. Se f(z) = 2°

escreve-se x(zx) + x(rz) + z(zx) = 0. Se ainda, f(z) = (z?)?, escreve-se (zz)(zz) +

(zz)(zz) + (2x)(22) + (22)(22) = 0.

2° passo: Na primeira parcela troca-se o primeiro x por y, na segunda parcela troca-se
o segundo z por y e assim por diante, até que na n-ésima parcela, troca-se o ltimo (n-ésimo)
x por y. Por exemplo, se zz+ xx = 0 obteremos yx +xy = 0. Se x(zz) +x(rvx)+z(xx) =0
entdo y(xx) + x(yx) + z(zy) = 0. Se (zz)(zz) + (zz)(zz) + (z2)(z2) + (22)(x2) = 0
obteremos (yz)(zz) + (xy)(zx) + (zz)(yx) + (2x)(zy) = 0.

3° passo: Usa-se a comutatividade de A, a identidade e o fato de que car(F) # 2, para
agrupar as parcelas iguais. Por exemplo, se f(z) = x?, entdao zy = 0. Se f(x) = 2% entao

2¥ + 2x(zy) = 0. Se ainda, f(z) = (2?)?, entdo x2(zy) = 0.

Agora, seja f(xq,...,25) = 0 uma identidade monomial de k varidveis e de grau n na
variavel x; com 1 <7 < k. Fazemos a primeira linearizacao da identidade f(z1,...,xx) =0,
pelo processo pratico da seguinte forma. Primeiro, reescrevemos a identidade como soma de
n parcelas, de maneira analoga ao que se faz para identidades monomiais de uma variavel,
porém repetimos as demais varidveis com seus respectivos expoentes em cada uma das
parcelas. Entao, substituimos, em cada parcela, um dos x; por y de tal modo que y con-
ste uma unica vez em cada parcela e em posicoes subseqiientes, tal como é feito para o
caso f(z) = 0. Prosseguimos igualmente se quisermos linearizar uma vez f(xy,...,xx) =0
em relacao a qualquer outra varidvel z; que componha a identidade. Por exemplo, se
f(xy,29,23) = (x?x3)2% entdo, para fazer a primeira linearizagao desta identidade, na
varidvel z1 escrevemos ((z121)x3) a2+ ((z121)x3)x2 = 0. Logo, ((yz1)xd)x2+ ((z1y)zd)z: =0

e portanto ((z1y)x3)x3 = 0.

Se g(x1,...,x;) = 0 é uma identidade polinomial de k varidveis homogénea na variavel

x; de grau n, entdo fazemos a primeira linearizacdo de g(zy,...,x;) = 0 na variavel x;,

10



pelo processo pratico, utilizando o fato de que cada uma das parcelas do polinémio é uma

identidade monomial f(x1,...,2x) = 0 e, assim, mantendo a soma procedemos como no

caso anterior. Por exemplo, se g(z1,72) = (2%)%xy + (z122)23 entdo, para fazer a primeira

linearizacao dessa identidade na variavel x;, escrevemos

(x121)(121)22 +  (2129) (21 (2121)) + (2121) (21212 + (21200) (21 (2121)) + (2127) (2127 22

+  (r122)(z1(2121)) + (2127 (T1201) 22 + (2129) (21 (7121)) = 0.

Assim,

(yr1)(zrz)ze + (yo2)(z1(z121)) + (219) (2171) 22 + (2129) (Y(2171)) + (2121) (Y1) T2

+ (z122) (21 (y71)) + (T221) (219) 72 + (T272) (21 (21Y)) = 0.

Logo, % (21y)7s + (2172)(21(21y)) = 0.

Visto que a primeira linearizagao dé origem a uma nova identidade, podemos lineariza-la

novamente e novamente, até o tantas vezes quanto for o grau da variavel em questao.

Apresentaremos a seguir alguns resultados que tém como base a técnica de linearizacao
precedente, bastante utilizada no estudo das édlgebras de Bernstein. Considerando F' um
corpo que possui mais de 3 elementos e A uma F-dlgebra de Bernstein, para quaisquer

r,y € Aewxy,x9,73,14 €N, temos

—_
N

(ry) = w(@)’ry +w(z)w(y)r?

—
w

($1$2

/N /N /N
_ =
(G2 SN
N N N~

)

)
11%(29w3) + 2(x120) (1173) = 0

)

(x129)(2324) + (2123) (2y) + (T124) (2273

como conseqiiéncia direta da linearizacao da identidade (1.1).

11



Um elemento e € A que satisfaz e? = ¢ é chamado um idempotente de A e o conjunto

de todos os idempotentes de uma algebra de Bernstein A é dado por:

Ip(A4) = {2*%w(z) = 1} U {0}

De fato, observemos inicialmente que todo idempotente nao nulo de uma algebra de
Bernstein A tem peso 1, pois se 22 = z # 0 entao z = 22 = (2?)? = w(r)*2? = w(x)’r e

2 = x também implica em

portanto w(z)? = 1, ou seja, w(r) = 1 ou w(z) = —1. E ja que
w(r) =0 ou w(z) = 1 entao w(z) = 1 e assim, Ip(A) C {2% w(x) = 1} U {0}. Reciproca-
mente, dado x? € {z% w(x) = 1} U0, j& que obviamente 0 é um idempotente, se x> # 0 por

(1.1) temos (z%)? = 1222, concluimos que (2?)? = z? e portanto z? € Ip(A). 0

Dessa forma, em uma &algebra de Bernstein sempre existe pelo menos um idempotente

de peso 1, ja que w é um caracter e o corpo tem elemento unidade.

Neste trabalho estaremos considerando sempre dlgebras de dimensao finita, sobre corpos

de caracteristica diferente de 2 e dlgebras de Bernstein de dimensao finita.

Proposicao 1.3. Sejam A uma dlgebra de Bernstein, e € A um idempotente nao nulo e

y € N. Entao
2e(2ey) = 2ey (1.6)
(2ey)y”® = (1.7)
2ey” + (2ey)” =y (1.8)
(y*)* =0 (1.9)
Demonstracao:

Fazendo © = e e y € N em (1.2) teremos (1.6). Substituindo x por y € N e y por e

12



obteremos em (1.2) a igualdade (1.7). Ainda em (1.2) trocando x por e+y e y por e encon-

traremos (1.8). A identidade (1.9) decorre diretamente da substituigao de z por y em (1.1).0

Ja vimos que toda algebra barica se decompoe como A = Fe @& N. Defina agora o
operador M, : N — N dado por M.(y) = 2ey. Inicialmente, observamos que M, estd bem
definido, j4 que N é um ideal A. Além disso, por (1.6) temos que M.(M.(y)) = 2e(2ey) =
2ey = M.(y). Logo, M, é uma projecao. Assim, denotando Im(M,) por U, e ker(M,) por

V., temos que

= UV, (1.10)
U. = {ue N;eu=3u} (1.11)
Ve = {veN;ev=0} (1.12)

Portanto, A pode ser decomposta na forma A = Fe® U, ®V,. Destarte, a cada idempo-
tente e € A de peso 1 esta associado a decomposicao A = Fe® N = Fe® U, ®V,, chamada

decomposicao de Peirce de A associada ao idempotente e.

Dados X7, X5 subespacos de A denotamos por X; X5 o subespaco gerado pelos produtos

de elementos de X; por elementos de Xy. Assim, X1 Xy = (x129; 21 € X7, 29 € X).

Se X; = Xy, = X escrevemos X? no lugar de XX. Para dlgebras comutativas temos
que X? = (2?;x € X), pois para x, 7, € X tem-se que 125 = $[(21 + 22)* — (11 — 12)*] €
(x%; 2 € X).

A préxima proposigao estabelece importantes propriedades dos subespagos U2, U.V, e

V2, muito utilizadas na obtencao de resultados que dizem respeito as élgebras de Bernstein.

Proposicao 1.4. Dada uma dlgebra de Bernstein, com decomposi¢ao de Peirce A = Fe @
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U. ® V. sao validas as sequintes inclusoes

Uz cv, VicU, UV, c U, (1.13)

Demonstracao:

Segue da identidade (1.8) que M.(y?) + M.(y)* = y? para todo y € N. Entao lin-
earizando temos M. (y1y2) + Me(y1) Me(y2) = 1192, quaisquer que sejam y1, 42 € N. Como
M, é projecao entao, M. (y;)M.(y2) = y1y2 para todo yi,ys € U, = ImM,, logo M.(y1y2) =
Y1Y2 — Mo(y1) M (y2) = 0 o que implica em gy, € V., portanto U2 C V,. Se y; ou yo estd
em V. entao teremos, respectivamente, M.(y;) = 0 ou M.(y2) = 0 e, em ambos os casos

conclui-se que M, (y1y2) = y1y2. Logo, y1y2 € UV, e portanto UV, C U, e V* C U.. O

Proposicao 1.5. Em uma dlgebra de Bernstein A = Fe & U, & V,, temos as sequintes

identidades quaisquer que sejam u € U, ev € V,

u® =0 (1.14)
u(uv) =0 (1.15)
uv® =0 (1.16)
(u*)? =0 (1.17)
(uv)? =0 (1.18)

Demonstracao:

Considerando y = u em (1.7) temos que 0 = (2eu)u? = u®. Ainda em (1.7) fazemos

y = u + v e aplicando (1.14) segue que 0 = [2e(u + v)](u + v)? = 2u(uv) + uv?, na qual
substituindo v por —v obtém-se uv? — 2u(uv) = 0. Somando as equagoes obtidas para v e
—v temos uv? = 0 e u(uv) = 0. A identidade (1.17) decorre diretamente da substitui¢ao de

y por u em (1.9). Fazendo agora, r1 = u e x5 = v em (1.3) temos u*(uv) = 0 e fazendo
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T = v e ry = u temos v}(uv) = 0. Para r1 = u+ v e 9 = u também em (1.3), usando
as equagoes que acabamos de deduzir encontramos 2(uv)? = —u?v? Como (uv)? € V, e

2?2 e VU, C U, entao (uv)? € U, NV, = 0 de onde concluimos que (uv)? = v?v? =0. O

Proposicao 1.6. Seja A = Fe®U,®V, uma dlgebra de Bernstein entdo quaisquer u, uq, s,

us € U, v,v1,v9 € V. satisfazem

utuy + 2ug (ugug) = 0, (1.19)

ur (ugus) + ug(urus) + us(ugug) = (1.20)
wy (upv) + s (uyv) = (1.21)

u(viv2) = (1.22)

u? (uyug) = (1.23)

(uvy) (uvs) = (ugv)(upv) = (1.24)

Demonstracao:

Seguem diretamente da linearizagao das identidades da Proposi¢ao 1.5. De (1.14) obte-
mos (1.19), desta, linearizando novamente em u;, segue (1.20). Aplicando a mesma técnica

m (1.15), (1.16)), (1.17) e (1.18) obtemos respectivamente (1.21)), (1.22), (1.23) e (1.24). O

Considerando e um idempotente nao nulo de uma algebra de Bernstein A = Fe®U,®V,,
usando as relagoes (1.13), (1.14) e o fato de (z%)? = 0 para todo x € N, prova-se que o

conjunto dos idempotentes nao nulos de A é dado por

Ip(A) = {e+u+u*uc U}

A proposicao a seguir mostra que as dimensoes dos subespacos U, e V. que figuram na

decomposicao de Peirce de uma algebra de Bernstein independem da escolha do idempotente.
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Proposigao 1.7. Sejam e, f = e + uy + u3 idempotentes ndio nulos de uma dlgebra de

Bernstein A= Fe® U, ®V,, e ug € U,. Entao as aplicacoes
o:U. — Uy T:Ve—V;
u — u + 2uug v — v — 2uuy — 20U}

sao isomorfismos de espacos vetoriais.

Demonstracao:
A aplicagao o estd bem definida, pois segue de (1.19), (1.13) e (1.23) que

2(e +ug + ug) (u+ 2uug) = 2eu + de(uug) + 2uug + dug(uug) + 2udu + dul(ugu)

= u—+ 2uug

e isso implica que (u + 2uu,) € Uy. Também verifica-se facilmente que o é linear e decorre
decomposigao de Peirce de A que o ¢ injetora, ja que cada u € U, pode ser escrito de forma
unica usando-se tal decomposicao. Além disso, o é sobrejetora, pois dado y € Uy C N

existem u € U, e v € V, tais que y = u + v. Assim, por defini¢ao
u+v=2(e+ug+ud)(u+v) =u+ 2uuy + 2upv + 2uui + 2ugv.

Logo, usando novamente a decomposicao de Peirce temos que 2ugv + 2uud + 2uv = 0 e
v = 2uug. Portanto, o(u) = u + v.

Vamos mostrar agora que 7 estd bem definida. Com efeito, tomando v € V, e utilizando
as identidades (1.2), (1.11), (1.12), (L.15), (1.19) e (1.22) tem-se

(e +ug + ud) (v — 2vug — 2vu3) = ev — 2e(vug) — 2e(vul) + uv — 2ug(uev)

—2up(vug) + ugv — 2ud(vug) — 2uf(vug)
e

= —2(—2uo(uo(vu3))
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= dug(up(vud))
=0
Portanto 7(v) € V;. Também é facil ver que 7 é linear e pela decomposigao de Peirce é

injetora. Resta mostrar entao a sobrejetividade de 7. Suponhamos que u + v € Vy com

u€ U, ev eV, Assim,

0 = 2(e+up+ul)(u+v)
=+ 2ugu + 2upv + 2ugu + 2uiv

= (u+ 2uv + 2udu + 2uv) + (2uug)

e jd que N = U, @ V. concluimos que u + 2upv + +2u2v + 2udu = uyy = 0. Como

udu = —2ugp(uou) segue que 7(v) = v — 2ugv — 2uiv = u + v e portanto T é sobrejetora. O

Segue desta proposigao que para todo f = e+ ug+ud, Uy = o(U.) e V; = 7(V,) e estes
subespacos U, e V, tém dimensao invariante com relacao a troca do idempotente. Usa-se
entdo estes invariantes numéricos para definir o tipo da algebra A como sendo o par (1+7, s)

onde r = dimU, e s = dimV,, o qual esta portanto bem definido.

1.4 Algebras de Bernstein-Jordan

Uma élgebra de Bernstein (A,w) é chamada Bernstein-Jordan se A é uma algebra

de Jordan, isto é, quaisquer elementos x,y € A satisfazem a identidade

2 (yx) = (2%y)x (1.25)

Existem muitas caracterizagoes para essa importante subclasse das algebras de Bernstein

e algumas dessas nos serao fornecidas pelo seguinte teorema

17



Teorema 1.1. Em toda dlgebra de Bernstein A = Fe® U, @V, as sequintes condi¢oes sao

equivalentes:

(a) A é uma dlgebra de Jordan;
(b) V2 =0, para todo e € Ip(A);
(c) V2 =0, para algum e € Ip(A) e (uv)v = 0 para quaisquer uw € U, e v € V,;

(d) Todo elemento x € A satisfaz a identidade 2 = w(x)z?.

Demonstracao:

Mostremos que (a) implica (b). Seja A uma algebra de Jordan entao (1.25) ¢ satisfeita

para quaisquer x,y € A. Assim, para x = e+ v e y = e obtemos %1)2 —v3 = 0, substituindo

nesta equagao v por (—v) encontramos }11}2 +v® = 0 e somando membro a membro estas

duas tltimas igualdades resulta que v? = 0, para todo v € V,. Portanto V2 = 0.

Para mostrar que (b) implica (c¢) tomamos para cada u € U, o idempotente f = e-+u+u?.

Por hipétese V7 = 0, entao usando as identidades (1.13) e (1.18) segue que

0 = 7(v)?
= (v—2uv — 2u*v)?
= (v—2uw)?
= v® — 4(uwv)v + 4(uv)?

= —4(uv)v

para todo v € V, e portanto (uv)v = 0.

Consideremos agora a decomposicao de Peirce relativa ao idempotente e para o qual
V2 =0e (uw)v = 0, para quaisquer u € U, e v € V.. Todo elemento x de A pode ser

e

decomposto de forma tinica como x = w(z)e+u-+v onde u € U, e v € V.. Logo, por (1.11),
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(1.12) e (1.25), temos

w(z)e+u+ v>2 (w(a:)e +u+ v)

w(z)?e + w(r)u + 2uv + u2> (w(:v)e +u+ v)

e + w(z)?u + 2w(z)uv + w(z)u?

portanto (c) implica (d). Finalmente, para provar que (d) em implica (a) linearizando a

identidade 2° = w(z)x?

encontramos a equacao
2y + 2z(zy) = w(y)o? + 2w(z)zy
Nesta substituindo y por xy e multiplicando-a por x, obtemos respectivamente

2 (wy) + 22(2(zy)) = w(z)w(y)z® + 2w(z)z(zy)

(*y)z + 2z (z(2y)) = w(y)z® + 2w(x)z(zy)

o resultado segue da subtracao entre essas duas igualdades. O

O préximo coroldrio ¢ uma conseqiiéncia imediata do item (c¢) do teorema anterior.

Corolario 1.4. Nas dlgebras de Bernstein-Jordan as identidades

V1Ug = 0 (126)

(uvy)ve + (uvg)vy =0 (1.27)

sao satisfeitas para quaisquer e € Ip(A), u € Ue, v1,v3 € V.
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Corolario 1.5. Dado I C N um ideal de uma dlgebra de Bernstein A = Fe® U, ®V,, a
dlgebra quociente AJI é Bernstein-Jordan se, e somente se, V2 C I para todo idempotente

ec A.

Demonstracao:

Vamos mostrar inicialmente que (A/I,@) é uma &lgebra de Bernstein com as operagoes
usualmente definidas para quocientes e com a fungao @ : A/I — F', dada por ©(T) = w(z).
De fato, ja que I C N, se tomarmos T = ¥ segue que x — y € kerw e portanto w(x) = w(y),
o que implica em W(T) = wW(y). Assim, W estd bem definida e vé-se facilmente, pela

forma como foi definida, que @ é um caracter. Além disso, dado T € A/l temos que

(7%)? = (22)? = w(r)22? = w(x)’7® = ©(7)*T%. Agora, se V2 C I entdo v2 = 0. Logo,
pelo Teorema 1.1, temos que A/I é Bernstein-Jordan. Reciprocamente, se A/I é Bernstein-

2

Jordan entdo 72 = v2 = 0, que equivale a v> € I para todo v € V, ou seja, V2CI. O

Seja A = Fe®U,®V, uma élgebra de Bernstein, o conjunto L = {u € U,;ulU, = 0} é um
ideal de A. Com efeito, obviamente L # &, pois 0 € L. Além disso, para a € F', uy,us € L
e u € U, temos que (u; + aug)u = uu + ausu = 0+ a0 = 0, portanto (uy; + auy) € L.
Seja agora x = w(x)e + v’ + v um elemento genérico de A com v’ € U, e v € V,, observando
que zu; = 3w(2)u; + uv € U, e usando (1.21), segue que (zuy)u = jw(z)uju + (uv)u =
—(uv)u; = 0, de onde conclui-se que xu; € L. Desse modo, ja que o conjunto L é um ideal

de A podemos construir a algebra quociente A/L que, de acordo com corolario anterior,

também ¢ Bernstein-Jordan, visto que V2 C L.

Considerando que para cada idempotente nao nulo e de A obtemos € um idempotente
de A/L, utilizando argumento analogo ao usado na caracterizacao dos subespacos U, e V.,

podemos ver que na decomposigao Peirce de (A,w), temos Uz := {w;u € U.} = (U.+ L)/L
eVei={v+lleLveV}={vveV.}=(Va&lL)L.

O ideal L tem um importante papel no estudo das algebras de Bernstein e independe do
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idempotente escolhido, como mostra proxima proposicao.

Proposicao 1.8. Seja A = Fe ® U, &V, uma dlgebra de Bernstein. Entao L = ﬂ Us.
J€elp(A)
Demonstragao:Sejam u € L, entdo, para todo wug € U, temos, u = u + 2uuy = o(u) € Uy,

onde f = e+wug+ ui. Reciprocamente, se u € ﬂ Uy entao, para qualquer ug € U, existe

feIp(A)
u; € U, tal que u = o(uy) = uy + 2uqug e portanto u = uy e ujug = 0 que implica em

uug = 0 para qualquer ug € U,. O

1.5 Nilpoténcia em algebras de Bernstein

Dizemos uma algebra nao associativa A é nilpotente se existe um inteiro positivo k tal
que o produto de quaisquer k elementos de A, com qualquer arranjo de parénteses, é nulo.
O menor inteiro k que possui essa propriedade é chamado indice de nilpoténcia de A. Ja
que as algebras de Bernstein possuem idempotentes de peso 1 entao, é claro que nao sao
nilpotentes. No entanto, segue da identidade que caracteriza as algebras de Bernstein que
()% = 0 para todo x € N, por isso o que se pode fazer é examinar a nilpoténcia do nticleo

dessas dlgebras.

Apesar de N satisfazer essa identidade, nem toda algebra de Bernstein tem ntcleo nilpo-
tente, conforme pode ser visto em [9]. Alguns resultados, citados a seguir, nos quais a

nilpoténcia de N é garantida, podem ser encontrados também em [9] e em [10].

Teorema 1.2. (Teorema de Grishkov) Toda dlgebra de Bernstein nuclear, isto €, tal

que A% = A de dimensdo finita tem niicleo nilpotente.

Proposicao 1.9. Existe um idempotente e de uma dlgebra de Bernstein A= Fe ® U, ®V,

tal que a seqiéncia de P-monomios U, 2 UV, 2 (UJV,)V. O ... D UeVe(k) D UJ/'e(kH)...
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estaciona em 0 se e somente se, o nicleo de A € nilpotente.

Teorema 1.3. Toda dlgebra de Bernstein-Jordan de dimensao finita tem nicleo nilpotente.

1.6 Algumas subclasses das algebras de Bernstein

Nesta secao apresentamos as defini¢oes e alguns conceitos que envolvem algumas sub-

classes das algebras de Bernstein, que serao utilizadas no decorrer do trabalho.

Se (A, w) é uma algebra de Bernstein com decomposigao de Peirce A = Fe®U,.®V, entao
(A% w|42) também é uma dlgebra de Bernstein e a decomposicao de Peirce desta também
associada ao idempotente e é dada por A% = Fe @ U, ® U2. Uma 4lgebra de Bernstein A
é dita nuclear se A*> = A, o que equivale a dizer que U? = V. E denominada normal se

UV, + V2 =0 e é dita excepcional se U? = 0, para todo idempotente e.

1.6.1 Algebras de Bernstein n-excepcionais

Esta subse¢ao trata do grau de excepcionalidade de uma &algebra de Bernstein. Tal
conceito foi formalizado a fim de fazer uma divisao das algebras de Bernstein em subclasses

disjuntas e pode ser visto com maior riqueza de detalhes em [3].
Sejam X7, Xo C A subespacos, define-se recursivamente o subespaco XlXQ(") , Ccomo

sendo: X3 X3 = X1, X1 X3V = XX, e X XY = (X, X)X, se n > 2.

Definicao 1.1. Diz-se que uma dlgebra de Bernstein € n-excepcional se n > 0 € o menor
inteiro para o qual se tem Ue(UeVe(")) = 0, para todo idempotente nao nulo e de A. O inteiro

n serd chamado de grau de excepcionalidade de A.

Este conceito generaliza o de algebras de Bernstein excepcionais que sao aquelas em que

se tem U2 = ( para todo idempotente nao nulo e. Os resultados a seguir e suas respectivas
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demonstragoes podem ser encontrados em [3].

Teorema 1.4. Toda dlgebra de Bernstein de tipo (1+r,s) € n-excepcional para algum inteiro

n, com0<n<s+1.

Neste trabalho utilizaremos especialmente os conceitos de algebras excepcionais , 1-
excepcionais e 2-excepcionais. Lembrando que, se para todo idempotente ¢ € A tem-se
U2#0eU(UV.) =0 a dlgebra de Bernstein A é dita 1-excepcional e quando U, (U.V;) # 0
e U((UV.)Ve) = 0 é dita A é 2-excepcional.

Lema 1.1. Se em uma dlgebra de Bernstein A = Fe® U @V existem elementos uy,us € U
ev €V tais que ui(ugv) # 0 entao os conjuntos {uy,us, u1v, ugv} e {v,us(ugv)} sao

linearmente independentes. ]

Corolario 1.6. Se A = Fe® U @V € uma dlgebra de Bernstein com U(UV') # 0 entao
dimU >4 edimV > 2. O

Proposicao 1.10. Se A = Fe® U &V € uma dlgebra de Bernstein 2-excepcional de tipo
(1+7r,s), entio 2 < dim(UV + V?) <r —2. 0

1.7 Algebras associativas de dimensao finita

Nesta secao estudaremos alguns resultados bésicos da teoria das dlgebras associativas
que serao usados no desenvolvimento do trabalho. O teorema a seguir trata da existéncia

de idempotentes para essas dlgebras e sua demonstragao pode ser encontrada em [1].
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Teorema 1.5. Toda dlgebra de dimensdo finita ndao nilpotente possui um elemento idempo-

tente.

Além disso, qualquer algebra associativa A admite para todo idempotente e € A uma
decomposi¢ao em soma direta de subespagos A = A1 @ A9 D Agr D Agg. Tal decomposigao
chamada decomposicao de Peirce da dlgebra associativa A relativa ao idempotente e pode

ser feita como segue.

Considerando A uma algebra associativa e e um elemento idempotente de A, temos que

a aplicacao

L.:A— A

a+— ea
é uma projecao. Assim, A = ImL, @ ker L, com
ImL. ={a € Ajea =a} = A4
ker L, = {a € Ajea =0} = Ay
Agora, tomando

R;ZA1—>A1

a —— ae
que também é projegao, temos que A; = ImR], & ker R com
ImR. ={ac Ajjae=a} ={a € Ajea=a e ae=a}:=Ay,

ker R, ={a € Aj;ae =0} ={a € Ajea=a e ae=0}:= A

RgZAO—>AO

a —— ae
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que claramente também ¢é projecao, e assim Ayg = ImR/ & ker R? com
ImR! ={a € Ap;ae=a} ={a € Ajea=0 e ae=a}:= Ay

ker R! = {a € Ap;ae =0} ={a € Ajea=0 e ae=0}:= Ay

Portanto, A = Ay; @ Ao ® Ag1 @ Ao, em que
Aij = {Iij S A, ET;; = Z‘LL'Z‘]‘,TI)Z‘J‘G = jl'w}

para i,5 =0, 1.
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Capitulo 2

Algebra de Multiplicacoes

Neste capitulo definiremos o que é uma &algebra de multiplicacoes e veremos que
dada uma algebra qualquer sempre podemos construir a partir desta, a sua algebra de
multiplicagoes. Inicialmente, apresentaremos um conceito muito interessante, o de algebra

livre.

2.1 Algebra Livre

Seja A uma &lgebra gerada sobre F'; por um conjunto de geradores (x;);cr, em que I é
um conjunto qualquer de indices. Seja o = (i1, ..., 4;) uma seqiiéncia finita de elementos de
I e consideremos y, = z;,,...,%;,, onde h é chamado o comprimento de o. Dentre todas
as "sequencias finitas” também admitimos a sequéncia vazia o( e consideramos y,, = 1.

Definimos a composicao de duas seqiiéncias finitas o = (i1, ..., %) € 0’ = (J1, ..., jx) por
/ . . . .
00" = (1, ooy Ty J1y vy Jk)-

Para a seqiiéncia vazia definimos oqgo = 009 = 0, ou seja, 0y € a unidade desta composicao.

videntemen mposicao é associativ is (co')o" = o(o'c 1M, Yoor = YglYg'-
Evidentemente essa composicao é associativa, pois No” '0") e assim,
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Em [4] sdo mostrados os seguintes resultados.
Lema 2.1. A ¢ fechado com relacao a multiplicacdo.

Teorema 2.1. Todo elemento de A € uma combinacdao linear dos y,’s, com o percorrendo

todas as seqiiéncias finitas de elementos de I.

Segue do Teorema 2.1/ que os elementos de A sao somas finitas da forma z =) _v,.

Definicao 2.1. Se 0s y, s sao linearmente independente sobre F' entdo A é chamado de

dalgebra livre e o conjunto (x;);e; € chamado sistema livre de geradores de A.

2.2 A Algebra de Multiplicacoes

Consideremos uma &lgebra arbitraria A sobre um corpo F' e denotemos por End(A) a

algebra dos operadores lineares de A. Definimos os operadores

R,:A— A L,:A— A

a—— axr a—— xa

chamados, respectivamente, multiplicacao a direita e multiplicacao a esquerda. Verifica-se

facilmente que esses operadores sao lineares e portanto pertencem a End(A).

Definicao 2.2. A subdlgebra de End(A) gerada por {L,, R,;x € A} é denominada dlgebra
de multiplicagoes da dlgebra A e serd denotada por M(A).

Considerando um conjunto X = {Xy, Xs, ..., X, ...} e F[X] a dlgebra associativa livre

gerada por X sobre o corpo F e denotando por X F'[X] o ideal de F[X] gerado por X, temos

M(A) = {p(le,SxQ, ...,Sxk);p - XF[X], Sm = Lm ou Sm = Rm,l = 1,27 ey k’}
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O estudo dessa algebra pode revelar muitas propriedades e caracteristicas da algebra A.
Por isso, diversos autores tem realizado estudos a respeito da algebra de multiplicagoes de

algebras nao associativas e alguns resultados podem ser encontrados em [2], [8], [11] e [17].

2.2.1 Notagoes

Dada uma &algebra arbitraria A sobre um corpo F' e um subconjunto S C A, denotamos
por (S) e por S , 0 subespaco e o ideal de A gerado por S, respectivamente. Além disso,
para cada subdlgebra B de A vamos denotar por B* a subdlgebra de M(A) gerada pelo
conjunto {L,, R,;x € B}. Sejam Z um subconjunto de M(A) e S um subconjunto de A.
Representaremos por Z(S) o subespago de A gerado por {7(a);7 € Z e a € S}.

2.2.2 Propriedades gerais da algebra de multiplicacoes

Inicialmente veremos como se relacionam os ideais de uma algebra A e os ideais de sua

algebra de multiplicacoes M (A).

Para todo ideal I de A, o conjunto (I : A) = {7 € M(A);7(A) C I} é um ideal de
M(A). De fato, o operador nulo pertence a (I : A), pois aplicado a A terd sempre zero
como imagem e 0 € I, jd que I é um ideal de A. Além disso, dados 7,75 € (I : A) e
um escalar a € F temos que (am; + 72)(a) = arm(a) + 1(a) € I, para todo a € A, logo
ar+7 € (I : A). Também para T € (I : A) e 0 € M(A) temos que o(7(a)) € I, para todo
a€ A, pois T € (I :A) implica em 7(a) € I e como I é ideal de A segue que o(7(A)) C I,
para todo o € M(A). Por outro lado, 7(c(a)) € I ja que 0(A) € A para todo a € A e por
hipétese 7(A) C I.

Reciprocamente, para cada ideal Z C M(A), o subespago Z(.S) gerado pelo conjunto
{r(a) €e ;7 € T e a € S} é um ideal de A. Com efeito, como por defini¢ao Z(S) é um

subespago de A, resta-nos mostrar que Z(S) absorve produto por elemento de A. O que de
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fato ocorre, pois dados 7(a) € Z(S) e a; € A, entdo ja que Z é ideal de M(A) temos

T(a).a; = Ry, (7(a)) = Ry, o 7(a) € Z(S)

ai1.7(a) = Ly, (1(a)) = Ly, o 7(a) € Z(S)

Proposicao 2.1. Sejam A e B duas dlgebras sobre o mesmo corpo F' e ¢ : A — B um
epimorfismo. Entao ¢ induz um epimorfismo ¢' : M(A) — M (B), que para todo a € A
satisfaz ¢'(Lq) = Lypq € @' (Ra) = Roa.

Demonstracao:

Seja ' : M(A) — M(B) definida por ¢'(p (Suy, Szys -y Sux)) = P (Sp(ar)s Sp(wa)s -+ Sip(an))
para todo p € XF[X], com z; € A. Vamos mostrar que a fungido ¢’ estd bem definida,
para isso, basta mostrar que se tomarmos o = p (S, Sy, .-, Sz,) € M(A) representando
o operador nulo, teremos que o operador p (Sy(z1), Sp(zs)s --» Sp(zy)) € nulo. De fato, ja
que ¢ é sobrejetora entdo para qualquer b € B, existe a € A tal que ¢(a) = b. Assim,
P (Se(a1)s Se(@a)s -+ San) ) (0) = P (S(ar)s Sp(aa)s -+ Sp(an) ) ((@)) = @(p (Szys Sayy o Sz, )(a)) =
0, pois ¢ é homomorfismo. Pelo fato de M(A) e M(B) serem associativas e seus ele-
mentos serem operadores lineares facilmente se verifica que ¢’ é homomorfismo. Além
disso, se tomarmos 7 = p(Sp,, Sh,, ..., Sp.) € M(B) como by, by, ...,bs € B entdo, ji que
¢ é epimorfismo, existem aq,as, ...,as € A tais que b; = p(a;). Dessa forma teremos que
D (Sbys Sbas -3 Sb,) = P (Spar)s Sp(az)s -+ Sp(as)) = ¢ (p (Says Sagy - Sas)) e certamente tem-se
D (Says Sags vy Sa,) € M(A). Portanto, ¢ é epimorfismo. O

Proposicao 2.2. Qualquer que seja o ideal I C A, tem-se que M(A/I) = M(A)/(I : A).

Demonstracao:

Consideremos a projecao canonica
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m:A— A/l

a—a=a+ 1.

Segue da proposicao anterior que existe um epimorfismo II : M(A) — M(A/I) tal que
I1(p (Says Sazs --r Sa)) = P (Sr(ar)s Sr(az)s > Sn(an)) = P (Say1: Sag1s s Saps1). Além disso,
o € ker(Il) se, e somente se, Imo C I. Com efeito, podemos descrever o operador nulo
de M(A/I) como sendo o conjunto X = {p (Sa,+1, Sayt1s -, Sactr); com pelo menos um
dos a; € I}. Assim, ja que I é ideal temos que ker(Il) = {0 € M(A);0(A) C I}, isto é,
ker(IT) = (A : I). Logo pelo teorema do homomorfismo temos que M (A)/ ker(Il) = M(A/I)
e portanto M(A)/(A: 1) = M(A/I). O

No caso particular em que A = F (a algebra é o préprio corpo), as aplicagoes

g: F — End(F) h:End(F) — F
a+— L, fr— f(1)

o: M(F) — End(F) ¢ : End(F) — M(F)
Ly — L, J— Lyq

sao tais que para todo a € F' e f € End(F) temos
hog(a)=  h(Ly) = L,(1)= «
goh(f)=9(f(1) = Lsy =
Yvow(La) = Y(La)= Lp,0)= La
pou(f) = ¢lLym)= Limy= f
Logo, F = End(F) = M(F).

~~

Podemos utilizar a observagao anterior para mostrar o seguinte resultado.

Proposicao 2.3. Seja (A,w) uma dlgebra bdrica sobre o corpo F' entdo eziste (pelo menos)

um homomorfismo nao nulo de M(A) em F.
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Demonstracao:

Como w : A — F' é um homomorfismo sobrejetor, segue da Proposicao 1.1 a existéncia
de um epimorfismo & : M(A) — M(F) tal que &(L;) = Ly(z) € W(R;) = Rz para todo
x € A. Dessa forma, usando o fato de que M (F) = F obtemos a fungdo w : M(A) — F

tal que W(L,) = W(R,) = w(x) que estd bem definida e é um epimorfismo. O

Essa proposicao garante que se M(A) é a algebra de multiplicagdes de uma &lgebra
bérica (A,w), entdao (M(A),©) é também bérica. A aplicagdo w é a chamada funcdo peso

de M(A) induzida por w.

A seguir vamos estudar algumas relagoes entre ker w e ker w nos casos em que A é uma

algebra comutativa.

Seja (A,w) uma algebra barica comutativa com idempotente e de peso 1 e com decom-
posicao A = Fe® N onde N = kerw. Cada = € A pode ser escrito de modo tinico como
x=w(x)e+n comn € N. Assim, para todo a € A,

L.(a)=za = (w(x)e+n)(a)
= w(z)ea + na
= w(z)Le(a) + Ln(a)
e portanto L, = w(z)L, + Ly.

Tomando 0 € M(A) entdo o =) L, L,,...L,, comy; € A. Como cada y; € A pode ser

escrito na forma y; = w(y;)e + n; onde w(y;) € F e n; € N. Logo,

Ly, Ly,...Ly, = W(yl)w(?JQ)---w(yk)Lek +0

em que § =) L, L,,...L,, com algum z; € N.

Denotaremos por N o ideal de M(A) gerado por {Ly;z € N}. Assim, § € N.
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Portanto, o € M(A) pode ser escrito como
o =BLM 4+ 3oL+ .+ B,LS "+ 6 (2.1)

com f3; € F e # como supracitado. Portanto,

M(A) = (L., L2, ...L.",.)+ N (2.2)

Como N ¢ um ideal de A, para todo § € N, 8(A) C N, logo, § € (N : A) = {r €
M(A);7(A) C N} ={re€ M(A);wor =0}, que é um ideal de M(A). Considerando o fato
de que w(e) = 1 temos para k > 1, wo (LS — L.) = 0, assim, L.* — L, € (N : A) e entdo
L. — L. = o}, para algum o}, € (N : A) e dessa forma podemos fazer em (2.1) L.* — L, = oy,

e obtendo

o= B +B+ ..+ B)Le+ > Bop+0 (2.3)

k=1
0 que equivale a dizer que
M(A)=FL,+ (L.*> - Le, L.> — Le, ..., L — L., ..) + N (2.4)
ejaque Lo € (N:A)e (L2~ L, L~ Le,...., L." — L.,..) + N C (N : A)

(N:A)=(L>—Le, L — Ly ..., L — Le,..) + N (2.5)

e conseqiientemente (N : A) é um ideal de M(A) de codimensao menor ou igual a 1 que nao
contém M (A)2, pois L.> = L.(e) = e € N. Logo, pela Proposicao 2.3/ existe um caracter
w: M(A) — F dado por

W(Ly) =w(w(x)Le + Ly) = w(z).0(Le) = w(x)

Portanto, ker(w) = (N : A).
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2.3 A algebra de multiplicacoes de uma algebra de

Bernstein

Neste trabalho iremos nos concentrar no estudo da &dlgebra de multiplicacoes de uma
classe especial das algebras baricas comutativas, a saber, as algebras de Bernstein, definidas
no capitulo 1. Existem véarios trabalhos publicados a respeito e alguns resultados podem
ser encontrados em [7] e [6]. Nesta segao estaremos interessados em determinar elementos

idempotentes e fazer a decomposicao de Peirce de M(A).

O lema a seguir, decorrente da linearizacao da identidade que caracteriza uma &algebra
de Bernstein, nos fornece uma relacao de dependéncia linear das poténcias de L., que nos

serd muito 1til na obtencao de resultados posteriores.

Lema 2.2. Se A ¢ uma dlgebra de Bernstein entdo para todo idempotente e € A tem-se que

2L —3L.2+ L. =0.

Demonstracao:

Linearizando uma vez a identidade (1.1) obtemos 2(zy)z? — w(zy)z? — w(x)*(zxy) = 0.

Assim, para & = e temos 2e(ey) — w(ey)e — w(e)*(ey) = 0, ou seja,
2e(ey) —w(y)e —ey =0 (2.6)
Agora, fazendo y = ey em (2.6) obtemos
2e(e(ey)) —w(ey)e —e(ey) = 0 (2.7)
Subtraindo (2.6) de (2.7) resulta que
2e(e(ey)) — 3e(ey) + ey =0 (2.8)

para todo y € A. O
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Vimos na sec¢ao anterior que w(L,) = w(z) para todo z € A e o homomorfismo w é
extensao de w para M(A). Salvo men¢ao em contrério, estaremos considerando, no decorrer
deste trabalho, a dlgebra bérica (M (A),w) em que A é Bernstein e w é a fungao peso induzida

por w.

Consideremos os operadores lineares 2L2—L.e4L.,—4L.,% em M (A) esejax = ae+u+v

um elemento arbitrario A = Fe ® U, @ V,. Temos que

(2L — L) (z) = (2L — Le)(ae +u+v)
= 2L.(Le(ae+u+v)) — Le(ae +u+0)
1 1
= 2L, (ae + §u> — (ae + §u>
1

1
= 9 iy — e — =
ae—|—2u oe 2u

= e

(4L, — 4L (z) = (4L, —4L2)(ae+u+v)
= 4L (ae+u+v)) — 4L (ae +u+v)
= 4(ae + %u) — 4L, (ae + %u)
= 4oe+2u —4ae —u
= u
Além disso,
GELE-L) = 25(L.) - G(L,)
= 2w(e)w(e) —w(e)

=1

Logo, os operadores 2L.* — L., de peso 1, 4L, — 4L.* € (N : A) sdo projecdes sobre os

subespagos F'e e U, respectivamente e portanto sdo idempotentes da dlgebra M (A).
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Assim, pelo fato de serem projecoes sobre espacos de interseccao nula, teremos que

(4L, — 4L.*)(2L.* — L.) = 0. Além disso, L, = (2L.* — L.) + %(4Le —4L.%).
Dessa forma, podemos escrever
M(A) = F(2L.> — L.) + (N : A)
e como (2L.% — L.)(e) = e entdo (2L.> — L.) & (N : A). Assim,

M(A)=FQ2L2—L)& (N : A) = F(2L2 — L) & ((4Le AL + N)

2.4 Decomposicao de Peirce

Na secdo anterior encontramos dois idempotentes para a algebra M(A), a saber, 2L.*— L,
e 4L, — 4L.*. Neste momento, estamos interessados em fazer a decomposicio de Peirce de
M(A) e para isso iremos usar esses idempotentes, bem como algumas propriedades da
decomposicao de subdlgebras de operadores lineares obtidas por projegoes, que nos serao

fornecidas no lema a seguir.
Lema 2.3. Dados um espaco vetorial W e uma subdlgebra S de End(W), temos
(i) Se 6 € End(W) ¢é um idempotente tal que SO C S entdo a aplicaggo ®, : S — S
dada por ®1(0) = 00 é uma projecdo e
Im®, ={c € S;00 =0} ={0 € S;o(ker) =0}
ker®; = {0 € S;00 =0} = {0 € S;0(Imb) =0}
Além disso, Im®; e ker 1 sdo ideais a esquerda de S.

(ii) Se 0 € End(W) é um idempotente tal que 0S C S entdo a aplicagcao 5 : S — S

dada por ®y(0) = 0o € uma projecao e

Im®y ={o € S;00 =0} ={0cecS;0(W)C Imb}
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ker &y = {0 € S;00 =0} = {0 € S;0(W) C ker6}

Além disso, Im®y e ker @y sao ideais a direita de S.

Demonstracao:

Se §# € End(W) é um idempotente entdo W = ker# & Imf e como End(IW) é uma
algebra associativa ®; e ®5 sao projecoes, pois dados x € kerf e y € Imf temos que

of(z+y) =o(0(z+y)) =o(y). Assim, (®1(c))(z +y) = o(y). Entao,

@f@n@+y)::(®«%wnﬂx+w
(

Portanto, ®, = ®;.

Analogamente,

(@20 +y) = B (21(0)) )z +)
= (P2(00))(z +y)
= 0(00)(x +y)
= (0°0)(z+y)
= (bo)(z+vy)

= (P2(0))(z +y)

LOgO, (1)22 = q)g.
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Ja& que ®; é projecao, temos que o € Im®y, se e 86 se, P1(0) = o, isto é, 0 = 0. Segue

entao que = € kerf e y € Imf. Portanto,

Im®, = {0 € S;00 =0} ={0 € S;o(kerf) = 0}.

Agora, tomando o € ker ®; teremos ®;(c) = 0 e portanto, o = 0. Decorre disso, que
o(y) = 0 para todo y € Im#. Assim, o(Imf) = 0. Por outro lado, tomando o € {0 €
S;0(Imf) =0} e O(w) € Imb, ja que § € End(W) é idempotente, entdao para todo w € W

temos que of(w) = o(f(w)) = 0, isto é, of = 0. Segue entao que
ker®; = {o € S;00 =0} = {0 € S;0(Imb) =0}

Sejam 0 € Im®;, 7 € ker®; e a, 3 € S entdao ao(kerf) = a(o(kerd)) = a(0) = 0 e
portanto ac € Im®;. Também temos que B7(Imb) = B(r(Imb)) = 3(0) = 0 e portanto

O1 € Im®,. Logo, Im®, e ker &, sao ideais a esquerda de S.

Como ¥y também é projecao, para o € Im®Py temos que Py(0) = o, o que implica
em O(o(x +y)) = o(x +y) e assim, o(x + y) € Imb para todo z +y € W. Portanto,
o(W) C Im#. Reciprocamente, se 0 € {o € S;0(W) C Im#} entdo existe w; € W tal
que o(w) = 0(w;) que equivale a fo(w) = 6(w;) = o(w) de onde conclui-se que o € Im®s.
Destarte,

Im®y ={c € S;00 =0} ={ceS;0(W)C Imb}

Seja agora, o € ker @y teremos Po(c) = 0 o que equivale a 0 = 0. De onde segue que,
O(c(x +y)) = 0 e assim, o(x +y) € kerd para todo (x +y) € W. Logo, o(W) C ker6.
Reciprocamente, para quaisquer w € W e {o € S;0(W) C ker 8} temos que o(w) € ker6 e

dessa forma, fo(w) = 6(c(w)) = 0. Logo, o = 0. Portanto,
ker®y = {0 € S;00 =0} = {0 € S;0(W) C ker6}

Para verificar que Im®, e ker @, sao ideais a direita de S procede-se de maneira analoga ao

que foi feito para Im®; e ker ®;. O
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Aplicando o lema anterior podemos decompor o ideal (N : A) e assim obteremos a

primeira decomposigao de Peirce de M (A), que serd apresentada na proposigao a seguir.

Proposicao 2.4. Dada uma dlgebra de Bernstein A = Fe® U, & V,, sua dlgebra de multi-

plicacoes tem a sequinte decomposicao
M(A)=FQ2L> - L) ® U. &V, (2.9)
em que

U, = {0€(N:A);02L>—L)=0c}={0c€ (N:A);0(N)=0}
V., = {o€(N:A);02L2~L.)=0}={0¢€(N:A);o(e)=0}

Além disso, sdo validas as sequintes relagoes:

ﬁsz;ﬁei:O;YZﬁegﬁe;VQQVe. (2.10)

e

Em particular, U, € ideal bilateral e V, ¢ ideal ¢ esquerda de M(A).

Demonstracao:

J4 que 2L,% — L, é um idempotente de M (A) com ker(2L,> — L.) = N e como ja vimos
Im(2L.,*>— L.) = Fe, usando a primeira parte do Lema 2.3/ na subalgebra (N : A) e o fato de
(N : A) ser ideal de M (A) temos que os subespacos U.eV, correspondem, respectivamente,
4 imagem e ao nicleo da funcao ®,. Dessa forma, U, = {0 € (N : A);0(2L2—L,) = o} e j4
que o € (N : A) implica em ¢(A) € N temos U, = {o € (N : A):o(N) = 0}. Pela mesma
razdo, V, = {o € (N : A);0(2L2 — L.) = 0} = {0 € (N : A);0(e) = 0}. Agora, dadas
quaisquer o € U, e 7 € (N : A) temos que o7(A4) = o(r(A)) = 0, assim, U,(N : A) =0
e como U, e V, sdo subconjuntos do ideal (N : A) isto implica diretamente em [762 =0e
UV, = 0. Também segue do Lema 2.3, que U, e V, sdo ideais & esquerda de (N : A) e

portanto as inclusoes \76(76 C (76 e 1762 - ‘7@ sao imediatas. Além disso, tomando quaisquer
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celUer = a(2L2 — L) +u+7v € M(A), coma € F, u € U., e U € V., temos que
o7 = o(a(2L.2 — L) + U+ 0) = ao(2L.? — L.) + (@) + o(¥) € U,, mostrando que U, é
ideal & direita de M(A). De maneira analoga, vé-se que U, e V, sao ideais a esquerda de

M(A). O

Observacao 2.1. A menos que necessario omitiremos o subindice e em U, e V,, escrevendo

apenas [7 € ‘7

Observacao 2.2. Como M(A) € uma dlgebra associativa também podemos fazer a sua
decomposicao de Peirce, conforme mostrado em nosso capitulo preliminar. Dessa maneira,

temos que a decomposicdao de Peirce de M(A) associada ao idempotente 2L.% — L. serd
M(A) - M(A>11 EB M(A)IO EB M(A)Ol @ M(A)OO

Verifiquemos que os subespagos desta e da decomposi¢ao (2.9), sdo correspondentes. Com
efeito, seja o € F(2L.> — L.) entdo 0 = a(2L.* — L) com a € F. Assim, 0(2L.* — L,) =
(2L — L)(2L,*> — L.) = (2L — L.), ou seja, 0(2L,> — L,) = o implicando em
o € M(A)1, e portanto F(2L.> — L) € M(A)11. Por outro lado, tomando 7 € M(A), C
M(A) temos que 7 = (2L, — L) + ¢ com ¢ € (N : A) e (2L.> — L.)T = 7. Logo,
(2L — L) (a(2L° — Le)+¢) = a(2L.*—L.)+¢ de onde seque que ¢ =0 e T = a(2L.*—L).
Assim, T € F(2L.>—L,) e portanto M(A)y; C F(2L.*—L.), entdo M(A)y, = F(2L.>—L,).
Do mesmo modo, facilmente se verifica que M(A)g = U, M(A)g = V. Temos também
que M(A)p = 0, pois dado 0 € M(A)y entdo 0 = a(2L.*> — L.) + ¢ com ¢ € (N : A),
(2L.* — L.)o = 0 e 0(2L.* — L.) = 0, implicando em o € F(2L,> — L) N (N : A) = 0.

Observagao 2.3. O subespaco U = {o € (N : A);0(N) = 0} ndo depende do idempotente
e € A e por isso é dito invariante sobre mudanca de idempotentes. Particularmente, tanto

U quanto V' tém dimensao invariante. Porém, veremos adiante que, apesar da invariancia
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da dim ‘7, este subespago sofre alteragoes sob mudanca de idempotentes.

Proposicao 2.5. Dadas A = Fe & U, ® V., uma dlgebra de Bernstein e sua dlgebra de
multiplicagoes M(A) = F(2L.2 — L) & U &V . Entdo ﬂ V. = {0 € M(A);0(A?) =0}
e€l,(A)

Demonstracao:

Consideremos e e f = e + ug + up? com uy € U dois idempotentes de A. Assim, se

o€ ﬂ ‘76, entao o € 176 para todo idempotente e € A, em particular, o € 17f. Logo,
ecl,(A)
0=o0(f) =oc(etup+ug?) = o(ug+ue?), ja que o(e) = 0. Dessa forma, tomando o elemento

—ug € U obtemos a identidade o(—ug+up?) = 0 que somada e subtraida da anterior resulta,
respectivamente, em o(ug?) = 0 e o(ug) = 0. Portanto, 0(A4%) = o(Fe & U, + U,?) = 0.
Por outro lado, se 0(A?) = 0 e temos f = e 4+ ug + up? € A? entao o(e + ug + up?) = 0
qualquer que seja ug € U o que equivale a o € ‘N/f para todo f € I,(A). Logo, o € ﬂ V.0

e€lp(A)

Corolario 2.1. Se A € uma dlgebra de Bernstein nuclear entao ﬂ V. =0.
e€l,(A)

Segue diretamente da definicao de U que os operadores pertencentes a este subespago
tém posto menor ou igual a 1, visto que sé dependem do valor que assumem no idempotente
e. Além disso, a imagem destes operadores estd contida em N, pelo simples fato de U ser
subespago de (N : A). Temos ainda que os elementos de M(A) tém imagem contida em
A% C A. Como (N : A) = U@V e vimos que o(A?) = 0 se, e s6 se,0 € V entdo, se
0+# o € U temos 0(A?) # 0 e Imo = (o(e)) € A2N N = U, @ U2. Também veremos na
préxima proposicao que para cada x € U, & U?, o operador linear 1, € End(A) definido
por ¥,(e) =z e 1, (N) = 0 é um elemento de U.

Proposicao 2.6. Seja A = Fe® U, @V, uma dlgebra de Bernstein. Entao
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(a) A aplicagio ¢ : U, U2 — U definida por o(x) = by, em que ¥y(e) = x e 9y (N) = 0,

¢ um isomorfismo de espacos vetoriais.

(b) Se I € U, ®U? é um ideal de A entao o(I) é um ideal de M(A) e reciprocamente, se
J CU € um ideal de M(A) entio o =(J) € um ideal de A.

Demonstracao:

(a) Dado z € U, ® U?, para todo a = ae+n € A, com a € F, n € N, temos 1,(a) =

Y. (ae +n) = ah.(e) + 1. (n) = ax € N e considerando os seguintes operadores

wu = 2L6Lu + 2LuLe - Lu

¢um - 2L6Lux + 2LuLz - LzLu

temos que y,(e) = u, Yu(n) = 0, Yy.(e) = uxr e Py(n) = 0. Logo, ¢, € M(A) e como
¥ (A) C N temos que 1, € (N : A). Dessa forma, ¢ estd bem definida. Ainda usando os
operadores acima vé-se que @ é linear e sobrejetora. Além disso, ¢ é injetora, pois dado
z € U, ® U? tal que p(x) = 0, como por construgao ¢(z) = ¥, = 0 entdo ¢,(e) = z = 0.

Portanto, ¢ é isomorfismo e conseqiientemente, U= {Y;0 € U U}

(b) Suponhamos que I C U, & U2 é um ideal de A ¢ seja x € I entdo ¢(z) = ¢, € U ¢
Y,(a) = azx € I que implica em v, € (I : A). Logo, ¥, € (I : A)NU e como ambos sio ideais
de M(A) concluimos que ¢(I) também é ideal de M(A). Reciprocamente, supondo J um
ideal de M(A), com J C U, segue do ftem (a) que ¢ é bijetora e portanto ¢~'(.J) é um sube-
spaco vetorial de A. Além disso, dadosy € A e x € ¢~ 1(J) temos que ¢(z) = 1, € J e como
UaU? éideal de A temos que (L,,)(€) = yr = xy = 1, (€) € J e portanto zy € ¢~ (J).O

Anteriormente, vimos que o operador 4L, —4L? € (N : A) é projecao sobre o subespaco
U., sendo assim, ja que 4L, —4L? € ‘7, usamos este idempotente e obtemos a decomposicao

de Peirce da subalgebra V relativa a 4L, — 4L2 que sera dada por V= ‘N/H &b ‘N/lo &b ‘701 &b ‘N/OO
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em que

‘71']' = {O’ij < ‘7;0-1']'<4Le

isto é,

Vii = {0617;0
Vio = {o€V;o(4L, —4L?
Vo = {oeVio
Voo = {06‘7;0 4L, — 4L?

—4L7) = joij e (4L, — 4L%)oi; = 0y}

(2.11)

o e (4L, — 4L%o

e

4L, —4L?)

e

o}
o}
0}
0}

(
0 e (4L, —4L?)o

( )
( ) )
(4L, —4L%) =0 e (4L, —4L?)o
( ) )

0 e (4L, —4L2)o

E ja que o(e) = 0 para todo o € ‘7, podemos identificar os elementos de V como sendo

operadores de N. Assim, reconhecendo V como uma subalgebra de End(N) e usando o

idempotente 4L, — 4L?, segue do Lema 2.3 que

o(4L, — 4L?)
o(4L, — 4L%)
(4L, — AL)o

(4L, — 4L?)o

o <= o(ker(4L, — 4L%)) =0
0 <= o(Im(4L, —4L2)) =0
o <= o(N) C Im(4L, — 4L?)

0 <= o(N) C ker(4L, — 4L?)

Além disso, como estamos trabalhando com V restrito a subalgebra de End(N), temos

que ker(4L, —4L?) =V e Im(4L, — 4L?) = U. Logo, obtemos a seguinte proposi¢ao

Proposicao 2.7. Seja o € V entio sio vdlidas as sequintes relacoes
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Observagao 2.4. Para todo i, j,k,l € {0,1} valem as sequintes inclusoes
‘N/ij‘N/kl - 5jk‘7u (2.12)
em que 0j, € o delta de Kronecker.

Proposicao 2.8. Sejam A = Fe & U, ® V. uma dlgebra de Bernstein, e, f = e 4+ ug +
u® idempotentes de A e M(A) = F(2L2 — L) ® U, & V, = F(2L} — Ly) @ U ® Vs as
correspondentes decomposi¢oes de Peirce de M(A). A fungao ¢ : YN/e — ‘N/f dada por

0(0) = 0 — 0y 10,2 € um isomorfismo de espagos vetoriais e conseqiientemente tem-se

‘7f = {9 o 9qu+uO2;(9 < ‘76}
Demonstracao:
Dado qualquer elemento da forma 6 — 0v,,4,,2 com 0 € V. e Yugtue2 € U, temos que

0 — 01ug1uy2 € (N : A). Além disso,

(0 - 9¢u0+u02)(f) = e(f) - 9%0+u02 (f)
= O(e+ ug + up?) — Ohyyruy2 (e + ug + up?)
= 0(e) + 0(uo +uo®)) — O(uo + 10®) + 0 (Yugug2 (€ + o + uo”))
— 0

Logo, 0 — 01 4u,2 € \7f. Portanto, ¢ esta bem definida. Temos que ¢ ¢ linear, pois

o(ab; 4+ 02) = (b + 02) — (b1 + 02) g 102
= aby — abh Py 2 + 02 — Orthygpug2
= a(bh — 61thugrue2) + (02 — 2tugtue2)
= ap(01) +p(62)

Além disso, ¢ é injetora, ja que p(f) = 0 se, e somente se, § = 01, 1,2 que equivale a

heV,NnU, = {0}. E ja que 17f e V. tém mesma dimensdo, ¢ ¢é sobrejetora. a
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Temos ainda que, ¢(6102) = 0105 — 010204102 = (01 — 10ug1ue2) (02 — O2ug1uy2) =

©(01)p(62), quaisquer que sejam 0y, 6, € ‘N/e

Portanto, ¢ ¢ isomorfismo, nao s6 de espacos vetoriais, como também é isomorfismo de

algebras.

A decomposicao
M(A) =FQ2L? - L)aUa Vi @ Vip® Vi @ Voo (2.13)

é a chamada decomposigao completa de M (A) relativa ao idempotente e.

Se x = e+ u+ v é um elemento de A, com o € F,u e Uewv €V, entao L, € M(A) é

decomposto com relagao a (2.13) como
1
Lz = 04(2[1? - Le) + 5@% + [LCC]].]. + [Lx]lo + [Lac]Ol + [LCC]OO (214)

com [L,l;; € ‘Zj e com

L.)y, = %oé(zme —412) + 2L, L, (2.15)
1

Loy = <2L6Lu - 5%) 4 (L, — 2L, L.) (2.16)

Laly, = Lu—2L.Ly (2.17)

Loy = 0 (2.18)

De fato, pois tomando em A qualquer a = fe+uy +vy, com g € F,u; € U e vy € V, temos

que

L.(a) = z(Be+u +vq)
= fe(ae +u+v)+ (e +u+v)us + (e +u+v)vy

1 1
= afe+ §ﬁu + §au1 + uuy + vuy + uvy + vuy
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Por outro lado,

(a(?Lg — L)+ %1% + (L)1 + [Lzlio + [Le)or + [Lx]00> (a)
= a(2L? — L.)(a) + (%%) (@) + [Le|ui(a) + [La|io(a) + [Lz]oi(@) + [Lz]oo(a)
= afe+ %ﬁu + [La)i1(ur) + [La)io(v1) + [Lzor (ur)

1 1
= afle+ §ﬁu + §au1 + vuy + uvy + vv + vy

1 1
= afle+ §Bu + % + wug + vuy + uvy +vvy = Ly(a)

Além disso, para todo u € U e v € V temos [Ly];;(u) = Su+ovu € U e [L,];,(v) = 0,
e assim, usando a Proposicao 2.7 temos que [L,],, € Vi1. Analogamente, [Ly]i(u) =0e

[L.],0(v) = wv+v? € U e portanto [L,],, € Vio. Da mesma forma se verifica que [Lylg, € Vou

e [Lalyy € Vio.

Vimos que o subespaco U é isomorfo ao subespaco U @ U? e como sua estrutura é sim-
ples. Porém, o subespaco V reflete toda a complexidade das algebras de Bernstein e os
subespagos IZJ- decorrentes da decomposicao de Peirce de ‘7, nos fornece muitas informacoes
a respeito de A. A proxima proposicao garante a invariancia da dimensao desses subespagos

Vij, com relacao a mudanca de idempotentes.

Proposicao 2.9. Seja A = Fe@ U, @V, = Fe ® Uy ® Vy uma dlgebra de Bernstein, de
dimensdo finita, decomposta relativamente aos idempotentes e, f = e+ug+uo> com ug € U,.
Seja M(A) = F(2L? — L.) & U.aV,= F(2L; — Ly) @ ﬁf & \~/f as correspondentes decom-
posicoes de Peirce de M(A). Suponha ainda que as subdlgebras ‘7f e ‘7@ sao decompostas
respectivamente como ‘76 = ‘711 S ‘710 S ‘761 S5 1700 e Vf = Wn SY Wlo @ Wm s> WOO, como

descritos anteriormente. Entao, temos que dim ‘N/z-j = dim fV[Zy- para (1,7 =0,1).

Demonstracao:

—

Fixando um indice ij, segue da Proposicao 2.8 que para ¢ € W;; C ‘7f, existe uma
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tnica 0 € V, tal que ¢ = 0 — o, em que y = up + uf. Agora, decomponha ¢ como
o = 011+ 010 + 001 + 0go com oy € \N/st. Consideremos a funcao g : Wij — ‘N/l-j dada por
g(0) = 0;;. Temos que g é linear e vamos mostrar que também ¢ injetora. De fato, vamos
assumir que ¢ = j = 1 (os demais casos sao andlogos) e supor o € Wy com g(c) =011 =0,
isto é, 0 = 19 + 01 + 0g0. Como o = o — o, e Yy(n) = 0 para todon € N =U; @ V;
entdao g(n) = o(n) sempre que n € N. Porém de acordo com a Proposigao 2.7 temos que
o(Uy) CUsea(Vy) =0a(Vy) =0ejaque
Ur = {u+2uup;uelU} e

Vi = {v—2(uy+ul)v;v € V.}
segue que para todo v € V,, o(v — 2(ug + u2)v) = 0. Entao,
0 = o10(v—2(ug +ud)v) + oo1(v — 2(ug + ud)v) + oo (v — 2(up + ud)v)
= 010(v) — 2001 ((ug + ud)v) + oo (v)
Logo, 010(v) = 2001 ((ug + u)v) — ogo(v) e portanto a19(v) € Uy NV; = 0, para todo v € V.

Além disso, ja que para todo u € U, temos o(Uy) C Uy entao o(u + 2uug) = = + 2xuy

para algum z € U,. Dessa forma,

x4 2zuy = o(u+ 2uug)
= o1o(u + 2uug) + oo1(u + 2uug) + ooo(u + 2uuyg)
= o1o0(u) + 2010 (uug) + oo1(u) + 2001 (urg) + ooo(u) + 2000 (utio)
= oo1(u) + 2000 (uug) € V..

Assim, x = 0 e portanto o(Uy) = 0. Logo, o(e) = 0(Uy) = o(V}) = 0 e conseqiientemente

temos que o = 0. O

Observacao 2.5. Os elementos de N* tém imagem contida em N* e se o € NEAV entdo

o(A) C N¥*L para todo k > 1.
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Demonstracao:

De fato, como N* é ideal de A, para todo inteiro k > 1 N é gerado por {L,; © € N}.
Entdo se 0 € N*, o = 22:1 L, L,,..L, com pelo menos k indices em N. Assim, para todo

a€c A

ZLle:rg le )ENk

Em particular, se a =n € N, entao o(a) € N*+1. Assim, se o0 € V, para todo a = ae+n €

A, comn € N, o(a) = o(n). Portanto, se 0 € N*N'V | ¢(A) C N¥1 para todo k> 1. O

Usando a decomposicao de L, e as relagoes \N/ijﬁkl - 6jk‘7,;l, verificamos que ‘N/IO e \N/Ol Sa0
subespacos contidos em N. Temos também que 1700 = 17011710 - NZ, pois 1701‘710 - 1700 por

(2.12) e reciprocamente, dado o € Voo entio
c = L,L,—2L,L,L,
= (Lu—2LcLy) | (2LeLy — %%) +(Ly — 2L, L,)] € ViuVao
e assim, Voo C Vi Vio.
Além disso, segue de (2.15) que
Vit = F(4L — AL2) + (Vi N N) (2.19)
pois, L,Le(ae +u+v) = %uv cUeseveV CNentao L, L, € N. Logo, L, L. € ‘711 AN.

Agora, j4 que N? = (UV +V?)@U? e N3 = (U3 + (UV)V + V3 +U>V) UUV),

podemos usar a observacao 2.5 para melhorar a Proposicao 2.7. Assim, dado o € ‘N/,

ceViy < oU)CU e a(V)=0 (2.20)
ceVinNN = o(U)CUV+V%e o(V)=0 (2.21)
ceVi < oU)=0c o(V)CUV +V? (2.22)
ceVy < oU)CU? e o(V)=0 (2.23)
oeVy < ol)=0c¢ o(V)CUUV) (2.24)
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Dessa forma, podemos obter o teorema a seguir que classifica as dlgebras de Bernstein

que possuem algum dos subespacos V;; sendo nulo.

Teorema 2.2. Sejam A = Fe ® U &V uma dlgebra de Bernstein e M(A) sua dlgebra de

multiplicagoes com decomposicio de Peirce (2.13)). Entao,
(i) Vio = 0 se, e somente se, A é normal.

(ii) Vo1 =0 se, e somente se, A € excepcional.

(iii) Voo = 0 se, e somente se, A é 1-excepcional.
Demonstracao:

(i) Seja A uma algebra de Bernstein normal, temos por (2.21) que Vi = 0. Por outro
lado, se A nao é normal, existem u € U e v € V tais que uv # 0 ou existe v; € V de
modo que v? # 0. No primeiro caso, o operador o = 2L.L, — %1/@ € \710 ¢ nao nulo,
visto que o(v) = wv # 0 e no segundo caso, o operador T = Ly, — Ly, L. € Vi é ndo

nulo, j& que 7(v1) = v2 # 0. E assim, Vig # 0.

(ii) Se A é excepcional entao, por (2.22), Vor = 0. Caso contrdrio, existe u € U tal
que u?> # 0 e portanto, o operador § = L, — 2L.L, € ‘701 ¢ nao nulo, visto que

O(u) = u® #£ 0.

(iii) Suponhamos que A seja l-excepcional. Logo, segue de (2.23) que Voo = 0. Porém,
se existem uj,ups € U e v € V tais que uy(ugv) # 0 entdo, temos que o operador

0 = (Lu, —2LceLy,)(2Le Ly — 30u,) € Voo ¢ nao nulo, pois o(v) = uy(ugv) # 0.
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2.5 M(A) nas algebras normais

Usando o Teorema 2.2 foi possivel caracterizar as algebras normais pela dimensao do
subespaco ‘710 que figura na decomposi¢do de Peirce de M(A). Nesta segdo veremos a
Proposigao 2.10), cujo corolario nos permite descrever os elementos de M(A) para essas

algebras. Porém, para chegarmos a esta proposicao, necessitaremos dos dois lemas a seguir.

Lema 2.4. O conjunto {L, — 2L.L,;u € U} é um subespaco vetorial de ‘701 e sua di-
mensao coincide com a dimensao de U/L. Em particular, a dimensao desse subespago é um

mvariante de A e dim ‘701 > dimU — dim L.

Demonstracao:

Consideremos a aplicagao

S03U—>‘701
w+— L, —2L.L,

a qual é linear. Pela Proposicao 2.7 temos que L, — 2L.L, = 0, se, e somente se,
(L, —2L.L,)(U) = 0. Assim, ker p = L. Dessa maneira, pelo teorema do homomorfismo,
Imy ~ U/L e portanto tem a mesma dimensao. De onde conclui-se que dim ‘7{)1 >dimU/L,

ou seja, dim \N/Ol > dimU — dim L. O

Lema 2.5. Sejam u € U e v € V entao

2(Ly, —2L.L,)(LyLe) + (Lyy — 2Le Ly Ly,) = 0.

Demonstracao:

Como L, —2L.L, € \701 e 2L,L. € 1711 entao a composta desses operadores pertence

a ‘701. Assim, basta calcular esse operador em elementos de U e dado v’ € U temos que
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2(L, —2L.L,)(LyLe) (W) = u(ve') = —u/(uv) = —(Lyy — 2L Ly Ly) (u'). Logo,
2(L, —2L.L,)(L,L.) + (Ly, —2L.L,L,) = 0.

|

Agora, estamos aptos a descrever o subespaco V{; nas dlgebras de Bernstein n-excepcionais

com grau de excepcionalidade n < 1.

Proposicao 2.10. Seja A = Fe @ U &V uma dlgebra de Bernstein com grau de excep-
cionalidade n > 1, entdo Vo, = {L,—2L.L,;u € U} e portanto dim Vor = dim U — dim L.

Demonstracao:

E suficiente mostrar que para todo k > 1 e 2y, 2, ..., 2, € A a componente [Lyy Loy Ly Jo1
¢ um elemento do subespaco W = {L, — 2L.L,;u € U}, o que iremos mostrar usando
indugdo em k. Se k = 1 entao, por (2.17) o resultado é valido. Agora, suponhamos que

[Lyy Ly Ly, Jo1 € W e tomemos x = age + uy, + v € A. Logo, pelas relagoes dadas em

(2.10) e (2.12) e devido ao fato de Vgy = 0, obtemos que
[Lyy Lyy-- Ly Jor = [Lay Ly Ly Jo1-[Lay ] 11-
Assim, se uw € U é tal que [Ly, Lyy...Ly,_ Jo1 = Ly — 2L Ly, segue do lema anterior que
L Loy LoJor = (Lo — 2L.L,) Gakme —ar?)+ 2kaLe)

1
= §ak<Lu —2L.L,) — (Luyw, — 2LeLoyy, ) € W.

Corolario 2.2. Se A € uma dlgebra de Bernstein normal entdo A tem a sequinte decom-

POSLCA0

M(A)=FQL?— L) ®U ® F(AL, — 4L?) ® {Ly, — 2L.Ly:u € U} (2.25)
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Demonstracao:

Decorre de (2.21) que Vi3 N N = 0. Logo, por (2.19) temos que Vi, = F(4L, — 4L2),
segue também do Teorema 2.2 que ‘710 = 1700 = 0 e pela Proposicao 2.10 conclui-se que

Vor = {L, — 2LcLy;u € U}. Portanto,

M(A)=FQ2L? ~ L)@ U & F(4L, — 4L2) & {L, — 2L.L,;u € U}.

2.6 Relacgoes entre M(A) e M(A)

Sejam A = Fe ® U & V uma élgebra de Bernstein e I um ideal barico de A, isto é,
I C N =U®&@V. Mostramos no Corolério [I.5 que a &lgebra quociente A = A/I é também
uma algebra de Bernstein com decomposicio de Peirce A = Fe®@U GV em que € = e + 1,

U={u+LueU}leV={v+IveV}
Dessa forma, considerando a projecao canonica
T:A— A/l
r—T=x+1

e usando a Proposicao 2.1/ temos que 7 pode ser estendido a um epimorfismo

I: M(A) — M(A)

Assim, dado o € M(A) entao II(c) =7. Além disso, 7(a) =ad(a+ 1) =o(a) + I = o(a).

A 4lgebra M(A) tem a seguinte decomposicio

M@A) = FRLA-L)aTUaV (2.26)

= F(QI% — L) & UV dVied V@ Vo (2.27)
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E pela caracterizacao dos subespacos dessa decomposicao através das proposicoes 2.4/ e 2.7
temos que II(U) = U. De fato, dado A € II(U) entdo A = II(o) para algum o € U.
Logo, o(n) = 0 para todo n € N. Portanto, A(7) = (II(0))(n) = 5(n) = o(n)+ 1 =0c¢e
consequentemente, A € ﬁ Reciprocamente, dado vz € ﬁ comZT € U@UQ entao () =T e
Yz(N) = 0. Tomando z um representante da classe T definimos a funcdo 1, : A — A com
.(e) =z e, (N) =0 eassim, o, (ae+n) = azx. Logo, (II(¢,))(ae+7) = . (ae+n)+1 =
ar + I = aT e ji que z(a€ + ) = aF para todo @ = ae + 71 € A temos que I1(¢,) = ¥z
para todo vz € ﬁ e para todo v, € U.

Temos também que H(‘Zj) = %ij com i,7 = 0,1. De fato, vamos mostrar que vale
igualdade H(‘Zl) = %11, os demais casos sao analogos. Seja A € 1711 entao A = II(o) para
algum o € Vi;. Assim, AN(@) = (I1(0))@) = o(u) = (0)(u) + I =u' + 1 = com v’ € U.
Portanto, A(U) C U. E também, A\(¥) = (II(0))(7) = 5(v) = (¢)(v) + I = I = 0. Portanto,
MV) =0. Logo, A € %11- Por outro lado, tomando 7 € %11, temos que (@) = o(u) + 1,
pois o(U) C U. Assim, o(u) € U equivale a o(u) = u' para algum u’ € U. Dessa forma,
para que o(u) € U, pela Proposi¢ao 2.7 teremos o € V. Portanto, para qualquer o € %11

existe o € Vi, tal que o(u) + I = 5(u) = I1(0) () para todo u € U ew € U.

Em geral a dimensao dos subespagos Ue XN/Z-j de M(A) é maior do que a dimensao de suas

imagens em M (A) pela projecao I1. Isso porque, de acordo com a Proposi¢ao 2.6, a dimensao
dimU = dimU+dim U2 e dimT = dimT +dim T E ja que dimU = dim U +dim(I NU)
entdo dim U = dim U se, e somente se, I N U = {0}. Quanto aos subespacos \N/Z»j, veremos a

seguir, em que casos II preserva a dimensao de alguns desses subespacos.

Proposicao 2.11. Seja I um ideal bdrico de uma dlgebra de Bernstein A cuja dlgebra de

multiplicagoes é M(A) = F(2L2 — L) & U & Vi1 & Vio & Vi @ Vo. Entio

(i) Se o ideal I estd contido em U entao dim%(n = ‘701 e dim%oo = ‘700.

(ii) Se o ideal I estd contido em V' entdo dim%n SV dim%w = Vio.
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Demonstracao:

Vimos que II(V;;) = V;;, assim, basta mostrar que a restricao de II a esses subespagcos é
injetora. De fato, se @ = 0 entdo o0(A) C I C U. Logo, para o € Vor temos g(A) Co(U) C
V e para o € Vi temos o(A) C o(V) C V, que equivale a 0(A) C U NV = {0} e portanto
o = 0. Dessa forma, II |€,01 eIl |%0 sao injetoras e conseqiientemente, dimﬁm = ‘701 e
dim%oo = ‘N/OO.

Analogamente, se I C V entdo & = 0 implica em o(A) C I C V. Assim, para o € 1711
temos o(A) C o(U) € U e quando o € Vig temos o(A) C o(V) C U, e do mesmo modo,
o(A) CUNV = {0}, ou seja, o = 0. Portanto, Il [¢ eIl [¢ sdo injetoras, de onde segue

o resultado, Vi = ‘N/H e dimVy = ‘N/lo. d

Proposicao 2.12. Seja A uma dlgebra de Bernstein e [ C N. Entao

(i) I CU € ideal de A entao I C L.

(ii) I CV € ideal de A se, e somente se, I C annA.

Demonstracao:

Se I C U é ideal de A entao dado qualquer u € I temos que uu’ € I C U para todo
u' € U e como A é Bernstein uu’ € U? C V. Logo, uu’' € UNV = {0} o que implica em

u € L, ouseja, [ C L.

Agora, se I C V é ideal de A entao vx € I C V quaisquer que sejam v € [ e x =
aet+u'+v' € A,coma € Fo' € Ued' € V. Além disso, vr = v(ae+u'+v") = vu'+ovv" € U.
Portanto, vz € U NV = {0} o que equivale a vz = 0 para todo = € A. Assim, v € annA
e dessa forma, I C annA. Por outro lado, se I C annA entao vz = 0 para todov € [ e

x € A. Logo, vx € I, pois 0 € I. O
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Proposicao 2.13. Seja A uma dlgebra de Bernstein e I um ideal barico de A. Entao as

dimensées de U e U sdo iguais se, e somente se, I C annA e INU? = 0.

Demonstracao:

Sabemos que dimU = dim U + dim U? e dimU = dimT + dim T". Logo, se dimU =
dimﬁ entao dim U +dim U? = dim U —dim INU +dim U? —dim INU?. Assim, se I € annA,
temos que I € V e ja que I C N conclui-se que I N U # 0. Portanto, dim I/ NU > 1 o que
implica em dim U > ﬁ Também supondo que I NU? # 0, entao existe 0 # y € I N U? tal
que ¢, # 0 e 1/}_y = 0, e isto significa que a restricao de m ao subespago U ndo é injetora e

portanto, dim U # ﬁ

Agora, se dimU = U entio dim I NU? =0 e dimINU = 0 e portanto, I N U? = 0.

Desse modo, I C V e pela proposicao anterior I C annA. O
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Capitulo 3

Propriedades dos elementos de M(A)

Neste capitulo iremos estudar alguns elementos importantes da algebra de multiplicacoes.
Inicialmente, analisamos algumas caracteristicas dos idempotentes de M (A) e a partir desta
analise, estabelece-se um critério para determinar se a algebra de Bernstein tem ntcleo
nilpotente. A segunda parte deste capitulo introduz o principal objeto de estudo deste
trabalho, pois nela investigamos o posto maximo dos elementos de M(A), comegando pelos

idempotentes.

Conforme vimos na sec¢ao 1.5 alguns autores ja vém investigando a nilpoténcia do nucleo
das élgebras de Bernstein e em [7] é feita uma caracterizagdo das dlgebras de Bernstein com

nicleo nilpotente a partir das propriedades de suas algebras de multiplicagoes.

Proposicao 3.1. (Proposicao 12 de [7]) Uma dlgebra de Bernstein A = Fe® N tem nicleo

nilpotente se somente se N ¢ nilpotente.

Demonstracao:

Seja A = Fe @ N uma algebra de Bernstein com nticleo nilpotente e k o seu indice de
nilpoténcia, isto é, N*¥ = 0. Logo, tomando oy, 09, ..., 0}, elementos arbitrarios em N temos

que 0; = > Ly Ly,...L,, com algum x; € N e portanto o105...0% serd um somatoério cujas

ot
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parcelas sao do tipo § = ) Ly, L,,...L, nas quais, pelo menos k indices y; estdo em N.
Agora, j& que os N? sdo ideais de A, para todo i > 1, entdo para qualquer a € A temos que
0(a) = y1(y2(...(ysa)...)) € N¥ = 0. Logo, 6 = 0 e conclui-se que 105...04, = 0. Assim, N é

nilpotente com indice de nilpoténcia < k.

3.1 Idempotentes da algebra de multiplicagoes

Nesta segao veremos como se decompdem os idempotentes de M (A) com relagao a decom-
posigao de Peirce de M(A) e que a caracterizagao desses elementos se restringe a descri¢ao

dos idempotentes em apenas um dos subespagos de M (A).

Proposigio 3.2. Seja M(A) = F(2L.2 — L) ® U &V entio

(i) Um elemento o € M(A) é idempotente de peso 1 se e somente se ¢ = 2L, — Lo+, +0
com 0 € V idempotente e x € ker 0 N (U & U?).

(i) Um elemento o € (N : A) ¢ idempotente se ¢ somente se 0 = b, +0 em que 0 € V é

idempotente e x € Im 6.

Demonstracao:

(i) Seja 0 = 2L.% — Lo+, + 60 € M(A), com 1), € UebeV. Agora, o é idempotente

2

se e somente se 0“ = o. Como

o’ = [(2L62 - Le) + 9z + 0]2
= (2L62 - Le) + (2L82 - Le)wx + (2L62 - Le)e + %«(2[1@2 - Le) + wa
+ 0 +0(2L2 — L) + 0, + 62

= (2L62 - Le) + % + 9¢x + 02
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e 0, € VU C U, se (2L.2 — Lo) + g + 0tby + 602 = 2L.2 — L. + b, + 0 entao
teremos 61, = 0 e #> = §. Portanto, o é idempotente de M(A) se e somente se
0? =0e O(x) =0, comz € U@ U? isto é, se somente se 0 € Vé idempotente e

r €ker N (U & U?).

(ii) A demonstracao é anédloga a anterior, pois se tomarmos o = ¥, +6 com o € UebeV

entao supondo que o é idempotente temos que 02 = o, mas

02 = (¢1’ + 0)2
= 2 4+ U0 + O, + 6?
= O, + 0*

entdo teremos 0, + 02 = 1, + 6, se e somente se, 0> = 0 e f(z) = z, com x € U ® U?, o

que implica em z € Im60 N (U & U?). 0

Utilizando esta proposi¢ao vemos que a descrigao dos idempotentes de M (A) se restringe
a descrigao dos idempotentes em V. Também vimos anteriormente, que este subespago pode
ser decomposto como V = F (4L, — 4L.%) + (]\Nf N XN/), entdo ¢ claro que os elementos em V.

sdo da forma o = a(4L, — 4L>2) + 0 em que v € Fe 6 € (NN V).

Segue deste resultado que a descrigao dos elementos idempotentes de M(A) esta restrita

a descrigao dos elementos idempotentes que pertencem ao subespago V=F (4L, — 4L?) +

(VAN).

3.2 Algebras de Bernstein com niucleo nilpotente

Nem toda algebra de Bernstein tem nicleo nilpotente e nesta se¢ao procuramos, através
da determinacao do posto dos idempotentes do nicleo de M(A), um critério para identificar

as algebras de Bernstein que possuem ntcleo nilpotente.
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Lema 3.1. Seja A uma dlgebra de Bernstein com nicleo nilpotente. Entao os idempotentes
néo nulos de V sio da forma o = (AL, — 4L,%) + 0 em que 6 € (V N N).
Demonstracao:
Seja 0 = a(4L. — 4L.%) + 0 um idempotente, com 0 € (V N N). Temos que
0 = [a(4L, — 4L.2) + 0]
= o*(4L, —4L2) + a(4L, — AL2)0 + af(4L, — 4L.2) + 67
Como, por hipdtese, N é nilpotente entao pela Proposicao 3.1 temos que N também é

nilpotente, assim, (4L, — 4L.%) ¢ N ¢ V = F(4L, — 4L.*) & (V N N). Portanto, 02 = o

implica em

o*(4L, — AL2) + a(4L, — AL>2)0 + af(4L, — AL2) + 0° = a(4L, — AL.>) + 6
Logo, a?(4L, — 4L.*) = a(4L, — 4L.%), o que equivale a a? = o, ou seja, a = 0 ou o = 1.
No entanto, se @« = 0 entao 0 = 6 € N o que implica em ¢ = 0, pois N ¢é nilpotente.

Dessa forma, se o é um idempotente nao nulo de V' devemos ter a = 1 e de onde segue que

0 = (4L, —4L>2) + 0 em que 6 € (VN N). O

Observacao 3.1. Se considerarmos (N : A) = F(4L., — 4L%) @ N em lugar da hipétese
usada na proposi¢ao anterior, conclui-se que todo idempotente em (N : A) € da forma

a(4L. — AL +0 coma=0oua=1¢efc (VAN).
Lema 3.2. Se V' é um espaco vetorial tal que V =V, & Vo e W CV € um subespaco tal

que dim W > dim V; entao Vo N W # 0.

Demonstracao:

Se dim W = n entao existe {wy,wy, ..., w,} uma base de W e jaque W CV =V, @ Vs,

existem {1, xa,...,x,} T Vi e{y1,y2, ..., yn} C V5 tais que {w; = z1 + 41, ..., Wp = T+ Yn }-
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Além disso, segue o conjunto {x1, s, ..., £, } é linearmente dependente, visto que dim V; < n.

n
Logo, existem escalares oy, s, ...,a, € F' | nem todos nulos, tais que E a;r; = 0. Dessa
i=1

maneira, temos que 0 # Z a;(z; +y;) = Z oy, € Vo N, O

=1 i=1

Denotaremos por k(o) o posto do operador o € M(A) e a seguir vamos caracterizar os

elementos idempotentes de \N/, quanto ao posto dos mesmos, no caso em que N é nilpotente.

Proposicao 3.3. Se A € uma dlgebra de Bernstein de tipo (1+1,s), com nicleo nilpotente

entdo os idempotentes em V' sao operadores lineares de posto r.

Demonstracao:

Ja vimos que os elementos em 1% podem ser considerados como operadoresem N = U@V
e ja que 0?2 = o temos que N = kero @ Imo. Pelo Lema 3.1/ os elementos idempo-
tentes em V sdo da forma o = (4L, — 4L%) + 6 com § € V N N. Logo, se rk(c) > r,
ou seja, dimImo > dimU, entao pelo Lema 3.2 existe 0 # v € Imo N V. Assim,
v =0() = (4L, — 4L2) + ) (v) = 6(v), absurdo pois # € N que ¢é nilpotente. Por outro
lado, se k(o) < r entado dimker o > s e novamente pelo Lema 3.2} existe 0 # u € U Nkero
tal que 0 = o(u) = ((4L. —4L?) + 0(u)) = u + 0(u), que equivale a 6(u) = —u, contrar-
iando outra vez a nilpoténcia de #. Concluimos entao que rk(c) = r, para todo idempotente

ccV. O

Corolario 3.1. Se A é uma dlgebra de Bernstein de tipo (1 + 1, s), com nicleo nilpotente

entao

(i) os idempotentes de M(A) de peso 1 tém posto 1 ou 1 +r;

(ii) os idempotentes de (N : A) tém posto .
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Demonstracao:

Suponhamos o € M (A) um idempotente de peso 1, entao pela primeira parte Proposigao
3.2 temos que o = (2L* — L.) + ¢, + 0, em que 6 é um idempotente de V ez € ker.
Assim, se § = 0 temos 0 = (2L? — L.) + 1,. Logo, para todo a« € F e n € N temos
olae+n) = ((2L2 — L) + ¢,)(ce + n) = ae + az = a(e + x) com « € F e onde z e e sdo
fixos. Dessa forma, o tem posto 1. Agora, se § # 0 entao pela proposigao anterior rk(0) = r

e portanto ¢ tem posto 1 + 7.

Quando o é um idempotente em (N : A) temos, pela segunda parte da Proposigao 3.2,
que 0 = 1, + 0 em que 6 é um idempotente em V ez € Imb. Conseqilientemente temos que

rk(o) =rk(0) =r. O

Vimos anteriormente que o idempotente 4Ly — 4Lfc ¢ projegao sobre o subespago Uy,
qualquer que seja o idempotente f € A. Assim, 4L; — 4[@ € (N : A) tem posto r. E apesar

desses operadores nao serem os unicos idempotentes em V', os demais também tém posto r.

Exemplo 3.1. Seja A = Fe® U &V uma dlgebra de Bernstein de tipo (1 + 5,3) com

{uy, us, ug, uyg, us} uma base de U e {vy,vs,v3} uma base de V' e a sequinte tdbua de multi-

plicacao
U1l U2 us Uy Us U1 V2 V3
(51 V3 (%) —U1 Us
(%) (%) (%1
us U1 —Us
U4 —U1 2U5
Us
(%1 Us
(%) —Us
U3 2us
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Temos que A é nuclear, pois U2 = (v, v9,v3) = V e portanto tem niicleo nilpotente.
1
Vamos verificar que o operador o = (4L, — 4L%) + 2L.L,, — 51/%1 ¢ um idempotente com

Imo =U e kero = {v —uyv;v € V}. De fato,
1 2
o2 = |:(4Le —4L2) + 2L L, — 51&“1]

1
= <4Le - 4Lg) + (4Le - 4Lg) (2L6LU1 - iwul)

+ (QLeLul -

1 1 2
51/;“1) (4L, — 4L?) + (zLeLul — 5%)

1
= (4L, —4L?*) +2L.L,, — 5% = 0.

Além disso, para todou e U,v eV ea € F:

1
olae+u+v) = [(4Le —4L?) 4+ 2L.Ly, — 5%4 (ae +u+v)
1
= u+ (2L.L,, — §¢u1 (v)

= ut+uwvelU

Logo, Imo C U e visto que, para cada u’ € U temos o(ae + ') = o/, entdo U C Imo.

Também sabemos que o(ae + u+ v) = 0 se, e somente se, u = —ujv. Além disso, como

kero = {u+ v;o(u+v) = 0} temos
kero = {v—wv;veV}
= (U1 — V1, V2 — UV2, V3 — U1V3)

= <U1 — Us, V2, U3>-

Vamos mostrar agora, que ¢ nao ¢ a restricao a N de nenhum operador da forma
4Ly — 4L?, com f = e+ ug+ ui. Com efeito, se o fosse a restrigao supracitada entao de
Imo = U resultaria em U = Uy = {u + 2uup;u € U}, ou seja, 2uug = 0 para todo u € U,
que implicaria em ug € L = Fus. Também terfamos, V; = {v — 2(up + ud)v;v € V} =

{v —2\us;v € V} =V # kero. Contradi¢do ao fato de N = kero @ Imo.
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A seguir, veremos que para algumas subclasses das algebras de Bernstein, essa afirmagao

é verdadeira.

Proposicao 3.4. Se A = Fe® U &V ¢é uma dlgebra de Bernstein normal entao todo
tdempotente de V éa restricao a N de algum operador da forma 4Ly — 4L}, para algum

idempotente f € A.

Demonstracao:

Visto que A é normal, temos V, = V; para quaisquer idempotentes e, f € A. E, por
(2.25), V = F(4Le —4AL?) ®{Ly —2LcLy; u € U}. Dessa forma, dados 0 € V e u/ € U temos
que 0 = (4L, —4L%)+ L, — 2L L, com Imo = {u+v'u;u € U} = Uy = {u+ 2uug;u € U}.

1

su'e f=e+ %u' + }Lu’z, para algum u' € U. Além disso, teremos também que

Logo, ug =
kero = {v — 2(ug + u})v;v € V} = {v — 2ugv — 2udv;v € V} =V = V;. Dessa maneira,

o =4L, —4L2 |y para o idempotente f = e + ju’ + ju? € A. O

Quando A esta na classe das dlgebras de Bernstein n-excepcionais com n < 1, classe
que contém as normais, nem sempre ¢ valido o resultado obtido na proposicao anterior. O
exemplo visto a pouco ilustra esse fato. Veremos a seguir, que embora nao coincidam, nec-
essariamente, com o operador 4L; — 4Lfc para algum idempotente f € A, os idempotentes

de posto 7, nesse caso, sao projecoes sobre algum subespacgo Uy.

Proposicao 3.5. Seja A = Fe ® U &V wma dlgebra de Bernstein com grau de excep-
ctonalidade n < 1. Entao todo idempotente de V tem imagem contida em Uy, para algum

idempotente f € A.

Demonstracao:

Se A é n-excepcional com n < 1 entao, pelo item (iii) do Teorema 2.2 temos que Voo = 0
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e pela 2.10), 1701 ={L,—2L.L,;u € U}. Logo, dado ¢ = (4L, — 4L?) + 611 + 019 + 0p; um

2

idempotente em V' com 6,; € V;; temos que 0 = o se, e somente se,

(4L — 4L2) + 01y + 010 + 001)> = (4L, — 4L?) + 011 + 010 + O

o que, por (2.11) e (2.12), equivale a

.

0%, + 011 + 010001 = 0
011010 =0
0016011 =0
001010 =0

\

Agora, tomando v’ € U tal que 0y; = L, —2L.L, temos que 0y (u) = (L —2LL.)(u) =
uw'u para todo w € U. Vamos mostrar que Imo C Uy com f =e+ %u’ + }LUQ € A. De fato,

segue das relacoes anteriores e da Proposicao 2.7 que

olu+v) = u+6y1(u)+010(v) + Op1(u)
= u-t 011(’&) + 010(?}) + u’u + 901911(U) + 001010(1))
= u-+ 811<U> + 610(’0) + U/U + Uleu (U) + U/elo(’l})

= (U + 911(’&) + 010(@)) + u'(u + 911(@6) + 610(1))) € Uf

pois u + 611 (u) + 610(v) € Uy. O

Assim, usando a Proposi¢ao 3.5/ e o Corolario 3.1/ obtemos o seguinte resultado.

Corolario 3.2. Seja A = Fe®U @V uma dlgebra de Bernstein n-excepcional, com grau de
excepcionalidade n < 1 e nicleo nilpotente. Entao todo idempotente em (N : A) € projecao

sobre Uy, para algum idempotente f € A. O
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Nos préximos resultados estaremos descrevendo os idempotentes em N, visando a ca-
racterizacao das dlgebras de Bernstein com ntcleo nilpotente através de sua dlgebra de

multiplicagoes.

Proposicao 3.6. Se o ¢ um idempotente de N entdo Imo C L.

Demonstracao:

Consideremos a algebra A = A/L e o epimorfismo IT : M(A) — M(A) definido por

II(L,) = Ly com T = x + L. Ja vimos que II(0) = &, II(U) = U e II(V;;) = V; entdo

II(N) = N. Como A ¢é Bernstein-Jordan entao N ¢ nilpotente e portanto N também o é.
Dessa forma, visto que o € N é idempotente entdao @ = 0, isto é, 7(a) = o(a) = 0. Logo,

o(a)+ L = L e assim, o(a) € L, qualquer que seja a € A. Portanto, temos que Imo C L.O

Corolario 3.3. Se 4L, —4L2 € N entio A ¢é excepcional.

Demonstracao:

Temos que Im(4L, — 4L?) = U e pela Proposigao 3.6 tem-se que Im (4L, — 4L?) C L.
Assim, L = Im(4L. — 4L?) C U = L e portanto U? = 0, ou seja, A é excepcional.

Uma conseqiiéncia disto é que se o grau de excepcionalidade da algebra ¢ maior ou igual
a 1, temos sempre

M(A)=F(2L? — L) ® F(4L, — 4L}) ® N. (3.1)

Vale ressaltar, que grau de excepcionalidade maior ou igual a 1 é uma condicao suficiente,
porém, nao necessdria, para que tenhamos 4L, —4L? & N. Isso porque, existem &lgebras
excepcionais com (N : A) = F(4L. — 4L%) & N, como no caso das dlgebras excepcionais

com ntcleo nilpotente.
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A partir dos resultados obtidos na proposicoes 3.3 e 3.6/ temos que:

Teorema 3.1. Seja A = Fe®U®V uma dlgebra de Bernstein com grau de excepcionalidade
maior ou igual a 1 de tipo (1+r,s). Entao A tem nicleo nilpotente se, e somente se, todo

idempotente do nicleo de M(A) tem posto r.

Demonstracao:

Seja A uma &lgebra de Bernstein de tipo (1 + r,s), com nicleo nilpotente. Entao pelo
Corolério 3.1 os idempotentes de (N : A) tém posto r. Por outro lado, se N nao é nilpotente
entdo N também nio pode ser nilpotente. Assim, ja que N é uma algebra associativa de
dimensao finita com nucleo nilpotente, existe o € N idempotente e pelo Corolario 3.3/ temos

Imo C L G U, ou seja, k(o) <. O

Na proxima se¢do vamos investigar outras caracteristicas dos idempotentes de M (A)

para algebras de Bernstein arbitrarias.

3.3 Idempotentes em algebras de Bernstein arbitrarias

Vimos que quando A nao tem ntcleo nilpotente, existem idempotentes em N e na
Proposigao 3.6/ estudamos uma caracteristica desses idempotentes. Agora, obteremos mais

algumas informagoes sobre esses elementos.

Proposicao 3.7. Um elemento 0 € N ¢ idempotente se, e somente se, 0 = 011 + 019 €M
que 011 € Vi1 € um idempotente e o19 € Vig € um elemento com imagem contida na imagem

de 011-

Demonstracao:

Seja 0 = Y, + 011 + 010 + 01 + 0o € N um idempotente. Entao para todo u € U e
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v eV, temos

o(u+v) = (Yp+ 011+ 010+ 001 + 000)(u+ v)
= O'n(U) + 0'10(’0) + 0'01(U) + 0'00(?])

= Ull(u) —|—O’10(U) €L
Logo, o = 011 + 019. Além disso, 02 = o equivale a

on+ow = (onn+ 010)2

2
011+ 010 = 071 + 011010 + 010 + 011 + 010010

e assim, 01, = 07, ¢ um idempotente de 1711. Como oy1(019(a)) = o1p(a) para todo a € A,

entao ImUm - Iman. O

De forma analoga, a caracterizacao das dlgebras de Bernstein com ntcleo nilpotente
através dos idempotentes de sua algebra de multiplicacoes dada no Teorema (3.1}, os préximos
resultados, nos fornecem informagoes sobre o posto dos idempotentes de M (A), no caso em

que A é uma &algebra de Bernstein arbitraria.

Lema 3.3. Para toda dlgebra de Bernstein A, sempre existe um numero inteiro k > 1 tal

que N* C L.

Demonstracao:

Considerando a &lgebra A = A/L, que é Bernstein-Jordan e portanto tem niicleo nilpo-

tente, existe £ > 0 tal que N'=0e portanto, N* C L. O

Lema 3.4. Para todo o0 € M(A) ev €V com v # 0 tem-se que o(v) # v.
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Demonstracao:

Suponhamos o € M(A) e v € V tal que o(v) = v. Como (N : A) = F(4L, —4L2)+ N e
podemos escrever 0 = a(2L?— L)+ 3(4L.—4L?*)+6, com 6 € N. Entdo v = o(v) = 6(v), ou
seja, v = 0%(v), para todo k > 1. Assim, usando o Lema 3.3 e os resultados obtidos na ob-
servacao 2.5, temos que v = 0%(v) € N**! C L para algum k > 1, e assim, v € VN L = {0}.

Portanto, nao existe 0 # v € V com o(v) = v qualquer que seja o € M(A). O

Corolario 3.4. Se A é uma dlgebra de Bernstein de tipo (1 +1,s) com s > 0 entao M(A)

nao contém o operador identidade em A.

Demonstracao:

Se 0 € M(A) é o operador identidade de A entao o(v) = v para todo v € V' e ja que

s > 0, existe 0 # v € V tal que o(v) = v, 0 que contradiz a proposi¢ao anterior. O

Proposicao 3.8. Seja A= Fe® U, ® V. uma dlgebra de Bernstein de tipo (14 r,s) entao

0s idempotentes de (N : A) tém posto menor ou igual a r.

Demonstracao:

Pela segunda parte da Proposicao 3.2/ basta mostrarmos que o resultado é valido para
idempotentes de 17, que podem ser considerados operadores lineares de N. Assim, supondo
que existe um idempotente o € V de posto maior que r, temos pelo Lema 3.2 que existe
0# v € VNlmo, o que também é uma contradigao ao lema anterior. Dessa maneira, fica

provado que todo idempotente em (N : A) tem posto menor ou igual a r. O

Corolario 3.5. Os elementos idempotentes de M(A) tém posto menor ou igual a r + 1.
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Demonstracao:

Seja 0 € M(A) um elemento idempotente. Se o € (N : A) entdo segue da proposi¢ao
anterior que rk(o) < r e portanto, nesse caso, o resultado é vélido. Se ¢ tem peso 1 entao
pela primeira parte da Proposicao 3.2, temo o = (2L?— L)+, +6 com 6 € 1% idempotente
ex €kerN(UdU?). Assim, rk(o) =1+ rk(0) <1 +7. O

Os resultados vistos nessa sec¢ao, serao muito 1teis no desenvolvimento do restante deste

trabalho, principalmente na préxima se¢ao que constitui o apice deste estudo.

3.4 Sobre o invariante p(A)

Nesta secao definimos o principal objeto de estudo deste trabalho, a saber, o posto
méximo dos elementos de M (A). Vimos na se¢ao anterior que, se A é de tipo (147, s) com
s > 1, o operador identidade em A nao é um elemento da sua dlgebra de multiplicagoes.
Mais especificamente, para essas algebras, nenhum operador inversivel de End(A) pertence

a M(A), conforme mostra a proposigao a seguir.

Proposicao 3.9. Seja A = Fe ® U, ® V, uma dlgebra de Bernstein de tipo (1 +r,s), com

s > 1. Entao M(A) ndo contém elementos inversiveis de End(A).

Demonstracao:

Suponha que exista o € M(A) inversivel e seja ® : M(A) — M(A) definida por
®(0) = 0o para todo 0 € M(A). Esse operador linear é injetor, pois dados 6,,0, € M(A)
tais que ®(6;) = () entdao H10 = O0 e ja que o é inversivel teremos 0 = Oy00~1 = 0s.
Portanto, também é sobrejetor e assim, para cada o € M(A) existe § € M(A) tal que
fo = 0. Logo, #oo~1 = 0o~ 1 que equivale a § = Id4. Contradi¢ao, pois ja mostramos que

a identidade nao estd em M(A) quando s > 1. Dessa forma, M(A) nao possui elementos
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inversiveis. a

Como conseqiiéncia da proposigao anterior temos que nas algebras de Bernstein de tipo
(14+r,s) com s > 1 todo elemento é um divisor de zero. De fato, j4 que nenhum elemento
de M(A) é inversivel, se tomarmos, por exemplo o operador L, € M(A) temos sempre que

ker L, # {0}, ou seja, existe 0 # a € ker L, tal que L,(a) = za = 0.

A proposicao anterior nao é valida se s = 0, pois neste caso o operador L. é inversivel.
A dlgebra de multiplicagdes de uma algebra de Bernstein de tipo (1 + r,0) jé foi descrita

em [7], por isso doravante estaremos sempre considerando s > 1.

Para cada élgebra de Bernstein A de tipo (147, s) com s > 1, vamos definir o invariante
numérico

p(A) = max{rk(c);0c € M(A)}.

Usando a proposicao anterior, podemos estabelecer uma limitacao para esse invariante. J&a
5 Y s
que, nesse caso, nenhum operador em M (A) é inversivel, temos que p(A) < dim A e se

tomarmos o operador L., vemos facilmente que o mesmo tem posto 1 + r. Assim,

L+7r<p(A) <s+r
A seguir, temos o estudo de p(A) em alguns casos particulares.

(1) Se A é excepcional de tipo (1 +7,s) entao p(A) = 1+ r. Com efeito, dada o € M(A)
temos que o(A) C A% e dim A% = 1 + r, j4 que por hipdtese U? = 0. Assim, rk(c) <
1+ r e portanto p(A) =1+ r.

(2) Da mesma forma, no caso em que A é normal tem-se p(A) = 1+ r. De fato,
mostraremos este fato valendo-nos dos resultados obtidos no Teorema 2.2 e usando a
decomposicao de Peirce de M(A). Tomando o € M(A), ja que Vio = Voo = 0, temos
que o = (2L — L)+, +6011+0p coma € F,z e UU?e b, € ‘7” Logo, a(v) =0
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para todo v € V, ou seja, o(Fe @ U) gera a imagem de o e portanto dimo < 1+ r.

Assim, p(A) =1+ r.

Em ambos os casos temos A com grau de excepcionalidade n < 1, sugerindo entao uma

ligacao entre o fato de p(A) ser minimo e o grau de excepcionalidade da algebra.

Proposicao 3.10. Seja A = Fe® U @V uma dlgebra de Bernstein de tipo (1+r,s) entao

p(A) =141 se, e somente se, o grau de excepcionalidade de A é menor ou igual a 1.

Demonstracao:

Se A = Fe® U + V é uma &lgebra de Bernstein n-excepcional com n < 1 de tipo
(1+7,s) entao U(UV) = 0 implica em UV C L. Logo,sev € Vex =ae+u; +v, € A,
comu; € U ewvy €V, temos que zv = (e +uy + v1)v = uv +viv € UV + V2 C L.
Assim, se U = L & J entao para todo o € M(A) tem-se o(N) C L + o(J). De fato,
dados v € V e u € L, temos que o(u),o(v) € L, visto que L é ideal. Desse modo,
Imo =o(Fe)+0(N)Co(Fe)+ L+ o(J) tem dimensao menor ou igual a 14 e portanto,
p(A)=1+r.

Reciprocamente, se U(UV) # 0 existem uj,us € U e v1 € V tais que uy(ugvy) # 0.
Seja 0 = L 4 2Ly, LcL,, temos que o(e) = e + tujus, o(u) = tu e o(v) = ui(uzw),
para todo w € U e v € V. Dessa maneira, se {zy,...,x,.} é base de U entdo o con-
junto {o(e)o(xy),...,0(z;),0(v1)} é linearmente independente, o que significa dizer que,

rk(o) > r+ 2, ou seja, p(A) > r+ 2. a

Veremos a seguir, um exemplo que mostra uma dlgebra de Bernstein de tipo (1 + 7, s)

com p(A) =r+2.

Exemplo 3.2. Consideremos uma dlgebra comutativa A de base {e,uy,us, ug, uyg, vy, v}
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cuja tabua de multiplicagao de N € dada por

U Uz | U3 Uy U1 | U2

Uq —V3 Us
U9 (%) Uy
us V2

Uy —V2

U1 us Uy

(%

Com a func@o w definida por w(e) = 1 e nula nos outros elementos da base dada. Essa
algebra é Bernstein com decomposi¢ao de Peirce A = Fe® U &V, em que U é gerado por
{uy,u9,us,us} e V por {vy,ve}. Observando a tabela de multiplicacoes de A, vemos que
A é do tipo (5,2) e U(UV) # 0, ja que uy(ugvy) = —vy # 0. Portanto, pela proposicao
anterior, temos p(A) > r 4+ 2 = 6 e por outro lado, ji tinhamos p(A) < r + s = 6.
Logo, p(A) = r+2 = 6. De fato, tomando ¢ = L. — 2Ly, LcL,, € M(A) temos que

Imo = (o(e),0(u1),0(us),o(usz),o(uy),ve) = (e — %u1u2, %ul, %UQ, %u;»,, %u4, Ug).

Segue do corolario [1.6/ do lema [1.1/ que este exemplo exibe uma algebra de menor di-

mensao para a qual p(A4) > r + 1.

Se A é n-excepcional com n < 1 e conseqiientemente p(A) = r+1, entdo cada e € I,(A)
é um elemento que verifica a igualdade rk(L.) = p(A). Uma questao que provém disto,
é saber se para cada algebra de Bernstein A, existe um elemento x € A que satisfaca tal

propriedade. Como resposta a este questionamento, temos:

Proposicao 3.11. Se A = Fe® U @V wuma dlgebra de Bernstein de tipo (1 +r,s) entao
rk(L;) <1+ 7 para todo x € A.
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Demonstracao:

Sejam x = ae +ug+vg € A, comug € U, vg € Vea€ F, el ={ué€Ujuuy =0=
u(upvg)}. Esse conjunto é um subespago vetorial de U e para quaisquer u € [ e v € V

temos que
L,(uw)uy = ((cve + ug+ vo)u)ug
= (Gutum)
= 2U UV | Ug
= wuo(uvy)
= —u(ugvg) =0

Lo () (ugvg) = (%HWO) (uovo)

= (uwg)(ugvg) =0
L,(v)ug = (upv + vvg)ug =0

L. (v)(upvg) = (uwvp)(upvg) =0

e portanto, L,(u) e L,(v) sdo elementos de I. Dessa forma, se considerando J um subespago
de U, tal que U = J & I temos que L,(A) = L.(Fe)+ L,(U) + L.(V) = Ly(Fe) + L.(J) +
L.(I)+ L,(V)C L,(Fe)+ L,(J) + I tem dimensao no maximo 1 + r. Conseqiientemente,
rk(Ly) < 1+r. O

Corolario 3.6. Seja A = Fe® U &V uma dlgebra de Bernstein de tipo (1 + r,s) entao,
existe v € A com rk(L,) = p(A) se, e somente se, o grau de excepcionalidade de A é menor

ou iqual a 1. O

Lema 3.5. Dada uma dlgebra de Bernstein arbitraria A= Fe® U @V, entdo o subespago
I=UV+L)yaUUV) éum ideal de A.
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Demonstracao:
Sejam uv + I + uq (ugv1) um elemento de I e x = ae + v’ + v’ um elemento arbitrario em
A, com u, v, ui,us € U, v,0'vy € V el € L. Entao,

(uv + 1+ up(ugvy)) (e +u' + ') = %uv + %l + (uwv)u’

+  (uv)v + '+ (uy(ugvy))u' + (ug(ugvy))v' € 1

pois %uv + (u1(ugvy))u’ + (o))" € UV, %l + 10"+ (ur(uguy))v' € Le (wo)u’ e U(UV). O

Na préxima proposigao estabelecemos um limitante para o invariante p(A), dependendo

do subespago U(UV). E ja que U(UV) CU? CV, dimU(UV) ¢é invariante.

Proposicao 3.12. Seja A = Fe ® U, @ V., uma dlgebra de Bernstein de tipo (1 +r,s) tal
que dimU(UV') =t. Entao, p(A) < 1+4r+t.

Demonstracao:

Supondo dim(UV + L) = k, entdo dimI = k + t. Seja {uy,us, ..., ux} uma base de

UV + L e {uy,ug, ..., up, Ut1, ..., Uy } sua extensao a uma base de U. Entdo para u € U

k r

existe u' = Zul eUV+Leu = Z u; tais que u = u' + u”. Observa-se também que
i=1 i=k+1

para todo o € M(A) temos

o(A) C (o(e),o(ugs1), ..., o(u.)) + 1.
De fato, tomando x € A entao x = ae + Zu, + v e assim o(x) e)+ Z o(u;) +o(v
=1
de onde segue que
k r
o(x) =ac(e) + Y o(w)+ Y o(u)+0o(v) € (o(e),0(tpsr), ..o (u)) + I
i=1 i=k+1
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k

pois o(v) € UV +L C 1e Za(ui) € I. Portanto, rk(c) < 1+ r —k + dim 1, isto é,
i=1

rk(o) <l+r—k+k+t=1+r+t. O

Corolario 3.7. Se A = Fe ® U &V € uma dlgebra de Bernstein de tipo (1 + r,s) e
dimU(UV) = 1. Entao, p(A) =r + 2.
Demonstracao:

Como U(UV') # 0, segue da Proposigao 3.10/ que p(A) > r + 2 e a proposigao anterior

nos garante que p(A) <r + 2. O

Também podemos estabelecer outro limitante para p(A) dependendo diretamente do
anulador da algebra. Seja W o subespaco de V' complementar ao anulador de A, entao

A=FeqU®W @annA. Além disso, para todo o € M(A) temos que annA C ker o. Logo,

p(A) <1+r7r+s—dimannA (3.2)

Exemplo 3.3. Seja A = Fe ® U @&V a dlgebra de Bernstein de tipo (11,10) sendo
{uy,ug, ..., ui0} base de U, {v1,vq,...,v10} base de V e a sequinte tibua de multiplicag¢ao

do nicleo:
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[ B 7 7 T R 7 7 N T B ' O N S 7 N

ul U1 Vo v4 U5 —usg 2u4 us | ur
ug Vg v3 -v4 | -vUs 2usg —Uyq ug | us
u3

Ugq

us —U4

ue —Us5

uy Vg

us 5

ug

u10

V1 2us

Vg —u3 | —ug4

v3 2u4

v

vs

Vg us uy

vy ug us

8

vg

V10
Nesta élgebra temos que annA = (ug, w4, g, U1g, V4, Vs, Vs, Vg, V19) € U(UV) = (v4,v5) €

portanto tém dimensao 9 e 2, respectivamente. Logo, pela identidade (3.2) temos que
rk(c) < 14+r+s—9 =10 = r+ 2 e jad que A é 2-excepcional temos que p(A) =
r 4+ 2. Com efeito, tomando oL, — 2L,,L.L,, € M(A) tem-se conseqiientemente que

Imo = (o(e),0(u1),...,0(u1p), o(v1), ..., 0(v10)) = (€ — %'UQ, %ul, i %ulo, Uy, Us).

Vejamos outro exemplo para o qual exibimos um operador linear o € M(A) tal que

p(A) =rk(0).

Exemplo 3.4. Seja A a dlgebra de Bernstein de tipo (9,3) com {uy,us, ..., u0} base de U,

{v1,v9,...,v10} base de V' e a sequinte tabua de multiplicagdo do nicleo:



U1 Ug | U3 U4 Us Ug | U7 us V1 | UV | U3
Ul —7Va us
U2 V2 Uy
us (%)
Uy —U9
Us —Us || Ur
Ug U3 us
Uz U3
us —7Us
U1 U3 | Ug Uz | ug
(%
U3

Neste exemplo temos annA = U(UV') = (vq, v3). Logo, pela identidade (3.2) temos que
rk(c) <1+r+s—2=10=r+2eji que A é 2-excepcional temos que p(A) = r+2. Com
efeito, o operador o = (2L2 — L.) + (4L — 4L?) — (Ly, — 2LcLy,)(2Le Ly, — 20y,) € M(A)
tem posto 10.

Através da Proposigao 3.12 e por 3.2, a autora [13] conseguiu dois limitantes superiores
para p(A). O primeiro depende diretamente do subespago U(UV) e o segundo, do anulador
da élgebra. Porém, algumas questdes envolvendo o invariante p(A) permanecem em aberto.

Entre elas duas questoes a seguir

e Se dados inteiros positivos r,s,p com r + 1 < p < r + s, existe uma &algebra de Bern-

stein de tipo (14 r,s) tal que p(A) = p.

e Se é possivel melhorar a limitagdo de p(A) dada na Proposigao 3.12, para cada tipo

fixado.
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Concentramos nossos esforcos para tentar responder o primeiro questionamento. A
proposicao a seguir apresenta uma resposta para o primeiro problema para o caso em que

r<3.

Proposicao 3.13. Dados inteiros r,s,p comr <3 el+r <p<r+s, eriste uma dlgebra

de Bernstein do tipo (1 +1,s) tal que p(A) = p, se e s se, p=r+ 1.

Demonstracao:

Ja que r < 3 entao U(UV) = 0 e assim, conforme Proposi¢ao [3.10/ o grau de excep-
cionalidade n de A é menor ou igual a 1 e portanto p(A) =r + 1 = p. O algoritmo 1, dado

em [8, pag.28] gera uma &lgebra de Bernstein 1-excepcional do tipo (1 + 7, s). O

Exemplo 3.5. Seja A = Fe ® U &V uma dlgebra de Bernstein de tipo (1 + 2,2) com

{uy,us} base de U, {vi,va} base de V' e a sequinte tdbua de multiplica¢do do nicleo:

Ui | Ug U1 V2
(51 (%1
Uz
U1 U9
(%) Ug | U

Nesta algebra temos que U(UV') = 0 e portanto p(A) =1+ r = 3.

Uma pergunta natural que surge a partir da proposicao anterior é a seguinte: e no caso
em que a dimensao de U é maior ou igual a 4. Os resultados a seguir, respondem em parte

esse questionamento.
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Proposicao 3.14. Se A é uma dlgebra de Bernstein 2-excepcional de tipo (1 + 1, s), com

r =4 entao p(A) =r+ 2.

Demonstracao:

Se A é uma élgebra de Bernstein 2-excepcional de tipo (1 + 7,s), com r = 4 entao
pela Proposicao [3.10/ temos que p(A) > r + 2. Por outro lado, segue da Proposicao [3.12
que p(A) < 14 r +dimU(UV) e decorre da Proposi¢ao 3.13 em [13] que, nesse caso,
dimU(UV) <1 e assim, p(A) < r+ 2. Portanto, p(A) = r + 2. O

Corolario 3.8. Dados inteiros r,s,p comr =4 e s > 2, existe uma dlgebra de Bernstein
do tipo (14 r,s) tal que p(A) = p, se e so se, p € {5,6}.
Demonstracao:

Ser =4 entao parap=5=1+rep =6 = r + 2 obtemos o resultado usando as

Proposicao 3.13 e 3.14, respectivamente. O

Exemplo 3.6. Consideremos A = Fe®U®V uma dlgebra de Bernstein de tipo (144, 3) com

{uy, g, uz, us} base de U, {vi,v9,v3} base de V' e tendo a sequinte tibua de multiplicag¢ao

do nucleo:
U Usg Uz | Ug U1 Vg U3
up || m Uy —Uu3 | 2uy
U9 (%) V3 2U3 — Uy
Uus
Uy
vy 2us3
(%) —Uz | —Ug
(%) 2’&4
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Neste exemplo temos que U(UV) = 0 e portanto p(A) = 1 +r = 5. J& vimos que o

operador L, tem posto 1+ r.

Quanto a melhorar a limitagao para p(A), o que se pode fazer é melhorar essa limitagao
para subtipos de algumas &dlgebra de Bernstein de tipo (1 + 7, s). Por exemplo, segue dire-

tamente de [3] que:

Proposicao 3.15. Se A € uma dlgebra de Bernstein 2-excepcional de tipo (141, s) e subtipo
(r—2,s) entgor+2 < p(A) <r+3.

Demonstracao:

Se A é uma algebra de Bernstein 2-excepcional de tipo (1 + r,s) e subtipo (r — 2, s)
entao segue do corolario 4.5 em [3] temos que 2 < s < 3 e como U(UV) # 0 temos que

r+2<p(A) <r+3. O

Também em [3] é encontrada uma limitagao para a dimensao do subespago U? para a

subclasse de algebras de Bernstein 2-excepcionais que satisfazem U(U(U(UV))) = 0.

A seguir veremos alguns exemplos de algebras de Bernstein 2-excepcionais geradas

através do algoritmo 3 dado em [3] para compararmos os dois limitantes superiores.

Exemplo 3.7. Consideremos a dlgebra de Bernstein A= Fe® U @&V de tipo (17,23) com
{uy, ug, ..., u16} base de U, {vy,vq,...,v93} base de V' e a sequinte tabua de multiplica¢io do

nucleo:
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Lo | o | o | s [ s | o [wr J o | w0 Juno | o Jo L on | | w0 || o]

ul vl v2 v3 Vg v5 ve v22 —u7 —usg ug9
ug v vy vg vg vio | v1i1 —v22 w7 u10
ug v3 vg v12 v13 vi4 V15 2ug

uq vq vg viz | vie | vi7 | vis

us U5 v10 V14 Chivd v19 v20

ug ve Vi1 vis | vig | w20 | w21

uy

ug

ug —v22

u1o v22

U1l w1l
u12 w12
u13 u13
U4 u14
uls u1s
u16 u16
v1

v2

v3

v23 ug u10

Nesta algebra temos que U(UV') = (v9g) e portanto dim U(UV') = 1 o que implica que
p(A) = r+ 2, pois A é 2-excepcional. Neste caso, a limitagao dada na proposicao 3.12 é

mais eficaz, ja que dimannA = 21.

No entanto, observemos o exemplo a seguir:

Exemplo 3.8. Seja A a dlgebra de Bernstein de tipo (15,20) com {uy,us,...,u14} base de

U, {v1,vs,...,u50} base de V' e cuja tdbua de multiplica¢ao do nicleo € dada a sequir:

80



“ulluz ‘ us3 ‘ u4q ‘ us ‘ u6 ‘ u7 ‘u81”9IUIOIUIIIUIQ‘u13‘u14“1/1‘<~‘”18"019‘UQO

ul vl V2 v3 v4 V11 V12 V13 V14 V15 V16 us ue u13
u2 v2 U5 v6 v7 —v11 —v12 v17 u7 usg uUl4
us3 v3 U6 v8 v9 —v13 —vV14 —v17 ug9 u10

uq V4 v7 v9 V10 —V15 —V16 U1l U12

us -v11 —v13 —V15

ue —v12 —vVi14 —V16

u7 V11 —v17

ug V12

ug V13 V17

u10 V14

U1l V15

uU12 V16

uU13

Uiq

vy

V18 us u7 ug U1l

v19 ue ug u10 u12

V20 u13 uiq

Temos que dimannA = 19 e como p(A) > 1+ r + s — dimannA, jad que A também é

2-excepcional, entao p(A) = r + 2. No entanto, dim U(UV) = 7.

Lema 3.6. Se A= Fe® U &V ¢ uma dlgebra de Bernstein n-excepcional com n > 2 de

tipo (1 +r,s) entaor +2 < p(A) < min{l +r+dimU(UV),1 +r + s —dimannA}. O

A autora mostra em [3] que, para toda terna de inteiros (r,s,2z) com r > s > 5 e
3<z< %(s + 3 —ry) onde r; é o resto da divisdo de s — 3 por 2, existe uma &lgebra de
Bernstein 2-excepcional de tipo (147, s) e subtipo (r—2, z). Isso se demonstra usando o al-
goritmo 3. E ja que nas dlgebras de Bernstein 2-excepcionais geradas pelo citado algoritmo
temos sempre que U(UV) = (uu|l <i<rr—t+1<j<7r)= (Vst1,Vat2,...,Vs) €

que t = dim(UV+V?) e a = 5(r—t)(r—t+1). Dessa forma, usando a proposicao 3.12 temos:

Proposicao 3.16. Dados inteiros (r,s,z) comr >s>5e3 < z < %(s + 3 —ry) onde

¢ o resto da divisao de s — 3 por 2, existe uma dlgebra de Bernstein 2-excepcional de tipo
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(1+7,s) e subtipo (r —2,z) com p(A) <r+3(s+3—r)—2.

Corolario 3.9. Seja A uma dlgebra de Bernstein 2-excepcional satisfazendo as condigoes

da proposi¢ao anterior, se s =5 ou s =6 entao p(A) =r + 2.

Exemplo 3.9. Consideremos A = Fe®U@V uma dlgebra de Bernstein de tipo (144, 3) com
{uy, ug, us, us} base de U, {vy,v9,v3} base de V' e tendo a sequinte tdbua de multiplicag¢ao

do nucleo:

Uy U9 us Ug | U | Ug V1 | U2 | V3 | Vg | U | Vg

Uy || V1 V2 Uy us

Uz || V2 U3 —Uy Uyq

Uus —Uy

Uyq || Vg

Us Us

Ug Ug

U1

V2

U3

(1

Us || U3 Uyq

Ve Us | Ug

Temos nesta dlgebra que UV = (ug, ug, us, ug) € U(UV) = (v4). Portanto, pelo corolario
anterior, temos que p(A) = 2+ r = 8 e verifica-se que o operador ¢ = L, — L, L.L,,, neste

caso, tem posto 8.
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De modo andlogo, autora também mostra em [3] que, para toda terna de inteiros (r, s, 2)
com4d<r<s—led<z< %(T+4—T1) onde r; é o resto da divisao de r — 2 por 2, existe
uma algebra de Bernstein 2-excepcional de tipo (1+ 17, s) e subtipo (r — 2, z). Dessa forma,

usando a proposicao 3.12l e a proposi¢ao 4.9 em [3] temos:

Proposigao 3.17. Dados inteiros (r,s,z) com4<r<s—1e3<z<3(r+4—r) onde
r1 € o resto da divisao de r — 2 por 2, existe uma dlgebra de Bernstein 2-excepcional de tipo

(L+7,s) e subtipo (r — 2, 2) com p(A) < 2r+ 1ry.

Corolario 3.10. Seja A uma dlgebra de Bernstein 2-excepcional satisfazendo as condigoes

da proposi¢ao anterior, se 4 <r <6 entio p(A) =r+ 2.

O exemplo anterior também serve para ilustrar este tltimo resultado.
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Baixar livros de Ciéncias da Saude
Baixar livros de Comunicacao

Baixar livros do Conselho Nacional de Educacdo - CNE
Baixar livros de Defesa civil

Baixar livros de Direito

Baixar livros de Direitos humanos
Baixar livros de Economia

Baixar livros de Economia Doméstica
Baixar livros de Educacao

Baixar livros de Educacdo - Transito
Baixar livros de Educacao Fisica

Baixar livros de Engenharia Aeroespacial
Baixar livros de Farmacia

Baixar livros de Filosofia

Baixar livros de Fisica

Baixar livros de Geociéncias

Baixar livros de Geografia

Baixar livros de Histdria

Baixar livros de Linguas
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Baixar livros de Literatura

Baixar livros de Literatura de Cordel
Baixar livros de Literatura Infantil
Baixar livros de Matematica

Baixar livros de Medicina

Baixar livros de Medicina Veterinaria
Baixar livros de Meio Ambiente
Baixar livros de Meteorologia
Baixar Monografias e TCC

Baixar livros Multidisciplinar

Baixar livros de Musica

Baixar livros de Psicologia

Baixar livros de Quimica

Baixar livros de Saude Coletiva
Baixar livros de Servico Social
Baixar livros de Sociologia

Baixar livros de Teologia

Baixar livros de Trabalho

Baixar livros de Turismo
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