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“A felicidade ndo € uma constante matematica, mas pode ahran
infinito em um dado momento. ”

Fabricio Britto,



Resumo

Cintra, Adriana Araujo.Superficies Completas com Curvatura Gaussiana
Constante emH? x R e § x R. Goiania, 201085p. Dissertacdo de Mestrado.
Instituto de Matemaética e Estatistica, Universidade Fedkr Goias.

Neste trabalho classificamos as superficies completas,coovatura Gaussiana cons-
tante, emH? x R e § x R. Mostramos que existe uma Unica superficie completa, a
menos de isometria, com curvatura Gaussiana constantvaasin H2 x R, maior
que um, emS’ x R, e que ndo existe superficie completa com curvatura Ganassia
K(1) < —1, emH? xR e § x R. Provamos ainda que, sel < K(I) < 0, existem
infinitas superficies completas et x R com curvatura Gaussiaig| ) e, com hipéteses
adicionais, provamos que, sel < K(l) < 0 e 0< K(I) < 1, ndo existe superficie
completa ens? x R com curvatura Gaussiah&(1). Estes resultados foram obtidos por
Aledo, Espinar e Galvez e podem ser encontradosl¢ém [

Palavras—chave
Superficies completas, Curvatura Gaussiana constante



Abstract

Cintra, Adriana AraujoComplete surfaces with constant Gaussian curvature
into the H? x R and & x R.. Goiania, 201085p. MSc. Dissertation. Instituto
de Matematica e Estatistica, Universidade Federal de Goias

In this work we classify the complete surfaces with cons@aissian curvature into the
H2 x R andS? x R. We show that exists a unique complete surface, up to iseeaetvith
positive constant Gaussian curvature intoktfe< R, and greater than one, into tB&x R

and that there is no complete surfaces with constant GauesraatureK (1) < —1 into
theH? x R andS? x R. We prove that even if-1 < K(1) < 0 there are infinite complete
surfaces into théd? x R with Gaussian curvaturk(l) and with additional assumption
we prove there is if-1 < K(l) < 0 and 0< K(I) < 1 there is no exists complete surfaces
into $? x R with Gaussian curvaturé(l). These results were obtained by Aledo, Espinar

and Galvez and can be found i

Keywords
Complete surfaces, Constant curvature Gaussian



Sumario

Lista de Figuras
Introducéo

1 Preliminares
1.1  Conceitos Basicos
1.2  Superficies Completas e Compactas
1.3  Superficies de Revolugcédo, Completas, em R3
1.4 A Fo6rmula de Gauss e as equacgles de Codazzi
1.5 Pares Codazzi e formas quadraticas holomorfas

2 Superficies de revolugdo completas em HZ x R
21 Casol-K(l)>0.
22 Caso2-K(l)=0.
23 Caso3-K(l)<O.

3 Superficies de revolugdo completas em F xR
31 Casol-K(l)>0.
3.2 Caso2-K(l)=0.
3.3 Caso3-K(l)<O.

4 Resultados sobre unicidade e nao-existéncia de superficies completas com
curvatura Gaussiana constante em H2 x R e & x R
4.1  Lemas Basicos
4.2 Teorema do Tipo Liebmann
4.3 Teorema do Tipo Hilbert

Conclusao

Referéncias Bibliograficas

AN R R

12
20

25
28
31
33

41
43
46
a7

48
48
61
67

82

84



Lista de Figuras

11
1.2
13

2.1

2.2

2.3

2.4

2.5

3.1

3.2

Esfera: Superficie com curvatura Gaussiana K (1) > 0 em R3.
(a) Cilindro e (b) Plano : Superficies com curvatura Gaussiana K(1) =0
Pseudoesfera: Superficie com curvatura Gaussiana K(I) = —1 em R3,

Representacao da curva geratriz da superficie com curvatura Gaussiana
K(1) >0em H? xR.

Representacdo das curvas geratrizes das superficies com curvatura
Gaussiana nula em H2 x R que: (a) Ndo intercepta o eixo de revolugdo e
(b) Intercepta o eixo de revolugéo.

Representacao da curva geratriz da superficie de  revolugdo com cur-

vatura Gaussiana —1 < K(I) < 0em H? x R que corta o eixo de revolug&o.

Representacao da curva geratriz da superficie de  revolugdo com cur-
vatura Gaussiana —1 < K(I) < 0 em H2 x R que néo corta o eixo de
revolugso - Caso A2 = B2.
Representacdo das curvas geratrizes das superficies de revolugdo com
curvatura Gaussiana —1 < K(1) < 0 em H? x R que né&o corta o eixo de
revolucdo - Caso A2 > B2,

Representacao da curva geratriz da superficie com curvatura Gaussiana
K(1)>0em & xR.

Representacao da curva geratriz da superficie com curvatura Gaussiana
nula em & x R gue néo intercepta o eixo de revolucao.

\l

30

32

36

38

40

46

47



Introducéo

Em 1899, H. Liebmann mostrou que se S é uma superficie regolapacta e
conexa com curvatura Gaussiana constante, entdo S é ume esfe

Dois anos depois, em 1901, D. Hilbert provou que ndo existpeaficie com-
pleta de curvatura Gaussiana constante negativR®m

Esses dois resultados foram muito importantes dentro dia @®subvariedades
pois classifica as superficies de curvatura GaussianaarweshoR3, e eles foram
estendidos par&® e H3, j4 que nesses espacos as equacdes de Codazzi permanecem
as mesmas e a Formula de Gauss é similarRddodavia, ndo podemos estender para
outros espacos, uma vez que as equacoes de compatibikgaderal, mudam bastante.

A mais ou menos cinquenta e cinco anos, H.Hopf associou ®wiifaren-
ciais quadréticas holomorfas a superficies com curvat@dianconstante. Essa forma
guadratica é conhecida como a diferencial de Hopf e é a chrana@pal para a demons-
tracdo de seu teorema que afirma que uma esfera imer& eom curvatura média
constante é a esfera redonda, ou seja, todos 0s seus pantoslsidicos.

Em 2004, U. Abresch e H. Rosenberg, e2h peneralizaram a diferencial de
Hopf para superficies imersas é8Ax R e H? x R, associando uma forma quadrética
holomorfa com a diferencial de Hopf provaram que toda esfeersa emS x R e
H2 x R, com curvatura média constante, é uma superficie rotdoieme simétrica.

Motivados por esses resultados Alencar, Do Carmo e Tribeggntaram a
seguinte questao:

Quais eram as superficies fechadas imersas émIS e H? x R de curvatura
Gaussiana constante?

Galvez, Espinar e Alencar, em]]| classificaram as superficies completas de
curvatura Gaussiana constante 8x R eH? x R.

O principal objetivo do nosso trabalho € apresentar a réspasa 0 problema
proposto por Alencar, Do Carmo e Tribuzzi, mostrando quemals seguintes resultados
emS xR eH? xR:

Teorema do Tipo Liebmann: Existe uma unica superficie completa, a menos
de isometria, com curvatura Gaussiana constanté)k- 1 em $ xR, e K(I) > 0 em
H2 x R. Em particular, essa superficie é rotacionalmente sirnétri



Teorema do Tipo Hilbert: Nao existe qualquer imersdo completa com cur-
vatura Gaussiana K ) < —1, constante, em?3< R e H? x R.

O nosso trabalho esta dividido em quatro capitulos da stegonaneira:

No primeiro capitulo, apresentamos alguns resultados ai¢lids que serao
necessarios no decorrer do trabalho, sobre superficiepletas e compactas, relem-
bramos a classificacdo das superficies completas de canainstante enR3, calcu-
lamos as equacdes de compatibilidade®m R e H? x R e fizemos um breve estudo
sobre superficies de Riemann mostrando que a existéncia g@uCodazzi, com cur-
vatura extrinseca constante, implica na existéncia de ameafquadratica holomorfa.

No segundo capitulo, classificamos as superficies de @o@lcompletas, com
curvatura Gaussiana constante K(I), Efix R, mostrando que, pak&(l) > 0 existe uma
Unica superficie de revolucdo completa, a menos de isanetim curvatura K(I) e que
para—1 < K(l) < 0 existem infinitas superficies de revolugéo completasiém R com
curvatura Gaussiana constante K(I), e encontramos ummp#aiaacao para todas elas.

No terceiro capitulo, classificamos as superficies de ue@ol completas, com
curvatura Gaussiana K(I), e x R mostrando que park(l) > 1, existe uma Unica
superficie de revolu¢do completa, a menos de isometria,aowatura K(l), e que os
cilindros flats s&o as Unicas superficies de revolucdo atampent’ x R com curvatura
Gaussian& (1) < 1.

No quarto capitulo, definimos uma nova forma quadratica Artirgda métrica
induzida | e mostramos que (A,Il) € um par Codazzi com cureagdtrinseca constante,
onde Il € a segunda forma fundamental da imers&o. Assimtyasa existéncia de uma
forma quadrética holomorfa que é a chave principal para adstracdo do Teorema do
Tipo Liebmann. Finalmente, mostrarmos usando o fato dd)(8¢r um par Codazzi,
que vale o Teorema do Tipo Hilbert. Os casos em gie< K(I) <0 e 0<K(l) <1
emS? x R permanecem em abertos, mas mostramos também no quartdaagpit néo
existem superficies completas com curvatura Gaussiarsarda K(I), nesses casos, se
o gradiente da funcao altura satisfaz a uma certa condicéo.



CAPiITULO 1

Preliminares

Neste capitulo iremos abordar algumas definicdes e ressltage usaremos no
decorrer do trabalho. Maiores detalhes podem ser encostead ], [6], [8] e [9].

1.1 Conceitos Basicos

Nesta secado definiremos alguns conceitos basicos que wsanentdecorrer do
trabalho.

Definicdo 1.1 Uma variedade diferenciavetle dimenséo n &€ um conjunto M e uma
familia de aplicacdes biunivocag xUy C R" — M de abertos | de R" em M tais
que:

1. UaX%a(Ua) =M.

2. Para todo par, 3, com % (Ug) Nxg(Ug) =W +# 0, os conjuntos x'(W) e >g1(W)
sdo abertos elR" e as aplicac;(”)esgx1 o Xq Sao diferenciaveis.

3. Afamilia{Uq,Xq } € maxima relativamente as condicdés e (2).

7

O par (Ug,Xy) com pe xq(Uy) € chamado umaarametrizacdale M em p e x(Uqy) €
chamada umaizinhanca coodernadam p. Uma familigUq, X4 } Satisfazend@l) e (2)
€ denominada umestrutura diferenciaveem M.

O espaco Euclidian®", com a estrutura diferenciavel dada pela aplicacao
identidade é uma variedade diferenciavel.

Definicdo 1.2 Sejam M e N variedades diferenciaveis. Uma aplicagao diteével
@:M — N é umaimerséose dp, : ToM — Ty(p)N € injetiva pra todo pe M. Se, alim
disso,p € um homeomorfismo solpéM) C N, ondegp(M) tem a topologia induzida por
N, diz-se quep é ummergulho Se MC N e ainclusdo i M <— N é um mergulho, diz-se
gue M é umaubvariedadele N.

Uma superficie regule® c R3 é um exemplo de uma subvariedadeRfo
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Introduziremos agora uma maneira de medir comprimentogieas tangentes
gue varia diferenciavelmente com o ponto em uma variedddesdciavel.

Definicdo 1.3 Uma métrica Riemannianaem uma variedade diferenciavel M é uma
correspondéncia que associa a cada ponte M um produto interng(,), no espago
tangente JM, que varia diferencialmente no seguinte sentido : S&JxC R" — M

€ um sistema de coordenadas locais em torno de p, ¢amx%,....xn) = g€ xU) e

aixiq =dx(0,...,1,...,0), entdo
o 0
(3 3c@)

€ uma funcéao diferenciavel em U. Uma variedade diferentiéwe uma dada métrica
Riemannana chama-se umariedade Riemanniana

SejamM e N variedades Riemannianas. Um difeomorfismoM — N € uma
isometriase:

(U,V)p = (dfp(u),d fp(V))t(p), paratodope M e u,ve TM. (1.2)

Definicdo 1.4 Seja f: M — N uma imersao. Se N tem uma estrutura Riemanniana, entao
f induz uma estrutura Riemanniana em M garl). A métrica M é chamada entéo a
métricainduzidapor f, e f € umamersao isométrica

Uma meétricaPseudo-Riemanninem uma superfici& é uma correspondéncia
que associa a cada porpale Suma forma bilinear simétrica ndo degeneradgporém
nao necessariamente positiva definida)lepbe que varia diferenciavelmente cqm

Definigdo 1.5 Considerando a forma quadratica(§, Xz, Xa, Xa) = —X2 + X5 + X3 + X2,
com(xg, X2, X3, X4) € R4, a métrica pseudo-Riemanniana induzida por QRfhé chamada
métrica Lorentziana

1.2 Superficies Completas e Compactas

Nesta secao iremos relembrar alguns resultados impastantae superficies
completas e compactas que faremos uso no desenrolar dihtraba

Definicdo 1.6 Uma superficie regular S é ditsompletase para qualquer ponto P S,
qualquer geodésica parametrizagal0,¢) — S de S, comecando em=Py(0), pode ser
estendida em uma geodésica parametrizad® — S, definida sobre toda reta real.
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Proposicdo 1.7Uma superficie regular fechada mergulhada @A é completa na
métrica induzida.

Uma curvadivergenteem uma superficies € uma aplicacao diferenciavel
a : [0,0) — Stal que para qualquer conjunto compakta- Sexiste umig € [0,00) com
a(t) ¢ K parat > tg. O comprimentale uma curva divergente é definido como

t
nm/nwamm.
t—o0 0

Observacéo 1.8Uma superficie regular S é completa se, e somente se, 0 qoB1o
de qualquer curva divergente em S € ilimitado.

Uma superficie regulé@ compacta é sempre completa, porém nem toda superfi-
cie completa é compacta. Quando a curvatura Gaussiana deup@idicieS é positiva e
nao se aproxima de zero muito rapidamente, veremos em seguies é compacta.

Teorema 1.9 (Bonnet)Se a curvatura Gaussiana K(l) de uma superficie completa
satisfaz
K(l)>d>0,

entdo S € compacta e o didmegrale S satisfaz a desigualdagec< %.

Considerand®& uma superficie regular, dizemos que uma regido (corRxap
€ regular seR é compacta e a sua frontei@R, € a unido finita de curvas regulares por
partes fechadas e simples que néo se interceptam.

Um triangulo é uma regido simples que tem apenas trés vértices com angulos
externosy; # 0,i = 1,2, 3. Umatriangulacdode uma regido reguld& ¢ Sé uma familia
finita 7 de triangulodT;, i = 1,..,n, tal que

1. UL, Ti=R

2. SeTiNTj #0,i# j, entdoTiNT; € uma aresta comum dee T; ou um vertice
comum deT; eT;.

Definicdo 1.10 Dada uma triangulacéd@ de uma regido regular R, de uma superficie
regular S, denotaremos por F o niumero de triangulos, por E mend de arestas, e por
V o numero de vértices da triangulacédo. O numero

F-E+V=x(7) (1.2)

é chamadaaracteristica de Euler-Poincarda triangulacao.
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Prova-se que a caracteristica de Euler-Poincaré nao deplandiangulacéo de
R, e neste casg(7 ) = X(R) para toda familiar .

O Teorema de Gauss-Bonnet é provavelmente o mais profundearaetria
diferencial das superficies. Uma primeira versdo destetem foi dada por Gauss em
triangulos geodésicos e a extensdo para uma regiao singvlesd a Bonnet.

Teorema 1.11 (Gauss-Bonnet GlobalSeja RC S uma regido regular de uma superficie
orientada S e sejam4C...,C, as curvas fechadas, simples e regulares por partes que
formam a fronteira de R. Suponha que caga Grientada positivamente e sej@)..., 0

o conjunto de angulos externos das curvas.C C,. Entéo

i/q Kg(s)ds+ //RK(|)d0+§le| =2mx(R), (1.3)

onde s denota o comprimento de arco deeéCa integral sobre Csignifica a soma das
integrais em todos os arcos regulares de C

Existem aplicagbes muito interessantes do Teorema de Bauwsget, mas no
nosso trabalho vamos utilizar a seguinte:

Teorema 1.12 (Aplicacdo do Teorema de Gauss-Bonnet)ma superficie compacta
com curvatura positiva € homeomorfa a uma esfera.

Observacao 1.13Todos os resultados desta secdo podem ser estendidos par&RH:
£ xR.

1.3 Superficies de Revolucdo, Completas, eR?

Nesta secdo vamos classificar as superficies de revolugépletas, com cur-
vatura Gaussiana constante no espaco euclid&no

A menos de isometria, podemos escolher o eixo de rotacao sentm o eixo
(0,0,x3). Neste caso, a matriz de rotagédo é dada por

cosv —senv O
R=| senv cosv O |, (1.4)
0 0 1

ondev é o angulo de rotacdo em torno do eixo de revolucéo
Seja a(u) = (I(u),0,h(u)) ¢ R® uma curva regular tal qué(u) > 0,
parametrizada pelo comprimento de arco, ou seja,

(1'(W)2+ (W ()2 = 1 (15)
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que corta ortogonalmente o eixo de rotaf@d, x3) somente nos pontos final e inicial.
Uma parametrizaca® : U ¢ R? — R para a superficie de revolucéo, neste caso
€ dada por
W(u,v) = (I(u)cos vl (u)sen vh(u)).

Derivando em relacéoae vtemos que

{ Wy (u,v) = (I'(u)cos vI’(u)sen v (u)) (1.6)

Wy (u,v) = (—=I(u)sen vl (u)cos vO).
Portanto os coeficientes da primeira forma fundamental sdodpor:

E(u,v) = |Wu(uv)[> =1 (u)2+ R (u)2=1
F(u,v) = (Yy(u,v),Wy(u,v)) =0
G(u,v) = |Wy(u,v)[2 =12(u).

Logo a métrica induzida é dada por
| = d?+12(u)dV.
Fazendo o produto vetorial erfh.) temos que
W, x Wy, = (—h'(u)l (u)cos v—h'(u)l (u)sen vi’(u)l (u)).
Assim, de (.5 temos que

Wy x qJV||2 =

Portanto, o vetor normal : U ¢ R? — S da superficie é dado por

W, x W,

NUV = —— =
(WY) = 1@y ]

(—h'(u)cos v—H (u)sen vI’(u)).

Agora derivando o normal em relacédo av temos que

Ny(u,v) = (—h"(u)cos v—h'(u)sen vI”(u)),
Ny(u,v) = (b (u)sen v—H (u)cos vO0).
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Portanto os coeficientes da segunda forma fundamental das gar

Neste caso, a curvatura Gaussi&ith) da superficie é igual a

Ky — 89— 2 IN(l(u) — b (Wl (u)]R (u)l(u)
D = ger2 = 12(u)
" (u)Y (u)l"(u) — (R'(u)2" (u).

I(u)

Observemos agora que derivanddj obtemos que
21" (wl” (u) +2h' (u)h’(u) = 0,
ou sejah (u)h”(u) = —1’(u)l”(u). Portanto substituindo em (7) temos que

<) = WP - (AW _ 1"

[ (u) [(u)

Sendo assim, classificar as superficies de revolucédo convatera Gaussiana
constante é equivalente a estudar a seguinte equacamdiém@rdinaria,

1”(u) +K ()l (u) =0.
A solucédo dessa equacéo, de acordo com o sinal da curvatiadaéor

Acog \/K(1)u) + Bser{/K(1u), seK(l) >0
I(u) = Au+B, seK(1)=0 (1.7)

Acosh/—K(l)u) +Bsenlt/—K(I)u), seK(l) <0,

ondeA e B sdo constantes reais que nao se anulam simultaneamente.
Caso1-K(l)>0
Neste caso, por(7), temos que

[(u) = Acog /K(I)u) +Bser{y/K(I)u). (1.8)

Se S é completa conK(l) > 0, entdo pelo Teorema de Bonnet temos §ue
é compacta. Assim pelo Teorenth 12, W(u,v) tem que ser a parametrizagdo de uma
esfera, isto ég(u) € uma curva que intercepta 0 eixo em um ponto inicial € um ponto
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final.

Seup € 0 ponto inicial, entdo reparametrizaradtrocandau porz= u— up temos
quea(z) corta o eixo na origem em= 0, isto é,a(0) = (0,0,h(0)). Logo, I(0) = 0.
Portanto, deX.8) tem-se qué\ = 0. Logo,

[(z) = Bser{/K(l)z).
Assim,
I'(z) = VK(I1)Bcog /K(1)2).

Portanto, deX.5) temos que

(W(2))? = 1—K(1)B%o0g(1/K(1)2). (1.9)

Considerando que a curva intercepta o eixo ortogonalmestte¢, ' (0) = 0,
logo de (L.9) tem-se quéB = \/% Portanto, a menos de isometria
ser(v/K(l)2)
|(Z) - T
() (1.10)
W(2) = /1 co2(y/K(1)2) = ser(y/K(1)2).

Portanto integrandb/(z) temos que

~cog/K(l)z) (1.11)

he) =~

e a superficie completa com curvatura Gaussiana constasite/p é a esfera.

Figura 1.1: Esfera: Superficie com curvatura Gaussiané K> 0
emR3,
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Caso2-K(l)=0
Neste caso porl(7), temos qué(u) = Au+ B.

i. Sea(u) ndo intercepta o eixo entdo a métrica indudidadw? + (Au+ B)?dv? da
superficie sera completa a¢u) esta bem definida para tode R. PortantoA = 0.
Assim temos qué&(u) = B, e consequentemeritéu) = 0.

Portanto, a menos de isometrias, @) temos quéY (u) = 1, eh(u) = u.
Assim obtemos o cilindr&(u,v) = (Bcos vBsen vu).
Comoa(u) é bem definida temos que o cilindro é fechado Bfy entdo pela

Proposicaol.7) temos que o cilindro € completo. (Ver FigudaZ(b)).

ii. Sea(u) intercepta o eixo, entdo podemos assumir sem perda de tigadeaque
intercepta enu = 0, ou sejap(0) = (0,0,h(0)). Assim,
0=1(0)=A.0+B=B,

Portanto, paratodoe R,
I (u) = Au (1.12)

Derivando a equagao acima obtemos 4ug = A. Assim de L.5) temos que

(h(u))?=1-A2

Comoa (u) deve interceptar o eixo ortogonalmente, eritdo) = 0.

Logo, 1— A2 =0, ou sejaA = +1. Comol(u) > 0 eu € R, segue queA = 1.
Assim,

Integrando temos que
h(u) = h(0). (1.13)

Neste casd¥(u,v) = (ucos vusen vh(0)) € uma parametrizagdo do plano que é
uma superficie completa. (Ver Figurh2(a)).

Assim obtemos, a menos de isometrias, duas superficiesalagédo completas
que possuem curvatura Gaussiana nula.
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Figura 1.2: (a) Cilindro e (b) Plano : Superficies com curvatura
Gaussiana Kl) =0

Caso3-K(l)<0
Neste caso porl(7), temos que

| (u) = Acosh/—K(I)u) + Bsentf/—K(I)u). (1.14)

i. Sea(u) intercepta o0 eixo entdo podemos assumir novamente quedptarpara
u=0, ou sejap(0) = (0,0,0). Assim,

0=1(0)=A1+B0=A

Logol (u) =Bsenlty/—K(l)u) paratodas € R, poisl (u) > 0. Portanto, derivando
temos que

I’(u) = /—K(1)Bcosh+/—K(I)u).

Portanto del.5

(W (u))? = 1+ K(1)B%cost(/—K(Iu).

Como a curvan deve interceptar ortogonalmente temos §l(@) = 0 e conse-

. 1 z ~
qu-entemente,, fa menos de isometrBss Va0l gue € um absurdo. Logo hao
existe superficie completa com curvatura negativa cotesiaterceptando o eixo
ortogonalmente.

ii. Sea(u) ndo intercepta o eixo entdo a métrica induzida

| = du? + (Acostiy/—K(I)u) + Bsenlfy/—K(I)u))%dv?
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da superficie para ser completa deve ser bem definida para to@.
Primeiramente vamos mostrar gie> B2.

De fato, suponhamos por absurdo dife< B2. Entdo pela definicdo das funcdes
trigonométricas hiperbdlicas temos queld) é dada por

e\/—K(I)u_i_e—\/—K(I)u e\/—K(I)u_e—\/—K(I)u
l(u = A > +B 5
(A+B)eV KU (A_B)e VK

= 5 . (1.15)

Fazendas= 0 em (L.14 temos queA = 1(0) > 0.
ComoA2 < B2, entdoA—B < 0 ouA+B < 0.
SeA+B<0eu— cem (.15 entao

lim 1 (u) = —co.

U—oo

Analogamente temos que 8e- B < 0 eu — —o em (L.15 entdo

lim 1(u) = —co.

U——oo

Nos dois casos temos uma contradicdo pais > O para todou € R. Portanto
A2 > B2,

SeA? = B? entdo mudanda para—u se necessario, podemos assumir ue B.
Logo, de (.14 temos que

l(u) = Acosh/—K(l)u)+Asenly/—K(I)u)
A e\/T(')“Jre*\/T(')”jLe\/T(')”—e*\/T(')“
2 2

= AeV Ky

InA
—K(I)

|(2) = eV/ K2

Fazendo a mudanga=u— obtemos que
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Portanto,
I'(2) = /—K(1)eV K1)z

Assim, (I(2))? = =K (1)&?V K()z,

Mas de (.5 temos quél’(z))? < 1 para tod@ € R, ou seja,

—K(NeV Kz <1 vzeR;

Agora fazend@ = 0 na equacéo acima temos dgkid ) > —1. Portanto, del(.5)
temos que

h'(z) = J1+ K(1)e?v Kz

Portanto encontramos a superficie tal que a parametrizicéiorva geratriz € dada
por

l(z) =eV Kz ¢ h(z):/oz\/1+|<(|)e2\/—*<<'>2dz,

e esta superficie ndo é completa pois sua curva geratrigigness.

Figura 1.3: Pseudoesfera: Superficie com curvatura Gaussiana
K(l) = —-1emR3.

SeA? > B? entéoi—i < 1. Portanto exist® € R tal que%\ = tanhB. Assim existe
C > 0 tal queA = Ccosl® e B=Csenl®. Portanto deX.14) temos que

I(u) = CecostBcosh/—K(I)u)+Csentdsenti/—K(l)u)
= Ccosh{/—K(l)u+8).

Assim reparametrizando a curva trocandgor z= U+ —2— temos que

VK
|(z) = Ccosh{/—K(l)z).
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Portanto,

=Cy/—K(l)senl{\/—K(1)z).

Assim,

(I'(2))? = —K(1)C?senit(r/—K(1)2).
Mas de (.5 temos qué’(z) < 1 para todaz € R, ou seja,

—K(1)C?senlt(\/—K()2) <1, ¥z R. (1.16)

Agora existed € R tal quesent{/—K(l)d) = é e da equacao acima temos que
K(l)>—1.

Portanto, deX.5) temos que

— /1K) Crsen(y/ K1)

Observe que patd(z) ser bem definida temos que

[l et

Portanto,

h(z):/Ou\/1+K(I)Czsenﬁ(\/—K(I)z)dz

Neste casos, estas superficies ndo sdo completas poigaéordefinida para todo
zc R.

Apesar de saber que estes resultados sdo verdadeiros usdretwmema de
Liebmann e Hilbert, desenvolvi as contas para superfige®dlucdo pois foi usando
estas ideias que Aledo, Espinar e Galvez din generalizaram estes resultados para
H?xReS xR.

1.4 A Formula de Gauss e as equacdes de Codazzi

Nesta secdo iremos obter a Férmula de Gauss e as equacOesialeziGonm
M?(&) x R onde

P, sef=1
2 o )
M (E)—{ H2, sef—
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SejaRy, k= 0,1, o espaco vetorid* com coordenadas linearési, Xz, X3, Xa)
e com a métricd, ) induzida pela forma quadratiéa + x5 + x5 + x3, onde

£ 1, sek=0
] -1, sek=1.

VeremosS? x R como subvariedade do espaco Euclidi&g isto €,

P xR = {(x1,%2,%3,X4) € R : 3¢ +35 +x5 = 1}.
Analogamente veremds? x R como uma subvariedade do espaco Lorentziano
R, isto &,

H2 xR = {(x1,%2,%3,%) € R*: =2 +x3+x3 = —1,% > 0}.

SejaSuma superficie orientavel(@, B) um par de formas quadraticas reais em
Stais queA é métrica Riemanniana. Associado a esse par podemos defimvatura
média e acurvatura extrinseca, respectivamente, por
Eg—2fF +eG eg— 2
e K(AB) =——

2(EG-F?) (A.B) EG-F2’
ondeA = EdW? + 2Fdudv+ GdV e B = edf + 2fdudv+ gdv?, sendo(u, v) um sistema
de coordenadas locais.

H(A,B) =

Definicdo 1.14 Dizemos quéA, B) € umpar Codazzise satisfaz as equagdes classicas
de Codazzi, isto &,

o— fu=elf,+ f(M,—r}) —ari,
fy—gu=erg,+ f(r3,—ri,) —or,

onder}‘j séo os simbolos de Christoffel da métrica Riemanniana Ape&ados por

( 3 (EuG+E/F)—FFy

r =
1 EG-F2

r2 _ —3(ECF+EE)+ER,
11— EG—F2
- R

2. _ 1EG.FE, (2.17)
127 2 EG-F2

rL_ —3(GGy+FGy)+GF,
22— EG-F2

r2 _ 1(EGHFG,)—FR,

\ 227 EG-F2 :
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SejaSuma superficie orientavel® : S— M2(€) x R uma imers&o com campo
de vetores normais unitarios N. Sejdre= (dW,dW¥) e Il = (—dN,dW¥) a primeira e a
segunda formas fundamentais Haespectivamente K(l) a curvatura Gaussiana. Seja
h(u,v) a quarta coordenada da imers$Boa qual chamaremos diengcéo altura. Sejam

W(u,v) = (x1(u,v),%a(u,v),xa(u,v), h(u,v)) € R, (1.18)

tal que

EC(U,V) +x35(u,v) +x5(u,v) =& ese E=—1 tem-se x; >0, (1.19)
ondeu eV sdo parametros locais e

N = (x1(u,v),x2(u,v),x3(u,v),0) € Ry. (1.20)

Uma base do plano tangeffig¥ emqg = W¥(u,v) & {Wu(u,v), Yy(u,v)}.
Derivando (.19 em relacdo a temos que

ox1(u,Vv) ax3(u,Vv)

axz(u’v)+2x3(u,v) 3 =0,

28x1(u, V)

+ 2x2(u, V)

ou seja, 2%, (u,v),n) =0.
De modo analogo, temos qué¥2,(u,v),n) = 0.
Logo,n € [TqW]* e

0l = Vi) = /[ed ) 8uy) Gy = VE =1

Comon ¢é normal aN, entdon € o normal unitario d&1?(¢) x R em R‘k‘. Seja
Il = (—dn,d¥) a segunda forma fundamental induzida p@m S. Considerando

| = Ed? + 2Fdudv+ GdV?
Il = ed?+ 2fdudv+ gdv?

as curvaturas extrinsecas sao dadas por

eg— f2 enon — f2

Temos qug W, Wy,N,n} formam uma base ortonormal pd%é. Assim usando
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que

{ (Wy,N) = (Wy,N) = (W) = (W,,n) = (N,n) =0
(NN)=1 e (n,n)=§,

temos que

Wou=THWu+T3W+eN+Een
Wy = LW, +F2,W, + FN+Efyn (1.21)
WYy = r%zq"u + r%zq"v +gN+&gnn,

ondeF}‘j sdo os simbolos de Christoffel e que

Ny = a1 Wy +ap1Wy+cin
Ny = apo2Wy + axWy + c2n

(1.22)

Nu = b11Wy +bzaW, +di1N

Nv = b1aWy +b2oW, + d2N,

onde
fF—eG _eF—fE _gF-1G ~ fF—gE
ail EG_E2’ aﬂ—@, 3.12—@ e azz—@ (1.23)
_ foF —&G _eF—fyE _oF -G ~ fF—oqE

c1=&(Nun), c2=&N,n), di=(nuN), d={nyN).  (1.25)

Agora derivando a primeira equacéo de2() em relacdo & temos que
Wouy = (M vWu+ (ME )V WPy +aN+& ()N + T 11 Wav+ M5 Ww+eNo+&nny. (1.26)
Assim usandoX.2]) e (1.22 segue que

Wow = (Mi)wWu+ 1M Pu+ T W+ FN+Efan}
(FE VWP + T {5 Wy + 5%y + gN+&gnn }
evN +e{agoWy + azWy+con}

&(en)vn + &en{b12Wy + boPy + d2N}
{(FiDv+ T 1o+ Tl 5o+ eanz + Een b1zt Wy
{(FT0)v+T 11l T2+ T1al 52+ eapo + &b} Wy
{fri1+0ris+e +&endz}N

{€fq M 11+ &M 11+ &(en)v+ea)n.

I+ o+ +

+ o+



1.4 A Férmula de Gauss e as equacgdes de Codazzi 16

Analogamente derivando a segunda equacad.@d)(em relacéo a temos que
Yo = (rlz)uq"u + (rlz)uwv‘f‘ ful\I + E( fr])ur] + r 2Wuu + I_12"|Jvu + fNu + E fr]r]u
Assim usandoX.2]) e (1.22 segue que

LIJUVU

(MuWu+T {1 Wy + Ty +eN+Een}
(riz)uwv‘f’ F%Z{F%Z‘-IJU + F%ZLPV‘F fN+&fyn}
fuN + f{a11Wy + a1y +cin}

&(fr)un + & fy{braWu + b2y Wy + diN}
{(Mp)u+ Tl T+ T o+ fags + & fyba} Wy
{(F2,)u+ T 54 (T2,)2 + fagy + & fybpg } W,
{el1o+ friy+ fu+Efqdi}N

{Eeql' 2+Efnl' >+ &(fy)u+ ferin.

I+ o+ o+

- -

Como queremos estudar imersdes diferenciaveis segu&’gue- Wyuy = 0,

logo
{(F2u— (M v+ T Tl =T 5+ Ta Wy +
{(Ff)u— (ME)v+ LM i+ (M) =T 5 — T3 5+ T} Wy +
{fu—ey+erty+ (M —T1) —gr%l—FEfndl_EQ’]dz}N—i—
{&[(fn)u— (eq)v+enlia+ fy (M —T11) — g3y + fer —eq}n = 0. (1.27)
onde
T1= fag1 +&fnb11 —ea2—genba2 (1.28)
T, = fagy —eapp + & fybp1 — ey boza.
Agora como{W¥,, W,,N,n} forma uma base temos que cada coeficiente acima é
nulo.

Ent&o olhando para o coeficiente'gtemos que

(M)u— M)y + 1M+ (M) — T, — T35 = —To. (1.29)
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l'IJVV u

l'IJUVV

Substituindo {.23 e (1.24) em (1.28 temos que

_ fF-gE _eF—fE fF — gy E enF — fE
T = eggrz Tegopz T Eg_rz ¢hEG R

B (—eg+f2)E+E(—qun+fnz)E

~ EG-F2 EG-F2

= —EK(I,I1)—EEK(I,1Iy)

= —E[K(L,I1)+&K(I,11y)].
Como
(M2y)u— (T3 +T 1l + (M2,)2 —T1 %, — 2,75, = —EK(]). (1.30)
Assim (1.29 é dada por

K(1) = K(I,11)+&K(I,11y). (1.31)

A equacao1.3]) é dita aFormula de Gauss
Agora olhando para o coeficiente do normal N dn27) temos que

ey — fu=elt+ f(M3,—Ti) —gr2, +&fyd; — Eenda. (1.32)
Derivando a terceira equacgao del) em relacao a temos que

= (M2)uWu+ (M5)uPy+ GuN +&(9n)un + M2 Wuu+ T 3% v+ gNu+EdhNu
= {(M32u+ T2l 1145 12+ gau1 +&gnbaa } Wy

+ {(F8p)u+T 5 51+ T5M To+ gao1 + Egn o} Wy

+ {5+ fT5+gu+&gnda}N

+ (&M 3+ &M+ &(gn)u+geuin.

Derivando a segunda equacéao i) em relacdo & obtemos que

= (FRWut (TWWy+ fN+HE(fy)un + T %uv+ T W+ PN+ Efany
= {(TIv+ (M) +T Tl 5o+ fara+& fnbi2}Wy

+ {(Ti)v+ Tl T+ T, 5+ fag + & fybao} Wy

+ {fri4+gré+ fy +&fad2}N

+ {&fq M1+ E&amM o+ &(fy)v+ feain.
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ComOLIJV\/u— l'IJU\/V: O temOS que

{(F32)u— (Miv+ T3l 1145 1o — (M1)* = T ol 35+ Ta} Wy +

{(F3)u— (M + T il 5 — Tl + Tl Wy +

{gu— fv+erz+ f(M5,— 1) — g fo+&andi — Efnd2}N +

{€[(gn)u— (fo)v+enl 2+ fq (M5~ 1p) — gy 15l +9gc1 — feakn = 0. (1.33)

onde

(1.34)

T3 = gay1+ Egr]bll— faj_z—afr]blz
T4 =Qap1 — fap + qu bzl—Efr]bzz.

Como {W,,¥,,N,n} forma uma base paﬂaf(l temos que cada coeficiente de
(2.33 é nulo.
Agora olhando para o coeficiente dig temos que

(M3o)u— (MTo)v+ 3ol 11+ T3 1 — (T12)? — T3, 35 = —Ta. (1.35)

Substituindo {.23 e (1.24) em (1.34e usando a Formula de Gauss temos que
gF—fG fF —eG_E fiF —enG
EG_F2 YEG_F2 N EG_F2
(eg— f2)G +E(qun —f3)G
EG—F2 EG-F2
= GK(I,I1) +&GK(I,11y)
= GIK(I,11)+&K(I,11y)]
= GK(I).

nF— G

—Ts = f
3 EG—F2

+Ef

Assim, (L.35 passa a ser dada por
(F32)u— (Miv+ T2l 11+ 5ol 12— (T12)? — Tl 5, = GK(1). (1.36)
Agora igualando a zero o coeficiente\#gtemos que

(M3)u— (M2)v+ T2 3 —T1M 2, = ~Ta. (1.37)
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Analogamente del(23), (1.24), (1.34 e da Formula de Gauss temos que

_ fF—gE eF—fE enF — fE fF — gy E
T = Teg 2 Yec_rz S Eg_fFz i EG R
_ (eg—fAF (en0n — f3)F
~ EG-F2 EG-F2
= —FK(I,I1)—&FK(l,1Iy)
= —F[K(,1)+EK(I,11y)]
= —FK().
Assim (1.37) fica
(M3o)u— (M3p)y+ T2 3, — T4, = —FK(I). (1.38)

Assim de (.36 e (1.38 temos que

(EG-F?)K(1) = E((M3u—(Mv+ T2l 11+ 5 12— (M12)° — T2l 32)
+ F((M3)u— (Mv+T a5~ Tl 1) (1.39)

Finalmente analizando o coeficiente@a equacaol(33 temos que
fy—Qu = e3p+ f(I5— 1) — g fo+ Egnch — E fd. (1.40)

As equactesl(32 e (1.40 séo conhecidas como aquacdes de Codazzi

Observacédo 1.15Se S imersa em M temos pela formula de Gauss que
K1) =K, +K,

onde K é a curvatura seccional de M. Assim se=NR2 temos que K= 0, e portanto
K({I,11) =K(I).

Observagédo 1.16Da equagédo (1.30 a curvatura Gaussiana @) da métrica
| = du? 4+ f(u)?dV? é dada por:

K(I> - _2\/]|-E—G{<\/EEV—>V+<\/%UG>U}
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Assim se a curvatura é constante temos que:

Acog+/K(I)u)+ Bseri/K(I)u), seK(l)>0
f(u)= Au+ B, seK(l)=0

Acoslty/—K(l)u) +Bsenli/—K(l)u), seK(l)<O0,

onde A,B séo constantes reais que nao se anulam simultaneame

Observacéo 1.17Da equacao (1.30, a curvatura Gaussiana K(I) da meétrica
| = EdW +Ed\V é dada por:

<) = 5= (B, (2))

1
= —EAUOQE),

ondeA(logE) é o Laplaciano ddogE na métrica induzida .

1.5 Pares Codazzi e formas quadraticas holomorfas

Nesta secdo vamos fazer um breve estudo sobre superficRigmann, para
mais detalhes ver Farkag][ Vamos mostrar que sob certas hipoteses, a existéncia de um
par Codazz{A,B) implica que a curvatura extrinseKdA, B) é constante se, somente se,
existe uma forma quadratica holomorfa.

Definicdo 1.18Seja F: U — C uma funcgdo continua, onde U & um aberto(@eSeja
w=u+iv e F(w) = x(u,v) +iy(u,v) onde xy : U — R s&o fun¢des continuas. Dizemos
gue F éholomorfaem z se, e somente,se

=W (1.41)
Xv = —Yu-

As identidade$1.41) sdo chamadas de relagdes de Cauchy-Riemann.

Definicdo 1.19Uma forma quadratica Q= Fdw?, onde F: U — C é uma funcéo
continua, é ditdnolomorfase F € uma funcao holomorfa.

Seja S uma superficie orientavel & : S — M?(¢) x R uma imersio. Seja
W= U-ivew=u—iv seu conjugado. Entdo
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Portanto,

1 1 1 ;
{ww_zwu+2,wv Lwy—iwy) (1.42)

Wy =2W,— W, = 2(W,+iW,).

Sejah a quarta coordenada & Entdo olhando para a quarta coordenada de
(1.42 temos que

{ hw = hu+ hv (1.43)

hvv— %hu_zh\/:

Definicdo 1.20 Umasuperficie de Rieman@ uma variedade complexa analitica conexa
unidimensional, isto €, uma variedade real M de dimerisédonexa com uma familia de
homeomorfismoyv. Uy — C, coma € |, e Uy sdo abertos d€ tais que

. Ug W (Ua) =M

ii. Paratodoa,f €I com U, NUg # 0 tem-se que as fungdes transicoes
fup = Wa oW W(Ua NUp) — Wa (Ua NUp)

sao holomorfas.

A familia{Uq, Wy } que cobre M (ndo necessariamente méaxima) que safigfaz
e (ii) serd chamada estrutura analitica (ou parametrizacdes aedenadas analiticas).

Exemplo 1.21 Um exemplo simples é a esfera de Riem@nq «} (ou extenséo do plano
complexo). As parametriza¢es de coordenadas analiti@a$ls, wj }i j—1,, com

{ Uy =C,
Uz = (C/{0}) U{}

wy=w, weUj,
WZZV—]\'I, w e Us.

observemos que

L UZawi(Us) = CU(C/{0}) U{wo} = CU {oo}

ii. Neste caso afuncao transicéo é

f12 . (C/{O} — C/{O}

1
Wi =
z

pois U NUp = C/{0} # 0.
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Notemos que se escrevermos=w + iv entdow = u— iv. Logo temos que
2W = (u+iv)(u—iv) = u? + V2. Portanto

1vV_vV u Y/

fow)=-—-——==—= —i =X(u,v) +iy(u,v).
12< ) WW W w2+ \2 w22 ( ) >+ y( ) )
Logo, o
_ —Uu __ —2uv
{ X = @ Xv—mv
_ 2w _ V2—u
Yu= (W2+v2)2 W= wZrv2)2°
Portanto,

XU - yV7

Xv = —Yu-
Isto € fi, satisfaz as relacdes de Cauchy - Riemann. Portanto, pelaickedi(1.18),
temos que 1b € holomorfa.

Concluimos entdo que a esfera de Riemann é uma superficiecaf.

Definicdo 1.22 Seja F: U — C um difeomorfismo. Dizemos que F € bimolomorfismo
ou umdifeomorfismo holomorfese F e F sdo holomorfas. Diz - se que Ubéholo-
morfoa F(U) se F & um bilohomorfismo.

Teorema 1.23 (Teorema da Uniformizacado de Riemanngeja R uma superficie de
Riemann simplesmente conexa. Entdo R é biholomorfa a ummens® uma das trés
superficies seguintes:

a) a esfera de RiemarfiuU oo,
b) o plano complex®,
c) o disco unitario D= {ze C;||z|| < 1}.

Toda superficie regular admite uma estrutura de supediiRiemann, e em
toda superficie de Riemann podemos introduzir uma métriemn&nianaC* coerente
com a estrutura conforme.

Definicdo 1.24 Seja R uma estrutura de superficie de Riemann de S. Usaramesnte
as coordenadas u e vem S tal que-w -+ iv € um parametro conforme em R. Sejam

A=Ed +Fdudv+GdV¥ e B=edlf+ fdudv+gdV

formas quadraticas reais.
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Se A é uma forma quadratica real definida em S, escrevemefRRquando
A = Adwdw em R para alguma func@a Neste caso, A é dita uma métrica R-conforme.
Em R definimos a forma quadrética

Q(B,Ra) = %(e—g—Zif)dV\F.
Se B é positiva definida podemos definir Bga forma quadratica
Q(A,Re) = %(E —G—2iF)dw. (1.44)
Notemos que
QAR =0 E=GeF=0. (1.45)

Lema 1.25 Se (A,B) é um par Codazzi e B € definida positiva entdo a curvatura
extrinseca KA, B) é constante se, e somente se, a forma quadratiéaiy) € holomorfa.

Prova Temos que)(A,Rg) = (E — G — 2iF )dw? é holomorfa se, e somente se, satisfaz
as relacdes de Cauchy - Riemann. Isto €,

Eu,—Gu= _2FV7 (l 46)
EV - GV - 2Fu. .

Assim de (.46 e (1.17) temos que Q é holomorfa se, e somente, se

{

Assim temos um sistema linear homogéneo na variaveis

(Eu—Gu) + R =E(T};+T3,) +F(M2,+%,) =0,
(Ev—Gv) —Fu=F (134 T3,) +G(M%,+ T3, =0.

NI NI

(M11+T3) e (Tf+T5).

ComoD = EG— F2 £ 0 ent&o a Unica solucéo desse sistema é nula.
Portanto Q é holomorfa se, e somente se,

M +rd,=r2,+r3,=0. (1.47)

Por outro ladaK (A, B) € constante se, e somente Kg(A,B) = Ky(A,B) = 0.
Mas emRg temos queB = pdwdw, ondep € uma funcéo ndo nula, ou segg-g=p e
f = 0. Logo, pela definicdo de curvatura extrinseca temos que
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2
e
K(AB) = —.
( Y ) D
PortantoK (A, B) é constante se, e somente se,
D
“U - U_u = 07
o (1.48)
W —p55 = 0.
ComoD = EG— F?, ent&o temos que
Du — EuG"— EGU - 2F Fu7
Dv — EvG"— EG/ - 2F Fv.
Logo, de (.17) temos que
Dy _ 11 2
2D — rll+ r127 (1 49)
Dy _ rl + r2 '
2D 127122

Portanto substituindo1(49 em (1.48 temos queK(A,B) é constante se, e
somente se,

{ Hu = Ii(riz_ r%z), (1.50)

K = U(riz_ r%l)'

Mas por outro lado, com@A,B) € um par Codazzi loggA,B) satisfaz as
equacoes classicas de Codazzi, ou seja,

{ b= UM+,

(1.51)
=M1+ T3,).

Logo de (.50 e (1.51) temos quéK (A, B) é constante se, e somente se,

2 1 1 2
{ Mo—To=T1+11,
1 2 _ 1 2
=T =T+ %

PortantoK (A, B) é constante se, e somente se,
M+ =r24+r3=0. (1.52)

Concluimos deX.47) e (1.52 queK (A, B) é constante se, e somente se, a forma
quadraticaQ(A, Rg) € holomorfa. O



CAPITULO 2
Superficies de revolucdo completas efd? x R

Neste capitulo iremos estudar as superficies de revolug@pletas com cur-
vatura Gaussiana constante, K(1), etx R.

E conhecido que as rotagdes preservam orientacéo e o eigtagéo. A menos
de isometria podemos escolher o eixo de rotagdo como $én@l®) x R.

Sejam X = (Xg1,X2,X3,Xq) € H2 x R. Para rotacionar X em torno do eixo
(1,0,0) x R = (1,0,0,%4) primeiramente vamos transladar para a origem do sisteria apl
cando a translacdd : H?> x R — H?2 x R, tal queT(X) = X —V ondeV = (1,0,0,0).
Agora podemos aplicar a rotacdo no e{¥00,0,x4) que € dada pela matriz

1 0 0 0
0O cosv —senv O
0O senv cosv O
0O O 0 1

ondev é o angulo de rotacéo.
Agora para obtermos a rotacao no eixo desejado aplicamassldcao inversa
T-1(X) = X +V. Portanto a rotagdo eft,0,0) x R é dada por

RX)=T toMoT(X). (2.1)
Mas
X1 1 X1—1
X; 0 X
TX)=| 7| - = 7 . (2.2)
X3 0 X3
X4 0 X4
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Agora de 2.2 temos que

1 0 0 0 X1—1 X1—1
O cosv —senv O X X2COS V— X3sen v
MoT(X) = 2 =7 3 . (2.3)
0O senv cosv O X3 XoSen M- X3Cos v
0O O 0 1 Xa Xq

Por 2.3) temos que a rotagdo em torno do e{200,0) x R é dada por

X1—1 1 X1
XoCOS V— X3S€n Vv 0 XoCOS V— X3S€n Vv
RX)=T ToMoT(x)= | "~ ¥ =7 ¥

XoSen \H- X3CoS V 0 XoSen - X3Cos v

Xq 0 X4 ]
2.4)

Agora notemos que o0 conjunto

P = {(X1,X2,X3,X4) € H® X R; Xp > 0 € x3 = 0} (2.5)

intercepta toda orbita da rotagdo uma unica vez. Portamimols tomar uma curva
contida eme tal quea néo intercepta o eixo de rotacdo exceto no pontos iniciakd fin
Como gueremos superficies completas se a curva interaepi&o de rotacdo, em seus
pontos finais e iniciais, devera ser ortogonalmente.

Consideremos a cuna(u) = (cosh (u),senh [u),0,h(u)) C 2, ondel (u) >0
eu é o comprimento de arco, ou sejja;’(u)|| = 1.

Observaces 2.1Dois fatos importantes sao:

i. Derivandoa(u) temos que’(u) = (I’(u)senh [u),l’(u)cosh (u),0,H (u)). Assim

la’(W> = —(1"(u)*sentt I (u) + (I'(w)cost I (u) + (W' (u)?
= (I'(u))*[—senk | (u) 4 coslF 1 (u)] + (I (u))?

= (I"(W)*+ (W (W)=

Assim, temos que

(1 ()% + (W (0))? = 1 (2.6)

ii. Considerando um ponto p a(u) para algum ue R, seja

v(u) =a(u) —(1,0,0,h(u)) = (cosh u) — 1,senh (u),0,0)
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Entdo a distancia de p ao eixo de rotacéo e

Iv(w] = /~(coshu)—1)2+sentt](u)
= \/—cosr? | (u) +2cosh (u) — 1+ senk I (u)
= /—1+2coshlu)—1
= /2(cosh (u) —1). (2.7)

Como p é arbitrario, a distancia pontual da curva ao eixo é ().
Notemos quei(u) € H? x R, poiscosh (u) > 0 e
—cosit | (u) +sentf I (u) +0= —[cost? I (u) +senif | (u)] = —1.

Temos quex(u) C 2, poissenh (u) > 0, uma vez qué(u) > 0 ex3 = 0.
Agora de 2.4) temos que a superficie de revolu¢ao associada

W(u,v) = (cosh (u),senh [u)cos vsenh [u)sen vh(u)).
Portanto,
W, (u,v) = (I'(u)senh [u),l’(u)cosh (u)cos vI’(u)cosh (u)sen vh'(u)),

Wy (u,v) = (0, —senh [u)sen vsenh [u)cos v0),

e os coeficientes da primeira forma fundamental sé&o:
E(u,v) =1, F(u,v) =0 e G(u,v) = sentf | (u). (2.8)
Logo a métrica induzida é
| =du?+senlf | (u)dv2. (2.9)

Considerandd () a curvatura Gaussiana 84u,v), vamos agora analisar 0s
trés casos em termos do sinal da constante K(l).

As figuras que serdo mostradas no decorrer deste capitujoafams paramétri-
COS que irdo representar as curvas geratrizes das supedftidas onde, o eixorepre-
senta a fungéo altut®gu), e o eixox, a distancia da curva ao eixo de rotag&o.
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2.1 Caso1lK(l)>0.

Neste caso pela Observacdol, temos que

senh (u) = Acog\/K(I)u) +Bser{,/K(l)u)

SeW(u,v) é completa, conK(l) > 0, entdo pelo Teorema de Bonnet temos que
W(u,v) € compacta. Assim pelo TeorentaX?), W(u,v) tem que ser a parametrizacdo de
uma esfera topoldgica, isto@(u) € uma curva que intercepta o eixo em um ponto inicial
e um ponto final.
Sejaup 0 ponto inicial. Reparametrizandm e trocando o parametro por
Z= U— Up temos quen(z) corta o eixo enz = 0, isto é,a(0) = (1,0,0,h(0)). Assim
obtemos que
cosh0)=1
{ senh [0) = 0.

Portanto 0= senh [0) = Ajcog /K(1)0) +Bisen(/K(1)0) = A1, ondeA; e B;
s&o constantes reais.
Assim,senh [z) = Byser(y/K(l)z). Portanto,

| (z) = arcsentiBisen(1/K(l)z)). (2.10)
Derivando 2.10 temos que

B1y/K(I)cos\/K(I)
\/1+B2ser(y/K( ))

'(2) =

Assim
(II(Z>)2 _ B%K(Ucog( V K(')Z)
~ 1+BZser?(/K(I))
Agora substituindo en2(6) obtemos que,
-7 14BZserR(K())
Como a(z) deve interceptar o eixo ortogonalmente enté®) = 0. Logo,
1-B2K(1) =0, ou sejaB; = \/iTI) Assim,
= arcsenl‘( sern(v/K( ) (2.11)

N
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24 K()eog(VK(I)2)
@)y =1 K(1)+ser®(v/K())

ConsideranddV(z) = K(I) +serf(,/K(I)), temos que

H(2)? = W[W(z) —K(1cog(/K(1)2)].

Agora

W(2) —K()cog(vK()z) = K(I)+serf(v/K(1)z2) —K(I)coF(/K(1)2)
= [1+K(I)]serf(v/K()2).

Assim, 1
(W(2))? = W[l+ K(1)]serf(y/K(1)z).

Portanto, a menos de isometria, temos que

hW(z) = ! V1+K(I)ser(v/K(l)z)

W(2)

= K(1)v1+K(l)sern(v/K(l)z).

K(1)/W(z

~—

Observemos que

K() = K(I)+serf(v/K(1)z)+cog(/K(1)2)
= W(2) +cog(/K(1)2).

Assim obtemos que,

W(z) = W(z) +cog(/K(N2)]v/1+K(Dsern/K(1)2)

mcosz (VK(Dz)ser(v/K(1)z2) ]

onde

[ W@ VKD Ser(\/K(lm_«/K(l)cosz( K(I)z)ser(\/K(I)z)}
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Logo,

R(z)W(2) R(2)
W(2)K(I) l+82 W(2)’
ondeS(z) = COS(\/—

VW(2)
Notemos que

1 ~ VK(Deog(VK()z)sen(/K(1)2)
S(z) = W(Z>[ VW@ VK (1ser(v/K(1)z) e |

Rz

= W'
uma vez quaV’(z) = 2,/K(l)cog /K (1)z)ser(/K(I)z).

Assim,

h(z) = — 1:2£<I§I>arctan Sz).
Portanto,
h(z) = — lJrK(I)arctan< cos vK{1)2) ) (2.12)
K(1) VK1) +ser?(\/K(1)

AssimW¥(u,v) = (cosh (u),senhu)cos vsenh [u)sen vh(u)), ondel (u) eh(u)
sdo dadas poR(1]) e (2.12), respectivamente, € a Unica superficie de revolucéo aienpl
a menos de isometria, que possui curvatura Gaussiana ctagtsitiva e a curva geratriz
€ representada graficamente na figura a seguir:

Figura 2.1: Representacdo da curva geratriz da superficie com
curvatura Gaussiana K) > 0em H x R.
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2.2 Caso2 K(l)=0.

Neste caso, pela Observac¢adl@), temos quesenh (u) = Au+ B.

i. Sea(u) ndo intercepta o eixo, entdo a métrica induzidad? 4 (Au+ B)?dV? da
superficie sera completa a¢u) é bem definida pra todoc R. PortantcA=0e

| (u) = arcsenh B

e neste casd(u) = 0. Portanto, a menos de isometria, seque2d® ueh’(u) =1,
ou seja,

h(u) =u.

Assim obtemos o cilindr&’(u,v) = (cosHarcsenh B, Bcos vBsen yu).

Comoa (u) é bem definida temos que o cilindro é fechadokfnx R, que é uma
subvariedade completa @¢. Ent&o pela Observacab.(3 e pela Proposicad (7)
temos que o cilindro é uma superficie completa. (Ver FigRra(4))

ii. Sea(u) intercepta o eixo, entdo podemos assumir, sem perda deatidade, que
intercepta enu = 0, ou sejap(0) = (1,0,0,0). Assim,

0=senh[0)=A0+B=B,

Logo,senh [u) = Au para todau € R, .

Portanto,
|(u) = arcsenh Au (2.13)

Derivando a equaca@ (13 obtemos que

A

"= e

Assim de R.6) temos que

AZ

(h'(u)?=1- 14 A2

Comoa (u) deve interceptar o eixo ortogonalmente, ertd0) = 0.

Logo, 1—- A2 =0, que implica que A = 1 poisenh [u) >0 euc R,.
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Assim, a menos de isometria, temos que

[(u) = arcsenh u

1

1+ 2
u

VituZ

hW(u = 4/1

Integrando temos que
h(u) = -1+ v1+u2
pois podemos assumir qaéu) intercepta o eixo erh(0) = 0.

Comoa(u) é bem definida para todo € R, temos queW¥(u,v) é fechada em
H? x R, que é uma subvariedade completaRfe entdo pela Observacaa.{3
e pela Proposi¢ad.(7) temos québ(u,v) é completa. (Ver Figure2(2(b))

Assim obtemos duas superficies de revolu¢do completashaske isometria,
gue possuem curvatura Gaussiana nula.

Y Y
o1t 1.2-4
17 0.8—
T T o
1 2 0.4
_1—
-2 0 1

(@) (b)

Figura 2.2: Representa¢do das curvas geratrizes das superficies
com curvatura Gaussiana nula em?k R que: (a)
N&o intercepta o eixo de revolucao(le) Intercepta o
eixo de revolugéo.
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2.3 Caso 3 K(l)<0.

Neste caso, pela Observacaaol®, temos que

senh [u) = Acoshy/—K(I)u) +Bsenli/—K(I)u). (2.14)

i. Sea(u) intercepta o0 eixo entdo podemos assumir novamente quedptarpara
u= 0, ou sejap(0) = (1,0,0,0). Assim,

0=senh[0)=A1+B.0=A

Logo,senh [u) = Bsenlf,/—K(I)u) para todau € R, poissenh (u) > 0.

Portanto,

[ (u) = arcsentiBsentti/—K(l)u)).

Derivando a equacgéo acima obtemos que

1 (u) = \/—K(I)Bcosh{«/—K(l)u)‘
\/1+B2seni(/—K(u)

Assim de R.6) temos que

K(1)B?cosit(,/—K(1)u)

/ 2 __
()" =1+ 1+ B2senk(y/—K(Iu)

Comoa (u) deve interceptar o eixo ortogonalmente, ertd0) = 0.

Logo, 1+ B?K (1) = 0, que implica qud = me.

Assim,

[(u) = arcsenmﬁsenm/—K(l)u)) (2.15)

K(1)cost(y/—K(I)u)

! 2
(MW =1+ —K(1)+senR(/—K(1u)

(2.16)

Notemos quél’(u))? < 1 de @.6). Assim temos que

—K(1)cost(y/—K(I)u)

<1
—K(I) +senk#(y/—K(lu) ~




2.3Caso 3 -K(I) < 0. 34
Assim,
—K(1)[cosH(v/—K(Iu) — 1] < seni(/—K(I)u).

Logo,

K(l) < senit(y/—K(1)u) 1

cosi?(y/—K(l)u)—1

PortantoK (1) > —1. Agora podemos calcul&fu).
Seja

W(u) = —K (1) +senl(y/—K(I)u). (2.17)

Entdo derivando temos que

'(u) = 2y/—K(I)senl{y/—K(I)u)cosh/—K(1)u). (2.18)

Assim de 2.16),temos que

(W (u))? = L[W(u) +K(1)cost(y/—K(1u)].

W(u)

Mas de R.17) temos que

W(u) +K(cost(/—K(Du) = K(I)[cost(y/—K(Iu) —1] +sentf(/—K(I)u)

Assim,

Portanto,

h'(u)

onde

= [1+K(1)]senf(/—K()u).

1

(h'(u)? = ——[1+K(I)]senf(/—K(1u).

W (u)

ﬁms’ennmw

1 1+ /—K(I)
= Vit K(I)senf(\/—K(I)u)H\/—_T“)

e K(I)senf(\/—K(I)u)ii v —K(D) R

—K(T) R(u)

1
(u)

1+ /—K(I) R(u)seni{\/—K(l)u)
= W\/HK(I)

VW) 1+ /=K(1)’

R(u) = v/W(u) 4+ cosh{/—K(I)u).



2.3Caso 3 K(l) < 0. 35

Assim derivanddr(u) e usandoZ.17) e (2.18 temos que

R — w/—K(I)senh{«/—K(I)u)cosf(\/—K(I)u)+ “K{)senti~/—K({)u)
VK1) +senR(/~K(hu)
‘/_K(I)Sen“’/_K(l()l:)Cosm/_K(I>u)+\/T(|)senl(\/T(l)u)

_ \/—K(UsenK\/—K(Uu)[COSKV__K(Uu>+41. (2.19)

W(u)

Considerando,
R(u)

1++/-K()’

L(u) = (2.20)

entao,

, 1 KD senh(\/—K(I)u)

T = L(u) va (1+/—K(l
1 14K \/ +cosr(\/—K u)|senify/—K(l)u)
T LW VWU (14 /=K(1)

1 VIEK()
= RV KDsw) (2.21)

onde

S(u) = VW +cosr(\/—K ]senh{\/—K
VW(U)(1+/—=K(l

Derivando 2.20 e usandoZ.19 obtemos que

U — Y/ Ksentty —K(hu 'cosWTa)mH]
1++/-K(I) i W(u)
_ JT(I)senth)VW%osWTmu)]
N W(u) 1+ /K
= V—K({)S(u).

Substituindo em4.21) temos que



2.3Caso 3 K(l) < 0. 36

Portanto integrando a equagéo acima temos que

(W) = [~y loalL(w)

Substituindo 2.20 na equacéo acima e usan@ol()) e (2.19 obtemos que

) — LKD) cosH(y/~K(1u) +/senR(/~K()u) ~K(1)
O 1+ /K -

2.22)

Comoa(u) é bem definida para todo € R, temos queW¥(u,v) é fechada em
H? x R, que é uma subvariedade completaRfe entdo pela Observacaa.{3
e pela Proposi¢ad.(7) temos quéd(u,v) é completa.

Portanto,%(u,v) = (cosh (u),senh [u)cos vsenh [u)sen vh(u)), ondel(u) e

h(u) sdo dadas respectivamente gadf) e (2.22, é a unica, a menos de isometria,

superficie de revolugdo completa com curvatura GaussidraK (1) < 0 que corta

0 eixo de revolucéo e a curva geratriz é representada graficama figura a seguir:
Y

h

0.2—
K()=-0.5

0.1—
K(l) =-0.9

| | X
0.4 08

Figura 2.3: Representacdo da curva geratriz da superficie de
revolugdo com curvatura Gaussianal < K(I) < 0
em H x R que corta o eixo de revolugao.

ii. Sea(u) ndo intercepta o eixo entdo a métrica induzida

| = du? + (Acost{y/—K(1)u) + Bsenlfy/—K(I)u))%dv?

da superficie para ser completa deve ser bem definida para tod.

Primeiramente vamos mostrar gi&> B2,
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De fato, suponhamos por absurdo dife< B2. Entdo pela definicdo das funcdes
trigonomeétricas hiperbdlicas temos q2eld) fica

e\/fK(I)u eﬂ/fK(I)u e\/fK(I)u_eﬂ/fK(l)u
+
A +B
2 2
(A+B)eV KU (A—B)e VKl

_ . : (2.23)

senh(u) =

Fazendou = 0 em Q.14 temos queA = sent{l(0)) > 0. ComoA? < B? ent&o
A—B < 0o0uA+B < 0. Portanto, s&+ B < 0 fazendau — « em .23 obtemos
que

lim senh (u) = —co. (2.24)

U— 0o

Analogamente, temos que Ae- B < 0 fazendau — —c em .23 obtemos que

lim senh [u) = —co, (2.25)

U——oo

que gera uma contradigio paisnh [u) > 0 para todas € R. PortantoA? > B2,

SeA? = B? entdo mudando u para -u se necessario, podemos assumir qie A =
Logo, (2.14) se torna

senh{u) = Acosh\/—K(I)u) +Asenlf/—K(I)u)
A eV —K(hu L g=/~K(hu . eV/—Ku _ g—/~K(I)u
2 2

— Ae —K(|)U.

InA

V—=K(I)
senh [z) = eV K2

Fazendo a mudanga= u— obtemos que

Assim temos que

|(z) = arcsentfeV ~K(1)7), (2.26)

Portanto,

\/T“)e,/—K(l)z

Vit =z

. Mas de 2.6) temos qué’(z) < 1 paratodz € R,

I'(2) =

K(1)e2V Kz

: / 2__ _KR)ye,v "
Assim, (I'(2))* = ey Kz
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ou seja,
—K(h)z
—ji):j 0 <1, VvVzeR
Logo,
P A )

Agora fazenda@ — « na equacao acima temos i ) > —1.

Portanto, de4.6) temos que

1+ (14+K(1))e?v-Ku

TN T e

Portanto,

h(u):/ou Lr@FK()ey e, (2.27)

142V KL

Como a(u) é bem definida para todo € R temos que¥(u,v) é fechada em
H2 x R, que é uma subvariedade completaRie entdo pela observacda.(3d
e pela proposi¢adl(7) temos qué¥(u,v) € completa.

Logo, seA? = B? existe uma Unica imersdo completa, a menos de isometria,
de curvatura Gaussiana constarké|) > —1, cuja a curva geratriz é dada por
a(u) = (cosh (u),senh [u),0,h(u)) tal quel (u) e h(u) sdo dados respectivamente
por (2.26) e (2.27) e é representada graficamente na figura a seguir:

K(l)=-0.5

Figura 2.4: Representacdo da curva geratriz da superficie de
revolugdo com curvatura Gaussianal < K(I) < 0
em H x R que n&o corta o eixo de revolugéo - Caso
A2 =B,
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SeA? > B? entao— < 1. Portanto exist® < R tal queZ A = tanhB. Assim existe
C>0talqueA= Ccosf@ e B =Csenl®. Portanto deZ.14) temos que

senh (u) = CcosltBcosh/—K(I)u)+Csenldsenti/—K(l)u)

= Ccosh{/—K(l)u+8).
Assim fazendo a mudanca u pra- u+ _i(l)u temos que
senh [u) = Ccosh{y/—K(I)u). (2.28)
Portanto,
I (u) ~ Cy/—K(l)seniy/—K(I)
\/1+czcosr%( —K(hu )
Assim,

K(1)C?senR(y/—K(I)u)
1+C2cost(/—K(u)

('(W)? = -
Mas de R.6) temos qué’(u) < 1 para todal € R, ou seja,

K(I1)C?senk(y/—K(I)u)
 1+C2cosk(y/—K(1)u)

<1 VueR.

Logo,

1+C2?cost(y/—K(I)u)
C?seni#(y/—K(I)u)
1+C?
C2seni#(/—K(I)u)

1

+

Agora fazenda — —o na equacao acima temos g<éd ) > —1.

Portanto, deZ.6) temos que

Lo K(1)C2senR(y/—K(I)u)
)= \/1+ 1+C2cost(y/—K(1)u)

Logo,

(1C2senk(y/—K(1)u)
/\/ 1+02cosﬁ( K(I)u)du' (2.29)
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Comoa(u) é bem definida para todoc R e toda constant€ € R temos que
W(u,v) é fechada erl? x R, que é uma subvariedade completaRfeentéo pela
observacgéol(.13 e pela proposi¢adl(7) temos qué¥(u,v) é completa.

Y

1.2
2.1
1 1.1 1.1-C =1;K(l)=-1
| | 1.2-C =1;K(l)=-0.5
0 } } } f
0.5 1.0 1.5 2.0 X

2.1-C =0.1; K(I) = -1

22-C =0.1;K()=-0.5

22
Figura 2.5: Representa¢do das curvas geratrizes das superficies
de revolug&o com curvatura Gaussiand < K(l) <0
em H x R que n&o corta o eixo de revolugéo - Caso
AZ > B2,

Portanto, sed® > B? encontramos infinitas superficies de curvatura Gaussiana
constanteK(l) > —1, que n&o interceptam o eixo de revolugao tal que a curvarigeta
dada pow(u) = (cosh (u),senh [u),0,h(u)) ondel (u) eh(u) sdo dados respectivamente
por (2.28 e (2.29 eC é um numero real qualquer.

Neste caso, provamos a existéncia de infinitas superfieies/dlucdo completas
com curvatura Gaussiana constante< K(1) < 0.

Assim classificamos as superficies de revolu¢cdo com cuev&aussiana cons-
tante completas efd? x R.



CAPITULO 3
Superficies de revolucdo completas el x R

Neste capitulo iremos fazer o mesmo estudo do capituladanttassificando as
superficies de revolugdo completas com curvatura Gassarstante (1), emS x R.

Assim como no capitulo 2, a menos de isometria, podemos hescol eixo
(1,0,0) x R como o eixo de revolugdo e analogamente a matriz rotacaadadeapor
(2.2).

Novamente o conjunto

P = {(X1,X2,X3,X4) € ¥ X R; X2 >0 e x3 =0} (3.1)

intercepta toda Orbita da rotagdo uma vez. Portanto, nésosgomar uma curva
contida eme tal quea néo intercepta o eixo de rotacdo, exceto no pontos inicialad fi
ortogonalmente, pois queremos superficies completas.

Consideremos a cune(u) = (sen (u),cos l(u),0,h(u)) C » ondecos [(u) > 0
e u é o comprimento de arco, ou sejja;’(u)|| = 1.

Observacoes 3.1Dois fatos importantes séo:

i. Derivandoa(u) temos que’(u) = (I’(u)cos I(u),—I"(u)sen (u),0,h’(u)). Assim

la’(W? = (1"(u))*cos I(u)+ (I'(u))?serf I (u) + (K (1))
= (I'(u))?[co | (u) 4 ser? I (u)] 4 h'(u)?
= (I"(u)?+ (W (u)>

Assim temos que
(" (u)?+ (W (u)?=1. (3.2)

ii. Considere um ponto g a(u) para algum uc R. Seja
v(u) = a(u) —(1,0,0,h(u)) = (sen u) — 1,cos (u), 0, 0)

entdo a distancia de p ao eixo de rotacao é
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vl = /(seniu)—1)2+co|(u)
= \/ser’?l(u)—ZSen u)+1+cog I(u)
= /1-2senfu)+1
— /2(1—sen(u)). (3.3)

Como p € arbitrario, a distancia pontual da curva ao eixo é aadr (3.3).

Notemos que(u) € S x R, pois
serf | (u) +cog | (u) +0=serf | (u)+cos | (u) = 1.

Assima(u) C 2 poiscos l(u) >0 exz3 =0.
Portanto a superficie de revolucéo associada é

W(u,v) = (ser(u),cos l(u)cos vcos l(u)sen vh(u)).
Portanto,
W, (u,v) = (I'(u)cos I(u), —I'(u)sen u)cos v—I'(u)sen (u)sen vh'(u)),

Wy (u,v) = (0, —cos l(u)sen vcos l(u)cos vO)

e os coeficientes da primeira forma fundamental sao:
E(uv)=1, F(u,v)=0 e G(u,v) = cos | (u).
Logo a métrica induzida é
| =du?+cog | (u)dV2.

ConsideranddK(l) a curvatura Gaussiana 84u,v), vamos agora analisar 0s
trés casos em termos do sinal da const#rite.

As figuras que serdo mostradas no decorrer deste capitujoadams parametri-
COS que irdo representar as curvas geratrizes das supedftidas onde, o eixorepre-
senta a fungéo altutgu), e o eixox, a distancia da curva ao eixo de rotagéo.
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3.1 CasolK(l)>0.

Neste caso pela Observacdol, temos que

cos l(u) = Acog /K (I)u) + Bser{y/K(

SeW(u,v) € completa conK(l) > 0 ent&o pelo Teorema de Bonnet temos que
W(u,v) € compacta. Assim pelo TeorentaX?), W(u,v) tem que ser a parametrizacdo de
uma esfera topoldgica, isto@(u) € uma curva que intercepta o eixo em um ponto inicial
e um ponto final.
Sejaup 0 ponto inicial. Reparametrizandw e trocando o parametro u por
Z= U— Up temos quen(z) corta o eixo enz = 0, isto é,a(0) = (1,0,0,h(0)). Assim
obtemos que
senf0)=1
{ cos [(0) =0.

Portanto 0= cos [(0) = Ajcogy/K(1)0) + Bisern(/K(I)0) = A; ondeA; e By
sSao constantes reais.

Assim,
cos I(z) = Byser(1/K( (3.4)
Portanto,
| (z) = arccogBiser(y/K(1)z)). (3.5)

Derivando 8.5) temos que

(g) = — PVKIDeos VK
¢1 B%sen?(\/ <>>

Assim,

(I'(2))2 = iK(Heos(vK(1)z)
1-B2ser?(\/K(I))

Agora substituindo en3(2) obtemos que,

(H(2)? =  BfK()cos(/K(1)2)
- 1-BZserR(K(I))

Como a(z) deve interceptar o eixo ortogonalmente enté®) = 0. Logo,
1-B2K(l) =0, ou sejaB; = . Assim,

%”

= arcco

S(\/iseﬁ(\/i ) (3.6)



3.1Caso 1 K(l) > 0. 44

W2 =1- K(1)cog(1/K(1)2) . 3.7)

K(1) —serr(v/K(1)2)

Comocos I(z) > 0 entdo de3.4) temos que—~—ser(,/K(I)z) > 0. Portanto,

VK

0</K(l)z<mistoé,0<z< E(l)'
Mas por outro lado temos qus I(z) < 1, logo \/%ser(\/K(l)z) <1 para
s s ; 1
< ki) BENCO) assim obtemos que\/W <1,ou

seja,K(l) > 1.
Agora podemos calculdn(z). De 3.7) temos que

2y = KO =serf(VKD2 —K(eod(VK()2
K(1) —sert(y/K(1)2)
(K = Dsert(y/K(1)2)
- K(h)—ser(y/K(1)2)

Portanto, a menos de isometria, temos que

H(z) Vv (K(T) ser{w/
\/KI ser?

Multiplicando e dividindo a equacao acima por

(3.8)

z) = cog/K( +\/K —serf(\/K(l)2), (3.9)

(3.8) é dada por
H(z) = V (K(I) ser(\/ )2)S(2)
\/KI —serr(1/K(1)2)S(2)

V (K(I) = 1)sen(/K(I)z)[cog v/K( +\/K —serf(\/K(1)2)]
\/K —sert(y/K(I) S(z)
VKD = Dsen/K( [ cos(«/ +1]. (3.10)

S(2) \/K —ser?(y/K(I)

Multiplicando e dividindo a equac¢ad.(L0 por /K(I)(1+ 1/K(l)) temos que
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h,(z):_\/K(I)—1ser(\/K(I)z)\/K(I [ —cog /K( I EERVN0)
V K(I>S(Z> \/K Sen? )Z)) 1+ \/ K(l)

(3.11)

Fazendo

S(2)
1++/K()

Derivando 8.9) e (3.12 temos que

S(2 = \/Wser(\/mz)\/i\/;er(\/: COS(\/TZ)
se

= K(Dser(y/K(l)2) [ \/K Coqs\é; —1] (3.13)

iy S
W(z)_1+\/m.

Portanto usand®(12), (3.13 e (3.14 temos que

e — K F ser(v/K(1)2) [ —cos\/K(1)2) _1]
2)(1+/K(1)) \/K —sert(y/K(1)2)

W(z) = (3.12)

(3.14)

Kh-1 S
K(I) W(z)(1+./K
K() — 1W/(2)

K1) W(z)°

(3.15)

Portanto integrando a equagéo acima temos que

h(z) = —

-1 [ s
Ky 1o 1+F]
H—1_ [cos/K()2)+1/K(1) - ser(/K ()z)]

. (3.16)

1+/K(T)

AssimW(u,v) = (sen u), cos l(u)cos vcos [(u)sen vh(u)) ondel (u) eh(u) séo
dadas por3.6) e (3.16 respectivamente, € a Unica superficie de revolucédo coéanpie
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menos de isometria, que possui curvatura Gaussiana positnstant& (1) > 1 e a sua
curva geratriz € representada graficamente na figura a seguir

K(1)=1.1
0.8

0.4

>

T T
0.4 0.8 12 X

Figura 3.1: Representa¢do da curva geratriz da superficie com
curvatura Gaussiana K) > 0em $ x R.

3.2 Caso2K(l)=0.

Neste caso, pela Observaciol@), temos queos l(u) = Au+ B.

i. Sea(u) ndo intercepta o eixo entdo a métrica indudidadw? + (Au+ B)?dv? da
superficie sera completa sgu) é bem definida pra todo € R. PortantoA = 0.
Assim temos queos l(u) = B. Logo, | (u) = arccos Bel’(u) = 0. Portanto de3.6)
temos quér'(u) = 1, ou seja,

h(u)=u

Assim obtemos o cilindr&’(u,v) = (ser{arccos B, Bcos yBsen yu).

Comooa (u) é bem definida temos que o cilindro é fechado®mR, e comoS” x R
€ uma subvariedade completa]lt@entéo pela Observacab.13 e pela Proposicao
(1.7) temos que o cilindro € uma superficie completa. Ver Figura 7

ii. Sea(u) intercepta o eixo entdo podemos assumir sem perda de gdadeatjue
intercepta pra u = 0, ou seja(0) = (1,0,0,0). Assim,

0=cosl0)=A0+B=B,

Logo, cos [(u) = Au € [-1.1]. Assimu € [, £]. Portanto a métrica induzida n&o
€ completa.

Assim obtemos somente os cilindros flat como superficie delugdo com
curvatura nula ens? x R.
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Figura 3.2: Representa¢do da curva geratriz da superficie com
curvatura Gaussiana nula en? S R que nao inter-
cepta o eixo de revolucéo.

3.3 Caso3K(l)<O.

Neste caso, pela Observacaaol®, temos que

cos l(u) = Acosh{y/—K(I)u) + Bsenhy/—K(I)u). (3.17)

i. Sea(u) ndo intercepta o eixo e a imerséo é completa entddR, mas isto ndo

ocorre poisAcostty/—K(I)u) + Bsenlty/—K(l)u) ¢ [—1,1] e cos l(u) € [-1,1]

para todau € R, que contradiz3.17).

ii. Sea(u) intercepta o eixo entdo podemos assumir sem perda de gdadeatjue
intercepta prai = 0, ou sejag(0) = (1,0,0,0). Assim,

0= cos [(0) = Acosh\/—K(1)0) + Bsenif\/—K(I)0) = A,

Logo,

cos l(u) = Bsenff\/—K(I)u). (3.18)

Se aimersdo é completa entée R, mas isto ndo ocorre paseni,/—K(l)u) ¢
[—1,1] ecos l(u) € [-1,1] para todau € R que contradizem3(18).

Portanto ndo existem superficies de revolugdo completaS’eniR com cur-
vatura Gaussiana constante negativa.



CAPiTULO 4
Resultados sobre unicidade e nao-existéncia de
superficies completas com curvatura Gaussiana
constante emH? xR e S x R

Neste capitulo vamos demonstrar a unicidade de imers@egigoas completas
com curvatura Gaussiana constaktd) > 0 emH? xR eK(l) >1emS xR e a
ndo existéncia de imersdes isométricas completagiém R e & x R com curvatura
Gaussiana constante negatid ) < —1.

Mas antes de demonstramos 0s teoremas principais predsdenalgumas
definicdes e resultados.

4.1 Lemas Basicos

Nesta sec¢éo iremos definir uma nova forma quadrdca encontraremos
condigBes necessarias e suficientes para\gaga Riemanniana, e neste caso o(pall )
sera um par Codazzi com curvatura extrinseca constante.

SejaSuma superficie orientavel® : S— M?(&) x R a imers&o dada pot (18
com vetor normal unitario N. Sejamn= (d¥,d¥) e Il = (—dN,d¥) a primeira e a
segunda formas fundamentais‘deespectivamentelé(l) a curvatura Gaussiana.

Definicdo 4.1 Considere Kl ) # & para todo ponto de S. Entdo podemos definir uma nova
forma quadratica

1
A= +W)—1dh2’ (4.1)

onde h é a funcgéo altura.

Se A é uma métrica Riemanniana podemos relacionar a curvattiriiseca
K(A,l1) com a curvatura Gaussiaial ).

Lema 4.2 Se A é uma métrica Riemanniana em S entdo a curvatura exfidsi par
(A1) é dada por KA Il) = K(l) —&.
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Prova Sejamn o normal unitario d&12(€) x R emR; dado por £.20 ell,, = (—dn,dW¥)
a segunda forma fundamental induzida pa@m S. Observemos que

dn = dw—(0,0,0,dh). (4.2)
Assim
(—dn,d¥) = (—d¥+(0,0,0,dh),dW) = (—dW,dW) +dh? = —| +dH?

Consideremosu, v) parametros isotérmicos locais para a métrica induizida
seja,| = E(dw? +dv?) para uma funcéo positia. Assim da equag&o acima temos que

& = —E+h2
fn — huh\/, (4.3)

Assim temos que

Koy = St (CE+hg)(-E+hd) — (hh)? _ E*—E(hE+h)
(I, ﬂ) T~ EG_F2 E2 a E2
_hi+hg

=1

=1~ |Th||*. (4.4)

onde||0h|| € a norma do gradiente tena métrica induzida.

Tomemos 1
Temos por4.1) queA é dada por
A= (E 4 ch?)d\? + 2chyhy + (E +chg)dV?, (4.6)
assim os coeficientes desao
E=E+ch, F=chh e G=E-+ck. (4.7)

Entdo pela definicdo de curvatura extrinsica temos que

KAI) — eg- *
" (E+chg)(E+chg) — (chuhy)?
eg— f2 1 K(I,11)

E2 1+c|Oh2 1+c|Onh|2
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Agora usandoX.31),(4.4) e (4.5 temos que

K(I,11)

1
1+ gz 100112

(EK(1) — K (1,11)
EK(1) — 1+ | Ch]?
(EK(1) — 1)(K(1) 8K (1, 1)

K(A )

EK(1) —K(I,11p) (4.8)
observemos que congo= +1 temos% —fef2=1. LogoK(AIl) fica
_ (&K = D(K(I) — &K (I, 11y))
KA = ) — e 1)
_ EK(';_l:K(l)—z. (4.9)
O

A forma quadratica reah dada por4.6) € uma métrica Riemanniana ehse, e
somente seh é positiva definida , isto é,

(E+ch@) + (E+chg) = E(2+4-¢||0h||?) > 0, (4.10)
(E+chg) (E+chg) — (chuhy)? = E*(1+c|0h[|?) >0, '
ou equivalentemente,
1+¢||0h||? > 0. (4.11)

Lema 4.3 Seja S uma superficie orientavebe S— M?(€) x R uma imers&o isométrica
com curvatura Gaussiana (K). Entdo a forma quadratica A dada p¢4.6) ndo € uma
métrica Riemanniana em S se, e somente se,

a) Existe um ponto em S satisfazefdoK(I) < 1e||0h|? > 1—K(I) quandcg = 1.

b) Existe um ponto em S satisfazendb < K(I) < 0 e ||0h||> > 1+ K(l) quando
§=-1

onde h é a funcao altura da imersé&é
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Prova Sejaes = (0,0,0,1) entdoh = (W, e4). Assim para todo vetor tangente unitéawo
temos que
(Oh,w) = (dW(W), es).

Assim pela desigualdade de Cauchy-Schwartz temos que
| {(Oh,w) [=] (dW(W), &) [< [[d¥(w)][[[es]| = [|dP(w)]]. (4.12)

ComoW é imersao isométrica entdo para todo vetor tangente wnitai@mos
que
[d¥ W) = [Iw]| = 1.

Assim @.12) fica

| (Oh,w) |< |lw| = 1. (4.13)
Agora fazendav = ﬁ na equacao acima obtemos que
Ch [ (Oh,Oh) | _ [[Ohj?
| {Oh, ) 1= = =[|Oh]| < 1.
10 10 10

Portanto||h|| < 1. Assim a condi¢cao4(11) sé ndo é satisfeita se somente, se

-1
c<-1 e [[Dh[*>—. (4.14)

a) Se¢ = 1temos de4.5 quec= W Logo (4.14) e satisfeita se, e somente se ,

1 _
<-1 e |[0h]?> — (4.15)
K()—1 e
Ou seja,
~1<K()-1<0 e [Oh)?>>1-K(I). (4.16)
Portanto,
0<K()<1 e |Oh)?>1-K(I). (4.17)

b) Sef = —1 temos de4.5) quec = ﬁ Logo (4.14) é satisfeita se, e somente
se,
<-1 e [[Oh[?>

KO- (4.18)

—K()—1

Ou seja,
~1<-K(l)-1<0 e [|On?>1+K(l). (4.19)
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Portanto,
~1<K()<0 e ||On2>1+K(I). (4.20)

OJ

Agora vamos focar nossa atengéo nas imersdes de curvatussi@a cons-
tante.

Observacgio 4.4Seja¥ : S— M?(&) x R uma imers&o com curvatura Gaussiana cons
tante K(1) e com a métrica induzida+ % (du? + dv?) onde d= d(u,v). Entdo pela
observacadql.17) temos que

d? 1
K(1) = —=A(log 35)- (4.21)
Notemos que
alogdi2 o4,
Ju
alogdi2 _od,
ov ~— d >
e
aZIOgdiz P 2du Zduu
26u2l — a2 d
0 Iogd—2 - 215_ 20y
ov2 d?
Assim,
1. 0%logs 0d%logl  2d2 2dy, 202 2dy 2 2
Mosp) =G0+ 57 ~@ d @ a @bt glutdd:

Portanto(4.2]) fica

K(1) = —d—; S+ ]~ Sl o} = —(@F + )+ (). (4.22)
Portanto, temos a seguinte equacao diferencial parcial
d(cuu+ cha) — (02 +d2) —K(1) = 0.
Uma solucéo para a equacéo acima é
d:%[lJrK(l)(uervz)]. (4.23)

Consideremos uma imers&b: S— M?2(g) x R com curvatura Gaussiam&(l )
constante. Entdo pela observacdod) temos que para todo ponfe< S existe uma
parametrizacdo de uma vizinhanca de p e um donfirioR? tais que a métrica induzida
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é dada por
|:d—12(du2+dv2) onde d:%[l+K(l)(u2+v2)] com (uv)eQ.  (4.24)

Assim tomando

| = EdW + 2Fdudv+ GdV?
Il =ed?+ 2fdudv+gdv? (4.25)

Logo neste caso temos que

1
E=G=5 e F=0 (4.26)

Portanto deX.17) os simbolos de Christoffel relacionado a métticdio

—

2 _rl _r2 _  w{(
T =T=Tn=—"F",

K(I
{ rh: r%z = _r%z = d( )7 (4.27)

Agora usando4.3) temos que

& = —g+h
fr] = huhy (4.28)

Assim neste casd (2]) fica

W=~y MOy, 1 eN + &L +hd)n
Wy = Ky, - Ky, L N+ Edhhe (4.29)
Yoy =+50e, -, LN+ E(—F M),

Sejad = d(u,v) a quarta coordenada do normfdl Como (N,n) = 0 entdo
derivando em relacaowae vtemos que

{ (Nu,n) = —(N,ny) (4.30)

<NV7r]> = _<N7nV>'

Assim de 4.2) obtemos que

{ <Nu7n> = _<anu> = _[<N7L|Ju> - <N7 (070707 hu>>] = _<N7Lpu> +0hy = dhy

Nar]v> = _[<N7LIJV> - <N7 (070707 hv>>] = _<Nal'Pv> +6hv = 5hv-
(4.31)

—
£
-
~
!
|
—
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Portanto (.23, (1.24 e (1.25 ficam

a1 = pog = —Sd* = —ed

=
_ eF—fE _ 4 _ 2
= (4.32)
a12: ?EFG—FEZ — —pd‘l: —fdz
apy = g5 = —5d* = —gd?,
( WF-eG _  —g@th
L T
_ - _ ulv 44 2
2= ggpr == drd = —d by (4.33)
bip = Lo = —jgrdt = —d’huhy
_ fF—gnE 2ty 4 2
| o= P = —— ' = 1-d%
e
C1= E<NU7n> - Eéhu
c2 = &(Ny,n) = &dhy (4.34)
d]_ — <r]u,N> — —6hu
d2 — <rlv, N> — —6hv
Assim temos del(.22) que
—Ny = fd?Wy +gd?W, — E3hyn (4.35)
—Nu = (d?h2 — 1)WY, + d?hyh, W, + ShyN '
Portanto de4.4) e (4.26 temos que a equacao de Gauss € dada por
K(1) = (eg— f2)d* +&(1— ||Th|?). (4.36)
Agora de 4.27),(4.28 e (4.34) temos que as equacOes de Codaka83) e (1.40
ficam

a—fu = e+ f(M,—ry) —gF§1+Efnd1—Eeqd2

= MO KU KO KOV g, -
= —K%»Qe+9—f%¥.

1
(—@+ﬁwm

(4.37)
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fu—0Qu = e+ f(M5,— 1) — g, +&gndi— &fyydz

= KO KO KON g S iyan, + s,
_ K(('j)u(e_i_g)_i_z% (4.38)

Agora podemos provar o teorema que é a chave principal panasier os
teoremas principais deste trabalho.

Teorema 4.5 Seja S uma superficie orientaveMé: S — M2(€) x R uma imers&o de
curvatura Gaussiana constante. Se a forma quadratica A gextg4.1) € uma meétrica
Riemanniana entd@A, Il ) € um par Codazzi de curvatura extrinseca constante.

Prova Pela observacad () temos que para todo ponpos Sexiste uma parametrizacao
de uma vizinhanca de p e um domifo_ R? tais que a métrica induzida é dada por

}[1+K(I)(u2+v2)] com (uv)eQ.  (4.39)

1
—@(duerdvz) onde d =3

Assim temos que

1
A= ( et ctﬁ) du? -+ 2chyh,dudv+ < R ch3> dv onde c= a1 440
e neste caso temos que
— 1 - - 1
E:¥+chﬁ, F =chyh, e G:@Jrch%.
Se olharmos para quarta coordenadadd2dj veremos que
huu = _%(l)hu“[‘ %(I)hv“[‘eé
hyy = — XK, - KU 4 £5 (4.41)
hyw = uk %(I)hv—l—gé.
Notemos que
( —
Ey= <d—12+ch,§> = —ZK(Hu+2chhy B/ = (iz ) (1)V+ 2chyhyy
o u
Fu = (chuhy)y = c(hyuhy + hyhyy) I:v = = c(hyvhy + hyhyy)
Gu= (d—12+ch$> = —ZK(l)u+2chhy Gy= <i2 ) (1V+ 2chhyy,
. u

(4.42)
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—— 1 1
EG-F?= <@+ch§> <@+ch§> —c?hah = (1+c|ymhu ). (4.43)
Logo de (.17), (4.42 e (4.43 os simbolos de Christoffel da métridasao

= d* 1 2 1
1 _ - -
rll - 1+CH|:|h”2{2 [( d3 ( >u+20thUU> <d2 +Ch§>

+ (—d—ZSK( )v+20huhuv> chyhy

— chyhyc(hyyhy + hyhyy) }

d* 1 1 c
= 1T <— FKDu- @CK(I)uhiJr@huhuu

+ chyh2hyy— d—lscK(I )whyhy + c2h2hyhyy — c2hyh2hy, — czhﬁhvhuv>

d4 1
- W<_$K“> (R~ V“‘“”*dZ“”““”)
d4 1
= Trom |~ @K KR~ ek vy
Cc ukK(l) (1)
+ d2h< 5 hy + hv+e5>
_ d74__iK(|)u_icK(I)u(h2—i—h2)—i— edh

_o_ @ [ k(- S eK(hu|Dhj2+ Sesh
~ 1+c|Oh|2| o d5 d2 "
d4 ecddh

1
= — | — —K(Hu(l+c|On|?

dZGBh”] SRR L

De modo analogo temos que,

—  K()v  eccdhy

r2, — 4.45
1="q T 1icon? (4.45)
— K(l)v  fcd?dhy
ri—_ 4.46
=g i g (4.46)
= K(u  fcd?8hy
2
_ 4.47
M2 d_ T Tic|on|? (4.47)
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K(u  gcd®dhy

M3, = 4.4
2="q Ti qonE (4.48)
72, - _K(hv | gedshy (4.49)

d ' 1+coohZ

Assim da equacao de Gaugs3p temos que

e+ f(Mf,—Tp)—ord; = e

1+c/On2 d

fcdshy  K(I )v]

[ fcddhy  K(hu  ecddhy L K(u
1+ c||Oh||2 d 1+ c||Oh||2 d

[ ecddh, +K(I)v

1+ c||Oh||2 d

K()v | f2cd?sh, B egcdfdhy ~ K(hv
d " 1+cOn2  1+dOn|2 d

K (eg— f2)cd23hy

= g Y- g

Ky [K(I) —&(1— || Oh]|?)]cahy
= g YO g @

_ K [(K(1) —&)c+&c|| Oh||3 8hy
=~ g Y9 gmpe

Mas de 4.40 temos que

B 1 B EK(I)—l_
(K1) =8)e= (K ~8 g1 = S —1 ~ & (4.50)
Logo da equacao de Codazid7) temos que
- = = — K(I Oh||?]8
i+ 1 Th) -oh = g - BT
K £(1-+||Oh|[?3h,
= T PO g mpe
_ Ky _ &y
= g et -3
= q - fu.

De modo analogo, usando a equacao de Gau8$§)( (4.50 e a equacéao de
Codazzi 4.38), prova-se que

M3, + f(M3,— 1) —grz, = fu—gu.
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Portanto o pafA,1l) satisfaz as equacgdes classicas de Codazzi, ou(sela)
é um par Codazzi. Além disso, como a curvatura Gaus${@hpé constante entéo pelo
Lema @.2) temos que&K (A, I1) é constante. O

O teorema acima mostra que a existéncia deste par Codaadféii x R ndo
depende s6 das equactes de Codazzi mas da equacao de Gaéss, tdiferentemente
do que acontece no espak®.

Corolario 4.6 Seja S uma superficie orientaveMe: S — M?(€) x R uma imers&o de
curvatura Gaussiana positiva constantélKtal que K(l1) — & > 0. Se considerarmos
S como a superficie de Riemann com estrutura conforme wagsla segunda forma
fundamental entéo

1

€ uma forma quadratica holomorfa, onde z denota um paraneeinéorme local em S.

Prova ComoW é uma imersdo com curvatura Gaussiana constafite que satisfaz
K(l)—& > 0 entdo pelo Lema4(3) temos que a forma quadratiéaé Riemanniana e
portanto do Teorema&(5), (A,I1) é um par Codazzi com curvatura extrinsica constante
positiva, isto é,ll é definida positiva. Assim pelo Lemd.RH temos que a forma
gquadratica

Q= %(E—G—ZFi)dzZ (4.52)

€ holomorfa.
Observemos primeiramente que ded@ e (1.43 temos que

1 [

(W, W) = (W), 2 (W — i) = 7 (W, W) — (W, W) — 2 (W W)
= %((‘Pu, Wu) — (Wy, W) — 21 (W, W)

1 . 1 .
h2 — [E(hu—lhv)]zz z‘r(hﬁ—h\z,—zmuh\,). (4.53)
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Portanto, de4.1) temos que

Q - %((wu,wu)+ctﬁ—(LPV,HJV>—ctﬁ—Zi((LPu,Wv>+Chuhv)>d22
- %(% W) — (W, W) — 2(W,, wv>> + 7ol 2ihuhv>] dZ

1
= <<‘Pz, W) + W)—lré) dZ.

Portanto a forma quadraticd.b1) € holomorfa. O

Teorema 4.7 Se S é uma superficie de Riemann homeomorfa a esfera , edéimtma
guadratica holomorfa, globalmente definida em S, € nula.

Prova Pelo Teorema da Uniformizacéo de Riem&wbiholomorfa a esfera de Riemann,
ou seja, existe um difeomorfismo holomorfo 8em CU {«}. Pelo exemplo1.21) as
parametrizagdes de coordenadas analiticagpsddC — C e ¢, : C/{0} U {0} — C
definidas por

$1(z2)=2z e ¢2:{ 1 se z£ o,

0; se z= .

SejaC uma forma quadrética holomorfa globalmente definidarntdoC
admite expressoes locais holomorfas nesse sistema descadask, a saber

y(2)dZ, se zc $1(C) =C,
B(2dZ, se ze ¢o(C/{0}U{}) =C.

Na intersecca® /{0} das vizinhangas coodernadas pelo exempldlj temos
que a fungéo transicaofgy(z) = % ou seja, a mudanca de coordenadav—lv. Logo,

ou seja,

dz 2

Portanto na intersecgdo temos que

2
(@)= Bw) (51 ) = B (~vP)2 = B (4.50
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Comoy e 3 sdo inteiras temos que

lim y(z) = \IIJLnOB(W)M =pB(0)0=0.

Z— 0

Assimy e 3 sdo limitadas e inteiras, portanto pelo Teorema de Liceit@mos
quey e 3 sdo constantes, ou sejz) = ¢ e 3(w) = cp. Logo de &.54) temos que

c1 = cow* para todow e C.

Assimc; = ¢ = 0. PortantdC = 0. O

O seguinte resultado sera fundamental para a demonstrad@&wcema do Tipo
Hilbert.

Teorema 4.8 Se(A,Il) é um par Codazzi com curvatura extrinsecgAK| ) constante
negativa e A é completa enté&d |K(A)| = 0.

Este resultado ndo sera demonstrado aqui. Para ver a deagdsblhar11] e [12].
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4.2 Teorema do Tipo Liebmann

Nesta se¢do vamos demonstrar o importante resultado sobreade:

Dada uma constante real positiva determina-se unicamemgnos de isome-
tria, uma imersdo completa com curvatura Gaussiana iguasaeonstante em?4k R
e gquando essa constante € maior que um determina-se tambgiimica imersao com-
pleta,a menos de isometria, com curvatura Gaussiana igesisa constante ent S R.
Em particular, essas superficie sédo de revolugéo.

A ideia principal da prova € que sendd, Il) um par Codazzi, com curvatura
extrinseca constante, garantimos a existéncia de uma fpuadratica holomorfa e que
essa forma se anula em superficies de Riemann homeomogtsade Riemann.

Também vamos mostrar que sob certas condi¢cfes sobre orgeadae fungéo
altura néo existe superficie completa com curvatura Ganasionstante & K(1) < 1
emS? x R.

Teorema 4.9 (do Tipo Liebmann) Dada uma constante real (K), existe, a menos de
isometria, uma unica superficie completa de curvatura Geuna constante ) > 1 em
S x R e uma Gnica de curvatura Gaussiana constante)k- 0 em H x R. Além disso,
estas superficies séo rotacionalmente simétricas.

Prova Nos capitulog2) e (3) mostramos a existéncia de superficies rotacionalmente
simétricas com curvatura Gaussiana constante, entdo stzs mestrar que elas sao
Unicas, a menos de isometria.

SejaS uma superficie orientavel & : S— M?(&) x R uma imersdo completa
com curvatura Guassiana constaKig) positiva satisfazend&(l) > 1 quandog = 1.
Uma vez queK (1) € positiva pelo Teorema de Bonnet temos §éecompacta.

Além disso como a caracteristica de EujgS) é positiva, considerando o
recobrimento universal se necessario podemos assumif gusimplesmente conexa,
logo queS é uma esfera topoldgica, ou segg homeomorfa a uma esfera.

Por outro lado, pelo Lema(3) temos que a forma quadratiéaé Riemanniana
e portanto do Teoremat ) e do Lema 4.2), (A,Il) € um par codazzi com curvatura
extrinsec& (A, 1) constante positiva ondé é a segunda forma fundamental de S.

ComoK(A, 1) > 0 temos quel é positiva definida, logo podemos considerar a
superficie de Riemann d&com estrutura conforme, induzida pela segunda forma fun-
damental. Entdo pelo Corolarid.g) a forma quadratic® dada por {.44) é holomorfa.
Mas pelo Teoremad(7) temos que&) é identicamente nula uma vez g8é homeomorfa
a esfera , ou sej& = GeF =0.

Mas emR;; temos qudl = pdudv Logo K(AIl) = % e portantoA e |l séo
conformes, ou sejal = AA ondeA? = K (A, I1). Portanto pelo Lema#(2), A2 = K(I) —&.
Comoll ¢ definida positiva, ent&= /K(I) —&.
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Podemos assumir qu& é uma esfera de Riemar? U {»} do Teorema da
representacdo de Riemann com a métrica induizdizda por 4.39. Portanto, a forma
quadrética € dada por4.40. ComoAell sdo conformes com paramele- /K(I) —§

entao
a3 08) e 3-:o8)
f = Achyh, = \/K(1) — &chyhy, (4.55)
o= vett) - Vi) E( 4 vt
ondec é dado porz;.S).

Agora analisando a quarta coordenada das duas Ultimasdeguam 4.35
temos que
(0= (h2d?— 1)h, + hyh,d2h, + 52h,,
= [(h2+h32)d? — 1+ &h,
= [||Oh||? — 1+ &hy.

0= huhePh, + (e — 1)h, + &h, (4.59)
= [(h2 +h2)d? — 14 &%]h,
= [||Oh||? — 1+ &hy.
Portanto temos que
5 =1— ||0h]|2. (4.57)

Agora analisando a quarta coordenada das duas primeirasdapiem4.35 e
usando4.55 temos que

p

—8y = A(g +chg)d?hy + cAhyhyd?h,
= [1+c(h2+h2)d?]Ahy
= [1+c||Oh||?]Ahy.

—& = chhyh,d?hy + A (g + chg)d?h,
= [1+c(h2+h2)d?]Ahy
= [1+c||Oh||?]Ahy.

(4.58)

\

Agora substituindo4.57) temos que

—&y 5,
Tro ) ~ Mu= VKO-t e o mgr =Ah = K(1) ~Eh, (459)

Uma vez queS é compacta e a funcao altunaé de class€®, h possui um
ponto de mimingp € S pelo Teorema de Weierstrass. Portanto, a menos de isometria
podemos assumir que= (0,0) e h(0,0) = 0. Comop é ponto de minimo temos que
hu(p) = hy(p) = 0. Logo de 4.57) d(p) = 1 uma vez quél € positiva definida.
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Agora temos que encontrdfu, v) satisfazendo4.59) tal queh(p) =0ed(p) =
ondep = (0,0).

a) Se¢ =1tem-se qu&(l)>1.Logo, de4.5,c=
(4.59 temos que

k1 € (0.). Substituindo em

—8u(K(1)—1)
{ e, T
|) ) 1hV7

ou seja,
7 K?( 1he
K(1) 17%
5 _ R b (4.60)
K1) (1-25) KI-1"V
Integrando a primeira equacao deg0 em relacéo a temos que
o K(l)
arctan =— h+c1(v). 4.61
h(\/@) K(I) 1 l( ) ( )
Portanto derivando em relacae a equagao acima obtemos que
Oy K(I) decyi(v)
= h\,+ . (4.62)
K(I)(l—%) K1) — dv

Por outro lado a equacao acima tem que ser igual a segundedeqde 4.60

portanto
da(v)
dv 0
Isto é,c; é constante. Mas tembgp) = 0 ed(p) = 1, logo aplicando4.61) em p
temos que
1
c1 = arctanh( ). (4.63)
VK(D)
Portanto de4.61),
K(I)
o=/ K(l)tanh{ — 0 _1h+cl ; (4.64)

ondec; € dado por4.63
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b) Sef = —1tem-se qu&(l) > 0. Logo, de 4.5, c= 1+K(I)
¢ — 0 quandd(l) — co. Substituindo em4.59 temos que

€ (—1,0) umavez que

_5u§| +62 /K(1) 4+ 1hy (4.65)
+62 \/ 1hV7 .
ou seja,
5u 5 I KK( ) hu
VKD (1+5) i
dy = — K@) hy.
K (1+&5) KD+1
De modo analogo
K(1)
o= +/K(ltan| — K(I)+1h+02 (4.66)

ondec; = arctan( i(l)).

Agora subtituindo4.55 em @.41) temos que

(

huu:_ hu+ d hv+\/ (dz—f-Chﬁ)
hu\,:—"d()hu—%h\,Jm/K(l)—Echuhvé, (4.67)

hy = 2§y — Vﬁ'>hv+¢m<d—lz+cr6> 3.

\

onded é dado por4.64) se& = 1 e por .66 se§ = —1.

O sistema 4.67) € um sistema de equacgOes diferenciais parciais de segunda
ordem eliptico entéo pelo Teorema de Bernstéij,[h é analitica na vizinhanca de
Comoh éC” eh(p) = hy(p) = hy(p) = 0 entdo podemos calcular toda derivaddnam
pontop. Uma vez quén € analitica e conhecemos toda derivadh de pontop entéo pela
unicidade da série de Taylor theem torno dep temos quéh € unicamente determinado
pela analiticidade.

Agora nos resta mostrar a unicidade das trés primeiras eoadads da imerséo,
ou seja, que 0 normaj € unico, a menos de isometria. Suponhamos por absurdo que
existem duas imersdes completds, W, : S — M? (¢) x R com a mesma curvatura
Gaussiana constante positiva e mesma funcéo ditiesas que os normais dados por
(1.20 sao respectivamentg ens.

Como a quarta coordenada dos normgise n, sdo nulas entdo podemos
considerar as aplicacoes : S— M?(g) comi = 1,2. Além disso, das duas Ultimas
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equacodes ded(35 temos que

an; an; oW ) oW, oW
<Ei5ﬁ> — <m%ﬁ—)a'+¥mma + 8hyNi, (d?h2 — )aﬂ+¥mma +6mM>

oW, oW, oW, oW,
- <d2ha—1>2<a—u',a—u'>+d4hah3<a—v',a—v'>+azha<mi,wi>

= (d*h}—2d%h2+1)= 4—d4h2h2]'4—62h2

d? w2
1
= [d?(h2+h2)+d%—2]h2 + 7
1
= [IOn]*+3°~2Jh§+ o

comi=1,2.
De modo analogo

<%7%> = [||Oh]||? 4 &* — 2]hyhy,

ou’ ov
e
MNi NI\ _ 1262 o2 &
<6V’ aV>_[||DhH +6 Z]hv+d27
comi=12.

Portanto de4.57) temos para= 1,2 que

onioni\ 1 o /oniodni\ onioni\ 1 .,
<awau>_d2 hu’<au’av>_ hmve<&ﬁav>_d2 h,.  (4.68)

Portanto as métricas induzida e e, coincidem em todo ponto. Além disso

ani(p) ani(p)\ _/oni(p) ani(p)\ .,

< o ’ml>_< ov ’m,>—4—ﬂm—em> (4.69)
oni(p) oni(P) \ _4_

< au  ov >—0—F@) (4.70)

Ou seja, no pont = (0,0) as métricas induzidas dg e n, coincidem com a
métrica induzidd em p.

Portanto,n;, comi = 1,2, pode ser visto como uma imersédo da vizinhanca
conexau de p.
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Como as métricas induzidas coincidem temos que
Nzon;* :nu(u) € M3(8) — M?(8)

€ uma isometria, ou sej&@; e N2 sdo iguais, a menos de isometria, @m Assim
mostramos qu&’; e W, coincidem localmente.

Para estendermos para toltF(§) x R, sejan; = (X}, %,,x;,0) comi = 1,2,
olhando para as trés primeiras coordenadag @§)(temos que

02X K(1 Xt K(1 Xt : ;

a%ng—ud”aa—dﬂ;)g—vweNj + E(—& +hd)x,

X vK() 9 uK(1) 90X i j

=0 w0 N+ Edhhw, (4.71)
X K(1) %] vK(l) 0] i i
LU L B (G B 12

ondei=1,2ej=1,2,3. O sistema4.71) é também um sistema de equacdes diferenciais
parciais eliptico. Logo pelo Teorema de Bernstdif] femos quen;,i = 1,2 é analitica

uma vez queN' é analiticamente determinado p%‘ﬁ,% e n;. Portanto,¥; e ¥,
coincidem globalmente pelo Principio da extensao analftig]. O

Agora emS’ x R quandoK(l) é uma constante positiva menor que um temos
que ndo existe qualquer imers8b: S— S x R de curvatura Gaussiart(l) com
uma hipotese adicional sobre o gradiente da funcdo alturtesAde mostrarmos isso
precisamos do seguinte resultado que Tim Tzaneteas mastr¢d.

Teorema 4.10Seja S uma superficie diferenciavél compacta. Entdo S admgtrica
Lorentziana se, e somente se, a caracteristica de Egi®rde S é identicamente nula.

Agora podemos demonstrar o seguinte resultado:

Lema 4.11 Seja S uma superficie compacta. N&o existe qualquer iméfs&— & x R
de curvatura Gaussiana < K(I) < 1 satisfazendo

|0h||2 < 1—K(1) (4.72)

onde h é a funcéo altura.
Em particular, ndo existe qualquer imersdo completa énx & de curvatura
Gaussiana constant@< K(I) < 1 satisfazend®.72).
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Prova Suponha por absurdo que exista uma imekBa® — % x R de curvatura Gaus-
siana positiv&K (1) satisfazendo4.72. ComoK(l) > 0 ent&o pelo o Teorema de Gauss-
Bonnet temos qués é uma esfera topoldgica. Por outro lado de7® temos que
K(l) < 1— ||Oh||?. Assim de §.4) temos que

K(I,1y) = 1—[|Oh||? > K(1). (4.73)

Portanto pela equacéo de Gauk8() e de 4.73 temos que
K(I,1) =K() =K(I,1I5) <K()=K(I)=0. (4.74)

Logo pela definicdo de curvatura extrinseca e4dé4f temos que

eg— 2
K(l.Il)==——-=<0 4.75
ComoEG—F? > 0, segue queg— f2 < 0. Portantd| n&o ¢ definida, ou seja,
Il € uma métrica Lorentziana. Mas isto € uma contradicdo pda Teorema 4.10
nao existe métrica Lorentziana em uma esfera. Portanto xiate ejualquer imersao

W:S— S x R de curvatura Gaussiana positkél ) satisfazendo4.72). O

E conhecido que os sl& x {to} deS? x R tém curvatura Gaussiana igual 1 mas
ainda ndo é conhecido se estas s&o as Unicas superficisasreaf’ x R com curvatura
Gaussian&(l) € (0,1].

4.3 Teorema do Tipo Hilbert

Nesta se¢do vamos demonstrar que

N&o existe qualquer superficie completa com curvatura Gauns constante,
K(I) < —1, em M(&) x R.

A ideia principal da prova é que sendd,B) um par Codazzi com curvatura
extrinseca constante negativa, tem-se que o infimo do ma@duturvatura Gaussiana
K(A) na métrica Riemanniana A é identicamente nulo.

Também vamos mostrar que, com hipotese adicional sobrel®gta da funcao
altura, ndo existe superficie completa com curvatura Gaussonstante-1 < K(1) <0
emS x R.

Teorema 4.12 (do Tipo Hilbert) Nao existe imersdo completa de curvatura Gaussiana
constante KI) < —lemH xRe $xR.
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Prova Suponhamos por absurdo que exista uma imers&o conpteda- M?(&) x R de
curvatura Gaussiana constaitd ) < —1.

ComoK(l) < —1, entdo pelo Lema4(3) temos que a forma quadratiéedada
por (4.1) é uma métrica Riemanniana.

Primeiramente vamos mostrar gdeé completa. Para isto consideremos um
vetor unitariow ey : [0,00) — M?(&) x R uma curva divergente na imerséo e observemos
que

K(-1<-2 e K(I)+1<0. (4.76)

Assim temos que

e Sef =1entdo de4.5 e (4.76 temos que

_%<C:K<I)1_1<o. (4.77)
Por outro lado de4.1) obtemos que
A(W) = I (W) 4 cdF(w) = | (W) +c(0h,w)2. (4.78)
Mas de #.13 temos que
(Oh,w)? < [|w||? = 1 (w). (4.79)
Assim de 4.77) , (4.78 e de ¢.79 temos que
AW) > 1(W) +cl(w) = (14¢)l (w). (4.80)

Portanto,

t t

lim otA(\/(T))dTZJLITJO 0(1+c:)|(\/(t))dtz(1+c)tliﬂrr010 A I(Y(t))dt. (4.81)

e Sef = —1entdo de4.5 e (4.76 temos que

> 0. (4.82)

Por outro lado de4.1) e de @.82 obtemos que

A(W) = 1 (W) +cdHP(w) = I (W) 4 c(0h,w)? > 1 (w) (4.83)
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Portanto, . .
lim A(\/(r))dtztlm ; L(Y(1))dt. (4.84)

t—oo 0

Comol é completa pela observacah® temos que o comprimento da curya

na métricd é ilimitado, ou seja, o limite abaixo diverge

im [ 1(y/(1)dr. (4.85)

t—oo 0
Assim de 4.8]) e (4.84) temos que

lim tA(\/(r))dt (4.86)

t—o0 0

também diverge, ou seja, 0 comprimento da cyria métricaA é ilimitado. Portanto da

observacaol(.8) A é completa.
Vamos agora calcular a curvatura Gaussik(a) da métricaA, logo de .39

temos que
(EG—FHK(A) = E((M3pu— (Mipv+T 5l 11+ T3 1y — (M2)? —T5al3y)
+ F((Mau— (Miv+TiM 5 — Tl 1) (4.87)
onder® s&o os simbolos de Christoffel de
A equacao acima pode escrita da forma
(EG-FHK(A) = [E((Mu— (M) +F((ME)u—(Ti2h)]
+ [E (r22r11+ M5, 1— (M1p)% - r12r22)
= (4.88)

+ F(M2rs,— rlzrlz)} :

Agora derivandd 3, e '3, em relacéo a em @.44)-(4.49 temos que

(Fl ) _ (gedPdhy)y  ged?dhy(1+c]|Oh|?)y n K()  K(hZA?
22)u = 1cfon|2 (1+c][0h|2)2 d az (4.89)
(F2,), = ey gode(LicionP)y | K1 '
22U 1+¢||Oh|2 (1+c||Oh[]2)2 dz -

e derivandd 1, e 2, em relagéo & em (4.44)-(4.49 temos que

L) — (fed®dhy)y  fed?dhy(1+cl|Oh[?)y  K() | K()*?
(M= 1+c||Oh[2 (1+c||0h|2)2 da ta
K()2u (4.90)

(fod8hy), _ fed?dhy(1te|Oh))y

(F2)v =
12/V ™ 14c||O0n|? (1+c||On|]2)2

d2
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Por outro lado temos dd 39 que

w4+ V2 = %. (4.92)

Assim subtrainddl,), de (T'3,)y e usando4.91) temos que

cd?8hy[f (14 ¢||Oh|[2)y — g(1 + c|| Oh|[2)y
(1+cfBn|2)?
(gePdhy)y — (fed?dhy)y  2K(1)  K(1)?(u?+Vv?)
1+ c|0h|? o T @
cd8hy[f (14 ¢||Oh|[2)y — g(1 + ¢|| Oh|[2)y
(1+c|Bn|2)?
(gePdhy)y — (fed?dhy)y 2K (1)  K(1)(2d—1)
1+c||0h|2 d d2
cd?Shy[f (1 +4-¢|| Oh||*)y — g(1 +c[| Oh[|*)y
(1+c|Bh|2)?
(gedPdhy)y — (fed?shy)y  K(1)
1+c|0h|? Tz

(M2u— (T =

_|_

(4.92)

e subtraindd3,), de (I'3,), obtemos que

(P2, (F2))y cd?8hy[f (1+c||0h|[*)y — g(1 4 ¢f|Th|[*) ]+(gcd26hv)u_(fcd25hv)v
- (1+cf|Oh|[2)? 1+c|[Oh|=2 o3

SejaM = E((F3,)u— (Mh)v) +F ((M22)u — (M2,),). Entdo de 4.92 e (4.93
temos que

- E-{chahu[ (1+cfoh)2)y - (1+c||Dh]|)]+(gcdzéhu)u—(fcdzéhu)v+K(I)}

(1+c|[0h[2)2 1+ c||On|12 d2
=J e[ f (1+c Oh|)y — g(L+¢|[Oh2)] | (gecPdhy)u — (fed?Bhy)y
+ (1+c[Oh|?)2 1+c|| 0|2
_ cd?3(Ehy+Fhy)[f(1+c|Oh|?)y—g(1+c|Ch|?)
) (T+c]Oh]?)2
N E[(gcdPdhy)y — (fcd?Shy)y] + F[(gedPdhy)y — (fcd?dhy)y] N E—K(I ) (4.94)

1+ c]|0n|2 a2
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Agora de 4.40 temos que

= & +chf
chuh\, (4.95)
& +che.

E=
=
G=
Sejam

{ N = cd?8(Ehy+ Fhy)[f (1+ || Oh|[%)y — g(L1+ ]| Oh[[%)y], (4.96)

O = E[(gcdPdhy )y — (fed?dhy)y] + F[(geddhy )y — (fed?ahy)y).

Assim de 4.95 temos que

N = cds [f(1+clBh?)y —g(1+cl|Oh[?)y]

1
<@ + chﬁ) hu + chuh?

— cd26hu<d12+c(h2+hv)>[ (1+c||Oh||?)y — g(1+c||Oh||?)]

= cBhu(L+cl|Oh|I%)[f (1+c]Oh||%)y — g(1+c||Ohi|?)y
= c®Bhu(L+cl|BhlIA)[F(IDR]%)y — g(lITh1?)u]. (4.97)

Mas

(I1BA[2)u = (d*(hG+h§))u = 2dK(Nu(h§+ hg) +2d?(hyhuu+hvhuy),

= 2K(1)ud2||On||% 4 2d?(hyhyy + hyhyy), (4.98)

(IDAP)y = (d*(hG+h§))v = 2dK(1)v(h§+hg) +2d2(huhuy+hvhw), '
(

= 2K(1)vd~Y|Oh||? + 2d?(hyhyy + hvhw),

Assim substituindo4.98 em @.97) e usando4.95 e (4.96 temos que

N = c2dhy(1+c||Oh||?){f[2K(1)vd ||Oh||? 4+ 2d?(hyhyy + hvhw)]
— g[2K(1)ud | Oh||? + 2d*(hyhuy + hyhuy) ]}
= cZ8hy(1+cf|Oh[|?){202[( fhyy — ghuu)hy + (v — ghuy) ]
+ 2K(1)vd Y| Oh|2(v —ug)} (4.99)
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O
|

(d—12+ch§) (gedPBhy)y — (fed?Bhy)] + chuhy[(ged’hy )y — (fod?Bhy)y]

( i ch@) [(gd?8)uhy + gd?8hyy — (Fd28)hy — fd?8hy]
hyhy[(gd?8)uhy + gd?Bhyy — (Fd?8)vhy — fd?3hyy)

— (g + o) (l(0PB)u — (F0°8)] + B(gh — fha)
cChuhy{h[(9d?8)u — (fd?8)y] + d*3(ghu — fhw)}

c(d—l2 +chg) hy[(9d?®)y — (fd?8)y] + c(d—l2 +chg)d?3(ghyu— fhuy)
c’huhf[(gd?8)u — (fd?8)u] + c*huhyd?S(ghuy — fhw)

= ohy( Gy +CiE+ ) [(gPS)y — (fd?5),

+ cclzes(d—l2 +chg) (ghyu— fhyy) + c2hyhyd?3(ghuy — fhw)

ch,
d2<

+ d26( 5 +ChE) (ghuu— Fhuy) + chyhyd28(ghuy — fhw). (4.100)

_I_

_I_

_I_

1+cHDh|y )[(gd?8)y — (fd?5)y]

Portanto subsituinda(99 e 4.100 em @.94) obtemos que

1 2 2
M = 71+C|]DhH2{ — 2¢°0hyd<[(— fhyy+ ghyy)hy + (— Fhyw + ghyy) hy]
N chy
+ 262K (1)vel O 2(v T — ug) + P+ ¢ O ?) (9cPa), — (FeB)

+ colzé(d—l2 +chf) (ghu— Fhuy) + hyhvd®d(ghuy — fhw>} + (d—l2 +cfg) %

& 251122 2
- W{ — 2c¢?3h3d?(ghuu — fhyy) — 2¢28d%hyhy (ghuy — fhw)

+ 273K (1)vd | Oh|[*(v — ug) + OI2‘(1+CHDhII )[(9d?8)y — (fd®3)]
+ (e84 c2d?8h2)(ghyu— fhyy) + c®huhyd?3(ghyy — fhw)} + (d—l2 +ch) %

# 2 —1 2 B ﬁ 5 ) - )
1+C|]DhH2{ZC 3K (1)vd | Dh[*(vf —ug) + 7 (1+c|| Oh|[?)[(9d?8)u — (fd?3)y]

+ (e —c2d?8h2)(ghyu— fhyy) — c®hyhyd?3(ghyy — Thy) } + (d—l2 +chf) %
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TN2ve —ug) + ¥+ O [(0P)y — (1°5)J

1 2¢%3K (I )v
1+c||Oh||2 d

+ (1 —cd?h?)(ghyy— fhuy) — c2hyhyd?3(ghuy — fhy) } + (d—l2 +chf) %

(4.101)
Agora temos que

(9d?8), — (fd?0)y = 2gdK(1)ud+ d?(gd)y —2fdK(1)vd—d?(fd)y
= 2dK(1)d(ug— fv) +d?[(gd)y — (fd)y]. (4.102)

Agora substituindo4.102 em @.101) obtemos que

1 2¢23K (1 chy
M = 1+c|thH2{ d<)V]|Dh||2(vf—ug)+¥(1+01|Dh||2){2dK(l)6(ug—fv)
+ d?[(g8)y — (f8)y]} 4 c3(1— cd?h?)(ghyy — fhyy) — c2hyh,d23(ghyy — fhw)}
1 K(I
+ (@‘f‘d’ﬁ)%
2¢%% 2
- 1+Cﬁmh,|z{ SO ot —ug ~ 2 WM eon?)sctv-ug
+ chy(1+¢f|0h[*)[(g8)u— (f8)y] +¢8(1 — cd®hg) (ghuu— fhuy)
— c?hyh,d?d(ghy — fhw)} + (d—12 + chﬁ) %
2
- 1+C|TDhH2{ K(<|j>cm5<ug—vf>+Cm(1+CHDhH2)[(96>u—(f5)v] (4.103)
212 2 2 1 K(l)
+ ¢d(1—cd°hy)(ghyy— fhyy) — c“hyhyd<d(ghyy — fhw)} + (@+Chﬁ)?-
Mas de 4.41) temos que
ghyu— fhy = %[(vf—ug)hﬁ(gwrfu)hv]+(eg— £2)d (4.104)
e
K(I)
ghyw— fhy = [—(vg+uf)hy+ (fv—gu)hy]. (4.105)
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Agora substituindo4.109 e (4.105 em @.103 obtemos que

M= 1+Cﬁmh,‘z{2K(3°“‘6<ug—vf>+cm<1+c|rmhuz>[<ga>u—<f6>vJ

+ od(1— cd%ﬁ){%[(vf —ug)hy + (gv+ fu)hy] + (eg— )8}

- Czhuhvd26{$[—<vg+uf>hu+<fv—gu>hv]}}+(d—12+crﬁ)%

- 1+Cﬁgh”2{ZK<Q ' 5(ug - vi) +ch(1-+ el NG (13)]

+ (cé—czédzhz) m[(vf ug)hy + (gv+ fu)hy] +cd%(1— cd?h?)(eg— f2)

- 1+C|Tmh”2{ - 2O Megut —ug)+ chy(1+ 60N (g8)  (13)

K(l)cd
d

+ ©3%(1—cd®h?)(eg— f2) —c?d?3K (1)hy[—(vg+ uf)hyhy + (fv—gu)h\z,]}

[(vf —ug)hy+ (gv+ fu)hy] — 28dK (1) hy[(vf —ug)h? + (gv+ fu)hyhy]

e +cn%>dL

= TrgTEnE | el (@) (18 +

K(l)cd
d

[—(vf—ug)hy+ (gv+ fu)hy]

— czadK(l)hu(vf—ug)(hﬁ+h5)+c52(1—cd2h5)(eg—fZ)} (d2—|—chﬁ)%
1 K(I)cdhy )

= W{Cm(lﬂ%!\ﬂhl!z)[(g&u—(f5)v]+ g (ug—vf)+

Kl

(9V+ fu)

23K (1)h 1 K(l
T d“ ”(ug—vf)HDh|]2+062(1—cdzhﬁ)(eg—fz)}+(@+chﬁ)d—2>

- #{cmncumhu%ug&u— (8] + LM gy )

1+c||0h||2

3K (1)hy
d

(ug—Vf)(1-+¢)|Th|2) + 08%(1 - cPhE) (eg— f2>} + (o) <1

= (@ (18)) + XD Mg vy 4 (34 o) <1

1 K (1)c3h, e
* 1+c|thH2{ g Qv fu)+ed(1—cdhi)(eg— ) .. (4.106)
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Analisando a quarta coordenada de8f temos que

(4.107)

6u - —Edzhu - fdzh\/
& = —fd2h, — gd2hy.

Assim de 4.107) temos que

(@0)u—(fO)y = gud+9gdy— fud— fdy = 6(gu— fv) +9du — oy
= &(gu— fv) +9(—edthy — fd?h,) — f(—fd*h, —gd®hy)
= 3(gu— fv) —egcPhy — fgd?h, + f2d2h, + fgd?hy
= 3(gu— fv) — (eg— f?)d*h,. (4.108)

Logo, substituindo4.108 em @.109 obtemos que

c3K (1)h 1 K(1)
M = chyfd(gu—fy) - (eg— )d?hy] + —— = (ug— V) + (5 + o) -
1 K(l)cdh
- 1+CHDh”2{ ( | V(gv+fu)+062(l—cd2h5)(eg—fz)}. (4.109)
Agora seja
R=E (M5l + M3 1o~ (M12)° — T3 3) (4.110)
T=F (r%lr%Z_ r%zriz)-
Mas de 4.44-(4.49 temos que
(FL7L _ eg@d%d*h2 +c6dK(I)uh,(&g) _K(1)2u?
22011 = (1+c|On?)? 1+c|[0n]2 >
Flrl — f2c26°d*hg  2c3dK(1)vh, f JrK(|)2v2
12812 — (I+c[On2)2 ~ ~ 1+c]On|2 dz
r2rl — gfc?dd*hyhy  cddK(1)v(ghy+fhy) 4 K(1)2?2
22012 = (14cOn2)? 1+c][0n]2 az (4.111)
F2rL _ gfé&dhyhy | csdK(Du(fh,—gh) _ K()A?2 '
12' 22 = (T+c]On]?)2 1+c]|0n|2 z
> =1 __ eg@dd*hshy , cddK(l)(euh+gvh,) | K(1)2uv
M2 = Gaqoprt— wgope . T @
rir2 — 2c25%d*hyhy  cddK(1)(ufhy+vih) | K(1)2uv
(1212 = (qmnp2)? LOhZ T d?
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Assim @.110 e (4.11]) temos que

1+c[On]2)2 1+ c|[0n]2 d2
gf&dhuhy  cddK(1)v(gh,+ fhy)  K(1)A2
(Atcon22 ~ 1tcCh]Z |
f2c28°d*h?  2cddK(1)vhyf  K(1)A?2
(1+d[0n[22 " 1+c|On|? d2
gf@&d'hhy  cBdK(1)u(fhy—ghy) K(I)Zuz}

—{ egcd®d*h?  cddK(l)uhy(e—g) K(I)%?
(

(1+c||Oh||2)2 1+c||Oh||2 d?

) (e9- 2)c?8%d*h2  cddK(1)[uhy(e—g) —v(gh,+ fhy) +2vhy f —u(fh, —ghy)]
(1+c||Ohl2)2 1+c||0h||2

(1 (eg— f2)c2d?d*h2  cddK(1)[(eu+vf)hy— (gv+uf)hy]
- <@+°hﬁ>{ (ItcjOnpE? 1+ c||0h|]2 }
(eg— f2)c?8?d?h2 3K (1)[(eu+vf)hy— (gv+uf)hy]

(1+c][Oh|2)2 (1+c|[Oh|2)d

(eg— 19)3dhf | 23K (1)[(eu+ Vi) — (gv+uf)hih)
(1+c[|0n]2)2 1+c||Oh|2 '

(4.112)

T —| eg@&?d*hyh,  cddK(l)(euh +gvh,) K(l)%uv
N (1+c||Oh|[?)2 1+c||Oh||2 d?

~ f2cP*d*hyhy | oddK(1)(ufhy+vfh)  K(1)2uv
(14 c||Oh||2)2 1+c||0h||2 a2

= (eg— f?)c?8%d*hyhy N cddK () [(gv+uf)hy+ (eu+vi)hy)
B (14c||Oh||2)? 1+c||Ch||?

chh (eg— f?)c?8%d*hyhy N cddK () [(gv+uf)hy+ (eu+vi)hy)
B "1 (1+c||Oh|2)2 1+¢||Oh]2
(eg— f2)c38%d*h2hd  c28dK(1)[(gv+ uf)hZhy 4 (eu+v)hyhd)

— . (4.113
(1+con22 1+ c|0h|? (4.113)
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Assim temos que

R+T

(eg— 2)c?8%d?h? 3K (1)[(eu+vf)hy — (gv+uf)hy]

(1+cf|Oh[[2)? (1+cf|Oh|?)d
(eg— F2)c382d*M2(n2+h2)  c28dK(l)(eu+ v )hy(hZ + h2)
(1+c||0h||2)2 1+c||Oh||2
(eg— 2)c?8%d?h? 3K (1)[(eu+vf)hy — (gv+uf)hy]
(1+cf|Oh[[2)? (1+cf|Oh|?)d
(eg— f2)c28?d?h2c||0n||?  cdK(1)(eu+vf)hyc||Oh||?
(1+c||Oh)2)? (1+¢||Oh(|?)d
(eg— £2)c282d2h2(1+¢||0h||2)  cdK(1)(eu+vf)hy(1+c||Oh|2)
(1+cf|Oh[[2)? (1+cf|Oh|?)d
coK(l)(gv+uf)hy
(1+c||Oh|j2)d
2282212
(eg— f<)c=d-d hqucESK(I)(equvf)hu B C6K(|>(gV+Uf)hV. (4.114)
1+ c||Th|? d (1+c||Oh||?)d

Logo de ¢.109 e (4.119 obtemos que

M+R+T

oK (1)hy 1 K(l
en[3(gu— 1) — (eg— 1210 + LM gy (2 org) KD
1 K(1)cdhy ° 2 2 5
1+CHDh”2{ = (gv+ fu) +c8(1— cdPhf) (eg— f )}
(eg— f2)c?8°d?h?  cdK(I)(eu+vf)hy  cdK(1)(gv+uf)hy
1rcon)z d " T (1+c|On[2d
hy
Ch\[B(gu — 1) — (eg— 12)ahy] + DAVLETI (2 opp) K0
[c32(1 — cdPh2) + 282022 (eg— 2)
1+c||0h||2
CéK(I)U(ge‘f‘ g)hu + Kd(ép (l—f—Cdzha) _Cm[(eg_ fZ)thu+6( fv_gu)]
cd?(eg— f?)
1+ c||Oh||2
K(1){1+ chyd?[hy+ud(e+g)3]} — chy[(eg— f2)d?hy +3(fy— gu)]
d4
cd?(eg— f2?)
1+c|[Onh|2" (1115)
Agora de 4.95 temos que
EG—F?= %(1+cy|mh||2). (4.116)

d
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Portanto de4.99, (4.115 e (4.116 temos que a curvatura Gaussiana da métrica

K(1){1+ chyd?[hy + ud(e+g)3]} — chyd*[(eg— f2)d2h, + &(fy — gu)]

K(A) =
(A) 1+c||0h||2

cd*®?(eg— f?)
(1+c|Oh[2)z’

(4.117)

Agora usando a equacdo de Gauwss37), a segunda de CodazA .89 e a
equacao4.57) temos que

K (1)[1 + chRd? + uch,d®(e+g)d] — c(eg— F2)d*d?h2 — cd*hyd( fy — gu)

KA = 1+ ¢|[0h|]2
N cd*d?(eg— 2)
(1+cl|On(|2)2
 K(D)[1+chRd2 + chyd3u(e+ 9)3] — cdh2[K (1) — £(1— || Oh[|2)] — cd®hud( fy — gu)
n 1+c||0h||2
N cd*d?(eg— 2)
(1+cl|On||2)2
 K(1)+cK(1)hyd3u(e+g)8+ cd?h2E(1— || Oh]2) — cahud(fy —gu)  cd*d?(eg— f2)
n 1+c||Oh||2 (14 c||Thl?)2
K(1)+chyd28[dK(1)u(e+g) — d?(fy — )] + chZE(1— | Oh|j2)  cd8?(eg— f2)
n 1+c||Oh||2 (14 c||Thl?)2
K(1) — cEh2d28? + cd?h2E(1— |Th||2)  cd*8?(eg— f2)
n 1+c||Oh||2 (1+c||Oh||2)2
K(I) — cEh2d23? + cdPh2E?  cd*R(eg— f2)
n 1+c||Oh||2 (1+c||Ohl?)2

K(I) cd*d?(eg— 2)
1+c||0h||2  (1+c|/Oh|]?)2
K(1)[1+ c|/0n||?] 4 c&*(eg— f?)d*
(1+c||Oh||2)2
K(1)[1+c| Oh||?] + c&[K (1] —&(1— || Oh||?)]
(1+c/|Oh||2)2
K(1)[1+c||0h[[? 4+ (1 - ||Dh||®)[K (1] = &(1— ||[Oh[?)]
(1+c||Oh||2)2
K(1)[1+ [ Oh|[3] + eK(1) (1 - [|[Oh[|*) — c&(1 — || Th[|)?
(1+cf|Oh([2)2
K(1)(1+c¢) —c&(1—||Oh[|3)?
(1+cf|Oh(]2)2 '

(4.118)

Logo, podemos consider&i(A) como uma fungéo dgh||2.
Vamos denotax = ||Jh||? € [0,1] eK(A) = K(A)(x) : [0,1] — R
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i. Se¢ =1 entdo de4.5 temos que = ﬁ Assim subtituindo em4(118 temos
que

KMEKM)-1+1)—(1-%)?2 (K(1)-1)

KA (X) =

K()—1 (K(I) —1+x)?
_ K12 = (1-x)?)(K(1) — 1)
(K(1) —1+x)2
_ K = A=K + (1 =x)J(K(1) —1)
K1) = (1=x)]?

K1)+ (1—=x)](K()-1)
K()=(1-X)
K(12—=K(1)+K(I) = xK(I) = 1+x
K(H—-(1-%
K(1)24+x[1-K(1)] -1

= -0 (4.119)

Agora derivando a equacé.{19 temos que

(1-KM)[K(1) = (1=x)] = [K(1)*+x[1 - K(1)] - 1]
[K(1) = (1=x)]?
—1-KMP+[1-KD)x—=K()2=x1—-K(1)]+1
[K(1) = (1-x)]?

KA (x) =

-1+ 2K() —K(1)2=K(1)%+1

B [K(1) = (1=x)]?

_ KA -K(1)]

~ KM@ (@120

ComoK(l) < —1 temos que(1)[1— K(I)] < 0. Portanto, de4.120 temos que
K(A)'(x) < 0. Logo,K(A)(x) € uma fungéo decrescente em [0,1]. Logo, para todo
x € [0,1] temos que

K(A)(1) < K(A)(x) < K(A)(0). (4.121)
Mas
2 2_
K(A)(0) = If(((%_ll =K(l)+1 e KA1 = K(I)K(UK(I) =K(I)—1.
(4.122)

Portanto de4.121) temos que

K()—1<K(A) <K(1)+1. (4.123)
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ii. Seg=—1entdo de4.5temos que= K1 ) . Assim subtituindo em4(.118 temos
que

KK +1-1)—(1—-x)? (K(I)+1)?
K(l)+1 (K(l) +1—x)2
[K(1)* = (1=x)(K(1) +1)
(K(1)+1-x)?
(K1) = A =x][K{1) + (1 =x)](K(1)+1)
[K(1) +(1-x)]?
[K() = (1=x)](K()+1)
K1)+ (1-X)
|
K

KA (X) =

K(24+K(1) —K(I) +xK(I) = 1+x
(H+(1-x)
K(1)24+xK(1)+1] -1

K1)+ (1-x) ’

(4.124)

Agora derivando a equacaé.{24 temos que
(K +D)[K(1) + (1 =x)] + K () +x[K (1) +1] - 1]

, (1
KA = RO

B K1) +1]2 = [K(D) 4+ x4+ K(DZ+x1+K(1)] -1
a [K(1)+(1-x)]?
KM +12+K(1)2-1
a [K(1)+(1-x)]2
K()2+2K(1) +1+K(1)2-1

[K(1) +(1—x)]2
2K (1) [1+K(1)]
[K(D)+(1-x)]?

(4.125)

ComoK(l) < —1 temos que(1)[1+ K(I)] > 0. Portanto, de4.125 temos que
K(A)'(x) > 0. Logo,K(A)(x) € uma funcdo crescente em [0,1]. Logo, para todo
x € [0,1] temos que

KIA)(0) < K(A)(X) < K(A)(D). (4.126)
Mas
2 2
K (A)(0) = *f((('l)> +11 —K()-1 e K(A)1) = W —K(1)+ 1.
(4.127)

Portanto de4.121) temos que

K(1)—1<K(A)(X) <K(I)+1. (4.128)
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Assim concluimos def(12]) e (4.128 que
K(N—1<K(A) <K(l)+1<0, (4.129)

neste caso, segue que
inf |K(A)| > 0 (4.130)

Uma vez que(A,ll) € um par Codazzi com curvatura extrinseca constante
K(A/Il) < 0 pelo Teorema4.5) e A é completa entdo pelo Teorem&a§) temos que
inf|K(A)| = 0, mas isto contrariad(130).

Portanto néo existe qualquer imerséoldfx R e & x R com curvatura Gaus-
siana constanté (1) < —1. O

No capitulo 3 mostramos a existéncia de infinitas supesficanpletas em
H? x R com curvatura Gaussiana constante < K(1) < 0. Porém emS” x R ainda
nao se sabe a existéncia de superficie completa com cluav&aussiana constante
—1 < K(I) < 0, neste caso podemos observar que ndo existe qualquednssm
curvatura Gaussiana constantd < K(1) < 0 quando o gradiente da funcéo altira
satisfaz a uma certa hipétese.

Lema 4.13 Nao existe qualquer imersao completa com curvatura Ganastanstante
—1<K(l) < 0em $ x R satisfazendo

|Oh||? <co<1+K(l) ou ||Oh|?>co>1+K(l) (4.131)
para uma constante positiva € R.
Prova Suponhamos por absurdo a existéncia de tal imersao. Nestepelo lema4.3)

temos queéA é riemanniana. Come 1 < K(I) < 0 entdo—2 < K(l) —1 < —1. Logo de
(4.5 temos que

_1<C:K(I)—1<_§' (4.132)
Assim de 4.132 e (4.78 temos que
A(w) > I (w) +cl(w) = (14c)l (w). (4.133)

Assim como foi visto na demonstracéo do Teorema do Tipo Hiteenos queéA
€ completa.

Pelo teorema4.5) temos que(A/ll) € par codazzi com curvatura extrinseca
negativa.
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Portanto pelo teoremd @) temos que infkK(A)| = 0. Mas de 4.118 temos que
K(A) =0 se, somente se,

(1+c)K(l) —c(1—||Oh|]?)2=0. (4.134)
Substituindo4.77) na equacéo acima temos que

1 1

K(1)?  (1—[|Bh|]?)?
oK) = s 2= -
K()—1 K()—1

1~ |0hif%) K)-1  K()—1

0=(1+

entdoK (A) = 0 se, e somente sgl — ||0h[|%)%2 = K(1)2.

Mas 1— ||0h)|?> >0 e -1 < K(I) < 0, logo 1— ||0h||> = —K(I). Portanto
K(A) = 0 se, e somente sg1h||? = K(I) 4 1.

Por outro lado pelo item) da demostracéo do Teorema do Tipo Hilbert temos
queK (A)(x) € descrescente onae= ||0h||? € [0,1]. Logo, de 4.13] temos

K(A)(X) = K(A)(co) > K(A)(L+K(1)) =0
ou (4.135)
K(A)(X) < K(A)(co) < K(A)(L+K(1))=0.

Portanto nos temos quig (A)| > |K(A)(co)| > 0 que contraria 0 Teoremé4.g).
Logo, ndo existe alguma imersdo eBf x R com curvatura constante
—1 < K(I) < 0 satisfazendo4(131). O



Conclusao

Em H? x R mostramos que a esfera topoldgica é a Unica superficie etapl
a menos de isometria, com curvatura Gausstaflg constante positiva. No caso em
gue a curvatura é nula encontramos os cilindros flat e a sagedue corta o eixo de
revolucéo representada pela Figut&(a). E no caso em quel < K(I) < 0 mostramos a
existéncia de infinitas superficies completas com curggBaussian& (1) representadas
pelas Figuras2.3), (2.4) e (2.5). E finalmente, quandi(l) < —1 mostramos que n&do
existe qualquer superficie completa que possua curvaiamasgna igual E(1).

Agora emS? x R mostramos também que a esfera topolégica é a Uinica superfici
completa, a menos de isometria, com curvatura GaussiassacoeK (1) > 1. No caso
em 0< K(I) < 1 mostramos que sob certa condi¢do no gradiente da fungia afio
existe qualquer superficie completa que possua curvatatssgna igual a K(I). No
caso em a curvatura é nula encontramos somente os cilindtesE no caso em que
—1 < K(I) < 0 mostramos também que sob certa condi¢&o no gradiente ¢hofatiura
néo existe qualquer superficie completa de curvatura @Gasssonstante igual l(1).
Finalmente, quandi (1) < —1 mostramos que n&o existe qualquer superficie completa
que possua curvatura Gaussiana iguél ).
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