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Deus de fato joga dados.

E o problema é que muitas vezes ele os lança em

lugares que não enxergamos.

Stephen W. Hawking,

Astrof́ısico e Matemático Inglês



Resumo

O objetivo deste trabalho é estudar existência, unicidade, estabilização não exponencial e o
decaimento polinomial do seguinte sistema acoplado de equações de onda



utt −∆u+ ut + αv = 0 em Ω× (0,∞),

vtt −∆v + αu = 0 em Ω× (0,∞),

u = v = 0 sobre Γ× (0,∞),

u(0) = u0, v(0) = v0 em Ω,

ut(0) = u1, vt(0) = v1 em Ω.

Usaremos as técnicas de Semigrupos, Teorema de Gearhart e o método da energia.

Palavras Chaves: Semigrupos, estabilização não exponencial, decaimento polinomial.



Abstract

In this work we study the existence, uniqueness, non exponential stabilization and the poly-
nomial decay of the following coupled system



utt −∆u+ ut + αv = 0 in Ω× (0,∞),

vtt −∆v + αu = 0 in Ω× (0,∞),

u = v = 0 on Γ× (0,∞),

u(0) = u0, v(0) = v0 in Ω,

ut(0) = u1, vt(0) = v1 in Ω.

We use semigroup tecnical, Gearhart Theorem and energy method.

Keywords: Semigroup, non exponential stabilization, polynomial decay.
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Caṕıtulo 1

Introdução

O objetivo deste trabalho é estudar existência, unicidade, estabilização não exponencial e
o decaimento polinomial do seguinte sistema acoplado de equações de onda

utt −∆u+ ut + αv = 0 em Ω× (0,∞), (1.1)

vtt −∆v + αu = 0 em Ω× (0,∞), (1.2)

u = v = 0 sobre Γ× (0,∞), (1.3)

u(0) = u0, v(0) = v0 em Ω, (1.4)

ut(0) = u1, vt(0) = v1 em Ω, (1.5)

onde Ω ⊂ Rn é um conjunto aberto, limitado com fronteira Γ regular e α é um número real
positivo bastante pequeno.

O modelo acima representa a evolução de um sistema, consistindo de duas membranas
elásticas sujeita a uma força elástica, que une uma a outra através do coeficiente α (veja [9]).

É bem conhecido (veja [3]) que a clássica equação de onda

utt −∆u = 0 em Ω× (0,∞),

u = 0 sobre Γ× (0,∞),

u(x, 0) = u0(x), ut(x, 0) = u1(x) em Ω,

descreve um sistema conservativo. Por outro lado, é também conhecido (veja [3], [11], [14]) que
a equação de onda com termo de amortecimento

utt −∆u+ ut = 0 em Ω× (0,∞),

u = 0 sobre Γ× (0,∞),

u(x, 0) = u0(x), ut(x, 0) = u1(x) em Ω,

é exponencialmente estável.

Neste trabalho demonstraremos que o sistema de equações de onda (1.1) - (1.5) é bem posto
e polinomialmente estável.

Vários autores estudaram o sistema (1.1) - (1.5), dentre eles destacamos [7], [8] e suas re-
ferências, que mostraram que o sistema (1.1) - (1.5) é bem posto e polinomialmente estável.
A principal diferença aqui é para dar uma nova demonstração da estabilidade polinomial, uti-
lizando o teorema de Gearhart e argumentos de técnicas multiplicativas. Este é um fato novo na
literatura.



Os caṕıtulos seguintes são organizados como segue: no caṕıtulo 2 serão apresentados os
resultados básicos da teoria de semigrupos, fundamentais no desenvolvimento deste trabalho. No
caṕıtulo 3 demonstraremos existência, unidade e decaimento não exponencial para o problema
(1.1) - (1.5). No caṕıtulo 4 demonstraremos que o problema (1.1) - (1.5) não é exponencialmente
estável, porém é polinomialmente estável e apresentaremos alguns exemplos de aplicação do
principal resultado.
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Caṕıtulo 2

Semigrupos

Apresentaremos neste caṕıtulo os principais aspectos da teoria de semigrupos, que utilizaremos
nos caṕıtulos seguintes.

2.1 Definições e Teoremas Importantes

Sejam X um espaço de Banach real ou complexo e por £ = {T : X → X : T é linear cont́ınuo},
estaremos denotando o espaço dos operadores lineares cont́ınuos de X em X com a norma usual

||T || = sup
x∈X

{
‖Tx‖
‖x‖

: x 6= 0

}
= sup

‖x‖=1

{‖Tx‖ : x ∈ X}.

Definição 2.1.1. Um semigrupo de operadores lineares em X é uma famı́lia {T (t) : t ≥ 0} ⊂
£(X) tal que

(i)T (0) = I (Identidade em £(X));
(ii) T (t+ s) = T (t)T (s), ∀ t, s ≥ 0.

Definição 2.1.2. Dizemos que o semigrupo {T (t) : t ≥ 0} é uniformemente cont́ınuo, se

lim
t→0+

‖T (t)− I‖ = 0.

Definição 2.1.3. Dizemos que o semigrupo {T (t) : t ≥ 0} é fortemente cont́ınuo (ou C0 −
semigrupo) se

lim
t→0+

T (t)x = x, ∀ x ∈ X. (2.1)

A equação (2.1), é equivalente a seguinte equação

lim
t→0+

‖T (t)x− x‖ = 0, ∀x ∈ X.

Definição 2.1.4. Se {T (t) : t ≥ 0} é um semigrupo fortemente cont́ınuo em X, seu gerador
infinitesimal é o operador A : D(A) ⊂ X → X definido por

Ax = lim
t→0+

T (t)x− x

t
,

onde

D(A) =

{
x ∈ X : lim

t→0+

T (t)x− x

t
existe

}
.
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Observe que

Ax = lim
t→0+

T (t)x− x

t
=
d+

dt
T (t)x|t=0,

para x ∈ D(A).

Definição 2.1.5. Seja X um espaço de Banach real ou complexo e X∗ seu dual. Indicare-
mos o valor de x∗ ∈ X∗ em x ∈ X por 〈x∗, x〉 ou 〈x, x∗〉. Para cada x ∈ X, definimos o conjunto
dualidade F (x) ⊆ X∗ por

F (x) = {x∗ ∈ X∗;Re〈x∗, x〉 = ‖x‖2 = ‖x∗‖2}.

Observação. O Teorema de Hahn-Banach assegura que F (x) 6= φ.

Definição 2.1.6. Um operador A é dissipativo se para todo x ∈ D(A) existe um x∗ ∈ F (x) tal
que Re〈Ax, x∗〉 ≤ 0.

Teorema 2.1.1. Se {T (t) : t ≥ 0} é um C0 - semigrupo, então existem contantes ω e M ≥ 0 tal
que

‖T (t)‖ ≤Meωt, ∀t ∈ [0,∞[.

Demonstração: Vamos inicialmente mostrar que existe η > 0 tal que ‖T (t)‖ é limitada, para
0 ≤ t < η. De fato, caso contrário, existiria uma sequência (tm), com tm ≥ 0 tal que

lim
m→∞

tm = 0 e ‖T (tm)‖ ≥M.

Do Teorema da Limitação Uniforme, segue que, para algum x ∈ X, a sequência {‖T (tm)x‖} é
ilimitada, o que contraria (2.1). Logo, existem M ≥ 0 e η ≥ 0 tais que

‖T (t)‖ ≤M, para 0 ≤ t ≤ η.

Como ‖T (0)‖ = 1 e M ≥ 1, seja ω = η−1logM . Assim M = eηω. Dado t ≥ 0, existem n ∈ N e

0 ≤ δ < η, tais que t = nη + δ, ou seja, n =
t

η
− δ

η
e portanto, por propriedade de semigrupo,

temos

‖T (t)‖ = ‖T (nη + δ)‖ = ‖T (nη)T (δ)‖ = ‖T (η + η + ...+ η)︸ ︷︷ ︸
n vezes

T (δ)‖ = ‖T (η)T (η)...T (η)︸ ︷︷ ︸
n vezes

T (δ)‖

= ‖[T (η)]nT (δ)‖ = ‖[T (η)]n‖‖T (δ)‖ = ‖T (η)‖n‖T (δ)‖ ≤MnM = M
t
η
− δ

ηM ≤M
t
ηM

≤ eωtM = Meωt,

para todo 0 ≤ t <∞. 2

Corolário 2.1.2. Se {T (t) : t ≥ 0} é um C0 − semigrupo, então para cada x ∈ X, a função
t 7→ T (t)x é cont́ınua de R+ em X.

Demonstração. Veja [5].

Definição 2.1.7. Seja {T (t) : t ≥ 0} um C0 - semigrupo. Segue-se do teorema 2.1.1, que
existem constantes ω ≥ 0 e M ≥ 1 tais que ‖T (t)‖ ≤ Meωt, para t ≥ 0. Se ω = 0, ‖T (t)‖ ≤ M,
o semigrupo é chamado uniformemente limitado. No caso, em que ω = 0 e M = 1, o semigrupo
é chamado de contrações.
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Definição 2.1.8. Se A é um operador linear em X, não necessariamente limitado, o conjunto
resolvente (ρ(A)) de A é o conjunto de todos os números complexos λ para os quais λI − A é
inverśıvel e (λI−A)−1 é um operador limitado em X. A famı́lia R(λ,A) = (λI−A)−1, λ ∈ ρ(A)
é chamada de resolvente de A.

Teorema 2.1.3. Sejam {T (t) : t ≥ 0} um C0 − semigrupo e A seu gerador infinitesimal.
Então:

a) ∀x ∈ X, lim
h→0

1

h

∫ t+h

t

T (s)xds = T (t)x;

b) ∀x ∈ X,
∫ t

0

T (s)xds ∈ D(A) e A

(∫ t

0

T (s)xds

)
= T (t)x− x;

c) ∀x ∈ D(A) e t ≥ 0, T (t)x ∈ D(A) e
d

dt
T (t)x = AT (t)x = T (t)Ax, para t > 0;

d) ∀x ∈ D(A) e t, s ≥ 0, T (t)x− T (s)x =

∫ t

s

T (τ)Axdτ =

∫ t

s

AT (τ)xdτ.

Demonstração. Veja [5].

Corolário 2.1.4. Se A é o gerador infinitesimal de um C0 - semigrupo {T (t) : t ≥ 0}, então
D(A) é denso em X e A é um operador linear fechado.
Demonstração. Veja [5].

Teorema 2.1.5.. Sejam A o gerador infinitesimal de um C0 - semigrupo {T (t) : t ≥ 0} e
D(An) o domı́nio de An. Então

⋂∞
n=1D(An) é denso em X.

Demonstração. Veja [5].

Teorema 2.1.6.(Hille-Yosida) Um operador linear A é o gerador infinitesimal de um C0 -
semigrupo de contrações se e somente se

(i) A é fechado e D(A) = X;

(ii) O conjunto resolvente ρ(A) de A contém R+ e para todo λ > 0

‖R(λ,A)‖ ≤ 1

λ
.

Demonstração. Como A é o gerador infinitesimal de um C0 - semigrupo de contrações {T (t) :
t ≥ 0}, então pelo corolário 2.1.4, A é fechado e D(A) = X. Para cada λ > 0 e x ∈ X, seja
R(λ) : X → X definido por

R(λ)x =

∫ ∞

0

e−λtT (t)xdt. (2.2)

Como a função t 7→ T (t)x é cont́ınua e uniformemente limitada em [0,∞), a integral (2.3) existe
como uma integral imprópria, segundo Riemann, e define um operador R(λ) linear limitado
satisfazendo

‖R(λ)x‖ ≤
∫ ∞

0

e−λt‖T (t)x‖dt ≤ 1

λ
‖x‖,∀λ > 0.
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Além disso, multiplicando (2.3) por
T (h)− 1

h
, obtemos, para h > 0(

T (h)− 1

h

)
R(λ)x =

(
T (h)− 1

h

) ∫ ∞

0

e−λtT (t)xdt

=
T (h)

h

∫ ∞

0

e−λtT (t)xdt− 1

h

∫ ∞

0

e−λtT (t)xdt

=
1

h

∫ ∞

0

e−λtT (h)T (t)xdt− 1

h

∫ ∞

0

e−λtT (t)xdt

=
1

h

∫ ∞

0

e−λtT (t+ h)xdt− 1

h

∫ ∞

0

e−λtT (t)xdt.

Fazendo a mudança t+ h = s na primeira integral, obtemos(
T (h)− 1

h

)
R(λ)x =

1

h

∫ ∞

h

e−λ(s−h)T (s)xds− 1

h

∫ ∞

0

e−λtT (t)xdt

=
eλh

h

∫ ∞

h

e−λtT (t)xdt− 1

h

∫ ∞

0

e−λtT (t)xdt

=
eλh

h

∫ ∞

h

e−λtT (t)xdt− frac1h

(∫ h

0

e−λtT (t)xdt+

∫ ∞

h

e−λtT (t)xdt

)
=

(
eλh − 1

h

) [∫ 0

h

e−λtT (t)xdt+

∫ ∞

0

e−λtT (t)xdt

]
+

1

h

∫ 0

h

e−λtT (t)xdt

=

(
eλh − 1

h

) ∫ ∞

0

e−λtT (t)xdt− eλh

h

∫ h

0

e−λtT (t)xdt. (2.3)

Como o lado direito de (2.4) converge para λR(λ)x− x, temos R(λ)x ∈ D(A) e

AR(λ)x = λR(λ)x− x. (2.4)

Ou seja
x = λR(λ)x− AR(λ)x = (λI − A)R(λ)x.

Assim (λI − A)R(λ) = I, para todo λ > 0. Para cada x ∈ D(A), temos

R(λ)Ax =

∫ ∞

0

e−λtT (t)Axdt =

∫ ∞

0

e−λtAT (t)xdt

= A

(∫ ∞

0

e−λtT (t)xdt

)
= AR(λ)x. (2.5)

De (2.5) e (2.6), obtemos R(λ)(λI −A)x = x, para todo x ∈ D(A). Assim, para λ > 0, R(λ) é o
inverso de λI − A, e satisfaz a estimativa (2.2). 2

Os lemas seguintes são fundamentais na demonstração de (i) e (ii).

Lema 2.1.7. Suponha que A satisfaz as condições (i) e (ii) do teorema 2.1.6 e seja R(λ,A)
= (λI − A)−1. Então

lim
λ→∞

λR(λ,A)x = x, ∀ x ∈ X.

Demonstração. Suponhamos primeiramente que x ∈ D(A), logo de (2.5) e (2.6), obtemos

‖λR(λ,A)x− x‖ = ‖AR(λ,A)x+ x− x‖ = ‖R(λ,A)Ax‖.
15



Da desigualdade de Cauchy-Schwarz, obtemos

‖R(λ,A)Ax‖ ≤ ‖R(λ,A)‖‖Ax‖.

Pelo ı́tem (ii) do teorema 2.1.6, temos

‖R(λ,A)‖‖Ax‖ ≤ 1

λ
‖Ax‖ → 0,

quando λ → ∞ em D(A). Como D(A) é denso em X e ‖λR(λ,A)‖ ≤ 1, então λR(λ,A)x → x,
quando λ→∞, para todo x ∈ X.

Para todo λ > 0, consideremos a aproximação de Yosida Aλ de A dada por

Aλ = λAR(λ,A) = λ(λR(λ,A)− I) = λ2R(λ,A)− λI. (2.6)

É imediato que, para cada λ > 0, Aλ é um operador linear cont́ınuo em X e é consequência
imediata do lema 2.1.7 e de (2.6), que se x ∈ D(A), então

lim
λ→∞

Aλx = Ax.

2

Lema 2.1.8. Seja A satisfazendo as condições (i) e (ii) do teorema 2.1.6. Se Aλ é a apro-ximação
de Yosida de A, então Aλ, é o gerador infinitesimal de um semigrupo uniformemente cont́ınuo
de contrações etAλ . Além disso, para cada x ∈ X, λ, µ > 0, temos

‖etAλx− etAµx‖ ≤ t‖Aλx− Aµx‖, ∀ t ≥ 0.

Demonstração. Decorre de (2.7), que Aλ é um operador linear limitado, então Aλ é o ger-
ador infinitesimal de um semigrupo etAλ uniformemente cont́ınuo de operadores lineares em X.
Também de (2.7), temos

etAλ = et(λ2R(λ,A)−λI) = etλ2R(λ,A)−tλI = etλ2R(λ,A)e−tλI .

Dáı vem que

‖etAλ‖ = ‖etλ2R(λ,A)e−tλI‖ = e−tλ‖etλ2R(λ,A)‖
≤ e−tλetλ2‖R(λ,A)‖ ≤ e−tλeλ2t 1

λ = e−tλetλ = 1.

Portanto, {etAλ : t ≥ 0} é um semigrupo de contrações. Para quaisquer λ, µ > 0 se verifica que
AλAµ = AµAλ. Mostraremos que

etAλx− etAµx =

∫ 1

0

d

ds

(
etsAλet(1−s)Aµx

)
ds.

De fato, ∫ 1

0

d

ds

(
etsAλet(1−s)Aµx

)
ds =

(
etsAλet(1−s)Aµx

)
|10

= etAλ .e0x− e0.etAµx = etAλx− etAµx.

16



Então

‖ etAλx− etAµx‖ =

∥∥∥∥∫ 1

0

d

ds

(
etsAλet(1−s)Aµx

)
ds

∥∥∥∥
leq

∫ 1

0

‖tAλe
tsAλ .et(1−s)Aµx− tAµ.e

t(1−s)Aµ.etsAλx‖ds

=

∫ 1

0

t‖etsAλ .et(1−s)Aµ (Aλx− Aµx) ‖ds =

∫ 1

0

t‖etsAλ .et(1−s)Aµ‖.‖Aλx− Aµx‖ds

=

∫ 1

0

t‖etsAλ‖.‖et(1−s)Aµ‖.‖Aλx− Aµx‖ds =

∫ 1

0

t‖etAλ‖s.‖etAµ‖.‖etAµ‖−s‖Aλx− Aµx‖ds.

Como

‖etAλ‖s ≤ 1, ‖etAµ‖ ≤ 1 e ‖etAµ‖−s ≤ 1,

então

‖ etAλx− etAµx‖ ≤
∫ 1

0

t‖Aλx− Aµx‖, ∀ t ≥ 0. (2.7)

De (2.8) segue o resultado. 2

Voltemos agora à demonstração do teorema 2.1.6 (Hille-Yosida). Seja x ∈ D(A). Logo

‖etAλ − etAµ‖ ≤ t‖Aλx− Aµx‖ = t‖Aλx− Ax+ Ax− Aµx‖
≤ t‖Aλx− Ax‖+ t‖Ax− Aµx‖.

De (2.8) e do lema 2.1.8, segue-se que, para x ∈ D(A), etAλx converge, quando λ → ∞, e a
convergência é uniforme para t em intervalos limitados. Como D(A) é denso em X e ‖etAλ‖ ≤ 1,
segue que para cada x ∈ X e t ≥ 0, existe

lim
λ→∞

etAλ ,

e por definição

lim
λ→∞

etAλ = T (t)x. (2.8)

Segue de (2.9) que T (0) = I e ‖T (t)‖ ≤ 1, para todo t ≥ 0. Também, para cada x ∈ X, a
aplicação t 7→ T (t)x é cont́ınua para t ≥ 0, como limite uniforme de funções cont́ınuas. Assim,
T (t) é um C0-semigrupo de contrações em X. Para concluirmos a demonstração, mostraremos
que A é o gerador infinitesimal de T (t).

De fato, seja x ∈ D(A), então do teorema 2.1.3, obtemos

T (t)x− x = lim
λ→∞

(etAλx)− x

= lim
λ→∞

(etAλx− x)

= lim
λ→∞

∫ t

0

d

dt
(esAλx)ds

= lim
λ→∞

∫ t

0

Aλxe
sAλ =

∫ t

0

(
lim

λ→∞
esAλAλx

)
ds =

∫ t

0

T (s)Axds. (2.9)

Esta última igualdade segue da convergência uniforme de etAλAλx a T (t)Ax para t em intervalos
limitados.
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Seja B o gerador infinitesimal de {T (t) : t ≥ 0} e seja x ∈ D(A). Dividindo (2.10) por t > 0
e fazendo t → 0, conclúımos que x ∈ D(B) e que Bx = Ax. Assim, A ⊆ B (B é uma extensão
de A). Como B é gerador infinitesimal de T (t), segue das condições necessárias que 1 ∈ ρ(B),
além disso, como A ⊆ B, temos que

(I − A)D(A) = X = (I −B)D(A)

e
(I −B)D(A) = X = (I −B)D(B).

Logo obtemos
D(B) = (I −B)−1X = D(A)

e, portanto A = B, o que conclui a demonstração. 2

Corolário 2.1.9. Seja A o gerador infinitesimal de um C0 - semigrupo de contrações {T (t) : t ≥
0}. Se Aλ é a aproximação de Yosida de A, então

T (t)x = lim
λ→∞

etAλx, ∀x ∈ X. (2.10)

Demonstração: Do teorema (2.1.6), segue que o lado direito de (2.11) define um C0 - semi-
grupo de contrações S(t) cujo gerador infinitesimal é A e pela unicidade do gerador infinitesimal,
conclúımos que T (t) = S(t). 2

Corolário 2.1.10. Seja A o gerador infinitesimal de um C0 - semigrupo de contrações {T (t) :
t ≥ 0}. O conjunto resolvente de A contém o semi-plano {λ : Reλ > 0} e para tais λ

‖R(λ,A)‖ ≤ 1

Reλ
.

Demonstração: O operador R(λ)x =

∫ ∞

0

e−λtT (t)xdt está bem definido para λ, satisfazendo

Reλ > 0.

Na prova da primeira parte do teorema 2.1.6, foi demonstrado que R(λ)
∫∞

0
e−λtT (t)xdt =

(λI − A)−1, portanto ρ(A) ⊃ {λ : Reλ > 0} e a estimativa é imediata. 2

Teorema 2.1.11. Um operador A é dissipativo se e somente se

‖(λI − A)x‖ ≥ λ‖x‖, ∀ x ∈ D(A), λ > 0.

Demonstração: Suponhamos que A é dissipativo e sejam λ > 0 e x ∈ D(A). Se x∗ ∈ F (x) e
Re〈Ax, x∗〉 ≤ 0, então

‖(λI − A)x‖.‖x‖ = ‖λx− Ax‖.‖x∗‖. (2.11)

Da desigualdade de Cauchy-Schwarz, obtemos

‖λx− Ax‖.‖x∗‖ ≥ |〈λx− Ax, x∗〉| ≥ Re〈λx− Ax, x∗〉 = Re (〈λx, x∗〉 − 〈Ax, x∗〉)
= Re〈λx, x∗〉 −Re〈Ax, x∗〉 = λRe〈x, x∗〉 −Re〈Ax, x∗〉.

Como Re〈Ax, x∗〉 ≤ 0, então

λRe〈x, x∗〉 −Re〈Ax, x∗〉 ≥ λRe〈x, x∗〉 = λ‖x‖2.
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Portanto,

‖(λI − A)x‖.‖x‖ ≥ λ‖x‖2. (2.12)

Como ‖x‖ 6= 0, então de (2.13), segue o resultado.

Reciprocamente, seja x ∈ D(A) e suponhamos que

λ‖x‖ ≤ ‖(λI − A)x‖, ∀ λ > 0.

Sejam y∗λ ∈ F (λx− Ax) e z∗λ =
y∗λ
‖y∗λ‖

, então ‖z∗λ‖ = 1 e

λ‖x‖ ≤ ‖λx− Ax‖ = ‖λx− Ax‖.‖z∗λ‖ = 〈λx− Ax, z∗λ〉 = 〈λx, z∗λ〉 − 〈Ax, z∗λ〉
= λRe〈x, z∗λ〉 −Re〈Ax, z∗λ〉
≤ λRe|〈x, z∗λ〉| −Re〈Ax, z∗λ〉.

Da desigualdade de Cauchy-Schwarz, obtemos

λRe|〈x, z∗λ〉| −Re〈Ax, z∗λ〉 ≤ λ‖x‖.‖z∗λ‖ −Re〈Ax, z∗λ〉 = λ.‖x‖ −Re〈Ax, z∗λ〉.

Logo, λ‖x‖ ≤ λ.‖z∗λ‖ −Re〈Ax, z∗λ〉, ∀ λ > 0. Portanto

Re〈Ax, z∗λ〉 ≤ 0. (2.13)

Dividindo a desiguadade (2.14) por λ > 0, obtemos

‖x‖ ≤ Re〈Ax, z∗λ〉 −
1

λ
Re〈Ax, z∗λ〉,

o que resulta em

Re〈x, z∗λ〉 ≥ ‖x‖+
1

λ
Re〈Ax, z∗λ〉 = ‖x‖ − 1

λ
Re|〈Ax, z∗λ〉|.

Da desigualdade de Cauchy-Schwarz, obtemos

‖x‖ − 1

λ
Re|〈Ax, z∗λ〉| ≥ ‖x‖ − 1

λ
‖Ax‖.‖z∗λ‖.

Assim,

Re〈x, z∗λ〉 ≥ ‖x‖ − 1

λ
‖Ax‖.‖z∗λ‖. (2.14)

Como a bola unitária em X∗ é compacta na topologia fraca, {z∗λ : λ > 0}, possui um ponto de
acumulação z∗ ∈ X∗, com ‖z∗‖ ≤ 1. De (2.14) e (2.15) segue que Re〈Ax, z∗〉 ≤ 0 e Re〈x, z∗〉 ≥
‖x‖. Porém Re〈x, z∗〉 ≤ |〈x, z∗〉| ≤ ‖x‖, portanto

Re〈x, z∗〉 = ‖x‖.

Fazendo x∗ = ‖x‖z∗, temos que x∗ ∈ F (x). De fato, temos

Re〈x∗, x〉 = Re〈‖x‖z∗, x〉 = ‖x‖Re〈z∗, x〉 = ‖x‖.‖x‖ = ‖x‖2.

Dáı vem que ‖x∗‖ = ‖‖x‖z∗‖ = ‖x‖.‖z∗‖ = ‖x‖. Portanto x∗ ∈ F (x).

Mostraremos, agora, que Re〈Ax, x∗〉 ≤ 0. De fato, sabemos que Re〈Ax, z∗〉 ≤ 0, logo

Re

〈
Ax,

x∗

‖x‖

〉
≤ 0. Ou ainda,

1

‖x‖
Re〈Ax, x∗〉 ≤ 0. Portanto Re〈Ax, x∗〉 ≤ 0, e assim A é
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dissipativo. 2

Teorema 2.1.12. (Lumer-Phillipis). Seja A um operador linear em X com domı́nio D(A)
denso em X.
(i) Se A é dissipativo e existe um λ0 > 0 tal que a imagem, R(λ0I−A) = X, então A é o gerador
infinitesimal de um C0 - semigrupo de contrações em X.
(ii) Se A é o gerador infinitesimal de um C0 - semigrupo de contrações sobreX, então R(λI−A) =
X, para todo λ > 0 e A é dissipativo. Além disso, para todo x ∈ D(A) e todo x∗ ∈ F (x), temos
que Re〈Ax, x∗〉 ≤ 0.
Demonstração:
(i) Seja λ > 0. Sendo A dissipativo temos

‖(λI − A)x‖ ≥ λ‖x‖, ∀ x ∈ D(A). (2.15)

Visto que R(λ0I−A) = X, de (2.16) com λ = λ0, segue-se que (λ0I−A)−1 é um operador linear
limitado e, portanto fechado. Então λ0I − A é fechado e assim A é fechado.

Se R(λI − A) = X, para todo λ > 0, então de (2.16) segue que ρ(A) ⊇]0,∞[ e

‖R(λ,A)‖ ≤ 1

λ
.

Do teorema de Hille-Yosida segue que A é o gerador infinitesimal de um C0 - semigrupo de
contrações em X.
Para completar a prova de (i) resta mostrar que R(λI−A) = X, para todo λ > 0. Consideremos
o conjunto Λ = {λ; 0 < λ <∞ e R(λI −A) = X}. Se λ ∈ Λ, então por (2.16), λ ∈ ρ(A). Como
ρ(A) é aberto, existe uma vizinhança V de λ tal que V está contida em ρ(A). A interseção desta
vizinhança com a reta real está contida em Λ e, portanto Λ é aberto. Por outro lado, seja λn ∈ Λ,
λn → λ, com λ > 0. Para cada y ∈ X, existe xn ∈ D(A) tal que

λnxn − Axn = y. (2.16)

De (2.16) segue que ‖xn‖ ≤ 1
λn
‖y‖ ≤ C, para alguma constante C > 0. Assim

λm‖xn − xm‖ ≤ ‖λm(xn − xm)− A(xn − xm)‖ ≤ |λn − λm|‖xn‖ ≤ C|λn − λm|.

Portanto {xn} é uma sequência de Cauchy em D(A). Logo, existe x ∈ X tal que xn → x. Então
de (2.17), Axn → λx−y. Como A é fechado, x ∈ D(A) e λx−y = Ax. Portanto, R(λI−A) = X.
Assim, Λ também é fechado em (0,∞) e como λ0 ∈ Λ por hipótese, segue que Λ = (0,∞).

(ii) Se A é gerador infinitesimal de um C0 - semigrupo de contrações T (t) em X, então pelo
teorema de Hille-Yosida, ρ(A) ⊃]0,∞[ e portanto R(λI −A) = X, para todo λ > 0. Além disso,
se x ∈ D(A) e x∗ ∈ F (x), então

|〈T (t)x, x∗〉| ≤ ‖T (t)x‖.‖x∗‖ ≤ ‖x‖2.

Como
Re〈T (t)x− x, x∗〉 = Re〈T (t)x, x∗〉 −Re〈x, x∗〉,

e
Re〈T (t)x, x∗〉 ≤ 〈T (t)x, x∗〉 ≤ ‖x‖2, 〈x, x∗〉 = ‖x‖2,

então

Re〈T (t)x, x∗〉 −Re〈x, x∗〉 ≤ 0. (2.17)
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Dividindo (2.18) por t > 0 e fazendo t→∞, obtemos Re〈Ax, x∗〉 ≤ 0. 2

Corolário 2.1.13. Seja A um operador com domı́nio D(A) denso em um espaço de Hilbert
H. Se A é dissipativo e 0 ∈ ρ(A), então A é o gerador infinitesimal de um semigrupo de con-
tração de classe C0 sobre H.

Demonstração. Veja [7].

O teorema seguinte é fundamental na demonstração do principal resultado deste trabalho

Teorema 2.1.14(Gearhart). Seja S(t) = eAt um semigrupo de contrações de classe C0 so-
bre um espaço de Hilbert H. Então S(t) é exponencialmente estável se e somente se

ρ(A) ⊇ {iβ : β ∈ R} ≡ iR

e
lim
|β|→∞

‖(iβI − A)−1‖H <∞.

Demonstração. Veja [10].
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Caṕıtulo 3

Sistema Acoplado de Equações de Onda

3.1 Existência e Unicidade de Solução Global

Neste caṕıtulo, estudaremos existência, unicidade de solução forte global e a estabilização não
exponencial do sistema acoplado de equações de onda (1.1) - (1.5). No que segue, utilizaremos as
seguintes notações: (·, ·), | · |, ((·, ·)), ‖ · ‖, para designar o produto interno e a norma em L2(Ω)
e H1

0 (Ω), respectivamente. Isto é:

(u, v) =

∫
Ω

uvdx, |u|2 =

∫
Ω

u2dx, ∀u ∈ L2(Ω)

e

((u, v)) =

∫
Ω

∇u · ∇vdx, ||u||2 =

∫
Ω

|∇u|2dx, ∀u ∈ H1
0 (Ω).

Consideremos o espaço de Hilbert H = H1
0 (Ω)×H1

0 (Ω)×L2(Ω)×L2(Ω) munido com o seguinte
produto interno

〈U, V 〉H =

∫
Ω

[∇u1 · ∇v1 +∇u2 · ∇v2 + α(u1v2 + u2v1)]dx+

∫
Ω

[u3v3 + u4v4]dx, (3.1)

onde U = (u1, u2, u3, u4)
T e V = (v1, v2, v3, v4)

T . Consideremos o operador A : D(A) ⊂ H −→ H
com

D(A) = [H1
0 (Ω) ∩H2(Ω)]2 × [H1

0 (Ω)]2

definido por

A =


0 0 I 0
0 0 0 I

∆ −αI −I 0
−αI ∆ 0 0

 .
Fazendo ϕ = ut e ψ = vt, nas equações (1.1) e (1.2), respectivamente, obtemos o seguinte
problema de valor inicial:

dU

dt
= AU

U(0) = U0,

onde U = (u, v, ϕ, ψ)T e U0 = (u0, v0, u1, v1)
T .
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Usando o produto interno (3.1), obtemos

< AU,U >=

∫
Ω

∇ϕ · ∇udx+

∫
Ω

∇ψ · ∇vdx+ α

∫
Ω

ϕvdx

+α

∫
Ω

ψudx+

∫
Ω

(∆u− αv − ϕ)ϕdx+

∫
Ω

(∆v − αu)ψdx

=

∫
Ω

∇ϕ∇udx+

∫
Ω

∇ψ∇vdx+ α

∫
Ω

ϕvdx

+α

∫
Ω

ψudx−
∫

Ω

∇u∇ϕdx− α

∫
Ω

vϕdx−
∫

Ω

|ϕ|2dx

−
∫

Ω

∇v∇ψdx− α

∫
Ω

uψdx = −
∫

Ω

|ϕ|2dx ≤ 0.

Desta maneira, A é um operador dissipativo. Usando este resultado podemos estabelecer o
seguinte teorema.

Teorema 3.1.1. O operador A é o gerador infinitesimal de um semigrupo S(t) de contração de
classe C0 sobre H.

Demonstração: Visto que D(A) é denso em H e A é um operador dissipativo, então para
demonstrar o teorema (3.1.1), é suficiente provar que 0 ∈ ρ(A)(cf.Cor.2.1.13). Consideremos
F = (f1, f2, f3, f4)

T ∈ H. Então existe uma única U ∈ H (veja [2], [6]) tal que AU = F isto é,
ϕ = f1,
ψ = f2,

∆u− αv − ϕ = f3,
∆v − αu = f4.

(3.2)

Segue de (3.2) e da regularidade eĺıptica (veja [1]) que (3.2) possui uma única solução (u, v) ∈
(H1

0 (Ω) ∩H2(Ω))2. Portanto, 0 ∈ ρ(A) e (u, v, ϕ, ψ) ∈ D(A). Segue do corolário 2.1.13 que A é
o gerador infinitesimal de um semigrupo S(t) de contração de classe C0 sobre H. 2

Corolário 3.1.1.1 Para U0 ∈ H o sistema (1.1)-(1.5) tem uma única solução U ∈ C(0,+∞;H).
Além disso, se U0 ∈ D(Ak) para todo k ∈ IN∗, então a solução U é mais regular e satisfaz
U ∈ Ck−j(0,+∞;D(Aj)) para todo j = 0, ..., k.

Demonstração: Sendo A o gerador infinitesial de um semigrupo S(t) de contrações de classe
C0 sobre o espaço de Hilbert H, então dado U0 ∈ D(A) temos que

U(t) = S(t)U0

é solução do problema (1.1)-(1.5). De fato

d

dt
U(t) = lim

h→0

U(t+ h)− U(t)

h
= lim

h→0

S(t+ h)U0 − S(t)U0

h

= S(t) lim
h→0

S(h)− I

h
U0 = S(t)AU0 = AS(t)U0 = AU(t).

Além disso, U(0) = S(0)U0 = U0.

Por outro lado, dado U0 ∈ H temos

||U(t+ h)− U(t)||H = ||S(t+ h)U0 − U(t)U0||H ≤ ||S(t)||H ||S(h)− I||H ||U0||H → 0
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quando h → 0, visto que S(t) úm semigrupo de classe C0. Portanto, U ∈ C0(0,+∞;H). Além
disso, se U0 ∈ D(Ak) para todo k ∈ IN∗, então usando o mesmo argumento concluimos que a
solução U é mais regular e satisfaz U ∈ Ck−j(0,+∞;D(Aj)) para todo j = 0, ..., k. 2

3.2 Estabilização não Exponencial

Aqui usaremos o teorema de Gearhart para demonstrar que o problema (1.1) - (1.5) não é
exponencialmente estável. Para isto considere o problema espectral.{

−∆ω = λνων em Ω
ων = 0 sobre Γ,

(3.3)

onde (λν)ν∈N é crescente e
lim

ν→+∞
λν = +∞.

Teorema 3.2.1. Seja S(t) um C0 - semigrupo de contrações gerado por A. Então S(t) não é
exponencialmente estável.

Demonstração. Consideremos F = (f1, f2, f3, f4)
T e denotaremos U = (u, v, ϕ, ψ)T a solução

do sistema
iλU − AU = F,

isto é, 
λiu− ϕ = f1,
λiv − ψ = f2,
λiϕ−∆u+ αv + ϕ = f3,
λiψ −∆v + αu = f4.

(3.4)

Consideremos u = aων , v = bων , ϕ = cων , ψ = dων , com a, b, c, d ∈ C. Então fazendo f1 = f2 = 0
e f3 = f4 = ων em (3.4) e usando o problema espectral (3.3) obtemos

ϕ = λiu,
ψ = λiv,
−λ2aων + aλνων + αbων + cων = ων ,
−λ2bων + bλνων + αaων = ων .

(3.5)

Somando as duas últimas equações de (3.5), obtemos

−λ2(a+ b)ων + (a+ b)λνων + α(a+ b)ων + cων = 2ων .

Escolhendo λ =
√
λν + α e usando a equação anterior, obtemos c = 2. Logo,

a =
−2i√
λν + α

, b =
2i√
λν + α

+
1

α
, d =

−2α+ i
√
λν + α

α
.

Portanto 
u = −2i√

λν+α
ων ,

v = ( 2i√
λν+α

+ 1
α
)ων ,

ϕ = 2ων ,

ψ = −2α+i
√

λν+α
α

ων .

(3.6)
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Vamos mostrar que
‖U‖H → +∞, quando ν → +∞.

De fato, de (3.6), temos que

‖U‖2
H =

∫
Ω

∣∣∣∣( −2i√
λν + α

∇ων

)∣∣∣∣2 dx+

∫
Ω

∣∣∣∣( 2i√
λν + α

+
1

α

)
∇ων

∣∣∣∣2 dx
+2α

∫
Ω

(
−2i√
λν + α

ων

) (
2i√
λν + α

+
1

α

)
ωνdx+

∫
Ω

|2ων |2dx

+

∫
Ω

∣∣∣∣(−2α+ i
√
λν + α

α
ων

)∣∣∣∣2 dx −→∞, (3.7)

quando ν −→ +∞. Lembrando que

iλU − AU = F ⇒ U = (iλI − A)−1F, (3.8)

segue de (3.7) e pelo teorema (2.1.14) que S(t) não é exponencialmente estável. 2
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Caṕıtulo 4

Decaimento Polinomial

Nesse caṕıtulo mostraremos que a energia associada ao problema (1.1)-(1.5) decai polinomial-
mente. Para isto usaremos o método de energia, combinado com algumas desigualdades básicas.

Teorema 4.1. Seja U0 ∈ D(Ak), onde k ∈ IN∗. Então existe uma constante positiva d tal
que

E1(t) ≤
d

t

3∑
j=1

Ej(0), ∀t > 0,

onde

E1(t) := E1(t;u, v) =
1

2

∫
Ω

(|∇u|2 + |∇v|2 + |ut|2 + |vt|2 + 2αuv)dx, (4.1)

E2(t) = E1(t, ut, vt), E3(t) = E1(t, utt, vtt). (4.2)

Demonstração. Multiplicando as equações (1.1) e (1.2) por ut e vt, respectivamente, integrando
em Ω e aplicando a identidade de Green, obtemos∫

Ω

uttutdx+

∫
Ω

∇u · ∇utdx+ α

∫
Ω

utvdx+

∫
Ω

|ut|2dx = 0 (4.3)

e ∫
Ω

vtt.vtdx+

∫
Ω

∇v.∇vtdx+ α

∫
Ω

u.vtdx = 0. (4.4)

Somando (4.4) e (4.5), obtemos

1

2

d

dt
|ut|2 +

1

2

d

dt
|∇u|2 +

1

2

d

dt
|vt|2 +

1

2

d

dt
|∇v|2 +

α

2

d

dt
(2uv) +

∫
Ω

|ut|2dx = 0.

Logo,

d

dt
E1(t) = −

∫
Ω

|ut|2dx. (4.5)

Analogamente

d

dt
E2(t) = −

∫
Ω

|utt|2dx (4.6)

e

d

dt
E3(t) = −

∫
Ω

|uttt|2dx. (4.7)
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Derivando a equação (1.1) em relação a t, multiplicando por vt e integrando em Ω, obtemos∫
Ω

uttt.vtdx−
∫

Ω

∆ut.vtdx+

∫
Ω

utt.vtdx = −α
∫

Ω

|vt|2dx.

Usando a identidade de Green e notando que

d

dt

∫
Ω

uttvdx =

∫
Ω

utttvdx+

∫
Ω

uttvtdx,

e
d

dt
(

∫
Ω

∇ut · ∇vdx) =

∫
Ω

∇utt · ∇v +

∫
Ω

∇ut · ∇vtdx

obtemos
d

dt
ϕ1(t) =

∫
Ω

∇utt.∇vdx+

∫
Ω

uttt.vdx−
∫

Ω

uttt.vtdx− α

∫
Ω

v2
t dx,

onde

ϕ1(t) =

∫
Ω

uttvdx+

∫
Ω

∇ut.∇vdx. (4.8)

Usando a desigualdade de Young, obtemos

d

dt
ϕ1(t) ≤

∫
Ω

∇utt.∇vdx+

∫
Ω

uttt.vdx+
1

2α

∫
Ω

u2
tttdx−

α

2

∫
Ω

v2
t dx. (4.9)

Multiplicando a equação (1.1) por u, integrando em Ω e usando a identidade de Green, obtemos∫
Ω

uttudx+

∫
Ω

|∇u|2dx+ α

∫
Ω

uvdx+

∫
Ω

utudx = 0.

Notando que
d

dt

∫
Ω

utudx =

∫
Ω

utt.udx+

∫
Ω

|ut|2dx,

obtemos

d

dt
ϕ2(t) = −

∫
Ω

|∇u|2dx− α

∫
Ω

uvdx+

∫
Ω

u2
tdx. (4.10)

onde

ϕ2(t) := ϕ2(t; , u, v) =

∫
Ω

utudx+
1

2

∫
Ω

u2dx. (4.11)

De modo análogo, considerando

ϕ3(t) := ϕ2(t; , utt, vtt) + α

∫
Ω

uttvtdx, (4.12)

obtemos

d

dt
ϕ3(t) := −

∫
Ω

|∇utt|2dx− α

∫
Ω

uttvttdx+

∫
Ω

u2
tttdx+ α

∫
Ω

utttvtdx. (4.13)

Multiplicando a equação (1.2) por v, integrando em Ω e usando a identidade de Green, obtemos∫
Ω

vtt.vdx+

∫
Ω

|∇v|2dx+ α

∫
Ω

u.vdx = 0.
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Visto que
d

dt

∫
Ω

v.vtdx =

∫
Ω

v2
t dx+

∫
Ω

v.vttdx

obtemos

d

dt
ϕ4(t) = −

∫
Ω

|∇v|2dx− α

∫
Ω

u.vdx+

∫
Ω

v2
t dx. (4.14)

onde

ϕ4 :=

∫
Ω

vt.vdx. (4.15)

Considere o seguinte funcional

£(t) = N1(E1(t) + E2(t) + E3(t)) + ϕ1(t) + ϕ2(t) +N2ϕ3(t) + εϕ4(t), (4.16)

onde N1 > N2 > 0 e ε > 0. Então de (4.6),(4.7),(4.8),(4.10),(4.11),(4.14) e (4.15), obtemos

d

dt
£(t) ≤ −N1

∫
Ω

|ut|2dx−N1

∫
Ω

|utt|2dx−N1

∫
Ω

|uttt|2dx−
α

2

∫
Ω

|vt|2dx+
1

2α

∫
Ω

|uttt|2dx

+

∫
Ω

utttvdx+

∫
Ω

∇utt∇vdx−
∫

Ω

|∇u|2dx− α

∫
Ω

uvdx+

∫
Ω

|ut|2dx−N2

∫
Ω

|∇utt|2dx

+N2α

∫
Ω

utttvtdx+N2

∫
Ω

|uttt|2dx− ε

∫
Ω

|∇v|2dx− αε

∫
Ω

uvdx+ ε

∫
Ω

|vt|2dx.

Usando as desigualdades de Young e Poincaré, obtemos

d

dt
£(t) ≤ (−N1 + 1)

∫
Ω

|ut|2dx−N1

∫
Ω

|utt|2dx+

(
1

2α
−N1 +N2

) ∫
Ω

|uttt|2dx

−α
2

∫
Ω

|vt|2dx+
2

ε1

∫
Ω

|uttt|2dx+
C(Ω)ε1

4

∫
Ω

|∇v|2dx+
2

ε1

∫
Ω

|∇utt|2dx+
ε1

4

∫
Ω

|∇v|2dx

−
∫

Ω

|∇u|2dx− α

∫
Ω

uvdx−N2

∫
Ω

|∇utt|2dx+ 2αN2
2

∫
Ω

|uttt|2dx+
α

4

∫
Ω

|vt|2dx

−αε
∫

Ω

uvdx+ ε

∫
Ω

|vt|2dx− ε

∫
Ω

|∇v|2dx,

onde ε1 é uma constante positiva. Logo, escolhendo N1, N2 suficientemente grandes, com N1 >
N2 > 0, e ε, ε1 bastante pequenos, com ε > ε1, segue-se que existe k > 0 tal que

d

dt
£(t) ≤ −kE1(t), ∀ t > 0. (4.17)

De (4.17) segue-se que

C1

3∑
j=1

Ej(t) ≤ £(t) ≤ C2

3∑
j=1

Ej(t), (4.18)

onde C1, C2 são constantes positivas. De (4.18) e (4.19), obtemos

E1(t) ≤ −1

k

d

dt
£(t) (4.19)

e

£(0) ≤ C2

3∑
j=1

Ej(0). (4.20)
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Integrando (4.20) sobre [0, t], temos ∫ t

0

E1(τ)dτ ≤
1

k
£(0),

de onde segue que ∫ +∞

0

E1(τ)dτ ≤
1

k
£(0). (4.21)

De (4.21) e (4.22), encontramos∫ +∞

0

E1(τ)dτ ≤
1

k
£(0) ≤ C2

k

3∑
j=1

Ej(0). (4.22)

Observando que
d

dt
{tE1(t)} = E1 + t

d

dt
E1(t)

e
d

dt
E1(t) ≤ 0,

segue-se que

d

dt
{tE1(t)} ≤ E1(t). (4.23)

Integrando (4.24) sobre [0, t], temos

tE1(t) ≤
∫ t

0

E1(τ)dτ ≤
∫ +∞

0

E1(τ)dτ. (4.24)

De (4.23) e (4.25), obtemos

tE1(t) ≤
C2

k

3∑
j=1

Ej(0).

Fazendo d = C2

k
, obtemos

E1(t) ≤
d

t

3∑
j=1

Ej(0),

o que conclui a prova do resultado. 2
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Aplicações para outros Modelos

Aqui discutiremos alguns exemplos espećıficos de sistemas acoplados de equações diferenciais
parciais, que podemos estudar no contexto dos teoremas (3.2.1) e (4.1).

Aplicação 1

Consideremos o sistema acoplado de equações de onda
utt −∆u+ ut + α(u− v) = 0 em Ω×]0,∞[,
vtt −∆v − α(u− v) = 0 em Ω×]0,∞[,
u = v = 0 sobre Γ×]0,∞[,
(u(0, x), v(0, x)) = (u0(x), v0(x)) em Ω,
(ut(0, x), vt(0, x)) = (u1(x), v1(x)) em Ω.

Usando os teoremas (3.2.1) e (4.1), conclúımos que este sistema não é exponencialmente estável,
porém é polinomialmente estável, onde

E1(t) := E1(t;u, v) =
1

2

∫
Ω

(|ut|2 + |∇u|2 + |vt|2 + |∇v|2 + 2α|u− v|2)dx.

Aplicação 2

Consideremos o sistema acoplado do tipo Onda - Petrowsky

utt −∆u+ ut + αv = 0 em Ω×]0,∞[,

vtt + ∆2v + αu = 0 em Ω×]0,∞[,
u = v = ∆v = 0 sobre Γ×]0,∞[,
(u(0, x), v(0, x)) = (u0(x), v0(x)) em Ω,
(ut(0, x), vt(0, x)) = (u1(x), v1(x)) em Ω.

O mesmo não possui estabilização exponencial, mas é polinomialmente estável, conforme os
teoremas (3.2.1) e (4.1), onde

E1(t) := E1(t;u, v) =
1

2

∫
Ω

(
|ut|2 + |∇u|2 + |vt|2 + |∆v|2 + 2αuv

)
dx.

Aplicação 3

Consideremos o sistema Petrowsky - Onda

utt + ∆2u+ ut + αv = 0 em Ω×]0,∞[,

vtt −∆v + αu = 0 em Ω×]0,∞[,
u = ∆u = v = 0 sobre Γ×]0,∞[,
(u(0, x), v(0, x)) = (u0(x), v0(x)) em Ω,
(ut(0, x), vt(0, x)) = (u1(x), v1(x)) em Ω.

Usando os teoremas (3.2.1) e (4.1), conclúımos que não existe estabilidade exponencial, mas é
polinomialmente estável, com

E1(t) := E1(t;u, v) =
1

2

∫
Ω

(
u2

t + |∆u|2 + v2
t + |∇v|2 + 2αuv

)
dx.
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Aplicação 4

Consideremos o seguinte sistema de equações de onda com damping localmente distribúıdo
utt −∆u+ a(x)ut + α(u− v) = 0 em ]0, π[×]0,∞[,
vtt −∆v − α(u− v) = 0 em ]0, π[×]0,∞[,
u(0) = v(0) = u(π) = v(π) = 0 ∀ t > 0,
(u(0, x), v(0, x)) = (u0(x), v0(x)) em ]0, π[,
(ut(0, x), vt(0, x)) = (u1(x), v1(x)) em ]0, π[,

onde a(x) é uma função tal que a ∈ W 1,∞, a(x) ≥ 0 em [0, π] e a0 =
∫ π

0
a(x)dx > 0. Us-

ando os teoremas (3.2.1) e (4.1), conclúımos que não existe estabilidade exponencial, mas decai
polinomialmente, onde

E1(t) := E1(t;u, v) =
1

2

∫ π

0

(
u2

t + |∇u|2 + v2
t + |∇v|2 + 2α|u− v|2

)
dx.
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