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proposto uma primeira versão desta dissertação e por ter sido sempre atencioso e compreensivo.

• Ao meu orientador professor Ducival, por me conceder o prazer do seu valioso aux́ılio, se
mostrando sempre soĺıcito as minhas infindáveis dúvidas.
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”A dúvida permite extrair um núcleo de

certeza, que cresce à medida que ela se

radicaliza: é indubitável que, se duvido,

penso.”

René Descartes



Resumo

Neste trabalho estuda-se existência, unicidade de solução fraca global e decaimento expo-
nencial para o problema misto (P).

(P)



ut − a(l(u))∆u = f1(v) em Q = Ω× (0, T );

vt − a(l(v))∆v = f2(u) em Q = Ω× (0, T );

u(t) = v(t) = 0 sobre
∑

= ∂Ω× (0, T );

u(x, 0) = u0(x) em Ω;

v(x, 0) = v0(x) em Ω,

onde a : IR−→ IR é um operador lipschitz-cont́ınuo, fi ∈ lipγi
, com fi : IR−→ IR, i = 1, 2, ou

seja, cada fi com i = 1, 2 é Lipschtziana com constante de Lipschitz γi e l : L2(Ω) −→ IR é uma
forma linear e cont́ınua.

A existência é feita usando-se o método de Faedo-Galerkin, teorema de compacidade de
Aubin-Lions e algumas desigualdades relevantes da Análise Funcional. A unicidade é feita pelo
método tradicional, onde supõem-se a existência de duas soluções e mostra-se que estas são iguais
e finalmente para o decaimento exponencial, usa-se o Método da Energia.

Palavras Chaves: Existência, Unicidade, Solução Fraca Global, Decaimento Exponencial.



Abstract

In this work we study the existence, uniqueness and asymptotic behaviour of global weak
solutions for the mixed evolution problem (P).

(P)



ut − a(l(u))∆u = f1(v) in Q = Ω× (0, T );

vt − a(l(v))∆v = f2(u) in Q = Ω× (0, T );

u(t) = v(t) = 0 on
∑

= ∂Ω× (0, T );

u(x, 0) = u0(x) in Ω;

v(x, 0) = v0(x) in Ω,

where a : IR−→ IR is a continuous lipschitz operator, fi ∈ lipγi
, with fi : IR−→ IR, i = 1, 2 and

l : L2(Ω) −→ IR is a continuous linear form.

For the existence we used Faedo Galerkin Method, Aubin Lions’ theorem of compactness,
important inequalities of Functional Analysis, while for the uniqueness we used the standard
method and for the asymptotic behaviour we used the energy method.

Keywords: Existence, Uniqueness, Global Weak Solution, Asymptotic Behaviour.
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Introdução

O sistema (P) abaixo tem origem nos trabalhos de Chipot e Rodrigues [3] e de Corrêa, Menezes
e Ferreira [4] a partir da equação ut − a(l(u))∆u = f(u), por meio de um acoplamento na parte
não linear. Tal equação descreve diversos problemas que aparecem em várias situações f́ısicas.
Por exemplo, quando deseja-se estudar a questão relacionada com a cultura de bactérias u, a
equação em questão pode descrever a população dessas bactérias, sujeita ao espalhamento onde
o coeficiente de difusão a é suposto dependente da população inteira. Porém, para o problema
(P), até o presente momento, ainda não foi encontrado aplicação fisica que descreva tal situação.

(P)



ut − a(l(v))∆u = f1(u) em Q = Ω× (0, T );

vt − a(l(u))∆v = f2(v) em Q = Ω× (0, T );

u(t) = v(t) = 0 sobre
∑

= ∂Ω× (0, T );

u(x, 0) = u0(x) em Ω;

v(x, 0) = v0(x) em Ω.

Nos caṕıtulos 1 e 2, enuncia-se e demonstra-se alguns resultados muito relevantes de Análise
Funcional e E.D.P que serão utilizados posteriormente. No caṕıtulo 3, apresenta-se formalmente
o problema (P), com suas respectivas considerações, como notações e hipóteses, mostra-se exis-
tência de solução fraca, usando-se o método de Faedo-Galerkin, encontra-se limitações para as
funções um(t) e vm(t) em espaços adequados, através das estimativas à priori, assim prolonga-se a
solução (um(t), vm(t)) ao intervalo [0, T ], fazendo a passagem ao limite. Verificam-se as condições
iniciais. Para a unicidade, utiliza-se a hipótese H4 apresentada no caṕıtulo 1 e para o decaimento
exponencial utiliza-se fortemente a desigualdade de Poincaré.



Caṕıtulo 1

Preliminares

Neste caṕıtulo apresentam-se algumas definições e resultados, de grande relevância, que serão

utilizados posteriormente.

Definição 1.1.1 (Convergência Fraca): Sejam E um espaço de Banach e (uν)ν∈N uma

sequência de E. Então diz-se que, uν converge fraco para u e denota-se por uν ⇀ u se, e somente

se, 〈ϕ, uν〉 → 〈ϕ, u〉 ,∀ ϕ ∈ E ′
.

Definição 1.1.2 (Convergência Fraca Estrela): Sejam E um espaço de Banach, ϕ ∈ E ′
e

(ϕν)ν∈N uma seqüência de E
′
. Então diz-se que, ϕν converge fraco estrela para ϕ e denota-se por

ϕν
?
⇀ ϕ se, e somente se, 〈ϕν , u〉 → 〈ϕ, u〉 ,∀ u ∈ E.

Teorema 1.1.1(Banach - Steinhaus): Sejam E e F dois espaços de Banach. Seja (Ti)i∈I

uma famı́lia (não necessariamente enumerável) de operadores lineares e cont́ınuos de E em F .

Suponha que sup
i∈I

‖TiX‖ <∞ , ∀ x ∈ E, então sup
i∈I

‖TiX‖L(E,F ) <∞.

Ou seja, existe uma constante C tal que ‖Tix‖ ≤ C‖x‖, ∀ x ∈ E e ∀ i ∈ I.

Demonstração: Ver [1].

Proposição 1.1.1: Seja E um espaço de Banach e (xn) uma sucessão em E. Verifica-se:

(I) [xn ⇀ x em σ(E,E ′)] [〈f, xn〉 → 〈f, x〉, ∀ f ∈ E ′];

(II) Se xn → x fortemente, então xn ⇀ x fracamente para σ(E,E ′);

(III) Se xn ⇀ x fracamente para σ(E,E ′), então ‖xn‖ é limitada e ‖x‖ ≤ lim inf ‖xn‖;

(IV) Se xn ⇀ x fracamente em σ(E,E ′) e se fn → f fortemente em E ′(isto é, ‖fn−f‖E′ → 0),
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então 〈fn, xn〉 → 〈f, x〉.

Demonstração: Ver [1].

Observação 1.1.1: A parte (III) da proposição (1.1.1) é uma consequência do teorema de

Banach-Steinhaus.

Proposição 1.1.2: Seja E um espaço de Banach e (fn) uma sucessão em E ′. Verifica-se:

(I) [fn
?
⇀ f em σ(E ′, E)]⇐⇒ [〈fn, x〉 −→ 〈f, x〉,∀ x ∈ E];

(II) Se fn → f forte, então fn ⇀ f em σ(E ′, E ′′);

(III) Se fn ⇀ f em σ(E ′, E ′′), então fn
?
⇀ f em σ(E ′, E);

(IV) Se fn
?
⇀ f em σ(E ′, E), então ‖fn‖ está limitada e ‖f‖ ≤ lim inf ‖fn‖;

(V) Se fn
?
⇀ f em σ(E ′, E) e se xn → x fortemente em E, então 〈fn, xn〉 → 〈f, x〉.

Demonstração: Ver [1].

Teorema 1.1.2: Seja E um espaço de Banach separável e seja (fn) uma sucessão limitada

em E ′. Então existe uma subsucessão (fnk
) que converge na topologia σ(E ′, E).

Demonstração: Ver [1].

Teorema 1.1.3 (Banach-Alouglu-Bourbaki): Sejam E um espaço de Banach separável e

E ′ o seu dual topológico. Então o conjunto

BE′ = {f ∈ E ′; ‖f‖ ≤ 1} é compacto na topologia fraca estrela.

Demonstração: Ver [14].

Lema 1.1.1: (Compacidade de Aubin-Lions): Sejam 1 < pi < ∞, i = 0, 1 e B0, B,B1

espaços de Banach sendo que B0 e B1 são reflexivos tais que B0
c
↪→ B ↪→ B1 (

c
↪→ indica imersão

compacta). Para 0 < T <∞, considera-se o espaço

W = {w; w ∈ Lp0(0, T ;B0) e w
′ ∈ Lp1(0, T ;B1)}, com a norma

‖w‖W = ‖w‖LP0 (0,T ;B0) + ‖w‖LP1 (0,T ;B1). Então:

(I) W é um espaço de Banach;

(II) W
c
↪→ LP0(0, T ;B).

13



Demonstração: Ver [15].

Observação 1.1.2: Como conseqüência da Compacidade de Aubin-Lions, tem-se que, se

(uν)ν∈IN é uma seqüência limitada em L2 (0, T ;B0) e (u′ν)ν∈IN uma seqüência limitada em L2 (0, T ;B1)

então (uν)ν∈N é limitada em W . Dáı, segue-se que, existe uma subseqüência (uνk
)
k∈IN de (uν) tal

que uνk
−→ u forte em L2 (0, T ;B) .

Teorema de Carathéodory - Prolongamento de Solução

O próximo resultado é de grande importância para solução do problema principal, visto que,

nos permite prolongar a solução, ou seja, a solução se torna global. Vejamos primeiramente

algumas condições para depois enunciarmos e demonstrarmos o teorema a seguir.

Sejam D ⊂ IRn+1 e f : D → IRn. Diz-se que f satisfaz as condições de Carathéodory sobre D

se

i) f (t, x) é mensurável em t, para cada x fixo;

ii)f (t, x) é cont́ınua em x, para cada t fixo;

iii) Para cada compacto K em D, existe uma função real integrável mK (t) tal que

|f (t, x)| ≤ mK (t) ,∀ (t, x) ∈ D. (1.1)

Considere o retângulo R =
{
(t, x) ∈ IRn+1 ; |t− t0| ≤ a, |x− x0| ≤ b } , com a, b > 0.

Teorema 1.1.4 (Carathéodory): Seja f : R→ IRn satisfazendo as condições de Carathéodory

sobre R. Então, sobre algum intervalo |t− t0| ≤ β (β > 0), existe uma solução do problema de

valor inicial

{
X ′ = f (t,X) ;

X (t0) = X0.
(1.2)

Demonstração:

Para o caso t ≥ τ , tem-se:

Define-se a função M como sendo

M(t) = 0 (t < τ); (1.3)

M(t) =

∫ t

τ

m(s)ds (τ ≤ t ≤ τ + a); (1.4)

14



M é cont́ınua e não decrescente, pois m(t) ≥ 0,

M(τ) = 0.

Portanto, (t, ξ ±M(t)) ∈ R para algum intervalo τ ≤ t ≤ τ + β. Escolhendo-se β de modo

que τ + β ≤ τ + a define-se as seguintes aproximações ϕj (j = 1, 2, . . .) por

ϕj(t) = ξ

(
τ ≤ t ≤ τ +

β

j

)
; (1.5)

ϕj(t) = ξ +

∫ t−β/j

τ

f(s, ϕj(s))ds

(
τ +

β

j
< t ≤ τ + β

)
. (1.6)

Note que ϕ1(t) = ξ, ∀ t ∈ (τ, τ + β).

Fixado j ≥ 1 a integral em (1.6) só tem sentido se

τ < t− β

j
< τ +

β

j
⇔ τ +

β

j
< t ≤ τ +

2β

j
.

Dáı segue, que em (1.6) tem-se ϕj cont́ınua em τ ≤ t ≤ τ+
β

j
, e pelo exposto acima, desde que

(t, ξ) ∈ R, a equação (1.6) define ϕj como uma função cont́ınua no intervalo τ +
β

j
< t ≤ τ +

2β

j
.

Além disso, tem-se:

ϕj(t) = ξ +

∫ t−β/j

τ

f(s, ϕ(s))ds⇒ |ϕj(t)− ξ| =

∣∣∣∣∣
∫ t−β/j

τ

f(s, ϕ(s))ds

∣∣∣∣∣
|ϕj(t)− ξ| ≤

∫ t−β/j

τ

|f(s, ϕ(s))|ds⇒ |ϕj(t)− ξ| ≤
∫ t−β/j

τ

m(s)ds, por (1.1) e, portanto,

|ϕj(t)− ξ| ≤M

(
t− β

j

)
. (1.7)

Afirmação 1: ϕj(t) é uma função cont́ınua em τ ≤ t ≤ τ + β.

Prova-se essa afirmação usando indução finita.

Demonstração da Afirmação 1:

Para n = 1. Ok!

Suponha que para n = k, ϕj esteja definida em τ ≤ t ≤ τ +
kβ

j
para 1 < k < j. Assim

tem-se que

15



ϕj(t) = ξ +

∫ τ− kβ
j

τ

f(s, ϕj(s))ds.

De modo análogo, conclúı-se que ϕj(t) é cont́ınua em τ +
kτ

j
≤ t ≤ τ +

(k + 1)τ

j
. Portanto,

ϕj(t) é cont́ınua em τ ≤ t ≤ τ +
(k + 1)τ

j
. É fácil ver que ϕj satisfaz (1.7).

Segue-se então por indução que, (1.6) define ϕj como uma função cont́ınua em τ ≤ t ≤ τ +β,

para todo j ∈ IN satisfazendo

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
ϕj(t) = ξ, τ ≤ t ≤ τ +

β

j
;

|ϕj(t)− ξ| ≤M

(
t− β

j

)
, τ +

β

j
≤ t ≤ τ + β.

2

Afirmação 2: ϕj é equicont́ınua.

Demonstração da Afirmação 2:

Deve-se mostrar que, dado ε > 0 existe δ > 0, tal que, para quaisquer t1, t2, onde |t1− t2| < δ

tem-se |ϕj(t1)− ϕj(t2)| < ε, ∀j.

De fato, sabe-se que

|ϕj(t1)− ϕj(t2)| ≤
∣∣∣∣M (

t1 −
β

j

)
−M

(
t2 −

β

j

)∣∣∣∣ .
Sendo M cont́ınua em [τ, τ + β] vem que M é uniformemente cont́ınua. Logo,

|t1 − t2| =
∣∣∣∣(t1 − β

j

)
−
(
t2 −

β

j

)∣∣∣∣ < δ ⇒
∣∣∣∣M (

t1 −
β

j

)
−M

(
t2 −

β

j

)∣∣∣∣ < ε.

Donde segue nossa afirmação.

2

Afirmação 3: ϕj é equilimitada.

Demonstração da Afirmação 3:

Note que |ϕj(t)− ξ| ≤M

(
t− β

j

)
,∀j ∈ IN.
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Sendo M cont́ınua em [τ, τ + β], logo limitada, então existe C > 0 tal que |M(t)| ≤ C, desde

que

|ϕj(t)− ξ| ≤M

(
t− β

j

)
.

Segue que |ϕj(t)| ≤ |ξ|+ C, ∀ j ∈ IN.

2

Desta forma, a sequência (ϕj) está nas condições do teorema de Arzelà-Ascoli, assim existe

uma subsequência (ϕjk
) que converge uniformemente em [τ, τ + β] para uma função continua ϕ.

Afirmação 4: A função ϕ é solução de (1.2).

Demonstração da Afirmação 4:

Sendo f(t, x) cont́ınua em x, para cada t fixo, decorre que f(t, ϕjk
(t)) −→ f(t, ϕ(t)), ∀ t ∈ IR.

Usando (1.1), segue que |f(t, ϕjk
)(t)| ≤ m(t).

Desde que m(t) é Lebesgue integrável, então a função f está nas condições do teorema da

Convergência Dominada de Lebesgue (Ver [2]), resultando que

lim
k→∞

∫ t

τ

f(s, ϕjk
(s))ds =

∫ t

τ

f(s, ϕ(s))ds.

Além disso, para todo t ∈ [τ, τ + β] tem-se:

ϕjk
(t) = ξ +

∫ t

τ

f(s, ϕjk
(s))ds−

∫ t

t−β/jk

f(s, ϕjk
(s))ds.

Quando k → ∞, o segundo termo da integral tende a zero, e usando as considerações ante-

riores vem que

ϕ(t) = ξ +

∫ t

τ

f(s, ϕ(s))ds.

Donde segue o resultado.

2

Corolário 1.1.1 (Prolongamento de solução):

Seja D = [0, ω] × B, com 0 < ω < ∞, B = {x ∈ IRn; |x| ≤ b}, b > 0 e f nas condições de

Carathéodory. Seja ainda ϕ (t) uma solução de

 X
′
= f (t,X) ;

X (0) = X0, |X0| ≤ b.
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Suponha que em qualquer intervalo I onde ϕ (t) está definida, se tenha, |ϕ (t)| ≤ M , para

todo t ∈ I, M independente de t e M < b. Então ϕ tem um prolongamento até [0, ω] .

Demonstração: Ver [10].

Lema 1.1.2 (Lema de Gronwall) : Sejam ϕ, ψ : [a, b] → IR funções cont́ınuas e não-

negativas.

Se ϕ (t) ≤ α+

∫ t

a

ϕ (s)ψ (s) ds, (com α ≥ 0), então ϕ (t) ≤ α exp

[∫ t

a

ψ (s) ds

]
, ∀ t ∈ [a, b].

Em particular, ϕ (t) é limitada e se α = 0, então ϕ ≡ 0.

Demonstração:

Fazendo ω (t) = α +

∫ t

a

ϕ (s)ψ (s) ds, decorre da hipótese que ϕ (t) ≤ ω (t) e pelo Teorema

Fundamental do Cálculo, segue que ω
′
(t) = ϕ (t)ψ (t). Logo, ω

′
(t) ≤ ω (t)ψ (t), donde segue

ω
′
(t)

ω (t)
≤ ψ (t) .

Integrando a última desigualdade em [a, t], obtem-se∫ t

a

ω
′
(s)

ω (s)
ds ≤

∫ t

a

ψ (s) ds.

Assim, ∫ t

a

d

ds
ln (ω (s)) ds ≤

∫ t

a

ψ (s) ds.

Logo,

ln

(
ω (t)

ω (a)

)
≤
∫ t

a

ψ (s) ds,

isto é,

ω (t) ≤ α exp

(∫ t

a

ψ (s) ds

)
, t ∈ [a, b] .

Portanto, desta desigualdade e de ϕ (t) ≤ ω (t), segue o Lema.

2
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Lema 1.1.3: Seja γ (t) cont́ınua e não-negativa em [0, T ]. Se γ (t) ≤ C1+C2

∫ t

a

[
γ (s) + γ (s)2] ds,

0 ≤ t ≤ T , então existem T0 > 0 e C > 0 tais que γ (t) ≤ C, ∀ t ∈ [0, T0] , onde C1, C2 ≥ 0.

Demonstração:

Sejam ϕ (t) =

∫ t

a

[
γ (s) + γ (s)2] ds e Y (t) = C1 + C2ϕ (t).

Decorre da hipótese que

γ (t) ≤ C1 + C2ϕ (t) ,

ou ainda,

γ2 (t) ≤ [C1 + C2ϕ (t)]2 .

E pelo Teorema Fundamental do Cálculo segue,

ϕ
′
(t) = γ (t) + γ (t)2 ,

logo,

ϕ
′
(t) ≤ Y (t) + Y 2 (t) . (1.8)

Por outro lado, Y
′
(t) = C2ϕ

′
(t) ≤ C2 [Y (t) + Y 2 (t)], dáı segue

Y
′
(t) ≤ C2 [Y (t) + Y 2 (t)] , 0 ≤ t ≤ T. (1.9)

Observando que

d

dt

[
Y (t) e−C2t

]
= Y

′
(t) e−C2t − C2Y (t) e−C2t e aplicando esse resultado em (1.9), segue

d

dt

[
Y (t) e−C2t

]
≤ C2Y

2 (t) e−C2t. (1.10)

Integrando a última desigualdade em [0, t] e tomando Y (0) = C1, resulta

Y (t) ≤ C1e
C2t + C2e

C2t

∫ t

0

Y 2 (s) e−C2sds. (1.11)

Seja z (t) =

∫ t

0

Y 2 (s) e−C2sds. Assim resulta de (1.11) que Y (t) ≤ [C1 + C2z (t)] eC2t e,
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novamente pelo Teorema Fundamental do Cálculo

z
′
(t) = Y 2 (t) e−C2t.

Logo,

z
′
(t) ≤ [C1 + C2z (t)]2 eC2t, donde segue,

z
′
(t)

[C1 + C2z (t)]2
≤ eC2t.

Integrando a última desigualdade em [0, t], obtem-se∫ t

0

z
′
(t)

[C1 + C2z (t)]2
dt ≤

∫ t

0

eC2tdt.

Dáı segue,

− 1

[C1 + C2z (t)]
+

1

C1

≤ eC2t

C2

− 1

C2

,

ou ainda,

1

[C1 + C2z (t)]
≥ 1

C1

− eC2t

C2

+
1

C2

.

Agora suponha que,

1

C1

− eC2t

C2

+
1

C2

> 0 ⇐⇒ 1

C1

+
1

C2

>
eC2t

C2

⇐⇒ C2t < ln

(
1 +

C2

C1

)
.

Logo,

t <
1

C2

ln

(
1 +

C2

C1

)
.

Seja T ∗ =
1

C2

ln

(
1 +

C2

C1

)
onde T ∗ > 0.

Escolha T0 tal que 0 < T0 < T ∗, então 0 ≤ t ≤ T0, logo

C1 + C2z (t) ≤
[

1

C1

− eC2t

C2

+
1

C2

]−1

,

ou ainda,

C1 + C2z (t) ≤
[

1

C1

− eC2T0

C2

+
1

C2

]−1

.
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Assim,

Y (t) ≤ (C1 + C2z (t)) eC2t.

Por outro lado,

(C1 + C2z (t)) eC2t ≤
[

1

C1

− eC2T0

C2

+
1

C2

]
eC2T0 .

Portanto,

Y (t) ≤ C, 0 ≤ t ≤ T0.

Desta desigualdade e de γ (t) = Y (t), segue o Lema.

2
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Caṕıtulo 2

Introdução à Teoria das Distribuições e
aos Espaços de Sobolev

Neste caṕıtulo introduz-se à teoria de Distribuições e os Espaços de Sobolev. Tais tópicos,

nos permitem estender o conceito de solução de uma e.d.p. No que se segue, tem-se definições,

notações, proposições, lemas e teoremas que servirão de base teórica para o bom entendimento do

problema principal. Dessa maneira, no caṕıtulo que se segue, não existem todas as demonstrações

dos resultados utilizados de forma preliminar, mas menciona-se o referencial bibliográfico para

posterior consulta.

2.1 Teoria das Distribuições Escalares

2.1.1 Espaços das Funções Testes

Sejam Ω ⊂ IRn um aberto limitado e ϕ : Ω → IR, uma função cont́ınua. Denomina-se suporte

de ϕ, ao fecho, em Ω, do conjunto dos pontos x pertencentes a Ω onde ϕ não se anula. Denota-se

o suporte de ϕ por supp (ϕ). Simbolicamente, tem-se

supp (ϕ) = {x ∈ Ω;ϕ (x) 6= 0} em Ω.

Usando a definição conclui-se que o supp (ϕ) é o menor fechado fora do qual ϕ se anula e

valem as seguintes relações:

1) supp (ϕ+ ψ) ⊂ supp (ϕ) ∪ supp (ψ) ;

2) supp (ϕψ) ⊂ supp (ϕ) ∩ supp (ψ) ;

3) supp (λϕ) = λ supp (ϕ), λ ∈ IR− {0}.
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Exemplo 2.1.1.1: Seja ϕ : (0, 1) → IR tal que ϕ(x) = 1, ∀ x ∈ (0, 1).

Verifica-se que o supp (ϕ) = (0, 1), não é um conjunto compacto.

Faz-se um destaque especial as funções ϕ : Ω −→ IR, com suporte compacto contido em Ω

que, sejam infinitamente diferenciáveis. Com esse intuito considere a seguinte definição:

Definição 2.1.1.1: C∞
0 (Ω) é o espaço vetorial das funções indefinidamente diferenciáveis

com suporte compacto contido em Ω.

Os elementos de C∞
0 (Ω) são denominados funções testes em Ω.

Exemplo 2.1.1.2: Dados x0 ∈ IRn, r > 0, denota-se por Br (x0) a bola aberta de centro x0

de raio r, isto é, Br (x0) = {x ∈ IRn; ‖x− x0‖ < r} . Se Br (x0) ⊂ Ω , define-se ϕ : Ω −→ IR por

ϕ (x) =


exp

(
r2

‖x− x0‖2 − r2

)
se ‖x− x0‖ < r;

0 se ‖x− x0‖ ≥ r.

Neste exemplo, verifica-se que supp (ϕ) = Br(x0) é um compacto e que C∞
0 (Ω) é não vazio.

O espaço C∞
0 (Ω) é de grande importância para o nosso estudo, visto que estamos interessados

em estudar funcionais lineares cont́ınuos definidos em C∞
0 (Ω).

Observação 2.1.1.1: Por um multi-́ındice, entende-se como uma n-upla α = (α1, . . . , αn)

de números inteiros não negativos. Denota-se por |α| = α1 + · · ·+ αn a ordem do multi-́ındice e

por Dα o operador derivação parcial, de ordem |α|,

Dα =
∂|α|

∂α1
x1 . . . ∂αn

xn

.

Para α = (0, . . . , 0), tem-se por definição D0ϕ = ϕ.

A seguir dar-se noções de convergência em C∞
0 (Ω), tornando-o um espaço vetorial topológico.

2.1.2 Convergência em C∞0 (Ω)

Diz-se que uma sucessão (ϕn)n∈N de funções em C∞
0 (Ω) converge para ϕ em C∞

0 (Ω) quando

forem satisfeitas as seguintes condições:
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i) Existe um conjunto compacto K ⊂ Ω tal que

supp (ϕ) ⊂ K e supp(ϕn) ⊂ K, ∀ n ∈ IN;

ii) Dαϕn −→ Dαϕ uniformemente em K para todo multi-́ındice α.

O espaço vetorial C∞
0 (Ω), junto com a noção de convergência definida acima, é um espaço

vetorial topológico que denota-se por D(Ω), e denomina-se espaços das funções testes.

Observação 2.1.2.1: Sendo Ω limitado, obtemos D(Ω) ↪→ Lp(Ω) ∀ p, tal que 1 ≤ p < ∞,

com imersão cont́ınua e densa.

Demonstração:

De fato, dado ϕ ∈ D(Ω), tem-se que∫
Ω

|ϕ (x)|p dx ≤ sup
x∈Ω

|ϕ (x)|pm (Ω) <∞.

Isto prova a inclusão algébrica.

Para a continuidade, seja ϕn → ϕ em D(Ω). Mostra-se que∫
Ω

|ϕn (x)− ϕ (x)|p dx→ 0.

De fato, note que, ∫
Ω

|ϕn (x)− ϕ (x)|p dx =

∫
K

|ϕn (x)− ϕ (x)|p dx.

Logo pelo Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue,

lim
n→∞

∫
Ω

|ϕn (x)− ϕ (x)|p dx = lim
n→∞

∫
K

|ϕn (x)− ϕ (x)|p dx

=

∫
K

lim
n→∞

|ϕn (x)− ϕ (x)|p dx = 0.

Pode-se ainda mostrar que a imersão anterior é densa. Para isso ver [12] .

2
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2.1.3 Distribuições Escalares

Com o intuito de generalizar o conceito de funções sobre Ω, introduz-se o conceito de dis-

tribuições escalares.

Definição 2.1.3.1: Denomina-se distribuição escalar sobre Ω a toda forma linear e cont́ınua

sobre D(Ω), isto é, uma função T : D(Ω) −→ IR que satisfaz as seguintes condições:

i) T (αϕ+ βψ) = αT (ϕ) + βT (ψ), ∀ ϕ, ψ ∈ D (Ω) , ∀ α, β ∈ IR.

ii) T é cont́ınua, isto é, se (ϕν)ν∈N converge para ϕ, em D (Ω), então T (ϕν) → T (ϕ) em IR.

O valor da distribuição T na função teste ϕ, é denotado por 〈T, ϕ〉. Muniremos o espaço

vetorial das distribuições escalares da seguinte noção de convergência:

Considere o espaço de todas as distribuições sobre Ω. Neste espaço, diz-se que a sucessão

(Tν)ν∈N, converge para T , quando a sucessão (〈Tν , ϕ〉)ν∈N converge para 〈T, ϕ〉 em IR para toda

ϕ ∈ D(Ω). O espaço das distribuições sobre Ω, com esta noção de convergência é denotado por

D′(Ω).

As distribuições que aparecem com mais freqüência são aquelas definidas a partir de funções

localmente integráveis.

Definição 2.1.3.2: Diz-se que uma função u : Ω −→ IRé localmente integrável em Ω, quando

u é integrável à Lebesgue em todo compacto K ⊂ Ω. O espaço das funções localmente integráveis

é denotado por L1
loc (Ω). Em śımbolo tem-se

u ∈ L1
loc (Ω) ⇐⇒

∫
K

|u(x)| dx <∞ para todo compacto K ⊂ Ω.

Exemplo 2.1.3.1: Seja u ∈ L1
loc (Ω) e define-se Tu : D(Ω) −→ IRpor

〈Tu, ϕ〉 =

∫
Ω

u(x)ϕ (x) dx.

Nestas condições Tu é uma distribuição escalar sobre Ω.

Demonstração:

De fato, não é dif́ıcil mostrar a linearidade de Tu, pois segue da linearidade da integral. Resta

mostrar que Tu é cont́ınua.
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De fato, seja dada uma seqüência (ϕν)ν∈N de funções testes sobre Ω convergindo em D (Ω)

para uma função teste ϕ, então

|〈Tu, ϕν〉 − 〈Tu, ϕ〉| = |〈Tu, ϕν − ϕ〉| =

∣∣∣∣∣∣
∫
Ω

u(x) (ϕν − ϕ) (x) dx

∣∣∣∣∣∣
≤
∫
Ω

|u(x) (ϕν − ϕ) (x)| dx

≤ sup |ϕν − ϕ|
∫

Ω

|u (x)| dx→ 0.

Pois, ϕν → ϕ uniformemente.

2

A distribuição Tu assim definida é dita “gerada pela função localmente integrável u”e, usando

Lema Du Bois Raymond, tem-se que Tu é univocamente determinada por u, no seguinte sen-

tido: Tu = Tv se, e somente se, u = v quase sempre em Ω. Neste sentido identifica-se u com a

distribuição Tu e o espaço L1
loc (Ω) das funções localmente integráveis, pode ser visto como parte

do espaço das distribuições D′
(Ω) .

Lema 2.1.3.1 (de Du Bois Raymond): Seja u ∈ L1
loc(Ω). Então Tu = 0 se, e somente se,

u = 0 quase sempre em Ω.

Demonstração: Ver [11] .

Vale ressaltar que existem distribuições não definidas por funções de L1
loc(Ω), como pode ser

visto no exemplo a seguir.

Exemplo 2.1.3.2: Seja x0 um ponto de Ω e define-se a função δx0 : D (Ω) → IR como sendo

< δx0 , ϕ >= ϕ(x0).

É fácil verificar que δx0 é uma distribuição. Tal distribuição é conhecida por Distribuição

de Dirac, em homenagem ao f́ısico inglês Paul A.M. Dirac (1902-1984). Entretanto, mostra-se

que a distribuição δx0 não é definida por uma função u ∈ L1
loc (Ω), isto é, não existe u ∈ L1

loc (Ω)

tal que ∫
Ω

u(x)ϕ(x)dx = ϕ(x0), ∀ ϕ ∈ D (Ω) .
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Demonstração:

De fato, supõe-se que a distribuição δx0 é definida por alguma função u ∈ L1
loc(Ω). Então

< δx0 , ϕ >=

∫
Ω

u(x)ϕ(x)dx = ϕ(x0), ∀ ϕ ∈ D (Ω) .

Tomando ξ ∈ D (Ω) definida por ξ(x) = ‖x− x0‖2 ϕ(x), tem-se que

ξ(x0) =< δx0 , ξ >=

∫
Ω

u(x) ‖x− x0‖2 ϕ(x)dx = 0, ∀ ξ ∈ D (Ω) .

Portanto, tem-se ‖x− x0‖2 u(x) = 0 quase sempre em Ω, logo u(x) = 0 quase sempre em Ω,

isto é, < δx0 , ϕ >= 0, ∀ ϕ ∈ D (Ω), ou seja, ϕ(x0) = 0, ϕ ∈ D (Ω), que é uma contradição.

2

Com essa noção de convergência, D′
(Ω) passa a ser um espaço vetorial topológico e segue a

seguinte cadeia de imersões cont́ınuas e densas:

D (Ω) ↪→ LP (Ω) ↪→ L1
loc (Ω) ↪→ D

′
(Ω) , 1 ≤ p <∞.

2.1.4 Convergência e Derivada Distribucional

Com o intuito de estudar os espaços de Sobolev, introduz-se o conceito de derivada distribu-

cional para objetos de D′(Ω).

A motivação no conceito de derivada fraca e, posteriormente, o conceito de derivada distribu-

cional, dado por Sobolev, se deve a fórmula de integração por partes do Cálculo, sendo este

conceito generalizado para distribuições quaisquer em D′ (Ω).

Seja T uma distribuição sobre Ω e α um multi-́ındice. A derivada (no sentido das distribuições

de ordem α de T ) é definida como sendo o funcional linear DαT : D (Ω) → IR, tal que

〈DαT, ϕ〉 = (−1)|α| 〈T,Dαϕ〉 , ϕ ∈ D (Ω) .

Segue da definição acima, que cada distribuição T sobre Ω possui derivadas de todas as ordens.

Assim as funções de L1
loc (Ω) possuem derivadas de todas as ordens no sentido das distribuições.

Observe que a aplicação

Dα : D′ (Ω) → D′ (Ω)

é linear e cont́ınua no sentido da convergência definida em D′ (Ω). Isto significa que

27



lim
v−→∞

Tv = T em D′ (Ω) então lim
v−→∞

DαTv = DαT em D′ (Ω) .

Observação 2.1.4.1: Outro resultado interessante a ser mencionado é que a derivada de

uma função L1
loc (Ω), não é, em geral, uma função L1

loc (Ω), como mostra o exemplo a seguir.

Exemplo 2.1.4.1: Seja u a função de Heaviside, isto é, u é definida em IR e tem a seguinte

forma

u(x) =

{
1 se x > 0
0 se x < 0

,

assumindo qualquer valor em x = 0.

Esta função u pertence a L1
loc (Ω), mas sua derivada u′ = δ0 não pertence a L1

loc (Ω). Como

δ0 /∈ L1
loc (Ω), basta verificar que u′ = δ0.

Demonstração:

De fato,

< u
′
, ϕ >= − < u,ϕ

′
>= −

∫ ∞

0

ϕ
′
(x)dx =

∫ 0

∞
ϕ
′
(x)dx = ϕ(0) = < δ0, ϕ >, ∀ ϕ ∈ D (Ω) .

2

Tal fato, motiva a definição de uma classe significativa de espaços de Banach de funções,

conhecidos sob a denominação de Espaços de Sobolev.

Observação 2.1.4.2: Se u ∈ Ck(IRn), para cada |α| ≤ k , então a noção de derivada no

sentido clássico coincide com a noção derivada no sentido das distribuições, isto é

DαTu = TDαu, ∀ |α| ≤ k,

é uma conseqüência simples da fórmula de integração de Gauss.

2.2 Espaços de Sobolev

Apresenta-se nesta seção uma classe de espaços fundamentais para o estudo das Equações

Diferenciais Parciais, que são os espaços de Sobolev.
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2.2.1 O espaço Hm (Ω)

Seja Ω um aberto do IRn com fronteira bastante regular Γ. Observou-se na seção anterior

que se u ∈ Lp (Ω), u possui derivadas de todas as ordens no sentido das distribuições. Viu-se

que Dαu não é, em geral, uma distribuição definida por uma função de Lp (Ω), porém estamos

interessados em espaços de distribuições u ∈ Lp (Ω) cujas derivadas distribucionais permaneçam

em Lp (Ω), tais espaços serão denominados Espaços de Sobolev.

O espaço vetorial Lp (Ω), 1 ≤ p < ∞, é o espaço das (classes de) funções reais v : Ω → IR,

mensuráveis, tais que |v|p é integrável à Lebesgue em Ω.

Este espaço quando munido da norma

|v|Lp(Ω) =

(∫
Ω

|v(x)|p dx
)1/p

,

é um espaço de Banach. Ver [3].

O conjunto de todas as funções mensuráveis v essencialmente limitadas em Ω é denotado por

L∞ (Ω), define-se a norma de v por

‖v‖
L∞(Ω)

= supess |v (x)| , ∀ v ∈ L∞ (Ω) .

O espaço L∞ (Ω) é também um espaço de Banach. Ver [3].

No caso particular onde p = 2, temos que L2 (Ω) é um espaço de Hilbert. Neste caso o produto

interno é dado por

(u, v)
L2(Ω)

=

∫
Ω

u (x) v (x) dx,

cuja norma induzida é

|u|
L2(Ω)

=

(∫
Ω

|u|2 dx
)1/2

.

Dados um inteiro m > 0 e 1 ≤ p ≤ ∞, o espaço de Sobolev de ordem m sobre Ω, é o espaço

vetorial denotado por Wm,p (Ω), constitúıdo das funções u ∈ Lp (Ω) para as quais Dαu ∈ Lp (Ω),

para todo multi-́ındice α, com |α| ≤ m. Em śımbolo tem-se

Wm,p (Ω) = {u ∈ Lp (Ω) : Dαu ∈ Lp (Ω) , ∀ α,multi-́ındice, com |α| ≤ m} .

O espaço Wm,p (Ω) será munido da norma
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‖u‖W m,p(Ω) =

∑
|α|≤m

‖Dαu‖p
Lp(Ω)

1/p

, 1 ≤ p <∞

e se p = ∞

‖u‖W m,∞(Ω) =
∑
|α|≤m

‖Dαu‖L∞(Ω) .

Em ambos os casos Wm,p (Ω) é um espaço de Banach.

O espaço Wm,p (Ω) é um espaço reflexivo se 1 < p <∞ e separável se 1 ≤ p <∞.

No caso particular em que p = 2, o espaço Wm,2 (Ω) é um espaço de Hilbert, no qual denota-se

por Hm (Ω), isto é,

Hm (Ω) =
{
u ∈ L2 (Ω) ;Dαu ∈ L2 (Ω) , ∀ α, |α| ≤ m

}
,

as derivadas Dα, evidentemente, são no sentido das distribuições.

Define-se em Hm (Ω) o produto escalar

((u, v))Hm(Ω) =
∑
|α|≤m

∫
Ω

(Dαu,Dαv)
L2(Ω)

dx, ∀ u, v ∈ Hm (Ω) ,

com norma induzida por este produto escalar dada por

‖u‖Hm(Ω) =

∑
|α|≤m

∫
Ω

(Dαu)2

L2(Ω)
dx

1/2

.

Mostra-se que Hm (Ω) é espaço de Hilbert separável. Ver [11] .

Para se ter uma idéia mais apurada dos espaços de Sobolev, descreve-se alguns casos parti-

culares.

Em dimensão n = 1, tem-se,

H1 (a, b) =
{
u ∈ L2 (a, b) ;u

′ ∈ L2 (a, b)
}
, u

′
=
du

dt
.

Neste caso

‖u‖2
H1(a,b) =

∫ b

a

[u (t)]2 dt+

∫ b

a

[u′ (t)]
2
dt.
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Em dimensão n ≥ 2, tem-se

H1 (Ω) =

{
u ∈ L2 (Ω) ;

∂u

∂xi

∈ L2 (Ω) , i = 1, . . . , n

}
e neste caso,

‖u‖2
H1(Ω) =

∫
Ω

[u (x1, x2, . . . , xn)]2 dx1dx2 . . . dxn+
n∑

i=1

∫
Ω

(
∂u

∂xi

(x1, x2, . . . , xn)

)2

dx1dx2 . . . dxn,

ou, de modo mais conciso, escreve-se

‖u‖2
H1(Ω) =

∫
Ω

|u|2dx+

∫
Ω

|∇u|2 dx.

É oportuno observar que, embora o espaço vetorial das funções testes D (Ω) seja denso em

Lp (Ω), 1 ≤ p < ∞, em geral ele não é denso em Wm,p (Ω). Isto ocorre porque a norma de

Wm,p (Ω) é “bem maior”que a norma de Lp (Ω) e por isso Wm,p (Ω) possui menos seqüências

convergentes. Isto motivou a definição dos espaços Wm,p
0 (Ω), como sendo a aderência de D (Ω)

em Wm,p (Ω). No caso p = 2 denota-se esta aderência por Hm
0 (Ω).

Os espaços Wm,p
0 (Ω) e, em particular os espaços Hm

0 (Ω), desempenham papel fundamental

na Teoria dos Espaços de Sobolev e por conseguinte, na Teoria das EDP’s.

O Traço em H1 (Ω)

Demonstra-se que as funções de Hm (Ω) podem ser aproximadas na norma de Hm (Ω), por

função de D
(
Ω
)
, onde D

(
Ω
)

é o conjunto {ϕ|Ω ;ϕ ∈ D (IRn)} que se pode definir a restrição à

fronteira Γ de Ω. Dada ϕ ∈ H1 (Ω), considere uma seqüência (ϕν)ν∈N em D
(
Ω
)

com

ϕν −→ ϕ em H1 (Ω) .

Define-se o operador γ0 : H1 (Ω) −→ L2 (Γ) por

γ0 (ϕ) = lim
k→∞

ϕk|Γ ,

sendo o limite considerado na norma de L2 (Γ). O operador γ0, denominado operador traço, que é

cont́ınuo, linear, cujo núcleo é H1
0 (Ω). De forma mais simples escreve-se ϕ|Γ em vez de γ0ϕ, assim

pode-se caracterizar o espaço H1
0 (Ω) por: H1

0 (Ω) =
{
ϕ ∈ H1 (Ω) ; ϕ|Γ = 0

}
. A generalização

do operador traço para os espaços Hm (Ω) ocorre de forma natural e, no caso m = 2, tem-se
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H2
0 (Ω) =

{
ϕ ∈ H2 (Ω) ;ϕ|Γ = 0,

∂ϕ

∂ν
|Γ = 0

}
.

O dual topológico do espaço Wm,p
0 (Ω) representa-se por W−m,q (Ω) se 1 ≤ p <∞, com p e q

ı́ndices conjugados. Se ϕ ∈ W−m,q (Ω), então ϕ|D(Ω)
∈ D′

(Ω).

Quando p = 2, Wm,2
0 (Ω) é denotado por Hm

0 (Ω), cujo dual recebe a notação H−m (Ω). A

seguir enuncia-se sem demonstrar, o teorema que caracteriza o espaço W−m,p (Ω) .

Teorema 2.2.1.1: Seja T ∈ D′ (Ω). Então, T ∈ W−m,p (Ω) se, e somente se, existem funções

gα ∈ Lq (Ω) tais que T =
∑
|α|≤m

Dαgα.

Demonstração: Ver [9] .

Proposição 2.2.1.1: [Caracterização de H−1 (Ω)] Se T for uma forma linear cont́ınua sobre

H1
0 (Ω), então existem n+ 1 funções u0, u1, . . . , un de L2 (Ω), tais que

T = u0 +
n∑

i=1

∂ui

∂xi

.

Demonstração: Ver [15] .

De posse destes dois resultados pode-se concluir que, se u ∈ H1
0 (Ω), então ∆u ∈ H−1 (Ω),

sendo o operador ∆ : H1
0 (Ω) → H−1 (Ω), linear, cont́ınuo e isométrico.

Lema 2.2.1.1(Desigualdade de Poincaré): Seja Ω ⊂ IRn um aberto limitado em alguma

direção. Se u ∈ H1
0 (Ω), então existe uma constante C > 0 tal que

|u|2L2(Ω) ≤ C |∇u|2L2(Ω) .

Demonstração:

Suponha Ω ⊂ IRn, limitado na direção do eixo x1. Sendo v ∈ H1
0 (Ω), existe uma sucessão

(ϕν)ν∈N de funções de D(Ω) tal que ϕν → v em H1
0 (Ω), isto é,

ϕν → v em L2(Ω) e
∂ϕν

∂xi

→ ∂v

∂xi

em L2(Ω), i = 1, 2, . . . , n.
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Como Ω é limitado, existem a e b ∈ IR tais que, ∀ x ∈ Ω, a < proj x < b, onde a proj x é a

projeçãode x sobre o eixo coordenado x1. Agora dado ϕ ∈ D (Ω) e ϕ (a, x1, . . . , xn) = 0, tem-se

ϕ (x1, x2, . . . , xn) =

∫ x1

a

∂ϕ

∂ξ
(ξ, x2, . . . , xn) dξ.

E da desigualdade de Schwarz, obtem-se

|ϕ (x1, x2, . . . , xn)|2 =

(∫ b

a

∂ϕ

∂ξ
(ξ, x2, . . . , xn) dξ

)2

≤ (b− a)

∫ b

a

∣∣∣∣∂ϕ∂ξ (ξ, x2, . . . , xn)

∣∣∣∣2 dξ.
Aplicando o Teorema de Fubini tem-se

∫
Ω

|ϕ (x1, x2, . . . , xn)|2 dx ≤ (b− a)

∫
Ω

∫ b

a

∣∣∣∣∂ϕ∂ξ (ξ, x2, . . . , xn)

∣∣∣∣2 dξdx
≤ (b− a)2

∫
Ω

∣∣∣∣∂ϕ∂ξ (ξ, x2, . . . , xn)

∣∣∣∣2 dx.
Logo,

|ϕ|L2(Ω) ≤ (b− a)

[
n∑

j=1

∣∣∣∣ ∂ϕ∂xj

∣∣∣∣2
L2(Ω)

]1/2

.

Portanto,

|u|2L2(Ω) ≤ C |∇u|2L2(Ω) .

2

Observação 2.2.1.1: Utilizando-se da desigualdade de Poincaré pode-se concluir que, em

H1
0 (Ω), as normas ‖v‖H1(Ω) e |∇v|L2(Ω) são equivalentes.

Demonstração:

De fato, considere a norma em H1
0 (Ω). Se v ∈ H1

0 (Ω), tem-se

‖v‖2
H1(Ω) = |v|2L2(Ω) + |∇v|2L2(Ω) ≥ |∇v|

2
L2(Ω) .

Da desigualdade de Poincaré-Friedrichs, obtem-se

‖v‖2
H1(Ω) ≤ (1 + C) |∇v|2L2(Ω) .
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Conclui-se das desigualdades acima que, em H1
0 (Ω), as normas ‖v‖H1(Ω) e |∇v|L2(Ω) são equi-

valentes.

2

2.3 Espaços Lp (0, T ;X) e Distribuições Vetoriais

Sejam X um espaço de Banach real, com a norma ‖ · ‖X , T um número real positivo e χE a

função caracteŕıstica do conjunto E. Uma função vetorial ϕ : ]0, T [ → X, é dita simples quando

assume apenas um número finito de valores distintos. Dada uma função simples ϕ : (0, T ) −→ X

com representação canônica

ϕ (t) =
k∑

i=1

χEi
ϕi,

onde cada Ei ⊂ (0, T ) é mensurável, i = 1, 2, . . . , k, e os conjuntos Ei são dois a dois disjuntos,

m (Ei) < ∞ e ϕi ∈ X, i = 1, 2, . . . , k, define-se a integral de ϕ como sendo o vetor de X dado

por

∫ T

0

ϕ (t) dt =
k∑

i=1

m (Ei)ϕi.

Diz-que uma função vetorial u : (0, T ) −→ X é Bochner integrável (B− integrável) se existir

uma seqüência (ϕν)ν∈N de funções simples tal que

(i) ϕν −→ u em X, q.s em (0, T );

(ii) lim
k,m−→∞

∫ T

0

‖ϕk (t)− ϕm (t)‖X dt = 0.

Neste caso, a integral de Bochner de u, é por definição, o vetor de X dado por

∫ T

0

u (t) dt = lim
n→∞

∫ T

0

ϕν (t) dt,

onde o limite é considerado na norma de X.

Uma função vetorial u : (0, T ) ⊂ IR−→ X é fracamente mensurável quando a função numérica

t 7→ 〈Φ, u (t)〉 for mensurável, ∀ Φ ∈ X ′, onde X ′ é o dual topológico de X e diz-se que u é

fortemente mensurável, quando u for limite quase sempre de uma seqüência (ϕν)ν∈N de funções

simples. Em particular, se u for fortemente mensurável, então a aplicação t 7→ ‖u (t)‖X é

integrável a Lebesgue.
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Denota-se por Lp (0, T ;X) , 1 ≤ p < ∞, o espaço vetorial das funções ou classes de funções

u : (0, T ) −→ X fortemente mensuráveis e tais que a função t 7→ ‖u (t)‖p
X é integrável à Lesbegue

em (0, T ), munido da norma

‖u‖Lp(0,T ;X) =

(∫ T

0

‖u (t)‖p
X dt

)1/p

.

Quando p = 2 e X = H é um espaço de Hilbert, o espaço L2 (0, T ;H) é também um espaço

de Hilbert cujo produto interno é dado por

(u, v)L2(0,T ;H) =

∫ T

0

(u (s) , v (s))H ds.

Por L∞ (0, T ;X) representa-se o espaço de Banach das (classes de) funções

u : (0, T ) ⊂ IR−→ X,

que são fortemente mensuráveis e tais que t 7→ ‖u (t)‖X ∈ L∞ (0, T ). A norma em L∞ (0, T ;X)

é definida por

||u||L∞(0,T ;X) = supesst∈]0,T [ ||u(t)||X .

Se X é reflexivo e separável e 1 < p <∞, então Lp (0, T ;X) é um espaço reflexivo e separável,

cujo dual topológico se identifica ao espaço de Banach Lq (0, T ;X ′), onde p e q são ı́ndices

conjugados, isto é, 1
p

+ 1
q

= 1. No caso, p = 1, o dual topológico do espaço L1 (0, T ;X) se

identifica ao espaço L∞ (0, T ;X ′). A dualidade entre esses espaços é dada na forma integral

〈u, v〉(Lp(0,T ;X))′×Lp(0,T ;X) = 〈u, v〉Lq(0,T ;X′)×Lp(0,T ;X) .

Definição 2.3.1: Uma função f : [0, T ] → X é integrável se existe uma seqüência {Sk}k de

funções vetoriais simples, tal que,

∫ T

0

||Sk(t)− f(t)||Xdt→ 0, com k →∞.

Se f é integrável, define-se

∫ T

0

f(t)dµ = lim
k→∞

∫ T

0

Sk(t)dt.

A expressão

∫ T

0

f(t)dµ, é dita integral de Bochner de f em relação a µ.
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Exemplo 2.3.1: Sejam u ∈ Lp (0, T ;X), 1 ≤ p < ∞, e ϕ ∈ D (0, T ). Considere a função

Tu : D (0, T ) −→ X, definida por

Tu (ϕ) =

∫ T

0

u (s)ϕ (s) ds,

onde a integral é calculada no sentido de Bochner em X. A aplicação Tu é linear e cont́ınua

de D (0, T ) em X e por esta razão é denominada distribuição vetorial. A distribuição Tu é

univocamente determinada por u e, neste sentido, pode-se identificar u com a distribuição Tu

por ela definida e, portanto, Lp (0, T ;X) ↪→ D′ (0, T ;X) com imersão cont́ınua e densa.

O espaço das aplicações lineares e cont́ınuas de D (0, T ) em X, denomina-se espaço das dis-

tribuições vetoriais sobre (0, T ) com valores em X, o qual denota-se por D′ (0, T ;X).

Definição 2.3.2: Seja T ∈ D′ (0, T ;X). A derivada de ordem n é definida como sendo a

distribuição vetorial sobre (0, T ) com valores em X dada por

〈
dnT

dtn
, ϕ

〉
= (−1)n

〈
T,
dnϕ

dtn

〉
, ∀ ϕ ∈ D (0, T ) .

Por C0 ([0, T ] ;X), 0 < T < ∞, representa-se o espaço de Banach das funções cont́ınuas

u : [0, T ] −→ X munido da norma da convergência uniforme

‖u‖C0([0,T ];X) = max
t∈[0,T ]

‖u (t)‖X .

Por C0
v ([0, T ] ;X), denota-se o espaço das funções u : [0, T ] −→ X fracamente cont́ınuas, isto

é, a aplicação t 7→ 〈v, u (t)〉X′,X é cont́ınua em [0, T ] , ∀ v ∈ X ′.

Quando X = H é um espaço de Hilbert, a continuidade fraca de u é equivalente a con-

tinuidade da aplicação t 7−→ (u (t) , v)H , v ∈ H.

2.4 Um Resultado de Regularidade

Nessa seção, enuncia-se e se demonstra um teorema sobre regularidade, que será de grande

importância para garantir as condições do teorema de existência. Antes porém, precisa-se de

três lemas auxiliares, os quais se omitem as devidas provas.
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Lema 2.4.1: Se u ∈ L2(0, T,X), u′ ∈ L2(0, T,X ′) e θ ∈ C∞ ([0, T ]), então

1)
d

dt
(u, η)X = 〈u′, η〉X′X , ∀ η ∈ X;

2)
d

dt
(θu) = θu′ + θ′u.

Demonstração: Ver [9].

Lema 2.4.2: Considere o espaço de Hilbert W = {u; u ∈ L2(0, T ;X) e u′ ∈ L2(0, T ;X ′)},

como o produto interno

(u, v)W = (u, v)L2(0,T ;X) + (u′, v′)L2(0,T ;X′).

Então o conjunto dos vetores v = θη, com θ ∈ C∞ ([0, T ]) e η ∈ X é total em W .

Demonstração: Ver [9].

Lema 2.4.3: Seja u ∈ W e considere um número real 0 < a < T .

Estende-se a função u ao intervalo (−a, T + a), da seguinte forma

ũ(t) =


u(−t) se − a < t ≤ 0;

u(t) se 0 < t ≤ T ;

u(2T − t) se T ≤ t < T + a.

Então, claramente ũ ∈ L2(−a, T + a;X), onde
dũ

dt
∈ L2(−a, T + a;X ′).

Demonstração: Ver [9].

Teorema 2.4.1:(de Regularidade) Seja Y um espaço de Hilbert tal que X ↪→ Y , X é

denso em Y e a imersão de X em Y é cont́ınua. Tem-se

i) Se u ∈ W então u ∈ C0 ([0, T ] ;Y );

ii) Se u, v são funções satisfazendo i) então a função t −→ (u(t), v(t))Y é absolutamente

cont́ınua e vale a seguinte igualdade

d

dt
(u(t), v(t))Y = 〈u′(t), v(t)〉X′X + 〈u(t), v′(t)〉X′X ,

onde a derivada no primeiro membro da igualdade é a derivada no sentido das distribuições sobre

(0, T ) da função (u(t), v(t))Y .
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Demonstração:

i) Entende-se a função u como no Lema 2.4.3. Então

ũ ∈ L2(−a, T + a;X)eũ′ ∈ L2(−a, T + a;X ′).

Define-se a função w = θ(t)ũ(t), onde θ é uma função real continuamente diferenciável tal

que θ = 1 em [0, T ] e θ = 0 em uma vizinhança de (−a, T + a).

Considere a função j ∈ C1(IR; IR) tal que j(t) ≥ 0, j(t) = 0, para |t| ≥ 1, j(−t) = j(t),∫
IR

j(t)dt = 1 e j é decrescente em [0,∞).

Seja jν(t) = νj(νt), então jν(t) ≥ 0, ∀ ν ∈ IN, jν(−t) = jν(t), supp jν ⊂
[
−1

ν
,
1

ν

]
e

∫ +∞

−∞
jν(t)dt = 1.

Define-se a sucessão de funções

wν(t) =

∫ T+a

−a

jν(t− s)w(s)ds.

Então wν −→ w em L2(IR; X) e w′ν −→ w′ em L2(IR; X′), e por restrição ao intervalo [−a, T+a],

resulta

• wν −→ w em L2(−a, T + a;X);

• w′ν −→ w′ em L2(−a, T + a;X ′).

Desde que, w se anula numa vizinhança de (−a, T + a), então

wν(t) =

∫ T+a−ε

−a+ε

jν(t− s)w(s)ds.

onde ε > 0 independe de ν ∈ IN. Em particular,

wν(−a) =

∫ T+a−ε

−a+ε

jν(−a− s)w(s)ds.

Desde que, jν é par, ∀ ν, vem que

wν(−a) =

∫ T+a−ε

−a+ε

jν(a+ s)w(s)ds.
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Como s ∈ [−a + ε, T + a − ε] então a + s ∈ [ε, T + 2a − ε] e portanto, tomando ν0 tal que
1

ν0

< ε, tem-se que ∀ ν ≥ ν0, jν(a+ s) = 0. Assim, wν(−a) = 0, ∀ ν ≥ ν0.

Por outro lado, note que w′ν(t) ∈ X, logo

‖wν(t)− wµ(t)‖2
Y =

∫ t

−a

d

dt
‖wν(t)− wµ(t)‖2

Y ds =

∫ t

−a

2(w′ν(s)− w′µ(s), wν(s)− wµ(s))ds

≤
∫ t

−a

d

dt
‖w′ν(s)− w′µ(s)‖2

X′ds+

∫ t

−a

d

dt
‖wν(s)− wµ(s)‖2

Xds

≤
∫ T+a

−a

d

dt
‖w′ν(s)− w′µ(s)‖2

X′ds+

∫ T+a

−a

d

dt
‖wν(s)− wµ(s)‖2

Xds.

De onde resulta que (wν) é uma sucessão de Cauchy em C0 ([−a, T + a];Y ) .

Portanto, modificando os valores w(t) nos conjuntos de medida nula, encontra-se que w(t) ∈ Y

e ‖wν(t) − w(t)‖Y −→ 0 uniformemente em [−a, T + a], ou seja, w ∈ C0 ([−a, T + a];Y ) e por

restrição ao intervalo [0, T ], obtém-se w ∈ C0 ([0, T ];Y ). Mas, em [0, T ], w = ũ = u. Logo

u ∈ C0 ([0, T ];Y ).

Segue portanto o resultado.

ii) Para esta demonstração indica-se [9], onde se usa os lemas 2.4.1 e 2.4.2.

2
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Caṕıtulo 3

O Sistema Acoplado

3.1 Apresentação do Problema de Evolução

Neste caṕıtulo, tem-se como objetivo estudar a existência de solução fraca global, unicidade

e decaimento exponencial para o sistema (P) dado abaixo:

(P )



ut − a(l(v))∆u = f1(u) em Q = Ω× (0, T );

vt − a(l(u))∆v = f2(v) em Q = Ω× (0, T );

u(t) = v(t) = 0 sobre
∑

= ∂Ω× (0, T );

u(x, 0) = u0(x) em Ω;

v(x, 0) = v0(x) em Ω,

onde Ω é um aberto limitado do IRn com fronteira bem regular e T > 0 é um número real fixo,

porém arbitrário.

A existência será feita, via método de Faedo-Galerkin, teorema de compacidade de Aubin-

Lions e alguns resultados importantes de Análise Funcional.

O procedimento consiste em:

i) Definir o problema (P) em um espaço de dimensão finita, de forma conveniente, onde

tem-se um novo problema, que será denominado problema aproximado (PA).

ii) Mostrar que o problema aproximado (PA), possui solução local, na qual denomina-se

solução aproximada. Para existência de solução aproximada, transforma-se o sistema referente

ao problema aproximado, em um sistema matricial, no qual será equivalente a um sistema de

edo’s de 1a ordem. Dessa forma pode-se usar o Teorema de Existência de Carathéodory.

iii) Obter estimativas a priori sobre a sequência de soluções aproximadas. Dessa maneira

pode-se fazer a “passagem ao limite”e assim prolongar as soluções ao intervalo [0, T ].
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iv) A passagem ao limite é o último passo, onde mostra-se, a partir das estimativas a priori,

que a sequência de soluções aproximadas, converge numa topologia conveniente para solução do

problema (P).

No que se segue, utiliza-se as seguintes notações: (( , )); ‖ · ‖; ( , ); | · |, para designar

o produto interno e a norma em H1
0 (Ω) e L2(Ω) respectivamente e além disso, | · |IR denota

o módulo em IR. Aqui considera-se o espaço H1
0 (Ω), munido da “norma do gradiente”, ou seja,

se u(t) ∈ H1
0 (Ω), então ‖u(t)‖ = |∇u(t)|. Também, considera-se H−1(Ω) como sendo o dual

topológico de H1
0 (Ω).

3.2 Hipóteses

Considere as seguintes hipóteses:

H1) fi : IR−→ IR, i = 1, 2 são lipschitzianas, ou seja, existem constantes γi > 0, i = 1, 2, tais

que

|fi(s)− fi(t)|IR≤ γi|s− t|IR,∀s, t ∈ IR e fi(0) = 0.

H2) A aplicação a : IR−→ IR é cont́ınua, com a(t) ≥ α0 > 0, para todo t ∈ IR, sendo α0 >
γ

λ1

;

γ = max{γ1, γ2}, onde λ1 é o primeiro auto-valor associado ao operador −∆.

H3) l : L2(Ω) −→ IR, é uma forma linear e cont́ınua, isto é, existe g ∈ L2(Ω) tal que

l(u) = lg(u) =

∫
Ω

g(x)u(x)dx, ∀u ∈ L2(Ω).

H4) O operador a é Lipschitz-cont́ınuo, com constante A, isto é:

|a(t)− a(t′)|IR≤ A|t− t′|IR, ∀ t, t′ ∈ IR.
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3.3 Existência de Solução Fraca Global

Teorema 3.3.1 - Considere as hipóteses H1 - H3 e (u0, v0) ∈ L2(Ω) × L2(Ω), então existe

um par de funções (u, v) soluções do problema (P) tais que

i) (u, v) ∈
[
L2(0, T ;H1

0 (Ω)) ∩ C(0, T ;L2(Ω))
]2

;

ii) (ut, vt) ∈
(
L2(0, T ;H−1(Ω))

)2

;

iii) u(0) = u0 e v(0) = v0;

iv)
d

dt
(u, h1) + a(l(v))(∇u,∇h1) = (f1(u), h1),∀ h1 ∈ H1

0 (Ω) em D′(0, T );

v)
d

dt
(v, h2) + a(l(u))(∇v,∇h2) = (f2(v), h2),∀ h2 ∈ H1

0 (Ω) em D′(0, T ).

No que se segue, demonstra-se os ı́tens (i) e (iii) do Teorema 3.3.1, usando o resultado sobre

regularidade (Teorema 2.4.1).

Demonstração do Teorema 3.3.1:

Aplicando o método de Faedo-Galerkin em (P), tem-se:

3.3.1 Problema Aproximado

Considere {wj}j∈N o conjunto ortonormal completo de H1
0 (Ω), formado por auto-vetores do

operador −∆ e {λj}j∈N a correspondente sequência de auto-valores, em outras palavras,{wj}j∈N

é uma base Hilbertiana de H1
0 (Ω).

Para cada m = 1, 2, 3, ..., considera-se o conjunto Vm = [w1, w2, ..., wm]T , sendo o subespaço

gerado por w1, w2, ..., wm. O problema aproximado (PA), associado a (P) consiste em encontrar

uma solução sob a forma

(um(t), vm(t)) =

(
m∑

j=1

Θjm(t)wj(x),
m∑

j=1

Φjm(t)wj(x)

)
∈ Vm × Vm,

sendo os coeficientes Θjm,Φjm de classe C∞, determinados de modo a satisfazer (PA)

(PA)

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥
(u′m, h1)− a(l(vm))(∆um, h1) = (f1(um), h1); (3.1)

(v′m, h2)− a(l(um))(∆vm, h2) = (f2(vm), h2); (3.2)

(um(0), vm(0)) = (u0m, v0m) em L2(Ω),
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para todo h1, h2 ∈ Vm e j = 1, ...,m.

Aqui, u0m e v0m são aproximações de u0 e v0 respectivamente, isto é, sendo u0 e v0 perten-

centes a L2(Ω), pode-se aproximá-las por combinações lineares finitas dos wj, ou seja, existem

αjm, βjm ∈ IR (j = 1, ...,m) tais que

u0m =
m∑

j=1

αjmwj −→ u0, forte em L2(Ω);

v0m =
m∑

j=1

βjmwj −→ v0, forte em L2(Ω),

logo tem-se um(0) = u0m e vm(0) = v0m. E como existe uma única combinação linear de vetores

da base Vm, segue-se que Θjm(0) = αjm e Φjm(0) = βjm, (j = 1, ...,m).

Substituindo um(t), vm(t) e h1 = h2 = wi(x), para i = 1, ...,m, em (PA), e usando o fato de

que {wj}j∈IN ⊂ H1
0 (Ω) tem-se:

( m∑
j=1

Θ′
jm(t)wj(x), wi(x)

)
− a
(
l
( m∑

j=1

Φjm(t)wj(x)
))(

∆
( m∑

j=1

Θjm(t)wj(x)
)
, wi(x)

)

= (f1(um), wi(x));

( m∑
j=1

Φ′
jm(t)wj(x), wi(x)

)
− a
(
l
( m∑

j=1

Θjm(t)wj(x)
))(

∆
( m∑

j=1

Φjm(t)wj(x)
)
, wi(x)

)

= (f2(vm), wi(x)),

ou seja,

(PA)



Θ′
jm(t)− λja(l(vm))Θjm(t) = (f1(um), wj); (3.3)

Θjm(0) = αjm (j = 1, ...,m);

Φ′
jm(t)− λja(l(um)),Φjm(t) = (f2(vm), wj); (3.4)

Φjm(0) = βjm (j = 1, ...,m).
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Forma Matricial

Vejamos agora a adequação de nosso problema à forma matricial, onde, por questão de

simplificação trabalha-se apenas com a equação (3.3) de (PA), pois para (3.4) o resultado é

análogo.

Fazendo j = 1, 2, ...,m em (3.3), tem-se o seguinte sistema na forma matricial


Θ′

1m

Θ′
2m
...

Θ′
mm

 =

 λ1a(l(vm)) 0
. . .

0 λma(l(vm))




Θ1m

Θ2m
...

Θmm

+


(f1(um), w1)
(f1(um), w2)

...
(f1(um), wm)

 ,
ou seja,

X ′ = AX +B, onde tem-se:

X ′ =


Θ′

1m

Θ′
2m
...

Θ′
mm

 ; A =

 λ1a(l(vm)) 0
. . .

0 λma(l(vm))

 ; X =


Θ1m

Θ2m
...

Θmm

e B =


(f1(um), w1)
(f1(um), w2)

...
(f1(um), wm)

 .
Observe que podemos escrever:


X ′ = AX +B = F (t,X);

(3.5)

X(0) = X0, onde X0 =
[
α1m α2m . . . αmm

]T
.

Tem-se portanto um sistema matricial equivalente a um sistema de edo’s de 1a ordem.

Mostremos que o sistema (3.5) encontra-se nas condições de Carathéodory.
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Verificando as Condições de Carathéodory para o sistema (3.5):

1) Fixemos X:

Mostra-se que as matrizes A e B são mensuráveis em t.

De fato, observe que a matriz A é formada, pelos elementos: λja(l(vm)) com j = 1, 2, ...,m.

De H3, l é uma forma linear e cont́ınua e por H2 o operador a é cont́ınuo, segue-se que a

composição a(l(vm)) também é cont́ınua, logo λja(l(um)) também o será para j = 1, 2, ...,m.

Dessa forma A é mensurável em t.

Agora, observe que B é formada pelos elementos (f1(um), wj), com j = 1, 2, ...,m. Como

f1 ∈ lipγ1(s) e wj ∈ H1
0 (Ω), configura a continuidade de (f1(um), wj), consequentemente a

continuidade de B, logo B é mensurável em t.

2) Fixemos t:

Mostra-se agora, que F é cont́ınua em X.

De fato, note que B é cont́ınua em X, pois é constante em relação a X.

Agora, para continuidade de AX, basta verificar que A é cont́ınua em X. Vejamos:

Seja
∏

j(X) = Θjm (j = 1, 2, ...,m) a projeção IRm −→ IR, que é cont́ınua.

Tomemos σ(X) =
∏

j(X)wj.

Para cada t fixo, como um(t) =
m∑

j=1

Θjm(t)wj, considera-se a função

X −→ a(l(um)) = a
(
l
( m∑

j=1

Θjm(t)wj

))
= a
(
l
( m∑

j=1

∏
j

(X)wj

))
,

ou seja,

X −→ a
(
l
(∏

1

w1 + ...+
∏
m

wm

))
.

Pela hipótese H3, o fato de que combinação linear de funções cont́ınuas também é cont́ınua e

a composição de funções cont́ınuas é cont́ınua, então A é cont́ınua em X.

Desta maneira fixado t, a função F (t,X) é cont́ınua em X.
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3) Seja K um compacto de D = [0, T ]× E, onde se tem

E = {X ∈ IRm×1; ‖X‖IRm×1 ≤ γ, γ > 0}

Devemos mostrar que existe uma função real mk(t), integrável em [0, T ], tal que

‖F (t,X)‖IRm×1 ≤ mk(t), ∀ (t,X) ∈ D.

De fato, sabemos que em IRk, k ∈ IN, todas as normas são equivalentes, então considera-se

‖ · ‖pq a norma do máximo em IRpq.

Como F (t,X) = AX +B, segue-se que

‖F (t,X)‖m×1 ≤ ‖AX‖m×1 + ‖B‖m×1.

Porém, como ‖AX‖m×1 ≤ ‖A‖m×m‖X‖m×1, então

‖F (t,X)‖m×1 ≤ ‖A‖m×m‖X‖m×1 + ‖B‖m×1.

Como X ∈ E, tem-se que ‖X‖m×1 ≤ γ. Dessa maneira, a desigualdade acima resulta em

‖F (t,X)‖m×1 ≤ γ‖A‖m×m + ‖B‖m×1.

Observe que λja(l(vm)), com j = 1, 2, ...,m são funções cont́ınuas. Dessa maneira, todas as

entradas da matriz A são limitadas por uma constante. Logo ‖A‖m×m ≤ C (C > 0).

Agora, em relação a matriz B, todas as suas entradas em valor absoluto, são iguais a

|(f1(um), wj)| ≤ |f1(um)||wj| = |f1(um)|.

Segue-se que

‖F (t,X)‖m×1 ≤ γ.C + |f1(um)| ≡ mk(t),

onde, mk(t) é integrável em [0, T ], pois γ.C é constante e f1 ∈ Lipγ1(s).

Conclúı-se portanto, que o sistema (3.5) satisfaz as condições de Carathéodory, e então existe

uma solução {um(t), vm(t)} ∈ [0, tm)× [0, tm), tm < T0.

Satisfeitas as condições exigidas pelo Teorema de Carathéodory, passaremos a próxima etapa

(estimativas à priori), onde poderemos prolongar a solução um(t), vm(t) ao intervalo [0, T ].

Para as estimativas I e II, C1 denota uma constante positiva e independente de m e t.
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3.3.2 Estimativas à Priori

Estimativa I:

Considere h1 = um e h2 = vm nas equações (3.1) e (3.2) do sistema aproximado (PA). Dessa

maneira, tem-se:

(u′m, um)− a(l(vm))(∆um, um) = (f1(um), um); (3.6)

(v′m, vm)− a(l(um))(∆vm, vm) = (f2(vm), vm). (3.7)

Agora,

d

dt
|um|2 =

d

dt
(um, um) = (u′m, um) + (um, u

′
m) = 2(u′m, um),

logo

(u′m, um) =
1

2

d

dt
|um|2.

Pela primeira identidade de Green

∫
Ω

(−∆u)vdx−
∫

Ω

∇u.∇vdx =

∫
Γ

v
∂u

∂ν
dΓ,

obtem-se,

(−∆um, um) =

∫
Ω

(−∆um)umdx =

∫
Ω

∇um.∇umdx = |∇um|2 = ‖um‖2.

Portanto, (3.6) reduz-se a

1

2

d

dt
|um|2 + a(l(vm))‖um‖2 = (f1(um), um). (3.8)

De maneira análoga,

1

2

d

dt
|vm|2 + a(l(um))‖vm‖2 = (f2(vm), vm). (3.9)

Adicionando as equações (3.8) e (3.9), integrando em [0, t], com t ≤ t0, obtem-se

∫ t

0

1

2

d

dt

{
|um|2 + |vm|2

}
ds+

∫ t

0

{
a(l(vm))‖um‖2 + a(l(um))‖vm‖2

}
ds
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=

∫ t

0

{
(f1(um), um) + (f2(vm), vm)

}
ds. (3.10)

Logo,

|um(t)|2 + |vm(t)|2 + 2

∫ t

0

{
a(l(vm))‖um‖2 + a(l(um))‖vm‖2

}
ds

= 2

∫ t

0

{
(f1(um), um) + (f2(vm), vm)

}
ds+ |um(0)|+ |vm(0)|.

Utilizando a hipótese H2, obtem-se

∫ t

0

{
α0‖um‖2 + α0‖vm‖2

}
≤
∫ t

0

{
a(l(vm))‖um‖2 + a(l(um))‖vm‖2

}
ds.

Assim,

|um(t)|2 + |vm(t)|2 + 2α0

∫ t

0

{
‖um‖2 + ‖vm‖2

}
ds ≤ 2

∫ t

0

{(f1(um), um) + (f2(vm), vm)}ds

+|um(0)|2 + |vm(0)|2. (3.11)

Aplicando a desigualdade de Cauchy-Schwarz no segundo membro de (3.11), obtem-se

2

∫ t

0

|(f1(um), um)|IRds+ 2

∫ t

0

|(f2(vm), vm)|IRds ≤ 2

∫ t

0

|f1(um)||um|ds+ 2

∫ t

0

|f2(vm)||vm|ds.

Por H1, tem-se

2

∫ t

0

|f1(um)||um|ds+ 2

∫ t

0

|f2(vm)||vm|ds = 2

∫ t

0

|f1(um)− f1(0)||um|ds

+2

∫ t

0

|f2(vm)− f2(0)||vm| ≤ 2

∫ t

0

γ|um||um|+ 2

∫ t

0

γ|vm||vm|

= 2γ

∫ t

0

|um|2 + 2γ

∫ t

0

|vm|2. (3.12)

Substituindo (3.12) em (3.11), obtem-se

|um(t)|2 + |vm(t)|2 + 2α0

∫ t

0

(
‖um‖2 + ‖vm‖2

)
ds ≤ 2γ{

∫ t

0

|um|2ds+

∫ t

0

|vm|2ds}
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+{|u0m|2 + |v0m|2}. (3.13)

Como −∆um = λmum, com 0 < λ1 < λ2 ≤ λ3 ≤ ... ≤ λm, então compondo com um, tem-se

(−∆um, um) = λm(um, um),

logo

‖um‖2 ≥ λ1|um|2 =⇒ |um|2 ≤
1

λ1

‖um‖2.

Portanto, reescreve-se (3.13) como sendo

|um(t)|2 + |vm(t)|2 + 2α0

∫ t

0

(
‖um‖2 + ‖vm‖2

)
ds ≤ 2γ

λ1

∫ t

0

(
‖um|2 + |vm‖2

)
ds

+|u0m|2 + |v0m|2. (3.14)

Resultando dessa maneira em

|um(t)|2 + |vm(t)|2 +

(
2α0 −

2γ

λ1

)∫ t

0

(
‖um‖2 + ‖vm‖2

)
ds ≤ |u0m|2 + |v0m|2. (3.15)

Desde que por H2, tem-se λ1 >
γ

α0

, então

(
2α0 −

2γ

λ1

)
> 0,

e como u0m → u0 e v0m → v0 forte em L2(Ω) então

|u0m|2 + |v0m|2 ≤ C2
1 ,

ou seja,

|um(t)|2 + |vm(t)|2 +

(
2α0 −

2γ

λ1

)∫ t

0

(
‖um‖2 + ‖vm‖2

)
ds ≤ C2

1 . (3.16)

Donde tem-se
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|um(t)|2 ≤ C2
1 e |vm(t)|2 ≤ C2

1

ou,

|um(t)| ≤ C1 e |vm(t)| ≤ C1. (3.17)

Desde que, por (3.17)

supess|um(t)| ≤ C1 e supess|vm(t)| ≤ C1,

então,

(um) e (vm) são limitadas em L∞(0, T ;L2(Ω)). (3.18)

Além disso, ∫ t

0

(‖um‖2 + ‖vm‖2)ds ≤ C2
1 .

Assim, ∫ t

0

‖um‖2ds ≤ C2
1 e

∫ t

0

‖vm‖2ds ≤ C2
1 .

Portanto,

(um) e (vm) são limitadas em L2(0, T ;H1
0 (Ω)). (3.19)
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Estimativa II:

Usando o sistema (P) como referência e seu respectivo problema aproximado (PA), tem-se

u′m = a(l(vm))∆um + f1(um) ∈ H−1(Ω); (3.20)

v′m = a(l(um))∆vm + f2(vm) ∈ H−1(Ω), (3.21)

desde que −a(l(vm))∆um e −a(l(um))∆vm definem um elemento de H−1(Ω).

De fato, como um e vm ∈ H1
0 (Ω) pela estimativa I, tem-se que −∆vm e −∆um pertencem a

H−1(Ω), logo −a(l(vm))∆um e −a(l(um))∆vm ∈ H−1(Ω).

Agora, sabendo-se que L∞(0, T ;L2(Ω)) ⊂ L2(0, T ;L2(Ω)), logo (um), (vm) ∈ L2(0, T ;L2(Ω)).

Sendo assim

f1(um), f2(vm) ∈ L2(0, T ;L2(Ω)).

Com efeito,∫
Ω

|f1(um)|2IRdx =

∫
Ω

|f1(um)− f1(0)|2IRdx ≤
∫

Ω

γ2
1 |um − 0|2IRdx = γ2

1

∫
Ω

|um|2IRdx. (3.22)

Analogamente,∫
Ω

|f2(vm)|2IRdx =

∫
Ω

|f2(vm)− f2(0)|2IRdx ≤
∫

Ω

γ2
2 |vm − 0|2IRdx = γ2

2

∫
Ω

|vm|2IRdx. (3.23)

Como |fi(um(t)|2L2(Ω) ≤ C0, i = 1, 2, então

supesst∈[0,T ]|fi(um(t)|2L2(Ω) < C0,

logo

fi(um) ∈ L∞(0, T ;L2(Ω)) ↪→ L2(0, T ;L2(Ω)).

Agora, como L2(0, T ;L2(Ω)) ↪→ L2(0, T ;H−1(Ω)), então f1(um), f2(vm) ∈ L2(0, T ;H−1(Ω)).

Portanto, de (3.20) a (3.23), obtem-se que

(u′m) e (v′m) são limitadas em L2(0, T ;H−1(Ω)), onde T > 0 é arbitrário, porém fixo. (3.24)
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3.3.3 Passagem ao Limite

Das estimativas I e II, anteriormente discutidas, obtem-se os seguintes resultados:

� (um) e (vm) são limitadas em L∞(0, T ;L2(Ω)); (3.25)

� (um) e (vm) são limitadas em L2(0, T ;H1
0 (Ω)); (3.26)

� (u′m) e (v′m) são limitadas em L2(0, T ;H−1(Ω)). (3.27)

Agora, pelo corolário de Banach-Alouglu-Bourbaki, pode-se extrair uma subsequência de (um)

e (vm) que ainda denotaremos por (um) e (vm) tais que

� um
?
⇀ u fraco estrela em L∞(0, T ;L2(Ω)); (3.28)

� vm
?
⇀ v fraco estrela em L∞(0, T ;L2(Ω)); (3.29)

� um ⇀ u fraco em L2(0, T ;H1
0 (Ω)); (3.30)

� vm ⇀ v fraco em L2(0, T ;H1
0 (Ω)). (3.31)

ou seja,

∫ T

0

(um, h1)dt −→
∫ T

0

(u, h1)dt, ∀ h1 ∈ L2(Ω); (3.32)

∫ T

0

((um, h1))dt −→
∫ T

0

((u, h1))dt, ∀ h1 ∈ H1
0 (Ω); (3.33)

∫ T

0

(vm, h2)dt −→
∫ T

0

(v, h2)dt, ∀ h2 ∈ L2(Ω); (3.34)

∫ T

0

((vm, h2))dt −→
∫ T

0

((v, h2))dt, ∀ h2 ∈ H1
0 (Ω). (3.35)

Por (3.27) segue:

� u′m ⇀ u′ fraco em L2(0, T ;H−1(Ω)); (3.36)

� v′m ⇀ v′ fraco em L2(0, T ;H−1(Ω)). (3.37)
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Usando as convergências (3.28), (3.29), (3.36) e (3.37) e o Lema de Compacidade de Aubin-

Lions, onde considera-se: B0 = H1
0 (Ω), B = L2(Ω) e B1 = H−1(Ω) segue

� um −→ u forte em L2(0, T ;L2(Ω)); (3.38)

� vm −→ v forte em L2(0, T ;L2(Ω)). (3.39)

Mostra-se agora que

∫ T

0

(f1(um), h1)θ(t)dt −→
∫ T

0

(f1(u), h1)θ(t)dt, ∀ θ ∈ D ([0, T )) e ∀ h1 ∈ L2(Ω). (3.40)

De fato, usando propriedade de produto interno, tem-se que

∫ T

0

[(f1(um), h1)− (f1(u), h1)]θ(t)dt =

∫ T

0

[(f1(um)− f1(u), h1)]θ(t)dt. (3.41)

Usando a desigualdade de Cauchy-Schwarz em (3.41), vem que

∫ T

0

[(f1(um)− f1(u), h1)]θ(t)dt ≤
∫ T

0

∫
Ω

|f1(um)− f1(u)||h1||θ(t)|dxdt. (3.42)

Aplicando em (3.42) a hipótese H1, o fato de L2(0, T ;L2(Ω)) ↪→ L1(0, T ;L2(Ω)), e que

supp(θ) ⊂ [0, T ], tem-se

∫ T

0

∫
Ω

|f1(um)− f1(u)||h1||θ(t)|dxdt ≤ Cγ1

∫ T

0

{∫
Ω

|um − u|2dx
}1/2

×
{∫

Ω

|h1|2dx
}1/2

dt.

Aplicando novamente a desigualdade de Cauchy-Schwarz neste último resultado, e con-

siderando a convergência (3.38) obtem-se

Cγ1

∫ T

0

{∫
Ω

|um − u|2dx
}1/2

×
{∫

Ω

|h1|2dx
}1/2

dt

≤ C1γ1

(∫ T

0

∫
Ω

|um − u|2dxdt
)1/2

×
(∫ T

0

∫
Ω

|h1|2dxdt
)1/2

−→ 0.
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Portanto, ∫ T

0

[(f1(um), h1)− (f1(u), h1)]θ(t)dt −→ 0.

De forma análoga tem-se

∫ T

0

(f2(vm), h2)θ(t)dt −→
∫ T

0

(f2(v), h2)]θ(t)dt, ∀ θ ∈ D ([0, T )) e ∀ h2 ∈ L2(Ω). (3.43)

Precisa-se mostrar agora, que

a(l(vm))

∫ T

0

∫
Ω

∇um.∇h1θ(t)dt −→ a(l(v))

∫ T

0

∫
Ω

∇u.∇h1θ(t)dt, ∀ θ ∈ D ([0, T ])

e ∀ h1 ∈ L2(Ω). (3.44)

De fato, é suficiente provar que

a(l(vm)) −→ a(l(v)) em L2(0, T ). (3.45)

Devido a continuidade de a basta mostrar que

l(vm) −→ l(v) forte em L2(0, T ). (3.46)

De fato, da convergência (3.39) tem-se

∫ T

0

|l(vm)− l(v)|2dt =

∫ T

0

|l(vm − v)|2dt ≤ C2

∫ T

0

|vm − v|2dt −→ 0.

De modo análogo, conclúı-se que

∫ T

0

|l(um)− l(u)|2dt −→ 0.

Estas convergências implicam que, pode-se tomar limites no problema aproximado (PA), e

assim verificam-se as condições (i), (ii), (iii) e (iv) do teorema 3.3.1.
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Com efeito, multiplicando (3.1) e (3.2) por θ(t) ∈ D(0, T ) e integrando em [0, T ], obtem-se

∫ T

0

(u′m, h1)θ(t)dt−
∫ T

0

a(l(vm))(∆um, h1)θ(t)dt =

∫ T

0

(f1(um), h1)θ(t)dt; (3.47)

∫ T

0

(v′m, h2)θ(t)dt−
∫ T

0

a(l(um))(∆vm, h2)θ(t)dt =

∫ T

0

(f2(vm), h2)θ(t)dt. (3.48)

Faremos os cálculos da passagem ao limite para a equação (3.47). A equação (3.48) segue de

forma análoga.

Tomando o limite quando m −→∞, tem-se∫ T

0

(u′, h1)θ(t)dt−
∫ T

0

a(l(v))(∆u, h1)θ(t)dt =

∫ T

0

(f1(u), h1)θ(t)dt.

Fazendo as integrações em separado, vem que

�
∫ T

0

(u′, h1)θ(t)dt = (u, h1)θ(t)
∣∣∣T
0
−
∫ T

0

(u, h1)θ
′(t)dt =

〈
d

dt
(u, h1) , θ(t)

〉
;

� −
∫ T

0

a(l(v))(∆u, h1)θ(t) = −〈a(l(v))(∆u, h1), θ(t)〉;

�
∫ T

0

(f1(u), h1)θ(t)dt = 〈(f1(u), h1), θ(t)〉.

Podemos então reescrever (3.47) e (3.48) como sendo

〈
d

dt
(u, h1) , θ(t)

〉
−〈a(l(v))(∆u, h1), θ(t)〉 = 〈(f1(u), h1), θ(t)〉, ∀ θ ∈ D(0, T ), ∀ h1 ∈ H1

0 (Ω);

〈
d

dt
(v, h2) , θ(t)

〉
−〈a(l(u))(∆v, h2), θ(t)〉 = 〈(f2(v), h2), θ(t)〉, ∀ θ ∈ D(0, T ), ∀ h2 ∈ H1

0 (Ω).

Logo,

d

dt
(u, h1)− a(l(v))(∆u, h1) = (f1(u), h1) no sentido de D′(0, T ), ∀ h1 ∈ H1

0 (Ω);

d

dt
(v, h2)− a(l(u))(∆v, h2) = (f2(v), h2) no sentido de D′(0, T ), ∀ h2 ∈ H1

0 (Ω).
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3.3.4 Verificação das Condições Iniciais

De u, v ∈ L∞(0, T ;H1
0 (Ω)) e u′, v′ ∈ L2(0, T ;H−1(Ω)), pelo resultado de regularidade, tem-se

u, v ∈ C0(0, T ;L2(Ω)). (3.49)

Dessa maneira, faz sentido calcularmos u(0) e v(0). Considere θ ∈ C1(0, T ; IR), com θ(0) = 1

e θ(T ) = 0.

Da convergência (3.24) obtem-se

∫ T

0

(u′m, z)θdt −→
∫ T

0

(u′, z)θdt, onde z ∈ H1
0 (Ω). (3.50)

Integrando por partes (3.50), tem-se

(um(t), z)θ(t)−(um(0), z)θ(0)−
∫ T

0

(um, z)θ
′dt −→ (u(t), z)θ(t)−(u(0), z)θ(0)−

∫ T

0

(u, z)θ′dt.

Dessa maneira, tem-se

−(um(0), z)−
∫ T

0

(um, z)θ
′dt −→ −(u(0), z)−

∫ T

0

(u, z)θ′dt. (3.51)

Usando a convergência (3.32) em (3.51), tem-se

(um(0), z) −→ (u(0), z).

Como u0m converge forte para u0 em L2(Ω), consequentemente fraco em L2(Ω), então

(u0m, z) −→ (u0, z).

Da unicidade do limite tem-se

(u(0), z) −→ ((u0, z)) ,∀z ∈ H1
0 (Ω).

Portanto,

u(0) = u0.

Analogamente,

v(0) = v0.
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3.4 Unicidade

Teorema 3.4.1 ( de Unicidade): Se (H1)− (H4) são válidas a solução do problema (P) é

única.

Demonstração:

Sejam {u1, v1}, {u2, v2} : [0, T ] −→ L2(Ω), funções vetoriais soluções de (P), temos

d

dt
(u1, h1) + a(l(v1))

∫
Ω

∇u1.∇h1dx =

∫
Ω

f1(u1)h1dx; (3.52)

d

dt
(u2, h1) + a(l(v2))

∫
Ω

∇u2.∇h1dx =

∫
Ω

f1(u2)h1dx; (3.53)

d

dt
(v1, h2) + a(l(u1))

∫
Ω

∇v1.∇h2dx =

∫
Ω

f2(v1)h2dx; (3.54)

d

dt
(v2, h2) + a(l(u2))

∫
Ω

∇v2.∇h2dx =

∫
Ω

f2(v2)h2dx. (3.55)

Subtraindo (3.53) de (3.52) e (3.55) de (3.54), obtem-se

d

dt
((u1 − u2), h1) + a(l(v1))

∫
Ω

∇u1∇h1dx− a(l(v2))

∫
Ω

∇u2∇h1dx

=

∫
Ω

(f1(u1)− f1(u2))h1dx;

d

dt
((v1 − v2), h2) + a(l(u1))

∫
Ω

∇v1∇h2dx− a(l(u2))

∫
Ω

∇v2∇h2dx

=

∫
Ω

(f2(v1)− f2(v2))h2dx.

ou seja,

d

dt
((u1 − u2), h1) + a(l(v1))

∫
Ω

∇u1∇h1dx =

∫
Ω

(f1(u1)− f1(u2))h1dx

+a(l(v2))

∫
Ω

∇u2∇h1dx; (3.56)
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d

dt
((v1 − v2), h2) + a(l(u1))

∫
Ω

∇v1∇h2dx=

∫
Ω

(f2(v1)− f2(v2))h2dx

+a(l(u2))

∫
Ω

∇v2∇h2dx. (3.57)

Antes de darmos continuidade, mostra-se a seguinte identidade:

d

dt
((u1 − u2), h1) + a(l(v1))

∫
Ω

∇(u1 − u2)∇h1dx =
(
a(l(v2))− a(l(v1))

)∫
Ω

∇u2∇h1dx

+

∫
Ω

(f1(u1)− f1(u2))h1dx. (3.58)

Com efeito, pois

(
a(l(v2))− a(l(v1))

)∫
Ω

∇u2.∇h1dx+

∫
Ω

(f1(u1)− f1(u2))h1dx = a(l(v2))

∫
Ω

∇u2.∇h1dx

−a(l(v1))

∫
Ω

∇u2.∇h1dx+

∫
Ω

f1(u1)h1dx−
∫

Ω

f2(u2))h1dx = a(l(v2))

∫
Ω

∇u2.∇h1dx

−a(l(v1))

∫
Ω

∇u2.∇h1dx+
d

dt
(u1, h1) + a(l(v1))

∫
Ω

∇u1.∇h1dx−
d

dt
(u2, h1)

−a(l(v2))

∫
Ω

∇u2.∇h1dx.

Portanto,

d

dt
((u1 − u2), h1) + a(l(v1))

∫
Ω

∇(u1 − u2)∇h1dx = a(l(v2))

∫
Ω

∇u2.∇h1dx

−a(l(v1))

∫
Ω

∇u2.∇h1dx+

∫
Ω

(f1(u1)− f1(u2))h1dx.

Note que a identidade (3.58) é equivalente a equação (3.56), pois basta desenvolver o lado

esquerdo da igualdade.

De modo análogo, (3.57) é equivalente a identidade (3.59) abaixo:

d

dt
((v1 − v2), h2) + a(l(u1))

∫
Ω

∇(v1 − v2)∇h2dx =
(
a(l(u2))− a(l(u1))

)∫
Ω

∇v2h2dx
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+

∫
Ω

(f2(v1)− f2(v2))h2dx. (3.59)

Logo, trabalha-se agora com as equações (3.58) e (3.59).

Usando o fato de fi ∈ lip(γi), i = 1, 2, tomando o módulo em (3.58) e (3.59) e considerando

h1(t) = u1(t)− u2(t) e h2 = v1(t)− v2(t), obtem-se as seguintes inequações:

d

dt
|u1 − u2|2 + a(l(v1))

∫
Ω

|∇(u1 − u2)|2dx

≤
∣∣∣(a(l(v2))− a(l(v1))

)∣∣∣ ∫
Ω

|∇u2||∇(u1 − u2)|dx+ γ1

∫
Ω

|u1 − u2|2dx; (3.60)

d

dt
|v1 − v2|2 + a(l(u1))

∫
Ω

|∇(v1 − v2)|2dx

≤
∣∣∣(a(l(u2))− a(l(u1))

)∣∣∣ ∫
Ω

|∇v2||∇(v1 − v2)|dx+ γ2

∫
Ω

|v1 − v2|2dx. (3.61)

Adicionando as inequações (3.60) e (3.61), obtem-se

d

dt
|u1 − u2|2 +

d

dt
|v1 − v2|2 + a(l(v1))

∫
Ω

|∇(u1 − u2)|2dx+ a(l(u1))

∫
Ω

|∇(v1 − v2)|2dx

≤
∣∣∣(a(l(v2))−a(l(v1))

)∣∣∣ ∫
Ω

|∇u2||∇(u1−u2)|dx+
∣∣∣(a(l(u2))−a(l(u1))

)∣∣∣ ∫
Ω

|∇v2||∇(v1−v2)|dx

+γ1

∫
Ω

|u1 − u2|2dx+ γ2

∫
Ω

|v1 − v2|2dx. (3.62)

Aplicando em (3.62) a hipóteseH2, desigualdade de Cauchy-Schwarz e posteriormente usando

H4 e H3 , tem-se

d

dt
|u1 − u2|2 +

d

dt
|v1 − v2|2 + α0‖u1 − u2‖2 + α0‖v1 − v2‖2

≤ A|l(v1)− l(v2)|‖u2‖‖u1 − u2‖+ A|l(u1)− l(u2)|‖v2‖‖v1 − v2‖

+γ1

∫
Ω

|u1 − u2|2dx+ γ2

∫
Ω

|v1 − v2|2dx ≤ C1|v1 − v2|‖u2‖‖u1 − u2‖

+C2|u1 − u2|‖v2‖‖v1 − v2‖+ γ

∫
Ω

{|u1 − u2|2 + |v1 − v2|2}dx. (3.63)

59



Aplicando a desigualdade de Young em (3.63), segue que

d

dt
|u1 − u2|2 +

d

dt
|v1 − v2|2 + α0‖u1 − u2‖2 + α0‖v1 − v2‖2

≤ α0

2
‖v1 − v2‖2 +

α0

2
‖u1 − u2‖2 +

C2
1

2α0

‖u2‖2|v1 − v2|2 +
C2

2

2α0

‖v2‖2|u1 − u2|2

+ γ{|u1 − u2|2 + |v1 − v2|2}. (3.64)

Assim,

d

dt
|u1 − u2|2 +

d

dt
|v1 − v2|2 + α0

{
‖u1 − u2‖2 + ‖v1 − v2‖2

}

≤ α0

2

{
‖u1 − u2‖2 + ‖v1 − v2‖2

}
+

{
C2

1

2α0

‖u2‖2 + γ

}
|v1 − v2|2 +

{
C2

2

2α0

‖v2‖2 + γ

}
|u1 − u2|2.

Considera-se

ξ(t) =
C2

1

α0

‖u2‖2 + 2γ e ϕ(t) =
C2

2

α0

‖v2‖2 + 2γ, logo

d

dt
|u1 − u2|2 +

d

dt
|v1 − v2|2 ≤ ϕ(t)|u1 − u2|2 + ξ(t)|v1 − v2|2. (3.65)

Seja M(t) = sup{ϕ(t), ξ(t)}, em (0, T ), então

d

dt
|u1 − u2|2 +

d

dt
|v1 − v2|2 ≤M{|u1 − u2|2 + |v1 − v2|2}. (3.66)

Integrando (3.66) em [0, t], obtem-se

|u1− u2|2 + |v1− v2|2− |u1(0)− u2(0)|2− |v1(0)− v2(0)|2 ≤
∫ t

0

M{|u1− u2|2 + |v1− v2|2}dx.

Como u1(0) = u2(0) e v1(0) = v2(0), tem-se
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|u1 − u2|2 + |v1 − v2|2 ≤
∫ t

0

M{|u1 − u2|2 + |v1 − v2|2}dx.

Se ρ(t) = |u1 − u2|2 + |v1 − v2|2, tem-se

ρ(t) ≤
∫ t

0

M(s)ρ(s)ds. (3.67)

Aplicando a desigualdade de Gronwall em (3.67), obtem-se

ρ(t) = 0, ∀ t ∈ (0, T ).

Logo,

|u1 − u2|2 + |v1 − v2|2 = 0, ∀ t ∈ (0, T ).

Ou seja,

|u1 − u2| = |v1 − v2| = 0.

Portanto,

u1(t) = u2(t) e v1(t) = v2(t), ∀ t ∈ (0, T ).
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3.5 Decaimento Exponencial

Teorema 3.5.1 A solução do problema (P) decai exponencialmente quando t −→ ∞. Mais

precisamente, mostra-se que a energia associada ao sistema decai de forma exponencial.

Aqui considera-se a energia potencial associada a (P) como sendo

E(t) =
1

2
{|u|2 + |v|2}.

Em outras palavras, mostra-se que existe uma constante δ > 0, tal que

E(t) ≤ E(0)e−δt.

Com efeito, considerando-se o problema (P), compondo a sua primeira equação com u e a

segunda com v, resulta em

(u′, u)− a(l(v))(∆u, u) = (f1(u), u); (3.68)

(v′, v)− a(l(u))(∆v, v) = (f2(v), v). (3.69)

Pelos resultados expostos na primeira estimativa, reescreve-se (3.68) e (3.69) como sendo res-

pectivamente

1

2

d

dt
|u|2 + a(l(v))|∇u|2 =

∫
Ω

f1(u)udx; (3.70)

1

2

d

dt
|v|2 + a(l(u))|∇v|2 =

∫
Ω

f2(v)vdx. (3.71)

Adicionando-se as equações (3.70) e (3.71), obtem-se

d

dt
E(t) + a(l(v))|∇u|2 + a(l(u))|∇v|2 =

∫
Ω

{f1(u)u+ f2(v)v}dx. (3.72)

Desde que por H2, a(t) ≥ α0 > 0, então de (3.72) tem-se

d

dt
E(t) ≤ −α0

(
|∇u|2 + |∇v|2

)
+

∫
Ω

{f1(u)u+ f2(v)v}dx. (3.73)
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Por H1 tem-se

∫
Ω

{f1(u)u+ f2(v)v}dx ≤
∫

Ω

{|f1(u)− f1(0)||u|+ |f2(v)− f2(0)||v|}dx

≤
∫

Ω

{γ1|u|2 + γ2|v|2}dx ≤
∫

Ω

{γ|u|2 + γ|v|2}dx = γ

∫
Ω

{|u|2 + |v|2}dx = γ
(
|u|2 + |v|2

)
.

Logo, reescreve-se (3.73) como

d

dt
E(t) ≤ −α0

(
|∇u|2 + |∇v|2

)
+ γ

(
|u|2L2 + |v|2L2

)
.

Pela desigualdade de Poincaré, segue

d

dt
E(t) ≤ −α0C

(
|u|2L2 + |v|2L2

)
+ γ

(
|u|2L2 + |v|2L2

)
= −(α0C − γ)

(
|u|2L2 + |v|2L2

)
. (3.74)

Como IR é denso, logo existe δ > 0, de modo que

α0C − γ ≥ δ > 0.

Dessa forma, α0 ≥
γ

C
, onde α0 > max

{
γ

C
,
γ

λ1

}
.

Assim, de (3.74), vem que

d

dt
E(t) ≤ −δE(t).

Portanto,

E(t) ≤ E(0)e−δt, ∀ t ≥ 0,

o que conclui a demonstração do teorema.
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Considerações Finais

Diante dos resultados obtidos, conseguiu-se mostrar existência, unicidade de solução fraca

global e ainda, o comportamento assintótico para (P) mostrando-se dessa maneira, que a solução

decai exponencialmente com o tempo.

Para trabalhos futuros, pode-se considerar dados mais bem regulares, ou seja, espaços mais

regulares, para obter-se, existência, unicidade de solução forte global, comportamento assintótico

e a dependência cont́ınua dos dados iniciais, dessa forma mostra-se que o problema encontra-se

bem-posto, pois, segundo o matemático Hadamard, se um problema tem uma única solução e se

pequenas perturbações nos dados de entrada, provocam pequenas perturbações nos resultados

então o mesmo é dito bem-posto.

Além disso, como já foi garantido através dos cálculos feitos nesse trabalho, chamados de

estudos sobre a parte anaĺıtica do problema (P), existência e unicidade de solução, pode-se

estudar numericamente a solução do sistema (P), utilizando-se do cálculo com elementos finitos e

de programas computacionais altamente confiáveis para esse tipo de problema, como por exemplo,

o MATLAB 7.5.
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[10] MEDEIROS, L.A. e MIRANDA, M.M. Introdução aos Espaços de Sobolev e às Equações
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