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Resumo

Neste trabalho estuda-se existéncia, unicidade de solucao fraca global e decaimento expo-
nencial para o problema misto (P).

(u —a(l(u)Au = fi(v) em Q=Q x (0,T);

vy — a(l(v)Av = fo(u) em Q =Q x (0,7T);

(P)q u(t)=wv(t) =0 sobre > =00 x (0,7T);
u(z,0) = ug(x) em $Q;
| v(2,0) = vo() em €,

onde a : R — IR é um operador lipschitz-continuo, f; € lip,,, com f; : R — IRi = 1,2, ou
seja, cada f; com ¢ = 1,2 ¢é Lipschtziana com constante de Lipschitz v; e [ : L?(2) — IR é uma
forma linear e continua.

A existéncia é feita usando-se o método de Faedo-Galerkin, teorema de compacidade de
Aubin-Lions e algumas desigualdades relevantes da Anélise Funcional. A unicidade é feita pelo
método tradicional, onde supoem-se a existéncia de duas solugoes e mostra-se que estas sao iguais
e finalmente para o decaimento exponencial, usa-se o Método da Energia.

Palavras Chaves: Existéncia, Unicidade, Solucao Fraca Global, Decaimento Exponencial.



Abstract

In this work we study the existence, uniqueness and asymptotic behaviour of global weak
solutions for the mixed evolution problem (P).

[ u — a(l(u)Au = fi(v) in Q=Qx (0,T);

v —a(l(v)Av = fo(u) in Q=02 x(0,T);

(P)q u(t)=wv(t) =0 on Y. =00 x(0,T);
u(z,0) = ug(x) in
| v(2,0) = vo() in Q,

where a : IR — IR is a continuous lipschitz operator, f; € lip,,, with f; : IR— IRi = 1,2 and
[: L*(Q) — Ris a continuous linear form.

For the existence we used Faedo Galerkin Method, Aubin Lions’ theorem of compactness,
important inequalities of Functional Analysis, while for the uniqueness we used the standard
method and for the asymptotic behaviour we used the energy method.

Keywords: Existence, Uniqueness, Global Weak Solution, Asymptotic Behaviour.
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Introducao

O sistema (P) abaixo tem origem nos trabalhos de Chipot e Rodrigues [3] e de Corréa, Menezes
e Ferreira [4] a partir da equagao u; — a(l(u))Au = f(u), por meio de um acoplamento na parte
nao linear. Tal equacao descreve diversos problemas que aparecem em varias situagoes fisicas.
Por exemplo, quando deseja-se estudar a questao relacionada com a cultura de bactérias u, a
equacao em questao pode descrever a populacao dessas bactérias, sujeita ao espalhamento onde
o coeficiente de difusao a é suposto dependente da populacao inteira. Porém, para o problema
(P), até o presente momento, ainda nao foi encontrado aplicagao fisica que descreva tal situagao.

[ uy — a(l(v))Au = fi(u) em Q=Q x (0,T);

v —a(l(u)Av = fo(v) em Q=0 x(0,T);

(P) § u(t)=v(t)=0 sobre Y =00 x (0,7T);
u(z,0) = up(x) em €
| v(7,0) = vo(x) em Q.

Nos capitulos 1 e 2, enuncia-se e demonstra-se alguns resultados muito relevantes de Analise
Funcional e E.D.P que serao utilizados posteriormente. No capitulo 3, apresenta-se formalmente
o problema (P), com suas respectivas consideragoes, como notagoes e hipdteses, mostra-se exis-
téncia de solucao fraca, usando-se o método de Faedo-Galerkin, encontra-se limitacoes para as
fungoes u,, (t) e v, (t) em espagos adequados, através das estimativas a priori, assim prolonga-se a
solucao (um(t), vm(t)) ao intervalo [0, T, fazendo a passagem ao limite. Verificam-se as condigoes
iniciais. Para a unicidade, utiliza-se a hipotese Hy apresentada no capitulo 1 e para o decaimento
exponencial utiliza-se fortemente a desigualdade de Poincaré.



Capitulo 1

Preliminares

Neste capitulo apresentam-se algumas definicoes e resultados, de grande relevancia, que serao

utilizados posteriormente.

Definicao 1.1.1 (Convergéncia Fraca): Sejam £ um espaco de Banach e (u,), .y uma
sequéncia de F. Entao diz-se que, u, converge fraco para u e denota-se por u, — u se, e somente

se, (p,u,) — {p,u),V ¢ € E.

Definicao 1.1.2 (Convergéncia Fraca Estrela): Sejam E um espaco de Banach, p € E'e
(¢v), ey uma seqiiéncia de FE'. Entéo diz-se que, o, converge fraco estrela para ¢ e denota-se por

@, = p se, e somente se, (¢, u) — (p,u),V u€ E.

Teorema 1.1.1(Banach - Steinhaus): Sejam FE e F' dois espagos de Banach. Seja (T;);er

uma familia (ndo necessariamente enumeravel) de operadores lineares e continuos de E em F.
Suponha que sup ||T;X|| < oo,V z € E, entao sup | T;X || z(g,r) < 0.
i€l i€l

Ou seja, existe uma constante C' tal que |Tyz|| < C|lz|,Vz € EeViecIl.

Demonstragao: Ver [1].

Proposigao 1.1.1: Seja E um espaco de Banach e (z,) uma sucessdo em F. Verifica-se:
(D) [zn =z em o(E, E')] [{f,2n) — (f,2), V [ € E];

(IT) Se x,, — x fortemente, entao x,, — x fracamente para o(F, E');

(II) Se z,, — x fracamente para o(F, E’), entao ||x,| é limitada e ||z| < liminf ||z,|;

(

IV) Se x,, — z fracamente em o(E, E’) e se f,, — f fortemente em E’(isto é, || f,,— f||zr — 0),

12



entao (fn,x,) — (f, ).

Demonstracao: Ver [1].

Observagao 1.1.1: A parte (III) da proposi¢ao (1.1.1) é uma consequéncia do teorema de

Banach-Steinhaus.

Proposicao 1.1.2: Seja E um espaco de Banach e (f,) uma sucessao em FE’. Verifica-se:
(D) [fo = f em o(E', E))<= [{fa,2) — (f,2).V « € EJ;

(I) Se f, — f forte, entdo f, — f em o(E', E");

(IIT) Se f, — f em o(E', E"), entdo f, = f em o(E', E);

(IV) Se f, = f em o(E', E), entao | f,|| estd limitada e || f|| < liminf || f,||;

(V) Se f, = fem o(E',E) e se x, — x fortemente em E, entdao (f,,z,) — (f,z).

Demonstracao: Ver [1].

Teorema 1.1.2: Seja E' um espago de Banach separdvel e seja (f,) uma sucessao limitada

em E’. Entao existe uma subsucessao (f,,) que converge na topologia o(E’, E).

Demonstracao: Ver [1].

Teorema 1.1.3 (Banach-Alouglu-Bourbaki): Sejam E um espago de Banach separavel e

E’ o seu dual topolégico. Entao o conjunto
Br ={f € E';||f]| <1} é compacto na topologia fraca estrela.

Demonstracao: Ver [14].

Lema 1.1.1: (Compacidade de Aubin-Lions): Sejam 1 < p; < 00,7 = 0,1 e By, B, B;
espacos de Banach sendo que By e B; sao reflexivos tais que By < B B (<i> indica imersao

compacta). Para 0 < T < oo, considera-se o espaco
W ={w; we L»0,T;By) e w € LP(0,T; B;)}, com a norma
lwlhw = llewll oo + Nl o) Entéos
(I) W é um espaco de Banach;
(I1) W <> LP(0,T; B).

13



Demonstracao: Ver [15].

Observacgao 1.1.2: Como conseqiiéncia da Compacidade de Aubin-Lions, tem-se que, se
(uy), N ¢ uma seqiiéncia limitada em L (0, T'; By) e (u;,), . uma seqiiéncia limitada em L* (0, T’; By)
entao (u,),cy ¢ limitada em W. Dai, segue-se que, existe uma subseqiiéncia (u,, ), § de (u,) tal

que u,, — u forte em L? (0,T; B).

Teorema de Carathéodory - Prolongamento de Solucao

O proximo resultado é de grande importancia para solu¢ao do problema principal, visto que,
nos permite prolongar a solucao, ou seja, a solucao se torna global. Vejamos primeiramente

algumas condicoes para depois enunciarmos e demonstrarmos o teorema a seguir.

Sejam D c R*! ¢ f: D — IR". Diz-se que f satisfaz as condicdes de Carathéodory sobre D

se
i) f (t,x) é mensuravel em t, para cada x fixo;
it) f (t,z) é continua em z, para cada t fixo;

i1i) Para cada compacto K em D, existe uma fungao real integréavel my () tal que

If (£, 2)] < mg ()Y (t,2) € D. (1.1)

Considere o retangulo R = {(t,z) € R*™"; [t — to] < a, |z — x| < b} , com a,b > 0.

Teorema 1.1.4 (Carathéodory): Seja f : R — IR satisfazendo as condigdes de Carathéodory
sobre R. Entao, sobre algum intervalo |t —ty] < 3 (8 > 0), existe uma solugdo do problema de

valor inicial

X'=f(tX);
(1.2)
X (to) = Xo.
Demonstragao:
Para o caso t > 7, tem-se:
Define-se a funcao M como sendo
M(t)=0 (t<r); (1.3)
t
M(t) = / m(s)ds (1 <t <T1+a); (1.4)

14



M é continua e nao decrescente, pois m(t) > 0,
M(r)=0.
Portanto, (¢, + M(t)) € R para algum intervalo 7 < t < 7+ 3. Escolhendo-se $ de modo

que 7 + 3 < 7+ a define-se as seguintes aproximacoes ¢; (j =1,2,...) por

=¢ (rse<red); (15)
o) =e+ | T sy ())ds (r+9<t<rrs). (1.6)

Note que ¢y (t) =&, V te (r, 7+ F).

Fixado j > 1 a integral em (1.6) sé tem sentido se

g g g 26

T<t—=<714+—-ET7+=-<t< 74+ —.
J J J J

Dai segue, que em (1.6) tem-se ¢, continua em 7 < ¢ < r+£, e pelo exposto acima, desde que
J

2
(t,€) € R, a equacgao (1.6) define ¢; como uma funcdo continua no intervalo 7+ é <t<T+ —ﬁ
J J

Além disso, tem-se:

t—8/j
/ £(5,0(s))ds

t—B/j
e =€+ [ Hops)ds = los(t) — ¢l =
t—B/j t—=pB/j
lp;(t) — €| < / |f(s,¢(s))|ds = |@;(t) —&] < / m(s)ds, por (1.1) e, portanto,
g
i)~ ) < 01 (1 7). 17)

Afirmacao 1: ¢;(t) é uma fungao continua em 7 <t < 7+ .
Prova-se essa afirmacao usando inducao finita.
Demonstracao da Afirmacao 1:

Paran =1. Ok!

k
Suponha que para n = k, ¢; esteja definida em 7 < ¢t < 7 + —6 para 1 < k < 7. Assim
J

tem-se que

15



ks

=7
=+ [ Flspis)as
k k+1
De modo anélogo, conclui-se que goj(t) ¢ continua em 7T + —T <t<7T1+ u

J J
E+1)71 .
u. E facil ver que ¢, satisfaz (1.7).

. Portanto,

@;(t) é continua em 7 <t <7+

J
Segue-se entao por indugao que, (1.6) define ¢; como uma funcgao continua em 7 <t < 7+ f3,

para todo 5 € N satisfazendo

p;(t) =¢&, T§t37+§ ;
|¢j(t)—f’§M<t—§), T+§§t§7+ﬁ_

Afirmacao 2: p; ¢ equicontinua.
Demonstracao da Afirmacao 2:

Deve-se mostrar que, dado € > 0 existe 0 > 0, tal que, para quaisquer ti, t, onde |t; —t5] <
tem-se |(p](t1) — Q03<t2)| <e€, Vj.

De fato, sabe-se que

65() — 5(t)] < ’M (tl - ﬁ) o <t2 . E) ’ |

J J

Sendo M continua em [, 7 + 3] vem que M é uniformemente continua. Logo,

J J J J

Donde segue nossa afirmagao.

Afirmacao 3: ¢; ¢ equilimitada.

Demonstracao da Afirmacao 3:

Note que |p;(t) =& < M (t— é) ,Vj eN.
J

16



Sendo M continua em [7, 7 + ], logo limitada, entdo existe C' > 0 tal que |M ()| < C, desde

que

|¢j(t)—§|§M(t—é).

J
Segue que |;(H)] < |¢] +C, ¥ jEN.
O

Desta forma, a sequéncia (¢;) estd nas condigoes do teorema de Arzela-Ascoli, assim existe

uma subsequéncia (¢;, ) que converge uniformemente em [7, 7 + 3] para uma func@o continua ¢.

Afirmagao 4: A fungao ¢ é solugao de (1.2).

Demonstracao da Afirmacgao 4:

Sendo f(t,x) continua em z, para cada t fixo, decorre que f(t, ¢;, (1)) — f(t,p(t)), Vt € R
Usando (1.1), segue que |f(t, ¢;,)(t)] < m(t).

Desde que m(t) é Lebesgue integravel, entao a funcao f estd nas condigdes do teorema da

Convergéncia Dominada de Lebesque (Ver [2]), resultando que
¢ ¢
i [ fs i (o)ds = [ fsiolo)s.

Além disso, para todo t € [1,7 + ] tem-se:

t t
en®) =<+ [ Foeaonds— [ flsy(o)is
T t—ﬂ/jk
Quando k — 00, o segundo termo da integral tende a zero, e usando as consideragoes ante-

riores vem que
o) =+ [ Flspls)as

Donde segue o resultado.

Corolario 1.1.1 (Prolongamento de solugao):
Seja D = [0,w] X B, com 0 < w < 0o, B = {x € R |2| < b},b > 0 e f nas condigbes de
Carathéodory. Seja ainda ¢ (t) uma solucao de
X' =f(t,X);

X (0) = Xo, [Xo| <.
17



Suponha que em qualquer intervalo I onde ¢ (t) estd definida, se tenha, |¢ ()] < M, para

todo t € I, M independente de t e M < b. Entao ¢ tem um prolongamento até [0,w] .

Demonstracao: Ver [10].

Lema 1.1.2 (Lema de Gronwall) : Sejam ¢,v : [a,b] — IR fungdes continuas e nao-

negativas.

Se ¢ (t) Sa#—/atgo(s)w(s)ds, (com « > 0), entao ¢ (t) < aexp {/atw(s)ds} , ¥V te€la,bl.

Em particular, ¢ (¢) é limitada e se &« = 0, entao ¢ = 0.
Demonstracao:

t
Fazendo w (t) = o + / ¢ (s) 1 (s)ds, decorre da hipétese que ¢ (t) < w (t) e pelo Teorema
Fundamental do Célculo, gegue que w (t) = ¢ (t) ¥ (t). Logo, w (t) < w () (t), donde segue

(1)
w—@§w<t)-

€

Integrando a dltima desigualdade em [a, t], obtem-se

[5tw[voe

Assim,
[ Emeends< [vas
Logo,
(28)< oo
isto é,

W () < aexp (/:w(s)d5>, telab.

Portanto, desta desigualdade e de ¢ () < w (t), segue o Lema.

18



t
Lema 1.1.3: Seja v (¢) continua e nao-negativa em [0, T']. Se~y (t) < C’H—C’g/ [v(s) +~ (3)2} ds,
0 <t<T,entao existem Ty > 0 e C > 0 tais que v (t) < C, V t € [0,Ty], onde C1,Cy > 0.

Demonstragao:

Sejam ¢ (t) = /t [v(s) +~ (8)2} dseY (t) = Cy + Cyp ().

Decorre da hipétese que

v (t) < Ci+ Cap (1),

ou ainda,

Y2 (t) < [Cy + Cap (1))

E pelo Teorema Fundamental do Calculo segue,

¢ () =7+~ )7,

logo,

O )<Y [)+Y2(1). (1.8)

Por outro lado, Y (t) = Cyy’ (t) < Co[Y (t) + Y? (1)], daf segue

Y () <Co[Y () +Y2(t)], 0<t<T. (1.9)

Observando que

d /
[V (1) e @] =Y (t)e P — CoY (t) e~ e aplicando esse resultado em (1.9), segue

dt
d —Cat 2 1\ —Cat
yr [V (1) e ] < CoY? () e 2 (1.10)
Integrando a ultima desigualdade em [0,¢] e tomando Y (0) = (Y, resulta
(1.11)

t
Y (t) < Che®?t + Cgec2t/ Y2 (s) e “2°ds.
0

t
Seja z (t) = / Y2 (s)e %%ds. Assim resulta de (1.11) que Y (t) < [C) + Cyz ()] %2t e,
0

19



novamente pelo Teorema Fundamental do Célculo

/

2 (t)=Y2(t) e

Logo,

: (¢
z (t) < [C1 + Cyz (t)]Q e“?' donde segue, % —I—ZC(’ i’(t)]Q < %2t
1 2

Integrando a dltima desigualdade em [0, ¢], obtem-se

t 4 t
/ V4 (t) 2dt S / 602tdt.
0 [Cl + CQZ (t)] 0

Dai segue,

ou ainda,

+ >0 <— 1+1>602t<:>0t<1 1+C2
— — + = n — .
Cl Cg CQ Cl CZ CY2 ?

1

Logo,

1 Cs
t<—In(l+—=—].
<C’2 n( —0—01)
1
Seja T*:aln (1—1—%) onde T% > 0.

Escolha Tj tal que 0 < Ty < T, entao 0 <t < Ty, logo

ou ainda,




Assim,

Y (t) < (O + Coz (1)) e

Por outro lado,

1 e2To 1

(Cy + Cyz (1)) e < oG + A 210,
Portanto,
Y(#)<C, 0<t<Th.
Desta desigualdade e de «y (t) = Y (t), segue o Lema.
O
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Capitulo 2

Introducao a Teoria das Distribuicoes e
aos Espacos de Sobolev

Neste capitulo introduz-se a teoria de Distribuigoes e os Espacos de Sobolev. Tais topicos,
nos permitem estender o conceito de solucao de uma e.d.p. No que se segue, tem-se definigoes,
notagoes, proposicgoes, lemas e teoremas que servirao de base tedrica para o bom entendimento do
problema principal. Dessa maneira, no capitulo que se segue, nao existem todas as demonstracoes
dos resultados utilizados de forma preliminar, mas menciona-se o referencial bibliografico para

posterior consulta.

2.1 Teoria das Distribuicoes Escalares
2.1.1 Espacos das Funcoes Testes

Sejam 2 C IR um aberto limitado e ¢ : 2 — IR, uma fung¢ao continua. Denomina-se suporte
de ¢, ao fecho, em €2, do conjunto dos pontos = pertencentes a 2 onde ¢ nao se anula. Denota-se

o suporte de ¢ por supp (¢). Simbolicamente, tem-se

supp (p) = {z € Q¢ (x) # 0} em Q.
Usando a definigao conclui-se que o supp (¢) é o menor fechado fora do qual ¢ se anula e

valem as seguintes relagoes:

1) supp (@ + 1) C supp (p) U supp (V) ;
2) supp () C supp (@) N supp (1) ;
3) supp (Ap) = X supp (¢), A € R—{0}.
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Exemplo 2.1.1.1: Seja ¢ : (0,1) — Rtal que p(z) =1, V z € (0,1).
Verifica-se que o supp (¢) = (0,1), ndo é um conjunto compacto.

Faz-se um destaque especial as fungoes ¢ : {2 — IR, com suporte compacto contido em ¢

que, sejam infinitamente diferenciaveis. Com esse intuito considere a seguinte definigao:

Definigao 2.1.1.1: C§°(R2) é o espaco vetorial das fungoes indefinidamente diferencidveis

com suporte compacto contido em §2.

Os elementos de C§°(€2) sdo denominados fungoes testes em (2.

Exemplo 2.1.1.2: Dados zg € IR, r > 0, denota-se por B, (zg) a bola aberta de centro x

de raio 7, isto é, B, (zg) = {zr € IRY; ||x — x| <1} . Se B, (xy) C Q , define-se ¢ : 2 — IR por

7,2

(x) eXp(\|x—xo\|2—r2) e |z~ ol <7
l’ =

0 se |l — x| > 7

¥

Neste exemplo, verifica-se que supp (¢) = B,.(zo) é um compacto e que C5°(2) é nao vazio.
O espago C3°(Q2) é de grande importancia para o nosso estudo, visto que estamos interessados

em estudar funcionais lineares continuos definidos em C§°(€2).

Observagao 2.1.1.1: Por um multi-indice, entende-se como uma n-upla a = (aq, ..., )
de nimeros inteiros ndo negativos. Denota-se por |a| = ag + - - - + a,, a ordem do multi-indice e

por D% o operador derivacao parcial, de ordem |a/,

olal

oy ... 09

D° =

Para a = (0,...,0), tem-se por defini¢io Dp = .

A seguir dar-se nogoes de convergéncia em C§°(£2), tornando-o um espago vetorial topoldgico.

2.1.2 Convergéncia em C;°(Q2)

Diz-se que uma sucessao (¢n)nen de fungdes em C§°(£2) converge para ¢ em C§°(€2) quando

forem satisfeitas as seguintes condicoes:
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i) Existe um conjunto compacto K C € tal que

supp (@) C K e supp(¢,) C K, ¥ neN;

it) D*p, — D*p uniformemente em K para todo multi-indice «.

O espago vetorial C§° (€2), junto com a nogao de convergéncia definida acima, é um espago

vetorial topoldgico que denota-se por D(€2), e denomina-se espagos das fungdes testes.

Observagao 2.1.2.1: Sendo Q2 limitado, obtemos D(Q2) — LP(Q) V p, tal que 1 < p < oo,

com imersao continua e densa.
Demonstragao:

De fato, dado ¢ € D(f), tem-se que

/Q o ()P da < sup [ ()" m (Q) < oo.

ISy

Isto prova a inclusao algébrica.

Para a continuidade, seja ¢, — ¢ em D(2). Mostra-se que

/Q o (&) — @ ()P di — 0,

De fato, note que,
/Q on (@) — (@) do = /K on () — ¢ (2] da

Logo pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue,

lim [ [, () = (2)[" do = lim [ o, (2) — @ ()" do
Q K

n—o0o n—oo

n—oo

= [ Jim o (@) = o @) dz <o

Pode-se ainda mostrar que a imersao anterior é densa. Para isso ver [12].

O
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2.1.3 Distribuicoes Escalares

Com o intuito de generalizar o conceito de fungoes sobre €2, introduz-se o conceito de dis-

tribuigoes escalares.

Definicao 2.1.3.1: Denomina-se distribuicao escalar sobre €2 a toda forma linear e continua

sobre D(12), isto é, uma fungao 7" : D(Q2) — IR que satisfaz as seguintes condigdes:

i) T (ap+ py) =aT(p) + T (), V 9, €D(Q), V a,f€R
it) T é continua, isto é, se (¢,), oy converge para ¢, em D (), entao T (¢,) — T (¢) em IR

O valor da distribuicao T' na fungao teste ¢, é denotado por (T, ¢). Muniremos o espago

vetorial das distribuicoes escalares da seguinte nocao de convergéncia:

Considere o espago de todas as distribuigoes sobre ). Neste espaco, diz-se que a sucessao
(T,)ven, converge para T, quando a sucessao ((1,,)), oy converge para (T, ¢) em IR para toda
v € D(2). O espago das distribuigdes sobre €2, com esta nogao de convergéncia é denotado por
D'(Q).

As distribuicoes que aparecem com mais freqiiéncia sao aquelas definidas a partir de funcoes

localmente integraveis.

Definicao 2.1.3.2: Diz-se que uma funcao u : {2 — IRé localmente integravel em (2, quando

u € integravel a Lebesgue em todo compacto K C 2. O espago das funcoes localmente integraveis

1

loc (Q) Em simbolo tem-se

¢ denotado por L

loc

ue L, (Q) < / |u(z)|dx < oo para todo compacto K C €.
K

Exemplo 2.1.3.1: Seja u € L, (Q) e define-se T, : D(Q2) — Rpor

loc

(T, ) :/U(QT)QO (x) du.

Q

Nestas condicoes T, é uma distribuicao escalar sobre ().
Demonstragao:

De fato, nao é dificil mostrar a linearidade de T, pois segue da linearidade da integral. Resta

mostrar que 7T}, é continua.
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De fato, seja dada uma seqiiéncia (¢,), .y de fungoes testes sobre 2 convergindo em D (2)

para uma funcao teste ¢, entao

an»—u%@wﬂa;%—wnz/EWM%—wxmw

Q
</W@ﬂ%—wﬂwwx
SﬂmWw—MAﬁN@W$*Q

Pois, ¢, — ¢ uniformemente.
O

A distribuicao T, assim definida é dita “gerada pela funcao localmente integravel u”e, usando
Lema Du Bois Raymond, tem-se que 7}, é univocamente determinada por u, no seguinte sen-
tido: T, = T, se, e somente se, u = v quase sempre em §). Neste sentido identifica-se u com a
distribuigao T, e o espago L}, () das fungoes localmente integraveis, pode ser visto como parte

do espaco das distribuicées D’ ().

Lema 2.1.3.1 (de Du Bois Raymond): Seja u € L, (). Entao T, = 0 se, e somente se,

loc

u = 0 quase sempre em ().

Demonstragao: Ver [11].

1

Vale ressaltar que existem distribui¢oes nao definidas por funcoes de L,

(), como pode ser

visto no exemplo a seguir.

Exemplo 2.1.3.2: Seja xy um ponto de Q2 e define-se a fungao d,, : D (2) — IR como sendo

< Oy, p >= p(20).

E f4cil verificar que d,, € uma distribuigao. Tal distribuicao é conhecida por Distribuicao

de Dirac, em homenagem ao fisico inglés Paul A.M. Dirac (1902-1984). Entretanto, mostra-se

1

loc

que a distribuigao d,, nao ¢ definida por uma funcao w € L}, (Q), isto ¢é, nao existe u € L. ()

loc

tal que

mewmm:wm»V¢eDm»
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Demonstracgao:

De fato, supoe-se que a distribuigao d,, ¢ definida por alguma funcao u € L}, (€2). Entao

< by e /Qu(a:)go(x)dx — o(z0), ¥ o €D(Q).

Tomando & € D (Q) definida por £(z) = || — zo||* ¢ (), tem-se que

E(x) =< 0y, & >= /Qu(x) |z — x0H2 p(x)dex =0, ¥V £ €D(Q).

Portanto, tem-se ||z — zo||” u(x) = 0 quase sempre em €, logo u(z) = 0 quase sempre em 2,
isto é, < 0., >=0, V ¢ € D (), ou seja, p(xg) =0, ¢ € D (), que é uma contradicao.
O

~ A~ . / . ’ .
Com essa nogao de convergéncia, D (§2) passa a ser um espago vetorial topoldgico e segue a

seguinte cadeia de imersoes continuas e densas:

D(Q) = L” (Q) = L}, () — D' (2),1 < p < oc.

2.1.4 Convergéncia e Derivada Distribucional

Com o intuito de estudar os espacos de Sobolev, introduz-se o conceito de derivada distribu-

cional para objetos de D’'(12).

A motivacao no conceito de derivada fraca e, posteriormente, o conceito de derivada distribu-
cional, dado por Sobolev, se deve a férmula de integracao por partes do Calculo, sendo este

conceito generalizado para distribui¢oes quaisquer em D’ (2).

Seja T' uma distribuigao sobre 2 e & um multi-indice. A derivada (no sentido das distribuicoes

de ordem « de T') é definida como sendo o funcional linear DT : D (2) — IR, tal que

<DaT7 90> = (_1)|a| <T7 Da(tp> '2RS D(Q) :

Segue da defini¢ao acima, que cada distribuigao 7" sobre () possui derivadas de todas as ordens.

1

loe (§2) possuem derivadas de todas as ordens no sentido das distribuicoes.

Assim as funcgoes de L

Observe que a aplicacao
D*:D'(Q) — D (Q)

é linear e continua no sentido da convergéncia definida em D’ (Q2). Isto significa que
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lim 7, =T em D' () entdo lim DT, = DT em D' (Q).

V—>00 V—00

Observacao 2.1.4.1: Outro resultado interessante a ser mencionado é que a derivada de

1
loc

1

loe (£2), como mostra o exemplo a seguir.

uma fungao L; . (£2), ndo é, em geral, uma funcao L

Exemplo 2.1.4.1: Seja u a fungao de Heaviside, isto é, u é definida em IR e tem a seguinte

forma

assumindo qualquer valor em z = 0.

1

1. (), mas sua derivada u' = d ndo pertence a L}, (€2). Como

Esta funcao u pertence a L loc

do & Li,. (Q), basta verificar que u’' = dy.
Demonstragao:

De fato,

00 0
<u,p>=—<uQ >:—/ @l(x)dx:/ @ (z)dr = p(0) = <o, 0>, ¥ o€ D(Q).
0

o0

O

Tal fato, motiva a definicao de uma classe significativa de espacos de Banach de funcoes,

conhecidos sob a denominacao de Espacos de Sobolev.

Observagao 2.1.4.2: Se u € C*(IR), para cada |a| < k , entdao a nogao de derivada no

sentido classico coincide com a nocao derivada no sentido das distribuigoes, isto é

DT, = Tpay, ¥V |o| <k,

é uma conseqiiéncia simples da férmula de integracao de Gauss.

2.2 Espacos de Sobolev

Apresenta-se nesta secao uma classe de espacos fundamentais para o estudo das Equacoes

Diferenciais Parciais, que sao os espacos de Sobolev.
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2.2.1 O espago H™ ()

Seja €2 um aberto do IR' com fronteira bastante regular I'. Observou-se na secao anterior
que se u € LP (), u possui derivadas de todas as ordens no sentido das distribui¢bes. Viu-se
que D®u nao é, em geral, uma distribuigao definida por uma fungao de LP (§2), porém estamos
interessados em espagos de distribuigoes u € LP (€2) cujas derivadas distribucionais permanegam

em LP (£2), tais espagos serdao denominados Espacos de Sobolev.

O espago vetorial L? (2), 1 < p < oo, é o espago das (classes de) fungoes reais v : ) — R

mensurdveis, tais que |v|” é integravel a Lebesgue em ().

Este espaco quando munido da norma

1/p
o]0y = ( [t dx) |

¢ um espaco de Banach. Ver [3].

O conjunto de todas as fun¢oes mensuraveis v essencialmente limitadas em €2 é denotado por

L*> (Q), define-se a norma de v por

HUHLOO(Q) = supess v (v)|, ¥V v e L>(Q).

O espago L™ (Q2) é também um espago de Banach. Ver [3].

No caso particular onde p = 2, temos que L? (£2) é um espaco de Hilbert. Neste caso o produto

interno é dado por

cuja norma induzida é

1/2
|ul = (/ |u|2dx) :
12(2) ~

Dados um inteiro m > 0 e 1 < p < 00, 0 espago de Sobolev de ordem m sobre €2, é o espaco
vetorial denotado por W™P (1), constituido das fungoes v € LP (§2) para as quais D%u € LP (€2),
para todo multi-indice a, com |a| < m. Em simbolo tem-se

Wme(Q) ={ue LP(Q): D*u € LP (), V «,multi-indice, com |a] < m}.

O espago W™P () serd munido da norma
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1/p

lallymsiy = | 2 1D ullfny | 1 <p<o0

laj<m
esep=00

||u||Wmﬁ°°(Q) - Z ||Dau||L°°(Q)‘

la|<m

Em ambos os casos WP () é um espago de Banach.
O espago W™P () é um espago reflexivo se 1 < p < 0o e separdvel se 1 < p < 0.

No caso particular em que p = 2, o espago W™? (Q) é um espago de Hilbert, no qual denota-se

por H™ (), isto é,
H™(Q) ={ue L?(Q);Due L*(Q), V a, o] <m},
as derivadas D, evidentemente, sao no sentido das distribuigoes.
Define-se em H™ (2) o produto escalar

dr, ¥ u,v € H™ (Q),

L2(q)

((u,v)) gme) = Z /(Do‘u, D%v)

lo|<m
com norma induzida por este produto escalar dada por

1/2

iy = | 3 [ (Do, o

|| <m

Mostra-se que H™ (Q2) é espago de Hilbert separdvel. Ver [11].

Para se ter uma idéia mais apurada dos espagos de Sobolev, descreve-se alguns casos parti-

culares.

Em dimensao n = 1, tem-se,

! ! d
Hl(a,b):{uEL2(a,b);u €L2(a,b)}, u :d_?‘

Neste caso

b b
Hwhmz/hmﬁﬁ+/WWWﬁ
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Em dimensao n > 2, tem-se

ou

8_567;6[/2(9)7 Z:L,n}

H'(Q) = {u cL*(Q);
e neste caso,

& Ju 2
||U||?{1(Q) :/Q[u (J]l,l‘g,...,$n)]2dl'1d1}2...d$n+2/ﬂ <8_I (ZEl,JZQ,...,[En)) dl’ldl’g...dl'n,
i=1 ¢

ou, de modo mais conciso, escreve-se

2 2
HuHHl(Q):/|u|2dx—|—/\Vu\ dr.
Q Q

E oportuno observar que, embora o espago vetorial das fungoes testes D (£2) seja denso em
LP (), 1 < p < oo, em geral ele ndo é denso em W™ (§)). Isto ocorre porque a norma de
Wm™P () é “bem maior”que a norma de LP (Q2) e por isso W™P (2) possui menos seqiiéncias
convergentes. Isto motivou a definigdo dos espagos W™ (€2), como sendo a aderéncia de D (Q2)

em WP (Q). No caso p = 2 denota-se esta aderéncia por HJ" ().

Os espacos W;"" (Q) e, em particular os espagos HJ" (2), desempenham papel fundamental

na Teoria dos Espacos de Sobolev e por conseguinte, na Teoria das EDP’s.

O Trago em H' (Q)

Demonstra-se que as fungoes de H™ () podem ser aproximadas na norma de H™ (£2), por
funcao de D (ﬁ), onde D (ﬁ) é o conjunto {p_;» € D(IR")} que se pode definir a restricao a

fronteira I' de 2. Dada ¢ € H' (2), considere uma seqiiéncia (¢,), - em D () com
0, — @ em H'(Q).

Define-se o operador vy : H! (Q) — L*(T") por

70 (p) = im ol

sendo o limite considerado na norma de L? (T"). O operador 7y, denominado operador trago, que é
continuo, linear, cujo nicleo é Hy (). De forma mais simples escreve-se | em vez de 7o, assim
pode-se caracterizar o espago Hg (Q) por: Hg (Q) = {p € H' (Q); ¢, =0}. A generalizacao

do operador trago para os espagos H™ (2) ocorre de forma natural e, no caso m = 2, tem-se
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0
1@ = {o e 2 @spp =0 Fhr=0}.

O dual topolégico do espaco W™ () representa-se por W™ (Q) se 1 < p < oo, com p e q
indices conjugados. Se ¢ € W™™1(Q), entdo ¢, € D' (Q).
Quando p = 2, W™ (Q) é denotado por HJ" (Q), cujo dual recebe a notacio H™™ (Q). A

seguir enuncia-se sem demonstrar, o teorema que caracteriza o espago W~ (Q) .

Teorema 2.2.1.1: Seja T' € D' (). Entao, T' € W~ (Q) se, e somente se, existem fungoes
ga € L1(Q) tais que T = Z D%g,.

laj<m

Demonstracao: Ver [9].

Proposigao 2.2.1.1: [Caracterizacao de H~' (€2)] Se T for uma forma linear continua sobre

H} (Q), entao existem n + 1 fungoes ug, uy, . . ., u, de L? (), tais que
T = uy+ .
0 Z Ox;

i=1

Demonstracao: Ver [15].

De posse destes dois resultados pode-se concluir que, se u € Hj (), entao Au € H™ (Q),

sendo o operador A : H} () — H~'(Q), linear, continuo e isométrico.

Lema 2.2.1.1(Desigualdade de Poincaré): Seja 2 C IR' um aberto limitado em alguma

direcao. Se u € H} (), entao existe uma constante C' > 0 tal que

2 2
ulz2(0) < C1VUl12q) -

Demonstracao:

Suponha 2 C RR?, limitado na diregao do eixo z;. Sendo v € H}(€), existe uma sucessao

(0,)ven de fungoes de D(R) tal que p, — v em HJ (L), isto é,

dp, ov

9, — s em L*(Q), i=1,2,...,n.

0, — v em L?(Q) e
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Como (2 ¢ limitado, existem a e b € IRtais que, V z € Q, a < proj x < b, onde a proj x é a

projecaode x sobre o eixo coordenado z7. Agora dado ¢ € D(Q) e ¢ (a,xq,...,x,) =0, tem-se
X1 a(,p
o (1,29, ...,2,) = 85(5 Loy .., Ty) dE.

E da desigualdade de Schwarz, obtem-se

b o ? blo
\gp(:vl,xg,...,xn)\2—< a?(g,xg,...,xn)dg> g(b—a)/ TL (& @, 10)| dE.

23
Aplicando o Teorema de Fubini tem-se
2
/’@(ml,ﬂf%..., )’ dl'< b_a 573727"'71;71) dgdl'
Q
2
(b 0)? (f;g (€2 o20)| dr.
Logo,
n a 2 1/2
4
Pl 20y < (b—a) [Z e ]
j=1 J1L2(Q)
Portanto,
|U|L2 <C |VU|L2
([

Observacao 2.2.1.1: Utilizando-se da desigualdade de Poincaré pode-se concluir que, em

H;j (Q), as normas [|v]| ;1) € [Vl 2 (g 880 equivalentes.

Demonstragao:

De fato, considere a norma em H}(2). Se v € H (), tem-se

2 2
1013y = [v]720) + [VUl120) = [VOlL2g)

Da desigualdade de Poincaré-Friedrichs, obtem-se

2
[0l () < (14 C) [Vl
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Conclui-se das desigualdades acima que, em H{(2), as normas ||v]|g1(o) € |V 12(0) SA0 equi-

valentes.

2.3 Espagos L? (0,7T; X) e Distribuigoes Vetoriais

Sejam X um espago de Banach real, com a norma || - | x , 7 um nimero real positivo e xg a
fungao caracteristica do conjunto E. Uma funcao vetorial ¢ : |0, 7[ — X, é dita simples quando
assume apenas um nimero finito de valores distintos. Dada uma fungao simples ¢ : (0,7) — X

com representacao canodnica

k
p(t) = Xepi
=1

onde cada F; C (0,7) é mensuréavel, i = 1,2,...,k, e os conjuntos F; sdo dois a dois disjuntos,
m(E;) <ooeyw € X,i=1,2 ...k, define-se a integral de ¢ como sendo o vetor de X dado

por

/0 Pt =Y m (B

Diz-que uma funcao vetorial u : (0,7) — X é Bochner integravel (B — integravel) se existir
uma seqiiéncia (¢, ),y de fungoes simples tal que
(1) o, — uwem X, q.s em (0,7);
T

(i), Jim [l () = e () e = 0.

k,m—00

Neste caso, a integral de Bochner de u, é por definicao, o vetor de X dado por

T T
/ u(t)dt = lim v, (t)dt,
0

n—oo 0

onde o limite é considerado na norma de X.

Uma fungao vetorial u : (0,7) C IR — X é fracamente mensuravel quando a fun¢ao numérica
t — (®,u(t)) for mensuravel, V & € X', onde X’ é o dual topologico de X e diz-se que u é
fortemente mensuravel, quando u for limite quase sempre de uma seqiiéncia (¢,), oy de funcoes
simples. Em particular, se u for fortemente mensuravel, entdo a aplicagdo t — ||u(t)|y ¢

integravel a Lebesgue.
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Denota-se por LP (0,7;X),1 < p < oo, o espaco vetorial das fungoes ou classes de fungoes
u: (0,T) — X fortemente mensurdveis e tais que a funcao t — |lu (¢) || ¢ integravel & Lesbegue

em (0,7"), munido da norma

T 1/p
P ( [ o dt) |

Quando p =2 e X = H é um espago de Hilbert, o espaco L? (0,7; H) é também um espago

de Hilbert cujo produto interno é dado por

(4, 0) oo ety = / (u(s) v (s)) ds.

Por L> (0,T; X) representa-se o espago de Banach das (classes de) fungoes

uw:(0,7) C R— X,

que sao fortemente mensuraveis e tais que t — ||u (¢)|| € L (0,7). A norma em L* (0,T; X)

¢é definida por

||l ‘LOO(O,T;X) = SUPESSyc)o 1] u(®)]] x -

Se X é reflexivo e separdvel e 1 < p < oo, entdao LP (0,7; X)) é um espago reflexivo e separdvel,
cujo dual topoldgico se identifica ao espaco de Banach L9 (0,7;X’), onde p e ¢ sao indices
conjugados, isto é, % + % = 1. No caso, p = 1, o dual topoldgico do espaco L' (0,7T;X) se

identifica ao espago L™ (0,7; X'). A dualidade entre esses espagos é dada na forma integral

(u, v>(LP(O,T;X))’><LP(O,T;X) = (UvU>Lq(o,T;X/)xLP(0,T;X) :

Definicao 2.3.1: Uma funcao f : [0,7] — X ¢é integravel se existe uma seqiiéncia {Si}x de

fungoes vetoriais simples, tal que,

T
/ 196() = F()]xdt — 0, com k — oo,
0

Se f ¢é integravel, define-se

T

/Tf(t)d,u = klim Sk(t)dt.
0 —00

0
T
A expressao / f(t)du, é dita integral de Bochner de f em relacao a p.
0
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Exemplo 2.3.1: Sejam u € LP(0,7;X), 1 <p < o0, e ¢ € D(0,T). Considere a fungao
T, :D(0,T) — X, definida por

ﬂ@ﬁ=A’M@¢@M&

onde a integral é calculada no sentido de Bochner em X. A aplicacao T, é linear e continua
de D(0,7) em X e por esta razao é denominada distribuigdo vetorial. A distribuicao T, é
univocamente determinada por u e, neste sentido, pode-se identificar u com a distribuicao T,

por ela definida e, portanto, L? (0,7; X) — D' (0,T; X) com imersao continua e densa.

O espago das aplicagoes lineares e continuas de D (0,7') em X, denomina-se espago das dis-

tribuigoes vetoriais sobre (0,7") com valores em X, o qual denota-se por D' (0,T; X).

Definigao 2.3.2: Seja 7' € D' (0,7 X). A derivada de ordem n é definida como sendo a

distribuigao vetorial sobre (0,7") com valores em X dada por

T ] dny
—_— = (-1 T, — D(0,T).
(Ge) =0 (1 52) ¥ pepOT)

Por C°([0,7];X), 0 < T < oo, representa-se o espago de Banach das funcoes continuas

u:[0,7] — X munido da norma da convergéncia uniforme

HuHCO([O,T];X) = tgﬁ% [l ()]l -

Por C? ([0,T]; X), denota-se o espaco das fungoes u : [0, 7] — X fracamente continuas, isto
é, a aplicagdo t — (v,u (t))x/ x ¢ continua em [0, 7], V v € X"
Quando X = H é um espaco de Hilbert, a continuidade fraca de u é equivalente a con-

tinuidade da aplicagao t — (u (t) ,v)y, v € H.

2.4 Um Resultado de Regularidade

Nessa secao, enuncia-se e se demonstra um teorema sobre regularidade, que serd de grande
importancia para garantir as condicoes do teorema de existéncia. Antes porém, precisa-se de

trés lemas auxiliares, os quais se omitem as devidas provas.
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Lema 2.4.1: Se v € L*(0,T,X), u' € L*(0,T,X") e § € C~([0,T1]), entao

d
1) %(uan)X = <ulvn>X’X; v n € X7

2) %(Qu) = 0u’ + 0'u.

Demonstragao: Ver [9].

Lema 2.4.2: Considere o espago de Hilbert W = {u; u € L*(0,7;X) e v’ € L*(0,T; X")},

como o produto interno

(u, V)w = (u,v)L2(0,mx) + (W', V') 200,17y

Entao o conjunto dos vetores v = 0n, com 6 € C* ([0,7]) e n € X é total em W.

Demonstragao: Ver [9].

Lema 2.4.3: Seja u € W e considere um ntimero real 0 < a < 7.

Estende-se a func¢ao u ao intervalo (—a,T + a), da seguinte forma

u(—t) se —a<t<O0;
u(t) = u(t) se  0<t<T;

w2l —t) se T <t<T+a.

~ d
Entao, claramente u € L?(—a,T + a; X ), onde d—? € L*(—a, T +a; X').

Demonstragao: Ver [9].

Teorema 2.4.1:(de Regularidade) Seja Y um espago de Hilbert tal que X — Y, X é

denso em Y e a imersao de X em Y é continua. Tem-se

i) Se uw € W entao u € C°([0,T];Y);

i1) Se w,v sdo fungoes satisfazendo ¢) entdao a funcao t — (u(t),v(t))y é absolutamente

continua e vale a seguinte igualdade

d

2 (@), o))y = (W' (1), v(t)) xox + (u(t), v'(8)xx,

onde a derivada no primeiro membro da igualdade é a derivada no sentido das distribuicoes sobre
(0,7) da funcao (u(t),v(t))y.
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Demonstragao:

i) Entende-se a fun¢ao u como no Lema 2.4.3. Entao

€ L*(—a,T+a;X)et € L*(—a,T + a; X').

Define-se a fungao w = 6(t)u(t), onde # é uma fungao real continuamente diferenciavel tal

que § =1 em [0,7] e § = 0 em uma vizinhanca de (—a,T + a).
Considere a fungdo j € C'(IR;IR) tal que j(t) > 0, j(¢t) = 0, para [t| > 1, j(—t) = j(t),
/j(t)dt =1 e j é decrescente em [0, 00).
R

11
Seja j, (t) = vj(vt), entio j,(t) > 0, ¥ v € N, j,(~t) = ji(t), supp j, C [—;, ;} e

/_ +°° G (t)dt = 1.

o0

Define-se a sucessao de funcoes

T+a
w,(t) = / Ju(t — s)w(s)ds.

—a
Entao w, — wem L*(IR; X) e w!, — w’ em L?(IR; X'), e por restrigao ao intervalo [—a, T'+al,
resulta

o w, —w em L*—a, T+ a;X);

o w, —w em L*—a,T+a;X").

Desde que, w se anula numa vizinhanga de (—a,T + a), entao

w,(t) = / o Ju(t — s)w(s)ds.

—a-+te

onde £ > 0 independe de ¥ € N. Em particular,

wy(—a) = /T+a€ Ju(—a — s)w(s)ds.

—a+e

Desde que, j, é par, V v, vem que

TH+a—e
wy(—a) = / Ju(a + s)w(s)ds.

—a+te
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Como s € [—a+¢e,T+a—¢| entdo a+ s € [e,T + 2a — €] e portanto, tomando v, tal que

1
— < g, tem-se que YV v > 1y, j(a+s)=0. Assim, w,(—a) =0, V v > 1.

o

Por outro lado, note que w/,(t) € X, logo

Jaat) = w0 = [ 5 lnte) = wa®lpds = [ 2(ls) = wis)wsls) = i)

—a

t d , , t d
< [ Gt —uileds+ [ Zluls) = uo)lds

—a —

T+a d , ) ) T+a d )
< e (s) = w,(s)ll5xds + 7 [ (s) = wi(s)|xds.

—a —a

De onde resulta que (w,) ¢ uma sucessao de Cauchy em C° ([—a,T +a];Y).

Portanto, modificando os valores w(t) nos conjuntos de medida nula, encontra-se que w(t) € Y

e ||w,(t) — w(t)|ly — 0 uniformemente em [—a,T + al, ou seja, w € C°([—a, T + a];Y) e por

restrigao ao intervalo [0,7], obtém-se w € C°([0,T];Y). Mas, em [0,T],w = @& = u. Logo
we C([0,T]:Y).

Segue portanto o resultado.

i1) Para esta demonstragao indica-se [9], onde se usa os lemas 2.4.1 e 2.4.2.

O
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Capitulo 3

O Sistema Acoplado

3.1 Apresentacao do Problema de Evolucao

Neste capitulo, tem-se como objetivo estudar a existéncia de solugao fraca global, unicidade

e decaimento exponencial para o sistema (P) dado abaixo:
[ u, —a(l(v))Au = fi(u) em Q=Q x (0,T);

v = a(l(w))Av = fo(v) em Q =Qx(0,T);

(P) u(t) =v(t)=0 sobre > =00 x (0,T);
u(z,0) = ug(x) em €
| v(7,0) = vo() em €,

onde €2 é um aberto limitado do IR" com fronteira bem regular e 7" > 0 é um numero real fixo,

porém arbitrario.

A existéncia sera feita, via método de Faedo-Galerkin, teorema de compacidade de Aubin-

Lions e alguns resultados importantes de Andlise Funcional.
O procedimento consiste em:

i) Definir o problema (P) em um espaco de dimensao finita, de forma conveniente, onde

tem-se um novo problema, que serd denominado problema aproximado (PA).

i1) Mostrar que o problema aproximado (PA), possui solucao local, na qual denomina-se
solugao aproximada. Para existéncia de solugao aproximada, transforma-se o sistema referente
ao problema aproximado, em um sistema matricial, no qual serd equivalente a um sistema de

edo’s de 1* ordem. Dessa forma pode-se usar o Teorema de Existéncia de Carathéodory.

i1i) Obter estimativas a priori sobre a sequéncia de solugdes aproximadas. Dessa maneira

pode-se fazer a “passagem ao limite”e assim prolongar as solugoes ao intervalo [0, 7.
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iv) A passagem ao limite é o ltimo passo, onde mostra-se, a partir das estimativas a priori,
que a sequéncia de solucoes aproximadas, converge numa topologia conveniente para solucao do

problema (P).

No que se segue, utiliza-se as seguintes notagoes: (( 1, )); || - |l; (, ); | - |, para designar
o produto interno e a norma em H}(Q) e L?(Q) respectivamente e além disso, | - |r denota
o médulo em R Aqui considera-se o espago Hg(€2), munido da “norma do gradiente”, ou seja,
se u(t) € Hy(Q), entao ||u(t)|| = |Vu(t)]. Também, considera-se H () como sendo o dual
topoldgico de H} ().

3.2 Hipodteses
Considere as seguintes hipoteses:

Hi) fi:IR— Ri= 1,2 sao lipschitzianas, ou seja, existem constantes ; > 0, i = 1,2, tais

que

|fi(s) = fi(D)|r < vils — tlw, Vs,t € R e f;(0) =0.

Hs) A aplicac¢do a : IR — IR é continua, com a(t) > «ag > 0, para todo ¢ € IR, sendo ag > )\l;
1

v = max{vy1, 72}, onde A; é o primeiro auto-valor associado ao operador —A.

H3z) 1 : L*(2) — IR, é uma forma linear e continua, isto é, existe g € L?(Q) tal que

l(u) = ly(u) = / g(x)u(z)dx,Yu € L*(Q).
Q
H,) O operador a é Lipschitz-continuo, com constante A, isto é:

la(t) — a(t)|r < Alt = ¥'[r, V t,T' € R
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3.3 Existéncia de Solucao Fraca Global

Teorema 3.3.1 - Considere as hipdteses H; - Hs e (ug,v9) € L*(Q2) x L*(Q), entao existe

um par de fungoes (u,v) solugoes do problema (P) tais que
2
i) (u,0) € [L2(0,T; HY(9)) N C(0,T; L)) |
2
it) (ur, vr) € <L2(0,T; H’l(Q))) ;
i11) u(0) = up e v(0) = vo;

i) %(u, hy) +a(l(v))(Vu, Vhy) = (fi(u), hy),V hy € Hy(Q2) em D'(0,T);

v) %(v, hy) + a(l(u))(Vv, Vhy) = (f2(v), h2),¥ hy € Hy(Q) em D'(0,T).

No que se segue, demonstra-se os itens (i) e (i74) do Teorema 3.3.1, usando o resultado sobre

regularidade (Teorema 2.4.1).
Demonstracao do Teorema 3.3.1:

Aplicando o método de Faedo-Galerkin em (P), tem-se:

3.3.1 Problema Aproximado

Considere {w;};en 0 conjunto ortonormal completo de Hj(f2), formado por auto-vetores do
operador —A e {\;}en a correspondente sequéncia de auto-valores, em outras palavras,{w; }jen

¢ uma base Hilbertiana de H ().

Para cada m = 1,2, 3, ..., considera-se o conjunto V,, = [wy, ws, ..., w,|", sendo o subespaco
gerado por wy, ws, ..., w,. O problema aproximado (PA), associado a (P) consiste em encontrar
uma solucao sob a forma

m

(1), V(1)) = (Z O (D) (1), S Byt <x>) € Vin X Vi,

Jj=1

sendo os coeficientes O, ®;,, de classe C'°, determinados de modo a satisfazer (PA)

(u/rm hl) - a(l(vm))(AUm hl) - (fl(um)7 hl); (31)

(PA) || (v, h2) = all(um)) (Avm, ha) = (f2(vm), ha); (3.2)

(tm (0),vm(0)) = (uom, vom) em L*(L),
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para todo hy,he € Ve j=1,...,m.

Aqui, ug, € vom Sa0 aproximacoes de ug e vg respectivamente, isto é, sendo ug e vg perten-
centes a L?(Q2), pode-se aproximé-las por combinagoes lineares finitas dos w;, ou seja, existem

Qjm, Bim € R (j =1, ...,m) tais que

m
Ugm = Z Qjmw; — g, forte em L?();

J=1

Vom = Z Bimw; — vy, forte em L*(Q),

J=1

logo tem-se 4, (0) = ugm € Uy (0) = vop. E como existe uma tnica combinagao linear de vetores
da base V,,,, segue-se que 0;,,(0) = ajp, € P, (0) = Bjm, (7 =1,...,m).
Substituindo w,,(t), v, (t) € hy = hy = w;(z), parai = 1,...,m, em (PA), e usando o fato de

que {w;}; N C Hg(Q) tem-se:

(i O (D (2), wi()) - a(l(fj Djm(tuy(x) ) ) (A(i Oym(t)w; (), wil))

= (fi(um), wi(2));

(D2 @ty (). wie) ) = a1( D0 Oty (@) ) (A( D2 By @) ) ()
= (o), wi(2)),
ou seja,
(0),u(t) = Xa(U(0n))Ojn() = (fitm), w5); (3.3)
o @Jm<o> = Qjm (] — 17 7m)7
(PA)
@, (8) = Ajall ), @ (£) = (falvm) 1) (3.4)
\ CI)Jm(()) - ﬁjm (.] - 17 7m)
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Forma Matricial

Vejamos agora a adequacao de nosso problema a forma matricial, onde, por questao de
simplificacio trabalha-se apenas com a equacdo (3.3) de (PA), pois para (3.4) o resultado é

andlogo.

Fazendo j = 1,2,...,m em (3.3), tem-se o seguinte sistema na forma matricial

e O1m (f1(tm), wr)
;" Ara(l(vp, 0
oy, || Metlm)) O | | (alun)wo)
O ’ Mt} [ 0 | | (i) )
ou seja,
X'= AX + B, onde tem-se:
o | [Pt o | | Ghtuory
X' = Qm (A= X = T leB= "o
Observe que podemos escrever:
X'=AX + B=F(t,X);
(3.5)
X(0) = Xy, onde X,= [ 1l Qom oo Qm }T.

Tem-se portanto um sistema matricial equivalente a um sistema de edo’s de 1* ordem.

Mostremos que o sistema (3.5) encontra-se nas condigoes de Carathéodory.
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Verificando as Condigoes de Carathéodory para o sistema (3.5):

1) Fixemos X:
Mostra-se que as matrizes A e B sao mensuraveis em ¢t.

De fato, observe que a matriz A é formada, pelos elementos: \;a({(v,,)) com j =1,2,...,m.
De Hs, | é uma forma linear e continua e por Hs o operador a é continuo, segue-se que a
composigao a(l(vy,)) também é continua, logo \;a(l(u,,)) também o serd para j = 1,2,...,m.

Dessa forma A é mensuravel em ¢.

Agora, observe que B ¢é formada pelos elementos (fi(un),w;), com j = 1,2,...,m. Como
fi € lip,,(s) e w; € Hy(Q), configura a continuidade de (fi(u,,),w;), consequentemente a

continuidade de B, logo B é mensuravel em t.

2) Fixemos t:

Mostra-se agora, que F' é continua em X.

De fato, note que B é continua em X, pois é constante em relacao a X.

Agora, para continuidade de AX, basta verificar que A é continua em X. Vejamos:
Seja [[;(X) = O (1 =1,2,...,m) a projecao R" — IR, que ¢ continua.

Tomemos o(X) = [[;(X)w;.

Para cada t fixo, como u,,(t) = zm: ©,m(t)w;, considera-se a fungao
j=1
X — a(l(up)) = a(l(Z @jm(t)wj)) - a(l(Z H(ij)),
i1 =1

ou seja,
X —>a(l(1:[w1 + ... +1;[wm>>.

Pela hipdtese Hs, o fato de que combinacao linear de fungoes continuas também é continua e

a composicao de fungoes continuas é continua, entao A é continua em X.

Desta maneira fixado ¢, a funcao F(¢, X) é continua em X.
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3) Seja K um compacto de D = [0,7] x E, onde se tem

E={X € R ||[X|gos <7, 7 >0}

Devemos mostrar que existe uma fungao real my(t), integravel em [0, 7], tal que

(X))

R X1 S mk(t), V (t,X) c D

De fato, sabemos que em IR, k € N, todas as normas sdo equivalentes, entdo considera-se

| - |lpg @ norma do maximo em IR’
Como F(t,X) = AX + B, segue-se que
I X) st < AX x4 [1Blmoxa.

Porém, como ||AX ||;mx1 < ||Allmxm|| X ||mx1, entao

LE @ X st < Al 1 X [y 4 [ Bl

Como X € F, tem-se que || X|nx1 <7. Dessa maneira, a desigualdade acima resulta em

I X lmx1 < Al Allmxm + [|Bllmx1-

Observe que Aja(l(vy,)), com j = 1,2,...,m sao fun¢des continuas. Dessa maneira, todas as

entradas da matriz A sao limitadas por uma constante. Logo [|A|[mxm < C (C > 0).

Agora, em relagao a matriz B, todas as suas entradas em valor absoluto, sao iguais a

|(fr(um), wi) ] < [fr(wm)[Jw;| = [f1(um)]

Segue-se que

IE(E X)llmsxr < 7.C + [ f1(um)| = ma(t),

onde, my(t) é integravel em [0, T, pois 7.C' é constante e f; € Lip,, (s).

Conclui-se portanto, que o sistema (3.5) satisfaz as condigdes de Carathéodory, e entdo existe
uma solugao {u,(t), v, (t)} € [0,tm) X [0,t), tm < To.

Satisfeitas as condigoes exigidas pelo Teorema de Carathéodory, passaremos a proxima etapa

(estimativas a priori), onde poderemos prolongar a solugao u,,(t), v, (t) ao intervalo [0, T7.

Para as estimativas I e II, C'; denota uma constante positiva e independente de m e t.
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3.3.2 Estimativas a Priori

Estimativa I:

Considere hy = u,, € hy = v, nas equagoes (3.1) e (3.2) do sistema aproximado (PA). Dessa

maneira, tem-se:
(U U ) — a(l(Vm)) (At ) = (f1(Um), Um);

(Vs Um) = a(l(um)) (Av, V) = (f2(Vm), V).

Agora,
d d
%'um‘z - %(um,um) = (u;mum) + (um>u;n) = Q(U;n?um>v
logo
1d
(T 5@\1%\2

Pela primeira identidade de Green

/(—Au)vdaz—/Vu.Vvdx:/v@dF,
Q Q r ov

obtem-se,
(= A, ) = /(—Aum)umd:c = / V- VU dz = |Vt |* = ||t
Q 0

Portanto, (3.6) reduz-se a

1d

o gl + A (0)) [ |* = (fi (1), ).

De maneira anéloga,

1d

5 g 1oml” @l [oml* = (falvm), vm)-

Adicionando as equagoes (3.8) e (3.9), integrando em [0, ¢], com ¢ < ty, obtem-se

/ P o) + / {a@m)nl? + altun)) o} s
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= /Ot {(fl(um),um) + (folvm), vm)}ds. (3.10)
Logo,

[t (O + [0 (D) + 2 / {0 |2 + a(U(wm)) 0] }ds

_ / t L) 1) (o), ) bl + [0 (0)] 4 [ (0)].

Utilizando a hipotese H,, obtem-se

t

/ ol + a2} < | {0l P + ) s

Assim,

[m (£)[2 + o (£)2 + 20 / (Il + o fds < 2 / {01 (), ) + (fo(v), V) s

+|t (0) 2 + v (0)]2. (3.11)
Aplicando a desigualdade de Cauchy-Schwarz no segundo membro de (3.11), obtem-se

2 / (2t 1) s + 2 / (Falm), ) s < 2 / ()t s + 2 / (0| [vm|ds.

Por 'H;, tem-se

2 J m J 0 m _2 V1 Um || Um 2 /Um|{Um
A ’ 2<U ) 2( )HU |< /0 ‘u HU | /(; ”U HU ’

t t
:27/ |um|2+27/ | | (3.12)
0 0

Substituindo (3.12) em (3.11), obtem-se

t t t
(O + o O + 200 [ (Il + e s < 2 [ JuwnPds + [ Jonf?ds)
0 0 0
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+H{Jwom[* + [vom|*}- (3.13)

Como —Au, = Ay, com 0 < A < Ay < A3 < ... <\, entao compondo com u,,, tem-se
(_Auma um) = /\m(uma Um),
logo
2 2 2 1 2
L L g L i LY
1

Portanto, reescreve-se (3.13) como sendo

t 2y t
(O + [ + 200 [ (Il + o) s < 3 [ (fnf? + fen?) s
0 1Jo

+tom[® + [vom|*. (3.14)
Resultando dessa maneira em

2 t
[ ()2 + o (£)2 + (m——j) I (TP + 10w ds < fio? + foon (3.15)
1 0

2
Desde que por H,, tem-se Ay > l, entao (2040 — —7) >0,
Qg

e COmo Ugy, — U € Vo, — Vo forte em L?(Q) entdo
|uOm|2 + |U0m|2 S C127

ou seja,

9 t
(D] + [0 (D] + (2a0 - A—?) | (lnl? 4 ) as < 2. (3.16)
0

Donde tem-se
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lum(H)* < CF e om(B)]* < CF

ou,
[um ()] < Cy e |o,(t)] < Ch. (3.17)
Desde que, por (3.17)

supess|u, (t)] < Cy e supess|vy,(t)| < CY,
entao,
() € (vy,) sdo limitadas em L>(0,T; L?(12)). (3.18)
Além disso,
¢
[ Gl + ol < 2.

Assim,

¢ ¢
/ ||um||2ds < C’f e / ||vm||2ds < 012.
0 0

Portanto,

() € (vy,) sdo limitadas em L2(0,T; H} (). (3.19)
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Estimativa II:

Usando o sistema (P) como referéncia e seu respectivo problema aproximado (PA), tem-se

ul, = a(l(vy)) A + fi(um) € HH(Q); (3.20)

m

vl = a(l(um))Avy, + fa(vm) € H (), (3.21)
desde que —a(l(v,,))Auy, ¢ —a(l(ty,))Av,, definem um elemento de H~1(Q).

De fato, como u,, e v,, € H}(Q) pela estimativa I, tem-se que —Awv,, e —Au,, pertencem a

H (), logo —a(l(v)) Aty ¢ —a(l(ty,))Av,, € H1(Q).

Agora, sabendo-se que L>(0,T; L*(Q)) € L*(0,T; L*(2)), logo (un), (vm) € L*(0,T; L*()).

Sendo assim

fl (um), fg(vm) € L2(0, T, L2<Q))

Com efeito,

[ twnlids = [ 1) = £1Ofkds < [ Al = 0o =3¢ [ funfide (3.22)
Analogamente,

1 awn)lie = [ 1£a0m) = £oO)ficda < [ Ao = Offde =23 [ fonfi (3.23)

Como |fz~(um(t)|%2(ﬂ) < Cy,i = 1,2, entao

supesste[O,T]\fi(um(t)lig(m < Cy,
logo

fi(uy) € L0, T; L*(Q)) — L*(0,T; L*(Q)).
Agora, como L?(0,T; L*(Q)) — L*(0,T; HY(R)), entao fi(um), fo(vm) € L*(0,T; HY(Q)).
Portanto, de (3.20) a (3.23), obtem-se que

(u))) e (v])) sdo limitadas em L?(0,T; H'(Q)), onde T' > 0 é arbitrdrio, porém fixo. (3.24)

m
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3.3.3 Passagem ao Limite

Das estimativas I e II, anteriormente discutidas, obtem-se os seguintes resultados:

. (up) € (vy,) sao limitadas em L>(0,T; L*(Q)); (3.25)
. (up) e (vy,) sao limitadas em L?(0,T; H} (2)); (3.26)
. (u),) e (v),) sao limitadas em L2(0,T; H~(Q)). (3.27)

Agora, pelo coroldrio de Banach-Alouglu-Bourbaki, pode-se extrair uma subsequéncia de (u,,)

e (vmm) que ainda denotaremos por (u,,) e (v,,) tais que

w
[\]
0¢)

e Uy — u fraco estrela em L=(0,T; L(Q));

w
[\
Nej

—~ —~ —~ —~
w
@)

~— ~— ~— ~—

. Uy = v fraco estrela em L®(0,T; L*(Q));

. Uy — u fraco em L?(0,T; H(2));

w
w
—_

. Uy, — v fraco em L2(0,T; HA(Q)).

ou seja,
/0 )t — /0 uhde, Y by € Q) (3.32)
/OT((um,hl))dt . /OT((U, h))dt, Y by € HY(Q): (3.33)
/OT(vm,hg)dt . /OT(v,hg)dt, ¥ hy € L2(Q): (3.34)
/OT((vm,hg))dt — /OT((v,hg))dt, V hy € Hy(2). (3.35)

Por (3.27) segue:

. ul, — u' fraco em L*(0,T; H'(Q)); (3.36)

. v, — v’ fraco em L*(0,T; HY(Q)). (3.37)

02



Usando as convergéncias (3.28), (3.29), (3.36) e (3.37) e o Lema de Compacidade de Aubin-

Lions, onde considera-se: By = Hy(Q), B = L*(Q) e By = H () segue

. U, — u forte em L*(0,T; L*(Q));

. Uy, — v forte em L2(0,T; L*(Q)).

Mostra-se agora que

/o (f1(um), hy)0(t)dt — /o (fi(uw),h)0(t)dt, ¥V 0 € D([0,T)) eV hy € L*(Q).

De fato, usando propriedade de produto interno, tem-se que

/0 [(Fu(ttm). 1) — (), B)]O(E)dE = / [t — Fa(as), B)JO(E) .

Usando a desigualdade de Cauchy-Schwarz em (3.41), vem que

/0 () — Fulos), B)JO(E) I < / / () — Fu() o |60E) il

(3.38)

(3.39)

(3.40)

(3.41)

(3.42)

Aplicando em (3.42) a hipStese Hi, o fato de L*(0,T;L*(Q?)) — L'(0,T;L*()), e que

supp(f) C [0,T], tem-se

T T 1/2 1/2
| [ 1) = plinslooiasan < v, [ { / |um—u|2dx} . { / |h1|2dx} it

Aplicando novamente a desigualdade de Cauchy-Schwarz neste ltimo resultado, e con-

siderando a convergéncia (3.38) obtem-se

T 1/2 1/2
C%/ {/ [t —u|2dx} X {/ |h1|2dx} dt
0 Q Q
T 1/2 T 1/2
< Cim </ / \um — u|2dmdt> X </ / |h1|2dxdt> — 0.
0 Ja 0o Ja
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Portanto,

/0 [(f1(um), h1) — (fi(u), hy)]0(t)dt — 0.

De forma analoga tem-se

/O (fa(vm), ho)O(t)dt — /O (fa(v), ha)]0(t)dt, ¥ 8 € D([0,T)) eV hy € L*(Q). (3.43)

Precisa-se mostrar agora, que

a(l(vm))/OT/QVum.Vhle(t)dt o a(l(v))/OT/QVu.Vth(t)dt, vV 6 e€D([0,7T])

eV hy € L3(9). (3.44)
De fato, é suficiente provar que

a(l(vy)) — a(l(v)) em L*(0,T). (3.45)
Devido a continuidade de a basta mostrar que

[(vn) — I(v) forte em L2(0,T). (3.46)
De fato, da convergéncia (3.39) tem-se

T
0

T T
/ |l(vm)—l(v)|2dt—/ |l(vm—v)|2dt§(]2/ o — v2dt — 0.
0 0

De modo anélogo, conclui-se que

/0 () — U(u)2dt — 0.

Estas convergéncias implicam que, pode-se tomar limites no problema aproximado (PA), e

assim verificam-se as condigdes (i), (i), (ii7) e (iv) do teorema 3.3.1.
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Com efeito, multiplicando (3.1) e (3.2) por 6(t) € D(0,T) e integrando em [0, 7|, obtem-se
T T T

/ (W h)O(E)dE — / a(1(v0)) (D, 5 )0(t)dt = / (F1 (), By )O(E)dE: (3.47)
0 0 0
T T T

/ (v),, ho)O(t)dt —/ a(l(um))(Avy,, he)l(t)dt = / (f2(vm), ha)B(t)dt. (3.48)
0 0 0

Faremos os célculos da passagem ao limite para a equagao (3.47). A equacao (3.48) segue de

forma andloga.

Tomando o limite quando m — oo, tem-se

/0 (', h)O(t)dt — /0 a(l(v))(Au, hn)0(t)dt = / (fo(w), h1)O(t)dt.

T
0

Fazendo as integragoes em separado, vem que

./OT(u’,hl)H(t)dt— (u, h1)O(1) Z— /OT(u,hl)H’(t)dt— <%(u, hl),e(t)>;

- —/O a(l(v))(Au, h1)0(t) = —(a(l(v))(Au, hy), 0(1));

[ () hs(e)E = (i) ). 600).

Podemos entao reescrever (3.47) e (3.48) como sendo
(5 (001).000) ) ~(a(1(0) (A ). 6)) = (). )OO}, ¥ 6 € DOT). ¥y < HY(@);

(5 (0:15) 000 Y~(a(10))(@0.),600) = (o). k). 00, ¥ 0 € DO.T), ¥ s € YD)

Logo,

%(u, hi) —a(l(v))(Au, hy) = (fi(u),h1) no sentido de D'(0,T), V hy € Hg(Q);

%(U, ho) — a(l(u))(Av, hy) = (fo(v), he) no sentido de D'(0,T), ¥V hy € HL(Q).
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3.3.4 Verificagao das Condigoes Iniciais

De u,v € L>(0,T; H} () e v/,v" € L*(0,T; H'(Q2)), pelo resultado de regularidade, tem-se
u,v € C°0,T; L*(Q)). (3.49)

Dessa maneira, faz sentido calcularmos u(0) e v(0). Considere § € C*(0,T;R), com 6(0) = 1

e(T)=0.

Da convergéncia (3.24) obtem-se
T T
/ (ur,, 2)0dt — / (v, 2)0dt, onde z € HJ (). (3.50)
0 0
Integrando por partes (3.50), tem-se

(um(t),z)@(t)—(um(O),z)G(O)—/o (U, 2)0'dt — (u(t),z)9(t)—(u(0),z)9(0)—/0 (u, 2)8'dt.

Dessa maneira, tem-se

—(um(0), 2) —/0 (U, 2)0'dt — —(u(0), 2) —/0 (u, 2)0'dt. (3.51)

Usando a convergéncia (3.32) em (3.51), tem-se

(um(0), 2) — (u(0), 2)-

Como ug,, converge forte para ug em L?(£2), consequentemente fraco em L?((2), entao
(Uom, 2) — (ug, 2).
Da unicidade do limite tem-se
(u(0), 2) — ((uo, 2)) ,Vz € Hy(Q).

Portanto,

u(0) = wuo.

Analogamente,



3.4 Unicidade

Teorema 3.4.1 ( de Unicidade): Se (H;) — (H,) sao vélidas a solugao do problema (P) é
unica.
Demonstracgao:

Sejam {uy,v1}, {us, va} : [0,T] — L*(Q), fungoes vetoriais solucoes de (P), temos

%(ul,hl)Jra(l(vl))/QVul.Vhldx:/Qfl(ul)hldx; (3.52)
%(ug,hl)—i—a(l(vg))/QVUQ.Vhlda::/Qfl(UQ)hldac; (3.53)
%(Ul,m)m(uul)) /Q V. Vhyds = /Q fo(v1)hodz; (3.54)
%(UZ,hQ)Jra(l(uz)) /Q Vuy.Vhydz = /Q fova)hadsr. (3.55)

Subtraindo (3.53) de (3.52) e (3.55) de (3.54), obtem-se

%((Ul — uz), hy) +a(l(vl))/QVU1Vh1dx - Cl(l<U2))/QVU2V]’L1d:E

- / (i (un) — i (uz) ol

d
E«Ul — v3), ha) 4+ a(l(uy)) /Q Vo1 Vhodxr — a(l(uz)) /Q Vo Vhaedx

- / (Fav1) = falvn))had.

ou seja,

d

E((ul — u2),h]_) + a(l(vl))/QVulVilldx = /{;(fl(ul) — fl(UQ))hldl’

+a(l(v2)) /Q VusVhidx; (3.56)
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%((Ul — va), hg) + a(l(uy)) /Q V%thdx:/ﬂ(fz(%) — fa(v2)) hodx

ta(i(us)) /Q Vs Vhada. (3.57)

Antes de darmos continuidade, mostra-se a seguinte identidade:

%((m —uy), hy) + a(l(vy)) /Q V(uy — uy)Vhyde = (a(l(vg)) — a(l(vl))> /QVU2Vh1d$

" / (i (un) — fi () hyde (3.58)

Com efeito, pois
(a(l(vg)) —a(zm))) /QVUQ.Vhldx—l—/Q(fl(ul) — fi(us))hadz = a(l(vg))/QVUQ.Vhld.r

—a(l(’ul))/QVug.Vhldx—l—/Qfl(ul)hld:c—/Qfg(uQ))hldx:a(l(vg))/QVug.Vhld:U

d d
—a(l(vl)) /Q VUQVhldl' + E(Uh hl) + a(l(vl)) /Q VU1Vh1dZL‘ — E(UQ’ hl)

—a(l(ve)) /Q Vuy.Vhidz.

Portanto,

d

(=), ) + all(w)) /Q V(w1 — ) Vhydz = a(l(vs)) /Q Vg . Vhida

—a(l(vl))/QVUQ.Vhlda:—l—/Q(fl(ul) — fi(uz))hidz.

Note que a identidade (3.58) é equivalente a equagao (3.56), pois basta desenvolver o lado

esquerdo da igualdade.

De modo andlogo, (3.57) é equivalente a identidade (3.59) abaixo:

%((m — vg), ha) + a(l(uy)) /Q V(v — vy)Vhodx = (a(l(u2)) — a(l(ul))> /Qvahgdx
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+/Q(f2(1)1) — fQ(UQ))thLL’. (359)

Logo, trabalha-se agora com as equagdes (3.58) e (3.59).

Usando o fato de f; € lip(v;), i = 1,2, tomando o médulo em (3.58) e (3.59) e considerando

hi(t) = uy(t) — ua(t) e he = v1(t) — vo(t), obtem-se as seguintes inequagoes:

d
EWI — up|?® + a(l(vl))/ |V (uy — ug)|Pde
Q

(at(ea)) = @) [ 192V = o)t +20 [ fur =t (3.60)

<

d
%Wl — vg\z + a(l(ul))/ |V (v — 02)|2d:v
Q

< | (atitua)) - a(l(uﬁ))‘/ngHV(vl - vg)ldaz+72/ﬂ|vl _ 2. (3.61)

Adicionando as inequagoes (3.60) e (3.61), obtem-se

d d
—|ug — up? + — vy — va* + a(l(vl))/ |V (uy — ug)Pde + a(l(ul))/ IV (vy — v5)|*dx
dt dt 5 0

<

(i) =ate)| [ 192V =uo)ldo+] (a0 =a(2(w)) | [ 19221V 0r =0l
+m /Q luy — ug |2 dx + 7, /Q lv1 — v|?d. (3.62)

Aplicando em (3.62) a hip6tese Hy, desigualdade de Cauchy-Schwarz e posteriormente usando

H4 e Hs , tem-se
Lty —waf? + Loy = val? + aollur — us? + aollvs — val?

dt dt

< Afl(vr) = W) [[[uz||[lur — uall + All(ur) — I{uz)|[|v2][lvr — va]

+”)/1/ |U1 — U2|2d.flf + ’}/2/ |’U1 — 'U2‘2d$ S Cl|’01 — U2‘Hu2”||u1 — ’U/QH
Q Q

+Calur — usl||va||[|[vr — val| + 7/{|U1 — up|* + |v1 — va|*}da. (3.63)
Q
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Aplicando a desigualdade de Young em (3.63), segue que

d d
yriChe us|? + priCiie va|* 4 alJur — ua|]? + apllvy — vo?
C? C3
< Slor = 0ol + Fllen = ]+ 5 flPlor = ool 52 o s = ol
+ vl — waf? + o1 — v} (3.64)

Assim,

d d
oyl =l o= vl 4 ao{ = ol + flor = o]}

o 2 2 ct 2 2 3 2 2
< Gl =l o =l } 4 4 ol oy = el + 3 5 el 4y ¢ =l
Considera-se

02 02
E(t) = —luzl* + 27 e p(t) = = [va|* + 27, logo
Qo Qo
d 2, d 2 2 2
—uy — us|® + —Jv1 — vo|* < (t)|ur — ua|” + &(t)|v1 — vol*. (3.65)
dt dt
Seja. M(#) = sup{p(t), £(1)}, em (0.T), entdo
d 2, d 2 2 2
%|u1—uQ] +£\vl—vg| < M{Juy — ug|* + Jvg — ve]“}. (3.66)

Integrando (3.66) em [0, ¢], obtem-se
t
uyp — Us|® + |v1 — vo]? — |u1(0) — uz(0)]* — |v1(0) — v2(0)]* < / M{|uy — ug|? + vy — vo]*}da.
0

Como u;(0) = uz(0) e v1(0) = v2(0), tem-se
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t
|U1 — 'U/2’2 + |U1 — U2’2 S / M{|U1 - U2|2 + |U1 - U2|2}d$.
0

Se p(t) = Juy — ug|* + v — vo)?, tem-se

¢
) < [ Mip(s)as (3.67)
0
Aplicando a desigualdade de Gronwall em (3.67), obtem-se

p(t) =0, ¥ t € (0,T).

Logo,
up — up? + vy — v =0, V t€(0,7).
Ou seja,
up — ug| = |vg —wvg| = 0.
Portanto,

ur(t) = ua(t) e vi(t) =vq(t), V t € (0,7).
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3.5 Decaimento Exponencial

Teorema 3.5.1 A solugao do problema (P) decai exponencialmente quando ¢ — oo. Mais

precisamente, mostra-se que a energia associada ao sistema decai de forma exponencial.

Aqui considera-se a energia potencial associada a (P) como sendo

B(t) = 5 {lul? + o)

Em outras palavras, mostra-se que existe uma constante 6 > 0, tal que
E(t) < E(0)e™.

Com efeito, considerando-se o problema (P), compondo a sua primeira equa¢ao com u e a

segunda com v, resulta em

(W' u) = a(l(v))(Au,u) = (fi(u), u); (3.68)
(v, v) —a(l(u))(Av,v) = (f2(v),v). (3.69)

Pelos resultados expostos na primeira estimativa, reescreve-se (3.68) e (3.69) como sendo res-

pectivamente
d
gl + o)V = [ fiwjuds: (370
d
310+ at)I Vol = [ oy (3.71)

Adicionando-se as equagoes (3.70) e (3.71), obtem-se

%E(t) + a(l(v)|Vul?* + a(l(u))|Vo|* = /Q{fl(u)u + fa(v)v}de. (3.72)

Desde que por Ha, a(t) > ap > 0, entao de (3.72) tem-se

%E(t) < —ap (|[Vul* + |Vol?) + /Q{fl(u)u + fo(v)v}da. (3.73)

62



Por ‘H; tem-se
/ (i(wu+ faw)o)de < / {11() — £ (O)][u] + | falv) — £o(0)][o]}dx
Q Q
< / Pl + alo?}de < / {4l + Ao} = / {luf + oYz =  (Juf? + [of)

Logo, reescreve-se (3.73) como

d
T E®) < —ao ([Vul + Vo) + (Julze + |ofZ2)
Pela desigualdade de Poincaré, segue

d
SB() < —aoC (jufls + o)+ (Julfs + o) = —(a0C =) (lufs + offs) . (3.74)

Como IR é denso, logo existe § > 0, de modo que
agC—~v>6>0.
Dessa forma, aqg > %, onde ap > max { T } .

M

Assim, de (3.74), vem que
Portanto,

E(t) < BE(0)e™, V t >0,

o que conclui a demonstracao do teorema.
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Consideracoes Finais

Diante dos resultados obtidos, conseguiu-se mostrar existéncia, unicidade de solugao fraca
global e ainda, o comportamento assintético para (P) mostrando-se dessa maneira, que a solugao

decai exponencialmente com o tempo.

Para trabalhos futuros, pode-se considerar dados mais bem regulares, ou seja, espacos mais
regulares, para obter-se, existéncia, unicidade de solucao forte global, comportamento assintotico
e a dependéncia continua dos dados iniciais, dessa forma mostra-se que o problema encontra-se
bem-posto, pois, segundo o matematico Hadamard, se um problema tem uma tnica solugao e se
pequenas perturbacoes nos dados de entrada, provocam pequenas perturbacgoes nos resultados

entao o mesmo ¢é dito bem-posto.

Além disso, como ja foi garantido através dos cédlculos feitos nesse trabalho, chamados de
estudos sobre a parte analitica do problema (P), existéncia e unicidade de solu¢ao, pode-se
estudar numericamente a solugao do sistema (P), utilizando-se do cdlculo com elementos finitos e

de programas computacionais altamente confiaveis para esse tipo de problema, como por exemplo,

o MATLAB 7.5.
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