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Resumo

Silva, Antenor Noronha. Existéncia e Unicidade de Solugao Forte e Anélise Numérica via
Método de Diferencas Finitas da Equacao da Onda com Termo de Memoria na Fronteira.
2006. Dissertagao (Mestrado em Matematica e Estatistica) - PPGME/UFPA, Belém - PA,
Brasil.

Neste trabalho estudamos a existéncia e unicidade de solugao forte e fazemos a
andlise numérica utilizando o método de diferengas finitas para a equacao da onda linear
com condi¢ao de memoria na fronteira

uy — @?uy, =0 em (0,1) x (0,00) (1)
u(0,t) =0, wu(l,t)+ / g(t — s)uy(1,s)ds =0, V>0 (2)
w(z,0) = ug(x), w(z.0) = w(x) em (0,1) (3)

onde @ € R e a > 0, a integral em (2) é uma condi¢ao de fronteira que inclui o efeito
memoéria e g representa a fungao relaxagao. Mostramos através dos resultados da andlise
numérica que a condicao de memoria na fronteira causa o decaimento da solugao no
decorrer do tempo.

Palavra-Chave: Existéncia e Unicidade de Solucao Forte, Analise Numérica, Método de
Diferencas Finitas e Termo de Meméria na Fronteira.



Abstract

Silva, Antenor Noronha. Existence and Uniqueness of Strong Solution and Numerical
Analysis way Finite Difference Method of the Wave Equation with Memory Term at the
Boundary. 2006. Thesis (Master in Matematic and Statistic) - PPGME/UFPA,

Belém - PA, Brazil.

In this work we study the existence and uniqueness of strong solution and make
the numerical analysis utilizing the finite difference method for linear wave equation with
memory condition at the boundary

Uy — Uy =0 in (0,1) x (0, 00) (1)
u(0,t) =0, wu(l,t) +/ g(t — s)u,(1,s)ds =0, Vt>0 (2)
uw(z,0) = ug(x), uz,0)=wuy(z) in (0,1) (3)

where a € R and « > 0, the integral em (2) is a boundary condition which includes the
memory effect and g represent the relaxation function. We show through the results of
the numerical analysis that the memory condition at the boundary cause the decay of the
solution in the course of time.

Key Words: Existence and Uniqueness of Strong Solution, Numerical Analysis, finite
difference method and Memory Term at the Boundary.
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Introducao

O objetivo principal deste trabalho é utilizar o método das diferencas finitas para
estudar a solucao numérica da equacao da onda com termo de memoria na fronteira, para

isto vamos considerar o seguinte problema de valor inicial e de contorno

gy — g, =0 em (0,1) x (0,00) (1)
u(0,t) =0, u(1,t) —i—/ g(t — s)uz(1,s)ds =0,¥t >0 (2)
u(z,0) = ug(x), wy(x.0) = us(x) em (0,1). (3)

A integral em (2) é uma condigao na fronteira que inclui o efeito memoria e é res-
ponsavel pela dissipacao de energia do sistema. Fisicamente, esse efeito é provocado pelo
contato da fronteira = 1 com algum material viscoelastico. Denotamos por v a amplitude
da onda e por g a fungao de relaxamento e k o nicleo resolvente de ¢'(a derivada da funcao

relaxagao) e @ € R, com «a # 0. Assumimos que g é positiva e k satisfaz:

0 < k(t) < bge
—b1k(t) < K'(t) < —bok(t), (4)
—b3k(t) < K"(t) < —bsk'(t)

para algumas constantes positivas b;,¢ = 0,1,....,4 e .

O problema acima é originado do trabalho de Santos [20] o qual o autor estuda o

comportamento assintético do seguinte problema

Uy — (g =0 em (9, 1) x (0, 00) (5)
uw(0,t) =0, wu(l,t) +/ g(t — s)u(s)u,(1,s)ds =0, Vt>0 (6)
u(z,0) = ug(x), u(z,0)=ui(x) em (0,1). (7)

A existéncia e unicidade apresentada no capitulo 1 deste trabalho segue o que foi feito
no trabalho de Baldez [1] no qual o autor estuda a existéncia, unicidade e comportamento

assintético para o problema (5) — (7).



Primeiramente, no capitulo 1, enunciamos algumas defini¢oes e resultados importantes
que sao lteis para mostrar a existéncia e unicidade de solucao forte. Em seguida, é enunci-
ado e demonstrado o teorema principal de existéncia e unicidade para o problema (1)—(3).
Para mostrarmos a existéncia de solucao usamos o método de aproximacao de Faedo-

Galerkin e para a unicidade utilizamos o método da energia.

No capitulo 2, apresentamos um breve comentario histérico sobre a utilizagao dos
métodos numéricos na solucao de problemas envolvendo equacoes diferenciais. Além disso,
definimos polinomio de Taylor de ordem n, e em seguida é demonstrado a formula de Tay-
lor com resto de Lagrange que é um resultado fundamental para o método numérico que
vamos utilizar. Apresentamos ainda, neste capitulo, os fundamentos do método numérico
que utilizamos para resolver o problema proposto neste trabalho conhecido como método
de diferencas finitas.

No capitulo 3, é utilizado o método de diferencas finitas para se obter a andlise numérica
do problema (1) — (3). Na andlise dos resultados obtidos as duas primeiras simulagoes
numéricas foram feitas sem o termo de memoria na fronteira, no caso para t=20 segundos
e t=80 segundos, e podemos observar nesse caso que a energia do sistema nao decai, ao
passo que, nas demais simulacoes com o termo de meméria na fronteira, observamos que a
energia decai a medida que o tempo aumenta. E importante observar que no trabalho de
Santos [20] o autor mostra o decaimento de energia a medida em que o tempo aumenta,

o que de certa forma confirma os resultados que sao obtidos na analise numérica.

Silva, Antenor N. PPGME/UFPA



Capitulo 1

Existéncia e Unicidade

Neste capitulo enunciamos e demonstramos o teorema relativo a existéncia e unici-
dade de solugao do problema (1) — (3), mas para isso inicialmente apresentamos algumas

definicoes e resultados importantes que nos auxilia nessa demonstracao.

1.1 Resultados Fundamentais e Definicoes

Denotamos por LP(£2), 1 < p < 00, o espago das fungoes reais u : 2 — R, mensuraveis
tais que |ulP é integravel a Lebesgue em 2. O espago LP(f2), é um espago de Banach com

norma

Jull oy = [ luPde.
Q

Quando p = oo, L>(2) denota o espago de Banach de todas as fungoes reais essencial-

mente limitadas com norma

|lu||~ = sup ess|u(x)|.
zeN

Quando p = 2, L*(Q2) é um espaco de Hilbert com produto interno
(u,v) = / u(z)v(z)de,
Q
e norma induzida

= [ Juto)ds

Representamos por C§°(£2) o espago vetorial das fungoes reais continuamente indefinida-

mente derivaveis em (), com suporte compacto em ().
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Nogao de convergéncia em C{°(Q2). Dizemos que uma sucessao (¢n)nen converge

para ¢ em C§°(£2), quando forem satisfeitas as condigoes:
(i) Todas as ¢, possuem suportes contidos em um compacto fixo K de €;

(ii) A sucessdo (¢n)nen converge para @ uniformemente em K, juntamente com suas

derivadas de todas as ordens.

O espago C§°(£2), com a nogao de convergéncia acima definida, é representado por D(2).

Uma distribuigao sobre €2 ¢é toda forma linear continua 7" sobre ©(f2). Ou seja, uma

distribuigao sobre {2 é uma forma 7" : ®(2) — R, tal que:

(i) T(asp + 0p) = oT(p) + BT (), Va,Be€Re o, ¢ € D(Q);

(ii) T é continua, isto ¢, se (¢, )nen converge para ¢ em D () entdo (7'(¢n))nen converge

para T'(p) em R.

O valor da distribuicao T" em ¢ é representado por < T', ¢ >.

Representamos por D’(£2) o espago das distribuigoes sobre 2 com a seguinte nocao de
convergéncia: Dizemos que a sucessao (T, )nen converge para T', quando a sucessao

(< T, >)nen converge para < T, ¢ > em R, para toda ¢ em D((Q).

Dada uma distribuicao 7' € ®'(R). Denominamos derivada de 7' segundo schwartz a

d
distribuicao representada por < g po>=-<T, d_(p > para toda ¢ € D(R).
x x

Uma distribuicao T possui derivadas de todas as ordens segundo schwartz definida por:

a7 4
¢ os= (1) <1, 2P R).
< one > (-)" < ) on > bara toda ¢ € D(R)

Representamos por W™?(Q)) o espaco de Sobolev de ordem m, isto é, o espago das
fungoes reais u € LP(f2) tal que D*u € LP(Q) para todo |a| < m. A norma em W™P((2)

é definida por

lalt, = 3 / D*u(z)|Pd.

laj<m

O espago W™P(Q)) com esta norma é um espa¢o de Banach. Quando p = 2, o espago

Silva, Antenor N. PPGME/UFPA
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Wm™2(Q) é representado por H™(£2), que é um espaco de Hilbert com o produto interno

(u,v) = Z /Do‘u(x)D%(x)dx
jaj<m /€
€ norma
Jly = 3 / |DPu(a)

laj<m

Dado um espago V' de Hilbert separdvel. Denotamos por LP(0,7;V), 0 < T < oo e
1 < p < o0 o0 espaco vetorial das fungdes vetoriais s :]0, 7[— V que a cada s €]0, T[ associa

v(s) € V tal que (v(s),w)y é mensuravel para todo w € V e s — |jv(s)||v € LP(0,T).

A norma no espago LP(0,7;V') é dada por

1
t »
el = ([ Totetgas)"
0

Quando p = oo, temos que L>(0,7; V) é um espaco de Banach com norma

[0l oo, rivy = sup_ess|lv(s)]|v-
0<s<T

Teorema 1.1.1. (Banach-Alouglu-Bourbaki). Seja E um espago de Banach. O con-
gunto Bgr = {f € E';||f|| < 1} € compacto na topologia fraca estrela.

Demonstragao: Ver referéncia [3].

Teorema 1.1.2. Seja E um espago de Banach separdvel e seja (f,) uma sequéncia limi-

tada em E'. Entdo, eziste uma subsequéncia (f,, ) que converge na topologia fraca estrela.
Demonstragao: Ver referéncia [3].

Teorema 1.1.3. Seja E um espago de Banach reflexivo e seja (x,) uma sequéncia limitada

em E. Entdo, existe uma subsequéncia (z,,) que converge na topologia fraca.

Demonstragao: Ver referéncia [3].
Denotamos por By, B e B; espacos de Banach onde By e By sao espacos reflexivos

satisfazendo

By C BC By, A imersao de By em B é compacta. (1.1)

Silva, Antenor N. PPGME/UFPA
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Teorema 1.1.4. (Teorema de Aubin-Lions). Sejam 1< py,p1 <oo e  suponha-

mos que (1.1) seja vdlida. Entao, a imersao de W sobre LP°(0,T; B) € compacta, sendo
W={v; v e LP(0,T; By), v, € LP(0,T; By)}.

Demonstracao: Ver referéncia [15].
Lema 1.1.1. Sejam V, H espacos de Hilbert, com V — H (imersio continua). Se u €
LP(0,T;V), uy € LP(0, T; H), 1 < p < o0, entao u € C(0,T; H).

Demonstracao: Ver referéncia [15].

Teorema 1.1.5. (Teorema de Existéncia de Cauchy-Peano). Seja f € C(R),
sendo R um retangulo, entdo existe um intervalo I e uma fungdio ¢ : I — R de classe C*,

solucao do problema

{ y' = f(t.y)

y(to) = Yo

Demonstragao: Ver referéncia [5].

Teorema 1.1.6. Seja f € C em um dominio do plano (t,x), e suponha que f € limitada
em D. Se ¢ é uma solugdo do P.V.I acima em um intervalo (a,b), entao os limites laterais
o(a+0) = lim,_.+p(z) e p(b—0) = lim,_,-p(z) existem. Se (a, p(a+0))[ou (b, p(b—0))]

pertence a D, entao a solu¢ao ¢ pode ser continuada.

Demonstragao: Ver referéncia [5].

1.1.1 Equacao de Volterra

Definicao 1.1.1. Uma equagado integral de Volterra linear € toda equacdao da forma

£ =90+ [ bt ) 1(s)ds (12
sendo ¢(t) e k(t, s) fungoes dadas.

Teorema 1.1.7. Seja k(t,s) uma funcao continua em 0 < s <t < T, T > 0 e g(t) uma
fungdo continua em 0 <t <T. Entao eziste uma unica fun¢ao continua f:[0,T]— R que

satisfaz

Demonstracao: Ver referéncia [18].

Silva, Antenor N. PPGME/UFPA
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1.1.2 Equacgao Resolvente

Pelo teorema 1.1.7 acima temos que o operador de Volterra

t
£(6) = 1)~ [ Kt.5)1(s)ds
0
é bijetivo de C([0,T]) sobre C([0,T1]). A fungao k(¢,s) é chamada niicleo do operador de

Volterra.
Teorema 1.1.8. Se k(t,s) e g(t) sao continuas, entio a tunica solu¢dao continua de (1.2)
¢ dada por
t
76 =g+ [ rt.s)a()is.
0

Demonstragao: Ver referéncia [18].

A fungao r(t,s) é chamada o nicleo resolvente de k(t,s).

Observacao 1.1.1. O teorema 1.1.8 acima mostra que o operador inverso de Volterra

tem a forma

o) = o0+ ot 5)g(s)ds.

Consideramos os seguintes operadores binérios:

(fOp)(t / f(t—=s)|e(t) — o(s)Pds,

(f * )t /ft—s

onde * é o produto convolugao. O lema abaixo mostra uma importante propriedade do

operador convolugao.

Lema 1.1.2. Sejam f,p € C*([0,00[: R). Entdo

[ 5t otspdsen = = ol + 5700~ 55 [ 00— ([ 16105 1]

Demonstracao: Ver referéncia [1].

Devido a condigao u(0,¢) = 0 definimos o seguinte espago V ={v € H'(0,1);v(0) = 0}.
O conjunto V' é um espaco de Hilbert na norma induzida por H'(0,1), como ¢ mostrado
em Baldez [1]. Podemos definir em V' um produto interno dado por:

oy = [ G (13)

Silva, Antenor N. PPGME/UFPA
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Podemos definir uma norma em V proveniente do produto interno definido acima que

¢ dada por:

L du
2 —|?dx. 1.4

O conjunto V' é um espago de Hilbert com a norma definida em (1.4). Para ver tal fato

basta consultar Baldez [1].

Diferenciando (2) obtemos a seguinte equacao de Volterra

1, B
uz(1,t) + mg kug(1,t) = —

Usando o operador inverso de Volterra, obtemos:

mut(l, t).

1

=0 == 0)

{ug(1,t) + k= uy(1,1)}.
Observe que
t
ksxug(1,t) = / k(t — s)u (1, s)ds
0
t
k(= s)u(L,s) [} —/ Kt — s)u(1, 5)ds
0
t
= k(0)u(1,t) — k(t)uo(1) + / K'(t — s)u(l,s)ds.
0
Fazendo 7 = ﬁ e usando a identidade acima, obtemos

uy(1,t) = —7{u(1,¢) + k(0)u(1,t) — k(t)ug(1) + &' x u(1,t)}.

Teorema 1.1.9. (Teorema Principal). Seja (ug,u;) € V x L*(0,1), entdo existe uma

unica solugao de (1)-(3) satisfazendo
ue C[0,T): V)NCH[0,T] : L*(0,1)).
Além disso, se (ug,u1) € H*(0,1) NV x V satisfazendo a condigao de compatibilidade
U (1) = —7ui(1) (1.5)

entao u € C([0,T] : H*(0,1)NV)NC([0,T]: V).

Silva, Antenor N. PPGME/UFPA



1.2 Existéncia 9

Multiplicando a equagao (1) por v € V' e integrando de 0 a 1, temos
(uge, v) + @ ((u,v)) + &7 {us (1, ) + k(0)u(1,t) — k(t)ue(1) + k" * u(1,)}v(1) = 0.

A demonstragao deste teorema é feita nas se¢oes 1.2 e 1.3 a seguir e é baseada no método
de Faedo-Galerkin. Supomos inicialmente que (ug,u;) € H?(0,1) NV X V satisfazendo
(1.5).

1.2 Existéncia

Seja {w; }seny uma base de VN H?(0,1) a qual é ortonormal em V', e representamos por

V,n o subespaco gerado pelos m primeiros vetores dessa base.
Vin=[w1, wa, ..., wy,].
Problema Aproximado

Determinar fungoes u™(t) € V,,, tais que

satisfazendo:

(uy, v) + (™, v)) = —a{u(1,t) + k(0)u™(1,t) — k(t)uy' (1) + k" * um(l,t)}(zi(é)) =0

m m
m —_— . . m — . .
Uy = § :O‘JOww Uy = § :531“)]
=1 j=1

onde

o0 o0
Uy = E Qjow; e up = E Bj1w;, ou seja,
=1

j=1
ul — ug forte em VNH?0,1) e ul" —u; forte em V.

Substituindo u™(t) na equagao (1.6) do problema aproximado acima, obtemos

(Z Wi (Hw;, v) + @2(2 Pjm ()W 2, V) = —027{2 R, (H)w; (1) + K(0) Z hjm (t)w; (1)
—k(t) Z Rjm (0)w; (1) + &' * Z P (£)w; (1) yo(1)

J=1
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1.2 Existéncia 10

him(0) = ajo, R}, (0) = Bjn.

Sendo a igualdade vélida para todo v € V,,,, entao tomando em particular v = w;, com
1< 4 < mesomando em j de 1 a m, obtemos o sistema de equacoes diferenciais ordinarias

de 2%rdem:

RLL () + o ((wy, w;)) Zhjm = —a’rw;(1)w;(1) Zh;m( —a*7k(0 Z
i—1 j=1

J
+a Tk i Njm —a? Tw,(1 Z hjm (1)

J:

—_

Na forma matricial, temos

H"(t) + o*AH(t) = —a*tBH'(t) — o*7k(0)BH (t) + o*7k(t)BH(0) — o*TB(k' * H)(t)
{ H(0)=Hy e H'(0)=H,

onde

A = [((wj, wi))lmxm, B = [wi()wi(D]mxm, H(E) = [hjm(O)]mx1, Ho = [ajolmx1 €
H, = [6j1]m><1~

Fazendo outra notacao matricial, onde

Y = ( o sistema acima fica:

H
Hl

onde

F(t,Y)= ( A _Oang(O) _agTB ) < 5 ) T ( aQTIS(t)B 8 ) ( gi%)) )

n 0 0 k'« H
—a?*tB 0 K«H |-

Como o sistema acima estd nas condigoes do teorema 1.1.5 de Cauchy-Peano para
sistemas de equacoOes diferenciais lineares de 1 ordem, pois F' é continua entao existe

uma solugao local em um intervalo [0, t,,,).
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1.2 Existéncia 11

Estimativa a priori I- Observe que nosso problema aproximado é:

(ufy, wy) + &2 (ul(t), wj,) = —aT{u(1,t) + k(0)u™(1,t) — k(t)ug (1) + k" * u™(1,t) }w;(1).

Multiplicando a igualdade acima por h’, (t) e somando em j de 1 a m, temos:

(ul, u™) + o (u S Upy) = —a?T{ul(1,t) + k(0)u™(1,t) — k(t)uf (1) + k' * u™(1, ) }u*(1, ).

Assim, temos a seguinte expressao:

%%/ " + o 2dt/ [P = =7 {Ju (1, ) + k(0 )QCZW (1,4)]?
—k(t)ug (L)u(1,t) + k'« u™ (1, t)u(1,)}.

Usando o lema 1.1.2 em k" % «(1,¢)u}"*(1,t), obtemos:

L8 fup R+ 0t + 0 (ROW™ (1, OF = KOu™(1,0)} = —a*r {1,
1 1
LR (1,8) KO (DU (1,0) + 07 SK O (10
1
Como a275k3'(t)|um(1,t)|2 < 0, entdo

1d . ., " . -
577 L7z + o lu™ |2 + o (k0w (1, = KOu™(1,1))}

1
< —aPr{[uy (L) + SF"0u™ (1, 8) = k(#)ug' (1w (1,1}
Usando a desigualdade fundamental 2ab < a? + b%, temos
m m 1 2 m 2 1 m 2
k(t)ug' (1w (1,8) < Sk7()|ug" (1" + Slad" (1, ).

Portanto segue que

1d
o (B @22+ P (0™ (1, 1) — KD (1,1))}

1 2 2
< =’ (L) = Sa’rk'Ou™ (L) + "SR O (1) + S5 (1, 1)

Porém, note que

2
—%k”ﬂum(l,t) <o.
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Logo, obtemos

d
Az + PP+ oPr (kO (1 OF = KOu™ (L)} + o 7l (1,5

< 2R () (1)
Integrando de 0 a t, temos que:
t
s+ 0|2 4 (R (1L, 6 — KOum(1, 1)) + / el (1,6)]
0

t
< [ QRO QP + P+ g+ @m0 (1)
0

Sendo (uJ') convergente em H?(0,1) NV segue que (uf') ¢ limitada e também pelo
fato de (u}") ser convergente em V' temos que (u}*) é limitada. Por (4); temos que k(t) é

limitada, e portanto temos que
t
i [* + o[ |* + o7 (k(t)[u™ (1,1)* — K'Du™ (1, 1)) +/ a7l (1, 5)]*ds < M
0

onde M é uma constante independente de m. Portanto pelo teorema do prolongamento
de solugoes, podemos estender a solu¢ao aproximada w™ a um intervalo [0,7], com T
independente de m.

Logo, temos

(u™) é limitada em L*(0,T;V)
(u™) é limitada em L*(0,T;L*(0,1)).

1
Estimativa a priori II- Nosso intuito ¢ estimar o termo / luf?|?. Vamos primeira-
0

1
mente estimar o termo / |uyy (0)]. Do problema aproximado, temos
0

(ul,v) + (™, v)) = —ar{u(1,t) + k(0)u™(1,t) — k(t)uy (1) + K *u™(1,)}v(1)
Yv € V,.

Fazendo t — 0% e v = u}}(0) segue que

/0 [ut () + *((ug", u; (0)) = {—a’ru(1) — a*Tk(0)ug' (1) + a7k (0)ug' (1) buig (1, 0).

Ou seja,

/0 W2 (0)[2 + o / u gt (0) = {—a2ru(1) — a®rh(0)u (1) + aPrk(0)uf (1) }ull (1, 0).

Silva, Antenor N. PPGME/UFPA
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Como
1 1
| i 0)de = 1000 = [ o))
e usando a condic¢ao de compatibilidade do teorema principal ug (1) = —7uy(1).

Entao, obtemos que:

/ ) = o? / (0 (0).

Usando a desigualdade de Cauchy-Schwarz, temos

[ o< ([ |ug;<0>,2); ([ |u?;<0)\2>?
Assim, obtemos
([ raor) <o (] wzor)

1 2
Como ull' — ug forte em H? NV, resulta que </ |u2§(0)]2) é limitada.
0
Logo,

ol = ( [ 1 OF) <o

Nosso problema aproximado é

1 1
/ U w; + 042/ ulw;, = —aPT{u"(1,t) + ko u* (1, ) Jw;(1).
0 0
Derivando a equacao acima em t, obtemos
1 1
/ g w; + 042/ Uy Wi = —a?T{ult (1, ) + K+ ul*(1,t) + k(0)u(1, ) }w;(1).
0 0

Multiplicando a equagao acima por A7, (t) e somando em j de 1 a m, obtemos
(g, ugy ) + a2(uzm,ta U;rftt) = _0427-{“;57(17 t) + k' x ug(1,1) + k(0)w;" (1, ) buy (1,1).

Portanto segue que:

o | i @) | =~ (0P + KOG (1. 0P (10w (1.0}
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Usando o lema 1.1.2 em k" % u*(1,t)uy}(1,¢) e substituindo na equagao anterior, temos:

1d v . . a’r . o7 m
24 / (i ]” + o[y ) = —o7|ugy (L) + — =K/ (D) (1,1)]* — — k"0 (1,7)
2dt | Jy 2 2
oa*rd a’t d m 9
—l—T%k Ouy™(1,t) — T%k(mut (1,1)]°
Como
Oz27' ’ m 2 0427' " m
entao
1d v " m o’r d m "
5o | i ) | < —abrlup(L O - 25 Ol (L O - KO (1,0),

Portanto segue que

1d 1
1d { / (P + a2l ?) + 027 (k(0) g (1, 1) — k"DU’Z‘(l,t))} < —aPrlu (L) < 0.

d

1
G Qe @)+ etreolr P - Ko | <o
0

Integrando de 0 a ¢, temos:

Juig |72 + o [lu[* + o7 (k)" (1, )] = KD (1, 1)) < Jugi (0)[72 + o[uf" (0)]*

+a?7k(0)[uf"(1)]2.
Porém, temos que
1
(i) / lujy (0)]? é limitada
0
1
(ii) oﬂ/ [u’,(0)]? ¢ limitada, pois uf" — u; forte em V e v € R
0
(iii)  |u(1)[* é limitada devido a imersao continua de H'(0,1) em C([0,1]).

Portanto temos o seguinte:

i |72 + o?l|u|* + o7 (k(6)|uy (1, 1) — KD (1,8)) < M.
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Das estimativas anteriores, obtemos:

(u™) é limitada em L*°(0,T;V) (1.7)
(w™) é limitada em L*(0,T;L*(0,1)) (1.8)
(ully) ¢ limitada em L*(0,T;L*(0,1)) (1.9)
(ul!) é limitada em L*(0,T;L*(0,1)) (1.10)
(u™(1,t)) é limitada em L*(0,T). (1.11)

De (1.8) e (1.9) vem que uj* € L*(0,7;V). Assim, devido as estimativas (1.7), (1.8)
e (1.11) e devido ao teorema 1.1.2 existe uma subsequéncia de u™, que continuamos a

representar por u™, tal que

u™ —u fraco estrela em L*(0,T;V) (1.12)
u® — uy fraco estrela em L*(0,T;V) (1.13)
ulm — uy fraco estrela em L™(0,T;L*(0,1)) (1.14)
u"(1,t) = X fraco em L*(0,T). (1.15)

Além disso, segue do lema 1.1.1 que u € C(0,T;V) e uy € C(0,T; L*(0,1)).

Passagem ao limite

Nosso problema aproximado é:

(ufy,v) + (W™, ) + &r{u(1,1) + k(0)u™ (1, 1) — k(t)ug'(1) + K *u™(1,1)}v(1) = 0
Yv € V,,.

Multiplicando a equagao acima por € € ©(0,7T) e integrando de 0 a T', temos:

/0 (upy,v)0dt + 042/0 ((u™,v))0dt + 0427'/0 {u*(1,t) + E(0)u™(1,t) — k(t)ug' (1)
+K s« u™(1,t)}o(1)0dt = 0.

Com isso, de (1.12) e (1.14) segue que
T T
/ ((u™,v))0dt — / ((u,v))0dt pois,vd € L'(0,T;V")
0 0

T T
/ (upy,v)0dt — / (ug, v)0dt pois,vd € L'(0,T; L*(0,1)).
0 0
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1.2 Existéncia 16

Como L*(0,T;V) — L*(0,T;V), entao segue que
(u™) é limitada em L*(0,T;V).
Do mesmo modo concluimos que
(w) é limitada em L*(0,T;V).
Usando o lema de Aubin-Lions vem que
u™ —u forte em L*(0,T;V)
isto é,

T
lim |u™(z,t) — w(z, t)[3-dt = 0.

m—0o0 0

E devido a continuidade da imersao de H'(0,1) em C[0,1], vem que

T
lim lu™(1,t) — u(1,t))*dt = 0.
m—o0 0

Ou seja, u™(1,t) — u(1,t) forte em L*(0,T).

Dessa forma, temos que u(1,¢) define uma distribuicao em ®©(0,7") dada por:

T
u(1,t),0 >= / u(1,t)0(t)dt.
0
Portanto, podemos pensar em derivada no sentido das distribuicoes da seguinte forma:

d d d d
< (1,t),0 > <u™( ,t),dte >— — < u ,t),dt9> <dtu< 1), 60 >

Logo, u["(1,t) — w(1,t) em ©'(0,¢). Porém, temos que u}*(1,¢) = X em L*(0,T) o
que implica u}*(1,t) — X em ©’(0,T) e concluimos pela unicidade do limite que X =

Ut(]_,t)
Passando o limite quando m — oo, temos:
T
/ {ui™(1,t) + k(0)u™(1,t) — k(t)ug'(1) + k'« u™(1,t) }v(1)0dt —
0
T

/ Cug(1, 1) + k(O)u(1,£) — k(Buo(1) + K % u(L, £)}o(1)0dt
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ou seja,

/T{(utt, v)dt + o ((u,v))dt + o> 7[us(1,1) + k(0)u(1,t) — k(t)uo(1) + & * u(1,t)]v(1)}0dt =0
para todo veV, e 0e€D(0,7T). (1.16)

Como V},, é denso em VN H?(0, 1) a igualdade acima é vélida para todo v € VNH?(0, 1).

Considerando v € ©(0,1) C V N H%(0,1), resulta que

T ,1 T 1
/ / U Odtdx + / / aPugv,0dtdr = 0.
o Jo o Jo

Com isso segue que
/(utt — Py, )vfdrdt =0 Yo € D(0,1), € D(0,7), onde Q= (0,1)x (0,7).
Q

No entanto, o conjunto das combinagoes lineares vf é total em D (@) com isso segue que

a igualdade acima é valida para toda ¢ € ©(Q), isto é,
/Q(utt — &P Uy pdadt =0 Vi € D(Q).
Em termos de distribuicoes, temos:
< Uy — PUgy, ) >=0, Vi € D(Q).
Como uy € L>=(0,T; L*(0,1)) segue que ug, € L®(0,T; L?(0,1)). Assim, temos que
Uy — 0PUgy =0 q.5. em Q. (1.17)

Multiplicando (1.17) por vf com v € V N H%(0,1) e § € D(0,T) e integrando em Q

obtemos

/T(utt,v)ﬁdt +a? /T((u, )ddt — o /T (1, )o(1)0dt = 0. (1.18)

Comparando (1.16) e (1.18) temos

/T{oz2uz(1,t) + a7 (1,8) + ko u (1,0 v(1)0dt =0 V0 € D(0,T).

0

Pelo lema de Du Bois Raymond, temos

{aPu,(1,t) + o*r[uy(1,t) + kxw, (1, 1) v(1) =0 ¥V ve VN H*0,1).
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Agora, tomando v(z) = x vem que
?uy(1,t) = —a’7[uy(1,t) + K+ u,(1,1)].
Ou seja,
uzr(1,t) = —=7lue(1,t) + k xu(1,8)].
Usando o operador inverso de Volterra resulta que
u(l,t) + /tg(t — S)ug(l,8)ds =0, Vte (0,7).
0

Regularidade da solugao

Da equagao (1.17) vem que
O(Q'Lme = Ut

Mas, como uy € L*°(0,T; L*(0,1) entao au,, € L>(0,T; L*(0,1)), isto é, u,, € L*(0,1)

para todo t € (0,7T). Dessa forma concluimos que
u € C0,T;V N H?*0,1)).

Sendo u; € C(0,T; L*(0,1)) e de (1.9) temos que

m
x,t

ul, = uy; fraco estrela em L*(0,T;L*(0,1)).
Com isso, temos que

u € C0,T; V).
Dai, por regularidade eliptica concluimos que

ue C([0,T]: VnH?*0,1)nCY[0,T]: V).

Condigoes iniciais

Vamos mostrar que u(0) = uy.

Pelo fato de u € C(0,T;V N H?(0,1)) faz sentido calcular u(0).
De (1.13) temos que parav € V e 6 € C(0,T;R) com §(T) =0e 6(0) = 1:

T T
/ (uT,v)@dt%/ (ug, v)@dt,
0 0
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T T
/ (uy®, v)0dt — / (ut, v)@dt‘ = 0.
0 0

Integrando por partes, obtemos

ou seja,

lim

m—00

lim

m—00

(W™(0), v) + /0 S 0t — (u(0),v) — /0 T(u,v)&’dt‘ ~0

Portanto, temos que

(W, v) — |—|/ th—/OT(uvﬁdﬂ — 0.

Usando (1.12), temos que:

lim

m—0o0

(ug', v) = (u(0),v).

Como uf' converge forte para ug em V N H?(0,1), também converge forte em V. Portanto,

converge fraco em V. Com isso, temos que
(ug', v) = (uo,v).
Pela unicidade dos limites, concluimos que
(u(0),v) = (ug,v) Yv eV,

e, portanto:

u(0) = up.

Agora, vamos mostrar que

u(0) = uy.

De (1.14) tem-se que, Vv € L*(0,1) e § € C(0,T;R) com 6(T) =0 e 6(0) =

T T
/ (u?},v)@dtﬁ/ (wyg, v)0dt.
0 0

Integrando por partes, e do fato de u, € C(0,T; V), segue que

(0, v) — /0 (W, )0 dt —> — (1 (0), v) — /0 (g, v)0/dt. (1.19)
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De (1.13) e usando raciocinio andlogo ao anterior, concluimos que
(UT(0)7U) - (ut<0)av)7 VU € LZ(Oa 1)

Como u!"(0) converge forte para u; em V, também converge forte em L?(0,1). Portanto,

converge fraco em L?(0,1). Com isso temos que

(u™(0),v) — (uy,v) ¥ v € L*(0,1).
Da unicidade dos limites segue que

(u(0),v) = (u1,v). ¥ v e L*0,1),

e portanto:

Ut(O) = Uzp.

1.3 Unicidade

Considere u,v € C(0,T;V N H?(0,1)) solugoes do problema (1) — (3). Com isso, a

funcao w = u — v é solucao do seguinte problema

Wy — @*Wee =0 em (0,1) x (0, 00) (1.20)
w(0,t) =0, w(l,t)+ /tg(t — s)w,(1,s)ds =0, Vi>0 (1.21)
w(zx,0) 0: 0, w(z,0)=0 em (0,1). (1.22)

Multiplicando a equagao (1.20) por w; e integrando em (0,1) e usando o fato de que

we(1,t) = —7{w(1,¢) + k(0)w(1,t) — k(t)wo(1) + k' xw(1,t)}, onde wy(1) =0

obtemos
1d 2 21 d 2 2 2 '
5 lwnlE 0?2 Ll s + a2 {un(L )+ KOl (1) + K s w(l, ue(1,0)} =0

Usando o lema 1.1.2 no termo k' x w(1,t)w,(1,t) dessa ultima equagao e levando em

conta que

2

2
— 2T (1, 1) < 0, %k/(t)]w(l,t)ﬁ <0 e - %k”Dw(l,t) <0
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obtemos a seguinte desigualdade

1d
§E{|wt|i2 + ?|w, |32 + 27 (k(t)|w(1,1)]* — K'Dw(1,t))} <O0.
Multiplicando por 2 essa ultima desigualdade e integrando de 0 a ¢, obtemos
wilf2 + oPlwez: + &P (k(t)]w(L, ) — KDw(1,1)) < |w,(0)[7: + a®|wy(0)[Z2 + a*Tk(0)wo(1)[.
Porém, das condigoes iniciais e da condicao de fronteira, temos
[we(0)[7> = [ws(0)[7: =0 e Jwo(1)] =0
Wy .2 Wy 1.2 € |Wo .
Dai, segue a seguinte igualdade
lwi|7s + @ wy|re + 27 (k(t)|w(1,t)|* — K'Ow(1,t)) = 0.
Dessa ultima igualdade, concluimos que
‘wt’%Q =0 e ‘ww|%2 =0.
1
Logo, temos que 0 = |w,|3, = / lw,|* = ||w||y. Portanto w = 0 e daf segue que
0

u ="v.
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Capitulo 2

Alguns Fundamentos Tedricos da Analise
Numérica

Neste capitulo apresentamos alguns conceitos fundamentais que sao necessarios para
um bom entendimento da solugao numérica do problema proposto neste trabalho. Expo-
mos inicialmente, um breve comentario histérico sobre o porqué do surgimento e aplicacao
de métodos numéricos para solucionar os problemas envolvendo equacgoes diferenciais.
Apresentamos em seguida, alguns aspectos sobre as equagoes diferenciais parciais lineares
de segunda ordem, onde adotamos uma classificacao para essas EDPs que na maioria das

vezes ajuda na andlise tedrica do problema.

Vemos ainda aqui, os principais tipos de erros que podem ocorrer durante a resolugao
numérica de um determinado problema, bem como, os fundamentos do método numérico
que usamos para resolver nosso problema, conhecido como método das diferencas finitas,

o qual se baseia na substituicao das derivadas por formulas de diferencas finitas.

2.1 Equacoes Diferenciais e Métodos Numéricos

2.1.1 Um Breve Panorama Histdrico

As equacgoes diferenciais comecaram a surgir por volta da segunda metade do século
XVII, onde elas representavam descri¢oes de problemas fisicos, na forma forma analitica. A
procura de solugoes aproximadas para essas equacoes através de procedimentos numéricos
passou a ser muito utilizada, a medida que os problemas tornaram-se com um elevado
grau de complexidade. Porém, com a evolugao constante dos computadores nas ultimas
décadas, foi possivel a abordagem por métodos numéricos de uma gama consideravel de
problemas tidos como extremamente complexos, ou até mesmo, de impossivel resolucao

por via de procedimentos analiticos.



2.2 Aspectos Tedricos Sobre Equagoes Diferenciais Parciais Lineares de Segunda
Ordem 23

Uma grande variedade dos problemas ligados a engenharia, depende de resultados que
obtemos através da solucao de uma equacao diferencial. Até a primeira metade do século
XX, a busca por solugoes analiticas dessas equagoes eram muito intensas, utilizando fer-
ramentas matematicas como transformadas e séries de poténcias. Apesar de muitos pro-
blemas terem sido solucionados através dessas ferramentas, ainda sim, a maior parte deles
resolvidos correspondiam a problemas simples, no entanto, muitos problemas de engenha-
ria normalmente envolvem geometria e condigoes de contorno complexas. E claro que,
o ideal seria que pudéssemos resolver todos os problemas através de métodos analiticos,
pois essas solucoes sao dadas de forma fechada valida para todos os pontos do dominio

considerado.

Devido a todas essas dificuldades com relacao a solucao analitica, a partir da se-
gunda metade do século XX, esse panorama foi sendo modificado. Ou seja, deixamos
de buscar as solucgoes puramente analiticas para esses problemas e procuramos utilizar os
métodos numéricos na tentativa de se conseguir solugoes aproximadas. Muitos dos métodos
numéricos ja eram conhecidos hé bastante tempo; antigamente quando se tentava resolver
um problema, mesmo que fosse simples, através de métodos numéricos, esse procedimento
demandava um enorme tempo em calculos e as vezes necessitava de uma equipe de pes-
soas, mas essa dificuldade foi superada e a utilizacao desses métodos passou a ser mais
frequente na resolucao dos problemas devido ao grande avanco tecnologico dos computa-
dores. Diante desse quadro de desenvolvimento tecnoldgico, atualmente sao os métodos
numéricos que respondem pela maior parte dos problemas complexos que surgem princi-
palmente na engenharia. Os métodos numéricos associados a ferramenta computacional
e as linguagens de programacao adequadas, permitem a analise e solucao de problemas
com um grande numero de varidveis de modo eficiente e rapido e com um baixo custo

computacional.

2.2 Aspectos Teédricos Sobre Equacoes Diferenciais Parciais Line-
ares de Segunda Ordem

Geralmente, quando estudamos um determinado fenomeno fisico é comum tentar obter-
mos uma expressao ou equagao que descreva matematicamente esse fenomeno. Em muitas

dessas situagoes, encontramos como modelo matematico uma equacao diferencial parcial,
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que representa o fenémeno estudado. Atualmente, podemos observar essas equacgoes di-
ferenciais presentes em muitas areas, tais como biologia, economia, ciéncias humanas,
educacao ambiental, e outras, realizando diversos estudos em preservacao ambiental, dis-
tribui¢ao de temperatura em um meio, nos estudos de aerodinamica e ecossistemas. Por se
tratar nosso problema proposto de uma equagao diferencial parcial linear de segunda or-
dem, fazemos um rapido comentario sobre esse tipo de equacao o qual pode ser encontrado

em Cunha [7].

Consideremos a seguinte EDP de segunda ordem com duas variaveis independentes, as

quais denotamos por x e y ou x e t.
a()uze + 2b()ugy + c( )y, + d(uy +e(Duy, + f(Ju+g(.) =0
a equagao acima é linear se a(.), b(.) e ¢(.) sdo constantes ou fungoes somente de x e y.

Os coeficientes a(.), b(.) e ¢(.) o qual denotamos simplesmente por a, b e ¢, devem

satisfazer a seguinte condigao
a®+ b+ #0.

Considerando a forma geral da EDP linear de segunda ordem dada acima e os coefi-

cientes a, b e ¢, podemos classificar a EDP nos seguintes tipos

V¥ —ac>0 a EDP ¢é hiperbdlica
V> —ac=0 a EDP é parabdlica

bV —ac<0 a EDP é eliptica.

A classificacao da EDP nesses trés tipos tem uma razao pratica bem interessante. Pois,
quando acoplamos um dos tipos de equacoes acima com condigoes iniciais e de fron-
teira(contorno), o método aplicado para resolvé-las poderd depender do tipo de EDP
considerada. Cada um dos tipos de EDP mencionados anteriormente modelam fenomenos
disintos. A hiperbdlica representa o modelo de propagacao de ondas em um meio eldstico;
a parabdlica é o modelo da difusao de calor num corpo e a eliptica é o modelo de diversas
aplicagoes como: distribuicoes de tensoes em placas carregadas, distribuicao de tempera-

tura no caso estacionario e potencial gerado por cargas elétricas.
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A equagao uy, + uy, = f(z,y) é do tipo eliptica e é chamada também de equacao de

Poisson. Caso f(x,y)=0 ela é chamada de equagao de Laplace.

Considerando a fungao a(z,t) > 0 e t > 0, onde t representa a variavel temporal, a
equacao u; — a(x,t)u., = f(x,t) é do tipo parabdlica e é chamada de equagao do calor

unidimensional na variavel espacial x.

A equagao uy — a(x, t)ug, = f(z,t), com a(z,t) > 0 et > 0 representa uma equagao do

tipo hiperbdlica, e é conhecida como a equacao da onda.

Em 1902, o matematico Hadamard introduziu o conceito de problema bem-posto: O
problema é dito bem posto, quando possui uma solugao tinica e pequenas perturbagoes nos
dados iniciais provocam pequenas variagoes na solugao(estabilidade). Para que possamos
definir um problema bem-posto para os trés tipos de equagoes anteriores, é necessario

acoplar algumas condigoes adicionais, como condig¢oes de contorno e condicoes iniciais.

Para a equacao de Poisson podemos especificar o valor da fung¢ao u no contorno de uma

regiao () onde é definida essa equagao

um-i—uyy:f(x,y), (xay) EQ
u(z,y) = g(z,y), (x,y) € (condicio de contorno)

I' = fronteira da regiao ().

Ja para as equacoes do calor e da onda, além das condigoes de contorno devemos impor
condicoes iniciais para a variavel temporal, que equivale a fixar o estado inicial do processo
em t=0. Na equacao da onda temos de tomar duas condigoes iniciais, pois aparece a
derivada de segunda ordem com relacao a variavel temporal. A seguir temos as equagoes

do calor e da onda acopladas com condicoes de contorno e iniciais

u — a(x, g, = f(z,t), 0<zx<l e t>0
uw(0,t) =0 e u(l,t) =0, t>0 (condicao de contorno)
u(z,0) =u’(z), 0<x <l (condigdo inicial).

A situacao acima representa o fluxo de calor ao longo de uma barra de comprimento [,

onde as condigoes de contorno indicam a distribuicao de temperatura nas extremidades da
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barra, e a condicao inicial indica a temperatura no instante em que o processo é observado

(t=0).
U — a(z, t)uge = f(z,t), 0<z<l e t>0
u(z,0) = u’(z) e wuz,0)=v"x), 0<x <l (condicdes iniciais)
u(0,t) =0 e u(l,t) =0, t>0 (condi¢des de contorno).
O modelo representado acima indica as vibragoes verticais de uma corda elastica de
comprimento [ com as extremidades fixas. E importante observar que nos trés modelos

acima, as condicoes de contorno sao dadas pelo valor da fungao u nos pontos da fronteira.

Condigoes de contorno como essas sao ditas condi¢oes de contorno de Dirichlet.

2.3 Expansoes de Taylor

Nesta secao é feita uma breve explanacao tedrica sobre o desenvolvimento em Taylor

de uma fungao diferencidvel. Tal explanagao foi baseada em Larson [12] e Leite [13].

2.3.1 Aproximacao Polinomial de uma Fungao Diferenciavel

Consideremos uma funcao f definida no dominio Dy e derivavel no ponto xy € Dy.
Vamos encontrar uma fungao polinomial P, que aproxima f, de modo que f e P; tenham o
mesmo valor em 1z, e ainda que, a inclinagao da funcao polinomial seja igual a inclinagao

do grafico de f no ponto (zg, f(xg)), isto é,
Py(20) = f(zo) e Pi(zo) = f'(x0).
Com essas duas condigoes podemos obter a seguinte aproximagao linear de f dada por

Py(z) = f(wo) + f'(z0)(x — o).

Geometricamente, P; representa a reta que tangencia a curva associada a fungao f no
ponto (xo, f(zo)). Dizemos nesse caso que o polinémio P, que aproxima f estd expandido
em torno de zp ou centrado em z,. Para todo x € Dy, denotemos por R;(z) o resto ou

erro de aproximagao de f(z) por Pi(x), o qual é dado por

Ry(z) = f(z) = Pi(x) = f(x) = f(wo) — f'(w0) (& — o).
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Para x # z¢, temos

Portanto,

lim i (x)

T—x0 T — X

= f'(x0) = f'(z0) = 0.
Com isso, o resto Ry(x) tende a zero mais rapidamente que x — zy quando x — .

Diante desse fato, o polinomio P; é uma aproximacao de f em torno de xg e é chamado

de polinomio de Taylor de ordem 1 de f em torno de x.

Se considerarmos que f”(xq) existe, podemos aproximar f por um polinémio P» tal que

Py(x0) = f(0), Palx0) = f'(w0) € P(x0) = f"(20)-
Devemos procurar P, da seguinte forma
Py(2) = ag + a1(z — x0) + as(z — ).
Sendo Py(x) = ag, entdo ag = f(zo).
Observe que
Py(x) = a1 + 2a2(x — x9) € Py (x) = 2as.
Portanto,
Py(xg) = a1 e Py(xg) = 2as.
Dai, temos que
f" (o)

a; = f'(zg) e ay= 5

E o polinomio P, é

f// ($0)

5 (z — x0)2.

Py(x) = f(xo) + f'(20) (7 — x0) +

O polinémio P, denominamos polinomio de Taylor de ordem 2, de f em torno de x.

Observe que nesse caso, a reta tangente associada a P, coincide com a reta tangente
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associada a f, no ponto (g, P2(x¢)) = (zo, f(z0)). Como Py (xy) = f"(x0), e se ocorrer
que f"(xg) # 0, entdo para x préximo de xg, os graficos do polinémio P e da funcdo f
apresentam concavidades com mesmo sentido. Com isso, é de se esperar que P, apresente

uma aproximacao melhor que P; para a funcao f nos pontos proximos de xg.

Para todo x € Dy o erro da aproximacao de f por P, é dado por

f”(x[))
2

Ry(x) = f(x) = Po() = f(2) = f(z0) = ['(wo) (2 — o) —

(x — mg)~.

Para todo = # z( e do fato de que f é continua em z(, temos

_ Ry(z) _ f(x) = f(xo) — f'(mo)(x — ) — @(ﬂf - xo)Q 0
lim = lim = —
z—zo (T — xg)2 @m0 (r — x0)? 0

Pela regra de L’Hospital segue que
o Ba@) @) = fe) = o) =) 1 [f) = [
e—zo (r — x0)?2  2—w0 2(x — xp) 2 z—ao T — g
tim 2@ L~ e =0

a—wo (T — 20)2 2

Logo, concluimos que Ry(x) — 0 mais rapidamente que (z — z¢)* quando = — .

2.3.2 Foérmula de Taylor

Definigao 2.3.1. (Polinémio de Taylor de ordem n). Seja f uma funcgdo derivdvel

até a ordem n no intervalo [a,b] e xo € [a,b]. O polinémio

f//(xo)
2!

¢ chamado de polinomio de Taylor de ordem n de f em torno de xg.

P(x) = f(xo) + f'(w0)(x — x0) +

(x —20)+. . .+

Quando z¢=0, o polinomio de Taylor de ordem n, é também chamado de polinomio de

Maclaurin de ordem n de f.

Teorema 2.3.1. (Férmula de Taylor com resto de Lagrange). Se uma funcgdio f €
derivdvel até a ordem n+1 em um intervalo I contendo xq, entao, para cada x € I, existe

um & entre x e xg, tal que

" Zo ) (n) To
f(x) = f(xo) + f(xo)(x — z0) + / ;! )(x —zo) +. . .+ / n(! )(x —19)" + Rp(x)
_ f(n-i-l)(f) n+1
onde Rn(f) = m(i’ — Zlﬁ'()) .
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Demonstragao: Para encontrar R, (z), fixamos x em I (z # xg) e escrevemos

onde P,(x) é o polinémio de Taylor de ordem n de f(z).

Consideremos g uma fungao de ¢ definida por

o0 = 10) - 10 - =0 -~ DD —or = 0 EE0
para todo t entre xq e x.
Observe que
(n+1) r—t)"
/0=~ 0w om0

Para x fixo, temos

9(xo) = f(x) = [Pul®) + Ru(x)] = f(2) — fz) =0

g(x) = f(z) = fz) =0—. .. = 0= f(z) = f(z) = 0.

Portanto, g satisfaz as condig¢oes do teorema de Rolle, logo existe um nimero £ entre xg
e x tal que ¢’(£)=0. Substituindo ¢ por £ na equagao para ¢'(t) e depois resolvendo para

R, (x), obtemos

(n+1) T — &
7© =T B o om0 I —0
_ f(n—i-l)(f) n+1
R, (z) = m(x — )"

Finalmente, como g(z() = 0, temos

0= f(z) — f(zo) — f(wo)(x — o) —. . . —

f(ZL’) = f(l'()) + f/(l'o)(l’ — !L’o) +.. .4+
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2.4 Erros nas Aproximacoes Numéricas

E interessante observar que na resolucao de um problema fisico utilizando algum
método numérico dificilmente chegamos a um resultado exato, pois alguns erros podem
ocorrer durante o percurso para se obter a solucao do problema. Esses erros podem se
originar no préprio modelo matematico que representa o fenémeno fisico ou surgirem
nas operacoes numeéricas efetuadas pelos computadores. Diante disso, faremos uma breve
explanagao sobre os possiveis erros que geralmente ocorrem durante a solucao numérica

desses problemas.

[lustramos de forma simplificada um processo de determinacao da solugao numérica de

um problema fisico.

Problema Modelagem | Modelo Resolucéo
Fisico | Matematico

Solucao

A 4

Métodos Numéricos

Figura 2.1 Esquema Grdfico Simplificado de wum Processo de Determina¢ao de Solugdo
Numérica.

Defini¢ao 2.4.1. (Numero aprorimado). Dizemos que um nimero T € um nimero
aproximado ou uma aproximacao do numero exato x caso exista uma pequena diferenca
entre eles. Se T < x dizemos que T € um valor aproximado por falta do valor exato x; Se
T > x, T € um valor aproximado por excesso. Sendo T um valor aproximado do niumero

x, entao denotamos T =~ .

Definicao 2.4.2. (Erro). Sendo T um valor aprozimado do nimero x. Definimos erro do
numero T, o qual indicamos por ez , a diferenca entre o numero exato x e o correspondente

numero aprorimado T.
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2.4.1 Principais Tipos de Erro

(a) Erros inerentes ao modelo matematico. E raro as formulacdes matematicas
apresentarem um modelo fiel do fenomeno fisico real. Geralmente esses modelos
sao idealizados, pois na andlise dos fendmenos da natureza somos muitas das vezes,
forcados a considerar certas condigoes que simplificam o problema para que possamos

trata-lo de modo a se obter tal modelo.

(b) Erros inerentes aos dados. Além das equagoes, os modelos matematicos apresen-
tam também dados e parametros obtidos geralmente de equipamentos de medicao,

e portanto, o erro nos dados ficam sujeitos a precisao desses equipamentos.

(c) Erros de truncamento. Sao erros originados de processos que deveriam ser infinitos
ou muito grandes para a obtencao de um valor, e que por razoes praticas, sao trun-
cados. Como se sabe, um processo infinito nao se conclui, e com isso, somos forcados
a adotar uma aproximacao que se obtém apds a execucao de um numero finito de

passos.

(d) Erros de arredondamento. Esse tipo de erro surge quando trabalhamos com
maquinas digitais para representar os nimeros reais. O erro ocorre devido a arit-
mética utilizada pela méaquina representar apenas ntmeros com um nimero finito
de digitos, fazendo com que os céalculos sejam executados com valores aproximados
dos numeros verdadeiros envolvidos. Esse tipo de erro pode ser melhor entendido
quando observamos de que forma os nimeros sao tratados pelos computadores. Os
calculos que noés realizamos em nosso cotidiano sao feitos utilizando o sistema de
numeragao decimal, porém, nos computadores esses calculos sao efetuados com base
nos impulsos elétricos que indicam dois estados: 0 ou 1, ou seja, 0os nimeros sao
representados na base bindria, j4 que na base 2 os tnicos digitos utilizados sao 0 ou

1.

Um ndmero inteiro N na base 10 pode ser escrito na forma polinomial com coeficientes

de sua expansao binaria da seguinte forma

N10 = CLn2n + an_12"_1 —|— I —|— CL121 —|— CL02O,
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onde a, =1ea,_1, .. .,apsa0 0 ou 1. Dessa forma, a representacao binaria de N sera
N10 = (anan,l P (Zlao)g.

Consideremos agora N um numero real na base decimal cuja parte inteira e fracionaria
indicamos por p; e py respectivamente, ou seja, N = p;+py. A parte fraciondria py = N —p;

pode ser escrita como uma soma de fragoes binarias da forma

pf = b12_1 —f- b22_2 —f- b32_3 + Ce

onde os coeficientes by, k=1,2,3,. . . sao 0 ou 1. A representacao bindria do niimero real
N é dada por

N = (anan_l . .alaoblbg . )
onde a,,a,_1, . . .,a; assumem os valores 0 ou 1 e sao os coeficientes correspondentes

da expansao bindria da parte inteira p;.

Geralmente, é utilizada a aritmética de ponto flutuante nos calculos cientificos realizados
pelos computadores. A representacao de um nimero x em ponto flutuante na base 3, é

definida da seguinte forma
T = :t( dldgdn> X 66

onde
G é a base em que a maquina opera
(- didy...d,) é a mantissa

n é o numero de digitos da mantissa; 0<d; <(f—1), j=1,...,n, di #0

e é o expoente, com —M <e<M para algum M > 0.

Existem alguns ntimeros que tem representacao finita na base decimal, mas possuem
representacao infinita no sistema binario. Com isso, um computador que opera no sistema
bindrio ird armazenar uma aproximacao desses nimeros, ja que a maquina possui uma
quantidade fixa de posicoes para guardar os digitos da mantissa. Portanto, devido a essas
limitagoes no expoente e no numero de digitos da mantissa surgem entao os erros de

arredondamento.
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Defini¢ao 2.4.3. (Erro absoluto). Seja T um valor aproximado do nimero exato x.
Definimos erro absoluto do nimero aprorimado T, o qual indicamos por EAz, o valor

absoluto da diferenca entre x e T.

Na pratica o valor exato nem sempre é conhecido, e consequentemente o erro FAz
também nao serd conhecido. Para resolver esse problema podemos calcular uma cota
superior para o erro absoluto. Com isso, mesmo nao conhecendo o valor exato podemos
determinar entre que valores conhecidos ele esta situado. Dizemos que um nimero ¢ > 0

é uma cota superior do erro absoluto Az, se ocorrer
EAj S €.

Note que do fato de FAz =| = — T |, temos

|z —T|<e<=T—-e<x<T+e
onde T — e e T + ¢ sao valores conhecidos.

Definicao 2.4.4. (Erro relativo). Seja T um valor aproximado do nimero exato x.
Definimos erro relativo do nimero aprorimado T, o qual denotamos por ERz, o mddulo

do quociente entre o erro absoluto e o valor aproximado .

ERf -

T | 7 |
Note mais uma vez que nem sempre também podemos calcular o erro relativo, pois

o valor exato x nem sempre é conhecido. Nesse caso, podemos tomar como uma cota

. . € .
superior para o erro relativo o valor ——, com isso temos

| 7|

‘ N

ER; < com FAz <e.

S]]

Ea
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2.5 Método das Diferencgas Finitas

O conteudo apresentado nesta secao teve como referéncia as informacoes encontradas

em Burden [4], Cunha [7] e Lapidus [11].

2.5.1 Discretizagao

A solucao analitica de uma equacao diferencial parcial é dada por expressoes analiticas
que satisfazem essa equacao para todos os pontos do dominio continuo dado. Ao passo
que, a solucao numérica fornece solugoes apenas em um numero finito de pontos desse

dominio.

O processo de convertermos o dominio continuo constituido de infinitos pontos em um
dominio discreto com um numero finitos de pontos é chamado de discretizagao. Na ver-
dade, a idéia bésica de qualquer método numérico é justamente o processo de discretizagao
que faz com que reduzamos o nosso problema fisico continuo a um problema fisico discreto
com um numero finito de incégnitas a ser determinado. Em geral, denominamos o dominio
discretizado simplesmente de malha e os pontos que constituem a malha sao chamados de

nés dessa malha.

Esse processo de discretizagao ¢ indispensavel quando se procura resolver um problema
na forma numérica, pois muitos dos calculos a serem realizados para encontrar essas
solugoes numéricas dependem de um recurso computacional, e como sabemos, os com-

putadores interpretam os dados de forma discreta e nao na forma continua.
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A figura (2.2) a seguir ilustra um exemplo hipotético de um dominio continuo que sofreu

um processo de discretizacao.

Dominio continuo Dominio discretizado

o000 000O
o000 000O
o000 000O
- o000 00O0O
o000 000O
o000 000O
o000 000O

Figura 2.2 Ezemplo de um Processo de Discretizacdo.

2.5.2 Fundamentos do Método de Diferencas Finitas

Por se tratar de um método numérico, a idéia basica e fundamental do método de
diferengas finitas é a discretizacao do continuo, ou seja, devemos discretizar o dominio
onde a equacao diferencial é definida obtendo dessa forma uma malha. A malha representa
o local onde buscamos a solucao do problema a ser resolvido utilizando esse método, ou

melhor dizendo, a solucao é encontrada apenas para os pontos discretos da malha.

No método de diferencas finitas, substituimos as derivadas presentes na equagcao diferen-
cial por féormulas de diferencas discretas que representam as aproximacoes das derivadas
que estao na equacao diferencial, obtendo com isso a discretizacao das derivadas continuas.
Essas férmulas para discretizacao das derivadas sao obtidas através do desenvolvimento
em expansao de Taylor de uma funcao. Apds a discretizagao de cada termo da equagao
diferencial, temos a versao discretizada da equagao original que é definida apenas nos
pontos nodais da malha, e para cada um desses pontos da malha temos uma equacao,
constituindo na maioria das vezes um sistema de equacgoes cujas incégnitas sao os valores

da funcao nos pontos da malha.

Geralmente nos problemas onde é aplicado o método de diferencas finitas é usada uma

malha uniforme, embora malhas irregulares possam ser usadas também. Na malha uni-
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forme os espacamentos entre os pontos, o qual é chamado de passo da malha,devem ser

constantes, enquanto numa malha irregular os espacamentos entre os pontos variam.

Para uma regiao unidimensional [a, b] podemos gerar uma malha com n + 1 pontos de
passo h, com h = (b — a)/n dada por

ri=a-+1h, 1=0,1,...,n.

A figura (2.3) a seguir ilustra a malha z; = a + ih.

Figura 2.3 Malha Unidimensional.

Numa regiao bidimensional [a, b] X [¢, d] podemos também obter uma malha com n + 1
pontos na direcao do eixo x, e m~+1 pontos na direcao do eixo y, sendo h e k o espacamento
entre os pontos na dire¢do x e y respectivamente, com h = (b—a)/n e k = (d —c)/m. Os

pontos dessa malha sdo dados pelos pares (x;,y;), tais que

x,-:a—l—ih, 1

Yy =c+jk, 7=0,1,...,m.
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A figura (2.4) a seguir exemplifica uma malha desse tipo.

yA

ym:d 4

Ym-1+

Y2 +

Y1+

Yo=C+

| | | | | >
I I I T 1 » X

Xo=a X1 X2 . . . Xm Xn=b

Figura 2.4 Malha Bidimensional.

Na maior parte dos problemas onde ¢é utilizado o método de diferencas finitas é conhecido
o valor da solucao no contorno(fronteira) da regido, e isso faz com que determinemos as

solugoes apenas nos pontos interiores da malha.

2.5.3 Notacoes Usuais em Diferencas Finitas

Vamos representar primeiramente por u(z) a fungao incégnita de uma equagao diferen-
cial definida em um dominio unidimensional. Nesse caso ao discretizarmos esse dominio
obtemos uma malha unidimensional, a qual vamos supor que tenha passo Az e indicamos

por u; o valor da aproximacao da funcao u no ponto x; da malha, ou seja,
Temos ainda que,

u(z; + Ar) &= u;qq

u(z; — Ax) =~ u;.

Para a primeira e segunda derivadas da funcao u nos pontos z; da malha temos as
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seguintes notacgoes

a“a(w%) ou (%) ou (ug); (derivada primeira)
xr T ;

2 . 2

8;;331) ou (%) ou  (Ugy)i (derivada segunda).

Para as demais derivadas de outras ordens podemos seguir essa mesma notagao, no
entanto, quando se tratar de derivadas de ordem n com n > 3, é mais conveniente usarmos

uma das notagoes

0"u(z;) 0"u
oan dxzn ),

Consideremos agora uma equacao diferencial parcial definida em um dominio bidimen-
sional contido no plano cartesiano, onde u(x,y) representa a fungao incégnita. Vamos
considerar uma discretizacao para esse dominio de forma que o espacamento dos pontos
na direcao do eixo x seja igual a Ax e o espacamento na dire¢ao do eixo y seja Ay, isso
resulta em uma malha bidimensional constituida pelos pontos (z;,y;), onde denotamos

por u; ; o valor da aproximacao da fungdo u no ponto (z;,y;) dessa malha, isto é,
i & u(wi, y;).
Temos ainda as seguintes notagoes,

Uit1,5 ~ U<IL’Z + A.T, y]) Uj—1,5 = U(IZ - AI? yj)

Wi j4+1 = U(l'i, Y; + Ay) Ujj—1 = 'LL(.TZ', Yj — Ay)

Nessa notacao apresentada, quando tratamos de problemas de evolucao é conveniente,
indicarmos com um indice superior a variavel temporal e com indices inferiores as variaveis

espaciais.

Para uma equacao diferencial definida em um dominio espacial unidimensional referente

a um problema de evolugao a funcao incégnita é indicada por u(z,t), com z sendo a

varidvel espacial e ¢t a varidvel temporal. Com essas consideragoes, denotamos por u’
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aproximagao de u no ponto (z;,t;), ou melhor dizendo, u] representa a aproximacao de u

no ponto z; e no nivel de tempo ¢;, isto ¢é,
j ~
ul ~u(z,t))

onde 7 indica o indice da variavel espacial e j o indice da variavel temporal.

Para uma malha bidimensional formada pelos pontos (;, t;), onde Az indica o espagamento
dos pontos que representam a variavel espacial e At é o espacamento dos pontos que re-

presentam a variavel tempo, temos ainda as notagoes

Uz+1 ~ u(xz + Az, tj) u{_l ~ U(ilfz — Ar, tj)

wl ™ (gt + At) wl ™t u(a, t; — At).

()

Poderiamos continuar usando essa mesma notacao em uma malha bidimensional na

variavel espacial para representar o valor de u(z;,y;,t;), ou seja,

Uﬁj ~ u(acz-, yj, tk)

onde 7,5 indicam os indices das variaveis espaciais e k é o indice da variavel temporal.

Em uma malha bidimensional segue notacao semelhante a que foi adotada anteriormente
para as derivadas numa malha unidimensional. Dessa forma, temos as seguintes notagoes
para as derivadas parciais de primeira e segunda ordem da fungao u(x,y) nos pontos

(wi,y;) da malha

(tz)ij

au(xhyj) _ @
ox — \ Oz ij

ou(zi,y;) _ <@)
dy  \oy /),

(uy)i g

0*u(z;,y;) 0%u
ou e (aﬂ)..z(um)ivj
Z?]
O*u(x;, yj) (82u>
ou = = (Uyy)ij-
Oy? 0y? i j

Para derivadas de ordem maior vale o mesmo comentario feito para a derivada numa

malha unidimensional.
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2.5.4 Férmulas de Diferencas Finitas para Discretizagcao das Derivadas

Vemos aqui, as principais férmulas de diferencas finitas obtidas da expansao em Taylor
que podem ser usadas na discretizacao das derivadas de primeira e segunda ordens tanto

em uma malha unidimensional como em uma malha bidimensional.
Obtencgao das Formulas para uma Malha Unidimensional

Seja um espaco unidimensional contido no eixo x, onde é feita uma discretizacao de
modo a se obter uma malha com n 4 1 pontos discretos dados por z;, com 7 = 0,1,...,n
e considere o espacamento entre os pontos da malha igual a Az. Seja u(x) uma fungao
derivavel até ordem n + 1 em z, sua expansao em um polindmio de Taylor de grau n é

dada por
Ju(x) N Az? Pu(z)  Azd Pul(x) Az" 0"u(z)
Ox 21 Oa? 31 0x? o on! Oan

u(r + Az) = u(x) + Ax
N Agntl a(n—i—l)u(él)
(n+1)!  9antt -

Agntl a(n+1)u(§1)

(n+ 1) OQxnt!
primeiros termos da expansao de Taylor.

O termo representa o erro da aproximacao de u(x+Ax) pelos n+1

Se tomarmos —Axz em vez de Ax no desenvolvimento acima, obtemos
Ju(x) N Az? O%u(z) B Az? PPu(x) - (—Ax)" 0"u(x)
Ox 21 Ox? 31 Oa? n! ox™

u(r — Az) = u(z) — Ax
(_Ax)m-l 8(”+1)u(§2)
(n+1)!  Qant!

(_Ax)n+1 8(n+1)u(§2)

(n+1)!  Qznt!
termos da expansao em Taylor.

onde é o erro da aproximagao de u(x — Az) pelos n + 1 primeiros

Se considerarmos que a fungao u(x) tem derivadas até a ordem 2 e usarmos a expansao

em Taylor para u(z + Ax) temos

u(r + Azx) = u(x) + Aa:au(x) + Ax? 82u(§1).

ox 2 0Ox?
Resolvendo para du(z) obtemos
ox
u() w(@+Az) —u(r) Ard*u(é)
or Az 2 0x2
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Para os pontos z; da malha, temos a seguinte férmula de diferenca progressiva para

discretizagao da primeira derivada com erro de aproximacao da ordem O(Ax)

ou Ui41 — Uy
—) = = A
((’93:)1. Az +O(Ag)

ou ainda,
ou Ujn1 — W;
(— = uy|; & ——— com erro O(Az).
i

Outra férmula de discretizacao para a primeira derivada pode ser obtida considerando
também que u(z) tem derivadas até a segunda ordem e usando o desenvolvimento em
Taylor para u(x — Ax)

ou(r)  Az?0%u(&y)
T or * 2 Ox?

u(z — Az) = u(x) — A

Ju(x)
Ox

Explicitando , temos

ou(zr) u(zr) —u(r — Ax) N &8211,(62).

ox Ax 2 0x2

Para os pontos x; da malha, temos a féormula de diferenga regressiva

ou\ Ui — Uj—1
<%)l = u,|; & —A,  com erro O(Az).

Uma aproximacdo com erro O(Az?) pode ser obtida para a primeira derivada. Para
isso, vamos considerar que u(z) tem derivadas até ordem 3 e usar a expansao de Taylor

para u(x + Ax) e u(x — Azx), ou seja

Ju(x) N Az? Pu(z)  Az® 9Pu(&)

_ dulr) | A u(r) A Pule)
u(r — Az) = u(z) — Az pe + T o2 3 0nd (2.2)
Subtraindo (2.2) de (2.1) e explicitando i obtemos
T
ou(r)  w(x+ Az) —u(r — Azx) Az? 9u(€)
oz 2Ax 6 B Com &€ (r—Avz+ Ag).
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Temos portanto, a férmula de diferenca central para a primeira derivada nos pontos x;

da malha
ou Uiyl — Uj—1 2
. = u$|z ~ ——— Ccom erro O(AZE ) (23)

Uma outra férmula de aproximacao para a derivada primeira com erro O(Az?) pode

ser obtida considerando u(z) derivavel até terceira ordem e usando Taylor para u(zx + Ax)

e u(z + 2Ax)
_ ou(r) Az?0%u(z) Az dPu(&)
u(r + Ax) = u(z) + Az e + 5 By + — (2.4)
B Ou(x) ,0%u(z) Axd PPu(&y)
u(z + 2Ax) = u(x) + 2Azx o + 2Ax 92 +38 s (2.5)

Multiplicando (2.4) por 4 e depois subtraindo (2.5) obtemos a seguinte férmula para a

primeira derivada utilizando os pontos i, ¢+ 1 e 7+ 2

ou —SUZ + 4Ui+1 — U;iy2 2
— ) = ;S Ax?).
(895)2. (Ug )i N com erro O(Az”)

Agora vamos obter uma expressao para discretizarmos a derivada de segunda ordem.

Suponha u(x) derivavel até a quarta ordem, logo temos

Ou(z) N Az? 0u(z) N Az Pu(z) Azt Pu(&y)
ox 2 022 3! Ox? 41 Oxt

u(z + Ax) = u(x) + Az

Ju(x) N Az? u(x) B Az Pu(z) Azt dtu(éy)

= Az) = u(z) — Ar—- 2 012 3 0d A ozt

Somando as duas expressoes acima, obtemos a férmula de aproximacao de diferenca
central para a segunda derivada nos pontos x; da malha com aproximagao O(Az?)

Wi — 20 + Ui

*u\ 5
) = (Uge )i & A2 com erro O(Azx*).

As férmulas obtidas anteriormente sao as mais usadas nas discretizacoes das derivadas,

porém, outras podem ser encontradas a partir dessas manipulagoes de expansoes de Taylor.
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Obtencao das Formulas para uma Malha Bidimensional

As férmulas de discretizagao para a primeira e segunda derivadas utilizando uma malha
bidimensional sao obtidas de modo analogo ao que fizemos na se¢ao anterior. Para isso, va-
mos considerar uma malha retangular no espaco bidimensional R? dada por x; = x¢+iAx
ey; =yo+jAy,comi=0,1,...,nej=0,1,2,...,m e sendo Az e Ay os espacamentos
entre os pontos na direcao x e y respectivamente. Na figura abaixo, os pontos sao identi-

ficados na direcao x pelo indice 7 e na direcao y pelo indice j.

AX

j*2

Ly

j*1

[(B))

i-1 i i+1

Figura 2.5 Malha Bidimensional.

Considerando que uma fungao u(z,y) tem derivadas parciais em rela¢do a x até ordem

n + 1, temos os seguintes desenvolvimentos em expansao de Taylor
ou(z, Ax? *u(z, Ax?® PBu(z,
(@,y) , (@.9) . (.9) .

w(x + Az, y) = u(x,y) + Ax

ox 2! Ox? 3! Ox?
+Ax” Ou(z,y) Azt 9 tDu(&,y)
n!  Ox" (n+1)  Qantl
ou(z,y) Ax?*u(r,y) Az®d3u(z,y)
ule —Any) =ul@y) = ATy T S e s o
N (—Az)" 0"u(z,y) N (—Az)" 1 9y (&, y)
n! Oxn (n+1)! Oxntl

Attt 90 u(gr,y) o (=A2)" O u(G, y)
(n+1)!  Qant! (n+1)! Qi
magao de u(x + Ax,y) e u(x — Ax,y), com & € (x,x + Azx) e & € (x — Az, x).

onde representam os erros da aproxi-

Para obtermos as formulas de discretizagao das derivadas parciais em relagao a x, basta
fazermos as mesmas consideragoes anteriores com relacao a existéncia das derivadas em

relagdo a variavel x para a fungao u(x,y).
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Dessa forma, obtemos as seguintes formulas

Ou(z,y) _ L wz £ Az y) — u(z,y)
o = ug(x,y) ~ Ao com erro O(Ax)
Ou(x,y) _ L uz,y) —u(r — Az, y)
5 = ug(z,y) ~ Az com erro O(Ax)
ou(z,y) _u(z+ Az,y) —u(z — Az, y) 5
e uz(x,y) =~ AL com erro O(Az?)

O*u(z,y)
o0x2

u(x + Az, y) — 2u(z,y) +u(z — Az, y)
Ax?

= Uy (2,y) = com erro O(Az?).

O mesmo pode ser feito para obtermos as derivadas parciais com relacao a variavel y

tomando agora um acréscimo Ay

au<x>y) — (I’ ) ~ u(x,y+Ay) — U(l',y)

oy = uy(z,y) ~ Ay com erro O(Ay)
8ugxy, v) = uy(z,y) = u(z,y) = Z(;?,y —Ay) com erro O(Ay)
8u(axy, y) = uy(z,y) ~ u(z,y + AQ)Q;:(%?J — Ay) com erro O(Ay?)
321;(;, Y _ oy ()~ LY AY) = QUXZQZ/) U@y =AY e O(A?),

Na notagao para os pontos (z;,y;) da malha temos

(Férmula de diferenca progressiva para a primeira derivada parcial em relagao a x)

(ux)”%W com erro O(Arx) (2.6)
x

o Uy
(a—z>” = (Ug)ij & % com erro O(Ax) (2.7)
(Férmula de diferenca regressiva para a primeira derivada parcial em relacdo a z)
ou Uisr1.i — Wi_1.q
<%>” = (ug)ij ~ % com erro O(Az?) (2.8)

(Férmula de diferenga central para a primeira derivada parcial em relagao a z)
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2
<8 u N Uit1,j — 2ui,j + Ui—1,5

— = s Ax? 2.
8x2>i,j (Usa )i g A2 com erro O(Az?) (2.9)

(Férmula de diferenga central para a segunda derivada parcial em relacao a x)

ou Ujj+1 — U
— = (uy)i ~ —=—"———= com erro O(A 2.10
(5,),, = (s~ =% (Ay) (2.10)

(Férmula de diferenca progressiva para a primeira derivada parcial em relacdo a y)

<8_;L)” = (uy)i; & UJA—;LJI com erro O(Ay) (2.11)
(Férmula de diferenga regressiva para a primeira derivada parcial em relac¢ao a y)
(a—Z)” = (uy)ij ~ UJHZT;]I com erro O(Ay?) (2.12)

(Férmula de diferenga central para a primeira derivada parcial em relagao a )

2

(Férmula de diferenca central para a segunda derivada parcial em relagao a y)

o — QU 4
(Uyy)ig ~ it Au 2 TUS o erro O(Ay?). (2.13)
()

2.5.5 O Conceito de Estabilidade

O método numérico adotado para a resolucao de um problema, nao deve permitir que
o erro cresca indefinidamente sempre que se avance de um nivel de tempo para outro. A
idéia de estabilidade traz para os esquemas numéricos a mesma idéia de problemas bem
postos formulada pelo matematico Hadamard[Hadamard, 1902], no inicio do século XX.
Segundo Hadamard, se um problema tem uma tnica solu¢ao e se pequenas pertubagoes
nos dados de entrada provocam pequenas pertubagoes nos resultados, entao o problema é
dito bem-posto. A questao da estabilidade de um método numérico é importante, pois nos
fornece informagoes quanto a sensibilidade do método aos erros que se acumulam durante

os calculos.

Dessa forma, a estabilidade de um método requer que pequenos erros na condicao inicial
provoquem pequenos erros nos resultados numéricos. No entanto, quando isso nao ocorre,
ou seja, se pequenos erros nos dados iniciais fazem com que o erro tenda a crescer na

medida que o processo avanca no tempo, entao dizemos nesse caso que o método é instavel.
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Capitulo 3

Analise Numeérica

Neste capitulo utilizamos o método de diferencas finitas para fazer a andlise numérica

do problema proposto, bem como a analise dos resultados obtidos

Uy — Uy = 0 em (0,1) x (0,00) (3.1)
u(0,t) =0, u(1,t) + /tg(t — S)ug(1,8)ds = 0,Vt > 0 (3.2)
u(z,0) = u’(z), u(x,0) =ui(z) em (0,1). (3.3)

3.1 Discretizacao do Problema

Consideremos um niimero inteiro m > 0. Sejam At > 0 o tamanho de passo associado

. 1 . . .
a variavel temporal e Az = — o tamanho de passo associado a varidvel espacial. Dessa
m

forma, definimos uma malha de pontos (x;,t;) dados por

r;=1Ax, 1=0,1,...m e

t;=jAt, j=0,1,...

Na figura a seguir ilustramos essa malha de pontos.
ta

ts= BAt I | I | |

= 4At I I f I I

t= 3At f T } T T

t,= 2At T 1 f f f

ti= At I f f I I

=0 f f f f f
XO:O X1:AX X2:2AX 'l Xm-1

Figura 3.1 Discretiza¢ao do Dominio [0, 1] x [0, c0).
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Para os pontos interiores (z;,t;) dessa malha a equagao (3.1) se torna
Use (T4, 1) — Pty (24, 15) = 0.
Usando a férmula (2.9) para aproximar o termo u,, e a férmula (2.13) para aproximar

o termo uy, obtemos

J+1 J Jj—1 J J J
= 2w tuy 2t 2u; Uiy

INE e =0 (3.4)

o qual possui erro de truncamento da ordem de O(At? + Ax?).
a Al ;
Fazendo A = Ao e explicitando u{“, temos o seguinte esquema explicito para calcular
x
j+1

u] " associado a (3.4)

W= 21— W)l N2l )l (3.5)

parat=1,2,..m—1ej=12 ...

A discretizagao da condigao inicial u(z,0) = u(x) para os pontos (z;,0) da malha é

dada por
0_ .0 _
w, =u(x;),i=1,2,...,m—1. (3.6)

Devemos usar a condigao u(z,0) = uy(x) para encontrar os valores de u}, para isso
usamos a férmula (2.10) para aproximar u:(z,0) = u(x)

uf — uf

Ut(l'i,O) = U1($Z> =~ ZAt L (37)

Dai, temos
uf = ud + Atuy(z;), i=1,2,....,m— 1. (3.8)
Para a condicao de fronteira u(0,t) = 0, temos
w)=0, j=1,2, ... (3.9)
¢
Agora, vamos discretizar a condigao u(1,t) + / g(t — s)ug(1, s)ds=0.
0

Para a discretizacao da integral de convolugao usamos a forma discretizada encontrada

em Leite [14].
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u(L ty) + At Y g[(j — k) Atlua(1, 5) =0

U(Ltj) = _Atzg[(j - k)At]uw(Lsk)

k=0

J
u(l,t;) = —AtZg[(j — k)At|ug(, sk), onde x, = 1.
k=0

Utilizando a férmula (2.7) para aproximar wu,(Z,,, sx), obtemos

J

J o
um um—l

k=0
ou seja,
i,
um umfl

J
w, = =AY gl - A
k=0

Para calcular os valores u{“ utilizando o esquema (3.5) é necessério conhecer os valores
da solucao nos niveis de tempo anteriores j e j — 1. Devemos iniciar o processo tomando
j = 1 e assim obtemos os valores de u?, ou seja, a solugao no nivel de tempo j = 2. Observe
que ao fazer j = 1 vamos precisar dos valores de u) dado pela condigao inicial (3.6) e dos
valores de u} obtidos de (3.8). Apés o célculo dos valores u? para todo i = 1,2,...,m — 1,
podemos calcular os valores de u} fazendo j = 2, e assim por diante. As condigoes de

contorno sao usadas quando i =1e7=m — 1.

3.2 Analise da Estabilidade do Método Explicito

No capitulo anterior foi dada uma breve idéia sobre o conceito e a importancia da
estabilidade de um método numérico a medida em que se busca solugoes aproximadas.
Nesta se¢ao fazemos o estudo da estabilidade do método numérico para resolver o problema
(3.1) — (3.3). A andlise dessa estabilidade segue o exposto em Zarowski [21], no qual o
autor mostra que a condicao para haver tal estabilidade depende de uma relacao que

envolve os tamanhos de passos da malha.
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Utilizando a expansao em Taylor conforme mencionado na se¢ao 2.5.4 os termos uy e

Uy, da equagdo (3.1) podem ser escritos nos pontos (z;,t;) da malha na seguinte forma:

82u(mi, tj) U(l’i, tj+1) — QU(ZEZ, t]) + U(CL’Z‘, tj_1> At2 84u(xi, T]J)

_ _ 1
ot? At? 12 ot (310)
para algum n; € [t;_1,tj41], €
82'&(271‘, t]) . U(Q?iJrl, t]) — 2U<$Z, tj) + ’U/(l’l‘,b t]) _ AQJ2 8411,(&, tj) (3 11)

Ox? Ax? 12 ozt
para algum &; € [x;_1,%;41], onde x; =iAx et; = jAt parai=0,1,...,me j=0,1,2,....

Substituindo (3.10) e (3.11) na equagao (3.1), temos

’U/(Jii, tj+1) — 2u(x2, t]) + U(.f(fi, tjfl) _ 042 U($i+1, t]) — 2U($Z, tj> + 'U/(Jiz',l, t])

At? Ax?
_ 1 At284u($i,77j) _ QQA:E284U(§@'JJ)
12 ott oxt (3.12)
1 84 7 j 84 i t.
onde e; ; = 3 [Aﬁ% — a2Am2%] ¢ o erro de truncamento local.
x
Como u} = u(w;,t;), entdo de (3.12) obtemos a equacdo de diferenca
wl T = 2wl ol = Nl 4+ 202 — Nl =0 (3.13)
onde
alAt
A= — 3.14
N (3.14)

é as vezes chamado o parametro de Courant. Este parametro exerce um papel importante
na determinacao da estabilidade do método implementado. Resolvendo (3.13) para u!™

obtemos

ul 7 =2(1 = N + )‘Z(Ugﬂ tuly) -l (3.15)

(2
ondei=1,2,..m—1ej=12,...
O método de diferencas finitas explicito pode se tornar instavel se os tamanhos de passos

Az e At sao selecionados impropriamente. Como observado em Isaacson [10] e Myint [17],

temos

lim ! = u(idz, jA
ad u(iAz, jAL)
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desde que 0 < A < 1. Este é o famoso Courant-Friedrichs-Lewy(CFL) condi¢ao para a
estabilidade do método de diferencas finitas explicito, e é originalmente devido a Courant

et al. [6].

O caso especial onde A = 1 é interessante analisar. Neste caso (3.15) reduz-se a

g+ _ j—1 J
wi =l —uy . (3.16)

Em Zarowski[21] foi mostrado que a solugao geral u(x,t) para (3.1) tem a forma
u(z,t) = v(x — at) + w(z + o).
Portanto,
u(zg, t;) = v(x; — aty) +w(z; + at;).
Observe que, como Az = aAt (quando A = 1), temos

w(wipr, t;) — w(ws, tim1) + u(zim, t;) = v(z; + Az — ot;) + w(z; + Az + at;)
—v(x; — at; + aAt) —w(z; + at; — aAt) + v(z; — Az — atj) + w(x; — Az + at;)
=v(z;, — Az — ot;) + w(z; + Az + ot;) = v(z; — at; — aAt) + w(z; + atj; + alt)

= U(ZL‘I' — Oétj_H) + U}(CL’Z + Oltj_H) = U(ZL’Z', tj—l—l)a
ou seja,
U,(ZEi, tj-‘,—l) = U(ZEH_l, t]) — U(ZIIZ’, tj—l) + U(.Ti_l, t]) (317)

Observe que a equagao (3.17) tem uma forma idéntica a (3.16). Em outras palavras, o
algoritmo (3.16) fornece a solugdo exata para (3.1), mas somente em = = iAz e t = jAt

com Az = aAt(que é uma situagdo bastante restritiva).

No entanto, uma abordagem mais geral para analisar o erro que confirma a condi¢ao
CFL é as vezes chamada de anédlise de estabilidade de von Neumann (segundo Myint [17]).

Iniciamos essa abordagem definindo o erro de truncamento global.

)

€ = ulwi,t;) —ul. (3.18)
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A equagao (3.12) pode ser reescrita na forma

w(@i, 1) = 2u(wi,ty) + @i, tia) — Nu(@i, ) = 2u(zs, ) + w1, 1))
Subtraindo (3.13) de (3.19) e simplificando o resultado usando (3.18), obtemos
€ij+1 = 2(1 — )\2)61'7]' + )\2[€i+1,j + eifl,j] — €51 + At2€i’j (320)

parat=1,2,...mej=1,23,....

A equagao (3.20) é uma equagao de diferenca bidimensional para a sequéncia de erro
global (€; ;). O termo At?e;; é um termo forte, e se u(x,t) é suficientemente suave, o
termo forte serd limitado para todo 7 e j. Basicamente, podemos mostrar que a condigao
CFL 0 < XA < 1 evita que le | €, |= oo para todo i = 0,1,2,...,m. De forma andloga
a abordagem de anélise de]esj:oabilidade para PVIs de EDO (Zarowski [21], capitulo 10),

podemos considerar o problema homogéneo
Gi’jJrl = 2(1 — )\2>€i,j + )\2[6i+1,j + Eifl,j] - 61’3;1 (321)
que ¢é justamente (3.20) com o termo forte sendo identicamente zero para todo 7 e j.

Em (Zarowski [21]) foi usada a separagao de varidveis para resolver (3.1) e concluiu-se
que uma versao discreta dessa abordagem também é til na solugao de (3.21). Com isso,

é postulada uma solugao tipica de (3.21) da forma
€5 = exp| Jyilx + BiAL], onde j=+/—1 (3.22)
para constantes convenientes v € R e § € C(ver Zarowski [21]).
Observe que
leii] = lexp[ jridz + BjAL| = |1ATHOIAY = | 1A [P,
Sabendo que e/ = cosh + jsenf)(identidade de Euler), temos
€55 = [cos(yila) + jsen(yida)||eP2] = |75,

pois |cos(yiAz) + jsen(yiAz)| = 1.
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Portanto, concluimos que
leij| = |(eP21)7] = |57, onde S = 2" = exp[BAL].

Observamos dessa tltima igualdade acima que se |S| < 1, ndo temos ilimitadamente o

crescimento da sequéncia de erro (¢; ;) quando j aumenta.
Substituindo (3.22) em (3.21), temos
exp[ jyildz + B(j + 1)At] = 2(1 — XNexp| jvidz + BjAL + N exp| jy(i + 1)Ax + BjAL
texp| jy(i — 1) Az + BjAL} — exp| jyiAz + B(j — 1)At]
ou seja,

eIvidz BGH)AL _ 2(1 — AZ)ej'yiAxeﬂjAt + \2ei i) Az BiAL + \2eii—DAz BiAL _ jyidz B(i—1)At

Dividindo essa tltima equagao por e/7¥8%ePiAl ghtemos
explBA] = 2(1 — X2) + N {eap FyAz] + expl—FyAz]} — expl—BAY].

Sabendo que exp[BAt] = S e exp| jyAz] = cos(yAx) + jsen(yAx), entdo a equacio

acima toma a forma
S% —[2(1 — A?) + 2cos(yAx)A}]S + 1 = 0.

Fazendo 2b = 2(1 — A\?) + 2cos(yAz)A?, e usando a identidade 2sen’z = 1 — cos2r,

obtemos
b=1-—2)\%sen? (%) .

A
Observe que |[b| < 1 para todo A tal que 0 < X\ < 1, pois 0 < sen? (%) < 1 para

todo YAz € R.

De fato, sendo 0 < A < 1, entdao 0 < A2 < 1. E dai, temos que

A A A
0 < Asen’ <¥> <1=02>—-2)\%sen’ (_72$) > —2=1>1-2\sen? <_72x) > -1

= 1>b>-1=|p <1
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Observe que S% — 2bS + 1 = 0 para S = S}, Sy, onde
Si=b+Vb -1, So=b—Vb —1.

Observe que se |[b| > 1, entao |Sg| > 1 para algum k € {1,2}, que pode ocorrer se

permitirmos A > 1.

De fato, sendo |b] > 1 entdo b > 1 ou b < —1. Se b > 1, entao
P>1=2P-1>0=>V2-1>0=b4+V2—1>1=5,>1=15]> 1.
Se b < —1, entao

P>1=0P-1>0=2VR-1>0=> VR -1<0=b—V2—1<-1=5,<—-1=[%|>1.

Com isso, devemos rejeitar a escolha de A > 1, pois isso produz o crescimento ilimitado

no tamanho de ¢; ; quando j — oo.
Portanto, restaria a escolha de |b| < 1, ou seja, —1 < b < 1.

Para os valores b = —1 ou b = 1, temos
|Sk| =1, com ke {1,2}.

Para os valores de b com —1 < b < 1, temos que S; e Sy seriam numeros complexos
com a parte imaginaria diferente de zero, e além disso, as partes imaginarias de S; e Sy
seriam simétricas. Observando que o produto 515 = 1 e denotando por * a conjugacao

de um numero complexo, temos

1= 5152 = SlSik = |Sl|2 == |Sl| =1
1= 5152 = S;SQ = ’Sg|2 = |SQ| =1.

Portanto, |Si|=1, com k € {1,2} e isso entao evita o crescimento ilimitado de ¢; ; quando
7 — 0. Logo, fica validada a condicao CFL para a escolha do parametro Courant A, ou
seja, devemos escolher A\ para satisfazer 0 < A < 1. Com isso, a estabilidade do método
explicito depende de uma relacdo entre os passos At e Ax. Nesse caso, dizemos que o

método explicito é condicionalmente estavel.
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3.3 Analise dos Resultados

Nesta secao apresentamos os resultados obtidos da analise numérica para o problema
(3.1) — (3.3) utilizando o método de diferengas finitas. Os resultados sdo apresentados nas
figuras (3.4) — (3.10) e essas simulagdes foram feitas para os niveis de tempo de ¢ = 20
segundos até t = 140 segundos. Para efeito de comparagao desses resultados, mostramos
primeiramente nas figuras (3.2) e (3.3) os resultados obtidos sem o termo de memdria na

fronteira.

Simulacao Numérica para ¢t = 20 segundos sem o Termo de Meméria na

Fronteira.

Solugao Numerica de u(x,t)

espaco, (x)

tempo, (1)

Figura 3.2 Solucdo Numérica da Equacao da Onda sem o Termo de Memdria na Fronteira.

A figura (3.2) ilustra a solugao u(z,t) no intervalo de tempo ¢ = 0 a t = 20 segundos,
t

onde consideramos o termo [ ¢(t — s)u,(1, s)ds igual a zero. Neste caso, temos a solugao

da equacao da onda com as condigoes de fronteira u(0,t) = u(1,t) = 0.
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Simulacao Numérica para ¢t = 80 segundos sem o Termo Memdria na Fron-

teira.

Solugao Numerica de u(x,t)

espago, (x)

tempo, (1)

Figura 3.3 Solucdo Numérica da Equacao da Onda sem o Termo de Memdria na Fronteira.

A figura (3.3) ilustra a solugao u(x,t) no intervalo de tempo t = 0 a t = 80 segundos,
e corresponde também, a solucao da equacao da onda com as condigoes de fronteira
u(0,t) = u(1,t) = 0. Observamos que, as solucoes u(z,t) ilustradas nessas duas figuras

nao sofrem decaimento a medida em que aumentamos o intervalo de tempo.

As figuras (3.4) — (3.10) ilustram as solugoes u(z, t) nos niveis de tempo t = 20 segundos
t

at = 140 segundos com o termo de memoéria | g(t—s)u,(1, s)ds na fronteira. Observamos
na figura (3.4) que as solugoes u(z,t) apreseontam um certo decaimento no intervalo de
tempo t = 0 a t = 20 segundos. Na figura (3.5) quando consideramos o intervalo t = 0
a t = 40 segundos vemos que as solugoes u(z,t) continuam a decair, e esse mesmo fato
podemos observar nas figuras (3.6) — (3.10). Diante dessas observagoes, notamos que as
solugdes u(x,t) decaem aproximando-se de zero a medida em que o intervalo de tempo

aumenta.
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Simulagao Numérica para t = 20 segundos com o Termo Memoéria na Fron-

teira.

Solugao Numerica de u(x,t)

espaco, (x)
tempo, (1)

Figura 3.4 Solu¢cdo Numérica da Equa¢dao da Onda com Termo de Memdria na Fronteira.

Simulagao Numérica para t = 40 segundos com o Termo Memoéria na Fron-

teira.

Solugao Numerica de u(x,t)

A
i

espaco, (x)

tempo, (1)

Figura 3.5 Solucdo Numérica da Equacdo da Onda com Termo de Memoria na Fronteira.
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Simulagao Numérica para t = 60 segundos com o Termo Memoéria na Fron-

teira.

Solugao Numerica de u(x,t)

espaco, (x)
tempo, (1)

Figura 3.6 Solu¢cdo Numérica da Equag¢do da Onda com Termo de Memdria na Fronteira.

Simulagao Numérica para ¢t = 80 segundos com o Termo Memoéria na Fron-

teira.

Solugao Numerica de u(x,t)

u(x,t)

espaco, (x)

tempo, (1)

Figura 3.7 Solucdo Numérica da Equacdo da Onda com Termo de Memoria na Fronteira.
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Simulagao Numérica para ¢t = 100 segundos com o Termo Memédria na Fron-

teira.

Solugao Numerica de u(x,t)

.t

0 30 20 10

espaco, (x)
tempo, (1)

Figura 3.8 Solu¢cdo Numérica da Equa¢do da Onda com Termo de Memdria na Fronteira.

Simulacao Numérica para t = 120 segundos com o Termo Memoria na Fron-

teira.

Solugao Numerica de u(x,t)

u(x,t)

espago, ()

tempo, (1)

Figura 3.9 Solucao Numéricada da Equacdo da Onda com Termo de Memdoria na Fronteira.
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Simulacao Numérica para t

teira.

Solugao Numerica de u(x,t)

.t

60 40 20
espago, ()

140 120 100 80

tempo, ()

= 140 segundos com o Termo Memdria na Fron-

Figura 3.10 Solugao Numérica da Equac¢ao da Onda com Termo de Memoria na Fronteira.

PPGME/UFPA
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Consideracoes Finais

Diante da exposicao feita neste trabalho, podemos observar que o problema (1) —(3) da
equagao de onda com termo de memoria na fronteira, tem uma tnica solugao. (Conforme

demonstrado em Baldez [1] para o problema (4) — (6)). Observamos ainda que, através
t

dos resultados da andlise numérica, o termo dissipativo [ g(t — s)u,(1, s)ds na fronteira
0

x = 1, provoca de fato, a dissipacdo de energia do sistema (1) — (3), fazendo com que

a solugao desse sistema decaia no decorrer do tempo. (Conforme observamos nas figuras

(3.4) — (3.10)).

Tal fato, de certa forma, confirma o que foi demonstrado no trabalho de Santos [20] no
qual o autor mostrou de forma analitica, o decaimento exponencial e polinomial da solucao

da equacao da onda com condigdo de memdria na fronteira para o problema (4) — (6).

Uma sugestao para um possivel trabalho futuro seria realizar a andalise numérica do
problema aqui proposto, utilizando o método de elementos finitos e comparar os resultados

numéricos obtidos pelos dois métodos.
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