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CENTRO DE CIÊNCIAS EXATAS E NATURAIS

PROGRAMA DE PÓS-GRADUAÇÃO
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À memória de Aldenor Pereira Silva,
meu pai, que partiu e não pôde assistir
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Ao professor Luiz Marconi Fortes Magalhães, por conceder também minha liberação para que
eu pudesse cursar essa Pós-Graduação.

A todos os meus colegas do curso de Pós-Graduação em Matemática e Estat́ıstica, desde
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Resumo

Silva, Antenor Noronha. Existência e Unicidade de Solução Forte e Análise Numérica via
Método de Diferenças Finitas da Equação da Onda com Termo de Memória na Fronteira.
2006. Dissertação (Mestrado em Matemática e Estat́ıstica) - PPGME/UFPA, Belém - PA,
Brasil.

Neste trabalho estudamos a existência e unicidade de solução forte e fazemos a
análise numérica utilizando o método de diferenças finitas para a equação da onda linear
com condição de memória na fronteira

∥∥∥∥∥∥∥∥

utt − α2uxx = 0 em (0, 1)× (0,∞) (1)

u(0, t) = 0, u(1, t) +

∫ t

0

g(t− s)ux(1, s)ds = 0, ∀t > 0 (2)

u(x, 0) = u0(x), ut(x, 0) = u1(x) em (0, 1) (3)

onde α ∈ R e α > 0, a integral em (2) é uma condição de fronteira que inclui o efeito
memória e g representa a função relaxação. Mostramos através dos resultados da análise
numérica que a condição de memória na fronteira causa o decaimento da solução no
decorrer do tempo.

Palavra-Chave: Existência e Unicidade de Solução Forte, Análise Numérica, Método de
Diferenças Finitas e Termo de Memória na Fronteira.



Abstract

Silva, Antenor Noronha. Existence and Uniqueness of Strong Solution and Numerical
Analysis way Finite Difference Method of the Wave Equation with Memory Term at the
Boundary. 2006. Thesis (Master in Matematic and Statistic) - PPGME/UFPA,
Belém - PA, Brazil.

In this work we study the existence and uniqueness of strong solution and make
the numerical analysis utilizing the finite difference method for linear wave equation with
memory condition at the boundary

∥∥∥∥∥∥∥∥

utt − α2uxx = 0 in (0, 1)× (0,∞) (1)

u(0, t) = 0, u(1, t) +

∫ t

0

g(t− s)ux(1, s)ds = 0, ∀t > 0 (2)

u(x, 0) = u0(x), ut(x, 0) = u1(x) in (0, 1) (3)

where α ∈ R and α > 0, the integral em (2) is a boundary condition which includes the
memory effect and g represent the relaxation function. We show through the results of
the numerical analysis that the memory condition at the boundary cause the decay of the
solution in the course of time.

Key Words: Existence and Uniqueness of Strong Solution, Numerical Analysis, finite
difference method and Memory Term at the Boundary.
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2.1 Equações Diferenciais e Métodos Numéricos . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22
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3.6 Solução Numérica da Equação da Onda com Termo de Memória na Fronteira. 57
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Introdução

O objetivo principal deste trabalho é utilizar o método das diferenças finitas para

estudar a solução numérica da equação da onda com termo de memória na fronteira, para

isto vamos considerar o seguinte problema de valor inicial e de contorno
∥∥∥∥∥∥∥∥

utt − α2uxx = 0 em (0, 1)× (0,∞) (1)

u(0, t) = 0, u(1, t) +

∫ t

0

g(t− s)ux(1, s)ds = 0,∀t > 0 (2)

u(x, 0) = u0(x), ut(x, 0) = u1(x) em (0, 1). (3)

A integral em (2) é uma condição na fronteira que inclui o efeito memória e é res-

ponsável pela dissipação de energia do sistema. Fisicamente, esse efeito é provocado pelo

contato da fronteira x = 1 com algum material viscoelástico. Denotamos por u a amplitude

da onda e por g a função de relaxamento e k o núcleo resolvente de g′(a derivada da função

relaxação) e α ∈ R, com α 6= 0. Assumimos que g é positiva e k satisfaz:

0 < k(t) ≤ b0e
−γ0t,

−b1k(t) ≤ k′(t) ≤ −b2k(t), (4)

−b3k
′(t) ≤ k′′(t) ≤ −b4k

′(t)

para algumas constantes positivas bi, i = 0, 1, ..., 4 e γ0.

O problema acima é originado do trabalho de Santos [20] o qual o autor estuda o

comportamento assintótico do seguinte problema
∥∥∥∥∥∥∥∥

utt − µ(t)uxx = 0 em (0, 1)× (0,∞) (5)

u(0, t) = 0, u(1, t) +

∫ t

0

g(t− s)µ(s)ux(1, s)ds = 0, ∀t > 0 (6)

u(x, 0) = u0(x), ut(x, 0) = u1(x) em (0, 1). (7)

A existência e unicidade apresentada no caṕıtulo 1 deste trabalho segue o que foi feito

no trabalho de Baldez [1] no qual o autor estuda a existência, unicidade e comportamento

assintótico para o problema (5)− (7).
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Primeiramente, no caṕıtulo 1, enunciamos algumas definições e resultados importantes

que são úteis para mostrar a existência e unicidade de solução forte. Em seguida, é enunci-

ado e demonstrado o teorema principal de existência e unicidade para o problema (1)−(3).

Para mostrarmos a existência de solução usamos o método de aproximação de Faedo-

Galerkin e para a unicidade utilizamos o método da energia.

No caṕıtulo 2, apresentamos um breve comentário histórico sobre a utilização dos

métodos numéricos na solução de problemas envolvendo equações diferenciais. Além disso,

definimos polinômio de Taylor de ordem n, e em seguida é demonstrado a fórmula de Tay-

lor com resto de Lagrange que é um resultado fundamental para o método numérico que

vamos utilizar. Apresentamos ainda, neste caṕıtulo, os fundamentos do método numérico

que utilizamos para resolver o problema proposto neste trabalho conhecido como método

de diferenças finitas.

No caṕıtulo 3, é utilizado o método de diferenças finitas para se obter a análise numérica

do problema (1) − (3). Na análise dos resultados obtidos as duas primeiras simulações

numéricas foram feitas sem o termo de memória na fronteira, no caso para t=20 segundos

e t=80 segundos, e podemos observar nesse caso que a energia do sistema não decai, ao

passo que, nas demais simulações com o termo de memória na fronteira, observamos que a

energia decai à medida que o tempo aumenta. É importante observar que no trabalho de

Santos [20] o autor mostra o decaimento de energia à medida em que o tempo aumenta,

o que de certa forma confirma os resultados que são obtidos na análise numérica.

Silva, Antenor N. PPGME/UFPA



Caṕıtulo 1

Existência e Unicidade

Neste caṕıtulo enunciamos e demonstramos o teorema relativo a existência e unici-

dade de solução do problema (1)− (3), mas para isso inicialmente apresentamos algumas

definições e resultados importantes que nos auxilia nessa demonstração.

1.1 Resultados Fundamentais e Definições

Denotamos por Lp(Ω), 1 ≤ p < ∞, o espaço das funções reais u : Ω → R, mensuráveis

tais que |u|p é integrável a Lebesgue em Ω. O espaço Lp(Ω), é um espaço de Banach com

norma

‖u‖p
Lp(Ω) =

∫

Ω

|u|pdx.

Quando p = ∞, L∞(Ω) denota o espaço de Banach de todas as funções reais essencial-

mente limitadas com norma

‖u‖L∞ = sup
x∈Ω

ess|u(x)|.

Quando p = 2, L2(Ω) é um espaço de Hilbert com produto interno

(u, v) =

∫

Ω

u(x)v(x)dx,

e norma induzida

|u|2 =

∫

Ω

|u(x)|2dx.

Representamos por C∞
0 (Ω) o espaço vetorial das funções reais continuamente indefinida-

mente deriváveis em Ω, com suporte compacto em Ω.
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Noção de convergência em C∞
0 (Ω). Dizemos que uma sucessão (ϕn)n∈N converge

para ϕ em C∞
0 (Ω), quando forem satisfeitas as condições:

(i) Todas as ϕn possuem suportes contidos em um compacto fixo K de Ω;

(ii) A sucessão (ϕn)n∈N converge para ϕ uniformemente em K, juntamente com suas

derivadas de todas as ordens.

O espaço C∞
0 (Ω), com a noção de convergência acima definida, é representado por D(Ω).

Uma distribuição sobre Ω é toda forma linear cont́ınua T sobre D(Ω). Ou seja, uma

distribuição sobre Ω é uma forma T : D(Ω) → R, tal que:

(i) T (αϕ + βψ) = αT (ϕ) + βT (ψ), ∀α, β ∈ R e ϕ, ψ ∈ D(Ω);

(ii) T é cont́ınua, isto é, se (ϕn)n∈N converge para ϕ em D(Ω) então (T (ϕn))n∈N converge

para T (ϕ) em R.

O valor da distribuição T em ϕ é representado por < T,ϕ >.

Representamos por D′(Ω) o espaço das distribuições sobre Ω com a seguinte noção de

convergência: Dizemos que a sucessão (Tn)n∈N converge para T , quando a sucessão

(< Tn, ϕ >)n∈N converge para < T, ϕ > em R, para toda ϕ em D(Ω).

Dada uma distribuição T ∈ D′(R). Denominamos derivada de T segundo schwartz a

distribuição representada por <
dT

dx
, ϕ > = - < T,

dϕ

dx
> para toda ϕ ∈ D(R).

Uma distribuição T possui derivadas de todas as ordens segundo schwartz definida por:

<
dnT

dxn
, ϕ >= (−1)n < T,

dnϕ

dxn
> para toda ϕ ∈ D(R).

Representamos por Wm,p(Ω) o espaço de Sobolev de ordem m, isto é, o espaço das

funções reais u ∈ Lp(Ω) tal que Dαu ∈ Lp(Ω) para todo |α| ≤ m. A norma em Wm,p(Ω)

é definida por

‖u‖p
m,p =

∑

|α|≤m

∫

Ω

|Dαu(x)|pdx.

O espaço Wm,p(Ω) com esta norma é um espaço de Banach. Quando p = 2, o espaço

Silva, Antenor N. PPGME/UFPA
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Wm,2(Ω) é representado por Hm(Ω), que é um espaço de Hilbert com o produto interno

(u, v) =
∑

|α|≤m

∫

Ω

Dαu(x)Dαv(x)dx

e norma

‖u‖2
m,2 =

∑

|α|≤m

∫

Ω

|Dαu(x)|2dx.

Dado um espaço V de Hilbert separável. Denotamos por Lp(0, T ; V ), 0 < T < ∞ e

1 ≤ p < ∞ o espaço vetorial das funções vetoriais s :]0, T [→ V que a cada s ∈]0, T [ associa

v(s) ∈ V tal que (v(s), w)V é mensurável para todo w ∈ V e s 7→ ‖v(s)‖V ∈ Lp(0, T ).

A norma no espaço Lp(0, T ; V ) é dada por

‖v‖Lp(0,T ;V ) =

(∫ t

0

‖v(s)‖p
V ds

) 1
p

.

Quando p = ∞, temos que L∞(0, T ; V ) é um espaço de Banach com norma

‖v‖L∞(0,T ;V ) = sup
0<s<T

ess‖v(s)‖V .

Teorema 1.1.1. (Banach-Alouglu-Bourbaki). Seja E um espaço de Banach. O con-

junto BE′ = {f ∈ E ′; ‖f‖ ≤ 1} é compacto na topologia fraca estrela.

Demonstração: Ver referência [3].

Teorema 1.1.2. Seja E um espaço de Banach separável e seja (fn) uma sequência limi-

tada em E ′. Então, existe uma subsequência (fnk
) que converge na topologia fraca estrela.

Demonstração: Ver referência [3].

Teorema 1.1.3. Seja E um espaço de Banach reflexivo e seja (xn) uma sequência limitada

em E. Então, existe uma subsequência (xnk
) que converge na topologia fraca.

Demonstração: Ver referência [3].

Denotamos por B0, B e B1 espaços de Banach onde B0 e B1 são espaços reflexivos

satisfazendo

B0 ⊂ B ⊂ B1, A imersão de B0 em B é compacta. (1.1)

Silva, Antenor N. PPGME/UFPA
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Teorema 1.1.4. (Teorema de Aubin-Lions). Sejam 1 < p0, p1 < ∞ e suponha-

mos que (1.1) seja válida. Então, a imersão de W sobre Lp0(0, T ; B) é compacta, sendo

W={v; v ∈ Lp0(0, T ; B0), vt ∈ Lp1(0, T ; B1)}.
Demonstração: Ver referência [15].

Lema 1.1.1. Sejam V, H espaços de Hilbert, com V ↪→ H(imersão cont́ınua). Se u ∈
Lp(0, T ; V ), ut ∈ Lp(0, T ; H), 1 ≤ p < ∞, então u ∈ C(0, T ; H).

Demonstração: Ver referência [15].

Teorema 1.1.5. (Teorema de Existência de Cauchy-Peano). Seja f ∈ C(R),

sendo R um retângulo, então existe um intervalo I e uma função ϕ : I → R de classe C1,

solução do problema {
y′ = f(t, y)
y(t0) = y0.

Demonstração: Ver referência [5].

Teorema 1.1.6. Seja f ∈ C em um domı́nio do plano (t, x), e suponha que f é limitada

em D. Se ϕ é uma solução do P.V.I acima em um intervalo (a, b), então os limites laterais

ϕ(a+0) = limx→a+ϕ(x) e ϕ(b−0) = limx→b−ϕ(x) existem. Se (a, ϕ(a+0))[ou (b, ϕ(b−0))]

pertence a D, então a solução ϕ pode ser continuada.

Demonstração: Ver referência [5].

1.1.1 Equação de Volterra

Definição 1.1.1. Uma equação integral de Volterra linear é toda equação da forma

f(t) = g(t) +

∫ t

0

k(t, s)f(s)ds (1.2)

sendo g(t) e k(t, s) funções dadas.

Teorema 1.1.7. Seja k(t,s) uma função cont́ınua em 0 ≤ s ≤ t ≤ T, T > 0 e g(t) uma

função cont́ınua em 0 ≤ t ≤ T . Então existe uma única função cont́ınua f:[0,T]→ R que

satisfaz

f(t) = g(t) +

∫ t

0

k(t, s)f(s)ds.

Demonstração: Ver referência [18].

Silva, Antenor N. PPGME/UFPA
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1.1.2 Equação Resolvente

Pelo teorema 1.1.7 acima temos que o operador de Volterra

f(t) → f(t)−
∫ t

0

k(t, s)f(s)ds

é bijetivo de C([0, T ]) sobre C([0, T ]). A função k(t, s) é chamada núcleo do operador de

Volterra.

Teorema 1.1.8. Se k(t,s) e g(t) são cont́ınuas, então a única solução cont́ınua de (1.2)

é dada por

f(t) = g(t) +

∫ t

0

r(t, s)g(s)ds.

Demonstração: Ver referência [18].

A função r(t, s) é chamada o núcleo resolvente de k(t, s).

Observação 1.1.1. O teorema 1.1.8 acima mostra que o operador inverso de Volterra

tem a forma

g(t) → g(t) +

∫ t

0

r(t, s)g(s)ds.

Consideramos os seguintes operadores binários:

(f¤ϕ)(t) =

∫ t

0

f(t− s)|ϕ(t)− ϕ(s)|2ds,

(f ∗ ϕ)(t) =

∫ t

0

f(t− s)ϕ(s)ds,

onde ∗ é o produto convolução. O lema abaixo mostra uma importante propriedade do

operador convolução.

Lema 1.1.2. Sejam f,ϕ ∈ C1([0,∞[: R). Então
∫ t

0

f(t− s)ϕ(s)dsϕt = −1

2
f(t)|ϕ(t)|2 +

1

2
f ′¤ϕ− 1

2

d

dt

[
f¤ϕ−

(∫ t

0

f(s)ds

)
|ϕ|2

]
.

Demonstração: Ver referência [1].

Devido a condição u(0, t) = 0 definimos o seguinte espaço V ={v ∈ H1(0, 1);v(0) = 0}.
O conjunto V é um espaço de Hilbert na norma induzida por H1(0, 1), como é mostrado

em Baldez [1]. Podemos definir em V um produto interno dado por:

((u, v)) =

∫ 1

0

du

dx

dv

dx
dx. (1.3)
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1.1 Resultados Fundamentais e Definições 8

Podemos definir uma norma em V proveniente do produto interno definido acima que

é dada por:

‖u‖2 =

∫ 1

0

|du

dx
|2dx. (1.4)

O conjunto V é um espaço de Hilbert com a norma definida em (1.4). Para ver tal fato

basta consultar Baldez [1].

Diferenciando (2) obtemos a seguinte equação de Volterra

ux(1, t) +
1

g(0)
g′ ∗ ux(1, t) = − 1

g(0)
ut(1, t).

Usando o operador inverso de Volterra, obtemos:

ux(1, t) = − 1

g(0)
{ut(1, t) + k ∗ ut(1, t)}.

Observe que

k ∗ ut(1, t) =

∫ t

0

k(t− s)ut(1, s)ds

= k(t− s)u(1, s) |t0 −
∫ t

0

−k′(t− s)u(1, s)ds

= k(0)u(1, t)− k(t)u0(1) +

∫ t

0

k′(t− s)u(1, s)ds.

Fazendo τ = 1
g(0)

e usando a identidade acima, obtemos

ux(1, t) = −τ{ut(1, t) + k(0)u(1, t)− k(t)u0(1) + k′ ∗ u(1, t)}.

Teorema 1.1.9. (Teorema Principal). Seja (u0, u1) ∈ V × L2(0, 1), então existe uma

única solução de (1)-(3) satisfazendo

u ∈ C([0, T ] : V ) ∩ C1([0, T ] : L2(0, 1)).

Além disso, se (u0, u1) ∈ H2(0, 1) ∩ V × V satisfazendo a condição de compatibilidade

u0,x(1) = −τu1(1) (1.5)

então u ∈ C([0, T ] : H2(0, 1) ∩ V ) ∩ C1([0, T ] : V ).

Silva, Antenor N. PPGME/UFPA



1.2 Existência 9

Multiplicando a equação (1) por v ∈ V e integrando de 0 a 1, temos

(utt, v) + α2((u, v)) + α2τ{ut(1, t) + k(0)u(1, t)− k(t)u0(1) + k′ ∗ u(1, t)}v(1) = 0.

A demonstração deste teorema é feita nas seções 1.2 e 1.3 a seguir e é baseada no método

de Faedo-Galerkin. Supomos inicialmente que (u0, u1) ∈ H2(0, 1) ∩ V × V satisfazendo

(1.5).

1.2 Existência

Seja {wi}i∈N uma base de V ∩H2(0, 1) a qual é ortonormal em V , e representamos por

Vm o subespaço gerado pelos m primeiros vetores dessa base.

Vm=[w1, w2, ..., wm].

Problema Aproximado

Determinar funções um(t) ∈ Vm, tais que

um(t) =
m∑

j=1

hjm(t)wj

satisfazendo:

(um
tt , v) + α2((um, v)) = −α2τ{um

t (1, t) + k(0)um(1, t)− k(t)um
0 (1) + k′ ∗ um(1, t)}v(1) = 0

(1.6)

um
0 =

m∑
j=1

αj0wj, um
1 =

m∑
j=1

βj1wj

onde

u0 =
∞∑

j=1

αj0wj e u1 =
∞∑

j=1

βj1wj, ou seja,

um
0 → u0 forte em V ∩H2(0, 1) e um

1 → u1 forte em V.

Substituindo um(t) na equação (1.6) do problema aproximado acima, obtemos

(
m∑

j=1

h′′jm(t)wj, v) + α2(
m∑

j=1

hjm(t)wj,x, vx) = −α2τ{
m∑

j=1

h′jm(t)wj(1) + K(0)
m∑

j=1

hjm(t)wj(1)

−k(t)
m∑

j=1

hjm(0)wj(1) + k′ ∗
m∑

j=1

hjm(t)wj(1)}v(1)

Silva, Antenor N. PPGME/UFPA



1.2 Existência 10

hjm(0) = αj0, h′jm(0) = βj1.

Sendo a igualdade válida para todo v ∈ Vm, então tomando em particular v = wi, com

1≤ i ≤ m e somando em j de 1 a m, obtemos o sistema de equações diferenciais ordinárias

de 2aordem:

h′′im(t) + α2((wj, wi))
m∑

j=1

hjm(t) = −α2τwj(1)wi(1)
m∑

j=1

h′jm(t)− α2τk(0)wj(1)wi(1)
m∑

j=1

hjm(t)

+α2τk(t)wj(1)wi(1)
m∑

j=1

hjm(0)− α2τwj(1)wi(1)k′ ∗
m∑

j=1

hjm(t).

Na forma matricial, temos
{

H ′′(t) + α2AH(t) = −α2τBH ′(t)− α2τk(0)BH(t) + α2τk(t)BH(0)− α2τB(k′ ∗H)(t)
H(0) = H0 e H ′(0) = H1

onde

A = [((wj, wi))]m×m, B = [wj(1)wi(1)]m×m, H(t) = [hjm(t)]m×1, H0 = [αj0]m×1 e

H1 = [βj1]m×1.

Fazendo outra notação matricial, onde

Y =

(
H
H ′

)
o sistema acima fica:





Y ′ = F (t, Y )

Y (0) = Y0 =

(
H(0)
H ′(0)

)

onde

F (t, Y )=

(
0 I

−α2A− α2τk(0) −α2τB

) (
H
H ′

)
+

(
0 0

α2τk(t)B 0

) (
H(0)
H ′(0)

)

+

(
0 0

−α2τB 0

) (
k′ ∗H
k′ ∗H ′

)
.

Como o sistema acima está nas condições do teorema 1.1.5 de Cauchy-Peano para

sistemas de equações diferenciais lineares de 1a ordem, pois F é cont́ınua então existe

uma solução local em um intervalo [0, tm).
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1.2 Existência 11

Estimativa a priori I- Observe que nosso problema aproximado é:

(um
tt , wj) + α2(um

x (t), wj,x) = −α2τ{um
t (1, t) + k(0)um(1, t)− k(t)um

0 (1) + k′ ∗ um(1, t)}wj(1).

Multiplicando a igualdade acima por h′jm(t) e somando em j de 1 a m, temos:

(um
tt , u

m
t ) + α2(um

x , um
x,t) = −α2τ{um

t (1, t) + k(0)um(1, t)− k(t)um
0 (1) + k′ ∗ um(1, t)}um

t (1, t).

Assim, temos a seguinte expressão:

1

2

d

dt

∫ 1

0

|um
t |2 + α2 1

2

d

dt

∫ 1

0

|um
x |2 = −α2τ{|um

t (1, t)|2 + k(0)
1

2

d

dt
|um(1, t)|2

−k(t)um
0 (1)um

t (1, t) + k′ ∗ um(1, t)um
t (1, t)}.

Usando o lema 1.1.2 em k′ ∗ um(1, t)um
t (1, t), obtemos:

1

2

d

dt

{|um
t |2L2 + α2‖um‖2 + α2τ(k(t)|um(1, t)|2 − k′¤um(1, t))

}
= −α2τ{|um

t (1, t)|2

+
1

2
k′′¤um(1, t)− k(t)um

0 (1)um
t (1, t)}+ α2τ

1

2
k′(t)|um(1, t)|2.

Como α2τ
1

2
k′(t)|um(1, t)|2 ≤ 0, então

1

2

d

dt

{|um
t |2L2 + α2‖um‖2 + α2τ(k(t)|um(1, t)|2 − k′¤um(1, t))

}

≤ −α2τ{|um
t (1, t)|2 +

1

2
k′′¤um(1, t)− k(t)um

0 (1)um
t (1, t)}.

Usando a desigualdade fundamental 2ab ≤ a2 + b2, temos

k(t)um
0 (1)um

t (1, t) ≤ 1

2
k2(t)|um

0 (1)|2 +
1

2
|um

t (1, t)|2.

Portanto segue que

1

2

d

dt

{|um
t |2L2 + α2‖um‖2 + α2τ(k(t)|um(1, t)|2 − k′¤um(1, t))

}

≤ −α2τ |um
t (1, t)|2 − 1

2
α2τk′′¤um(1, t) +

α2τ

2
k2(t)|um

0 (1)|2 +
α2τ

2
|um

t (1, t)|2.

Porém, note que

−α2τ

2
k′′¤um(1, t) ≤ 0.
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Logo, obtemos

d

dt

{|um
t |2L2 + α2‖um‖2 + α2τ(k(t)|um(1, t)|2 − k′¤um(1, t))

}
+ α2τ |um

t (1, t)|2

≤ α2τk2(t)|um
0 (1)|2.

Integrando de 0 a t, temos que:

|um
t |2L2 + α2‖um‖2 + α2τ(k(t)|um(1, t)|2 − k′¤um(1, t)) +

∫ t

0

α2τ |um
t (1, t)|2

≤
∫ t

0

α2τk2(t)|um
0 (1)|2 + |um

1 |2 + α2‖um
0 ‖2 + α2τk(0)|um

0 (1)|2.

Sendo (um
0 ) convergente em H2(0, 1) ∩ V segue que (um

0 ) é limitada e também pelo

fato de (um
1 ) ser convergente em V temos que (um

1 ) é limitada. Por (4)1 temos que k(t) é

limitada, e portanto temos que

|um
t |2 + α2‖um‖2 + α2τ(k(t)|um(1, t)|2 − k′¤um(1, t)) +

∫ t

0

α2τ |um
t (1, s)|2ds ≤ M

onde M é uma constante independente de m. Portanto pelo teorema do prolongamento

de soluções, podemos estender a solução aproximada um a um intervalo [0, T ], com T

independente de m.

Logo, temos

(um) é limitada em L∞(0, T ; V )

(um
t ) é limitada em L∞(0, T ; L2(0, 1)).

Estimativa a priori II- Nosso intuito é estimar o termo

∫ 1

0

|um
tt |2. Vamos primeira-

mente estimar o termo

∫ 1

0

|um
tt (0)|. Do problema aproximado, temos

(um
tt , v) + α2((um, v)) = −α2τ{um

t (1, t) + k(0)um(1, t)− k(t)um
0 (1) + k′ ∗ um(1, t)}v(1) = 0,

∀v ∈ Vm.

Fazendo t → 0+ e v = um
tt (0) segue que

∫ 1

0

|um
tt (0)|2 + α2((um

0 , um
tt (0))) = {−α2τum

1 (1)− α2τk(0)um
0 (1) + α2τk(0)um

0 (1)}um
tt (1, 0).

Ou seja,
∫ 1

0

|um
tt (0)|2 + α2

∫ 1

0

um
0,xu

m
tt,x(0) = {−α2τum

1 (1)− α2τk(0)um
0 (1) + α2τk(0)um

0 (1)}um
tt (1, 0).
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Como
∫ 1

0

um
0,xu

m
tt,x(0)dx = um

tt (1, 0)um
0,x(1)−

∫ 1

0

um
xx(0)um

tt (0)

e usando a condição de compatibilidade do teorema principal u0,x(1) = −τu1(1).

Então, obtemos que:

∫ 1

0

|um
tt (0)|2 = α2

∫ 1

0

um
xx(0)um

tt (0).

Usando a desigualdade de Cauchy-Schwarz, temos

∫ 1

0

|um
tt (0)|2 ≤ α2

(∫ 1

0

|um
xx(0)|2

) 1
2
(∫ 1

0

|um
tt (0)|2

) 1
2

.

Assim, obtemos

(∫ 1

0

|um
tt (0)|2

) 1
2

≤ α2

(∫ 1

0

|um
xx(0)|2

) 1
2

.

Como um
0 → u0 forte em H2 ∩ V , resulta que

(∫ 1

0

|um
xx(0)|2

) 1
2

é limitada.

Logo,

|um
tt (0)|L2 =

(∫ 1

0

|um
tt (0)|2

) 1
2

≤ M.

Nosso problema aproximado é

∫ 1

0

um
tt wj + α2

∫ 1

0

um
x wj,x = −α2τ{um

t (1, t) + k ∗ um
t (1, t)}wj(1).

Derivando a equação acima em t, obtemos

∫ 1

0

um
tttwj + α2

∫ 1

0

um
x,twj,x = −α2τ{um

tt (1, t) + k′ ∗ um
t (1, t) + k(0)um

t (1, t)}wj(1).

Multiplicando a equação acima por h′′jm(t) e somando em j de 1 a m, obtemos

(um
ttt, u

m
tt ) + α2(um

x,t, u
m
x,tt) = −α2τ{um

tt (1, t) + k′ ∗ um
t (1, t) + k(0)um

t (1, t)}um
tt (1, t).

Portanto segue que:

1

2

d

dt

{∫ 1

0

(|um
tt |2 + α2|um

x,t|2)
}

= −α2τ{|um
tt (1, t)|2 + k(0)

1

2

d

dt
|um

t (1, t)|2 + k′ ∗ um
t (1, t)um

tt (1, t)}.

Silva, Antenor N. PPGME/UFPA



1.2 Existência 14

Usando o lema 1.1.2 em k′ ∗ um
t (1, t)um

tt (1, t) e substituindo na equação anterior, temos:

1

2

d

dt

{∫ 1

0

(|um
tt |2 + α2|um

x,t|2)
}

= −α2τ |um
tt (1, t)|2 +

α2τ

2
k′(t)|um

t (1, t)|2 − α2τ

2
k′′¤um

t (1, t)

+
α2τ

2

d

dt
k′¤um

t (1, t)− α2τ

2

d

dt
k(t)|um

t (1, t)|2.

Como

α2τ

2
k′(t)|um

t (1, t)|2 ≤ 0 e − α2τ

2
k′′¤um

t (1, t) ≤ 0,

então

1

2

d

dt

{∫ 1

0

(|um
tt |2 + α2|um

x,t|2)
}
≤ −α2τ |um

tt (1, t)|2 −
α2τ

2

d

dt
(k(t)|um

t (1, t)|2 − k′¤um
t (1, t)).

Portanto segue que

1

2

d

dt

{∫ 1

0

(|um
tt |2 + α2|um

x,t|2) + α2τ(k(t)|um
t (1, t)|2 − k′¤um

t (1, t))

}
≤ −α2τ |um

tt (1, t)|2 ≤ 0.

Ou seja,

d

dt

{∫ 1

0

(|um
tt |2 + α2|um

x,t|2) + α2τ(k(t)|um
t (1, t)|2 − k′¤um

t (1, t))

}
≤ 0.

Integrando de 0 a t, temos:

|um
tt |2L2 + α2‖um

t ‖2 + α2τ(k(t)|um
t (1, t)|2 − k′¤um

t (1, t)) ≤ |um
tt (0)|2L2 + α2‖um

t (0)‖2

+α2τk(0)|um
1 (1)|2.

Porém, temos que

(i)

∫ 1

0

|um
tt (0)|2 é limitada

(ii) α2

∫ 1

0

|um
x,t(0)|2 é limitada, pois um

1 → u1 forte em V e α ∈ R

(iii) |um
1 (1)|2 é limitada devido a imersão cont́ınua de H1(0, 1) em C([0, 1]).

Portanto temos o seguinte:

|um
tt |2L2 + α2‖um

t ‖2 + α2τ(k(t)|um
t (1, t)|2 − k′¤um

t (1, t)) ≤ M.
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Das estimativas anteriores, obtemos:

(um) é limitada em L∞(0, T ; V ) (1.7)

(um
t ) é limitada em L∞(0, T ; L2(0, 1)) (1.8)

(um
x,t) é limitada em L∞(0, T ; L2(0, 1)) (1.9)

(um
tt ) é limitada em L∞(0, T ; L2(0, 1)) (1.10)

(um
t (1, t)) é limitada em L2(0, T ). (1.11)

De (1.8) e (1.9) vem que um
t ∈ L∞(0, T ; V ). Assim, devido as estimativas (1.7), (1.8)

e (1.11) e devido ao teorema 1.1.2 existe uma subsequência de um, que continuamos a

representar por um, tal que

um ⇀ u fraco estrela em L∞(0, T ; V ) (1.12)

um
t ⇀ ut fraco estrela em L∞(0, T ; V ) (1.13)

um
tt ⇀ utt fraco estrela em L∞(0, T ; L2(0, 1)) (1.14)

um
t (1, t) ⇀ X fraco em L2(0, T ). (1.15)

Além disso, segue do lema 1.1.1 que u ∈ C(0, T ; V ) e ut ∈ C(0, T ; L2(0, 1)).

Passagem ao limite

Nosso problema aproximado é:

(um
tt , v) + α2((um, v)) + α2τ{um

t (1, t) + k(0)um(1, t)− k(t)um
0 (1) + k′ ∗ um(1, t)}v(1) = 0

∀v ∈ Vm.

Multiplicando a equação acima por θ ∈ D(0, T ) e integrando de 0 a T , temos:

∫ T

0

(um
tt , v)θdt + α2

∫ T

0

((um, v))θdt + α2τ

∫ T

0

{um
t (1, t) + k(0)um(1, t)− k(t)um

0 (1)

+k′ ∗ um(1, t)}v(1)θdt = 0.

Com isso, de (1.12) e (1.14) segue que

∫ T

0

((um, v))θdt →
∫ T

0

((u, v))θdt pois, vθ ∈ L1(0, T ; V ′)

∫ T

0

(um
tt , v)θdt →

∫ T

0

(utt, v)θdt pois, vθ ∈ L1(0, T ; L2(0, 1)).
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Como L∞(0, T ; V ) ↪→ L2(0, T ; V ), então segue que

(um) é limitada em L2(0, T ; V ).

Do mesmo modo conclúımos que

(um
t ) é limitada em L2(0, T ; V ).

Usando o lema de Aubin-Lions vem que

um → u forte em L2(0, T ; V )

isto é,

lim
m→∞

∫ T

0

|um(x, t)− u(x, t)|2V dt = 0.

E devido a continuidade da imersão de H1(0, 1) em C[0,1], vem que

lim
m→∞

∫ T

0

|um(1, t)− u(1, t)|2dt = 0.

Ou seja, um(1, t) → u(1, t) forte em L2(0, T ).

Dessa forma, temos que u(1, t) define uma distribuição em D(0, T ) dada por:

< u(1, t), θ >=

∫ T

0

u(1, t)θ(t)dt.

Portanto, podemos pensar em derivada no sentido das distribuições da seguinte forma:

<
d

dt
um(1, t), θ >= − < um(1, t),

d

dt
θ >→ − < u(1, t),

d

dt
θ >=<

d

dt
u(1, t), θ > .

Logo, um
t (1, t) → ut(1, t) em D′(0, t). Porém, temos que um

t (1, t) ⇀ X em L2(0, T ) o

que implica um
t (1, t) → X em D′(0, T ) e conclúımos pela unicidade do limite que X =

ut(1, t).

Passando o limite quando m →∞, temos:

∫ T

0

{um
t (1, t) + k(0)um(1, t)− k(t)um

0 (1) + k′ ∗ um(1, t)}v(1)θdt →
∫ T

0

{ut(1, t) + k(0)u(1, t)− k(t)u0(1) + k′ ∗ u(1, t)}v(1)θdt
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ou seja,

∫ T

0

{(utt, v)dt + α2((u, v))dt + α2τ [ut(1, t) + k(0)u(1, t)− k(t)u0(1) + k′ ∗ u(1, t)]v(1)}θdt = 0

para todo v ∈ Vm e θ ∈ D(0, T ). (1.16)

Como Vm é denso em V ∩H2(0, 1) a igualdade acima é válida para todo v ∈ V ∩H2(0, 1).

Considerando v ∈ D(0, 1) ⊂ V ∩H2(0, 1), resulta que

∫ T

0

∫ 1

0

uttvθdtdx +

∫ T

0

∫ 1

0

α2uxvxθdtdx = 0.

Com isso segue que
∫

Q

(utt − α2uxx)vθdxdt = 0 ∀v ∈ D(0, 1), θ ∈ D(0, T ), onde Q = (0, 1)× (0, T ).

No entanto, o conjunto das combinações lineares vθ é total em D(Q) com isso segue que

a igualdade acima é válida para toda ψ ∈ D(Q), isto é,
∫

Q

(utt − α2uxx)ψdxdt = 0 ∀ψ ∈ D(Q).

Em termos de distribuições, temos:

< utt − α2uxx, ψ >= 0, ∀ψ ∈ D(Q).

Como utt ∈ L∞(0, T ; L2(0, 1)) segue que uxx ∈ L∞(0, T ; L2(0, 1)). Assim, temos que

utt − α2uxx = 0 q.s. em Q. (1.17)

Multiplicando (1.17) por vθ com v ∈ V ∩ H2(0, 1) e θ ∈ D(0, T ) e integrando em Q

obtemos
∫ T

0

(utt, v)θdt + α2

∫ T

0

((u, v))θdt− α2

∫ T

0

ux(1, t)v(1)θdt = 0. (1.18)

Comparando (1.16) e (1.18) temos

∫ T

0

{α2ux(1, t) + α2τ [ut(1, t) + k ∗ ut(1, t)]}v(1)θdt = 0 ∀ θ ∈ D(0, T ).

Pelo lema de Du Bois Raymond, temos

{α2ux(1, t) + α2τ [ut(1, t) + k ∗ ut(1, t)]}v(1) = 0 ∀ v ∈ V ∩H2(0, 1).
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1.2 Existência 18

Agora, tomando v(x) = x vem que

α2ux(1, t) = −α2τ [ut(1, t) + k ∗ ut(1, t)].

Ou seja,

ux(1, t) = −τ [ut(1, t) + k ∗ ut(1, t)].

Usando o operador inverso de Volterra resulta que

u(1, t) +

∫ t

0

g(t− s)ux(1, s)ds = 0, ∀ t ∈ (0, T ).

Regularidade da solução

Da equação (1.17) vem que

α2uxx = utt.

Mas, como utt ∈ L∞(0, T ; L2(0, 1) então α2uxx ∈ L∞(0, T ; L2(0, 1)), isto é, uxx ∈ L2(0, 1)

para todo t ∈ (0, T ). Dessa forma conclúımos que

u ∈ C(0, T ; V ∩H2(0, 1)).

Sendo ut ∈ C(0, T ; L2(0, 1)) e de (1.9) temos que

um
x,t ⇀ ux,t fraco estrela em L∞(0, T ; L2(0, 1)).

Com isso, temos que

ut ∈ C(0, T ; V ).

Dáı, por regularidade eĺıptica conclúımos que

u ∈ C([0, T ] : V ∩H2(0, 1)) ∩ C1([0, T ] : V ).

Condições iniciais

Vamos mostrar que u(0) = u0.

Pelo fato de u ∈ C(0, T ; V ∩H2(0, 1)) faz sentido calcular u(0).

De (1.13) temos que para v ∈ V e θ ∈ C(0, T ;R) com θ(T ) = 0 e θ(0) = 1:

∫ T

0

(um
t , v)θdt →

∫ T

0

(ut, v)θdt,
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1.2 Existência 19

ou seja,

lim
m→∞

∣∣∣∣
∫ T

0

(um
t , v)θdt−

∫ T

0

(ut, v)θdt

∣∣∣∣ = 0.

Integrando por partes, obtemos

lim
m→∞

∣∣∣∣(um(0), v) +

∫ T

0

(um, v)θ′dt− (u(0), v)−
∫ T

0

(u, v)θ′dt

∣∣∣∣ = 0.

Portanto, temos que

lim
m→∞

∣∣∣∣|(um
0 , v)− (u(0), v)| − |

∫ T

0

(um, v)θ′dt−
∫ T

0

(u, v)θ′dt|
∣∣∣∣ = 0.

Usando (1.12), temos que:

(um
0 , v) → (u(0), v).

Como um
0 converge forte para u0 em V ∩H2(0, 1), também converge forte em V. Portanto,

converge fraco em V. Com isso, temos que

(um
0 , v) → (u0, v).

Pela unicidade dos limites, conclúımos que

(u(0), v) = (u0, v) ∀ v ∈ V,

e, portanto:

u(0) = u0.

Agora, vamos mostrar que

ut(0) = u1.

De (1.14) tem-se que, ∀v ∈ L2(0, 1) e θ ∈ C(0, T ;R) com θ(T ) = 0 e θ(0) = 1:

∫ T

0

(um
tt , v)θdt →

∫ T

0

(utt, v)θdt.

Integrando por partes, e do fato de ut ∈ C(0, T ; V ), segue que

−(um
t (0), v)−

∫ T

0

(um
t , v)θ′dt −→ −(ut(0), v)−

∫ T

0

(ut, v)θ′dt. (1.19)
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1.3 Unicidade 20

De (1.13) e usando racioćınio análogo ao anterior, conclúımos que

(um
t (0), v) → (ut(0), v), ∀v ∈ L2(0, 1).

Como um
t (0) converge forte para u1 em V , também converge forte em L2(0, 1). Portanto,

converge fraco em L2(0, 1). Com isso temos que

(um
t (0), v) → (u1, v) ∀ v ∈ L2(0, 1).

Da unicidade dos limites segue que

(ut(0), v) = (u1, v). ∀ v ∈ L2(0, 1),

e portanto:

ut(0) = u1.

1.3 Unicidade

Considere u, v ∈ C(0, T ; V ∩ H2(0, 1)) soluções do problema (1) − (3). Com isso, a

função w = u− v é solução do seguinte problema

wtt − α2wxx = 0 em (0, 1)× (0,∞) (1.20)

w(0, t) = 0, w(1, t) +

∫ t

0

g(t− s)wx(1, s)ds = 0, ∀t > 0 (1.21)

w(x, 0) = 0, wt(x, 0) = 0 em (0, 1). (1.22)

Multiplicando a equação (1.20) por wt e integrando em (0,1) e usando o fato de que

wx(1, t) = −τ{wt(1, t) + k(0)w(1, t)− k(t)w0(1) + k′ ∗ w(1, t)}, onde w0(1) = 0

obtemos

1

2

d

dt
|wt|2L2 + α2 1

2

d

dt
|wx|2L2 + α2τ{|wt(1, t)|2 + k(0)w(1, t)wt(1, t) + k′ ∗ w(1, t)wt(1, t)} = 0.

Usando o lema 1.1.2 no termo k′ ∗ w(1, t)wt(1, t) dessa última equação e levando em

conta que

−α2τ |wt(1, t)|2 ≤ 0,
α2τ

2
k′(t)|w(1, t)|2 ≤ 0 e − α2τ

2
k′′¤w(1, t) ≤ 0
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obtemos a seguinte desigualdade

1

2

d

dt
{|wt|2L2 + α2|wx|2L2 + α2τ(k(t)|w(1, t)|2 − k′¤w(1, t))} ≤ 0.

Multiplicando por 2 essa última desigualdade e integrando de 0 a t, obtemos

|wt|2L2 + α2|wx|2L2 + α2τ(k(t)|w(1, t)|2 − k′¤w(1, t)) ≤ |wt(0)|2L2 + α2|wx(0)|2L2 + α2τk(0)|w0(1)|2.

Porém, das condições iniciais e da condição de fronteira, temos

|wt(0)|2L2 = |wx(0)|2L2 = 0 e |w0(1)|2 = 0.

Dáı, segue a seguinte igualdade

|wt|2L2 + α2|wx|2L2 + α2τ(k(t)|w(1, t)|2 − k′¤w(1, t)) = 0.

Dessa última igualdade, conclúımos que

|wt|2L2 = 0 e |wx|2L2 = 0.

Logo, temos que 0 = |wx|2L2 =

∫ 1

0

|wx|2 = ‖w‖V . Portanto w = 0 e dáı segue que

u = v.
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Caṕıtulo 2

Alguns Fundamentos Teóricos da Análise
Numérica

Neste caṕıtulo apresentamos alguns conceitos fundamentais que são necessários para

um bom entendimento da solução numérica do problema proposto neste trabalho. Expo-

mos inicialmente, um breve comentário histórico sobre o porquê do surgimento e aplicação

de métodos numéricos para solucionar os problemas envolvendo equações diferenciais.

Apresentamos em seguida, alguns aspectos sobre as equações diferenciais parciais lineares

de segunda ordem, onde adotamos uma classificação para essas EDPs que na maioria das

vezes ajuda na análise teórica do problema.

Vemos ainda aqui, os principais tipos de erros que podem ocorrer durante a resolução

numérica de um determinado problema, bem como, os fundamentos do método numérico

que usamos para resolver nosso problema, conhecido como método das diferenças finitas,

o qual se baseia na substituição das derivadas por fórmulas de diferenças finitas.

2.1 Equações Diferenciais e Métodos Numéricos

2.1.1 Um Breve Panorama Histórico

As equações diferenciais começaram a surgir por volta da segunda metade do século

XVII, onde elas representavam descrições de problemas f́ısicos, na forma forma anaĺıtica. A

procura de soluções aproximadas para essas equações através de procedimentos numéricos

passou a ser muito utilizada, à medida que os problemas tornaram-se com um elevado

grau de complexidade. Porém, com a evolução constante dos computadores nas últimas

décadas, foi posśıvel a abordagem por métodos numéricos de uma gama considerável de

problemas tidos como extremamente complexos, ou até mesmo, de imposśıvel resolução

por via de procedimentos anaĺıticos.
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Uma grande variedade dos problemas ligados à engenharia, depende de resultados que

obtemos através da solução de uma equação diferencial. Até a primeira metade do século

XX, a busca por soluções anaĺıticas dessas equações eram muito intensas, utilizando fer-

ramentas matemáticas como transformadas e séries de potências. Apesar de muitos pro-

blemas terem sido solucionados através dessas ferramentas, ainda sim, a maior parte deles

resolvidos correspondiam a problemas simples, no entanto, muitos problemas de engenha-

ria normalmente envolvem geometria e condições de contorno complexas. É claro que,

o ideal seria que pudéssemos resolver todos os problemas através de métodos anaĺıticos,

pois essas soluções são dadas de forma fechada válida para todos os pontos do domı́nio

considerado.

Devido a todas essas dificuldades com relação à solução anaĺıtica, a partir da se-

gunda metade do século XX, esse panorama foi sendo modificado. Ou seja, deixamos

de buscar as soluções puramente anaĺıticas para esses problemas e procuramos utilizar os

métodos numéricos na tentativa de se conseguir soluções aproximadas. Muitos dos métodos

numéricos já eram conhecidos há bastante tempo; antigamente quando se tentava resolver

um problema, mesmo que fosse simples, através de métodos numéricos, esse procedimento

demandava um enorme tempo em cálculos e às vezes necessitava de uma equipe de pes-

soas, mas essa dificuldade foi superada e a utilização desses métodos passou a ser mais

frequente na resolução dos problemas devido ao grande avanço tecnológico dos computa-

dores. Diante desse quadro de desenvolvimento tecnológico, atualmente são os métodos

numéricos que respondem pela maior parte dos problemas complexos que surgem princi-

palmente na engenharia. Os métodos numéricos associados à ferramenta computacional

e às linguagens de programação adequadas, permitem a análise e solução de problemas

com um grande número de variáveis de modo eficiente e rápido e com um baixo custo

computacional.

2.2 Aspectos Teóricos Sobre Equações Diferenciais Parciais Line-
ares de Segunda Ordem

Geralmente, quando estudamos um determinado fenômeno f́ısico é comum tentar obter-

mos uma expressão ou equação que descreva matematicamente esse fenômeno. Em muitas

dessas situações, encontramos como modelo matemático uma equação diferencial parcial,
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que representa o fenômeno estudado. Atualmente, podemos observar essas equações di-

ferenciais presentes em muitas áreas, tais como biologia, economia, ciências humanas,

educação ambiental, e outras, realizando diversos estudos em preservação ambiental, dis-

tribuição de temperatura em um meio, nos estudos de aerodinâmica e ecossistemas. Por se

tratar nosso problema proposto de uma equação diferencial parcial linear de segunda or-

dem, fazemos um rápido comentário sobre esse tipo de equação o qual pode ser encontrado

em Cunha [7].

Consideremos a seguinte EDP de segunda ordem com duas variáveis independentes, às

quais denotamos por x e y ou x e t.

a(.)uxx + 2b(.)uxy + c(.)uyy + d(.)ux + e(.)uy + f(.)u + g(.) = 0

a equação acima é linear se a(.), b(.) e c(.) são constantes ou funções somente de x e y.

Os coeficientes a(.), b(.) e c(.) o qual denotamos simplesmente por a, b e c, devem

satisfazer a seguinte condição

a2 + b2 + c2 6= 0.

Considerando a forma geral da EDP linear de segunda ordem dada acima e os coefi-

cientes a, b e c, podemos classificar a EDP nos seguintes tipos

b2 − ac > 0 a EDP é hiperbólica

b2 − ac = 0 a EDP é parabólica

b2 − ac < 0 a EDP é eĺıptica.

A classificação da EDP nesses três tipos tem uma razão prática bem interessante. Pois,

quando acoplamos um dos tipos de equações acima com condições iniciais e de fron-

teira(contorno), o método aplicado para resolvê-las poderá depender do tipo de EDP

considerada. Cada um dos tipos de EDP mencionados anteriormente modelam fenômenos

disintos. A hiperbólica representa o modelo de propagação de ondas em um meio elástico;

a parabólica é o modelo da difusão de calor num corpo e a eĺıptica é o modelo de diversas

aplicações como: distribuições de tensões em placas carregadas, distribuição de tempera-

tura no caso estacionário e potencial gerado por cargas elétricas.
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A equação uxx + uyy = f(x, y) é do tipo eĺıptica e é chamada também de equação de

Poisson. Caso f(x, y)=0 ela é chamada de equação de Laplace.

Considerando a função a(x, t) > 0 e t > 0, onde t representa a variável temporal, a

equação ut − a(x, t)uxx = f(x, t) é do tipo parabólica e é chamada de equação do calor

unidimensional na variável espacial x.

A equação utt− a(x, t)uxx = f(x, t), com a(x, t) > 0 e t > 0 representa uma equação do

tipo hiperbólica, e é conhecida como a equação da onda.

Em 1902, o matemático Hadamard introduziu o conceito de problema bem-posto: O

problema é dito bem posto, quando possui uma solução única e pequenas perturbações nos

dados iniciais provocam pequenas variações na solução(estabilidade). Para que possamos

definir um problema bem-posto para os três tipos de equações anteriores, é necessário

acoplar algumas condições adicionais, como condições de contorno e condições iniciais.

Para a equação de Poisson podemos especificar o valor da função u no contorno de uma

região Ω onde é definida essa equação

uxx + uyy = f(x, y), (x, y) ∈ Ω

u(x, y) = g(x, y), (x, y) ∈ Γ (condição de contorno)

Γ = fronteira da região Ω.

Já para as equações do calor e da onda, além das condições de contorno devemos impor

condições iniciais para a variável temporal, que equivale a fixar o estado inicial do processo

em t=0. Na equação da onda temos de tomar duas condições iniciais, pois aparece a

derivada de segunda ordem com relação à variável temporal. A seguir temos as equações

do calor e da onda acopladas com condições de contorno e iniciais

ut − a(x, t)uxx = f(x, t), 0 < x < l e t > 0

u(0, t) = 0 e u(l, t) = 0, t > 0 (condição de contorno)

u(x, 0) = u0(x), 0 < x < l (condição inicial).

A situação acima representa o fluxo de calor ao longo de uma barra de comprimento l,

onde as condições de contorno indicam a distribuição de temperatura nas extremidades da
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barra, e a condição inicial indica a temperatura no instante em que o processo é observado

(t=0).

utt − a(x, t)uxx = f(x, t), 0 < x < l e t > 0

u(x, 0) = u0(x) e ut(x, 0) = v0(x), 0 < x < l (condições iniciais)

u(0, t) = 0 e u(l, t) = 0, t > 0 (condições de contorno).

O modelo representado acima indica as vibrações verticais de uma corda elástica de

comprimento l com as extremidades fixas. É importante observar que nos três modelos

acima, as condições de contorno são dadas pelo valor da função u nos pontos da fronteira.

Condições de contorno como essas são ditas condições de contorno de Dirichlet.

2.3 Expansões de Taylor

Nesta seção é feita uma breve explanação teórica sobre o desenvolvimento em Taylor

de uma função diferenciável. Tal explanação foi baseada em Larson [12] e Leite [13].

2.3.1 Aproximação Polinomial de uma Função Diferenciável

Consideremos uma função f definida no domı́nio Df e derivável no ponto x0 ∈ Df .

Vamos encontrar uma função polinomial P1 que aproxima f , de modo que f e P1 tenham o

mesmo valor em x0, e ainda que, a inclinação da função polinomial seja igual à inclinação

do gráfico de f no ponto (x0, f(x0)), isto é,

P1(x0) = f(x0) e P ′
1(x0) = f ′(x0).

Com essas duas condições podemos obter a seguinte aproximação linear de f dada por

P1(x) = f(x0) + f ′(x0)(x− x0).

Geometricamente, P1 representa a reta que tangencia a curva associada à função f no

ponto (x0, f(x0)). Dizemos nesse caso que o polinômio P1 que aproxima f está expandido

em torno de x0 ou centrado em x0. Para todo x ∈ Df , denotemos por R1(x) o resto ou

erro de aproximação de f(x) por P1(x), o qual é dado por

R1(x) = f(x)− P1(x) = f(x)− f(x0)− f ′(x0)(x− x0).
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Para x 6= x0, temos

R1(x)

x− x0

=
f(x)− f(x0)

x− x0

− f ′(x0).

Portanto,

lim
x→x0

R1(x)

x− x0

= f ′(x0)− f ′(x0) = 0.

Com isso, o resto R1(x) tende a zero mais rapidamente que x− x0 quando x → x0.

Diante desse fato, o polinômio P1 é uma aproximação de f em torno de x0 e é chamado

de polinômio de Taylor de ordem 1 de f em torno de x0.

Se considerarmos que f ′′(x0) existe, podemos aproximar f por um polinômio P2 tal que

P2(x0) = f(x0), P ′
2(x0) = f ′(x0) e P ′′

2 (x0) = f ′′(x0).

Devemos procurar P2 da seguinte forma

P2(x) = a0 + a1(x− x0) + a2(x− x0)
2.

Sendo P2(x0) = a0, então a0 = f(x0).

Observe que

P ′
2(x) = a1 + 2a2(x− x0) e P ′′

2 (x) = 2a2.

Portanto,

P ′
2(x0) = a1 e P ′′

2 (x0) = 2a2.

Dáı, temos que

a1 = f ′(x0) e a2 =
f ′′(x0)

2
.

E o polinômio P2 é

P2(x) = f(x0) + f ′(x0)(x− x0) +
f ′′(x0)

2
(x− x0)

2.

O polinômio P2 denominamos polinômio de Taylor de ordem 2, de f em torno de x0.

Observe que nesse caso, a reta tangente associada a P2 coincide com a reta tangente
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associada a f , no ponto (x0, P2(x0)) = (x0, f(x0)). Como P ′′
2 (x0) = f ′′(x0), e se ocorrer

que f ′′(x0) 6= 0, então para x próximo de x0, os gráficos do polinômio P2 e da função f

apresentam concavidades com mesmo sentido. Com isso, é de se esperar que P2 apresente

uma aproximação melhor que P1 para a função f nos pontos próximos de x0.

Para todo x ∈ Df o erro da aproximação de f por P2 é dado por

R2(x) = f(x)− P2(x) = f(x)− f(x0)− f ′(x0)(x− x0)− f ′′(x0)

2
(x− x0)

2.

Para todo x 6= x0 e do fato de que f é cont́ınua em x0, temos

lim
x→x0

R2(x)

(x− x0)2
= lim

x→x0

f(x)− f(x0)− f ′(x0)(x− x0)− f ′′(x0)

2
(x− x0)

2

(x− x0)2
=

0

0
.

Pela regra de L’Hospital segue que

lim
x→x0

R2(x)

(x− x0)2
= lim

x→x0

f ′(x)− f ′(x0)− f ′′(x0)(x− x0)

2(x− x0)
=

1

2
lim

x→x0

[
f ′(x)− f ′(x0)

x− x0

− f ′′(x0)

]

lim
x→x0

R2(x)

(x− x0)2
=

1

2
[f ′′(x0)− f ′′(x0)] = 0.

Logo, conclúımos que R2(x) → 0 mais rapidamente que (x− x0)
2 quando x → x0.

2.3.2 Fórmula de Taylor

Definição 2.3.1. (Polinômio de Taylor de ordem n). Seja f uma função derivável

até a ordem n no intervalo [a, b] e x0 ∈ [a, b]. O polinômio

Pn(x) = f(x0) + f ′(x0)(x− x0) +
f ′′(x0)

2!
(x− x0)

2 + . . . +
f (n)(x0)

n!
(x− x0)

n

é chamado de polinômio de Taylor de ordem n de f em torno de x0.

Quando x0=0, o polinômio de Taylor de ordem n, é também chamado de polinômio de

Maclaurin de ordem n de f .

Teorema 2.3.1. (Fórmula de Taylor com resto de Lagrange). Se uma função f é

derivável até a ordem n+1 em um intervalo I contendo x0, então, para cada x ∈ I, existe

um ξ entre x e x0, tal que

f(x) = f(x0) + f ′(x0)(x− x0) +
f ′′(x0)

2!
(x− x0)

2 + . . . +
f (n)(x0)

n!
(x− x0)

n + Rn(x)

onde Rn(x) =
f (n+1)(ξ)

(n + 1)!
(x− x0)

n+1.
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Demonstração: Para encontrar Rn(x), fixamos x em I (x 6= x0) e escrevemos

Rn(x) = f(x)− Pn(x)

onde Pn(x) é o polinômio de Taylor de ordem n de f(x).

Consideremos g uma função de t definida por

g(t) = f(x)− f(t)− f ′(t)(x− t)− . . .− fn(t)

n!
(x− t)n −Rn(x)

(x− t)n+1

(x− x0)n+1

para todo t entre x0 e x.

Observe que

g′(t) = −f (n+1)(t)

n!
(x− t)n + (n + 1)Rn(x)

(x− t)n

(x− x0)n+1
.

Para x fixo, temos

g(x0) = f(x)− [Pn(x) + Rn(x)] = f(x)− f(x) = 0

e

g(x) = f(x)− f(x)− 0− . . .− 0 = f(x)− f(x) = 0.

Portanto, g satisfaz as condições do teorema de Rolle, logo existe um número ξ entre x0

e x tal que g′(ξ)=0. Substituindo t por ξ na equação para g′(t) e depois resolvendo para

Rn(x), obtemos

g′(ξ) = −f (n+1)(ξ)

n!
(x− ξ)n + (n + 1)Rn(x)

(x− ξ)n

(x− x0)n+1
= 0

Rn(x) =
f (n+1)(ξ)

(n + 1)!
(x− x0)

n+1.

Finalmente, como g(x0) = 0, temos

0 = f(x)− f(x0)− f ′(x0)(x− x0)− . . .− f (n)(x0)

n!
(x− x0)

n −Rn(x)

f(x) = f(x0) + f ′(x0)(x− x0) + . . . +
f (n)(x0)

n!
(x− x0)

n + Rn(x).
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2.4 Erros nas Aproximações Numéricas

É interessante observar que na resolução de um problema f́ısico utilizando algum

método numérico dificilmente chegamos a um resultado exato, pois alguns erros podem

ocorrer durante o percurso para se obter a solução do problema. Esses erros podem se

originar no próprio modelo matemático que representa o fenômeno f́ısico ou surgirem

nas operações numéricas efetuadas pelos computadores. Diante disso, faremos uma breve

explanação sobre os posśıveis erros que geralmente ocorrem durante a solução numérica

desses problemas.

Ilustramos de forma simplificada um processo de determinação da solução numérica de

um problema f́ısico.

 
Problema 
Físico 

Modelo 
Matemático 

Solução 
Modelagem 

Métodos Numéricos 

Resolução 

Figura 2.1 Esquema Gráfico Simplificado de um Processo de Determinação de Solução
Numérica.

Definição 2.4.1. (Número aproximado). Dizemos que um número x é um número

aproximado ou uma aproximação do número exato x caso exista uma pequena diferença

entre eles. Se x < x dizemos que x é um valor aproximado por falta do valor exato x; Se

x > x, x é um valor aproximado por excesso. Sendo x um valor aproximado do número

x, então denotamos x ≈ x.

Definição 2.4.2. (Erro). Sendo x um valor aproximado do número x. Definimos erro do

número x, o qual indicamos por ex , a diferença entre o número exato x e o correspondente

número aproximado x.

ex = x− x.
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2.4.1 Principais Tipos de Erro

(a) Erros inerentes ao modelo matemático. É raro as formulações matemáticas

apresentarem um modelo fiel do fenômeno f́ısico real. Geralmente esses modelos

são idealizados, pois na análise dos fenômenos da natureza somos muitas das vezes,

forçados a considerar certas condições que simplificam o problema para que possamos

tratá-lo de modo a se obter tal modelo.

(b) Erros inerentes aos dados. Além das equações, os modelos matemáticos apresen-

tam também dados e parâmetros obtidos geralmente de equipamentos de medição,

e portanto, o erro nos dados ficam sujeitos à precisão desses equipamentos.

(c) Erros de truncamento. São erros originados de processos que deveriam ser infinitos

ou muito grandes para a obtenção de um valor, e que por razões práticas, são trun-

cados. Como se sabe, um processo infinito não se conclui, e com isso, somos forçados

a adotar uma aproximação que se obtém após a execução de um número finito de

passos.

(d) Erros de arredondamento. Esse tipo de erro surge quando trabalhamos com

máquinas digitais para representar os números reais. O erro ocorre devido a arit-

mética utilizada pela máquina representar apenas números com um número finito

de d́ıgitos, fazendo com que os cálculos sejam executados com valores aproximados

dos números verdadeiros envolvidos. Esse tipo de erro pode ser melhor entendido

quando observamos de que forma os números são tratados pelos computadores. Os

cálculos que nós realizamos em nosso cotidiano são feitos utilizando o sistema de

numeração decimal, porém, nos computadores esses cálculos são efetuados com base

nos impulsos elétricos que indicam dois estados: 0 ou 1, ou seja, os números são

representados na base binária, já que na base 2 os únicos d́ıgitos utilizados são 0 ou

1.

Um número inteiro N na base 10 pode ser escrito na forma polinomial com coeficientes

de sua expansão binária da seguinte forma

N10 = an2n + an−12
n−1 + . . . + a12

1 + a02
0,
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onde an = 1 e an−1, . . . , a0 são 0 ou 1. Dessa forma, a representação binária de N será

N10 = (anan−1 . . . a1a0)2.

Consideremos agora N um número real na base decimal cuja parte inteira e fracionária

indicamos por pi e pf respectivamente, ou seja, N = pi+pf . A parte fracionária pf = N−pi

pode ser escrita como uma soma de frações binárias da forma

pf = b12
−1 + b22

−2 + b32
−3 + . . .

onde os coeficientes bk, k=1,2,3, . . . são 0 ou 1. A representação binária do número real

N é dada por

N = (anan−1 . . . a1a0b1b2 . . .)

onde an, an−1, . . . , a1 assumem os valores 0 ou 1 e são os coeficientes correspondentes

da expansão binária da parte inteira pi.

Geralmente, é utilizada a aritmética de ponto flutuante nos cálculos cient́ıficos realizados

pelos computadores. A representação de um número x em ponto flutuante na base β, é

definida da seguinte forma

x = ±(· d1d2...dn)× βe

onde

β é a base em que a máquina opera

(· d1d2...dn) é a mantissa

n é o número de d́ıgitos da mantissa; 0 ≤ dj ≤ (β − 1), j = 1, ..., n, d1 6= 0

e é o expoente, com −M < e < M para algum M > 0.

Existem alguns números que tem representação finita na base decimal, mas possuem

representação infinita no sistema binário. Com isso, um computador que opera no sistema

binário irá armazenar uma aproximação desses números, já que a máquina possui uma

quantidade fixa de posições para guardar os d́ıgitos da mantissa. Portanto, devido a essas

limitações no expoente e no número de d́ıgitos da mantissa surgem então os erros de

arredondamento.
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Definição 2.4.3. (Erro absoluto). Seja x um valor aproximado do número exato x.

Definimos erro absoluto do número aproximado x, o qual indicamos por EAx, o valor

absoluto da diferença entre x e x.

EAx =| x− x | .

Na prática o valor exato nem sempre é conhecido, e consequentemente o erro EAx

também não será conhecido. Para resolver esse problema podemos calcular uma cota

superior para o erro absoluto. Com isso, mesmo não conhecendo o valor exato podemos

determinar entre que valores conhecidos ele está situado. Dizemos que um número ε > 0

é uma cota superior do erro absoluto EAx, se ocorrer

EAx ≤ ε.

Note que do fato de EAx =| x− x |, temos

| x− x |≤ ε ⇐⇒ x− ε ≤ x ≤ x + ε

onde x− ε e x + ε são valores conhecidos.

Definição 2.4.4. (Erro relativo). Seja x um valor aproximado do número exato x.

Definimos erro relativo do número aproximado x, o qual denotamos por ERx, o módulo

do quociente entre o erro absoluto e o valor aproximado x.

ERx =

∣∣∣∣
EAx

x

∣∣∣∣ =
| x− x |
| x | .

Note mais uma vez que nem sempre também podemos calcular o erro relativo, pois

o valor exato x nem sempre é conhecido. Nesse caso, podemos tomar como uma cota

superior para o erro relativo o valor
ε

| x | , com isso temos

ERx ≤ ε

| x | , com EAx ≤ ε.
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2.5 Método das Diferenças Finitas

O conteúdo apresentado nesta seção teve como referência as informações encontradas

em Burden [4], Cunha [7] e Lapidus [11].

2.5.1 Discretização

A solução anaĺıtica de uma equação diferencial parcial é dada por expressões anaĺıticas

que satisfazem essa equação para todos os pontos do domı́nio cont́ınuo dado. Ao passo

que, a solução numérica fornece soluções apenas em um número finito de pontos desse

domı́nio.

O processo de convertermos o domı́nio cont́ınuo constitúıdo de infinitos pontos em um

domı́nio discreto com um número finitos de pontos é chamado de discretização. Na ver-

dade, a idéia básica de qualquer método numérico é justamente o processo de discretização

que faz com que reduzamos o nosso problema f́ısico cont́ınuo a um problema f́ısico discreto

com um número finito de incógnitas a ser determinado. Em geral, denominamos o domı́nio

discretizado simplesmente de malha e os pontos que constituem a malha são chamados de

nós dessa malha.

Esse processo de discretização é indispensável quando se procura resolver um problema

na forma numérica, pois muitos dos cálculos a serem realizados para encontrar essas

soluções numéricas dependem de um recurso computacional, e como sabemos, os com-

putadores interpretam os dados de forma discreta e não na forma cont́ınua.
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A figura (2.2) a seguir ilustra um exemplo hipotético de um domı́nio cont́ınuo que sofreu

um processo de discretização.

Domínio contínuo                                                      Domínio discretizado 
 
                                                                                                                                                                 
                                    

 
   
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Figura 2.2 Exemplo de um Processo de Discretização.

2.5.2 Fundamentos do Método de Diferenças Finitas

Por se tratar de um método numérico, a idéia básica e fundamental do método de

diferenças finitas é a discretização do cont́ınuo, ou seja, devemos discretizar o domı́nio

onde a equação diferencial é definida obtendo dessa forma uma malha. A malha representa

o local onde buscamos a solução do problema a ser resolvido utilizando esse método, ou

melhor dizendo, a solução é encontrada apenas para os pontos discretos da malha.

No método de diferenças finitas, substitúımos as derivadas presentes na equação diferen-

cial por fórmulas de diferenças discretas que representam as aproximações das derivadas

que estão na equação diferencial, obtendo com isso a discretização das derivadas cont́ınuas.

Essas fórmulas para discretização das derivadas são obtidas através do desenvolvimento

em expansão de Taylor de uma função. Após a discretização de cada termo da equação

diferencial, temos a versão discretizada da equação original que é definida apenas nos

pontos nodais da malha, e para cada um desses pontos da malha temos uma equação,

constituindo na maioria das vezes um sistema de equações cujas incógnitas são os valores

da função nos pontos da malha.

Geralmente nos problemas onde é aplicado o método de diferenças finitas é usada uma

malha uniforme, embora malhas irregulares possam ser usadas também. Na malha uni-
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forme os espaçamentos entre os pontos, o qual é chamado de passo da malha,devem ser

constantes, enquanto numa malha irregular os espaçamentos entre os pontos variam.

Para uma região unidimensional [a, b] podemos gerar uma malha com n + 1 pontos de

passo h, com h = (b− a)/n dada por

xi = a + ih, i = 0, 1, ..., n.

A figura (2.3) a seguir ilustra a malha xi = a + ih.

 
 
             
      
           x0                 x1                   x2              .         .        .         .                xn=b                                                                            

                                                                                                                                                                                                                                        x 
                    

                 a           a+h        a+2h       .      .     .      .           a+nh 

Figura 2.3 Malha Unidimensional.

Numa região bidimensional [a, b]× [c, d] podemos também obter uma malha com n + 1

pontos na direção do eixo x, e m+1 pontos na direção do eixo y, sendo h e k o espaçamento

entre os pontos na direção x e y respectivamente, com h = (b− a)/n e k = (d− c)/m. Os

pontos dessa malha são dados pelos pares (xi, yj), tais que

xi = a + ih, i = 0, 1, ..., n

e

yj = c + jk, j = 0, 1, ..., m.
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A figura (2.4) a seguir exemplifica uma malha desse tipo.

 
   y 
 
 
 
 
 
  
 
  

   
 
 
 

    
  

  
 
             x0 = a         x1                        x2      .        .        .     xn-1                   xn=b 
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Figura 2.4 Malha Bidimensional.

Na maior parte dos problemas onde é utilizado o método de diferenças finitas é conhecido

o valor da solução no contorno(fronteira) da região, e isso faz com que determinemos as

soluções apenas nos pontos interiores da malha.

2.5.3 Notações Usuais em Diferenças Finitas

Vamos representar primeiramente por u(x) a função incógnita de uma equação diferen-

cial definida em um domı́nio unidimensional. Nesse caso ao discretizarmos esse domı́nio

obtemos uma malha unidimensional, a qual vamos supor que tenha passo ∆x e indicamos

por ui o valor da aproximação da função u no ponto xi da malha, ou seja,

ui ≈ u(xi).

Temos ainda que,

u(xi + ∆x) ≈ ui+1

u(xi −∆x) ≈ ui−1.

Para a primeira e segunda derivadas da função u nos pontos xi da malha temos as
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seguintes notações

∂u(xi)

∂x
ou

(
∂u

∂x

)

i

ou (ux)i (derivada primeira)

∂2u(xi)

∂x2
ou

(
∂2u

∂x2

)

i

ou (uxx)i (derivada segunda).

Para as demais derivadas de outras ordens podemos seguir essa mesma notação, no

entanto, quando se tratar de derivadas de ordem n com n > 3, é mais conveniente usarmos

uma das notações

∂nu(xi)

∂xn
ou

(
∂nu

∂xn

)

i

.

Consideremos agora uma equação diferencial parcial definida em um domı́nio bidimen-

sional contido no plano cartesiano, onde u(x, y) representa a função incógnita. Vamos

considerar uma discretização para esse domı́nio de forma que o espaçamento dos pontos

na direção do eixo x seja igual a ∆x e o espaçamento na direção do eixo y seja ∆y, isso

resulta em uma malha bidimensional constitúıda pelos pontos (xi, yj), onde denotamos

por ui,j o valor da aproximação da função u no ponto (xi, yj) dessa malha, isto é,

ui,j ≈ u(xi, yj).

Temos ainda as seguintes notações,

ui+1,j ≈ u(xi + ∆x, yj) ui−1,j ≈ u(xi −∆x, yj)

ui,j+1 ≈ u(xi, yj + ∆y) ui,j−1 ≈ u(xi, yj −∆y).

Nessa notação apresentada, quando tratamos de problemas de evolução é conveniente,

indicarmos com um ı́ndice superior a variável temporal e com ı́ndices inferiores as variáveis

espaciais.

Para uma equação diferencial definida em um domı́nio espacial unidimensional referente

a um problema de evolução a função incógnita é indicada por u(x, t), com x sendo a

variável espacial e t a variável temporal. Com essas considerações, denotamos por uj
i a
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aproximação de u no ponto (xi, tj), ou melhor dizendo, uj
i representa a aproximação de u

no ponto xi e no ńıvel de tempo tj, isto é,

uj
i ≈ u(xi, tj)

onde i indica o ı́ndice da variável espacial e j o ı́ndice da variável temporal.

Para uma malha bidimensional formada pelos pontos (xi, tj), onde ∆x indica o espaçamento

dos pontos que representam a variável espacial e ∆t é o espaçamento dos pontos que re-

presentam a variável tempo, temos ainda as notações

uj
i+1 ≈ u(xi + ∆x, tj) uj

i−1 ≈ u(xi −∆x, tj)

uj+1
i ≈ u(xi, tj + ∆t) uj−1

i ≈ u(xi, tj −∆t).

Podeŕıamos continuar usando essa mesma notação em uma malha bidimensional na

variável espacial para representar o valor de u(xi, yj, tk), ou seja,

uk
i,j ≈ u(xi, yj, tk)

onde i,j indicam os ı́ndices das variáveis espaciais e k é o ı́ndice da variável temporal.

Em uma malha bidimensional segue notação semelhante a que foi adotada anteriormente

para as derivadas numa malha unidimensional. Dessa forma, temos as seguintes notações

para as derivadas parciais de primeira e segunda ordem da função u(x, y) nos pontos

(xi, yj) da malha

∂u(xi, yj)

∂x
≡

(
∂u

∂x

)

i,j

≡ (ux)i,j ou
∂2u(xi, yj)

∂x2
≡

(
∂2u

∂x2

)

i,j

≡ (uxx)i,j

∂u(xi, yj)

∂y
≡

(
∂u

∂y

)

i,j

≡ (uy)i,j ou
∂2u(xi, yj)

∂y2
≡

(
∂2u

∂y2

)

i,j

≡ (uyy)i,j.

Para derivadas de ordem maior vale o mesmo comentário feito para a derivada numa

malha unidimensional.
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2.5.4 Fórmulas de Diferenças Finitas para Discretização das Derivadas

Vemos aqui, as principais fórmulas de diferenças finitas obtidas da expansão em Taylor

que podem ser usadas na discretização das derivadas de primeira e segunda ordens tanto

em uma malha unidimensional como em uma malha bidimensional.

Obtenção das Fórmulas para uma Malha Unidimensional

Seja um espaço unidimensional contido no eixo x, onde é feita uma discretização de

modo a se obter uma malha com n + 1 pontos discretos dados por xi, com i = 0, 1, ..., n

e considere o espaçamento entre os pontos da malha igual a ∆x. Seja u(x) uma função

derivável até ordem n + 1 em x, sua expansão em um polinômio de Taylor de grau n é

dada por

u(x + ∆x) = u(x) + ∆x
∂u(x)

∂x
+

∆x2

2!

∂2u(x)

∂x2
+

∆x3

3!

∂3u(x)

∂x3
+ ... +

∆xn

n!

∂nu(x)

∂xn

+
∆xn+1

(n + 1)!

∂(n+1)u(ξ1)

∂xn+1
.

O termo
∆xn+1

(n + 1)!

∂(n+1)u(ξ1)

∂xn+1
representa o erro da aproximação de u(x+∆x) pelos n+1

primeiros termos da expansão de Taylor.

Se tomarmos −∆x em vez de ∆x no desenvolvimento acima, obtemos

u(x−∆x) = u(x)−∆x
∂u(x)

∂x
+

∆x2

2!

∂2u(x)

∂x2
− ∆x3

3!

∂3u(x)

∂x3
+ ... +

(−∆x)n

n!

∂nu(x)

∂xn

+
(−∆x)n+1

(n + 1)!

∂(n+1)u(ξ2)

∂xn+1

onde
(−∆x)n+1

(n + 1)!

∂(n+1)u(ξ2)

∂xn+1
é o erro da aproximação de u(x−∆x) pelos n + 1 primeiros

termos da expansão em Taylor.

Se considerarmos que a função u(x) tem derivadas até a ordem 2 e usarmos a expansão

em Taylor para u(x + ∆x) temos

u(x + ∆x) = u(x) + ∆x
∂u(x)

∂x
+

∆x2

2

∂2u(ξ1)

∂x2
.

Resolvendo para
∂u(x)

∂x
obtemos

∂u(x)

∂x
=

u(x + ∆x)− u(x)

∆x
− ∆x

2

∂2u(ξ1)

∂x2
.

Silva, Antenor N. PPGME/UFPA



2.5 Método das Diferenças Finitas 41

Para os pontos xi da malha, temos a seguinte fórmula de diferença progressiva para

discretização da primeira derivada com erro de aproximação da ordem O(∆x)

(
∂u

∂x

)

i

=
ui+1 − ui

∆x
+O(∆x)

ou ainda,

(
∂u

∂x

)

i

≡ ux|i ≈ ui+1 − ui

∆x
com erro O(∆x).

Outra fórmula de discretização para a primeira derivada pode ser obtida considerando

também que u(x) tem derivadas até a segunda ordem e usando o desenvolvimento em

Taylor para u(x−∆x)

u(x−∆x) = u(x)−∆x
∂u(x)

∂x
+

∆x2

2

∂2u(ξ2)

∂x2
.

Explicitando
∂u(x)

∂x
, temos

∂u(x)

∂x
=

u(x)− u(x−∆x)

∆x
+

∆x

2

∂2u(ξ2)

∂x2
.

Para os pontos xi da malha, temos a fórmula de diferença regressiva

(
∂u

∂x

)

i

≡ ux|i ≈ ui − ui−1

∆x
com erro O(∆x).

Uma aproximação com erro O(∆x2) pode ser obtida para a primeira derivada. Para

isso, vamos considerar que u(x) tem derivadas até ordem 3 e usar a expansão de Taylor

para u(x + ∆x) e u(x−∆x), ou seja

u(x + ∆x) = u(x) + ∆x
∂u(x)

∂x
+

∆x2

2!

∂2u(x)

∂x2
+

∆x3

3!

∂3u(ξ1)

∂x3
(2.1)

u(x−∆x) = u(x)−∆x
∂u(x)

∂x
+

∆x2

2!

∂2u(x)

∂x2
− ∆x3

3!

∂3u(ξ2)

∂x3
. (2.2)

Subtraindo (2.2) de (2.1) e explicitando
∂u(x)

∂x
, obtemos

∂u(x)

∂x
=

u(x + ∆x)− u(x−∆x)

2∆x
− ∆x2

6

∂3u(ξ)

∂x3
, com ξ ∈ (x−∆x, x + ∆x).
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Temos portanto, a fórmula de diferença central para a primeira derivada nos pontos xi

da malha
(

∂u

∂x

)

i

≡ ux|i ≈ ui+1 − ui−1

2∆x
com erro O(∆x2). (2.3)

Uma outra fórmula de aproximação para a derivada primeira com erro O(∆x2) pode

ser obtida considerando u(x) derivável até terceira ordem e usando Taylor para u(x+∆x)

e u(x + 2∆x)

u(x + ∆x) = u(x) + ∆x
∂u(x)

∂x
+

∆x2

2

∂2u(x)

∂x2
+

∆x3

6

∂3u(ξ1)

∂x3
(2.4)

u(x + 2∆x) = u(x) + 2∆x
∂u(x)

∂x
+ 2∆x2∂2u(x)

∂x2
+ 8

∆x3

6

∂3u(ξ2)

∂x3
. (2.5)

Multiplicando (2.4) por 4 e depois subtraindo (2.5) obtemos a seguinte fórmula para a

primeira derivada utilizando os pontos i, i + 1 e i + 2
(

∂u

∂x

)

i

≡ (ux)i ≈ −3ui + 4ui+1 − ui+2

2∆x
com erro O(∆x2).

Agora vamos obter uma expressão para discretizarmos a derivada de segunda ordem.

Suponha u(x) derivável até a quarta ordem, logo temos

u(x + ∆x) = u(x) + ∆x
∂u(x)

∂x
+

∆x2

2

∂2u(x)

∂x2
+

∆x3

3!

∂3u(x)

∂x3
+

∆x4

4!

∂4u(ξ1)

∂x4

u(x−∆x) = u(x)−∆x
∂u(x)

∂x
+

∆x2

2

∂2u(x)

∂x2
− ∆x3

3!

∂3u(x)

∂x3
+

∆x4

4!

∂4u(ξ2)

∂x4
.

Somando as duas expressões acima, obtemos a fórmula de aproximação de diferença

central para a segunda derivada nos pontos xi da malha com aproximação O(∆x2)

(
∂2u

∂x2

)

i

≡ (uxx)i ≈ ui+1 − 2ui + ui−1

∆x2
com erro O(∆x2).

As fórmulas obtidas anteriormente são as mais usadas nas discretizações das derivadas,

porém, outras podem ser encontradas a partir dessas manipulações de expansões de Taylor.
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Obtenção das Fórmulas para uma Malha Bidimensional

As fórmulas de discretização para a primeira e segunda derivadas utilizando uma malha

bidimensional são obtidas de modo análogo ao que fizemos na seção anterior. Para isso, va-

mos considerar uma malha retangular no espaço bidimensional R2 dada por xi = x0 + i∆x

e yj = y0 + j∆y, com i = 0, 1, ..., n e j = 0, 1, 2, ..., m e sendo ∆x e ∆y os espaçamentos

entre os pontos na direção x e y respectivamente. Na figura abaixo, os pontos são identi-

ficados na direção x pelo ı́ndice i e na direção y pelo ı́ndice j.

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  
 
 
 
 
 
 
 
 
  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

. . . 

. . . 
. . . 

. . . 
x 

y 

(i , j) 

i-1 i i+1 

j-1 

j 

j+1 

j+2 
∆y 

∆x 

Figura 2.5 Malha Bidimensional.

Considerando que uma função u(x, y) tem derivadas parciais em relação a x até ordem

n + 1, temos os seguintes desenvolvimentos em expansão de Taylor

u(x + ∆x, y) = u(x, y) + ∆x
∂u(x, y)

∂x
+

∆x2

2!

∂2u(x, y)

∂x2
+

∆x3

3!

∂3u(x, y)

∂x3
+ ...

+
∆xn

n!

∂nu(x, y)

∂xn
+

∆xn+1

(n + 1)!

∂(n+1)u(ξ1, y)

∂xn+1

u(x−∆x, y) = u(x, y)−∆x
∂u(x, y)

∂x
+

∆x2

2!

∂2u(x, y)

∂x2
− ∆x3

3!

∂3u(x, y)

∂x3
+ ...

+
(−∆x)n

n!

∂nu(x, y)

∂xn
+

(−∆x)n+1

(n + 1)!

∂(n+1)u(ξ2, y)

∂xn+1

onde
∆xn+1

(n + 1)!

∂(n+1)u(ξ1, y)

∂xn+1
e

(−∆x)n+1

(n + 1)!

∂(n+1)u(ξ2, y)

∂xn+1
representam os erros da aproxi-

mação de u(x + ∆x, y) e u(x−∆x, y), com ξ1 ∈ (x, x + ∆x) e ξ2 ∈ (x−∆x, x).

Para obtermos as fórmulas de discretização das derivadas parciais em relação a x, basta

fazermos as mesmas considerações anteriores com relação à existência das derivadas em

relação à variável x para a função u(x, y).
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Dessa forma, obtemos as seguintes fórmulas

∂u(x, y)

∂x
≡ ux(x, y) ≈ u(x + ∆x, y)− u(x, y)

∆x
com erro O(∆x)

∂u(x, y)

∂x
≡ ux(x, y) ≈ u(x, y)− u(x−∆x, y)

∆x
com erro O(∆x)

∂u(x, y)

∂x
≡ ux(x, y) ≈ u(x + ∆x, y)− u(x−∆x, y)

2∆x
com erro O(∆x2)

∂2u(x, y)

∂x2
≡ uxx(x, y) ≈ u(x + ∆x, y)− 2u(x, y) + u(x−∆x, y)

∆x2
com erro O(∆x2).

O mesmo pode ser feito para obtermos as derivadas parciais com relação à variável y

tomando agora um acréscimo ∆y

∂u(x, y)

∂y
≡ uy(x, y) ≈ u(x, y + ∆y)− u(x, y)

∆y
com erro O(∆y)

∂u(x, y)

∂y
≡ uy(x, y) ≈ u(x, y)− u(x, y −∆y)

∆y
com erro O(∆y)

∂u(x, y)

∂y
≡ uy(x, y) ≈ u(x, y + ∆y)− u(x, y −∆y)

2∆y
com erro O(∆y2)

∂2u(x, y)

∂y2
≡ uyy(x, y) ≈ u(x, y + ∆y)− 2u(x, y) + u(x, y −∆y)

∆y2
com erro O(∆y2).

Na notação para os pontos (xi, yj) da malha temos

(∂u

∂x

)
i,j
≡ (ux)i,j ≈ ui+1,j − ui,j

∆x
com erro O(∆x) (2.6)

(Fórmula de diferença progressiva para a primeira derivada parcial em relação a x)

(∂u

∂x

)
i,j
≡ (ux)i,j ≈ ui,j − ui−1,j

∆x
com erro O(∆x) (2.7)

(Fórmula de diferença regressiva para a primeira derivada parcial em relação a x)

(∂u

∂x

)
i,j
≡ (ux)i,j ≈ ui+1,j − ui−1,j

2∆x
com erro O(∆x2) (2.8)

(Fórmula de diferença central para a primeira derivada parcial em relação a x)
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(∂2u

∂x2

)
i,j
≡ (uxx)i,j ≈ ui+1,j − 2ui,j + ui−1,j

∆x2
com erro O(∆x2) (2.9)

(Fórmula de diferença central para a segunda derivada parcial em relação a x)

(∂u

∂y

)
i,j
≡ (uy)i,j ≈ ui,j+1 − ui,j

∆y
com erro O(∆y) (2.10)

(Fórmula de diferença progressiva para a primeira derivada parcial em relação a y)

(∂u

∂y

)
i,j
≡ (uy)i,j ≈ ui,j − ui,j−1

∆y
com erro O(∆y) (2.11)

(Fórmula de diferença regressiva para a primeira derivada parcial em relação a y)

(∂u

∂y

)
i,j
≡ (uy)i,j ≈ ui,j+1 − ui,j−1

2∆y
com erro O(∆y2) (2.12)

(Fórmula de diferença central para a primeira derivada parcial em relação a y)

(∂2u

∂y2

)
i,j
≡ (uyy)i,j ≈ ui,j+1 − 2ui,j + ui,j−1

∆y2
com erro O(∆y2). (2.13)

(Fórmula de diferença central para a segunda derivada parcial em relação a y)

2.5.5 O Conceito de Estabilidade

O método numérico adotado para a resolução de um problema, não deve permitir que

o erro cresça indefinidamente sempre que se avance de um ńıvel de tempo para outro. A

idéia de estabilidade traz para os esquemas numéricos a mesma idéia de problemas bem

postos formulada pelo matemático Hadamard[Hadamard, 1902], no ińıcio do século XX.

Segundo Hadamard, se um problema tem uma única solução e se pequenas pertubações

nos dados de entrada provocam pequenas pertubações nos resultados, então o problema é

dito bem-posto. A questão da estabilidade de um método numérico é importante, pois nos

fornece informações quanto à sensibilidade do método aos erros que se acumulam durante

os cálculos.

Dessa forma, a estabilidade de um método requer que pequenos erros na condição inicial

provoquem pequenos erros nos resultados numéricos. No entanto, quando isso não ocorre,

ou seja, se pequenos erros nos dados iniciais fazem com que o erro tenda a crescer na

medida que o processo avança no tempo, então dizemos nesse caso que o método é instável.
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Caṕıtulo 3

Análise Numérica

Neste caṕıtulo utilizamos o método de diferenças finitas para fazer a análise numérica

do problema proposto, bem como a análise dos resultados obtidos

utt − α2uxx = 0 em (0, 1)× (0,∞) (3.1)

u(0, t) = 0, u(1, t) +

∫ t

0

g(t− s)ux(1, s)ds = 0,∀t > 0 (3.2)

u(x, 0) = u0(x), ut(x, 0) = u1(x) em (0, 1). (3.3)

3.1 Discretização do Problema

Consideremos um número inteiro m > 0. Sejam ∆t > 0 o tamanho de passo associado

à variável temporal e ∆x =
1

m
o tamanho de passo associado à variável espacial. Dessa

forma, definimos uma malha de pontos (xi, tj) dados por

xi = i∆x, i = 0, 1, ..., m e

tj = j∆t, j = 0, 1, ... .

Na figura a seguir ilustramos essa malha de pontos.

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

x0=0 

x 

t 

t0= 0 

t1= �t 

t2= 2�t 

t3= 3�t 

t4= 4�t 

t5= 5�t  

xm=1 
| | 

x1=�x x2=2�x ... 
 | | | | | 

| | | 
xm-1 

| | | | | 

| | | | | 

| | | | | 

| | | | | 

Figura 3.1 Discretização do Domı́nio [0, 1]× [0,∞).
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Para os pontos interiores (xi, tj) dessa malha a equação (3.1) se torna

utt(xi, tj)− α2uxx(xi, tj) = 0.

Usando a fórmula (2.9) para aproximar o termo uxx e a fórmula (2.13) para aproximar

o termo utt, obtemos

uj+1
i − 2uj

i + uj−1
i

∆t2
− α2uj

i+1 − 2uj
i + uj

i−1

∆x2
= 0 (3.4)

o qual possui erro de truncamento da ordem de O(∆t2 + ∆x2).

Fazendo λ =
α∆t

∆x
e explicitando uj+1

i , temos o seguinte esquema expĺıcito para calcular

uj+1
i associado a (3.4)

uj+1
i = 2(1− λ2)uj

i + λ2(uj
i+1 + uj

i−1)− uj−1
i (3.5)

para i = 1, 2, ...,m− 1 e j = 1, 2, ... .

A discretização da condição inicial u(x, 0) = u0(x) para os pontos (xi, 0) da malha é

dada por

u0
i = u0(xi), i = 1, 2, ..., m− 1. (3.6)

Devemos usar a condição ut(x, 0) = u1(x) para encontrar os valores de u1
i , para isso

usamos a fórmula (2.10) para aproximar ut(x, 0) = u1(x)

ut(xi, 0) = u1(xi) ≈ u1
i − u0

i

∆t
. (3.7)

Dáı, temos

u1
i = u0

i + ∆tu1(xi), i = 1, 2, ..., m− 1. (3.8)

Para a condição de fronteira u(0, t) = 0, temos

uj
0 = 0, j = 1, 2, ... . (3.9)

Agora, vamos discretizar a condição u(1, t) +

∫ t

0

g(t− s)ux(1, s)ds=0.

Para a discretização da integral de convolução usamos a forma discretizada encontrada

em Leite [14].
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u(1, tj) + ∆t

j∑

k=0

g[(j − k)∆t]ux(1, sk) = 0

u(1, tj) = −∆t

j∑

k=0

g[(j − k)∆t]ux(1, sk)

u(1, tj) = −∆t

j∑

k=0

g[(j − k)∆t]ux(xm, sk), onde xm = 1.

Utilizando a fórmula (2.7) para aproximar ux(xm, sk), obtemos

u(1, tj) = −∆t

j∑

k=0

g[(j − k)∆t]
uj

m − uj
m−1

∆x

ou seja,

uj
m = −∆t

j∑

k=0

g[(j − k)∆t]
uj

m − uj
m−1

∆x
.

Para calcular os valores uj+1
i utilizando o esquema (3.5) é necessário conhecer os valores

da solução nos ńıveis de tempo anteriores j e j − 1. Devemos iniciar o processo tomando

j = 1 e assim obtemos os valores de u2
i , ou seja, a solução no ńıvel de tempo j = 2. Observe

que ao fazer j = 1 vamos precisar dos valores de u0
i dado pela condição inicial (3.6) e dos

valores de u1
i obtidos de (3.8). Após o cálculo dos valores u2

i para todo i = 1, 2, ..., m− 1,

podemos calcular os valores de u3
i fazendo j = 2, e assim por diante. As condições de

contorno são usadas quando i = 1 e i = m− 1.

3.2 Análise da Estabilidade do Método Expĺıcito

No caṕıtulo anterior foi dada uma breve idéia sobre o conceito e a importância da

estabilidade de um método numérico à medida em que se busca soluções aproximadas.

Nesta seção fazemos o estudo da estabilidade do método numérico para resolver o problema

(3.1) − (3.3). A análise dessa estabilidade segue o exposto em Zarowski [21], no qual o

autor mostra que a condição para haver tal estabilidade depende de uma relação que

envolve os tamanhos de passos da malha.
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Utilizando a expansão em Taylor conforme mencionado na seção 2.5.4 os termos utt e

uxx da equação (3.1) podem ser escritos nos pontos (xi, tj) da malha na seguinte forma:

∂2u(xi, tj)

∂t2
=

u(xi, tj+1)− 2u(xi, tj) + u(xi, tj−1)

∆t2
− ∆t2

12

∂4u(xi, ηj)

∂t4
(3.10)

para algum ηj ∈ [tj−1, tj+1], e

∂2u(xi, tj)

∂x2
=

u(xi+1, tj)− 2u(xi, tj) + u(xi−1, tj)

∆x2
− ∆x2

12

∂4u(ξi, tj)

∂x4
(3.11)

para algum ξi ∈ [xi−1, xi+1], onde xi = i∆x e tj = j∆t para i = 0, 1, ...,m e j = 0, 1, 2, ....

Substituindo (3.10) e (3.11) na equação (3.1), temos

u(xi, tj+1)− 2u(xi, tj) + u(xi, tj−1)

∆t2
− α2u(xi+1, tj)− 2u(xi, tj) + u(xi−1, tj)

∆x2

=
1

12

[
∆t2

∂4u(xi, ηj)

∂t4
− α2∆x2∂4u(ξi, tj)

∂x4

]

(3.12)

onde ei,j =
1

12

[
∆t2

∂4u(xi, ηj)

∂t4
− α2∆x2∂4u(ξi, tj)

∂x4

]
é o erro de truncamento local.

Como uj
i ≈ u(xi, tj), então de (3.12) obtemos a equação de diferença

uj+1
i − 2uj

i + uj−1
i − λ2uj

i+1 + 2λ2uj
i − λ2uj

i−1 = 0 (3.13)

onde

λ =
α∆t

∆x
(3.14)

é às vezes chamado o parâmetro de Courant. Este parâmetro exerce um papel importante

na determinação da estabilidade do método implementado. Resolvendo (3.13) para uj+1
i

obtemos

uj+1
i = 2(1− λ2)uj

i + λ2(uj
i+1 + uj

i−1)− uj−1
i , (3.15)

onde i = 1, 2, ...,m− 1 e j = 1, 2, ... .

O método de diferenças finitas expĺıcito pode se tornar instável se os tamanhos de passos

∆x e ∆t são selecionados impropriamente. Como observado em Isaacson [10] e Myint [17],

temos

lim
∆x,∆t→0

uj
i = u(i∆x, j∆t)
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desde que 0 < λ ≤ 1. Este é o famoso Courant-Friedrichs-Lewy(CFL) condição para a

estabilidade do método de diferenças finitas expĺıcito, e é originalmente devido a Courant

et al. [6].

O caso especial onde λ = 1 é interessante analisar. Neste caso (3.15) reduz-se a

uj+1
i = uj

i+1 − uj−1
i + uj

i−1. (3.16)

Em Zarowski[21] foi mostrado que a solução geral u(x, t) para (3.1) tem a forma

u(x, t) = v(x− αt) + w(x + αt).

Portanto,

u(xi, tj) = v(xi − αtj) + w(xi + αtj).

Observe que, como ∆x = α∆t (quando λ = 1), temos

u(xi+1, tj)− u(xi, tj−1) + u(xi−1, tj) = v(xi + ∆x− αtj) + w(xi + ∆x + αtj)

−v(xi − αtj + α∆t)− w(xi + αtj − α∆t) + v(xi −∆x− αtj) + w(xi −∆x + αtj)

= v(xi −∆x− αtj) + w(xi + ∆x + αtj) = v(xi − αtj − α∆t) + w(xi + αtj + α∆t)

= v(xi − αtj+1) + w(xi + αtj+1) = u(xi, tj+1),

ou seja,

u(xi, tj+1) = u(xi+1, tj)− u(xi, tj−1) + u(xi−1, tj). (3.17)

Observe que a equação (3.17) tem uma forma idêntica a (3.16). Em outras palavras, o

algoritmo (3.16) fornece a solução exata para (3.1), mas somente em x = i∆x e t = j∆t

com ∆x = α∆t(que é uma situação bastante restritiva).

No entanto, uma abordagem mais geral para analisar o erro que confirma a condição

CFL é às vezes chamada de análise de estabilidade de von Neumann (segundo Myint [17]).

Iniciamos essa abordagem definindo o erro de truncamento global.

εi,j = u(xi, tj)− uj
i . (3.18)
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A equação (3.12) pode ser reescrita na forma

u(xi, tj+1)− 2u(xi, tj) + u(xi, tj−1)− λ2[u(xi+1, tj)− 2u(xi, tj) + u(xi−1, tj)]

= ∆t2ei,j. (3.19)

Subtraindo (3.13) de (3.19) e simplificando o resultado usando (3.18), obtemos

εi,j+1 = 2(1− λ2)εi,j + λ2[εi+1,j + εi−1,j]− εi,j−1 + ∆t2ei,j (3.20)

para i = 1, 2, ...,m e j = 1, 2, 3, ... .

A equação (3.20) é uma equação de diferença bidimensional para a sequência de erro

global (εi,j). O termo ∆t2ei,j é um termo forte, e se u(x, t) é suficientemente suave, o

termo forte será limitado para todo i e j. Basicamente, podemos mostrar que a condição

CFL 0 < λ ≤ 1 evita que lim
j→∞

| εi,j |= ∞ para todo i = 0, 1, 2, ..., m. De forma análoga

a abordagem de análise de estabilidade para PVIs de EDO (Zarowski [21], caṕıtulo 10),

podemos considerar o problema homogêneo

εi,j+1 = 2(1− λ2)εi,j + λ2[εi+1,j + εi−1,j]− εi,j−1 (3.21)

que é justamente (3.20) com o termo forte sendo identicamente zero para todo i e j.

Em (Zarowski [21]) foi usada a separação de variáveis para resolver (3.1) e concluiu-se

que uma versão discreta dessa abordagem também é útil na solução de (3.21). Com isso,

é postulada uma solução t́ıpica de (3.21) da forma

εi,j = exp[ jγi∆x + βj∆t], onde j =
√−1 (3.22)

para constantes convenientes γ ∈ R e β ∈ C(ver Zarowski [21]).

Observe que

|εi,j| = |exp[ jγi∆x + βj∆t]| = |ejγi∆x+βj∆t| = |ejγi∆x||eβj∆t|.

Sabendo que ejθ = cosθ + jsenθ(identidade de Euler), temos

|εi,j| = |cos(γi∆x) + jsen(γi∆x)||eβj∆t| = |eβj∆t|,

pois |cos(γi∆x) + jsen(γi∆x)| = 1.

Silva, Antenor N. PPGME/UFPA



3.2 Análise da Estabilidade do Método Expĺıcito 52

Portanto, conclúımos que

|εi,j| = |(eβ∆t)j| = |Sj|, onde S = eβ∆t = exp[β∆t].

Observamos dessa última igualdade acima que se |S| ≤ 1, não temos ilimitadamente o

crescimento da sequência de erro (εi,j) quando j aumenta.

Substituindo (3.22) em (3.21), temos

exp[ jγi∆x + β(j + 1)∆t] = 2(1− λ2)exp[ jγi∆x + βj∆t] + λ2{exp[ jγ(i + 1)∆x + βj∆t]

+exp[ jγ(i− 1)∆x + βj∆t]} − exp[ jγi∆x + β(j − 1)∆t]

ou seja,

ejγi∆xeβ(j+1)∆t = 2(1− λ2)ejγi∆xeβj∆t + λ2ejγ(i+1)∆xeβj∆t + λ2ejγ(i−1)∆xeβj∆t − ejγi∆xeβ(j−1)∆t.

Dividindo essa última equação por ejγi∆xeβj∆t, obtemos

exp[β∆t] = 2(1− λ2) + λ2{exp[ jγ∆x] + exp[−jγ∆x]} − exp[−β∆t].

Sabendo que exp[β∆t] = S e exp[ jγ∆x] = cos(γ∆x) + jsen(γ∆x), então a equação

acima toma a forma

S2 − [2(1− λ2) + 2cos(γ∆x)λ2]S + 1 = 0.

Fazendo 2b = 2(1 − λ2) + 2cos(γ∆x)λ2, e usando a identidade 2sen2x = 1 − cos2x,

obtemos

b = 1− 2λ2sen2

(
γ∆x

2

)
.

Observe que |b| ≤ 1 para todo λ tal que 0 ≤ λ ≤ 1, pois 0 ≤ sen2

(
γ∆x

2

)
≤ 1 para

todo γ∆x ∈ R.

De fato, sendo 0 ≤ λ ≤ 1, então 0 ≤ λ2 ≤ 1. E dáı, temos que

0 ≤ λ2sen2

(
γ∆x

2

)
≤ 1 ⇒ 0 ≥ −2λ2sen2

(
γ∆x

2

)
≥ −2 ⇒ 1 ≥ 1− 2λ2sen2

(
γ∆x

2

)
≥ −1

⇒ 1 ≥ b ≥ −1 ⇒ |b| ≤ 1.
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Observe que S2 − 2bS + 1 = 0 para S = S1, S2, onde

S1 = b +
√

b2 − 1, S2 = b−
√

b2 − 1.

Observe que se |b| > 1, então |Sk| > 1 para algum k ∈ {1, 2}, que pode ocorrer se

permitirmos λ > 1.

De fato, sendo |b| > 1 então b > 1 ou b < −1. Se b > 1, então

b2 > 1 ⇒ b2 − 1 > 0 ⇒
√

b2 − 1 > 0 ⇒ b +
√

b2 − 1 > 1 ⇒ S1 > 1 ⇒ |S1| > 1.

Se b < −1, então

b2 > 1 ⇒ b2 − 1 > 0 ⇒
√

b2 − 1 > 0 ⇒ −
√

b2 − 1 < 0 ⇒ b−
√

b2 − 1 < −1 ⇒ S2 < −1 ⇒ |S2| > 1.

Com isso, devemos rejeitar a escolha de λ > 1, pois isso produz o crescimento ilimitado

no tamanho de εi,j quando j →∞.

Portanto, restaria a escolha de |b| ≤ 1, ou seja, −1 ≤ b ≤ 1.

Para os valores b = −1 ou b = 1, temos

|Sk| = 1, com k ∈ {1, 2}.

Para os valores de b com −1 < b < 1, temos que S1 e S2 seriam números complexos

com a parte imaginária diferente de zero, e além disso, as partes imaginárias de S1 e S2

seriam simétricas. Observando que o produto S1S2 = 1 e denotando por ∗ a conjugação

de um número complexo, temos

1 = S1S2 = S1S
∗
1 = |S1|2 ⇒ |S1| = 1

1 = S1S2 = S∗2S2 = |S2|2 ⇒ |S2| = 1.

Portanto, |Sk|=1, com k ∈ {1, 2} e isso então evita o crescimento ilimitado de εi,j quando

j → ∞. Logo, fica validada a condição CFL para a escolha do parâmetro Courant λ, ou

seja, devemos escolher λ para satisfazer 0 < λ ≤ 1. Com isso, a estabilidade do método

expĺıcito depende de uma relação entre os passos ∆t e ∆x. Nesse caso, dizemos que o

método expĺıcito é condicionalmente estável.

Silva, Antenor N. PPGME/UFPA



3.3 Análise dos Resultados 54

3.3 Análise dos Resultados

Nesta seção apresentamos os resultados obtidos da análise numérica para o problema

(3.1)− (3.3) utilizando o método de diferenças finitas. Os resultados são apresentados nas

figuras (3.4) − (3.10) e essas simulações foram feitas para os ńıveis de tempo de t = 20

segundos até t = 140 segundos. Para efeito de comparação desses resultados, mostramos

primeiramente nas figuras (3.2) e (3.3) os resultados obtidos sem o termo de memória na

fronteira.

Simulação Numérica para t = 20 segundos sem o Termo de Memória na

Fronteira.
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u(
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Figura 3.2 Solução Numérica da Equação da Onda sem o Termo de Memória na Fronteira.

A figura (3.2) ilustra a solução u(x, t) no intervalo de tempo t = 0 a t = 20 segundos,

onde consideramos o termo

∫ t

0

g(t− s)ux(1, s)ds igual a zero. Neste caso, temos a solução

da equação da onda com as condições de fronteira u(0, t) = u(1, t) = 0.
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Simulação Numérica para t = 80 segundos sem o Termo Memória na Fron-

teira.
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Figura 3.3 Solução Numérica da Equação da Onda sem o Termo de Memória na Fronteira.

A figura (3.3) ilustra a solução u(x, t) no intervalo de tempo t = 0 a t = 80 segundos,

e corresponde também, à solução da equação da onda com as condições de fronteira

u(0, t) = u(1, t) = 0. Observamos que, as soluções u(x, t) ilustradas nessas duas figuras

não sofrem decaimento à medida em que aumentamos o intervalo de tempo.

As figuras (3.4)−(3.10) ilustram as soluções u(x, t) nos ńıveis de tempo t = 20 segundos

a t = 140 segundos com o termo de memória

∫ t

0

g(t−s)ux(1, s)ds na fronteira. Observamos

na figura (3.4) que as soluções u(x, t) apresentam um certo decaimento no intervalo de

tempo t = 0 a t = 20 segundos. Na figura (3.5) quando consideramos o intervalo t = 0

a t = 40 segundos vemos que as soluções u(x, t) continuam a decair, e esse mesmo fato

podemos observar nas figuras (3.6) − (3.10). Diante dessas observações, notamos que as

soluções u(x, t) decaem aproximando-se de zero à medida em que o intervalo de tempo

aumenta.
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Simulação Numérica para t = 20 segundos com o Termo Memória na Fron-

teira.
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Figura 3.4 Solução Numérica da Equação da Onda com Termo de Memória na Fronteira.

Simulação Numérica para t = 40 segundos com o Termo Memória na Fron-

teira.
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Figura 3.5 Solução Numérica da Equação da Onda com Termo de Memória na Fronteira.
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Simulação Numérica para t = 60 segundos com o Termo Memória na Fron-

teira.
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Figura 3.6 Solução Numérica da Equação da Onda com Termo de Memória na Fronteira.

Simulação Numérica para t = 80 segundos com o Termo Memória na Fron-

teira.
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Figura 3.7 Solução Numérica da Equação da Onda com Termo de Memória na Fronteira.
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Simulação Numérica para t = 100 segundos com o Termo Memória na Fron-

teira.
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Figura 3.8 Solução Numérica da Equação da Onda com Termo de Memória na Fronteira.

Simulação Numérica para t = 120 segundos com o Termo Memória na Fron-

teira.
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Figura 3.9 Solução Numéricada da Equação da Onda com Termo de Memória na Fronteira.
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Simulação Numérica para t = 140 segundos com o Termo Memória na Fron-

teira.
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Figura 3.10 Solução Numérica da Equação da Onda com Termo de Memória na Fronteira.
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Considerações Finais

Diante da exposição feita neste trabalho, podemos observar que o problema (1)−(3) da

equação de onda com termo de memória na fronteira, tem uma única solução. (Conforme

demonstrado em Baldez [1] para o problema (4) − (6)). Observamos ainda que, através

dos resultados da análise numérica, o termo dissipativo

∫ t

0

g(t− s)ux(1, s)ds na fronteira

x = 1, provoca de fato, a dissipação de energia do sistema (1) − (3), fazendo com que

a solução desse sistema decaia no decorrer do tempo. (Conforme observamos nas figuras

(3.4)− (3.10)).

Tal fato, de certa forma, confirma o que foi demonstrado no trabalho de Santos [20] no

qual o autor mostrou de forma anaĺıtica, o decaimento exponencial e polinomial da solução

da equação da onda com condição de memória na fronteira para o problema (4)− (6).

Uma sugestão para um posśıvel trabalho futuro seria realizar a análise numérica do

problema aqui proposto, utilizando o método de elementos finitos e comparar os resultados

numéricos obtidos pelos dois métodos.
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volume 2, 5a edição, Editora LTC, Rio de Janeiro, 1998.

[13] LEITE, J.G. & SINGER, J.M. Métodos Assintóticos em Estat́ıstica-Fundamentos e
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