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RESUMO

Neste trabalho estudamos a invariancia de P-subespacos em algumas algebras
nao-associativas. Entre elas, as algebras de Bernstein e as algebras de Bernstein-
Jordan. Foi feita a decomposicao de Peirce dessas algebras usando um idempotente
nao-nulo. A seguir obtivemos alguns isomorfismos que nos permitiu caracterizar a

invariancia desses p-subespacos.
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LUCENA, Elizardo F. Lima. P-Subspace Invariance In No-Associative Some
Algebras. Dissertation (Dissertation presented to Mathmatics and Estatistics Post-

Graduation Program of Universidade Federal do Para) UFPa, 2008.

ABSTRACT

In this work we studyed the P-subspace invariance in no-associative some alge-
bras. Among then, the Bernstein algebras and the Bernstein-Jordan’s algebras. We
did the Peirce decomposition of those algebras using no-null idempotent. To proceed
we obtained some isomorphisms that allowed to characterize us the invariance of the

P-subspaces.



“A mente que se abre a uma nova idéia jamais retorna ao tamanho original.”

Albert Einstein.
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Introducao

A introdugao de métodos algébricos em genética de populagoes ocorreu em 1939
com os artigos de I.M.H. Etherington. Ele definiu trés tipos de Algebras nao asso-
ciativas, a saber: algebras ponderadas, algebras train e algebras especiais train, que
aparecem mais ou menos naturalmente a partir do simbolismo da genética. Muitas

algebras provenientes de modelos genéticos concretos sao algebras train.

Uma algebra train de posto 3 é uma &lgebra bérica (A,w) sobre um corpo F
satisfazendo uma equagao do tipo z® — (1 + y)w(z)z? + yw(z)?z = 0, para algum
v € F. Fixando um valor para v € F' temos alguns tipos especiais de algebras
train. Por exemplo, devido a um resultado obtido por Etherington em [4], para
v = 0 a equacao train de posto 3 acima, define uma &dlgebra conhecida como algebra
de Bernstein-Jordan. Ha outras importantes classes de algebras nao associativas
que podem ser obtidas a partir de uma algebra train, a exemplo das algebras de
Bernstein. Uma &lgebra de Bernstein é uma algebra barica (A,w) que satisfaz a

2.2

equagao (22)? = w(x)?x?. Podemos ver que essa equagao é proveniente de uma

equacao train de posto 4.

O objetivo desta dissertagao é estudar a invariancia de p-subespagos em algebras
train de posto 3, bem como em algumas classes especiais de algebras train. Esse
estudo sera feito a partir da decomposicao da algebra em funcao do nicleo do seu

caracter, e da decomposicao desse nicleo. Conseguimos tal decomposicao, chamada



decomposi¢ao de Peirce, sobretudo, devido a existéncia de um elemento idempotente

de peso 1 na algebra.

E importante ressaltar que tal desenvolvimento foi feito em [3] para as dlgebras sa-
tisfazendo (2%)? = w(x)z? e (2?)? = w(x)3z. No artigo [7] é demonstrada a existéncia
de idempotentes nessas mesmas algebras. Na dissertacao [8] é feito um estudo das
algebras de Bernstein até a decomposicao de Peirce, onde tal trabalho toma outra
direcao. Uma parte do desenvolvimento da decomposicao de Peirce para as Train
algebras de posto 3 pode ser encontrada na tese [9].

Aproveitando o estudo feito em [8] e tentando imitar o tratamento dado no artigo
3] para as &lgebras satisfazendo (2?)? = w(x)z® e (2?)* = w(x)3x, pretendemos
estudar a invariancia de p-subespacos nas algebras Bernstein. Do mesmo modo, e
considerando o tratamento dado na tese na tese [9], pretendemos estudar as Train-

algebras de posto 3. Segue desse estudo em Train-algebras de posto 3 o caso das

algebras de Bernstein-Jordan.

O capitulo 1 apresenta alguns conceitos e resultados gerais a respeito de caracteres

e algebras baricas.

No capitulo 2, estudamos alguns resultados conhecidos a cerca de &algebras de
Bernstein e algebras de Bernstein-Jordan. Na primeira se¢ao desse capitulo, defini-
mos algebras de Bernstein a partir das formas invariantes e caracterizamos uma de
suas importantes sub-classes, as algebras conservativas. A seguir, fazemos sua decom-
posicao de Peirce a fim de estudar a invariancia de seus p-subespacos. No entanto,
limitamo-nos ao estudo da invariancia em &algebras de Bernstein satisfazendo uma
condicao especial. Finalmente, o estudo da invariancia em algebras de Bernstein-
Jordan ¢é deixado para o ultimo capitulo.

Nos capitulos 3 e 4, sdo estudadas respectivamente as algebras béricas (A, w)

satisfazendo (2%)? = w(x)2? e (2%)? = w(w)3x. Nesses, obtemos suas decomposicoes

de Peirce e estudamos a invarancia dos p-subespacos. Para essas algebras, vemos que



é possivel caracterizar completamente a invariancia dos p-subespacos. E interessante

notar a similaridade dos resultados obtidos.

O 1ltimo capitulo é dedicado as algebras train de posto 3. Obtemos um elemento
idempotente de peso 1, supondo v # % Para esse caso, e supondo F' com caracteristica
diferente de 2, obtemos uma decomposicao de Peirce para a dlgebra e conseguimos
caracterizar a invariancia de seus p-subespagos com um resultado analogo ao obtido

nos capitulos anteriores.



Capitulo 1

Preliminares

Este é o capitulo no qual estudaremos alguns resultados bésicos do trabalho. Nele

serda desenvolvido o conceito de algebras béricas.

1.1 Caracteres

Suponhamos que F' seja um corpo com caracteristica diferente de dois ou trés.
Tomemos A, uma &lgebra sobre F', nao necessariamente associativa, e de dimensao
finita. Diremos que uma forma linear w : A — F é um homomorfismo quando
w(ab) = w(a)w(b), quaisquer que sejam a,b € A. Um homomorfismo nao nulo w :
A — F serd chamado caracter de A. Usaremos as notagoes introduzidas neste
paragrafo em todo o texto, a menos de mencao em contrario. Os lemas a seguir dao
uma caracterizagao do nucleo de w. Vale ressaltar que em todo o texto estaremos

trabalhando com algebras de dimensao finita.

Lema 1. Seja w: A — F um caracter de A. Seu nicleo kerw € um ideal bilateral

de A, de codimensao 1, nio contendo A?.

Demonstracao. Observemos inicialmente que, para quaisquer z € A e a € kerw

temos w(za) = w(x)w(a) = 0. Analogamente w(ax) = 0. Estes fatos implicam



que ar,ra € kerw. Entao kerw é um ideal bilateral de A. Existe xq € A, tal

que g ¢ kerw, pois w é nao nulo. Tomando esse xg e © € A, vemos que © =

_ w(z) w(x) N w(x) . . w(x) o ,
[:c w(xo)xo] + S to e w [az w(xo):co} = w(x) w(zO)W(lC()) = 0. Concluimos que

todo z € A se escreve como uma soma x = n+v, em que n € kerw e v € Fxy. Desse
modo A = kerw + Fxg. Além disso se x € kerw N Fxg entdo x = 0, pois de x € F'xg
tiramos x = axg, para algum « € F' e de x € kerw concluimos w(x) = 0. Segue-se
que 0 = w(axg) = aw(zy), e como w(xy) # 0, obtemos o = 0, o que implica x = 0.
Temos portanto A = Fxg @ kerw. Assim, kerw é de codimensao 1. Observemos
que até esse momento foram exigidas apenas propriedades relativas a linearidade de
w. Para concluir que kerw nao contém A2, tomemos um z € A tal que z ¢ kerw e

fagamos w(z?) = w(z)? # 0. O

Lema 2. Para todo ideal bilateral I de A, de codimensdo 1, existe uma forma linear

¢ tal que ker ¢ = 1.

Demonstragao. Como I tem codimensao 1 temos A = [ @ Fxg, com xy ¢ I.
Dado x € A, temos x = ¢ + axg, com i € [ e « € F. Definamos ¢ : A — F por
() = ¢(i+axg) = a. Notemos que ¢ é linear, pois se x = i1+ € y = is+Qax S0
elementos de A, com iq,is € [ e a1, a3 € F, entdo, tomando § € F temos ¢(fzr+y) =
G(B(ir+armo) + (iz + cawo)) = G((Bir +1iz) + (Bou + a2)x0) = Bar +aa=00(x) +d(y).
Além do mais, dado n € ker ¢, temos ¢(n) = 0. Logo, n € I, pois n = i + axgy, com
i€l ea=¢n)=0. Por outro lado, todo elemento i € I pode ser escrito como

1 =1+ axg, com o = 0. Desse modo, ¢ € ker ¢. Portanto, ker ¢ = I. 0

Lema 3. Se ¢ : A — F € a forma linear nao nula dada no lema acima e X\ # 0,
entdo ker ¢ = ker(A\¢). Reciprocamente, se ¢' € uma forma linear nao nula tal que,

ker ¢/ = ker ¢, entao existe A # 0 satisfazendo ¢' = \¢.

Demonstracao. Para a primeira parte tomemos x € ker ¢. Teremos (A\¢)(x) =
Ao(z) = 0. Por outro lado, tomando x € ker(A¢p) temos 0 = (Ap)(x) = Agp(x). O

que nos da ¢(z) = 0, pois A # 0. Para a segunda parte tomemos ¢’, uma forma



linear nao nula com ker(¢’) = ker ¢. Devido ao lema (1) temos A = ker ¢ & F'zy, com
xo ¢ ker¢. Tomando x € A, na forma x = i + axg, com i € ker¢ e a € F, vem
que ¢'(z) = ¢'(i + axg) = ¢'(i) + agd’'(xg). Como ker(¢') D ker ¢, vem ¢'(i) = 0, ou
seja ¢'(x) = ag'(xo). Finalmente, notando que ker(¢’) C ker ¢, temos ¢'(xq) # 0.
Segue-se que ¢'(x) = A¢(x), em que A = ¢'(xp), qualquer que seja x € A. Portanto
@ = A, A 4 0. 0

Lema 4. Seja I um ideal bilateral de A, de codimensdo 1 ndao contendo A%. Euiste

um unico caracter w: A — F tal que, kerw = I.

Demonstrag¢ao. Continuamos usando ¢, conforme foi definido no lema (2). Supondo
I um ideal bilateral de A de codimensdo 1 nao contendo A2, obteremos \ # 0, tal
que A¢ serd um caracter de A. Para isto, primeiramente observemos que para todo
y € A existe ¥(y) € F, tal que ¢(xoy) = ¥(y)op(xo), com 1 : A — F sendo uma
forma linear. De fato, tem-se ¢(xg) # 0, 0 que nos dé ¢(xoy) = ¢(zoy)d(xe) 1 P(xg) =
Y(y)od(zo), em que tomamos ¥(y) = ¢(xoy)P(zo) !, que é linear. De um modo mais
geral mostremos que ¢(zy) = ¥ (y)o(r), quaisquer que sejam z,y € A. De fato,
pois se x € ker ¢, entdao xy € ker ¢, visto que ker ¢ é um ideal bilateral de A, por-
tanto ¢(xy) — ¥(y)é(x) = 0. Por outro lado, se z ¢ ker¢, entdo x = i + ax,
com a # 0. Desse modo ¢(zy) — ¥(y)é(x) = 6((i + azo)y) — Y(y)(i + azg) =
Bliy + azoy) — V(y)6(i + aze) = [B(iy) — ¥(y)o ()] + ld(zoy) — ¥(y)é(xo)] = 0, pois
1 € ker ¢. Devido a definicao de v é facil ver que ker ¢ C ker . Segue-se da demons-
tragao do lema (3) que ¢ = A\g¢, para algum Xy € F'. Como nao se tem ker ¢ = ker )
nao se pode concluir Ay # 0. No entanto, escrevendo ¢(zy) = ¥(y)d(x) = Aod(y)d(x)
notamos que se fosse \g = 0 entao ¢(zy) = 0 para todo z,y € A. Terfamos A? C ker ¢,

o que nao ocorre. Portanto, devemos ter \g # 0.

Tomando w = Ag¢, obtemos um caracter w de A cujo ntcleo é I. De fato,
w(zy) = (M) (2y) = Ao (z)d(y) = [Mod(2)][Aoo(y)] = w(z)w(y). Além do mais,
como w = Ao, temos, a partir do lema (3), kerw = ker ¢ = I. Finalmente, se w; e

wy sao caracteres de A, com ker(w;) = ker(wy), entdo, novamente pelo (3), we = Awy,



com A # 0. De onde segue que para todo r € A, dw;(x)? = Iwi(2?) = wy(x?) =
wo(2)? = [Mwi()]? = Nw;(z)?. Tomando = ¢ kerw, obtemos A\ = A, logo A = 1.

Portanto, existe um tnico caracter w : A — F', tal que kerw = 1. O

A partir dos lemas acima concluimos que existe uma bijecdo entre o con-
junto dos caracteres de uma algebra A e o conjunto dos ideais bilaterais de A, cuja

codimensao é 1, e que nao contém A?. Essa bijecao é dada por w — ker w.

Proposicao 1.1. Todo conjunto finito de caracteres distintos € linearmente indepen-

dente no espaco dual de A.

Demonstracao. Usaremos inducao sobre o niimero k de caracteres. Se k = 1,
a demonstracao é trivial. Suponhamos k£ > 1 e que o resultado seja valido para
qualquer conjunto com menos de k caracteres. Sejam wq, ..., w caracteres distintos

de A e aq,...,a; € F tais que para todo = € A tenhamos

aywq () + asws(T)... + agwi(z) =0 (1.1)

Se algum «;, i € {1,...k}, for nulo, essa soma se reduz a uma outra com menos
de k parcelas o que, por hipotese, implica a; = ... = a3 = 0. Suponhamos que todos
os w;, i € {1,...k}, sdo nado nulos. Como w; # ws, podemos obter y € A, tal que

wa(y) —wi(y) # 0. Substituindo x por zy em (1.1) temos

awy (2)w1(Yy) + aews () w2 (y)... + agwi(z)wi(y) =0 (1.2)

Agora multipliquemos ambos os membros de (1.1) por w;(y) afim de obter

aywr (2)w1 (y) + cows()wi (Y)... + agwr(z)wi(y) =0 (1.3)

Subtraindo (1.3) de (1.2) teremos



arfwa(y) —wi(y)lwa(x) + ... + arlwr(y) — wi(y))wr(z) =0 (1.4)

de onde concluimos o;w;(y) — wi(y)] = 0, i € {2,...,k}. Contradizendo a hipétese

as[wa(y) — wi(y)] # 0. Portanto oy = ... = o, = 0. O

Como estamos supondo que a dimensao de A é finita, segue da proposicao

anterior o coroldrio abaixo.

Corolario 1.1.1. O numero de caracteres distintos de A € no mdzimo igual a dim A =

n.

Os resultados desenvolvidos nesse texto referem-se, em geral, a algebras nao-
associativas. Em dlgebras desse tipo ha diversas maneiras de descrever a poténcia
de um elemento. Por exemplo z® pode ser z(zx) ou (zx)xr. Para eliminar essa am-
bigtiidade usamos o conceito de drvore bindria. Uma arvore binaria T é uma estrutura
contendo um numero finito de vértices e arestas que definiremos recursivamente como
segue: T consta de um unico ponto, chamado vértice ou raiz, ou T possui, além da
raiz, que chamaremos R, duas arvores binarias T e Ty, chamadas sub-drvores es-
querda e direita de T, respectivamente. As sub-arvores esquerda e direita possuem
raizes R; e R», respectivamente, e duas arestas ligando R a Ry, e R a Ry. Os vértices

que sao extremos de uma so aresta sao denominados folhas de T.

Exemplo 1. Abaizo temos os esquemas de algumas drvores bindrias.

N

Dada uma arvore bindria T e o € A, existe uma poténcia 27, de z associado a

T T T1$T2

T, definido como segue. x* = x, se x consta apenas da raiz e x* = x , se x tem

mais de um vértice. A cada poténcia de x, de grau n, definida em A existe uma arvore



binaria T, tal que essa poténcia é representada por 2. De fato, se n = 1 tomamos T
com apenas um vértice. Caso tenhamos n > 1, a poténcia dada pode ser escrita como
produto de duas poténcias P; e P,, com nimero de fatores menores que n. Supondo
por indugao que existem arvores binarias T e Ty que representam respectivamente

P, e P, toma-se T a arvore bindria que tem T; e Ty como sub-arvores.

Exemplo 2. As drvores do exemplo acima representam respectivamente x, xx, x(zx),

(22) ()

Diremos que x € A é nilpotente quando existe uma arvore T, tal que 27 = 0.
Quando todos os elementos de A forem nilpotentes, diremos que A é nil. A proposicao

seguinte d4 uma condicao suficiente para que uma algebra nao possua caracteres.
Proposicao 1.2. Uma dlgebra nil nao possui caracteres.
Demonstracao. Seja ¢ : A — F um homomorfismo. Dado x € A, existe T, tal

que 7= = 0. Segue-se que 0 = @(z'*) = ¢(z)™ = ¢(z)", em que n é o nimero de

folhas de T,. Portanto ¢ é nulo. O

Veremos no préximo capitulo um exemplo de algebra que possui apenas um

caracter. A proposigao seguinte nos da uma condigao suficiente para isso ocorrer.

Proposicao 1.3. Seja w um caracter de A. Se kerw € nil, entao w € unico.
Demonstra¢ao. Sejam w e wy caracteres de A e suponhamos que ker(w) é nil.

Devemos ter wy(z) = 0, qualquer que seja x € ker(w). Segue-se que ker(w) C ker(ws).

Por outro lado, ker(w) e ker(wy) tém codimensdo 1, o que nos da ker(w) = ker(ws).

Agora segue do lema (4) que w = ws. O

1.2 Algebras baricas

Consideremos uma algebra A sobre F. Dado um caracter w de A, chamaremos

dlgebra bdrica ao par (A,w). Dado x € A, diremos que w(z) é o peso de x. Definiremos



ideal barico I de (A,w) por um ideal de A contido em kerw. Nesse caso, (A/I, ),
em que w(a + I) = w(a), para todo a € A, é uma &lgebra bérica. Denotaremos
H = {z € A; w(z) = 1}. Um elemento x € A serd chamado idempotente quando
2?2 = 2. Notemos que se z € A é um idempotente, entdo x € kerw U H, visto que
de 2? = x obtemos w(z)? = w(z?) = w(x), logo, w(x) = 0 ou w(x) = 1. Vimos que
dado ¢ ¢ ker w podemos decompor A pondo A = Fec @ kerw, tomando em particular
¢ € H, podemos escrever © = w(z)c + (z — w(z)c), qualquer que seja o € A. Desse

modo, se J é um ideal a esquerda de kerw e existe ¢ € H tal que ¢J C J, entao J é

um ideal a esquerda de A. Vale um resultado analogo para ideais a direita.

Em alguns momentos precisaremos fazer uso de algebras baricas que posuam idem-
potentes de peso 1. Podemos obter tais algebras pelo seguinte processo: tomamos
uma algebra arbitraria N sobre F' e aplicagoes lineares A\, p : N — N, em seguida

definimos em F' @& N uma multilicacao dada por

(o, a)(B3,0) = (@B, ab+ aX(b) + Bp(a))

em que o, 3 € F e a,b € N. Por fim tomamos um caracter w dado por w(a,a) = a.
Notamos que o elemento e = (1,0) é idempotente de peso 1. A &lgebra assim obtida

sera denotada por [N, A, p|.

Dadas duas &lgebras béricas (Aj,wy) e (Az,ws), diremos que ¢ : Ay — Ay é
um homomorfismo barico quando ¢ for um homomorfismo de algebras e além disso
valer ws 0 p = wy. Caracterizamos os homomorfismos baricos entre dlgebras na forma

[N, A, p] pela seguinte proposicao.
Proposicao 1.4. Consideremos Ny e Ny dlgebras sobre F', bem como as trans-

formacoes lineares \;,p; : Ny — N;, i = 1,2.

(a) Se ¢ : [N1, A1, p1] — [Na, Ao, po] € um homomorfismo bdrico, entao existem

¢ € Ny e um homomorfismo 6 : Ny — N tais que:

(i) &+ Xa(c) + p2(c) = ¢;



(ii)) fody = (No+ Lc)oB e Gopr=(ps+ R.) 0.

(b) Reciprocamente, dados um homomorfismo 6 : Ny — Ny e ¢ € Ny tais que val-
ham (i) e (ii), a aplica¢ao ¢ : [Ny, A1, p1] — [Na, Ao, p2| definida por (o, a) =

(a,ac+6(a)) € um homomorfismo bdrico.

Demonstracao. Supondo que ¢ : [Ny, A1, p1] — [Na, Aa, p2] é homomorfismo
bérico, temos wy 0 p = wy. Segue-se que o = wi (v, a) = wa(p(a,a)) e we(p(a,a)) =
wa(p1(aya), pa(a,a)) = ¢1(a,a). Logo p(a,a) = («,ps(a,a)). Agora tomemos
¢ = p2(1,0) e @ : Ny — N, dada por 0(a) = ¢2(0,a) e notemos que (o, a) =
(@, pa(@,a)) = (a,2((e,0) + (0,a))) = (a,ac+ 0(a)). Logo, ¢((a,a)(5,b)) =
(af, ab+ ari(b) + Bpi(a)), ou seja,

p((a,a)(8,0)) = (b, affc + 0(ab) + a1 (b) + 50p1(a)) (1.5)

Por outro lado, ¢(a, a)p(8,b) = (a, ac+ 0(a)) (B, fc+ 6(D)), de onde concluimos

o(a,a)p(B,b) = (af, afc®+ach(b)+50(a)c+0(a)d(b)+aBa(c)+ar0(b)+aBpz(c)+Bp20(a)) (1.6)

Igualando (1.5) a (1.6) e agrupando os termos com coeficientes 1 e a5 obtemos 0(ab) =
6(a)f(b) e >+ Na(c)+p2(c) = c. Olhando para os termos com coeficientes a e 3 vemos

que vale (ii).

Segue-se que ¢ : [Ny, A1, p1] — [Na, Aa, p2] é¢ homomorfismo bérico se, e somente
se, (v, a) = (a, ac+0(a)), em que  : Ny — Ny é homomorfismo e ¢ € N, satisfazem

(i) e (ii). Portanto vale (b). O

Corolario 1.2.1. Usando as mesmas notacoes definidas na proposi¢ao anterior para

¢ e 0 temos que € injetiva (sobrejetiva) se, e somente se, O € injetiva (sobrejetiva).

Demonstra¢ao. Suponhamos que ¢ é injetiva. Nesse caso ¢(«a,a) = (0,0) se,
e somente se, (a,a) = (0,0). Supondo f(a) = 0, como ¢(a,a) = (o, ac + 0(a)),

se tomarmos a = 0 teremos ¢(0,a) = (0,0). Segue-se que a = 0. Portanto, 0 é



injetiva. Reciprocamente, suponhamos que 6 é injetiva. Se ¢(«,a) = (0,0), entao
(o, ec + 6(a)) = (0,0). Logo « = 0 e f(a) = 0. Portanto, &« = 0 e a = 0. Segue-se

que ¢ é injetiva.

Se ¢ é sobrejetiva, entdo dado b € N existe a € N tal que ¢(0,a) = (0,b). Logo
(0,6(a)) = (0,b), ou seja, #(a) = b. Portanto 0 é sobrejetiva. Reciprocamente, se 6 é
sobrejetiva, para cadab € N e 8 € F podemos obter a € N de modo que #(a) = b—fc.
Segue-se que ¢(f3,a) = (8, fc+ 0(a)) = (8,b). Portanto ¢ ¢é sobrejetiva. O
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Capitulo 2

Algebras de Bernstein

Uma algebra barica (A,w) é chamada dlgebra de Bernstein quando todo elemento

x € A verifica

(2%)? = w(x)*2? (2.1)

Neste capitulo estudaremos tais dlgebras, algumas de suas importantes subclasses,

bem como a invariancia certos subespacos.

2.1 Algebras de Bernstein

Comegamos esta se¢ao notando que em uma algebra de Bernstein (A, w) o caracter
w é unico. De fato, basta lembrarmos da proposicao 1.3 e notarmos que dado x € ker w
temos, devido a (2.1), (z%)? = w(x)?2® = 0. Portanto, kerw é nil. Segue-se que
podemos nos referir a uma algebra de Bernstein (A,w) apenas por A, sem mencionar

o caracter w.

A fim de estudarmos algumas subclasses de uma algebra de Bernstein vamos
introduzir a nocao de forma invariante. Primeiro tomemos um espaco vetorial A de
dimensao finita sobre F. Em seguida consideremos um operador linear em T : A —

A e uma forma linear nao-nulaw : A — F, tal que woT = w. Definimos um produto
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em A, que torna esse espaco uma algebra comutativa sobre F', por:

2y = w(x)T(y) +w(y)T(z)

quaisquer que sejam x,y € A.

Observamos que w é um caracter, visto que é homomorfismo nao nulo, pois
2w(zy) = w(z)w(T(Y)) +w(y)w(T(z)) = w(z)w(y) +w(y)w(z) = 2w(r)w(y). Segue-se

que (A,w) é uma algebra barica, chamada dlgebra induzida por T.

Na proxima se¢ao utilizaremos o conjunto H = {x € A;w(x) = 1}.

Proposicao 2.1. Em uma dlgebra bdrica (A,w) induzida por T, sdo equivalentes:

20y = w(x)T(y) + w(y)T(z), quaisquer que sejam x,y € A, (2.2)
2 = w(x)T(x), para todo x € A; (2.3)
2 = T(z), para todo x € H. (2.4)

Demonstragao. Mostremos que (2.3) implica (2.2). Para isso tomemos (z + y)? =
w(x+y)T(z+y), que apds desenvolvido nos da x*+y? +2xy = w(z)T(z)+w(y)T(y)+
w(z)T(y) + w(y)T(x). Aplicando (2.3) temos o resultado pedido. Supondo que vale
(2.4) podemos obter (2.3) analizando duas possibilidades para = € A. Caso z ¢ ker w,
tomamos ﬁ € H e aplicamos (2.4). Caso tenhamos x € kerw, basta tomarmos y €
H para obter z+y € H e por conseguinte, devido a (2.4), teremos (x+v)? = T(z+y).
Como y € H, obtemos z? + 2xy = T(z), para todo y € H. Ora, x +y € H, logo
22 + 2x(x + y) = T(z) = 2% + 22y, ou seja, x> = 0. Portanto, 2*> = 0 = w(x)T(x).
Segue-se que em qualquer caso (2.4) implica (2.3). As implicagdes omitidas sao de

simples verificacao. O

Quando, em uma édlgebra (A, w), induzida por T, o operador T for a identidade
em A essa algebra serda chamada unitdria. Em uma &algebra unitaria o produto é

dado simplesmente por 2zy = w(y)r + w(x)y, quaisquer que sejam z,y € A, o que
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decorre diretamente de (2.2) e da definicdo de T. Caso o operador T tenha imagem
unidimensional (A,w) serd chamada constante, e o produto nessa algebra serda dado
por zy = w(z)w(y)e, em que e é um gerador da imagem de T que pertence a H.
De fato, suponhamos que e; € A gera a imagem de T. Tem-se, para todo =z € A,
T(x) = Aze1, A\p € F. Note que w(ey) é nao nulo, pois w(z) = w(T(z)) = M\w(er) e

e1

w # 0. Logo, podemos escrever T(z) = )\xw(el)m. Pondo

el
w(er)

=ee \w(er) = pa,
temos que w(x) = p,. Concluimos que T(x) = w(z)e. Finalmente (2.2) nos fornece
xy = w(z)w(y)e.

Seja f uma forma linear em A, em que (A,w) é uma algebra béarica comutativa e

de dimensao finita sobre F'. Diremos que f é uma forma invariante em A quando

2f(zy) = f()w(y) + f(y)w(z) (2.5)

quaisquer que sejam x,y € A.

Proposicao 2.2. Se (A,w) € uma dlgebra bdrica e f, uma forma linear em A entdo

sao equivalentes.

2f(zy) = f(x)w(y) + f(y)w(z), quaisquer que sejam x,y € A, (2.6)
f(z?) = w(x)f(z), para todo x € A; (2.7)
f(2*) = f(x), para todo x € H. (2.8)

Demonstragdo. Primeiramente notemos que se vale (2.7), entao f((z + y)?) =
w(z +y) f(x + y), quaiquer que sejam z,y € A. Dai decorre (2.6). Supondo (2.8),
tomamos y € H e estudamos dois casos. Se tivermos x ¢ kerw podemos escrever
f(#jp) = f(ﬁ), de onde concluimos (2.7). Caso tenhamos = € kerw, teremos,
devido a (2.8), f((z +y)?) = f(z +y), que implica em f(z?) + 2f(zy) = f(x), para
todoy € H. Ora, x +y € H, logo f(z%) + 2f(z(z + vy)) = f(z) = f(z?) + 2f(xy).
Segue-se que f(2?) = 0 = w(x)f(x). Portanto, em qualquer caso vale (2.7). As

implicagoes omitidas sao de verificagao imediata. 0
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Denotaremos por Y o conjunto das formas invariantes em A. Notamos que esse
conjunto é um subespaco do espaco dual de A, A*, cuja dimensao é maior do que,
ou igual a 1, pois w € T. Observamos também que quando (A,w) é induzida por T,

temos

T = ker( — T") (2.9)

em que I denota a identidade em A* e T* : A* — A* é a transposta de T, conforme

definidas em [6]. De fato, suponhamos que f € T, tomando = € A temos dois casos a

2

analisar. Caso tenhamos = ¢ kerw, teremos f(T(x)) = f (x—> S (il f(x). Caso

w(zx) w(z)

seja, x € kerw, usando (2.2), obtemos 2zy = w(z)T(y) + w(y)T(z) = T(z), qualquer
que seja y € H. Segue-se que f(T(x)) = f(2zy) = w(@)f(y) + w(y)f(z) = f(z), em
que supomos y € H. Portanto, foT = f, ou seja f € ker(I — T*). Notamos que em
uma algebra unitaria o conjunto T das formas invariantes coincide com A*. Em uma
algebra constante temos T(z) = w(x)e, para todo x € A, segue-se que f € T implica
f(z) = f(T(z)) = f(w(z)e) = f(e)w(x). Portanto, quando (A,w) é constante temos
T ={\w;\ € F}.
Definimos Y+ = {z € A; f(z) =0, paratoda f € T} e ann(A) = {x € A; 2y =
0 para qualquer y € A}. Tomando x € ann(A4) e f € T, como zy = 0 para todo
y € A, supondo y € H vem 0 = 2f(zy) = w(z) f(y) + w(y) f(z) = w(@)f(y) + f(2).
Observamos também que z € kerw, pois 0 = w(xy) = w(z)w(y) = w(x). Portanto,
f(z) =0, logo
ann(A) C T+ (2.10)

Diremos que uma &lgebra barica comutativa (A,w) é conservativa quando

ann(A) = T+ (2.11)

A proposigao seguinte mostra-nos em que casos uma algebra induzida por um ope-

rador é conservativa.

Proposicao 2.3. Consideremos uma dlgebra bdrica comutativa (A,w) induzida por

um operador T. Nesse caso (A,w) € conservativa se, e somente se T é projecao.
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Para demonstrar essa proposicao precisamos de dois lemas.

Lema 5. Sejam T : A — A um operador linear e I a identidade em A. Temos

ker( — T*)* = Im(I — T)

Demonstracao. Temos
ker(I — T*)* = {x € A; f(z) =0, para qualquer f € ker(I —T*)}
Im(/-T)={ye A y=({1—-T)(z), com z e A}

Se I — T é sobrejetor, entdo Im(I —T) = A D ker(I — T*)+. Caso contrério, teremos
Im(I —T) & A. Nesse caso, tomamos uma base de Im(I — T), dada por {z;1 <
i < k, z; € A}, que pode ser completada para uma base de A dada por D =
{z;;1 < i < n, z € A}. Em seguida tomamos a base dual de D em A*, dada por

<
{f1<i<n, fie A*}. Agora, se x € ker(I — T*)*, entao

k n
T = g ;2 + E Qa2
i=1

j=k+1

em que «; € F. Segue-se que fr(z) = agyy, 1 <1 < n—k. Por outro lado, notemos
que fgi restrita a imagem de [ — T é identicamente nula, ou seja 0 = fy 0(/ —T) =
fesi0oI — fry o T. Logo, fru € ker(I — T*). E como, = € ker(I — T*)*, concluimos
que ax; = 0 para todo 1 <1 < n — k. Portanto z € Im(/ — T). A outra inclusao é

de fécil verificacao. ]

Analogamente podemos mostrar que ker(T*)*+ = Im(T)

Lema 6. Seja (A,w), uma dlgebra barica induzida por T. Vale a igualdade ann(A) =

kerT.

Demonstracao. Suponhamos que x € kerT, como w é T-invariante, temos x €
ker w. Devido a (2.2), temos 2xy = 0, ouseja x € ann(A). Supondo agora x € ann(A),

usamos (2.3) para ver que x € kerw ou z € kerT. Se x € kerw, tomamos y € H
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e novamente por (2.2), temos 0 = 2zy = w(x)T(y) + w(y)T(z) = T(x). Assim
x € ker T U

Finalmente podemos demonstrar a proposigao 2.3. Sabemos que (A, w) é conserva-
tiva se, e somente se T+ C ann(A) e que T ser projegao significa To(I—T) = 0. Agora,
usando os lemas acima vemos que Y+ = ker(/ —T*)* = Im(I —T) C ker(T) = ann(A)

se, e somente se T o (I —T) =0. O

Dado um espaco vetorial A e W, um subespaco de A, definimos W+ como o
subespago do espaco vetorial dual de A, A* tal que f(z) = 0, quaisquer que sejam
x € Ae f €W+ De modo contririo, dado um subespaco U C A* definimos U~

como o subespaco de A, tal que f(x) = 0, quaisquer que sejam f € U e z € U™,

A proxima proposicao nos da uma caracterizagao das algebras conservativas por
meio de uma equagao. Para demonstra-la precisaremos de um resultado conhecido,

dado como lema.

Lema 7. Sejam A um espaco vetorial de dimensdao finita, W um subespaco de A e

U um subespago de A*, tais que W+ C U. Nessas condi¢oes U+ C W.

Demonstracao. De fato, tomemos uma base de W dada por {z1, ..., 7.} e complete-

mo-la a uma base de A, dada por B = {1, ..., g, Tg41, ..., Tn}. Em seguida tomemos

a base de A*, dual de B, dada por {fi, ..., f,}. Dado z € U+, temos

k n
T = g ;T + E QT
i=1

j=k+1

Ora, fru(r) = apgr e fry € W, logo agy = 0. Portanto, z € W. O

Proposicao 2.4. Uma dlgebra bdrica comutativa (A,w) € conservativa se, e somente
se

7y = w(x)ry (2.12)

quaisquer que sejam T,y € A.
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Demonstra¢ao. Suponhamos que (A,w) seja conservativa. Se f é uma forma
invariante, entao f(z?) = w(z)f(z), para todo z € A. Logo f(z* — w(x)x) = 0, para
todo x € A, ou seja 2? — w(x)xr € T+, para todo x € A. Como T+ = ann(A), tem-se
2%y = w(x)xy, quaisquer que sejam x,y € A. Reciprocamente se zy = w(z)zy,
quaisquer que sejam z,y € A, entdao z? — w(z)z € ann(A), qualquer que seja x € A.
Tomando f € ann(A)*, teremos f(2? — w(z)x) = 0, para todo x € A, ou seja f € T.
Logo, ann(A)* C Y. Portanto, T+ C ann(A). O

Coroldrio 2.1.1. Toda dlgebra bdrica conservativa (A,w) é uma dlgebra de Bernstein.

Demonstragdo. De fato, substituindo y por ? e em seguida por z em (2.12),
obtemos, respectivamente, z21? = w(r)xz? e 2%r = w(x)xz, de onde segue (7?)? =
w(x)a?.

U

Proposicao 2.5. Seja uma dlgebra (A,w) induzida por um operador T. Temos que

(A,w) € Bernstein se, e somente se T é proje¢ao.

Demonstra¢ao. Suponhamos que (A,w) é Bernstein. Entao, combinando (2.1)

com (2.3) vem

(%) = w(z)’T(x) (2.13)
para todo x € A.

Agora, elevando ao quadrado ambos os membros de (2.3), obtemos (2?)* =
w(x)?T(z)?, para todo z € A.

Podemos obter T(x)? substituindo x por T(x) em (2.3). Posto isso e lembrando

que w é T-invariante conseguimos T(x)? = w(x)T?(z). Portanto

(2%)? = w(z)*T?(x) (2.14)

para todo x € A.
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Combinando (2.13) com (2.14) obtemos w(z)?[T(x) —T?(z)] = 0, para todo x € A.
Logo, se x ¢ kerw, temos T? = T. Se z € kerw, tomando y € H, teremos = +y ¢
kerw. Daf vem, T(z) + T(y) = T(x +y) = T*(z + y) = T?*(z) + T*(y), o que nos d4
novamente T? = T. Portanto, se (A,w) é Bernstein, concluimos que T é projegao. A

outra implicacao decorre diretamente da proposicao 2.3 e do corolario 2.1.1. O

Consideremos o subespago de A* dado por B = (4%)+ = {f € A*; f(2?) =
0, para todo x € A}. Temos BNYT = 0. De fato, sejam f € BNYT ez € A. Se
z ¢ ker(w), entdo, devido a (2.7) e a defini¢dao de B, temos 0 = f(2?) = w(z)f(x),
logo f(z) = 0. Caso tenhamos = € kerw, tomamos y € H e obtemos 0 = 2f(xy) =

w(@)f(y) +w(y)f(z) = f(x), usando (2.6).

Como T e B sao subespagos de A*, temos dim(Y) + dim(B) < dim(A4*). A
igualdade ocorre se, e somente a édlgebra (A, w) é induzida por uma projecao. Esse é
o conteiudo do préoximo teorema. Antes, contudo, precisaremos de alguns resultados

preliminares.

Lema 8. Sejam A um espago vetorial de dimensao finita sobre ' e W um subespago

de A. Temos (W)t =W

Demonstra¢do. Dado w € W, temos w € (W)L, Por outro lado, para vermos que
(WH)L C W, tomemos uma base de W dada por {vy,...,v} e completemo-la a uma
basede V', B = {vy, ..., U, Ug11, -.., Un }. A seguir tomemos a base { f1, ..., fi, fet1,---Sn}s

dual de B. Dado v € (W+)+, temos

v = Zfi(v)vi + Z fi(v)v; = Zfi(v)vi

j=k+1

pois fry; € W+, Portanto, v € W. O

Lema 9. Sejam A um espaco vetorial e T um operador linear em A, tal que T? = T.

Temos ker(I — T*) @ ker(T*) = A*

Demonstra¢ao. De fato, se f € A* entdo f = foT + (f — foT), em que
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foT eker(I —T*)e f— foT € ker(T*). Além do mais, vé-se sem dificuldades que
ker(I — T*) Nker(T*) = 0. O

Lema 10. Se T @ B = A*, entdo Y+ @ B+ = A.

Demonstracao. De fato, como ¥ @ B = A*, entao T+ e B sao subespacos de
A, com intersegao nula. Logo, basta mostrarmos que dim(Y+) +dim(B*) = dim(A4).
Para estabelecer isso, tomemos um subespaco S de A* e uma base sua dada por
{fi;1 <i < k}. Em seguida completemos essa base a uma base de A* dada por D =
{fi;1 < i < n}. Tomemos agora, a base dual de D em A dada por {z;;1 < i < n}.
Dado v € S*, temos v = ¢ | (o) + > ik (@jzy), com a; € . E claro que 0 =
fi(v) = e, logo v = 377, (ayx;). Portanto, dim(S™+) = n—k = dim(A*) — dim(S).
Em particular temos dim(YT+) = dim(A*) — dim(Y) e dim(B*) = dim(A*) — dim(B).
Segue-se o resultado dim(Y+) 4 dim(B+) = dim(A). O

Teorema 2.1. Uma dlgebra barica (A,w) € induzida por projecao se, e somente se
A*=T® B.

Demonstracao. Comecamos mostrando que em uma algebra induzida por T temos
A? = Im(T). De fato, se zy € A?, devido a (2.2), temos zy = sw(x)T(y) +

tw(y)T(z) = T [w(z)y + sw(y)z] € Im(T). Por outro lado, se z ¢ kerw entdo,
2

devido a (2.3), temos T(z) = 2@ € A% E, se ¥ € kerw, tomando y € H e usando

(2.2), vem que A? 3 2zy = w(z)T(y) + w(y)T(z) = T(z). Portanto Im(T) C A%

Segue-se a igualdade.

Agora, suponhamos que (A,w) é induzida por uma projegdo T. Sabemos que
ker(T*)* = Im(T). Usando o lema 8, temos B = (A?)* = Im(T)* = ker(T*). Devido
ao lema 9 temos T @ B = ker(I — T*) @ ker(T*) = A*. Reciprocamente, supondo
T®B = A*, olema 10 nos diz que A = T+@ B*. Consideremos a projecao T, definida
por Im(T) = B+ eker(T) = T1, e tomemos z = 22 —w(x)T(z),comz € A. Se f € B,
entdo, como Im(T) = B+, temos f(2? — w(z)T(z)) = f(2?) — w(z) f(T(x)) = 0, para
todo z € A. Caso tenhamos f € T, entao f(z*> —w(z)T(z)) = f(2?) —w(z)f(T(x)) =
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w(z)f(x) — w(@)f(T(x)) = w(x)[f(x — T(x))]. Como x — T(z) estd no ker(T), que é
projegao, temos f(z? — w(z)T(z)) = 0. Portanto, z = 0, ou seja, (A,w) ¢é induzida

pela projecao T. O

Corolario 2.1.2. Uma dlgebra bdarica (A,w) € unitdria se, e somente se A* =T.

Demonstrag¢ao. Ja sabemos que se (A,w) é unitaria, vale A* = T. Reciproca-
mente, supondo que A* = T, tomemos a proje¢do T dada por Im(T) = B+ = A. E

claro que T é a identidade em A. Logo (A, w) é unitaria. O

2.2 Decomposicao de Peirce em algebras de

Bernstein

Nesta segao trataremos da decomposicao de uma algebra de Bernstein (A4,w) a
partir de ker w. Para isso serd fundamental a existéncia de um idempotente de peso
um em A. Essa decomposi¢ao nos permitird estudar certos subespacos de A, co-
nhecidos como p-subespagos. Mais adiante, usando o mesmo processo, obteremos uma
decomposicao similar para outras algebras. Comecamos obtendo uma generalizacao

de (2.1), obtida por linearizacao dessa equagao. Isso é o que diz o seguinte lema.

Lema 11. Seja (A,w) uma dlgebra de Bernstein sobre um corpo F', com caracteristica

diferente de 2. Se F tiver mais de 3 elementos entao
222 (zy) = w(x)?zy + w(z)w(y)r? (2.15)
quaisquer que sejam x,y € A.

Demonstragdo. Substituindo = por ax +y, o € F, em (2.1) temos ((ax +y)?)? =

w(ax +y)?*(ax + y)% Logo,

o (2%)? + 40’2 (zy) + 40 (zy)? + day®(zy) + (v°)* + 2a°2%y* =
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otw(x) r? + 20Pw(x) oy + Pw(x)?y? + 203w(z)w(y)r?
+H4otw(r)w(y)ry + 20w ()w(y)y® + ?w(y)®e? + 2aw(y) oy + w(y)®y®  (2.16)
Devido a (2.1) obtemos

a’(42®(zy) — 2w(z)*y + 2w(2)w(y)z?) + o (4(zy)? + 20%Y* — w(2)*y® — dw(@)w(y)zy — w(y)*a?)

+o(4y? (zy) — 2w(@)w(y)y® — 2w(y)’zy) =0 (2.17)

Substituindo @ por —a em (2.17) e subtraindo o resultado de (2.16) obtemos uma

identidade que multiplicada por }1 nos da
a’ (22 (zy) —w(z) wy—w(@)w(y)e®) + a2y (zy) —w(@)w(y)y® —w(y)*(zy)) = 0 (2.18)

Como F' tem mais de trés elementos, tomamos 5 ¢ {0,1, —1}. Substituindo « por 3

em (2.18) e simplificando o resultado por 3 temos

32 (22% (wy) —w(z)*zy —w(@)w(y)e?) + (2y* (zy) —w(@)w(y)y* —w(y)*(zy)) = 0 (2.19)
Substituindo o por 1 em (2.18), temos

(22 (zy) — w(@)*zy — w(z)w(y)z?) + (29" (zy) — w(z)w(y)y® — w(y)*(zy)) =0 (2.20)
Subtraindo (2.20) de (2.19), vem

(8% = 1)(22*(2y) — w(z) 2y — w(@)w(y)z®) =0
Portanto, como /3 # 1, temos

22° (zy) — w(r)ry — w(T)w(y)z® =0

Segue de (2.15) que
v*(ry) =0
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quaisquer que sejam z,y € kerw. Logo, linearizando essa identidade obtemos

2} (r9w3) + 2(2112) (1173) = 0 (2.21)

quaisquer que sejam xq, To, T3 € kerw

Notamos que toda algebra de Bernstein possui idempotente de peso um. De fato,
como w é sobrejetor, podemos tomar x € A tal que w(x) = 1. Entao, da relacao
2 = w(x)?2?* = 2% Portanto 2% ¢é

que define uma &lgebra de Bernstein temos (x
idempotente, e além do mais w(x?) = w(x)? = 1. A seguir caracterizamos o conjunto

dos idempotentes de uma algebra de Bernstein.

Lema 12. Sejam (A,w) uma dlgebra de Bernstein e 1d(A) o conjunto dos idempo-

tentes de A. Temos

Id(A) = {2*w(z) =1} U {0}

Demonstracao. Primeiramente, notemos que todo idempotente nao nulo em uma

dlgebra de Bernstein (A,w) tem peso 1. De fato, se x € A ¢é tal que 2? = x, com

z # 0, entao z = 22 = (2%)? = w(x)?2? = w(x)?z. Segue-se que z(1 — w(x)?) = 0.
Portanto, w(z)? = 1, ou seja w(z) = 1, pois todo idempotente tem peso 0 ou 1, visto

que €2 = e implica em w(e?) = w(e), logo w(e)(w(e) — 1) = 0. Reciprocamente, ¢ facil

ver que 0 € Id(A). Além disso, se 22 ¢é tal que w(z) = 1, entao (22)? = w(z)?x? = 22,

ou seja z* € Id(A). O

Proposicao 2.6. Seja e um idempotente nao nulo de uma dlgebra de Bernstein (A, w)

sobre um corpo F. Se F' possui pelo menos quatro elementos entao

2e(2ey) = 2ey (2.22)
2ey® + (2ey)® = y° (2.23)
(2ey)y® =0 (2.24)
() =0 (2.25)
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qualquer que seja y € kerw.

Demonstra¢ao. Para obter (2.22) tomemos * = ¢ e y € kerw em (2.15) e em
seguida substituimos ey por 2ey. Ainda usando (2.15), tomemos = em ker w e substi-
tuamos y por e. Desse modo obtemos, 2z?(ze) = 0, com z € kerw, de onde decorre
(2.24). Ainda em (2.15), substituindo x por e + z, com z € kerw e também substi-
tuindo y por e, obtemos 2e+2e(ez)+2e(2ez)+(2ez)(2e2) +2ez2+2(ez)2? = 2e+3ez+
z?. Em seguida usamos as relagoes (2.22) e (2.24) para obter 2ez? + (2e2)? = 22, com
z € kerw, ou seja (2.23). Finalmente obtemos (2.25) substituindo x por y € ker w em

(2.1). O

Definamos M, : ker w — kerw, que a cada y € ker w associa 2ey. Devido a (2.22)
M, é projecao, portanto kerw = U, & Z,, U, = ImM, e Z, = ker M,. Portanto, dada

uma &lgebra de Bernstein (A,w) e um idempotente nao nulo e, temos

A=Fea U, @7, (2.26)

Em que U, = {y € kerw;2ey = y} ¢ Z, = {y € kerw;ey = 0}. A decomposicao

(2.26) é chamada decomposi¢dao de Peirce de A relativa ao idempotente e.

O préximo resultado mostra como os subespagos U., Z., U.Z,., U? e Z? se rela-

cionam com relagao a inclusao e sera muito utilizado no que segue.

Proposicao 2.7. Seja (A,w) uma dlgebra de Bernstein. Valem as sequintes in-

clusoes.

vlcz, z*cuU, UZ, CU,

Demonstragao. Devido a (2.23) temos M, (y?) + M.(y)? = y*. Linearizando essa
relagdo obtemos M, (y1y2) + Mc(y1)Me(y2) = 11y2, em que yi,ys € kerw. Tomando
Y1,Y2 € U, vem M, (y1y2) = 0, ou seja y1y2 € Z.. Portanto, U? C Z.. Além disso,
notemos que tomando y; € kerw e yo € Z,, teremos M. (y1y2) = y1y2. Portanto,

kerwZz, C U,. Em particular, Zf cU.eU, 2z, CU,. OJ

O préximo resultado nos dé algumas identidades em uma &lgebra de Bernstein.
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Corolario 2.2.1. Seja (A,w) uma dlgebra de Bernstein com idempotente nao nulo

e. Entao

u' =0 u(uz) =0 uz>=0 (2.27)

(u?)? =0 (uz)*=0 (2.28)
quaisquer que sejam u € U, e 2 € Z,.

Demonstracao. Tomando y € kerw, y = su+tz, com s,t € Feue U, z € Z,
e levando em (2.24) temos 0 = [2e(su + t2)]|(su + t2)? = s%u® + 2s*tu(uz) + st*uz?.
Fazendo t = 0 e s = 1, temos u® = 0, restando apenas 2s?tu(uz) + st>uz? = 0. Pondo
s=1t=1e, em seguida, t = 1 e s = —1, vem, respectivamente, 2u(uz) + uz?> =0 e
2u(uz) — uz? = 0, de onde obtemos u(uz) = 0 e uz? = 0. Portanto, (2.24) implica

(2.27). Analogamente e usando (2.25), vemos que 0 = (y?)? = [(su + tz)?]? implica

Em uma &lgebra de Bernstein podemos obter vérias outras identidades envolvendo
os elementos de kerw, a partir das linearizagoes das relagoes (2.27) e (2.28). Esse é o

conteiido do préoximo corolério.

Corolario 2.2.2. Em uma dlgebra de Bernstein valem:
u(z122) =0 (2.30)

utug + 2ur (urug) = 0 v (u?2) = 0 wp(ugus) + ug(urus) + us(uyug) =0 (2.31)
u(ugz) + ug(u12) =0 u%(ulm) =0 uf(u2z) + 2(uqug)(urz) =0 (2.32)

(u12)(ugz) = 0 = (uz)(uze) (uruz)z® = u?(2125) = 0 (2.33)

quaisquer que sejam u,uy,us € U, € 2,21, 20 € Z,.
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Demonstragdo. Linearizando uz® = 0 e lembrando que u* € Z, obtemos (2.30).
Linearizando duas vezes u® = 0 temos u; (ugu3) + uz(ujug) + uz(uiug) = 0. Tomando
u; = ug nessa relacao, obtemos u%u2 + 2u; (uqug) = 0. A segunda relagao em (2.31)
é obtida escrevendo u*(u*z) = —2u(u(u?z)) utilizando a primeira relagao de (2.31).
Como u(u?z) = 0, segue que u(u(u?z)) = 0. As identidades em (2.32) sdo obtidas
respectivamente por linearizagdao de u(uz) = 0, (u*)? = 0 e v*(uz) = 0. Por fim,

linearizando (uz)? = 0 e u?2% = 0 obtemos (2.33). O
Definimos Id;(A) como o conjunto dos idempotentes nao-nulos de A.

O préximo corolario conta-nos que, em uma algebra de Bernstein, o conjunto

Id;(A) pode ser parametrizado por U..

Corolario 2.2.3. Sejam (A,w) uma dlgebra de Bernstein e e um idempotente ndo-
nulo nessa dlgebra. A correspondéncia u — e + u + u® define uma bijecao entre U, e

o conjunto 1d,(A), dos idempotentes nao-nulos de A.

Demonstra¢ao. Dado u € U,, usando as relagoes do teorema 2.2.1, temos (e +
u+u?)? = e+ u+ u? Portanto, e + u + u? é idempotente nao nulo. Segue-se que
a correspondéncia u +— e + u + u? define, de fato, uma fungao ¢ : U, — Id;(A).
Mostremos que ¢ é uma bijecao. Como A = Fe ® U, & Z,., vemos sem dificuldades
que ¢ é injetiva. Seja x € A um idempotente nao-nulo. Sabemos que w(z) = 1, logo
r=ec+u+z comu €U, ez€ Z,. Segue-se que (e+u+2)? = e+ (u+2uz+2?) +u?.
Da igualdade 22 = z, obtemos (2uz + 2%) +u? = z. Como (2uz + 2?) € U, e u? € Z,,

temos z = u?. Portanto, ¢ é sobrejetiva. O

Segue desse coroldrio que Id;(A) = {e + u + u*;u € U,}. Assim, se e e f sao
idempotentes nao-nulos em uma &dlgebra de Bernstein, existe uy € U, tal que f =

e + ugp + u. Com base nessa observagao podemos demonstrar o préximo coroldrio.

Corolario 2.2.4. Dados os idempotentes nao-nulos e e f de uma dlgebra de Bernstein
A, com f = et+ug+ud, para algum uy € U, e supondo A = Fe®U.DZ,. As aplicagioes

o:U.— Uy ev: Ze — Zy, tais que o(x) = x + 2upx e 1(z) = 2z — 2upz — 2udz,
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comx €U, ez € Z, sao isomorfismos de espagos vetoriais.

Demonstragdao. Notemos inicialmente que dados ug,x € U. e z € Z,, temos My (z+
2ugz) = 2f (24 2upx) = 2(e+ug+ul)(z+2upz). Desenvolvendo e usando as definigoes
de U, e Z,, bem como as identidades obtidas no teorema 2.2.1 e no corolario 2.2.2,
obtemos M (x4 2upx) = x 4 2upx. Segue-se que o esta bem definida. Analogamente
e usando as linearizagoes obtidas no coroldrio 2.2.2, temos M;(z — 2upz — 2ulz) = 0.
Isso nos mostra que ¢ também estd bem definida. Como U, N Z, = 0, entao o e ¢ sao
injetivas. Como A = Fe ® U, @ Z, tem dimensao finita, pondo x = ae + u + z, com
acF,ueU,ez€ Z, vemos que ¥: A— A, dada por ¥V(z) = af +o(u) + ¢(z2)

¢é sobrejetiva. Logo o e ¢ também o sao. ([l

Notamos a partir desse iltimo coroldrio que as dimensoes de U, e Z. independem
da escolha do indepotente e. Desse modo o par (1+dim(U,), dim(Z,)) é um invariante
para as algebras de Bernstein de dimensao finita. Chamamos esse invariante de tipo

da algebra (A,w).

Podemos obter caracterizacoes de algumas algebras de Bernstein a partir de seu

tipo, como nos mostra o proximo teorema.

Teorema 2.2. Uma dlgebra barica (A,w) € uma dlgebra de Bernstein do tipo (n,0)

se, e somente se (A,w) € uma dlgebra unitdria.

Demonstragao. Sejam (A,w) uma algebra de Bernstein e e um idempotente nao
nulo em A. Tomemos M, : kerw — kerw tal que M.(y) = 2ey. Notemos que
M.(y) =y, para todo y € U,. Logo M, é a identidade em kerw. Portanto, 2ey = y.
Por outro lado, usando (2.23), temos 2ey? + (2ey)? = y?, que implica em 2ey* = 0.
Mas 2ey? = M,(y*) = y?. Segue-se que y*> = 0. Tomando z € A, com = = w(z)e + v,
vem 2? = w(z)?e + 2w(z)ey = w(x)[w(z)e + y] = w(z)z. Portanto (A,w) é unitdria.
Reciprocamente, se (A,w) é unitaria, entdo sabemos que ela é Bernstein. Além do
mais, M.(y) = 2ey = w(e)y + w(y)e = y, qualquer que seja y € kerw. Logo,
M.(y) = Idgerw, ou seja, dim(Z,) = 0. Portanto, (A,w) é do tipo (n,0). O
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Teorema 2.3. Uma dlgebra bdrica (A,w) € Bernstein do tipo (1,n—1) se, e somente

se (A,w) € uma dlgebra constante.

Demonstra¢ao. Notemos que se dim(Z,) = n — 1 = dim(kerw), entdo M, é
identicamente nula. Logo, 2ey = M,(y) = 0. Usando (2.23), temos 2ey?+(2ey)? = y?,
de onde tiramos 2ey* = y?. No entanto, 2ey? = M, (y?) = 0, ou seja, y?> = 0. Tomando
r = w(z)e+y, temos 2? = w(x)?e+2w(x)ey+y* = w(z)?e. Logo, * = w(z)T(z), com
T(x) = w(x)e. Portanto (A,w) é constante. Reciprocamente, se (A,w) é constante,
entdo (A,w) é Bernstein e satisfaz 2ey = 2w(e)w(y)e = 0, para todo y € kerw. Logo,

M, é identicamente nula, ou seja, (A4,w) é do tipo (1,7 — 1). O

Corolario 2.2.5. Uma dlgebra de Bernstein de dimensdo n < 2 € uma dlgebra

unitdria ou constante.

Demonstra¢ao. Se n = 1, entao (A,w) é do tipo (1,0). Portanto, unitéria. Caso
tenhamos n = 2, entdo ha duas possibilidades: (A,w) é do tipo (1, 1) ou do tipo (2,0).

No primeiro caso (A,w) é constante e no segundo, unitéria. O

Corolario 2.2.6. Uma dlgebra de Bernstein A de dimensao n > 1 nao possui ele-

mento unidade.

Demonstracao. De fato, suponhamos que A possui unidade 1. Ponhamos e = 1.
Tem-se M.(y) = 2ey = 2y, qualquer que seja y € kerw. Logo, dim(U,) = n — 1,
ou seja (A,w) é do tipo (n,0). Segue-se que (A,w) é unitéria, de onde tiramos
20 = 2ex = x4w(x)e, ouseja, © = 2w(x)e. Isso no diz que dim(A) = 1, contradizendo

a hipdtese. 0

2.3 Algebras de Bernstein-Jordan

Uma algebra comutativa A é chamada A/lgebm de Jordan quando
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(%) = a*(ya) (2.34)

quaisquer que sejam x,y € A. Uma algebra de Bernstein-Jordan é uma algebra de

Bernstein que também é algebra de Jordan.

Proposicao 2.8. Seja (A,w) uma dlgebra de Bernstein sobre F' com decomposi¢ao

A=FeapU,® Z,. Sao equivalentes:

(a) A € Jordan;
(b) Z? =0 para todo idempotente nao-nulo e;

(c) Ewiste um idempotente ndao-nulo e tal que Z*> = 0 e (uz)z = 0, quaisquer que

sejamu € U, e z € Z,;

3 2

(d) A satisfaz a equagio x° = w(x)x>.

Demonstragao. Para mostrar que (a) implica (b) tomemos z = e+ 2z e y = e em
(2.34), em que e é um idempotente ndo nulo e z € Z,. Teremos 322 = 3. Substituindo
Z por —z nessa expressao obtemos %,22 = —23. Somando as duas ultimas expressoes
obtidas, temos 2?2 = 0. Como z e e foram tomados arbitrariamente, segue-se que
Z? = 0 qualquer que seja o idempotente nao nulo e. Supondo que Z? = 0 para todo
idempotente nao-nulo e, tomamos um idempotente nao-nulo ¢’, tal que, devido ao

coroldrio 2.2.3, ¢/ = e + ug + u3, ug € U.. Sabemos do coroldrio 2.2.4 que

Uo = {u+2uug;u € Uy e Zo = {z—2(up +ud)z; 2 € Z.}

Como Z% = 0, tomamos z{, = zy — 2(up + u2)zp, com 2y € Z. e concluimos que
0= (2/)* = 22 — 4(uo20)20 — 4(uz0)z0 + 4[(uo + ud)z0)> = —4(up20)20. Portanto,

(u020)20 = 0 quaisquer que sejam uy € U, e 29 € Z.. Supondo (c), tomemos = =

3 3 2

aetu+z,comu € U, e 2 € Z,, e substituamos em z°—w(z)z?. Obtemos 2®—w(x)z? =
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u? +u?z +uz? 4 22 + 2u(uz) 4 2(uz)z — faz? = 0. Finalmente, supondo que (e) seja

3

valido, linearizamos x® — w(z)z? = 0 para obter

22 (xy) + 2%y — w(y)a? — 2w(x)ry =0 (2.35)

para quaisquer z,y € A. Depois, multiplicando (2.35) por = obtemos

2[x(zy)] + 2(2%y) — w(y)z® — 2w(z)z(zy) =0 (2.36)

para quaisquer z,y € A. Agora, substituindo y por xy em (2.35) vem

2z[z(2y)] + 2*(vy) — w(@)w(y)z® — 2w (z)z(ry) =0 (2.37)

quaisquer que sejam z,y € A. Por fim, subtraindo (2.37) de (2.36), chegamos a
z(x?y)—2?(zy) —w(y)[z® —w(x)x?] = 0. Devido a hipdtese (d) temos z(x?y) = x?(xy).

Portanto, A é Jordan. O

Linearizando a rela¢ao (uz)z = 0, obtemos as identidades do corolario abaixo.

Corolario 2.3.1. Em uma dlgebra de Bernstein-Jordan A, com decomposicao de

peirce A = Fe ® U, & Z., para algum idempotente nao nulo e, sao vdlidas as identi-

dades:

(uz1)zg + (uz9)z1 =0 (2.39)
quaisquer que sejam u € U,, z € Z,.
0

Corolario 2.3.2. Sejam (A,w) uma dlgebra de Bernstein e I um ideal de A contido
em kerw. A dlgebra quociente A/I é Jordan se, e somente se Z> C I, para cada

decomposicao A = Fe® U, & Z,.
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Demonstra¢ao. Suponhamos que A/I seja Jordan. Tomando A = Fe® U, ® Z, e
A/T = Foyj®Uey @B Zey s, como A/I é Jordan, vem Z2_; = 0. Segue-se que (z+1)(z1+
I) = 0+1, quaisquer que sejam z,z; € Z,, ou seja, Z> C I. Reciprocamente, tomando
2,21 € Ze,se Z2 C I, entdo zz € Z2. Logo, 0+1 = zz1+1 = (2+1)(z1+1) = (Z2,)).
Portanto, (Z2, ;) = 0. O

Tomando A+ Fe® U, ® Z, e L = {u € U,;ulU, = 0}, temos que L é um ideal de
A. De fato, dado ug € L, vem 2eug = M,(ug) = up € L. Temos também uug =0 € L,
para todo u € U,. Finalmente tomando u € U, e z € Z,, temos uz € U.Z. C U,, de
onde concluimos que ug(uz) = 0. Levando esse resultado na primeira identidade de
(2.32) temos u(ugz) = 0. Portanto, ugz € L. O préximo resultado nos diz um pouco

mais a respeito do ideal L.

Proposicao 2.9. Seja A uma dlgebra de Bernstein. O ideal L = {u € U.;uU, = 0}

€ a intersecao de todos os subespagos U,, com e € Id;(A).

Demonstragao. Sejam os idempotentes nao nulos e, f € Id;(A) e ug € U, tal que

f = e+ up+ui. Sabemos, devido ao coroldrio 2.2.4 que

Ur = {u+2upu;u € U}

Portanto, se u € U, N Uy entdo existe v’ € U, tal que u = v’ + 2upu’. Segue-se
que u — u' = 2uu’, logo u —u' € U, NU? C U, N Z, = 0. Concluimos que u = v’ e

ugu = 0. Como Id;(A) = {e + up + ud;ug € U}, se

entao upu = 0, para todo uy € U.. Portanto, u € L. Por outro lado, se v € L, entao

U= u+ 2uty € Ueyyyqy2, Para todo uy € Ue. Logo,

uE(]U6

ecld; (4)
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Corolario 2.3.3. Se (A,w) € uma dlgebra de Bernstein, entdo (A/L,@) € uma dlgebra

de Bernstein-Jordan.

Demonstracao. Comecamos notando que L C kerw. Além disso, devido a primeira
identidade em (2.30), temos u(zz1) = 0, quaisquer que sejam u € U, e 2,21 € Z,.
Segue-se que zz; € L, para quaisquer z,z; € Z,, ou seja, Z> C L. Portanto, A/L ¢é
Jordan. O

Para finalizar esta secao, temos a seguir uma condicao para que uma algebra de

Bernstein seja Jordan.

Corolério 2.3.4. Seja (A,w) uma Bernstein do tipo (1 +r,s) com decomposicao de
Peirce A = Fe ® U, ® Z.. Seja também § = dim(U?). Se § > 1r(r — 1), entdo A é

Jordan.

Demonstracao. Tomemos U’, um subespago complementar de L em U,, ou seja
U.=LaU'. Temos U2 = L?+ (U')?+ LU’ = (U")?. Supondo L # 0, concluimos que
dim(U’) = r — dim(L) < r — 1. Logo, dim(U?) = dim((U")?) < ir(r — 1). Portanto,
se dim(U?) > 1r(r — 1), entdao L = 0. Segue-se do coroldrio anterior que A/L = A ¢

uma algebra de Jordan. 0

2.4 P-subespacos em algebras de Bernstein

Seja uma &dlgebra de Bernstein (A,w) com decomposigao de Peirce A = Fe @
U, @ Z,. Usando os subespagos U, e Z, podemos obter subespagos do tipo (U.Z, +
Z%)& Z,. Certos subspagos de ker w como esse, permanecem inalterados se trocarmos
o idempotente na decomposicao da algebra A = Fe & U, @ Z,. Ha um interesse
especial em estudar subespacos de ker w com essa propriedade. Esse sera o caminho
a percorrer nesta secao, na qual estudaremos os p-subespagos em uma algebra de
Bernstein, bem como a invariancia desses subespacos pela troca do idempotente na

decomposicao de Peirce A = Fe® U, ® Z..
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Exemplo 3. Tomemos uma dlgebra de Bernstein (A,w) com idempotente nao nulo
e. Consideremos sua decomposicio de Peirce A = Fe & U, ® Z.. Mostremos que
o0 subespago de kerw dado por (U.Z, + Z*) @ Z, permanece inalterado se trocarmos
o idempotente e. De fato, tem-se Y+ = (U.Z, + Z?) ® Z,, em que Y €, como foi
definido anteriormente, o conjunto das formas invariantes em A. Para estabelecer
isso, tomemos x € A, na forma x = w(x)e+u+z, comu € U, e z € Z,. Sabemos que
f € uma forma invariante quando f(x*) = w(z)f(x), ou seja fl(w(x)e +u + 2)?| =
w(z)f(w(r)e+u+2), que desenvolvido nos dd w(x)f(u)+ fl(u+2)?] = w(z)f(u+ 2).
Essa expressio equivale a fl(u+2)% =0 e f(u+z) = f(u), que por sua vez equivale
a f(z) = f(u?) = f(uz) = f(2%) = 0. Mostramos que Y C [(UsZ. + Z2) @ Z.*. Por
outro lado se f € [(UZ. + Z2) ® Z.)*, entao f(z) = f(uz) = f(2%) = 0, e como
U?C Z., tem-se f(u?) = 0. Seque-se que f € Y. Portanto,

Tt = (UZ.+ Z2) @ Z. (2.40)

Nesse exemplo, estabelecemos que (U.Z. + Z?2) @ Z, nao varia pela troca do idem-
potente, mostrando que esse espaco ¢, na verdade, um espaco conhecido e que nao
depende do idempotente, qual seja: T+. Veremos como estabelecer quando um espaco
desse tipo nao varia pela troca do idempotente por outro processo. Antes, porém,

precisamos de algumas definigoes.

Consideremos uma decomposigao de Peirce A = Fe @ U, & Z, de uma algebra de
Bernstein. Os subespagos de A, obtidos a partir de expressoes monomiais contendo

U, e Z, sao chamados p-monomios. Sao exemplos de p-monomios

e

v. Z. U* 7* Uz, UXU.Z,)

Se m,. denota um p-monodmio, entdao dm, indica o grau de m,.. Devido as inclusoes
do lema (2.7, validas em uma algebra de Bernstein, temos duas possibilidades para

um p-monomio: m, C U, ou m, C Z,. Um p-subespaco de A é uma soma finita de
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p-monomios, como por exemplo:

U Z. U+2Z, UZ,+7Z? (U+Z3)+U,

De um modo preciso, um p-subespago é obtido a partir de um polinémio p(z,y),
sem termo constante e com todos os coeficientes iguais a 1, de varidveis comutativas
e nao-associativas, pela substituicao de x por U, e y por Z.. Tais p-subespacos serao
denotados por p.. Dado um p-subespaco existem dois subespacos g. C U, e h, C Z,,
tais que p. = g ® h.. Quando p. = py, para todo par de idempotentes e, f € A,
diremos que p. é invariante. Caso tenhamos dim(p.) = dim(ps), para todo par
e, f € Id(A), diremos que p, tem dimensdo invariante. E claro que U, & Z, = kerw é
invariante, logo tem dimensao invariante. Devido ao corolario (2.2.4), U, e Z, também
possuem dimensao invariante. A expressao (X ), denota o espaco gerado pelo conjunto

X.

Essas definigoes serao usadas nos demais capitulos.

Exemplo 4. Seja A = Fe® U, ® Z, uma decomposicao de Peirce para a dlgebra de
Bernstein A. Tomemos o polinémio p(z,y) = X + X? e mostremos que p. = py,
para todo par de idempotentes e, f € Idi(A). Tomemos o, conforme definido no
coroldrio (2.2.4) por o(u) = u + 2uug. Dados dois idempotentes nao nulos e, f € A,
pelo coroldrio 2.2.3, temos f = e + ug + u3 para algum ug € U.. Desse modo, py =
Up+UF = (o(u1)+0(u2)* ur, up € Ue). Logo py = (ug+2urug+ (ug+2ustig); uy, ug €
Ue.) = (ug + 2ugug + u3 + dug(ugug) + 4(ugug)?; ur, ug € U,) C U, +U?2 = p,. Portanto,

p € invariante e por consequinte tem dimensao invariante.

Vimos no corolario 2.2.4 que o : U, — Uy e v : Z, — Zy, dadas por o(u) =
u+2ugu e 1(z) = 2—2upz—2ulz, com ug € U, tal que f = e+up+u, sdo isomorfismos
de espagos vetoriais. Consideremos ¢ : U, — U,, dada por £(u) = u — 2uiu.
Afirmamos que, em uma algebra de Bernstein-Jordan, £ também é isomorfismo de

espagos vetoriais. De fato, se £(u) = 0, entao u = 2udu. Multiplicando essa equagao
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por uy e usando (2.34) e (2.32) obtemos uug = 2ug(uiu) = 2ui(ugu) = 0. Além
do mais, devido a primeira relagao em (2.31), temos u = 2uiu = —4ug(ugu) = 0.

Portanto, ¢ é injetiva, e como dim U, é finita, £ é também sobrejetiva.
Definimos ¢ : A — A, por ¢p(ae+u+z2) =af +o(u) +u(z),u e U. e z € Z,.

De acordo com o corolario 2.2.4, ¢ é um isomorfismo. Chamaremo-lo trans-

formagao de Peirce relativa aos idempotentes e, f € Idy(A).

A préxima proposicao faz uso desses isomorfismos.

Proposicao 2.10. Seja A uma dlgebra de Bernstein com decomposi¢ao de Peirce
A= Fed U, ® Z, satisfazendo U>Z, = 0 e (uz)z = 0, para quaisquer u € U, e
z € Z,. Sejam também os isomorfismos o, v e £ definidos acima. Nessas condi¢oes

valem

(C) L<21)L(Z2) = 0<2122) = Z1%2;

(d) €(&(u)z) = uz.
quaisquer que sejam u,uy,us € U, € 2,21, 290 € Z,.

Demonstracao. Inicialmente observemos que se A é uma &lgebra de Bernstein

satisfazendo as hipdteses dessa proposicao, entao vale a identidade

(uz1)za + (uz2)z1 =0 (2.41)
para quaisquer u € U, e 21,29 € Z, que é a linearizacdo de (uz)z = 0. De-
senvolvendo o(uj)o(ug) temos o(uy)o(uz) = (u1 + 2uouy)(ug + 2uouz) = ujus +

2uy (ugug) + 2ug(uguy) + 4(upuy)(uguz). Considerando as relagoes (2.21) e (2.31),

temos o(uy)o(ug) = t(ujuz). Do mesmo modo, o(u)(z) = (u + 2ugu)(z — 2upz) =
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uz — 2u(upz) + 2z(uou) — 4(upu)(upz). Usando (2.32) e (2.21), vemos que o(u)i(z) =
uz + 2up(uz) + 2ud(uz). Segue de (2.41) que o(u)i(z) = uz + 2ug(uz) — 2z(udu).
Agora devido a (2.31), (2.32) e (2.33), temos

uo((ugu)z) = —(udu)(upz) = 2(up(ugu))(ugz) = 0 (2.42)

Segue-se que o(u)i(z) = o(uz — 2z(udu)) = o(£(u)z). Para demonstrar a parte (c),
calculemos ¢(z1)t(2z2) = (21 — 2upz1)(22 — 2upz2) = 2122 — 229(ugz1) — 221(upz2) +
4(upz1)(ugz2). Agora segue de (2.33) e de (2.41) que ¢(z1)t(z2) = z129. Finalmente,
de (2.30) segue que o(z122) = 2122 + 2up(2122) = 2z122. Portanto, vale a igualdade.
Para mostrar a validade de (d), notemos inicialmente que, a partir de (2.41), temos
wd((udu)z) = —2z((udu)ud)) = 0, pois estamos supondo (uz)z = 0. Usando essa
relagao, bem como (2.41) temos £(&(u)z) = E(uz—22(udu)) = uz—22(udu) —2ud (uz)+

dud ((udu)z) = uz O

A partir dessa proposicao vemos que se existe um idempotente e € A tal que
U2Z,=0e (uz)z = 0, quaisquer que sejam u € U, e z € Z,, entao U?Zf =0e(uz)z =
0 é valido para qualquer idempotente f € A. De fato, seja f € A um idempotente.
Temos f = e+ug+ug, para algum ug € U,. Logo, Ui Zp = ((0/(u1)o(uz))e(2); u1, ug €
Ue, 2 € Ze) = (L(ugug)e(2);ur,ug € Uy 2z € Ze) = ((urug)z;ur,ug € Ugy 2z € Z) = 0.
Além do mais, (o(u)e(2))e(z) = 0(&(u)z)i(z) = 0(£(€(u)2)z) = o((uz)z) = 0. Assim,
a condi¢ao sobre A imposta na proposigao 2.10 é invariante com relagao a escolha do

idempotente.

Observamos também que segue da proposicao 2.8 que toda algebra de Bernstein-

Jordan satisfaz as condigoes da proposigao 2.10.

Corolario 2.4.1. Seja A uma dlgebra de Bernstein com decomposi¢ao de Peirce
A=Fead U, & Z tal que U?Z, = 0 e (uz)z = 0, quaisquer que sejam u € U, e
2€Z,. Se X, X1,Xo CU, e WWy, Wy C Z, sao subespacos de A, entao

(a) (XW)Wy = (XWo)Wy;
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(d) c(W)e(We) = a(WWs).

Demonstra¢ao. A demonstracao de (a) decorre da aplicacao da relacao (2.41)
aos geradores de X, W, e Ws. Os demais itens decorrem diretamente da proposicao

anterior. 0

Lema 13. Sejam A= Fe® U, ® Z. uma dlgebra de Bernstein e p, um p-subespaco.
Se U?Z. =0 e (uz)z =0, entao U2p,. C pe.

Demonstracao. E suficiente demonstrar o lema para p-monomios. Usaremos
indugao sobre o grau do p-monoémio m.. Se o grau de m, for 1, entao m, = U,
ou me = Z.. Logo U?m, = U*U,, ou U*m, = U?Z,.. No primeiro caso, U*U, C
Z.U, C U, e no segundo caso, U?Z, = 0 C Z,. Em qualquer caso U?m, C m,.
Suponhamos que a assertiva seja valida para todo p-monémio cujo grau é menor
do que k. Se m, é um p-monomio de grau k, k£ > 2, entao ha trés possibilidades
para me: OU Me = i1, fho,, OU Me = V1 Vs, OU Me = [lele, €M (UE SUPOMOS que
Ley P1gs o, C U € Vey1q,,05, C Z, sao p-monomios de grau menor do que k. No
primeiro caso, m. = py, pa,, temos Um, = UZ(uy, ps,) C U?Z, = 0 C m,. Para
o segundo caso, m, = vy vy, linearizamos a relagio u?z? = 0, u € U, e 2 € Z,,
obtida em (2.29), para escrever (ujuz2)(z122) = 0, quaisquer que sejam uy,uy € U,
e 21,22 € Z.. Agora podemos ver que, U?(vi,v5,) = 0 C m.. No caso em que
me = leVe, usamos a hipdtese de indugao e a parte (a) do coroldrio 2.4.1, para ver
que U?m, = U2(peve) = ve(U21e) C Vefte = me. Segue-se que para todo p-monomio

me, temos Uezme C m,. O

Lema 14. Sejam A = Fe®U.® Z, uma dlgebra de Bernstein, g, C U, um p-subespaco
e&: U, — U, dada por {(u) = u — 2udu. Se U?Z, =0 e (uz)z = 0, quaisquer que

sejam u € Uy € z € Z,, entdo £(ge) = Ge-
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Demonstragcao. Vimos que € : U, — U, é um isomorfismo. Logo, basta mostrar

que £(ge) C ge. Tomando u € g, temos &(u) = u — 2uiu € g. + UZg. = g.. O

Finalmente, temos o teorema que caracteriza a invariancia de p-subespacos em
uma dlgebra de Bernstein satisfazendo U2Z, = 0 e (uz)z = 0, quaisquer que sejam

uel,ezé€Z,.

Teorema 2.4. Seja A uma dlgebra de Bernstein satisfazendo U?Z, =0 e (uz)z =0,

quaisquer que sejam u € U, e 2z € Z,.

(a) Todo p-subespaco p. de A satisfaz ¢(p.) = py, em que ¢ € a transformagdo de

Peirce relativa aos idempotentes e, f € Id;(A).

(b) Sdo equivalentes

1. p. € mvariante;

2. Uepe C pe.

Demonstracao. E suficiente demonstrar a primeira parte do teorema para p-
monodmios. Usaremos inducao sobre o grau do p-monémio. Tomemos e, f € Id;(A)
e ug € U, tal que f = e+ ug+ u2. Se m, é um p-monomio de A de grau 1, entao

m, = U, ou m, = Z.. Temos

Suponhamos que o resultado seja valido para todo p-monomio de grau menor do
que k. Se m, ¢ um p-monoémio de grau k, k > 2. Existem trés possibilidades para
Me:

Me = Hele Me = 1. Vo, Me = M1 M2,

em que fle, f1,, fo, C Ue € Ve, 11,15, C Z, sa0 p-monomios com grau menor do que

k. Se me = peve, entao my = prvp = o(pe)t(ve) = 0(E(pe)ve) = o(ptere) = o(me) =
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P(me). Se tivermos m, = vy ls,, entdo my = vy, v, = 1(v,)i(ve,) = o(vi,1n,) =
a(me)p(me). Por fim, caso tenhamos my = i, pa, = o(p,)o(pa,) = t{p, po,) =
t(m.) = ¢(m.). Para a segunda parte, tomemos p. = g. ® h., em que g. C U, e
he C Z. sao p-subespacos. Da primeira parte temos py = g @ hy = {o(z) + 7(2) :

T € ge, 2 € h.}. Portanto,

pr = {(r — 2upz — 2u32) + (2 + 2upz) : ¥ € g , 2 € h.} (2.43)

Suponhamos que p, seja invariante, ou seja, p. = py para todo par de idempotentes

e, f € Id(A). De (2.43) concluimos que existem 2z’ € g. e 2/ € h,, tais que = —

1

2., _ o _ / 2 _
QUOZ—QUOZ—l’ ez+2u0x—z. Seguem—se que UOZ—§($—$)—UOZQUO$—

%(z’ — 2). Concluimos que U.h, C g. + U*Z, = g. e U,g. C h.. Portanto, U.p. C p..

Reciprocamente, suponhamos que U.p, C p.. Reescrevemos (2.43), para obter,

pr={r+2+2up(r—2)—2uiz:x€g. z€h}

Segue-se que py C pe+ Uepe + UZ2Z,. Logo, p; C p. quaisquer que sejam e, f € Id(A).

Portanto, p. é invariante. O

Segue imediatamente da parte (a) desse teorema o seguinte corolério.

Corolario 2.4.2. Todo p-subespaco de uma dlgebra de Bernstein A = Fe® U, ® Z.
que satisfaz U*Z, = 0 e (uz)z = 0, para quaisquer v € U, e z € Z,, tem dimensdo

muariante.

Como as algebras de Bernstein-Jordan satisfazem a condi¢ao do corolario anterior,

temos o seguinte resultado.

Corolario 2.4.3. Nas dlgebras de Bernstein-Jordan todo p-subespago tem dimensao

muariante.
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Capitulo 3

Algebras satisfazendo (2?)? = w(z)z3

Neste capitulo, estudaremos as algebras béaricas comutativas (A,w) satisfazendo
(%)% = w(z)2® (3.1)

Nosso objetivo é estudar os p-subespagos nessa algebra, assim como a invariancia
deles. Veremos que, na presenca de um idempotente, essa dlgebra possui uma de-
composicao de Peirce e muitas consequencias obtidas dai sao similares aos resultados

obtidos para as algebras de Bernstein.

3.1 Decomposicao de Peirce

2

Seja uma algebra bérica (A,w) comutativa satisfazendo (2?)? — w(z)z® = 0 para

todo x € A. A partir dessa identidade vemos que

(%) =0 (3.2)

qualquer que seja x € kerw. A primeira e segunda linearizacoes dessa equacao nos

permitem escrever
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23 (2129) = 0 (3.3)

2} (19w3) + 2(2112) (2173) = 0 (3.4)

quaisquer z1, 9, x3 € kerw. O proximo resultado caracteriza o conjunto dos idempo-

tentes de peso 1 nessa algebra.

Proposicao 3.1. Seja (A,w) uma dlgebra barica comutativa satisfazendo (3.1). O

congunto dos idempotentes de peso 1 nessa dlgebra é dado por

Id;(A) = {#*;w(z) = 1} (3.5)

Demonstracao. Como w é uma forma linear nao nula, w é sobrejetora. Tomemos

3

z € A, tal que w(z) = 1 e mostremos que z° é um idempotente de nao-nulo de A.

Primeiramente linearizemos (3.1) para obter

42 (zy) = w(y)a’® + w(@) 2%y + 22(zy)] (3.6)

vélida quaisquer que sejam z,y € A. Em seguida substituimos x por x + y em (3.1).

Desenvolvendo e usando (3.6) obtemos

A(zy)® + 22°y° = w(x)zy® + 2y(ay)] + w(y)[z?y + 22 (zy))] (3.7)

2)2 =

quaisquer que sejam z,y € A. Notemos que, tomando x = z em (3.1) vem (z
2% # 0. Usando essa equacao e o resultado da substituicao x = 2% em (3.1), temos
(2%)2 = (2*)3. Mais ainda, como (2%)® = 2%(2?)%, temos (2*)? = 2%23. Tomando

2

sucessivamente * = 2% e y = z, e em seguida x = 2z e y = 22 em (3.6), temos

respectivamente

4(2°)? = (2%)° + 22° + 22%2° (3.8)
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4222° = 223 +222° (3.9)

Segue-se de (3.8) que (2%)? = 22%. Por outro lado, igualando (3.8) com (3.9) temos
(22)3 + 223 + 22223 = 223 + 2223, de onde tiramos 3(z2)® = 223 + 223, Portanto,
(2%)2 = 23, Desse modo, 2% tal que w(z) = 1 é um idempotente de A e como
w(z?) = w(z)®> = 1, 23 é nao nulo, ou seja Id;(A) D {z%w(z) = 1} # ¢. Para
ver que outra inclusdo é verdadeira, tomemos um idempotente z € Id;(A). Logo
2?> = z e w(z) = 1. Tomando o Quadrado em ambos os membros de z? = z, obtemos
(22)? = 22 =

2. 3
Portanto, vale (3.5). O

Como w(z) = 1, temos de (3.1) que (z?)? = 2°, ou seja 2° = z.

Fazendo © = e € Id1(A) e y = z € kerw nas equagdes (3.7) e (3.6) obtemos

respectivamente

4(ez)? + ez = 2z(ez) (3.10)

2e(ez) = ez (3.11)

Tomando z = z € kerw e y = e em (3.6) vem

42%(ez) = 2* (3.12)

Tomando um idempotente e € Id;(A) e escrevendo N = kerw, definimos M, : N —
N, que a cada z € N associa M,(z) = ez. A relagao (3.11) garante que M? = 1 M..
Segue-se que N = U, & Z,., em que

1
Ue = {x € kerw; ex = 53:}

Z, ={z € kerw; ez = 0}
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sao a imagem, Im(M,), e o ker(M,), respectivamente. Ora, sabemos que na presenga
de um idempotente de peso 1, e € Id;(A), temos a decomposigdo A = Fe & N. Por-
tanto, A = Fe® U, @ Z.. Essa decomposigao obtida para A é chamada decomposi¢do

de Peirce relativa ao idempotente e.

Proposicao 3.2. Em uma dlgebra barica comutativa (A,w), satisfazendo (3.1), com

decomposicao de Peirce A = Fe ® U, @ Z., valem as sequintes inclusoes.

UZ,cU, U:CZ, e Z>C2Z, (3.13)

Demonstragao. Linearizando (3.10) obtemos

d(ezy)(eze) + e(2122) = z1(e22) + 22(€z1) 21,22 € kerw (3.14)

Tomando 21, zo € U, nessa identidade obtemos 2129+ €(2122) = 2122, ou seja e(z129) =
0. Portanto, z120 € Z,, ou seja Uf C Z.. Analogamente, considerando 2,2y € Z,
nessa mesma identidade temos e(z122) = 0. Segue-se novamente que z1z3 € Z,
logo Z? C Z.. Finalmente, e ainda usando (3.14), tomamos z; € U, e z € Z..
Consequentemente vem e(z129) = %2122. Portanto, z125 € U,, ou seja U.Z, C U,. [

3. ou seja, u® = 0. Fazendo z € Z,

Tomando z = u € U, em (3.12), temos 2u® = u
na mesma equacao, vem z> = 0. A partir da primeira linearizacao de (3.12) temos
8(z120)(ez2) + 425(ez1) = 2123 + 223(2129), para quaisquer 2;,2, € kerw. Supondo
nessa igualdade 2y = 2 € Z, e 20 = u € U, temos 4(uz)u = u?z + 2u(uz), logo
u?z = 2u(uz). Analogamente, e ainda usando a mesma equacao com z; = u € U,

e 29 =z € Z, temos 22*u = uz? + 2z(uz). Portanto, uz? = 2z(uz). Desse modo,

demonstramos a seguinte proposicao.

Proposicao 3.3. Em uma dlgebra bdarica comutativa (A,w) na qual vale (3.1) sao

validas as sequintes identidades.

w=0 22=0 (3.15)
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u?z = 2u(uz) (3.16)

uz? = 22(uz) (3.17)

quaisquer que sejam u € U, e z € Z,

O
Linearizando as identidades da proposi¢ao acima obtemos
utug + 2ui (uyuy) = 0 (3.18)
uy (ugug) + ug(uguz) + us(ujug) =0 (3.19)
21(2223) + 22(2123) + 23(2122) = 0 (3.20)
u(z129) = (uz1)22 + (uze) 2 (3.21)
(urug)z = uy(ugz) + ug(ui2) (3.22)

quaisquer que sejam u, Uy, U, uz € U, € 2, 21, 29, 23 € Z..

Obtemos (3.18) a partir da primeira linearizacao de u® = 0. As identidades (3.19)
e (3.20) sao obtidas linearizando duas vezes u® = 0 e 2® = 0, respectivamente. A fim

de obter (3.21), linearizamos (3.17). Analogamente, (3.22) é obtida de (3.16).

Assim como para as dlgebras de Bernstein, notamos que o conjunto Id;(A), dos
idempotentes de peso um de A, pode ser parametrizado por U,. Temos a seguinte

proposicao.

Proposicao 3.4. Sejam (A,w) uma dlgebra bdrica comutativa satisfazendo (3.1) e
e um idempotente nao-nulo nessa dlgebra. A correspondéncia u — e +u + u? define

uma bijecao entre U, e o conjunto dos idempotentes nao-nulos de A.

Demonstragdo. Seja u € U,. Temos (e + u + u?)? = e + u® + (u?)* + 2eu +
2eu? + 2u3.Usando (3.2), (3.15), as definigoes de U, e Z, e (3.13), obtemos (e + u +

u?)? = e + u + u®. Portanto, a correspondéncia u — e + u + u? define uma fungao
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v : U, — Idy(A). Essa funcao é injetiva, devido a decomposicao A = Fe ® U, @ Z..
Além do mais, se z € Id;(A) entdo 22 = z e w(x) = 1. Usando (3.1), vemos que

r=x2=2% Pondor =e+u+2z, comu€cU,ez€ Z, temos

2 = e+ (u+2uz) +u? + 22 (3.23)

em que u + 2uz € U, e u? + 22 € Z,. Temos também,

2° = e+ (u+ 2uz + 2u2?) + 2u’z + u? (3.24)

com u 4 2uz + 2uz? € U, e 2u’z + u? € Z.. Lembrando que A = Fe@ U, ® Z, e
igualando z a (3.23), vem uz = 0 e z = u*+2%. Daigualdade de (3.23) e (3.24) temos,
devido a (3.18) que z? = 2u®z = 4u(uz). Logo, z? = 0. Portanto, z = e +u + u?. A

funcao ¢ é, portanto, uma bijecao. U

Segue-se desse resultado que se
A=Fear U, Z.

¢ uma algebra barica comutativa satisfazendo (3.1), entao

Id;(A) = {e+u+uv*ueU}

Portanto dados e, f € Id;(A) temos f = e + uy + u3, com uy € U.. Em vista desse

resultado, temos o seguinte corolario.

Corolario 3.1.1. Tomemos e, f, idempotentes nao nulos em uma dlgebra barica
(A,w), satisfazendo (3.1), tais que f = e+ug+u, para algum uy € U,. As aplicagoes
o:U.— Us et :Z. — Zy, tais que o(x) = x + 2upz e 7(2) = z — 2upz, com

ue U, ez € Z, sao isomorfismos de espacos vetoriais.

Demonstragao. Tomemos u € U, e calculemos My(u + 2uou) = f(u + 2upu) =

(e + up + ud)(u + 2ugu). Desenvolvendo e considerando (3.18), bem como (3.3),
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chegamos a My(u+2upu) = %u—i—uou. Portanto, o estd bem definida. Analogamente,
calculando M(z — 2upz), em que z € Z., temos M¢(z — 2upz) = f(z — 2upz) =
(e+up+ud)(z—2upz). Em vista de (3.3) e de (3.16) temos M(z —2ugz) = 0. Assim,
7 também estd bem definida. Tomando u,u’ € U, e notando que U, (] Z. = {0},
é claro que u + 2uqu = u' + 2ugu’ implica que u = u’. Desse modo, o é injetiva.
Do mesmo modo, dado z,2' € Z,., z — 2ugz = 2z’ — 2uyz’ implica em z = z’. Logo, 7
também é injetiva. Definindo ¢ : A — A, dada por p(ae+u+2) = ae+o(u)+7(2),
comu € U, e z € Z,. Vemos que ¢ ¢ injetiva, logo, sobrejetiva, pois estamos supondo

A de dimensao finita. Portanto, o e 7 sao sobrejetivas. O

Ainda supondo f = e + ug + u2. O coroldrio acima nos diz que
Ur ={u+2uou;u € U.} (3.25)
Zy={z—2upz;z € Z.} (3.26)
Finalmente, usando as identidades obtidas nessa secao temos

r1(2229) = 0 (3.27)

quaisquer que sejam x1, xs € kerw. De fato, tomemos x1 = uy + 21 € x5 = ug + 2o,
com uy,uy € Uy e 21,29 € Z.. Calculemos zy(2313) = (uy + 21)[(ur + 21)*(uz + 22)].
Temos (ug +21)[(u1 4 21)(uz + 22)] = ug(udug) 4 2uq [ug(ug 21)] +ug (23u2) +up (u229) +
2uy (29 (ur21)]Hus (23 20) + 21 (Wdug) + 221 [ug (uy 21) |+ 21 (23u2) + 21 (U3 29) + 221 [22 (u1 21 )| +
21(2223).  Agora, devido a (3.22), (3.3) e (3.15), temos uj(uiuy) = u?(ujus) —
uz(uu?) = 0—0= 0. Além disso, de (3.21), (3.15) e (3.3) concluimos que u;(u2z9) =
(uwud)ze + u(urze) = 0+ 0 = 0, e 21(2ug) = (2128)ug — 25(z1u2) = 0— 0 = 0.
Usando (3.22), (3.4) e (3.17) chegamos a wuy(zius) + 221[us(ur21)] = [(ugug)2? —
g (w1 23)]+{2(u1 21) (uoz1) +2us[(ur21) 21} = [(wrue)2? +2(uy 21 ) (uoz1 )] + [—ua(ug 23) +
uz(u123)] = 0+ 0 = 0. Do mesmo modo e usando (3.21), (3.4) e (3.17) vemos que
ur(2722) 4+ 221[22(wr21)] = [(u12f) 22 + (u122)27] + {2(z1u1)(2122) — 222[(wr21) 2]} =

[(u122)2% + 2(z1u1)(2122)] + [(u12?)29 — (u123)29] = 0+ 0 = 0. Ficamos com (u; +
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21)[(ur 4 21) (ug + 22) = 2un [ug(u121)] + 2w [22 (w1 21)] + 21 (Wiug) + 21 (ui22) + 21(27 22).
Novamente, usando algumas manipulagoes algébricas, vemos de (3.19), (3.21), (3.4) e
(3.16) que 2uy [ug(ui21)] + 21 (uug) = {—2uafuy (u121)] — 2(uy21) (urug) } + [ug(z1u?) —
u(ugz1)] = [—2(ur21)(urug) — ud(ugz1)] + [—ug(uizy) + ug(uiz)] = 0+ 0 = 0. Ve-
mos também, usando (3.22), (3.20), (3.4) e (3.16) que 2uy[z9(u121)] + 21(uize) =
{22[ur(wr21)] = 2(wr21) (wr 22) [ 22 (uf21) —ui(2122)] = [—ui(2122) —2(wr21) (wr 22) ]+
[—20(u221) + 29(u?21)] = 0+ 0 = 0. Finalmente, devido a (3.20), (3.15) e (3.3) temos
21(2229) = —29(212%) — 22(2122) = 0+ 0 = 0, 0 que encerra a demonstragao do fato
proposto. Notemos que as identidades (3.3) e (3.27) implicam que N = Ker(w) é
uma &lgebra de Jordan, pois verifica z%(z129) = z1(23w2) = 0, quaisquer que sejam

T1,x9 € N.

3.2 Invariancia de p-subespacos em algebras satis-
fazendo (2°)? = w(z)z?

Seja (A,w) uma dlgebra bérica, tal que para todo = € A se tenha (7?)? = w(x)x3.
Tomemos os idempotentes e, f € Id(A), de modo que f = e + ug + uf, para algum
ug € U,. Sejam as funcoes 0 : U, — Upe 1 : Z, — Zy, dadas por o(u) = u+2upu e
7(2) = 2z — 2upz. Vimos no corolério 3.1.1 que o e 7 s@o isomorfismos. Portanto, U, e
Z, tem dimensao invariante. Segue-se que ¢ : A — A, definida por p(ae +u+ z) =
af+o(u)+7(z) é um isomorfismo, chamado transformagdao de Peirce de A, associada
aos idempotentes de peso 1 e, f. Afirmamos que ¢ : U, — U, e ( : Z, — Z,, dadas
por &(u) = u — 2udu e ((2) = z + 2udz sao isomorfismos. De fato, se &(u) = 0,
entdo u = 2udu. Multiplicando essa equagao por ug e usando (3.27) obtemos uug =
2up(udu) = 0. Além do mais, devido a (3.18), temos u = 2uiu = —4ugy(uou) = 0.
Portanto, £ é injetiva, e como dim U, é finita, £ é também sobrejetiva. Analogamente,
se ((z) = 0, entdo z + 2u2z = 0. Multiplicando essa equagido por ug, obtemos

upz + 2ug(udz) = 0, ou seja, upz = —2ug(uiz). Novamente, devido a (3.27), temos
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upz = 0. Por outro lado, lembrando de (3.16), temos z = —2u2z = —4ugy(upz) = 0.

Portanto, ¢ é injetiva e por conseguinte sobrejetiva.

Lema 15. As funcoes o, 7, £ e ( satisfazem as sequintes identidades para quaisquer

u,up,up €U € 2,271,290 € 4.

(a) o(ur)o(uz) = 7(§(ur)€(u2));

(©) 7(21)7(22) = 7(¢(21)¢(22))-

Demonstracao. Para a parte (a), temos o(uy)o(ug) = (u1 + 2uouy)(ug + 2upus) =
urtg+2us (ugg)+2ug (uguy ) +4(ugur ) (uguz). Por (3.4) e (3.19), temos que o (uy)o(ug) =
uy g — 2ug(urug) — 2ud (ugug). Por outro lado, &(u1)é(ug) = (ug —2uduy ) (ug —2uduy) =
upuy — 2uy (udug) — 2ug(uduy) + 4(uduy)(udug). Usando (3.2), (3.4) e (3.22) cheg-
amos a &(up)&(ug) = ujus — 2ud(ujuz). Finalmente, 7(£(up)é(uz)) = 7(uguy —
2ud(ugug)) = wyug — 2ud(ugus) — 2up(ugug — 2ud(uius)). Entdo, por (3.27) temos
o(uy)o(ug) = 7(£(u1)é(us)). Para a parte (b), desenvolvemos o(u)7(z) = (u +
2uou)(z — 2upz) = uz — 2u(upz) + 2z(ugu) — 4(uou)(upz). Por (3.4) e (3.22), vem
o(u)7(z) = uz + 2up(uz) + 2ud(uz). Desenvolvendo &(u)((z), vem &(u)((z) = (u —
2uiu)(z + 2udz2) = uz + 2u(ulz) — 22(udu) — 4(udu)(uiz). Segue de (3.2), (3.4) e
(3.21) que &(u)¢(2) = uz + 2ud(uz). Por fim, desenvolvemos o(&(u)((z)) = o(uz +
2ud(uz)) = uz + 2ud(uz) + 2up(uz + 2ud(uz)) e aplicamos (3.27) a fim de obter
o(u)T(z) = o(&(u)((2)). Para a parte (c), temos 7(21)7(22) = (21 — 2upz1)(22 —
2upza) = 2120 — 221(upz2) — 222(upz1) + 4(upz1)(upzz2). Devido a (3.4) e (3.21),
temos 7(21)7(22) = 2122 — 2up(2122) — 2ud(2122). Por outro lado, ((21)((z2) =
(214 2ud21) (22 + 2ud20) = 2129 + 221 (ud22) + 229(uz1) + 4(udz1) (ud22). Usando (3.2),
(3.4) e (3.20) temos €(21)¢(22) = 2z122—2ud(2122). Notemos agora que, 7(¢(21)((22)) =
T(2129 — 2ud(2122)) = 2122 — 2ud(2122) — 2up(2122 — 2ud(2122)). Portanto, por (3.27),

7(21)7(22) = 7(C(21)¢(22))- m
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O corolario seguinte decorre diretamente do lema acima.

Corolario 3.2.1. Sejam X, X1, Xo C U, e WW,Wy C Z. subespacos de A =
FedU,® Z.. Entao

(a) o(X1)o(Xy) = T(§(X1)E(X));

O

Proposicao 3.5. Para todo p-subespago p. de A, satisfazendo (3.1), temos Zepe C pe.

Demonstragao. E suficiente mostrar a veracidade da afirmacao para p-monoémios.

Se o grau de m, é 1, entao Z.m, C m,, pois

ZU.CcU, e Z,Z. C Z,

Suponhamos a assertiva valida para todo p-monomio de grau menor que k. Tomemos
um p-monodmio m., tal que Om = k, em que k > 2. Existem trés possibilidades para
Me:
Me = MelVle  Me = U1 M2,  Te = V1.V,

em que fle, fi1,, o, € Ue € Ve, v1,, V5, € Z, sa0 p-mondmios com grau menor do que
k. Tomemos um gerador de Z(u.v.), na forma z(uw), com z € Z,, u € i, € w € V.
Por (3.21), temos z(uw) = u(zw) — w(uz) € w(Zele) + Ve(lteZe) C fele = Me.
Tomando Z.(u1, po,) = (z(urug);ur € pa, , us € po, € z € Z.), temos de (3.22) que
z(ugug) = uy(ugz) + ug(ui2) € pa, (po, Ze) + po, (p1,%e) C pa 2, = me. Finalmente,
tomando z(wjws), um gerador de Z, (1,14, ), com z € Z,, wy € vy, € wy € vy, decorre
de (3.20) que z(wywq) = —wy(wez) —wo(w12) € vy, (Vo, Ze) 4o, (Zev1,) C V1, V2, = Me.
Segue-se que em qualquer caso vale Z.m, C m,, qualquer que seja o idempotente

e € 1d;(A). 0
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Corolario 3.2.2. Quaisquer que sejam os p-subespacos g. C U, e h, C Z., temos

que

f(ge) =ge € C(he) = he

Demonstra¢ao. Tomemos u € g.. Devido a proposigao anterior, temos &(u) =
u—2uiu € g. + Z.g. = g.. Portanto, £(g.) C ge. Além do mais, £ : g. — g., dada
por &(u) = u — 2udu é um isomorfismo. Portanto, £(g.) = g.. Analogamente, dado
2 € he, temos ((2) = z + 2u2z € he + zche = he. Segue-se que ((h.) C h.. Notemos
também que ¢ : h, — h,, dada por ((z) = z + 2u2z é um isomorfismo. Portanto

C(he) = he O
Teorema 3.1. Seja (A,w) uma dlgebra bdrica satisfazendo (x2)* = w(x)z3.
1. Todo p-subespago p. de A satisfaz p(p.) = py, em que ¢ : A — € a trans-

formagao de Peirce associada aos idempotentes e, f € Idi(A). Em paraticular,

todo p-subespaco tem dimensao invariante.
2. Sao equivalentes

(a) pe € invariante;

(b) Uepe C pe;

(c) pe € um ideal de A.

Demonstracao. E suficiente mostrar a primeira parte para p-monomios. Usaremos
inducao sobre o grau do p-monomio. Sejam e um idempotente de peso um em A e
f=e+u+u? ucU,. Seja m, um p-monémio de A. Se Om = 1, entao m. = U, ou

me = Z,. Além disso,

Suponhamos que o resultado seja valido para todo p-monomio com grau menor

do que k. Seja m, um p-monomio com grau igual a k. Ha trés possibilidades:

Me = Hele Me = 1. Vo, Me = M1 M2,
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em que e, f1,, p2, C Ue € Ve,v1,,15, C Z, s@0 p-mondmios com grau menor
do que k. Se m. = pele, entdo my = pvy = o(pe)7(Ve) = o(E(1e)((ve)) =
o(peve) = o(me) = w(me). Se for me = vy, 1,, entdo my = vy, vy, = 7(v1,)7(10,) =
T(C(v,)C(r2,)) = T(n1,) = T(me) = p(me). Por fim, se for my = py pp, =
o(p)o(pe.) = T(E(u)€(p2.)) = T(pa p2,) = 7(me) = p(me). Para mostrar a se-
gunda parte, seja p. = ge b he, em que g. C U, e he C Z. sao p-subespagos. Da

primeira parte temos py = g5 @ hy = {o(z) + 7(w) : * € g. , w € h.}. Portanto,

pr={(r —2uw)+ (w+2uz) :x € g, wE he} (3.28)

Suponhamos que p seja invariante, ou seja, p. = py para todo par de idempotentes
e, f € Id(A). De (3.28) concluimos que existem z’ € g, e w’ € h,, tais que r—2uw = '
e w+ 2ur = w'. Seguem-se que uw = 3(z — 2’) e ur = 3 (w' — w). Concluimos que
Ushe C g. ¢ Usge C h.. Portanto, U.p. C p.. Reciprocamente, suponhamos que

Uepe C pe. Reescrevemos (3.28), para obter,

pr={r+w+2u(lxr—w):x€g. weh}

Segue-se que py C pe + Uepe. Logo, ps C pe+pe, 0 que implica py C p., quaisquer que
sejam e, f € Id(A). Portanto, p. é invariante. Finalmente, tomando A = Fe®U.® Z,,
temos epe = e(ge + he) C %ge C pe € Zepe C pe. Portanto, p, é um ideal se, e somente

se U.pe C pe. O
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Capitulo 4
Algebras satisfazendo (22)? = w(z3)z

Consideremos uma &lgebra béarica comutativa (A,w) de caracteristica diferente

de 2 ou 3 satisfazendo

(2%)? — w(@®)z =0 (4.1)

para todo x € A. Do mesmo modo como fizemos no capitulo anterior, investigaremos
(A,w) com o objetivo de estudar os p-subspagos e a invariancia dos mesmos pela troca

do idempotente.

4.1 Decomposicao de Peirce

A partir de (4.1) temos
(z2)2 =0 (4.2)

qualquer que seja x € N = kerw. Linearizando essa equacao, obtemos
2} (7179) = 0 (4.3)

21 (29w3) + 2(2132) (2173) = 0 (4.4)
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vélidas para quaisquer x1, e, z3 € N. Linearizando (4.1) obtemos

42 (xy) = w(z)y + 3w(z)?w(y)z (4.5)
quaisquer que sejam x,y € A. Pondo z = x +y em (4.1) e usando (4.5), obtemos
4(zy)? + 20%y* = 3w(z)’w(y)y + 3w(z)w(y)*s (4.6)

quaisquer que sejam x,y € A.

Podemos caracterizar o conjunto dos idempotentes nao-nulos dessa algebra.

Proposicao 4.1. Seja (A,w) uma dlgebra barica comutativa satisfazendo (4.1). O

conjunto dos idempotentes de peso um nessa dlgebra é dado por

1d (A) = {(=")%;0(2) = 1}

Demonstragdo. Existe z € A tal que w(z) = 1. Mostremos que (2%)? é idempotente

nao-nulo de A. Comegamos notando, a partir de (4.1), que (22)* =z, ((2*)?)? =2 e

((2?)%)* = 22. Agora, tomemos r = z e y = 2% em (4.6) para obter

4(2%)? = 3(2 + 2*) — 223 (4.7)

para todo z € A. Do mesmo modo, tomemos = z e y = 22 e, em seguida z = 22 ¢

y =z em (4.5), a fim de obter respectivamente
42%23 =32 4 22 (4.8)
422° = z + 32° (4.9)
para todo z € A. Multiplicando (4.7) por 2® temos,

4(2°)% = 3(22° + 2%2%) — 2(2?)? (4.10)
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para todo z € A. Por outro lado, somando (4.8) e (4.9), obtemos 2223 + 223 = 2z + 22.
Usando esse resultado em (4.10), chegamos a 4(23)3 = 3(z + 2%) — 2(2%)?, que devido
a (4.7) nos permite escrever 4(2%)3 = 4(23)? + 223 — 2(23)? = 2(23)? + 2z3. Portanto,

(P = 5[ + 2 (4.11)

para todo z € A. Elevando ambos os membros dessa equacao ao quadrado, vemos que

((z%)%)2 = 1 [((z%)H)?+(2*)?422(2%)%] = 1[2%+(2*)*]+4(2*)%. Finalmente, lembrando

de (4.11), temos ((2%)%)? = £(2%)®+ 2(2%)® = (2*)3. Portanto, (2*)* ¢ um idempotente

de A, e como w(z) = 1, temos w((2*)3) = 1, ou seja (2*)3 € Id;(A). Temos Id;(A) D

{(z®)3;w(z) = 1} # ¢. Para a outra inclusdo, tomemos um idempotente z € Id;(A)

2

e de z = 2% obtemos 2z? = 23, multiplicando ambos os membros por z. Segue-se que

z =22 =23 portanto, z = (2%)3, ou seja 2z € {(2%)%w(z) = 1}. O

Tomando z =e € Id;(A) e y = z € N em (4.5) e (4.6), obtemos
de(ez) = z (4.12)
4(ez)® +2ez* =0 (4.13)
Pondo, agorax =z € N ey =e € Id;(A) em (4.5), chegamos a
4(e2)2* =0 (4.14)
Definindo M, : N — N, por M.(z) = ex + %x, temos
1
Us={ue N;eu = §u}
1
Ze={z€ N;ez = —52}

em que U, e Z, representam respectivamente a imagem e o nicleo do operador M.
De fato, devido a defini¢do de M., dado = € N temos: M.(z) = ex + sz. Logo
M.(M.(z)) = M.(ex + iz) = e(ex + 3z) + 3(ex + 3z). Levando em conta (4.12),

temos M?2(x) = M,(x). Portanto, M, é uma projegao sobre U, paralelamente a Z,.
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Segue-se que M.(u) = u, para todo u € U, e M.(z) = 0, para todo z € Z,.. Isso
significa que eu + %u =ueez+ %z = 0, ou seja, eu = %u e ez = —%z, quaisquer
que sejam u € U, e z € Z.. Como M, é projecao, entao kerw = U, @ Z.. De onde
obtemos A = Fe® U, ® Z., chamada decomposicao de Peirce relativa ao idempotente

€.

Proposicao 4.2. Em uma dlgebra bdarica (A,w), satisfazendo (4.1), com decom-

posicao de Peirce A = Fe ® U, ® Z., valem as sequintes inclusoes.

UZ,cU, U:*CZ, e Z>C2Z, (4.15)

Demonstracao. Linearizando (4.13), vem

2(ez1)(ez) +e(z122) =0 (4.16)

quaisquer que sejam zq, zo € N

Tomando z; € U. e 29 € Z, nessa identidade temos, 2(%21)(—522) + e(z129) = 0,
logo e(z122) = %zle. Portanto, U.Z, C U,. Supondo zj,2o € U, em (4.16) vird
2(321)(220) +e(z122) = 0, logo e(z122) = —32120. Segue-se que U? C Z.. Finalmente,
e ainda por (4.16), se 21, 22 € Z, entdo, 2(—321)(—322) +€(z122) = 0. Logo, e(z122) =

—%2122. Portanto, Z2 C Z,. O

Tomando z = u € U, em (4.14), temos 4(3u)u® = 0, de onde vem u?® = 0.
Supondo z € Z, na mesma equagao teremos, z® = 0. Linearizando (4.14) obtemos
(ez1)22 + 2(ez3)(2122). Se nessa equagao fizermos z; = z € Z, e 29 = u € U,, teremos
u?z = 2u(uz). Analogamente, tomando 2y = u € U, e 29 = 2 € Z, vem, uz? = 2z(uz).

Desse modo demonstramos o seguinte resultado.

Proposicao 4.3. Se (A,w) € uma dlgebra comutativa satisfazendo (4.1), com decom-

posicao de Peirce A= Fe® U, ® Z., entao

w=0 =0 (4.17)
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uz = 2u(uz) (4.18)

uz® = 2z(uz) (4.19)

quaisquer que sejam u € U, e z € Z,.

Linearizando u® = 0, obtemos

utuy + 2up (uyug) = 0 (4.20)

quaisquer que sejam u, us € U,. Linearizando u® = 0 e 2® = 0 duas vezes vem que:

uy (ugus) + ug(urus) + us(ugug) = 0 € 21(2223) + 22(2123) + 23(2122) =0 (4.21)

para quaisquer uy, us, ug € U,. Linearizando (4.18) obtemos

(urug)z = uy(ugz) + ug(ui2) (4.22)

quaisquer que sejam uy, us € U, e z € Z,. Analogamente, a linearizagao de (4.19) nos
da
u(z129) = (uz1)22 + (uz2) 2 (4.23)

quaisquer que sejam u € U, € 21,25 € Z,.

O conjunto dos idempotentes nao-nulos de A, é dado por

Id;(A) ={e+u+ %UZ; ue U} (4.24)

Para ver isso, tomemos um idempotente de peso 1 em A = Fe ® U, ® Z., dado por

r=e4+u+z,comu€lU,ezé€Z. Ora,

2? = e+ (u+2uz) + (u? + 22 — 2) (4.25)

em que u+2uz € Uy e u? + 22 — 2 € Z,;

% =24 (u+u2?®) + (zu? — =27 +u?2) (4.26)
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comu+uz? €U, e %u %ZZ—kuZz € Z.. Como x = x* = x°, usando a decomposicao

de Peirce de A, bem como (4.20), concluimos z = %uQ. Portanto, x = e + u + %uQ.

Isso, juntamente com o fato

1 1
(e+u+§u2)2:(e+u+§u2)

nos dé Id;(A) = {e + u + ju*u € U.}. Posto isso, e dado um par de idempotentes

nao nulos e, f € Id;(A), vemos que existe ug € U, tal que f = e+ ug + %u%

Proposicao 4.4. Seja (A,w) uma dlgebra comutativa satisfazendo (4.1). As di-

mensoes de U, e Z, nao dependem da escolha particular do idempotente e

Demonstracao. De fato, tomemos uma decomposicao de Peirce para A, dada
por A = Fe® U, ® Z,. Dado um idempotente nao nulo f € A, existe ug € U,
tal que f = e+ ug + %u% Tomamos o : U. — Uy e 7 : Z, — Zy, dadas por
o(u) = u+ wu e 7(z) = z — upz. Mostremos que o e 7, assim definidas, sdo
isomorfismos de espagos vetoriais. Primeiramente, vejamos que 2f(u + 2ugu) = 2(e +
g + 3ud)(u + 2uou) = u — gt + 2ugu + 2ug(uow) + udu + uf(uou), logo, por (4.3) e
(4.20), chegamos a 2f(u + upu) = u + you. Portanto, u + upu € Uy. Analogamente,
desenvolvendo 2 (z—upz) = 2(u-+up+3ud)(z —uoz), temos 2(u+uo+ 3ud)(z —ugz) =
—2 — upz + 2upz — 2ug(upz) + udz — ud(upz). Agora, devido a (4.3) e (4.18), temos
2f(z —uwpz) = —(2 — upz). Portanto, z — upz € Z;. Segue-se que o e T estdo bem
definidas. Além do mais, como U, (] Z. = {0}, se v’ € U, é tal que u+ugu = u'+ugt,
entao u = u'. Pelo mesmo motivo, se z — ugz = 2’ — ug2’, para algum 2’ € Z,, entao
z = 2. Segue-se que o e T sao injetivas. Finalmente, definindo ¢ : A — A, dada
por p(lae+u+z) =ae+o(u) +7(z2), comu € U, e z € Z,. Vemos que ¢ é injetiva,

logo, sobrejetiva. Portanto, o e 7 sao sobrejetivas. 0

Devido ao resultado acima podemos escrever
U ={u+uwu:uelU}

Zy={z—wz:2€Z}
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Para finalizar notamos que uma &algebra barica comutativa (A,w) satisfazendo
(4.1), também satisfaz

r1(zizs) =0 (4.27)

quaisquer que sejam xq,zs € kerw. De fato, basta notar que as identidades (3.19),
(3.20), (3.21), (3.22), (3.3), (3.4), (3.15), (3.16) e (3.17) do capitulo anterior, também
sao validas para a algebra que estudamos nesse capitulo. Notemos que a identidade
(4.27), juntamente com (4.3) implicam que N = kerw é uma algebra de Jordan, pois

verifica 22 (x122) = z1(23w2) = 0, quaisquer que sejam z1, 79 € N.

4.2 Invariancia de p-subespacos em algebras satis-

2 =w(z)x

fazendo (z?)
Suponhamos que (A,w) seja uma algebra bérica sobre F' com, caracteristica difer-

ente de e ou 3, satisfazendo a equacao do titulo acima. Procedendo do mesmo modo

como na proposi¢ao 3.5 podemos mostrar que.

Proposicao 4.5. Seja (A, w) uma dlgebra barica satisfazendo (4.1). Todo p-subespago
de A satisfaz Z.p. C pe.

Demonstracao. Mostraremos que a proposicao é verdadeira para p-monomios. Se
o grau de um p-monomio m, é 1, entao m, = U, ou m, = Z,.. Logo Z.m, = Z.U, C
U. =me, ou Zm, = Z*> C Z. = m,. Suponhamos que a proposigao seja valida para
todo p-monomio de grau menor do que k. Seja m, um p-monomio de grau k. Pode

ocorrer uma entre as tres possibilidades:
Me = Uelle me = 1. M2, » me = 1, Vo,

em que fie, fi1,, p2, C Ue € Ve, 11,15, C Z, sa0 p-monomios de grau menor do que k.

Tomamos um gerador de Z,(pve), sob a forma z(uw), com z € Z,, u € i, € w € V.
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Devido a (4.21), temos z(uw) = —u(zw) —w(zu) € pe(Zeve) 4 Ve(Zepie) C fleVe = Me.
Do mesmo modo, trabalhando com um gerador de Z,(p1, 12, ), na forma z(ujusz), com
2 € Ze, uy € 1y, € Uy € pg,, vemos por (4.22) que z(ujug) = uy(zuz) + uz(zuy) €
w1, (Zepa,) + pro.(Zepn,) C papo, = me. Por fim, se z(wyiwy), com z € Z., wy €
v, € wy € vy, é um gerador de Z.(vy vy, ), entdo (4.23) nos fornece z(wiwsy) =
—wq(zwg) — we(zwy) € 11 (Zews,) + vo,(Zeovn,) C 11,5, = me. Em qualquer caso,

temos Z.m. C me. O

Dados uy € U, e «, 3 € F', tomemos o operador linear T, ) : N — NN dado por

T(ap () = T + quoz + Buiz

Lema 16. Para todo ug € U, e o, 3 € F, temos

a) Tiap) € um automorfismo de espagos vetoriais;
(a,8)

b) T 5 (pe) = pe para todo p-subespaco p. de A.
(0,)

Demonstracdo. Seja x = u + z € kerw, em que u € U, e z € Z,, tal que

T(a,3)(x) = 0. Nessas condigoes u + z + aug(u + z) + fui(u + z) = 0, e entao
u+ augz + Budu =0
z + augu + fujz =0

Multiplicando essas identidades por ug e usando (3.27), (4.17), (4.2), (4.18), bem
como suas linearizagoes chegamos a
L s
Ul + 5UpZ = 0
2

1
UoZ — SO = 0

Novamente, multiplicando essas duas iltimas equagoes por uy e usando (3.27),

(4.17), (4.2), (4.18), bem como suas linearizagoes temos udu = w2z = 0. Entao
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uou = upz = 0. Portanto, u = 2z = 0, T(4p) € injetiva e por conseguinte ¢ um

automorfismo. Seja x € p. Mostramos que u3 € Z,, logo, da proposigao 4.5, temos

T, = = + Suiz € pe + Zepe = pe

Entao T(o,8)(pe) C pe €, como T, g € injetiva qualquer que seja a € F, temos que
T(0,5)(Pe) = Pe- U

Dados e, f € Idi(A) e uo € U,, tal que f = e+ug+ 3uj. Tomemos o : U, — Uy e
T:Z, — Zy,dadas por o(u) = u+2upu e 7(z) = z—upz. Como vimos anteriormente
essas fungoes sao isomorfismos de espagos vetoriais. Sejam £ : U, — U, e ( : Z, —
Z., dadas por £(u) = u — 2udu e ((2) = z + 2udz. Tais fungoes sao isomorfismos de
espacos vetoriais, pois £ é o operador T g _y) restrito a U, e ¢ = T(g2). Além disso,

o= T(z,o)’ T = T(fl,O)a

O seguinte resultado é analogo ao lema 15 e sua demonstracao é idéntica aquela

feita anteriormente.

Lema 17. As funcgoes o, 7, £ e (, conforme definidas acima satisfazem as sequintes

identidades para quaisquer w,uq,us € U € z,21,29 € Z.

(a) o(ur)o(ug) = 7(§(ur)&(uz));

(¢) 7(21)7(22) = 7(C(21)¢(22))-

Finalmente, do mesmo modo como foi feito no capitulo anterior, temos o seguinte

resultado. A demonstracao desse fato também é idéntica aquela feita para o teorema

3.1

Teorema 4.1. Seja A uma dlgebra bdrica satisfazendo (2?)* = w(x®)x para todo

z e A
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1. Todo p-subespago p. de A satisfaz o(p.) = py, em que ¢ : A — A € a trans-
formagao de Peirce associada aos idempotentes e, f € Idi(A), definida por

plae +u+2) = af +o(u) +7(2), comu € U, e z € Z.. Em paraticular,

todo p-subespaco tem dimensao invariante.

2. Sao equivalentes

(a) pe € invariante;
(b) Uepe C Des

(¢c) pe € um ideal de A.
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Capitulo 5

Algebras train de posto 3

Uma dlgebra train de posto 3 é uma algebra barica comutativa (A,w) sobre um

corpo F' satisfazendo a equagao

2% — (1 +y)w(r)z® + yw(z)?r =0 (5.1)
para algum v € F.

Neste capitulo serao estudadas as algebras train de posto 3 sobre um corpo F' com
caracteristica diferente de 2. Estudaremos a invariancia de p-subespagos nessa algebra
a partir de sua decomposicao de Peirce. Em todo este capitulo quando fizermos
referéncia a uma algebra train de posto 3, estaremos supondo uma algebra train de

posto 3 satisfazendo (5.1).

5.1 Decomposicao de Peirce

Seja (A,w) uma algebra train de posto 3. Notamos que

=0 (5.2)
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qualquer que seja x € kerw. Devido a proposicao 1.3. w é tnico. Por esse mo-
tivo podemos nos referir a dlgebra train de posto 3 (A,w) simplesmente por A. As

linearizagoes da relagao (5.2) nos fornecem
Tiwy + 201 (2125) = 0 (5.3)

x1(T2x3) + xa(x123) + 23(X129) = 0 (5.4)

quaisquer que sejam xq, 9, x3 € kerw. O conjunto dos idempotentes de peso 1 sera
caracterizado na proposicao seguinte. Antes, contudo, notemos que linearizando (5.1)
duas vezes teremos (zy)z + (z2)y + (y2)r = (1 + 9)|[w(x)yz + w(y)rz + w(z)zy] —

2 come € A

Yw(@)w(y)z + wy)w(z)r + w(r)w(z)y]. Fazendo x =y =ecez =c¢
tal que w(e) = 1, temos 2¢* + (e2)? = (1 + 7)(2e* + ¢€*) — y(e* + 2¢). De (5.1)
notamos que €3 = (1 + v)e? — e, logo e* = (1 + v)e® — ye?. Agora podemos ver que
(€2)?2 = (1 +79)(2e3 + €2) — y(e? +2¢e) — 2e* = (1 +7)(2e® + €2) — y(e? + 2¢) — 2(1 +
v)ed +2ve? = (147)(2e® +e* — 2e®) +y(—e? — 2e + 2e?) = (1+27)e? — 2ye. Segue-se
que as poténcias simples e” definidas recursivamente por e! = e e e = e*~'e, bem
como as poténcias plenas e, definidas recursivamente por ell = e e elfl = elb—1elk—1],

pertencem ao subespaco gerado por e e €.

Proposigao 5.1. Seja A uma dlgebra train de posto 3, com v # % Dado x € A, o

congunto dos idempotentes de peso 1 nessa dlgebra é dado por

Idy(A) = {1 !

5 (2% — 2y2);w(x) = 1} (5.5)

Demonstracao. Devido a observacao acima o elemento idempotente na dlgebra A
deve ter a forma ae® + e, sendo e um elemento de A tal que w(e) =1e a,3 € F.
Desse modo, calculemos « e 3 de modo que (ae? + (Be)? = ae? + Be. Notemos que a
igualdade ocorre se, e somente se, a?(e?)? + 3%e* + eaffe’ = ae? 4+ fe. Como (e2)? =
(1+27)e? —2ve e €3 = (1+7)e? — ve, entao temos [a?(1+27) + 3%+ 2aB(1 +7)|e? —
(2a%y+2a67)e = ae?+[e. Isso ocorre se, e somente se a?(1+27)+3*+2a6(1+7) = a
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e 202y + 2a3y = —f3. Dai decorre que

Portanto, o idempotente tem a forma

1
1 —2y

(e — 2ve)

com vy # 1. O

De agora em diante, para efeito de simplificacao, denotaremos ay = ﬁ e estare-

mos sempre supondo a condigao vy # % Linearizando (5.1), obtemos

2%y + 2a(xy) — (1 +9)w(y)e® + 2w(z)zy] + v[20(x)w(y)e + w(z)*y] =0 (5.6)

quaisquer que sejam z,y € A. Tomando x = e € Id;(A) ey = n € N = kerw em
(5.6), temos
en + 2e(en) —2(1 +~vy)en+yn =0 (5.7)

Supondo z =n € kerw e y = e € Idy(A) em (5.6) vem

en? + 2n(en) = (1 + v)n? (5.8)

Dado um idempotente de peso 1 em A e supondo N = ker w, definimos L, : N —
N pelarelagao L.(n) = en. Desse modo, podemos reescrever a identidade (5.7) pondo

Le(n) +2eLe(n) — 2(1 + ) Le(n) + yn = 0. Resulta que
2L2(n) — (14 2y)Le(n) +yn =0 (5.9)

Logo o polinomio p(X) = 2X? — (1+27)X —v = 2(X — 3)(X — ) é um anulador de

L.. Notemos que py(z) = X —% nao ¢ um anulador de L., pois se assim fosse teriamos
Le(n) — %n = 0, para todo n € N. Ou seja, en = %n, para todo n € N. Devido a
relacéo (5.8), terfamos tn®+n? = (1+v)n? = 0, logo (y—3)n? = 0, para todon € N.

Ora, isso implicaria em v = %, o que nao pode ocorrer. Portanto, p;(z) = X — % nao
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¢ um anulador de L.. Analogamente, vemos que se p(X) = X — 7 fosse um anulador
de L., a relacao (5.8) nos daria yn? +2yn? = n? +yn?, para todo n € N. Novamente
isso implicaria v = %, 0 que nao ocorre. Segue-se que po(X) = X — v nao é um
anulador de L.. Portanto, o polindmio minimal de L, ¢ m(X) = (X — 1)(X — 7).

Agora, usando resultados conhecidos da algebra linear, podemos ver que
1
N =ker(L, — §[N) ® ker(L. — vIn)

em que [y representa a fungao identidade em N = kerw. Definimos U, = ker(L, —

%[N) e Z, =ker(L, — vIy). Segue-se que
1
Ue = {u € kerw; eu = §u} (5.10)
Z, ={z € kerw;ez = vz} (5.11)

Sabemos que na presenga de um idempotente de peso 1, e € Id;(A), temos a
decomposi¢ao A = Fe® N, em que N = kerw. Portanto, A = Fe ® U, ® Z.. Essa

decomposicao é chamada decomposicao de Peirce relativa ao idempotente e.

Proposicao 5.2. Em uma dlgebra train de posto 3, (A,w), com decomposicio A =

Fead U, ® Z,, valem as relacoes

UZ,cU, U*CZ, Z?=0 (5.12)

Demonstracao. Linearizando (5.8) temos
e(ning) + ni(eny) + na(eny) = (1 + v)ning (5.13)

em que ny,ny € N = kerw. Tomando ny,ns € U, em (5.13) e usando as defini¢oes de
U. € Z, temos e(nins) + sning + 3ning = (14 7)ning, logo e(ning) + ning = nyng +
Yning. Segue-se que e(ning) = Yning e niny € Z.. Portanto, U? C Z.. A seguir,
tomamos ny € U, e ng € Z, em (5.13). Temos, e(nlng)—kynlng—i—%nlng = (14+7)nino,
logo e(niny) = %nlng. Ou seja, niny € U,, portanto, U,Z, C U,. Finalmente,

supondo ni,ny € Z. em (5.13) temos e(ning) + yning + yning = (1 + v)ning, de
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modo que e(niny) = (1 — y)nynge. Escrevendo niny = u+ 2, com v € U, e z € Z,,
vem e(u+ z) = (1 —v)(u+ 2). Logo, (2u —yu) + (2 — 2yz) = 0. Devido ao fato
N =U.® Z, temos (3u —~yu) =0 e (z — 2yz) = 0. Como estamos supondo v # 3

devemos ter u = z = 0. Segue-se que nyny = u + z = 0. Portanto, Z2? = 0. 0

Podemos obter algumas relagoes envolvendo os elementos de U, e Z.. Esse é o

contetido da proposicao seguinte.

Proposicao 5.3. Em uma dlgebra train, A, de posto 3 com decomposicio de Peirce

A=Fead U, ® z. sao validas as identidades

ut =2 =0 (5.14)

2 =u?z=0 (5.15)
u(uz) = z(uz) = 0 (5.16)
udu + 2ug(upu) = 0 (5.17)
ud(uou) = ug(upz) =0 (5.18)
(uz)* =0 (5.19)

quaisquer que sejam u,uy € U, € 2z € Z,.

Demonstra¢ao. Suponhamos u € U, e z € Z,. Tomando sucessivamente r = u e
y = z em (5.2) teremos (5.14). A identidade z? = 0 em (5.15) decorre diretamente
do fato Z? = 0, obtido na proposicao 5.2. Linearizando z? = 0, obtemos 2129 = 0,
quaisque que sejam 2z, 2z, € Z.. Da proposicao 5.2 temos u? € Z.. Agora, tomando
21 = u? e 29 = z, podemos ver que u?z = 0. Isso conclui (5.15). Considerando z; = u e
Ty = z em (5.3) obtemos u?z+2u(uz) = 0. Em vista de (5.15), concluimos u(uz) = 0.
Tomando agora z; = z e 5 = u em (5.3) temos z%u + 2z(uz) = 0. Novamente
devido a (5.15) chegamos a z(uz) = 0. Portanto, (5.16) é valida. A relagao (5.17)
decorre diretamente de (5.3), tomando z; = ug e x5 = u. Notando que ud, upu € Z, e

lembrando de (5.15) vemos que u3(ugu) = 0. Tomemos z = 21+ 2y, com z1, 29 € Z,, na
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relagdo z(uz) = 0, obtida em (5.16), obtemos 21 (uzg)+22(uz;) = 0. Agora usemos essa
relagao em uZ(ugz) para escrever ui(ugz) = —z(ugud) = 0, pois ug = 0. Isso conclui
a demonstragao de (5.18). Finalmente, para demonstrar (5.19), tomemos * = u+ z e
y = uz em (5.3) a fim de obter u*(uz)+ 2?(uz) +2(uz)* + 2(u+ 2) [u(uz) + z(uz)] = 0.
Essa igualdade se reduz a (uz)? = 0 devido as relagoes (5.15), (5.16) e (5.18). O

As linearizagoes das relagoes da proposicao 5.3 permitem escrever as identidades

do seguinte corolario.

Corolario 5.1.1. Em uma dlgebra train, A, de posto 3 com decomposicao de Peirce

A=Fead U, ® Z, sao vdlidas as identidades

Ui (UQU3) -+ UQ(U1U3) —+ u3(u1u2) = z1 (2223) —+ 22(2123) + 23(2122> =0 (520)

2129 = (wug)z =0 (5.21)
uy(ugz) + ug(ur12) = z1(uzg) + 22(uz) =0 (5.22)
(uzy)(uze) = (u12)(ugz) =0 (5.23)

quaisquer que sejam u,uy, Uz, Uz € U, € 2,21, 29, 23 € Z,.

Demonstra¢ao. Tomemos wu, uy, us,uz € U, € z, 21, 29,23 € Z.. As igualdades em
(5.20) sao a segunda linearizagao das identidades obtidas em (5.14). Linearizando as
identidades (5.15), obtemos (5.21). As igualdades em (5.22) decorrem da linearizacao
das relagoes em (5.16). Por fim, obtemos (5.23) a partir das linearizagoes em u e z

da relagao (5.19). O

Assim como ocorre com as algebras estudadas nos capitulos anteriores, o conjunto
dos idempotentes de peso 1 em uma algebra train de Posto 3, A = Fe® U, ® Z, pode

ser caracterizado em funcao de U.,.

Proposigao 5.4. Seja A = Fe ® U, & Z. uma dlgebra train de posto 3. O conjunto

dos idempotentes de peso um nessa dlgebra é dado por

Idi(A) = {e +u+ apu’*;u € U} (5.24)
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- 1 1
com ag = 1755, Y F# 3

Demonstragio. De fato, notemos que (e + u + apu?)? = e* + u? + ad(u?)* +
2eu + 2apeu® + 2apu?. Usando as definigoes de U, e Z,, bem como (5.2) temos
(e+u+aou®)? = e+u+ (14 2ya)u? = e+u+ ayu?, pois, 1+13—W27 = ﬁ Portanto,
vale a inclusao {e + u + agu?;u € U} C Id;(A). Agora tomemos um idempotente de
peso 1, x € Id;(A), sob a forma z =e+u+ 2z, comu € U, e 2z € Z,. Ora, v = 2,
logo e+u+z = (e+u+2)? de onde decorre e +u+ 2z = e +u? + 2% + 2eu + 2ez + 2uz.
Novamente, devido as defini¢oes de U, e Z, e a proposicao 5.2 temos e + u + z =
e+ (u+2uz)+ (u?+272), com u+2uz € U, e u* +2vz € Z,. Devido a decomposigao
A=Fe®d U, ® Z,, temos as igualdades u = v + 2uz e z = u? + 2yz. Logo uz =0 e

z = aqpu?, ou seja x = e + u + apu?. Portanto, Id;(A) C {e +u+ aqu*;ue U}. O

Segue da proposigao 5.24 que dados e, f € Id;(A), temos f = e+ ug + qpu?, para

algum vy € U..

Corolério 5.1.2. Tomemos e, f € Idi(A), tais que f = e + ug + apu, com uy € U..
As aplicagoes 0 : U, — Uy e 7 1 Z, — Z; dadas por o(u) = u + 2apuou e

7(2) = 2z — 2apupz, comu € U, e z € Z,, sdo isomorfismos.

Demonstragdo. Notemos inicialmente que 2f(u + 2aguou) = 2(e +ug + capul) (u +
20pupu) = 2eu + 4age(ugu) + 2ugu + (dagug(uou) + 2apudu) + 20 ui(ugu). Devido as
definigoes de U, e Z, e as relagoes (5.17) e (5.18), temos u + 2(2apy + 1) (upu). Como
2007 + 1 = % +1= ﬁ = ap, concluimos que 2f(u + 2cpupu) = u + 2apugu.
Portanto, u + 2aguou € Up. Do mesmo modo, vemos que f(z — 2apugz) = (€ + ug +
aoud)(z —2apupz) = ez — 2ape(ugz) +upz — 200ug(uoz) + apudz — 2aud (ugz). Usando
as defini¢oes de U,, Z, e as relagoes (5.15), (5.16) e (5.18), concluimos f(z—2apupz) =
vz + (=7 + Dupz. Como —y + 1 = —ﬁ +1= —13—%. Temos, f(z — 2apupz) =
v(z — 2apupz). Portanto, z — 2agupz € Zy. Desse modo o e 7 estdo bem definidas.
Dados u,u’ € U,, vemos que o(u) = o(u’) implica em u + 2apuou = v + 2apueu’.

Devido a decomposicao N = U, @ Z, temos u = u/. Do mesmo modo, agora tomando
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z,2" € Z,, temos que 7(z) = 7(Z') implica em z — 2apupz = 2’ — 2apupz’. Novamente
devido a decomposicao N = U, ® Z,, vemos que z = z’'. Portanto, o e 7 sao injetivas.
Considerando ¢ : A — A, dada por ¢(ae +u+ 2) = af +o(u) + 7(2), com u € U,
e z € Z,, vemos que ¢ ¢ injetiva, portanto sobrejetiva. Logo, o e 7 também sao

sobrejetivas. Portanto, o e 7 sao isomorfismos. 0

O coroldrio anterior nos diz que dados e, f € Id;(A), tais que f = e + up + agud,

para algum uy € U,, temos
Ur ={u+ 2a0uou;u € U} (5.25)
Zy ={z —2apupz; 2 € Z.} (5.26)

Os isomorfismos o : U, — Uy e T : Z, — Z; garantem a invariancia da dimensao

de U, e Z, pela mudanca do idempotente e € Id;(A).

5.2 Invariancia de p-subespacos

A fim de estudar a invariancia de p-subespacos em A, consideraremos o operador
¢: U, — U, dado por &(u) = u — 203udu, com u,ug € U,. Notemos que &(u) = 0
implica em u = 2a3uiu. Multiplicando ambos os membros dessa equagdao por ug,
temos ugu = 203ug(uiu). Segue das relagoes (5.22) e (5.14) que ugu = 203ug(uiu) =
203u(ud) = 0. Agora, devido a relagao (5.17) temos 20guiu = —4adug(uou). Logo,
se u—2aguiu = 0, entdo u = 2aduiu = —4adug(ugu) = 0. Segue-se que & : U, — U,

¢ injetiva e consequentemente sobrejetiva. Portanto, £ : U, — U, é um isomorfismo.

Proposicao 5.5. Seja A = Fe ® U, ® Z. uma dlgebra train de posto 3. Sejam
também os wsomorfismos o : U. — Uy, 7 1 Ze — Zy, £ : U. — U,, dados por
o(u) = u+ 2a0ugu, 7(z) = 2z — 2a0upz € £(u) = u — 2aiudu, com u,ug € U, e z € Z,.

As igualdades

(a) o(ur)o(ug) = 7(usus)
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(c) 7(21)7(22) = o(2122)

(d) &(&(u)z) = uz
sao verdadeiras quaisquer que sejam u,uy,us € U, € 2,21, 29 € Z.

Demonstra¢ao. Tomemos w,uy,us € U, € z,21,29 € Z,. Para ver que (a) é ver-
dade, calculemos o(uy)o(uz) = (ug + 2apugu ) (ug + 2a0ugus) = uiug + 20uy (uoug) +
20uz (uguy) + 4@ (uouy)(uouz). De (5.20) vem que 2apuq(upuz) + 2apug(uguy) =
—2apup(uruz). Notando que wguy, ugus € Zg e lembrando da proposicao 5.2 que
Z% = 0, temos (upuy)(uouz) = 0. Agora, podemos ver que o(u;)o(uz) = ujuy —
2aug(uiug) = T(ujug). Para a parte (b), calculemos o(u)7(z) = (u + 2cpuou)(z —

200upz) = uz — 200u(upz) + 2002 (upu) — 4ad(uou)(upz). Notemos que, devido a

(5.22), podemos escrever (ugu)(ugz) = —z[ug(upu)]. Usando (5.17), chegamos a
(uou)(upz) = —z[up(upu)] = 3z(udu). Novamente por (5.22), temos (ugu)(uoz) =
—z[ug(uou)] = 32(udu) = —iud(uz). Portanto, —4od(uou)(upz) = 2adud(uz). U-

sando esse raciocinio juntamente com as relagoes (5.22) e (5.21) podemos escrever
o(u)T(2) = uz+2aup(uz)+2a2ud(uz). Poroutrolado, o(&(u)z) = o((u—20dudu)z) =
o(uz —2adz(udu)) = uz — 202z (udu) + 2agug (uz) — dadug 2 (udu)] = uz 4 2apug(uz) +
20¢ut(uz), pois, por (5.22) e (5.17) temos ug[z(ugu)] = —(udu)(upz) o que, por sua
vez, nos permite escrever up[z(udu)] = 2[ug(uou)](upz) = 0. Desse modo, prova-
mos a relagio (b). Notemos que, 7(z1)7(22) € Z; = 0. Além disso o(z122) = 0,
pois 2123 € Z? = 0. Portanto, vale (c). Para a ultima parte, calculamos £(&(u)z) =
E((u—202udu)z) = E(uz—203z(udu)) = uz—2a22(udu) —20¢ud (uz) +4agud |z (udu)] =
uz + 20dug(uz) — 202ud(uz) = wuz, pois, de (5.22) e (5.16), temos ud[z(udu)] =

—z[ud(udu)] = 0. Portanto, a relacao (d) é verdadeira. O

Segue da proposi¢ao acima o seguinte corolario
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Corolario 5.2.1. Seja A = Fe®U B Z, uma dlgebra train de posto 3. Se X, X1, Xo C
U, e WW, Wy C Z, sao subespacos de A, entdo

(a) (XWy)W, = (XWa)Wy
(b) o(X1)o(Xa) = 7(X1X>)
(c) o(X)T(W) = o({(X)W)

(d) 7(W1)T(Wa) = (W1 Ws)

Demonstra¢ao. O item (a) é conseqiiéncia da aplicagdo da relacao (5.22) aos
geradores daqueles subespacos. Analogamente, aplicando a proposicao anterior aos

geradores dos subespacos dados demonstramos os itens seguintes. 0

Proposicao 5.6. Se p. € um p-subespaco da dlgebra train de posto 3 A entao Z.p. C

Pe-

Demonstracao. E suficiente demonstrar a proposicao para p-monomios. Se m, €
um p-monomio de grau 1, entao Z.m, C me, pois Zom, = Z.U, C U, ou Z;m, =
4., =0 C Z,. Suponhamos que a proposicao seja valida para todo p-mondémio
de grau menor do que k, K > 2. Seja m., um p-mondémio de grau k. Ha treés
possibilidades para m.: me = fele, Me = 1, fta, OU M = V1 Vo, COM [he, f1,, b2, C Ue
€ Ve, v, Vs, C Z. sao p-monomios de grau menor do que k. Desse ponto em diante
VAIMOS SUPOr U € fle, Up € f1,, Uy € fo, € UV € V. Se z(uv) é um gerador de
Ze(1ele), entao, devido a (5.22), temos z(uv) = —v(zu) € Ve(Zefte) C fheVe = Me.
Analogamente, supondo que z(ujuy) é um gerador de Z (1, pu2, ), a relagao (5.21) nos

déd Z.(v1,12,) =0 C me. O

Corolario 5.2.2. Qualquer que seja o p-subespaco g. C U,, temos £(ge) = ge

Demonstragdo. Tomemos u € g, e notemos que &(u) = u—203udu € ge+Zege C ge.
Além disso, como ¢ : U, — U, é um isomorfismo, entao temos a igualdade £(g.) = ge.

O
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Finalmente temos o resultado central do capitulo, dando condi¢oes necessarias e

suficientes para a invariancia de p-subespacgos em uma algebra train de posto 3.

Teorema 5.1. Sejam A uma dlgebra train de posto 3, e, f € Id1(A) e ug € U, tal que
[ =e+uy+ apul. Sejam também os isomorfismos o : U, — Uy e T : Z, — Zy,
dados respectivamente por o(u) = u + 2apuou e 7(2) = z — 2aguou, com u € U, e

2 € L.

1. Se ¢ : A — A, dada por ¢(ae +u+ z) = af +o(u) + 7(2) € a transfomagao
de Peirce associada aos idempotentes e, f € 1di(A), entao todo p-subespaco p.
em A satisfaz ¢p(p.) = py. Portanto, todo p-subespago em A tem dimensao

muariante.

2. Sao equivalentes:

(a) pe € invariante;
(b) Uepe C pe;

(¢) pe € um ideal de A.

Demonstragao. E suficiente demonstrar a primeira parte para p-monomios. Usa-
remos indugao sobre o grau o p-monoémio. Sejam e, f € Id;(A), como no enunciado.
Se m, ¢ um p-monomio de A, tal que seu grau é 1, entao m, = U, ou m, = Z.. Em

qualquer dos casos ¢(m.) = my, pois

Suponhamos que a afirmagao (1) seja vélida para todo p-monémio de grau menor
do que k, k > 2. Seja m, um p-monomio de grau k. Ha trés possibilidades para m..:
Me = felVey Me = i1 fl2, OU Me = V1 Vo, COM [le, fi1,, ft2, C Ue € Ve, 11,00, C Ze

sao p-monomios de grau menor do que k. Se m. = pcl., entao my = pvp =
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o(pe)T(Ve) = 0(E(pe)Ve) = o(peve) = o(me) = ¢p(m,). Caso tenhamos m, = p1, po,
entao my = fii po, = o(p1,)o(p2,) = 7(1.p1,) = 7(me) = d(me). Finalmente,
se m, = vy 1, entao m, = 0, pois Z2 = 0, logo m; = ¢(m.). Para a segunda
parte consideremos p. = ¢. & he, em que g. C U, e h, C Z. sao p-subespacos. Da
primeira parte, temos py = gy @ hy = {o(z) + 7(v);2 € g. , v € h.}. Portanto,

pr = {(z + 200upz) + (v — 200ugv); x € g , v € he}. Segue-se que

pr = {(z — 20puv) + (v + 2apupx); & € ge , v € he} (5.27)

Suponhamos agora que p. seja invariante, ou seja, p. = py quaisquer que sejam os
idempotentes e, f € Id;(A). De (5.27), vemos que existem z’ € g, e v’ € h,, tais que
x — 2a9ugv = 2’ e v + 2aqupxr = v'. Logo, ugv = ﬁ(z — 1) e ugr = ﬁ(v’ —v). Ou

seja, Uch, C g, € U.ge C he. Portanto, U.p. C p.. Reciprocamente, suponhamos que

Uepe C pe. reescrevendo (5.27), temos

pr={(z+v)+200uo(z —v);z €9, , vEh}

Segue-se que py C pe + Uepe C pe. Portanto, p. é invariante. Por fim, supondo
A=FedU,® Z., temos ep, = €(ge + he) = %g +~h C p.. Como Z.p, C pe, pe S€rd

um ideal se, e somente se U.p, C pe. OJ

Notemos que as algebras de Bernstein-Jordan sao casos particulares das algebras
Train de posto 3. Desse modo o estudo da invariancia de p-subespacos nas algebras

de Bernstein-Jordan ja foi feito nessa secao, bastando para isso considerar v = 0.
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Baixar livros de Literatura

Baixar livros de Literatura de Cordel
Baixar livros de Literatura Infantil
Baixar livros de Matematica

Baixar livros de Medicina

Baixar livros de Medicina Veterinaria
Baixar livros de Meio Ambiente
Baixar livros de Meteorologia
Baixar Monografias e TCC

Baixar livros Multidisciplinar

Baixar livros de Musica

Baixar livros de Psicologia

Baixar livros de Quimica

Baixar livros de Saude Coletiva
Baixar livros de Servico Social
Baixar livros de Sociologia

Baixar livros de Teologia

Baixar livros de Trabalho

Baixar livros de Turismo
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