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Resumo

Nos ultimos anos tem crescido o interesse nas denominadas logicas multiva-
lentes: no ramo da computagao, em areas como prova automéatica de teo-
remas, raciocinio aproximado, sistemas multi-agente e verificacao de pro-
gramas; na engenharia elétrica como em circuitos digitais; na area da
matematica pura, como em provas de independéncia ou consisténcia, na teo-
ria generalizada de conjuntos e estruturas algébricas universais e mesmo na
linguistica e filosofia.

Nesse contexto, o problema de axiomatizacao geral de logicas finitas mul-
tivalentes ainda nao foi resolvido de forma satisfatoria. Para tal, devemos
demonstrar os teoremas da correcao e completude desses sistemas logicos,
ambos teoremas matematicamente rigorosos. De forma geral, a demostragao
do “teorema da correcao” nao pode ser considerada como uma dificuldade pois
é direta, bastando uma verificacdo nos axiomas e regras de inferéncia. No
entanto, é sabido que em geral a demonstracao do “teorema da completude”
¢ muito mais sofisticada e particular para cada sistema logico.

A completude é uma das nogoes mais importantes na Logica e nos fun-
damentos da Matematica. Completude significa a demonstracao da possi-
bilidade de obtermos todos os esquemas corretos de inferéncia através do
uso de um sistema formal l6gico. Além disso, quando desejamos “construir”

ou “desenhar” um sistema l6gico multivalente implicitamente estamos procu-



rando por um sistema com um conjunto minimo de axiomas e regras.

A proposta dessa tese é estabelecer um método algoritmico para demons-
tracao da completude em logicas finitas multivalentes. Demonstra-se que se
uma matriz M é correta para um sistema légico finito multivalente L e to-
das as suas extensoes unitarias corretas sao repeticoes da matriz M, entao
M é uma matriz caracteristica de L£. A partir desse resultado, sao imple-
mentados procedimentos computacionais que demonstram a completude de
um sistema logico finito multivalente. A nova abordagem soluciona de uma
forma mais simples e uniforme o problema da axiomatizacao de logicas finitas

multivalentes.
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Abstract

In recent years, there is a growing interest in many-valued logics in many
areas such as computer sciences — automated theorem proving, approximate
reasoning, multi-agent systems, program verification — electrical engineering
and digital circuits, linguistics, mathematics and algebra, philosophy, etc.

In this context, the general problem of finding an axiomatization for finite
many-valued logics has not yet been solved satisfactorily. For this, we must
demonstrate the correction and completeness theorems of these logic sys-
tems, both mathematically rigorous. Soundness theorem is straightforward,
however, it is known that the demonstration of the "completeness theorem"is
much more sofisticated and unique for each logic system.

Completeness is one of the most important notions in logic and the foun-
dations of mathematics. Completeness means the possibility of getting all
correct and reliable schemata of inference by use of logical methods. When
one wishes to build or design a many-valued logic system, he or she is im-
plicitly looking for a system with a minimal set of axioms and rules.

The purpose of this thesis is to establish a general algorithmic complete-
ness proof procedure for finite many-valued logics. It is shown that a matrix
is characteristic (sound and complete) for a many-valued finite logic system
when, all successive correct extensions of this matrix have the same set of

tautologies. It is also shown that in order to determine if a matrix is cha-
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racteristic, all one has to do is to fetch from all the unit extensions those
which are correct and then verify if they are repetitions of the matrix being
considered. How to implement a computational procedure to demonstrate
the completeness of a many-valued finite logic system is shown from these
results. The new approach is a simpler and more uniform solution for the

problem of finite many-valued logics axiomatization.
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Introducao

Uma teoria cientifica geralmente apresenta um corpo de conceitos e uma
colecao de assercoes. Quando questionados sobre o significado de um con-
ceito em uma teoria, frequentemente o explicamos ou o definimos em termos
de outros conceitos presentes na teoria. Mais ainda, quando questionados
sobre uma verdade ou a razao da crenca sobre a verdade de uma assercao,
usualmente a justificamos demonstrando que podemos deduzi-la a partir de
um conjunto de outras assercoes que aceitamos como verdadeiras.

O processo de sucessivamente questionarmos a verdade de definigoes e
deducoes pode nos levar a dois caminhos. No primeiro deles, recorremos as
argumentacoes circulares onde h& uma sequéncia fechada de defini¢oes; no
segundo, finalizamos as explica¢oes em assergoes e conceitos tao béasicos que
podemos garantir a sua veracidade.

Quando o problema é simplesmente entender o significado de um con-
ceito ou a verificacao da veracidade de uma proposicao, nao existe nenhuma
objecao bésica a esses procedimentos circulares. Todavia, quando é possivel
iniciar uma teoria cientifica através de um pequeno numero de ideias primi-
tivas e proposicoes, hd um apelo natural as indagacgoes sobre o significado e
a verdade das assercoes em funcao dessas poucas ideias primitivas acrescidas
a formas tipicas de deducoes e definicoes.

Geralmente, as ideias e proposicoes primitivas sao denominadas axio-



mas ou postulados. E quando os conceitos e proposicoes de uma teoria sao
arranjados em concordancia as conexoes de deducibilidade e definibilidade
constituem-se num sistema azriomdtico para a teoria. O sistema axiomatico
mais famoso é, sem duvidas, a axiomética de Euclides para a geometria. O
seu Os Elementos [6] é um tratado matemaético e geométrico consistindo em
13 livros escritos em Alexandria por volta de 300AC. Esse tratado engloba
uma colegdo de definigoes, axiomas (postulados), teoremas (proposigoes e
construgoes) e provas matematicas dos teoremas, cobrindo a geometria, hoje
dita Euclidiana, e a da antiga teoria grega dos niimeros elementares. Os Ele-
mentos é considerado uma obra-prima da aplicacao da logica a matematica.

Existem em Os Elementos 10 proposi¢oes primitivas, das quais 5 sao de-
nominadas nocoes comuns e 5 sao os axiomas ou postulados. A partir desses
e algumas definicoes, 465 teoremas sao deduzidos com um rigor lé6gico exem-
plar. O mesmo método dedutivo foi posteriormente utilizado por Sir Isaac
Newton na fisica (mecénica), por Lagrange na mecanica analitica, etc. Por
todos esses anos, um grande niimero de sistemas axiomaticos foram criados
na matematica e em varios ramos das ciéncias naturais. Hoje em dia o for-
malismo dos sistemas axiomaticos foi desenvolvido e aperfeicoado, todavia
é inegavel o sucesso e a aceitacao universal do Os FElementos, assim como a
sua contribuicao a ciéncia matematica.

O atual desenvolvimento de sistemas axiomaticos esta diretamente rela-
cionado com a descoberta das novas geometrias ditas nao-euclidianas. No
final do século XIX, Lobachevshi, Bolyai e Gauss independentemente desco-
briram geometrias consistentes onde o postulado das paralelas foi substituido
pela assuncao de que “em um plano bi-dimensional, para uma dada linha I e
um ponto A, que nao estd em I, existe mais de uma reta que passa por A e

nao apresentam interseccao com I”. Em 1854, Riemann criou uma outra geo-



metria consistente onde o quinto postulado de Euclides foi falsificado, desta
vez, com a assuncao da “nao existéncia de retas que passam por A e nao apre-
sentam interseccao com I”. O recorrente questionamento do chamado quinto
postulado de Euclides, o “postulado das paralelas”, demonstrou que ele é in-
dependente dos demais axiomas da geometria euclidiana, podendo portanto
ser substituido consistentemente por outra assuncao.

As “geometrias nao-euclidianas”, de extrema importancia na fisica, in-
fluenciaram substancialmente a légica matematica, possibilitando que no
ramo da légica, ciéncia tida como morta por Kant, surgissem novos caminhos,
novas visoes — as logicas nao-classicas. De acordo com o logico brasileiro
Newton da Costa [4], “o surgimento das geometrias nao-euclidianas talvez
tenha sido um dos maiores acontecimentos na historia da cultura e, até hoje,
tais geometrias sao motivacoes heuristicas ou analdgicas para a construcao

das logicas nao-classicas”.

A Logica e o Teorema da Completude

A logica pode ser considerada a ciéncia do raciocinio, aquela que estuda a
relacao de conseqiiéncia tratando das inferéncias cujas conclusoes tém que
ser tao verdadeiras quanto as suas premissas. Nesse cenario podemos con-
siderar varias abordagens da logica, como exemplos, a logica dedutiva cujo
objetivo consiste no estudo dos principios logicos usados no raciocinio de-
dutivo, matematico; ou a loégica indutiva, aquela que trata das formas de
inferéncia plausiveis. Assim, quando dizemos que tem chovido nos tltimos
50 carnavais, nao podemos deduzir logicamente que no préximo carnaval ira
chover, todavia essa assercao ¢ plausivel.

A logica dedutiva atualmente desenvolve-se no sentido da aproximacao



da ciéncia mateméatica, fundamentalmente através da disciplina logica
matematica que estuda o tipo de raciocinio desenvolvido por mateméticos,
claramente um raciocinio dedutivo. Nesse sentido o método axiomético re-
cebe especial importancia, pois na sua vestimenta contemporanea, a logica é
vista como sistema formal dedutivo, edificado sobre uma linguagem formal.

Uma légica formal é um sistema que prové regras para inferéncias validas.
Se essas regras e as definicoes sao suficientemente precisas, elas tornam-se
regras para manipulacao de cadeias de caracteres e simbolos (strings) que
podem ser realizadas em uma folha de papel. O proximo estagio na constru-
¢ao de uma logica formal é atribuir significado a essas strings e apresentar
uma justificativa matematica para a escolha e determinacao das regras. Dois
teoremas sao normalmente apresentados nesse contexto, o primeiro, o “teo-
rema da correcao”’ estabelece que nenhuma deducao incorreta pode ser feita
a partir do sistema formal; o segundo, o “teorema da completude” deter-
mina que todas as deducoes corretas podem ser expressas no sistema logico
através de uma combinacgao das suas regras e definicoes. Ambos sao teore-
mas matematicos rigorosos, todavia, em geral, a demonstracao do “teorema
da correcao” normalmente é direta, ja a demonstracao do famoso “teorema
da completude” é muito mais sofisticada.

A completude é uma das noc¢oes mais importantes na logica e nos funda-
mentos da Matematica. Completude significa a demonstragao da possibili-
dade de obtermos todos os possiveis corretos esquemas de inferéncia através
do uso de um sistema formal logico. Existem técnicas bem definidas na li-
teratura para a demonstracao da completude em sistemas logicos formais.
Podemos citar o método construtivo estabelecido por Kalmar utilizado por
Mendelson [18], todavia é fundamental perceber que, mesmo utilizando qual-

quer método, para cada sistema logico distinto temos uma demonstracao



propria do “teorema da completude”.

Atualmente, a logica apresenta varias ramificagoes e pode ser classificadas
em finitas ou infinitas, classicas ou nao-classicas etc. O objeto desse trabalho
estd restrito ao universo das logicas finitas proposicionais multivalentes, sendo
considerados, por exemplo, os sistemas logicos bivalentes classicos, as logicas
multivalentes de Lukasiewicz, Post, e Bochvar, assim como muitos outros
existentes na literatura, vide [8].

Existem na logica classica assim como nos diversos ramos das logicas nao-
classicas abordagens distintas na direcao da formulacao de um calculo 16gico
(Logic Calculi). Historicamente o primeiro sistema e ainda o mais estudado
e reconhecido é o calculo logico do tipo hilbertiano.

Quando surgiram diversas logicas multivalentes no inicio do século XX, a
questao natural que emergiu foi a determinagao de um método geral para a
axiomatizacao de logicas finitas multivalentes. Somente em 1952, J. B. Rosser
e A. R. Turquette apresentaram uma axiomatizacao para uma extensa classe
de logicas finitas multivalentes [20]. Eles assumiram que o conjunto de conec-
tivos dessas logicas contem um conectivo binario denotado por —, um tipo
de implicacao, e conectivos unérios Js para cada s pertencente ao conjunto
dos valores-verdade do sistema logico. Todavia, a axiomatizacao obtida é
muito complexa em decorréncia da generalidade do método desenvolvido por
Rosser e Turquette. Em 1994, Anshakov e Rychkov [1] apresentaram um
método de construcao de logicas finitas multivalentes através da extensao do
calculo booleano classico e a demonstracao do teorema da completude para
esses logicas.

Hoje, o problema de axiomatizacao geral de logicas finitas multiva-
lentes ainda nao foi resolvido satisfatoriamente, como afirmado por Siegfried

Gottwald em seu livro “A Treatise on Many-Valued Logics” [8]: “it would be



quite welcome to have some general and uniform way to ariomatize logical
systems of some type”.

A proposta dessa tese é o estabelecimento de um novo procedimento para
demonstracao da completude em logicas finitas multivalentes: um método
algoritmico. As vantagens de tal abordagem serao percebidas no decorrer
do trabalho, visto que, para fazer a demonstracao da completude de um
sistema logico finito multivalente sao necessarios apenas alguns segundos para
a execucao de um programa de computador que automaticamente a constroi.
Outro aspecto relevante na nova abordagem proposta é a possibilidade de
construir sistemas axiomaticos apropriados no sentido da sua simplicidade.

Quando desejamos ‘“construir” ou “desenhar” um sistema légico mul-
tivalente implicitamente estamos procurando por um sistema com beleza
matematica intrinseca. Isso geralmente ¢ obtido através da designacao de
um conjunto minimo de axiomas e regras. Esse objetivo tem razao em si
mesmo, pois com menos regras e axiomas normalmente a demonstracao de
propriedades desses sistemas l6gicos apresentam menor complexidade.

E importante salientar que, pela abordagem proposta, sera permitido
analisar o problema da axiomatizag¢ao no sentido inverso ao usual. Ou seja,
dada uma logica definida por axiomas e regras podemos através do novo
procedimento de investigacao da completude determinar qual a semantica
matricial caracteristica dessa logica.

Essa tese apresenta dois teoremas originais, através dos quais é estabe-
lecido um novo método absolutamente construtivo para a demonstracao da
completude em logicas finitas multivalentes. Para a demonstracao desses teo-
remas e posterior exemplificacao do uso do método em questao sao necessarios

os conceitos gerais e a compreensao da logica formal.



Delineamento desse Trabalho

O texto é subdividido em capitulos como a seguir:

No capitulo 1, é apresentada a logica de forma geral, algumas de suas
ramificacoes, principalmente as logicas multivalentes e suas aplicagoes. Tam-
bém é mostrado o método de Rosser e Turquette.

No capitulo 2, inicialmente sao apresentados os conceitos sintaticos e
semanticos fundamentais de uma logica multivalente finita. Posteriormente,
sao definidas as matrizes corretas, as extensoes corretas de matrizes e entao

demonstra-se o teorema que estabelece:

Seja L uma ldgica com assinatura Y, com matriz caracteristica
finita. My € uma matriz caracteristica para L se, e somente se,

L ¢ correta para My, e para toda extensao correta My de My,

Taut(My) =Taut(M,),

informalmente, completude pode ser determinada como um resultado de um
procedimento de verificagao de tautologias para uma matriz e todas as suas
extensoes corretas.

Posteriormente, demonstra-se um segundo teorema que estabelece:

Seja L = (3, A, R) uma Ldgica Multivalente Finita com assi-
natura . Se M é uma matriz correta para L e todas as exten-
soes unitdrias corretas de M sao repeticoes de M, entao M € uma

matriz caracteristica de L.

Assim, a completude pode ser obtida através do resultado positivo em um
procedimento de verificagao da repeticao entre uma matriz candidata e suas
extensoes unitarias corretas. A determinacao da repeticao entre matrizes é

uma simples verificagdo da existéncia de um homomorfismo “especial” entre



a matriz candidata a matriz caracteristica e toda suas possiveis extensoes
unitarias corretas. Esse tltimo teorema induz um algoritmo para a demons-
tragao da completude para sistemas logicos finitos multivalentes.

No capitulo 3, apresenta-se uma implementagao do método algoritmico e
uma forma pratica de seu uso como consequéncia dos teoremas fundamentais
do capitulo 3. Também serao apresentadas as demonstracoes de completude
de 1 sistema logicos proposicional finito, através da implementacao do al-
goritmo na linguagem Prolog. No Apéndice estao todo o codigo-fonte em
Prolog que realiza da demonstracao apresentada no capitulo 3.

Finalmente, sao apresentadas as conclusoes e as possiveis direcoes futuras

desse trabalho.



Capitulo 1

Logicas Finitas Multivalentes

Nos ultimos anos tem crescido o interesse nas denominadas logicas multiva-
lentes: no ramo da computacao, em &areas como prova automatica de teo-
remas, raciocinio aproximado, sistemas multi-agente e verificacao de pro-
gramas; na engenharia elétrica como em circuitos digitais; na area da
matematica pura, como em provas de independéncia ou consisténcia, na teo-
ria generalizada de conjuntos e estruturas algébricas universais e mesmo na
linguistica e filosofia.

Como exemplo moderno do uso das logicas multivalentes temos no livro
Test Pattern Generation using Boolean Proof Engines escrito por Rolf Drech-
sler, Stephan Eggersgliiff, Gorschwin Fey, Daniel Tille e publicado pela
Springer-verlag em 2009, o capitulo 6, intitulado Multiple- Valued Logic, onde
explica-se como trabalhar com restri¢goes no mundo real usando a ferramenta
ATPG (Automatic Test Pattern Generation). Para utilizar essa ferramenta
é insuficiente considerar apenas logicas booleanas, com os valores-verdade 0
e 1, uma vez que circuitos industriais contém elementos que nao apresen-
tam um comportamento “booleano”. Assim, no livro, define-se uma logica de

quatro valores-verdade para resolver essas limitacoes. Ha uma tendéncia de



aumento do uso dessas tecnologias com logicas multivalentes em aparelhos
eletronicos e computadores.

Para uma melhor compreensao das loégicas multivalentes necessitamos ini-
cialmente dos conceitos fundamentais da logica que a precede, a logica classi-

ca.

1.1 A Loégica Classica

Até o inicio do século XX, considerava-se a existéncia de uma tnica logica
fundada por Aristoteles (384-322 AC). Essa logica é usualmente denominada
logica classica. Aristoteles criou a Teoria do Silogismo e a axiomatizou.
Também, introduziu os conceitos que nos permite lidar com as nocoes de
necessidade, possibilidade e contingéncia.

Apos Aristoteles, a logica classica pouco desenvolveu-se. Um marco con-
sideravel no desenvolvimento da logica classica moderna iniciou-se no século
XVII, com Leibniz, momento onde a légica aproximou-se substancialmente
da matematica. Outros importantes precursores da logica contemporanea
foram Boole, De Morgan, Peierce, Schroder e McColl.

Friedrich Ludwig Gottlob Frege foi certamente sistematizador mais im-
portante da Logica Classica, sendo considerado como o fundador da Logica
Classica Moderna. Pela primeira vez é apresentado no Begriffsschrift |7] o
calculo proposicional em sua forma atual, assim como a nocao de funcao
proposicional, o uso de quantificadores e a analise logica de prova por in-
ducao matematica. Na historia da logica, O Analytica Priora de Aristoteles
somente é comparavel ao Begriffsschrift de Frege.

A logica classica, na sua parte mais simples ou elementar, versa essencial-

mente sobre os chamados conectivos logicos de negacao, conjuncao, disjuncao,
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implicacao e bicondicional, sobre os quantificadores existencial e universal e
sobre o predicado de igualdade; e sobre algumas de suas extensoes como
sistemas de teorias de conjuntos.

Usando a base construida na obra de Frege, a logica classica adquiriu a
sua forma quase definitiva, extensa e consistente nos Principia Mathematica
de Whitehead e Russell [25]. No seu estado atual, a logica classica encerra
toda silogistica aristotélica.

Sao considerados, de imediato, como intuitivamente claros em termos
pré-formais, o uso de variaveis e simbolos de proposicoes e predicados, e o
significado dos operadores 1ogicos para: quantificador existencial (3, “existe”),
quantificador universal (V, “para todo”), negagao (— , “nao”), conjuncao (A,
“e”), disjuncao(V, “ou” ), condicional (—, “se ... entao”), e bicondicional (<,

“equivalente” ou “se, e somente se”).

1.1.1 As Bases da Loégica Classica

A logica classica é baseada em dois principios: da extensionalidade e da bi-
valéncia. A extensionalidade, na logica classica proposicional, estabelece que
o valor-verdade de uma assercao depende apenas dos valores-verdade de seus
componentes; na logica de predicados de primeira ordem, ela estabelece que
cada conceito é completamente determinado pela classe de todos os objetos
que apresentam esse conceito, ou seja, pelo seu dominio.

A consideracao de que a toda proposicao pode ser atribuido exatamente
um de dois valores-logicos possiveis, verdadeiro e falso, denomina-se “Princi-
pio da Bivaléncia”. Esse principio determina o escopo e o objeto da aplicagao

da logica classica sendo expresso através de duas leis:

Terceiro Excluido (tertium non datur)  pV —p

11



Principio da Contradicao (principium contradictionis) — —(p A —p)

Dado um entendimento classico dos conectivos logicos V, A e =, o Terceiro
Ezcluido estabelece que a uma proposicao p ser atribuido um valor-verdade
verdadeiro ou falso, apenas. Ja o Principio da contradi¢ao determina que
uma proposi¢ao p nao pode em um mesmo momento assumir os valores-
verdade verdadeiro e falso. Pode-se também utilizar também o termo nao-
contradi¢ao para nominar esse principio, vide [10].

Uma forma natural e direta de ir além da logica classica é a introducao de
mais valores-verdade, rejeitando o “Principio da Bivaléncia”. De forma geral,

surgem dai as denominadas logicas nao-classicas.

1.2 Classificacao das Logicas

Haack [9] considera duas categorias principais de 1ogicas nao-classicas: as que
sao apresentadas como complementares da classica e as logicas alternativas
a ela. As do primeiro tipo seguem os principios basicos da logica classica, to-
davia ampliam ou complementam o seu escopo. De forma geral, a linguagem
classica é enriquecida com a introdugao de novos operadores. Sao exemplos
de logicas complementares, as logicas modais, com os operadores modais de
possibilidade e necessidade; as logicas dednticas, com os operadores dednticos
proibido, permitido, indiferente e obrigatorio; as logicas temporais, etc.

As logicas do segundo tipo, também ditas heterodoxas foram conce-
bidas como novas logicas, destinadas a substituir a logica classica em alguns
dominios do conhecimento. Como exemplo de légicas heterodoxas temos
aquelas onde nao vale a lei reflexiva da identidade, as chamadas logicas nao-
reflexivas, por exemplo, a logica quantica. Em logicas paracompletas nao é

valido o Principio do Terceiro-FExcluido, ou seja, pode existir uma férmula
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A de tal forma que nem A e nem a negacao de A nao sao teoremas. Sao
logicas paracompletas as logicas intuicionistas e as logicas multivalentes. O
Principio da Contradigao nao é aceito nas logicas relevantes e nas logicas
paraconsistentes. Existe ainda a logica nebulosa (fuzzy logic) com muitas

aplicacoes na area de engenharia.

1.2.1 As Légicas Multivalentes

As logicas multivalentes, como uma parte separada da logica classica, foram
criadas nos trabalhos de J. Lukasiewicz [15] e E. L. Post [19] no inicio da dé-
cada de 20, século XX. Esses autores nao foram os primeiros a nao assumirem
como verdade o “Principio da Bivaléncia”, mas aqueles que verdadeiramente
influenciaram o seu desenvolvimento.

Jan Lukasiewicz introduziu sistemas de logicas multivalentes em uma ten-
tativa de investigar proposi¢oes modais e nocoes de possibilidade e necessi-
dade intimamente relacionadas com essas proposicoes.

Os principais sistemas logicos mutivalentes frequentemente sao definidos
como familias de l6gicas compreendendo sistemas finitos e infinitos. Gottwald
[8] faz uma revisdo completa dos sistemas logicos proposicionais multiva-
lentes, das logicas multivalentes de primeira ordem e as aplicacoes dessas
logias. Dentre os sistemas logicos proposicionais multivalentes podemos lis-

tar os mais importantes:

logicas de Lukasiewicz;

logicas de Godel;

t-Norm logicas;

logicas trivalentes;

13



e logica de 4-valores de Dunn-Belnap’s;
e logicas Produto.

Para exemplificar, apresentamos suscintamente duas familias de logicas:

Lukasiewicz e Godel, para maiores esclarecimentos vide [8].

Lukasiewicz logics

Os sistemas t.,,, e Y., sao definidos pelas matrizes logicas cujos os valores-
verdade nos casos finitos sao definidos em um conjunto finito de racionais
Vin no intervalo real unitario: V,, = {k/m — 1|0 < k < m — 1} e, no caso
infinito, os valores-verdade pertencem a V,,, = [0,1] ={z ¢ R | 0 < =z < 1}.
O valor-verdade 1 é o tnico valor designado como verdadeiro. Sao definidas
duas conjuncgoes: a conjungao forte (&) e a conjuncao fraca (A).

Os conectivos desses sistemas sao:
a & b=maz{0,u+v—1};
aANb=min{u,v};
—a=1-—a;
u—v=min{l,1 —u+uv}.

Os conectivos disjuncao forte e fraca também sao definidos como abre-

viaturas usando as leis de De Morgan.

Logicas de Godel

Os sistemas G,, e G sao definidas pelas matrizes logicas cujos os valores-
verdade nos casos finitos sao definidos em um conjunto finito de racionais
Vi no intervalo real unitario: V,,, = {k/m — 1|0 < k < m — 1} e, no caso
infinito, os valores-verdade pertencem a V,, = [0,1] ={z e R | 0 <z < 1}.

O valor-verdade 1 é o tnico valor designado como verdadeiro.
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Os conectivos desses sistemas sao:
a Ab=min{u,v};
aVb=mazr{u,v} ;
—u=1,seu=0,

—u = 0,se u# 0.

conectivo —

) u—v=1-sseu<wv,
conectivo —
u— v =10, u> .

As logicas acima foram definidas somente com seu componente seméan-
tico. Naturalmente, surge uma necessidade de axiomatizacao desses e outros
sistemas logicos multivalentes.

Existem na logica classica assim como nos diversos ramos das logicas nao-
classicas diferentes abordagens na direcao da formulacao de um célculo 16gico
(Logic Calculi). Historicamente o primeiro sistema e ainda o mais estudado
e reconhecido é o calculo logico do tipo hilbertiano. Em 1931, Wajsberg
[24] apresentou uma axiomatizacao hilbertiana do calculo 13 de Lukasiewicz.
Nessa época, a questao de axiomatizacao das logicas multivalentes finitas

estava totalmente aberta.

1.3 O trabalho de Rosser e Turquette

Em 1952, J. B. Rosser e A. R. Turquette em [20] apresentam uma axiomati-
zagao para uma extensa classe de logicas finitas multivalentes.

Inicialmente Rosser e Turquette assumem que o conjunto de conectivos
das logicas multivalentes finitas contém um conectivo binario denotado por
—, um tipo de implicacao, e conectivos unarios .J; para cada s pertencente
ao conjunto dos valores-verdade do Sistema Logico. Os valores-verdade sao

conjunto finito com uma particao definida por dois subconjuntos denomina-
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dos designados (valores-verdade considerados verdadeiros) e nao-designados
(valores-verdade considerados falsos).

Esses conectivos especiais devem satisfazer duas condicoes [20]:

RT1 A funcao de valoracao correspondente ao conectivo — assume um valor-
verdade nao-designado exatamente nos casos em que o primeiro ar-
gumento é um valor-verdade designado e o segundo argumento ¢ um

valor-verdade nao-designado.

RT2 A funcao de valoracao correspondente ao conectivo Js, onde s é um
valor-verdade qualquer do sistema logico, assume um valor-verdade de-
signado exatamente nos casos em que o seu inico argumento ¢ s e nos

demais casos assumir um valor-verdade nao-designado.

Visando a compactacao da formulacao dos axiomas, alguns “agticares sin-
taticos” sao necessarios. Recursivamente define-se o operador (5 quaisquer

formulas bem-formadas Hi, Ho, ..., G da linguagem do sistema logico:

O _(H:,G) =4s G
O 1 (Hi,G) =aey Hyr1 — O 11 (H;, G)

Adicionalmente, para cada conectivo ¢ no sistema logico, a sua correspon-
dente fungao valoracao é ver,,.
Entao definiu-se Axzr como o conjunto de todas férmulas bem-formadas

que sao uma instancia de um dos seguintes esquemas de axiomas:
AXRT].: A—)(B—}A),
Axpr2: (A= (B—C))—(B—(A—0)),

Axpr3: (A—B))—=(B—=C)—=(A=0));
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Axprd: (J5(A) — (Js(A) = B)) — (Js(A) — B), para todo s valor-verdade

do Sistema Logico;

Axprh: @ :zl(J 1 (A) — B,B),

7—
m—1

Axpr6: Js(s), para todo s valor-verdade do Sistema Logico;
Axpr7: Ji(A) — A, para todo t valor-verdade designado do Sistema Logico;

Axpr8: @ ;‘1:1(‘]8@("42')’ Jt(SD(Alv s ’An)))’
para todo conectivo n-arioyp, s; valor-verdade do Sistema Logico e para

o valor-verdade t = very(sy, ..., Sy).

Como tunica regra de inferéncia, Modus-Ponens:

A, A— B
B

que permite inferir uma féormula bem-formada B dadas duas féormulas bem-
formadas A e A — B.

Rosser e Turquette [20] demonstram os teoremas :

correcao Suponha que o sistema logico proposicional multivalente S satisfaz
as condi¢oes RT1 e RT2. Entao o calculo logico Kpp é correto com
respeito ao sistema S, i. e., cada formula bem-formada derivavel em

K3 € uma S-tautologia.

completude Suponha que o sistema logico proposicional multivalente S sa-
tisfaz as condi¢oes RT1 e RT2. Entao o cdlculo logico K7 é completo

com respeito ao sistema S5, i. e., cada S-tautologia é derivavel em K7} .

As demonstracoes desses dois teoremas ocupam 10 paginas do manuscrito,
a correcao é uma demonstracao mais simples, todavia a completude é nao-

trivial.
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O método ROSSER-TURQUETTE é valido para uma grande quantidade
de sistemas logicos finitos multivalentes, particularmente para os sistemas
logicos multivalentes conhecidos. Sua maior restricao de uso sao as necessi-
dades de um conectivo — bem comportado e toda uma classe de conectivos
Jt, para todo valor-verdade t no sistema logico.

Posteriormente, Anshakov e Rychkov [1] apresentaram um novo método
geral e efetivo para construir um calculo logico de tipo “quasi-Hilbert”, que
é completo com respeito a L,-validade, para qualquer logica multivalente
finita. Todavia, como estabelecido por Siegfried Gottwald em seu livro “A

Treatise on Many-Valued Logics” [8]:

“it would be quite welcome to have some general and uniform way

to axiomatize logical systems of some type”.

Esse ¢ o problema central dessas abordagens. Grzegorz Malinowski, no capi-
tulo “Manu-valued logic and its philosophy” do livro “Handbook of the history
of logic (Volume 8)” [16|, afirma que as axiométicas definidas por Rosser
e Turquette sao muito “complicadas” em relacao aos sistemas axiomaticos
construidos de forma “artesanal” para logicas particulares. Existem na litera-
tura inimeros trabalhos cujo contetido basicamente é definir uma logica com
uma semantica desejavel e construir um sistema axiomatico para essa logica
que seja correto e completo, normalmente essas axiomaticas sao definidas de
forma a conter o menor nimero possivel de regras e axiomas, e que esses
tenham o menor tamanho possivel.

No capitulo 3 sao apresentados os conceitos sintaticos e semanticos fun-
damentais de logicas multivalentes. Sao conceituadas e definidas as matrizes
corretas, as suas extensoes corretas e entao demonstramos dois teoremas: o
primeiro, determina que a completude pode ser determinada como um re-

sultado de um procedimento de verificacao de tautologias para uma matriz
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e todas as suas extensoes corretas; o segundo, determina que a completude
pode ser demostrada como um resultado positivo de um procedimento de veri-
ficacao da repeticao entre uma matriz candidata e suas extensoes unitarias
corretas. Através desse ultimo teorema temos um algoritmo para a demons-

tracao da completude em sistemas logicos finitos multivalentes.
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Capitulo 2

Uma Nova Proposta de

Demonstracao da Completude

Esse capitulo faz o tratamento formal das logicas multivalentes. Sao de-
monstrados os dois resultados (teoremas) desse trabalho. Inicialmente, sao

apresentadas as definicoes e a linguagem matematica necessarias.

2.1 Introducao

Primeiramente, definiremos uma teoria axiomatica £ para o calculo proposi-
cional classico. Como vocabulério, os simbolos de £ sdao =, —, (, ) e letras
P com indices inteiros: A, P, ... As letras P; sao denominadas proposicoes
atOmicas e os simbolos = e — sao os conectivos primitivos. Definimos entao

uma formula bem formada (fbf):
1. todas as letras proposicionais sao fbf’s;
2. se A e B sao thf’s, entao (—.A) e(A — B) sao fhf’s.
Sistema axiomatico — logica proposicional classica (Mendelson)|18|:
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1. Se A, B e C sao thf’s de L, entao definimos os esquemas de axiomas e

regras de inferéncia de L:

(Esquema Az. 1) (A— (B— A))
(Esquema Az. 2) (A— (B—C)) = ((A—B) = (A—C()))

(Esquema Az. 3) (((=B) — (=A)) — (((-B) = A) — B))

2. Regra de inferéncia — Modus Ponens (MP): B ¢ uma consequéncia direta

de Ae (A— B).

L apresenta um conjunto infinito de axiomas através dos trés esquemas
de axiomas (Axioma 1, Axioma 2 e Axioma 3), onde cada um desses esque-
mas representa um numero infinito de axiomas. Em L, facilmente podemos
verificar se uma dada fbf é ou nao um axioma.

Como abreviaturas, definimos os conectivos: (A A B) para =(A — (=B)),
(AV B) para ((-A) — B) e (A< B) para (A — B) A (B— A).

Uma prova em £ é uma sequéncia Ap, Ay ..., A, de fbf’s tal que, para
cada i, ou A; é um axioma de L, ou A; é uma consequéncia direta de duas
fbf’s precedentes utilizando a regra de inferéncia Modus Ponens. Um teorema
de £ é uma fbf A de L se existe uma prova na qual a ultima fbf é A.

Como exemplo, demonstraremos que a formula bem formada (A4 — A) é

um teorema. Demonstracao:

. A-(A—=A)— A (Instancia do
Esquema Ax. 1)

2. A (A=A —-A))»(A—>A—A))—> (A—A)) (Instancia do
Esquema Ax. 2)

3. UA=(A—-A)—(A—A) 1,2e MP
4. A—-(A—A) (Esquema Ax. 1)
5. A=A 4,3e MP
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Aqui, surge naturalmente uma questao: “Quais sao todas as possiveis seman-
ticas adequadas para essa logica?”

Podem existir matrizes caracteristicas de dois, trés ou mais valores-
verdade para esse sistema axiomatico. No livro Introduction to Mathematical
Logic, Elliot Mendelson [18] demonstra que existe uma matriz caracteristica
para esse sistema logico definido acima basedo em dois conectivos, — e —,

denotada por M¢:

—|T F =
T | T F T|F
F T T F|T

M€ & a menor semantica matricial caracteristica para o sistema axiomatico
acima descrito. Ou seja, o sistema axiomatico é bivalente. Trata-se da logica
classica proposicional.

Se analisarmos apenas o teorema P — P, questionando-nos sobre quais
sao as possiveis matrizes que o verificam, teremos como conclusao que ele sera
validado por todas matrizes do conectivo — onde os elementos da diagonal
principal apresentam valores designados (considerados verdadeiros).

E elementar notar que cada axioma ou regra de inferéncia induz uma
restricdo quanto as possiveis matrizes que os verificam. Por exemplo, existe
apenas 1 (uma) semantica de matrizes com dois valores que verificam os axio-
mas 1 a 3 e onde a regra de inferéncia Modus Ponens é preservada. Isso pode
ser mostrado através de um procedimento algoritmico, basta construir todas
as 64 possibilidades de matrizes dos conectivos — e — com 2 valores-verdades,
verdadeiro e falso, e entao verificar em quais matrizes os axiomas sao tau-
tologias e a regra de inferéncia é preservada. O fato do resultado apresentar
apenas 1 (uma) semantica matricial com essa propriedade (as matrizes classi-

cas dos conectivos — e =) é plenamente esperado, pois a semantica matricial
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é correta em relacao ao sistema axiomatico.

Outro fato plenamente esperado, podemos verificar que dentre todas as
extensoes de M© através da adicdo de um tinico valor-verdade, designado ou
nao, se tomarmos apenas aquelas nas quais os axiomas de £ sao tautologias
e a regra Modus Ponens é preservada, teremos um total de 18 extensoes com

uma caracteristica peculiar, todas sao repeticoes da matriz classica.

2.2 A Loégica Multivalente £

Nessa secdo sera analisado o sistema axiomatico £ definido por:

Sejam A, B e C fbf’s de LZ.
1. Esquema de axiomas:

(Esquema Az. 1) (A— (B — A))

(Esquema Az. 2) (A= (B—=C)) = (A= B) = (A—=0)))
(Esquema Az. 8) (——A— -B) — (——A— B) - -A)
(Esquema Az. ) (-—(A— B) = (A B))

2. Regra de inferéncia — Modus Ponens (MP): B é uma consequéncia direta

de Ae (A— B).
Naturalmente, surgem algumas questoes:

Existe uma semantica finita adequada para £?

Qual é uma matriz caracteristica de £?

Temos que £ apresenta 4 esquemas de axiomas (ou, simplesmente axio-
mas) e Modus Ponens. Todos esses axiomas sdo tautologias classicas. Sera

M€ uma matriz caracteristica de £Z7
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Inicialmente, facamos uma anélise das possiveis seméanticas matriciais bi-
valentes. Existem 26 = 64 matrizes bivalentes com os conectivos — e —.

Dessas, somente duas verificam todos os £Z-axiomas e onde modus ponens é

preservada:
- | T F -
1. T T T 77 onde todas as fbf’s sao tautologias, e
F|T T F\|T
— | T F -
2 T T F 7? a matriz classica (MY) para — e —.
F|T T F\|T

E um fato que ambas matrizes nao sao caracteristicas de £2. Adicionando
1 (um) valor-verdade (designado ou nao), existem 3% = 729 matrizes para — e
- que estendem M©. Dessas, 19 sdo matrizes trivalentes que verificam todos
os L%-axiomas e preservam modus ponens. No entanto, 18 dessas matrizes
sao repeticoes da matriz classica, e existe uma matriz distinta de todas as

demais, denotada por M! que apresenta um valor-verdade nao-designado

adicional:
- - | T F 1
?? T|T F F
F|T F|T T T
I|F I|T T T

Pode-se notar que I é um valor-verdade “novo”, distinto de 7" e F'. Isso

MC ~ , . PR ,CI 2 2

sugere que nao é uma matriz caracteristica para (é correta, mas o é

completa). Temos entdao que M’ é uma matriz candidata a ser caracteristica
da logica £*

Novamente, construimos extensdes da matriz M?! com a adicio de um

novo valor-verdade, designado ou nao. Nesse caso, existem 4%(= 65536)
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matrizes de 4 valores-verdade possiveis para £ que estendem M?. Mostra-se
através de programas computacionais que apenas 39 dessas matrizes verificam
todos os L£!-axiomas e onde modus ponens é preservada.

Como resultado do programa, é fato que todas as 39 matrizes de 4 valores-
verdade sdo repeticoes de M7, i. e., todas essas matrizes apresentam o mesmo
conjunto de tautologias. Ou seja, quando tentou-se construir matrizes com 4
valores-verdade, todas elas se comportaram como a matriz M’ de 3 valores-
verdade, isso nos faz crer intuitivamente que M’ é uma matriz caracteristica
para L. Em 1995, Sette e Carnielli [3] demostraram que “ M’ ¢ uma matriz
caracteristica para £!”.

Investigar e precisamente explicar a razao desses fendmenos ocorrerem é
o proposito principal deste trabalho. Isto é intimamente relacionado com o
problema da determinagao de um calculo logico C que prové uma adequada
axiomatizacao para uma dada logica proposicional multivalentes S. Esta tese
introduz um novo caminho para demonstrar a completude de logicas finitas
multivalentes.

A partir desse marco, o texto tornar-se-4 mais rigoroso quanto as
defini¢oes de logica multivalente visando uma demonstracao formal de to-

dos os lemas e teoremas.

2.3 Definicoes Basicas
Definicao 1 (Logicas)

1. Uma assinatura X é um conjunto finito {¢1, ..., ¢,} de simbolos fun-
cionais que representam conectivos logicos ou constantes. Define-se s;

a aridade de ¢; para todo i, 1 <7 < n.

2. Seja P = {po,...,Pn,...} 0 conjunto de variaveis proposicionais. En-

25



tao, para uma assinatura dada X, Fbf(X) denota o conjunto de formu-
las proposicionais bem formadas construidas na forma usual a partir
do conjunto P de variaveis proposicionais e os conectivos ou constantes
em Y. Também subférmulas apresentam uma definicao usual, vide

18]

3. Uma substitui¢do p ¢ uma fung¢do de P em Fbf(X). Se F é uma
formula e p: P — Fbf(X) uma substitui¢ao, entao p(F) é o resultado de
simultaneamente aplicar-se a substituicao p nas variaveis proposicionais

em F.

4. Uma Loégica L consiste em uma assinatura >, um conjunto de axiomas
A e um conjunto de regras R. Axiomas e regras apresentam defini¢oes

usuais, vide [18].

5. Uma prova em uma logica £ = (X, A, R) é uma sequéncia finita de for-

mulas Fi,...,F, em Fbf (¥) tal que para cada i, no dominio 1 < i < n:
e F, ¢ uma instancia de um axioma, i.e., existe uma G € A e uma
substituigao p com p(G) = F; ou

e F; é obtida através da uma instancia de uma regra em I? a partir

das formulas que ocorreram previamente na prova, i.e., existe uma

regra em R
91,-,9n
H
e uma substituigao p tal que {p(G1),...,p(Gn)} C{F1,..., Fic1}
e p(H) = Fi.
6. F, é derivavel em uma logica L se Fi,...,F, é uma prova em L.
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Apos a definicao dos aspectos sintaticos de uma logica, introduziremos os

conceitos semanticos.

Defini¢ao 2 (Matrizes) Uma Matriz M = (T, f1,..., fm, D) para uma

assinatura dada ¥ = {¢1,...,®,} ¢ uma algebra finita de assinatura 3 onde:
e T'={ay,...,ax} é um universo finito e
e fi,..., fm s@o fungoes tais que f; e ¢; apresentam a mesma aridade (s;)

para todo i, fi: T% =T, 1<i<me
e um conjunto D de valores-verdade designados, D C T

Definigao 3 (Tautologias)

1. Cada formula F €Fbf(X), na qual r é o maior indice de uma variavel
pr que ocorre em JF, induz na forma usual uma valoracao, i. e., uma

fungao ef;: T" — T.

2. Uma féormula F ¢é uma tautologia em uma matriz
M= (T, fi,..., fm,D) se a funcdo e}, retorna somente valores-
verdade designados, i. e., para todo cy,...,c, € T, et;(c1,...,¢.) € D.

Nesse caso, F é simplesmente denominado uma M-tautologia.
3. O conjunto de todas as M-tautologias é denotado por Taut(M).

Definicao 4 (Homomorfismos)
Sejam My = (Ty, f{,..., fL.Dy) e My = (Ty, f2,..., f2, Dy) duas matrizes
de mesma assinatura . Uma funcao h: 77 — T5 é um homomorfismo de

M; em M, se

e para qualquer ¢, 1 < i < m e qualquer cy,...,cs, €17

h(fil(clv s 7081')) = fz’z(h(cl)’ SRR h(csz))

onde s; é a aridade de f; e
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[ ] h(D1> g DQ.

Definicao 5 (Repetigoes)
Sejam My, = (Ty, fi,..., fL. D) e My = (Ty, f2,..., f2, Dy) duas matrizes
de mesma assinatura . M; é uma repeticao de M, se, e somente se, existe

uma funcao h: 17 — T5 tal que:
[ h(Tl) = TQ,
e para qualquer a, a € D se, e somente se, h(a) € Dy;

e para qualquer 7, 1 < i < m e qualquer c¢i,...,c5, €T}

h(fil(clv S 7CSi)) = fz?(h(cl)a R h(csz))

onde s; é a aridade de f;;

e h(a) = a para todo a € Ts.

Definigao 6 (Corregao e Completude)
Seja L = (X, A, R) uma logica e M uma matriz para .

1. £ é correto em M se toda instancia de um axioma em A é uma

M-tautologia e para qualquer regra

B]_,...,Bn

C

em R e uma substituigao p tal que p(By), ..., p(B,) sao M-tautologias
também p(C') é uma M-tautologia, ou simplesmente, R é preservada

em M.
2. L é completa em M se toda M-tautologia é derivavel em L.

Se L é& correta em M entdao podemos verificar de forma direta que toda

formula derivavel em £ é uma M-tautologia.
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Definicao 7 (Matriz Caracteristica)
M é uma matriz caracteristica para L se L é correta e completa em M,

vide [5].

As defini¢oes acima serao exemplificadas no decorrer desse capitulo. Um
sistema logico proposicional trivalente denominado P! |21], sempre que pos-
sivel, serd utilizado para ilustrar todas definicoes e resultados. Esse sistema
proposicional P! foi criado pelo professor Antonio Mario Antunes Sette e
tem como caracteristica peculiar ser a mais simples sublégica paraconsis-
tente do célculo proposicional. A seguir apresentamos formalmente a logica
proposicional paraconsistente P!.

Defini¢ao 8 (Logica P')
A logica P! é definida como (3, A, R), onde

o ¥ ={—=,-}

e A é um conjunto de esquemas de axiomas Al, A2, A3, A4 e A5:

Al - po— (p1 = po)

A2 - (po = (p1 = p2)) = ((po = p1) = (Po = p2))
A3 - (=po = —p1) = ((—po = —~—p1) = po)

A4 - —(po — —po) = Do

A5 - (po = p1) = ~—(po — p1)

e R ¢ um conjunto de regras de inferéncia, um conjunto unitario com:

Modus Ponens - A’AT_>3

Uma Matriz Mp: para a logica P! é definida como:

MP1 = ({TO7T17F}7f—)afﬁ7{T07T1}), onde:
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Jo Ty Tv F J=

Ty |To 1o F Ty ?
T T, F T
FlT, T, Ty F | T,

Mp: é uma matriz caracteristica para P!, como demonstrado por

Sette [21].

Definicao 9 (Extensoes)
Sejam M, = (T4, f},..., [}, D1) e My = (Ty, f2,..., f2, Dy) duas matrizes

de mesma assinatura X. M, é uma extensao de M; se
L] Tl g TQ (&
[ D1 Q D2 [§]

e para todo i as fungoes f} e f? coincidem em T}%, onde s; ¢ a aridade

de fil € f22

Ambos, Dy = Dy ou Dy C D, sao permitidos. Na formalizacao algébrica,

M, é uma subélgebra de M.

Definicao 10 (Extensoes Corretas)
Seja £ uma logica com assinatura X, sejam M; e M, duas matrizes de mesma

assinatura Y. M, é uma extensao correta de M; com respeito a L se

e L é correta para M, e
e L ¢é correta para My, e
e M5 é uma extensao de Mj.

Por exemplo, seja M. = ({To, F'}, f—, f-, {To}) uma matriz para a logica
P!, onde:
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f — TO F f -
Iy | Ty F Ty | F
F T, T, F T

E imediato que Mp: é uma extensio de M,. Uma vez que a logica P! é

correta para M. e Mp1, por definicao, Mp1 é uma extensao correta de M..

Definigao 11 (Elementos Marcados)

Seja M = (T, fi1,..., fm, D) uma matriz para uma assinatura dada ¥. Um
Elemento Designado Marcado de M ¢ um elemento qualquer z¢ tal que
2 € D. Se T — D # (), similarmente, um Elemento Nao-designado

Marcado de M é um elemento qualquer z™¢ tal que 2" € (T — D).

Definicao 12 (Extensoes Relativas)

Sejam M; = (T4, f},..., fL,D1) e My = (Ty, f2,..., f%, Dy) duas matrizes
de mesma assinatura Y, onde Ty N Ty = (). Seja z¢ um elemento designado
marcado de M, e se (T) — D) # 0, seja 279 um elemento nao-designado

de M. Entao Mys = (Tho, f1?, ..., [} Dis) de mesma assinatura ¥ é uma

extensao de M relativa a M, se:

[ T12:T1UT2,€
[ D12:D1UD2,6

e Para todoi, 1 <i<m,

4
[y, ), se (xq,..., 1) € TV

(2
2 5.
[z, .. xs,), se (xq,...,xs,) € Ty
’ L, .
fi(@y,...,x,,), caso contrario,
12 : :
fit(a, . ws) = onde, para todo j,1 <j <s;:
zj, se w; € Ti;
! d
T, = xf, se x; € Dy;

2 se x; € (Ty — Dy).
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Por exemplo, seja M.p1 = ({To, F, T, TF, F*}, f, -, {To, T, T7}) uma

matriz que é uma extensao de M, relativa a Mp: para P!, onde:

fo|Ty F T; T F* f-
T, |y, F T, T, F T, | F
F |Ty, Ty Tov Ty Ty F | Ty
T: | Ty, F Ty T F* Tr | P
T | Ty, F Ty Tr F* T | Ty
F | Ty, T, Tp T T¢ F*| Ty

Note que M p1 ¢ uma extensao de M, relativa a M}, onde M}, é a matriz
Mp: = ({To, T, F'}, f—, f-, {10, T1}) resultado da concatenacao do simbolo

x a todos os elementos de {1y, Ty, F'}, 28 =Ty e 2" = F.

2.4 Teoremas

Com as definicoes acima, podemos passar as demonstracoes dos teoremas

fundamentais. Entretanto, para torné-las claras alguns lemas sao necessarios.

Lema 1 Sejam M, = (Ty, fl,..., fL.Dy) e My = (Ty, f2,..., f%, Ds) duas

matrizes de mesma assinatura X = {¢1,...,¢,}, onde Ty N Ty, = (. Seja
My = (Tha, f12,..., f12, D15) uma extensao de M, relativa a M,. Se a logica

L é correta para My e My, entao L é correta para Mis.

Demonstragdo 1 Suponha que L = (X, A, R) nao € correta para Ms. En-
tao, sao duas as possibilidades: (a) existe uma formula ¢ € A tal que ¢ nao
é uma Mia-tautologia ou (b) existe uma regra r € R que nao € preservada
em Mis.

Primeira possibilidade (a)

Por definicao, existe wuma wvaloragao e‘f\’/[u: 17, — Tis, onde r
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€ o mator indice de uma wvaridvel p, que ocorre em @, tal que

e}@m(cl,...,cr) g Dis.  Sem perda de generalidade, ¢ tem uma forma
&1 (Fu,y ... Fs,), para algum i, 1 <i<m, onde Fy,...,Fs, sdo subformu-
las de ¢ e para todo j, 1 < j < s < 1, ey (F) €{en,...,0) e
ef/[u(cl, ceCp) = filz(ef/l,12 (F1),--- ,ef/[m (Fs,))-

Agora, existem trés possibilidades:

1. se {e3,(F1), .. e, (Fo)} € Th, como Myy é uma extensao de M,

relativa a Msy, seque que

fi12<€<]7412(‘7:1>7 s 7€f/flg<fsi)) = fil(ef/hg(;l)v cee 76?412(}.31'))7

~ SO _ (P .
entao ey (c1,...,¢.) = ey (cr,...,¢) € Dia, pois D1 C Dy, por
consequéncia 6}?41(01, ...,¢) & D1 e @ nao é uma M -tautologia, uma

contradi¢ao visto que L € correta para M;

2. se {eh, (F1), - eh, (Fs)} € To, como My € uma extensio de M,

relativa a Msy, seque que

fz‘u(e(]fﬁg(]:l)?'"7€<§412(]:5i)> = ff(eﬂm(]:l), s ’ef/llg(fsz'))7

~ (P _ (p .
entao ey (c1,...,¢) = ey (cr,...,¢) & Dia, pois Dy C Dia, por
consequéncia ef/h(cl, ooy Cr) & Doy e nao € uma Ms-tautologia, uma

contradicao visto que L € correta para Ms;

3. finalmente, se {c1,...,c,} CTia, {c1,...,c,} LTh e{c1,...,c;} L T,

como Mys é uma extensao de My relativa a M, seque que

/

filQ(e‘]me(fl)a cee 76?/[12(]:‘%)) = fz’l(ef/lm(}—l)/’ s 76(]?412(“F5i) )7

onde

{ef/[m(fl),’ e "ef/lm("t.&')/} € Tl?
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s P _ P
entao ey (c1,...,¢) = ey (cr,...,¢) € Dia, como Dy C Dy, por
consequéncia eﬂl(cl, ...,¢) & D1 e ¢ nao é uma M;-tautologia, uma

contradicao visto que L € correta para M.

Segunda possibilidade (b)

Existe uma regrar € R, r = %, que nao € preservada por Mys. Por defi-
nicao, Gy, ..., G, sao Mis-tautologias, todavia H nao € uma Mis-tautologia.
Como eziste uma valoragao eﬁu: 17, — Tia, onde r € o maior indice de
uma varidvel p, que ocorre em G, ...,G, e H, tal que 67]\-5112(61, ooy Cr) € Do,
Sem perda de generalidade, H tem uma forma ¢1%(F, ..., Fs,), para algum i,
1 <i<m, onde Fi,...,Fs, sao subformulas de ¢ e para todo 7, 1 < 7 < s,
et (F;) € {a,....er} e el (a1, ¢) = [l (Fr), ... el (Fs)).
Mutatis mutandis, o mesmo argumento utilizado no item (a) demonstra que

uma contradi¢ao ocorre. Dessa forma, L = (X, A, R) € correta para Myy. B

Definicao 13 (Extensoes Corretas Relativas)

Seja My = (T4, fi,....fL,D1) e My = (Ty, f2,...,f2,Dy) duas ma-
trizes de mesma assinatura X = {¢1,...,¢,}, onde Ty NTy, = (. Seja
My = (Tha, f12,..., fI2, D15) uma extensiao de M relativa a M,. Se uma
logica £ = (X, A, R) é correta para M; e Ms, pelo lema 1, M, é uma ex-

tensao correta de M relativa a M.

Lema 2 Seja £ uma logica de assinatura . Se M; é uma matriz caracteris-

tica para £, e My é uma extensao correta de My, entdo Taut(M;) =Taut(Ms).

Demonstragao 2 A inclusio Taut(M,) 2 Taut(Ms) trivialmente é wveri-
ficada. Para mostrar que a inclusao reversa também € verdadeira, seja
A € Taut(My). Como L é completa para M, eriste uma prova By,..., B,
onde B, = A. Como L é correta para My, seque diretamente que

A € Taut(M,). B
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Lema 3 Seja £ uma logica com assinatura . Se exisir uma matriz M; tal
que L é correta para My, e Taut(M;) =Taut(M;), para toda extensao correta

M, de M;. Entao M; é uma matriz caracteristica para L.

Demonstragao 3 Suponhamos que My = (Tt, f},..., f},D1) ndo é uma
matriz caracteristica para L, ou seja, L € correta, mas nao € completa
para My, como um argumento do tipo reductio ad absurdum. Seja M, =
(T, fc,..., f&, D.) uma matriz caracteristica para L, onde, sem perda de
generalidade, T, N'T; = ().

Seja My. = (The, 110,...7f7}f,D10) uma extensao correta de Mp rela-
tiva a M.. Pelo lema 1, M. € uma extensao correta de My e M., por
hipétese, Taut(My) =Taut(M.), pelo lema 2, Taut(M,.) =Taut(M,.), seque
que Taut(M,) =Taut(M.), i.e., My é uma matriz caracteristica para L, uma

contradicao. W

O proximo passo é demonstrar que “se uma dada matriz M é correta
para L e todas as extensoes corretas de M apresentam o mesmo conjunto
de tautologias que M, entao M é uma matriz caracteristica para L. Esse
resultado nos fornece uma nova abordagem sobre a completude de sistemas
logicos finitos multivalentes.

E importante salientar que o problema de determinar se duas matrizes
apresentam o mesmo conjunto de tautologias foi totalmente resolvido de

forma independente por Los |14] e Kalicki [11] [13].

Teorema 4 Seja £ uma logica com assinatura ¥, com matriz caracteristica
finita. M; é uma matriz caracteristica para L se, e somente se, L é correta

para M, e para toda extensdo correta My de My, Taut(M;) =Taut(Ms).

Demonstracao 4 Pela definicao 7 e lema 2, seque diretamente que: se My é

uma matriz caracteristica para L, entao L € correta para My, e para todas as
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extensoes corretas My de My, Taut(My) =Taut(Ms). Pelo lema 3, o inverso
¢ vdlido. W

O teorema 4 determina que para demonstrar se uma matriz é carac-
teristica de um sistema logico finito multivalente deve-se verificar de forma
exaustiva todas as sucessivas extensoes corretas dessa matriz, mostrando que
todas elas apresentam o mesmo conjunto de tautologias (isto é, todas essas
matrizes sao equivalentes).

O que foi estabelecido pelo teorema 4 nao é um resultado computacional-
mente efetivo, pois nao ha como gerar e testar todas as extensoes corretas
de uma dada matriz. Todavia, trata-se de uma caracterizacao do problema

de demonstrar a completude para uma logica finita multivalente qualquer.

2.4.1 Completude Automatica

Objetiva-se encontrar um método algoritmico efetivo para demonstrar a com-
pletude logicas finitas multivalentes. Para definirmos esse método necessi-
tamos inicialmente da definicao de um limitador, ou mesmo uma espécie de
ponto-fixo na busca pelas extensoes corretas da matriz considerada. Para
tal, definimos as extensoes corretas com apenas um valor-verdade adicional,

ou simplesmente, as extensoes unitarias corretas:

Definigao 14 (Extensoes Unitarias Corretas)

Seja £ uma logica com assinatura ¥ = {fi,..., f;n}, sejam as matrizes
M1 = (Tl, f17 ey fm, Dl) e M2 = (TQ, f17 ey fm, DQ) Entéo, M2 é uma ex-

tensao unitaria correta de M; com respeito a L se
e [ é correta para My, e

e L ¢é correta para My, e
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e M5 é uma extensao de My, e
e existe um tnico elemento a € Ty tal que To = Ty U {a}.

Com essa definicao, podemos enunciar e demonstrar um teorema que
permite construir um algoritmo para provar a completude de logicas finitas

multivalentes.

Teorema 5 Seja L = (3, A, R) uma logica multivalente finita com assi-
natura Y. Se M é uma matriz correta para L e todas as extensoes unitarias

corretas de M sao repeticoes de M, entao M é uma matriz caracteristica de

L.

Demonstracao 5 Sem perda de generalidade, seja M = M,, onde n é o
nudmero de valores-verdade de M,. Suponhamos por hipdtese do absurdo que
M, nao € matriz caracteristica de L. Seja M. a matriz finita caracteris-
tica de L. Podemos construir todas as matrizes Mo, = (Ton, 2, Dep) que sao
extensoes corretas relativas de M. em relacao a M,, como M., € ertensao
correta de M., € fato que M., € matriz caracteristica de L. Sem perda de
generalidade consideremos uma matriz M., qualquer. Temos duas possibili-
dades:

(1) Se M, é uma repeticao de M, seque que M, é matriz caracteristica de
L, uma contradicao.

(2) Se M., nao é uma repeti¢ao de M, entao temos que M., é uma matriz
caracteristica de L com pelo menos n+1 valores-verdade distintos. Para fixar
ideias, seja v um valor-verdade correspondente a algum desses (n+1) valores-
verdade distintos. A partir de M, criamos as extensoes unitdrias denotadas
por M,,, com (n+1) valores-verdade como a sequir. Temos M, = (T,,%, D1)
e My, = (T, U{v}, %, Dy), onde Dy = Dy U {v}. Seja 2¢ um elemento des-

d

ignado marcado de M, e x;* um elemento nao-designado marcado de M,.
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Seja X = f1,..., fm, para todo i, 1 < i< m,

d nv

T se fM(xq,...,xs) € Dy
f;w(l’la...,f[‘s,')_ n; fl ( v ’ 31) o
. se f(wq,...,xs,) € Den.

n

Por construgao, analogamente ao lema 1, L € correta para My,,, com (n+1)
valores-verdades distintos. Todavia, como hipdtese temos que todas as exten-
soes unitdarias corretas de M, sao repeticoes de M, dessa forma, como My,
€ uma extensao unitdaria de M,, M,, € uma repeticao de M,, isto signfica
que My, nao apresenta (n+1) valores-verdade distintos, uma contradi¢ao.

Por fim, concluimos que M, é matriz caracteristica de L. B

Esse teorema possibilita a criacao de um procedimento computacional
para a solucao do problema da completude. Para determinar se uma matriz
correta é caracteristica de um sistema logico proposicional multivalente basta
determinar dentre todas as suas extensoes unitarias aquelas que também sao
corretas. Posteriormente, fazer uma verificacdo de que todas essas exten-
soes corretas unitarias sao repeticoes da matriz candidata, o que é significa
determinar que todas essas matrizes apresentam o mesmo conjunto de tauto-
gias. Isso se da através da verificacao de um homomorfismo “especial” entre
as matrizes consideradas, de acordo com o conceito de repeti¢ao (definigao
5). No proximo capitulo sdo apresentados uma implementagao do método de
completude automatica proposto na linguagem PROLOG e um exemplo de

demonstragao de completude do sistema légico proposicional multivalente.
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Capitulo 3

Provador da Completude de

Logicas Finitas Multivalentes

Nesse caitulo sao apresentadas uma implementacao do método de completude
automéatica proposto na linguagem PROLOG e a demonstracao de comple-
tude do sistema logico proposicional trivalente 1.3 de Lukasiewicz que nao é
funcionalmente completa.

O método de demonstracao da completude dos sistemas légicos finitos
multivalentes é construtivo e algoritmico. Para exemplificar e tonar pratico
o método foram implementadas essas demonstracoes usando o método pro-
posto nessa tese, os programas foram implementados em Prolog e estao to-

talmente listados no Apéndice.

3.1 Implementacao do Método

(Passo 1) Seja TVals uma lista contendo os valores-verdade considerados.
Para a verificacao dos axiomas e regras de inferéncia necessita-se das valo-

racoes possiveis a eles aplicaveis. Por exemplo, para determinar valorizagoes
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de 3 e 2 valores-verdade, respectivamente, temos o seguinte codigo Prolog:

triplesSetDet (TVals,TripList) :-
findall([X,Y,Z],

( member(X,TVals),
member (Y,TVals),
member (Z,TVals) ),
TriplesList),

retractall(triples_set(_)),
assert(triples_set(TripList)).

pairsSetDet(TVals,PairsList) :-
findall([X,Y],

( member(X,TVals),
member (Y,TVals) ),
PairsList),

retractall(pairs_set(_)),
assert(pairs_set(PairsList)).

Ou seja, pairsSetDet([t,i,f],PairList) produz como resposta
PairList=[[t,t], [t,i],[t,f],[i,t],[1i,i],[i,£],[f,¢],[f,i],[f,£f]].
(Passo 2) Nesse, sdo criadas todas as extensdes corretas unitéarias
possiveis para a matriz original através da insersao de um novo valor-
verdade, considerando esse valor designado ou nao-designado. O
predicado extendedMatricesDet (TVals, Dist, NDist, Trip, Pair)
implementa essa funcionalidade. No exemplo abaixo, temos o predicado
extendedMatricesDet/5 adaptado para determinar as extensoes corretas
de uma semantica matricial trivalente, com dois conectivos (sendo 1 unario

e o outro bindrio).

extendedMatricesDet (TVals,Dist,NDist,Triples,Pairs) :-

member (A,TVals),

member (B,TVals),

member (C,TVals),

member (D,TVals),

member (E,TVals),

member (F,TVals),

member (G,TVals),

member (H,TVals),
truthTableVerification(A,B,C,D,E,F,G,H,

Dist,NDist,Triples,Pairs,TVals),

fail.
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(Passo 3) Uma vez criada uma extensao unitaria da matriz original, deve-se
exaustivamente verificar se os axiomas sao taulogogia e a regra de inferéncia
é preservada na matriz estendida (predicado truthTableVerification/11.
Por exemplo:

truthTableVerification(A,B,C,D,E,F,G,H,Dist,NDist,Triples,Pairs,TVals) :-
extendImp(A,B,C,D,E,F,G,ImpTT),
extendNeg (H,NegTT),
axioml(Pairs,ImpTT,Dist),
axiom2(Triples, ImpTT,Dist),
axiom3(Pairs,ImpTT,NegTT,Dist),
axiom4(TVals,ImpTT,NegTT,Dist),
modusPonens (Pairs, ImpTT,Dist), !,
saveMatrices(ImpTT,NegTT,Dist,NDist) .

Aqui sao verificados os 4 axiomas e a regra de inferéncia Modus Ponens.
As matrizes que sao extensoes unitarias corretas sao também armazenadas.
A verificagao dos axiomas é feita da forma:

/* axiom 1 a => (b => a) */
axioml ([[X,Y]|T],ImpTT,Dist) :-
member ([Y,X,A], ImpTT),

member ([X,A,Result], ImpTT),

member (Result,Dist), !,

axioml (T, ImpTT,Dist).
axiom1([1,_,_).

/* axiom 2 (a => b) => ((b => ¢c) => (a => c)) */
axiom2([[A,B,C] IT],ImpTT,Dist) :-
member ([A,B,I1],ImpTT),
member ([B,C,I2],ImpTT),
member ([A,C,I3],ImpTT),
member ([I2,13,I4],ImpTT),
member ([I1,I4,Result],ImpTT),
member (Result,Dist), !,
axiom2(T,ImpTT,Dist).
axiom2([],_,_).

/* axioma 3 (Ta => "b) => (b => a) */
axiom3([[A,B]|T],ImpTT,NegTT,Dist) :-
member ([A,NA] ,NegTT),
member ([B,NB] ,NegTT),
member ([NA,NB,I1],ImpTT),
member ([B,A,I2],ImpTT),
member ([I1,I2,Result],ImpTT),
member (Result,Dist), !,
axiom3(T,ImpTT,NegTT,Dist) .
axiom3([],_,_,_).
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/* axioma 4 ((p => “p) => p) => p */
axiom4 ([A|T],ImpTT,NegTT,Dist) :-

member ([A,NA] ,NegTT),

member ([A,NA,T1],ImpTT),

member ([I1,A,I2],ImpTT),

member ([I2,A,Result], ImpTT),

member (Result,Dist), !,

axiom4 (T, ImpTT,NegTT,Dist).
axiom4([],_,_,_).

A verificacao de que Modus Ponens é preservada na matriz é implemen-
tada como:

modusPonens ([[A,B]|T],ImpTT,Dist) :-
member (A,Dist),
member ([A,B,R], ImpTT),
member (R,Dist), !,
member (B,Dist), !,
modusPonens (T, ImpTT,Dist) .
modusPonens ([_|T],ImpTT,Dist) :- !,
modusPonens (T, ImpTT,Dist) .
modusPonens ([ ],_ImpTT,_Dist).

(Passo 4) Basta verificar se as matrizes corretas sio ou nao uma repeticao
da matriz original. Para cada extensao unitéria deve-se verificar se existe um

homomorfismo entre ela e a matriz original (definicdo de repeticao 5).

repetitionVerify(Function,Pairs,TVals,ImpTT1,NegTT1) :-
imptt (ImpTT2),
negtt (NegTT2),
repetitionVerifyNeg(Function,TVals,NegTT1,NegTT2),
repetitionVerifyImp(Function,Pairs, ImpTT1,ImpTT2),!.

repetitionVerifyImp(Function, [[A,B]|Ps],ImpTT1,ImpTT2) :-
member ([A,B,R1],ImpTT1),
applyFunction(Function,R1,HR1),
applyFunction(Function,A,HA),
applyFunction(Function,B,HB),
member ([HA,HB,R2] , ImpTT2),

HR1 = R2, !,
repetitionVerifyImp(Function,Ps,ImpTT1,ImpTT2).
repetitionVerifyImp(_,[1,_,_).

repetitionVerifyNeg(Function, [A|Vs] ,NegTT1,NegTT2) :-
member ([A,R1] ,NegTT1),
applyFunction(Function,R1,HR1),
applyFunction(Function,A,HA),
member ( [HA,R2] ,NegTT2),
HR1 = R2, !,
repetitionVerifyNeg(Function,Vs,NegTT1,NegTT2) .
repetitionVerifyNeg(_,[1,_,_).
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applyFunction(Function,R,FR) :-
member ([R,FR] ,Function),!.

Como exemplo, a demonstragao da completude da logica ©.3.

3.2 Logica Trivalente 1.3 — Lukasiewicz|15]

3.2.1 Sistema Axiomatico L3
Conectivos: { —, = }

axioma 1 (a — (b — a))

axioma 2 (a —» b) = (b — ¢) = (a = ¢))
axioma 3 (—a — —b) = (b — a)

axioma 4 ((a — —a) = a) > a

Modus Pones a g—>b

Matriz Candidata a Caracteristica

- -t i f
t] f t |t i f
1|1 1 |t t 1
flt flt t t

3.2.2 Demonstracao da Completude

(1) Determinacao das Matrizes estendidas corretas e verificagao de
repetitividade
Considerando os dois conectivos: — (binério) e = (unério), existem 65.536

(4% = 65.536) extensoes da suas matrizes apresentadas. O primeiro passo
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na demonstracao da completude ¢ determinar quais dessas extensoes sao
extensoes corretas em relacao a axiomatica acima. Posteriormente, verifica-se
se cada uma dessas extensoes corretas é uma repeticao das matrizes classicas.

O resultado dessa verificagao ¢ listado a seguir (total de 42 matrizes corretas).

1. Valores Designados = {t} 4. Valores Designados = {t}

Valores Nao-designados = {w, i, f} Valores Nao-designados = {w, i, f}

- = |t i f w - = |t 1 f w
t f t t i f i t f t t i f i
i i i t ot i t 1 1 1 t ot 1 t
flt flt t t £t £t ¢t t ¢
W i W t ot i t w | w w t ot w t

E repeticio. h: {t,i, f,w} — {t,i, f} onde
{ hw) =i, h(t) =, K@) =4, h(F) = f

2. Valores Designados = {t} .
5. Valores Designados = {t}
Valores Nao-designados = {w, i, f} - . .
Valores Nao-designados = {w, i, {}

- —- |t i f w
b f N AL t | f t |t i f f
1 1 1 t ot 1 t ; ; ; ¢t ; ;
f t f t ot ot t £ " £ ¢t ot "
w | W W t ot 1 t w ¢ w f ot ot "

E repeticdo. h: {t,i, f,w} — {t,4, f} onde

E repeticio. h: {t,i, f,w} — {t,i, f} onde
{ hw) =i, bty =t, hG6) =14, h(F) = f

{ hew)= £, bty =1, hi) =i, h(f) = f

3. Valores Designados = {t} 6. Valores Designados = {t}

Valores Nao-designados = {w, i, f} Valores Nao-designados = {w, i, f}

- -t i f w - -t i f w
t f t t i f i t f % t i f w
1 1 1 t ot 1 t i i i t ot i t
f|t f t ot ot t f t f t ot ot ot
w 1 W t t 9w t W i w t ot i t

E repeticio. h: {t,i, f,w} — {t,i, f} onde
{ hew) =i, bty =1, hG6) =i, h(H) = f
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7. Valores Designados = {t} 10. Valores Designados = {t}

Valores Nao-designados = {w, i, f} Valores Nao-designados = {w, i, f}
- = |t i f w - - |t i w
t £ t t i f w t f t t i f w
i it t i ¢ Lt bt ot 1
f 1 £ t ot ot 1 f t f t t ot t
w | w wlt t i t w |t w |t t ot t

. B tigdo. h: {t,i t,i d
E repeticdo. h: {t,1, f,w} — {t,4, f} onde repeticao {t.i, f,w} = {t,4, f} onde

[ hw) = i, 1O =t hG) =i, () — { hw) =5, 0@ =t n@) =i, h(p) =7

8. Valores Designados = {t}
Valores Nao-designados = {w, i, f} 11. Valores Designados = {w, t}
Valores Nao-designados = {i, f}

- — |t i f w
t | f t [t i f w " oyt i fw
1 1 1 t ot 1 t t f t t ! f t
£ " £ t ot ¢ ¢ i i i t ot i t
w 1 w t t 0w t f t f vttt t
w | f w |t 1 f t

E repeticiio. h: {t,i, f,w} — {t,i, f} onde

E repeticio. h: {t,i, f,w} — {t,i, f} onde
{ hw) =i, hty =1, h(@) =i, h() = f

{ hw)=t, h()) = t, h() =i, h(f) = f

9. Valores Designados = {t} .
12. Valores Designados = {w, t}
Valores Nao-designados = {w, i, f} . . .
Valores Nao-designados = {i, f}

- = |t i f w
vt f Epe 1 f 6| f O I T
1 1 1 t ot i t i i i t ot i t
f t f t t t t £ " f 1 t 1 t
w | W w t t 9w t w £ w t i [
E repeticio. h: {t,i, f,w} — {t,i, f} onde E repeticio. h: {t,i, f,w} — {t,i, f} onde
{ hw) =i, n) =1, ni) =i, h(f) =1 { hw)=t, h() = t, h() =i, h(f) = f
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13. Valores Designados = {w, t} 16. Valores Designados = {w, t}

Valores Nao-designados = {i, f} Valores Nao-designados = {i, f}
- = |t i f w . St i w
t f t t i f t 1 £ t t i £ t
i i i t ot it i i i t 0t it
f t f t t ot t r t f t 0t ot w
w | f w | |w i f t w | f wlt i f w

E repeticiio. h: {t,i, f,w} — {t,i, f} onde

E repeticio. h: {t,i, f,w} — {t,i, f} onde
{ hw)=t, h(t) =t, h(i) =4, h(f) = f

{ hw) =1, h(t) = t, h() =i, h(f) = f

17. Valores Designados = {w, t}

14. Valores Designados = {w, t} Valores Nao-designados = {i, f}

Valores Nao-designados = {i, f}

- — |t i f w

- -t i f W t|f tlt it

t f t t i f t i i i " t i "

1 1 1 t t 1 t £ ¢ £ ¢ t ot ow

f t f t t t t W r w w i £ t
w | f w|lw i f w

E repeticiio. h: {t,i, f,w} — {t,i, f} onde

E repeticio. h: {t,i, f,w} — {t,i, f} onde { hw) = ¢, h(®) =, h(i) =i, h(F) = f
w) = t, =t, h(i) =1, =

{ hw)=t, h)) = t, () =i, h(P) = f

. 18. Valores Designados = {w, t}
15. Valores Designados = {w, t}

- . . Valores Nao-designados = {i, f}
Valores Nao-designados = {i, f}

4 St i f w - - |t i f w
t |t T T S v f LI L
i i i t 0t it i i i t ot it
£ 1 f t 0t ot w f t f t t t 9w
w | f w |t i f t wo| f wlw i f w
E repeticio. h: {t,i, f,w} — {t,i, f} onde E repeticio. h: {t,i, f,w} — {t,i, f} onde
{ hw)=t, h(t) =t, h(i) =i, h(f) = f { hw)=t, h(t) =1, h() =4, h(f) = f
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19. Valores Designados = {w, t}
Valores Nao-designados = {i, f}

- - |t i f w
t f t t i f ot
1 1 1 t ot 1w
f t f t ot 0t t
w | f w |t i f t

E repeticiio. h: {t,i, f,w} — {t,i, f} onde
{ hw)=t, h(t) =t, h(i) =4, h(f) = f

20. Valores Designados = {w, t}
Valores Nao-designados = {i, f}

- - |t i f w
t f t t i f ot
1 1 1 t ot 1w
f t f t ot ot ot
w | f wlt i f w

E repeticio. h: {t,i, f,w} — {t,i, f} onde
{ hw)=t, h(t) =t, h(i) =i, h(f) = f

21. Valores Designados = {w, t}
Valores Nao-designados = {i, f}

- - |t i f w
t f t t i f ot
1 1 1 t t 1w
f t f t t ot t
w | f w|lw i f t

E repeticio. h: {t,i, f,w} — {t,i, f} onde
{ hw)=t, h(t) =t, h(i) =i, h(f) = f

47

22. Valores Designados = {w, t}
Valores Nao-designados = {i, f}

- = |t i f w
t f t t i f ot
1 1 1 t t 1w
f t f t ot ot ot
w | f w|lw i f w

E repeticio. h: {t,i, f,w} — {t,i, f} onde
{ hw)=t, ht) =t, h() =4, h(f) = f

23. Valores Designados = {w, t}
Valores Nao-designados = {i, f}

- = |t i f w
t f t t 1 f t
1 1 1 t ot 1w
f t f t t t w
w | f w |t 1 f t

E repeticio. h: {t,i, f,w} — {t,i, f} onde
{ hw)=t, ht) =t, h(i) =i, h(f) = f

24. Valores Designados = {w, t}
Valores Nao-designados = {i, f}

- = |t i f w
t f t t 1 f t
i i i t ot i ow
f t f t t t 9w
w | f w |t 1 f w

E repeticio. h: {t,i, f,w} — {t,i, f} onde
{ hw)=t, ht) =t, h(i) =4, h(f) = f



25. Valores Designados = {w, t}

26.

27.

Valores Nao-designados = {i, f}

- — |t i f ow
t f t t i f ot
1 1 1 t t 1w
f t f t ot ot w
w | f w|lw i f t

E repeticiio. h: {t,i, f,w} — {t,i, f} onde
{ hw)=t, h(t) =t, h(i) =4, h(f) = f

Valores Designados = {w, t}
Valores Nao-designados = {i, f}

- — |t i f w
t f t t i f t
i i i t t i ow
f t f t t t 9w
w | f w|lw i f w

E repeticio. h: {t,i, f,w} — {t,i, f} onde
{ hw)=t, h(t) =t, h(i) =i, h(f) = f

Valores Designados = {w, t}
Valores Nao-designados = {i, f}

- = |t i f w
t f t t i f w
1 1 1 t ot 1 t
f t f t ot ot t
w | f w |t i f t

E repeticio. h: {t,i, f,w} — {t,i, f} onde
{ hw)=t, h(t) =t, h(i) =i, h(f) = f
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28. Valores Designados = {w, t}

29.

30.

Valores Nao-designados = {i, f}

- = |t i f w
t f t t 1 f w
1 1 1 t ot 1 t
f t f t t ot t
w | f w |t i f w

E repeticio. h: {t,i, f,w} — {t,i, f} onde
{ hw)=t, ht) =t, h() =4, h(f) = f

Valores Designados = {w, t}
Valores Nao-designados = {i, f}

- — |t i f
t f t t i f
1 1 1 t t 1 t
f t f t ot ot ot
w | f w |lw i f t

E repeticio. h: {t,i, f,w} — {t,i, f} onde
{ hw)=t, ht) =t, h(i) =i, h(f) = f

Valores Designados = {w, t}
Valores Nao-designados = {i, f}

- - |t i f w
t f t t i f w
1 1 1 t t 1 t
f t f t t ot t
w | f w|lw i f w

E repeticio. h: {t,i, f,w} — {t,i, f} onde
{ hw)=t, ht) =t, h(i) =4, h(f) = f



31. Valores Designados = {w, t} 34. Valores Designados = {w, t}

32.

33.

Valores Nao-designados = {i, f} Valores Nao-designados = {i, f}
- = |t i f w - -1t i f w
t f t t i f w t f t t i f w
i i i t ot i 0t i i i t ot it
f t f t t ot w f t f t t t w
w | f w |t i f t w | f w | |w i f w
E repeticiio. h: {t,i, f,w} — {t,i, f} onde E repeticio. h: {t,i, f,w} — {t,i, f} onde
{ hw)=t, h(t) =t, h(i) =4, h(f) = f { hw)=t, ht) =t, h() =4, h(f) = f
Valores Designados = {w, t} 35. Valores Designados = {w, t}
Valores Nao-designados = {i, f} Valores Nao-designados = {i, f}
- = |t i f - -1t i f w
t f t t i f t f t t i f w
i i i t ot it i i i t ot i w
f t f t t t 0w f t f t t ot t
w | f w |t i f w w | f w |t i f t
E repeticio. h: {t,i, f,w} — {t,i, f} onde E repeticio. h: {t,i, f,w} — {t,i, f} onde
{ hw)=t, h(t) =t, h(i) =i, h(f) = f { hw)=t, ht) =t, h(i) =i, h(f) = f
Valores Designados = {w, t} 36. Valores Designados = {w, t}
Valores Nao-designados = {i, f} Valores Nao-designados = {i, f}
- - |t i f w - -]t i f w
t f t t i f w t f t t i f w
i i i t ot it i i i t ot i w
f t f t t t w f t f t ot ot t
w | f w | |w i f t w | f w |t i f w
E repeticio. h: {t,i, f,w} — {t,i, f} onde E repeticio. h: {t,i, f,w} — {t,i, f} onde
{ hw)=t, h(t) =t, h(i) =i, h(f) = f { hw)=t, ht) =t, h(i) =4, h(f) = f
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37. Valores Designados = {w, t} 40. Valores Designados = {w, t}

38.

39.

Valores Nao-designados = {i, f} Valores Nao-designados = {i, f}
- -t i f w
t | f t |t i f w - - |t i [ w
i i i t ot i ow t f t [t i f w
flt f t ottt i i i t ot i ow
w | f wlw i f t flt f 1t t t w
w | f w |t i f w

E repeticio. h: {t,i, f,w} — {t,i, f} onde

{ hw)=t, h(®) =t, hG@) =4, h(f) = f
E repeticiio. h: {t,i, f,w} — {t,i, f} onde
{ hw)=t, ht) =t, h() =4, h(f) = f

Valores Designados = {w, t} 41. Valores Designados = {w, t}

Val Nao-desi dos = {i,
Valores Nao-designados = {i, f} alores Nao-designados = {i, f}

- =1t i f w
- =1t i f w

t(f t |t i f w
) t | f ot |t i f w

i1 1t t 1 9w
i i it ot i ow

f |t f |1t t t t
f1+  f ]t t t w

w | f w |w i f w
w | f w|lw i f t

E repeticdo. h: {t,i, f,w} — {t,i, f} onde

{ hw) =1, h(t) =1, h@D) =4, h(f) = f E repeticio. h: {t,i, f,w} — {t,i, f} onde

{ hw) =1, ht) =1, hG) =i, h(f) = f

Valores Designados = {w, t}

Valores Nio-designados — {i, f} 42. Valores Designados = {w, t}
Valores Nao-designados = {i, f}

- - |t i f w
t f t t 1 f w
i 1 1 t t 1 0w ’ — ¢ Pfw
1t ol 4t ow t f t t i f w
w £ wlt i £ i 1 1 t t 1w
f t f t t t 0w
E repeticio. h: {t,i, f,w} — {t,i, f} onde w | f w|lw i f w

{ hw) =1, ht) =1, hG) =i, W) = f

E repeticio. h: {t,i, f,w} — {t,i, f} onde
{ hew)=t, ht) =1, () =4, h(f) = f
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(2) Conclusao

Foram examinadas 65.536 matrizes tetravalentes, dessas apenas 42 sao
extensoes corretas tetravalentes da matriz candidata. Foi verificado que todas
elas sao repeticoes da matriz candidata. Pelo teorema 5, conclui-se que a

axiomética de Lukasiewicz é completa. Ou seja, a matriz

- - |t 1 f
t] f t |t 1 f
1|1 1 |t t 1
flt flt t t

é caracteristica do sistema axiomatico ¥.3 definido por:
axioma 1 (a — (b — a))

axioma 2 (a — b) = ((b — ¢) = (a — ¢))

axioma 3 (—a — —b) — (b — a)

axioma 4 ((a = —a) - a) > a

a a—b

Modus Pones b
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Conclusao

O resultado apresentado no capitulo 4 demonstra a praticidade da utilizagao
do método algoritmico proposto nesse trabalho para demonstrar a comple-
tude de logicas finitas multivalentes.

O método tem como caracteristica ser uniforme para os sistemas 16gi-
cos multivalentes, assim um programa para verificar a completude de uma
logica pode ser adaptado para uma outra logica. No apéndice, os varios pro-
gramas que fazem a demonstracao da completude das logicas proposicionais
classicas definidas por Kleene, Mendelson, Hilbert e Ackerman, e, as logicas
trivalentes de Lukasiewicz e Setter apresentam uma estrutura comum, o que
ilustra e confirma essa caracteristica de uniformidade. Os programas foram
desenvolvidos em Prolog ISO.

A abordagem desenvolvida nesse trabalho é inovadora, nao ha na lite-
ratura nenhum trabalho similar. Sao dois os teoremas fundamentais que

possibilitaram o método algoritmico de demonstragao da completude:

1. Seja £ uma légica com assinatura >, com matriz caracteristica finita.
M, é uma matriz caracteristica para L se, e somente se, L é correta para

M, e para toda extensao correta My de My, Taut(M;) =Taut(My).

2. Seja L = (3, A, R) uma logica multivalente finita com assinatura . Se

M,, uma matriz correta para L, onde n é o nimero de valores-verdade
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de M,, e todas as extendes unitarias corretas de M, sao repeticoes de

M, entao M,, é matriz caracteristica de L.

O primeiro determina que para demonstrar se uma matriz é caracteristica
de um sistema loégico finito multivalente deve-se verificar de forma exaustiva
todas as sucessivas extensoes corretas dessa matriz, mostrando que todas elas
apresentam o mesmo conjunto de tautologias. Todavia, O que foi estabelecido
pelo teorema 4 nao é um resultado computacionalmente efetivo, pois nao ha
como gerar e testar todas as extensoes corretas de uma dada matriz. Trata-se
de uma caracterizacao do problema de demonstrar a completude para uma
logica finita multivalente qualquer.

O segundo, possibilita a criacao de um procedimento computacional para
a solucao do problema da completude. Assim, para determinar se uma matriz
correta é caracteristica basta buscar dentre todas as suas extensoes aquelas
que também sao corretas. Posteriormente, fazer uma verificagao de que todas
essas extensoes corretas sao repeticoes da matriz candidata, o que é significa
determinar que todas essas matrizes apresentam o mesmo conjunto de tauto-
gias. Isso se da através da verificacao de um homomorfismo “especial” entre
as matrizes consideradas.

Uma outra possibilidade do uso do método algoritmico proposto é deter-
minar a semantica matricial para sublogicas proposicionais. Assim, dado um
sistema logico £ = (3, A, R), onde A é um conjunto de axiomas e R é um
conjunto de regras de inferéncia, podemos construir um procedimento exaus-
tivo para a determinacao de uma possivel semantica multivalente finita. Para
tal, inicia-se a busca por matrizes com dois valores-verdade, um designado, o
outro nao-designado. Determina-se dentre essas matrizes quais sao corretas
e entao aplica-se o procedimento de verificacao de completude. Caso nao se

verifique o segundo teorema, entao passa-se a verificagao de matrizes com trés
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valores-verdade e assim sucessivamente. Essa possibilidade, juntamente com
o desenvolvimento de um ambiente de software iterativo e amigavel para a

aplicacao do métdodo algoritmico proposto serao alvo de proximos trabalhos.
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Apéndice A
Implementacao do Método

Seguem os codigos implementados em Prolog para a demonstragao da com-

pletude da logica proposicional multivalente ¥.3 de Lukasiewicz.

:- dynamic triples_set/1, pairs_set/1,
count/1, r/4,

h/3.
truthValues([t,i,f,w],[t],[1i,f],w).

triplesSetDet (TVals,TriplesList) :-
findall([X,Y,Z],

( member(X,TVals),
member (Y,TVals),
member (Z,TVals) ),
TriplesList),

retractall(triples_set(_)),

assert(triples_set(TriplesList)).
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pairsSetDet(TVals,PairsList) :-
findall([X,Y],
( member (X,TVals),
member (Y,TVals) ),
PairsList),
retractall(pairs_set(_)),

assert(pairs_set(PairsList)).

main :-
initialize,
truthValues(TVals,Dist,NDist,NewVal),
triplesSetDet(TVals,Triples),
pairsSetDet (TVals,Pairs),
extendedMatricesDet (TVals,Dist, [NewVal|NDist],Triples,Pairs),
extendedMatricesDet (TVals, [NewVal|Dist] ,NDist,Triples,Pairs),

printResultsLatexFormat,

initialize :-
retractall(r(_,_,_,_)),

retractall(h(_,_,_)),
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extendedMatricesDet (TVals,Dist,NDist,Triples,Pairs) :-
member (A,TVals),
member (B,TVals),
member (C,TVals),
member (D,TVals),
member (E,TVals),
member (F,TVals),
member (G,TVals) ,
member (H,TVals),
truthTableVerification(A,B,C,D,E,F,G,H,Dist,NDist,
Triples,Pairs,TVals),

fail.

truthTableVerification(A,B,C,D,E,F,G,H,Dist,NDist,
Triples,Pairs,TVals) :-
extendImp(A,B,C,D,E,F,G,ImpTT),
extendNeg (H,NegTT),
axioml (Pairs,ImpTT,Dist),
axiom2(Triples, ImpTT,Dist),
axiom3(Pairs, ImpTT,NegTT,Dist),
axiom4(TVals, ImpTT,NegTT,Dist),

modusPonens (Pairs, ImpTT,Dist),

saveMatrices (ImpTT,NegTT,Dist,NDist),
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saveMatrices (ImpTT,NegTT,Dist ,NDist) :-

assert (r (ImpTT,NegTT,Dist,NDist)),

saveRepetitions (ImpTT,NegTT,Function) :-

assert (h(ImpTT,NegTT,Function)),

imptt ([[t,t,t], [t,1,i],[t,f,f],
(i,t,t],[1i,1,t],[1i,f,1],
[f,t,t],[f,1,t],[f,f,t]1]).

negtt([[t,f],[i,i]1,[f,t]1]).

extendImp(A,B,C,D,E,F,G,

(lt,t,t],[t,i,i1, [t,£f,£f],[t,w,A],
(i,t,t],[0i,i,t],[0i,f,i],[i,w,B],
(f,t,tl,[f,i,t],[f,f,t],[f,w,C],
(w,t,D], [w,i,E], [w,f,F], [w,w,G]]).

extendNeg(H, [[t,f],[i,i]l, [f,t], [w,H]]).
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/* axiom 1 a => (b => a) */
axiom1 ([[X,Y]|T],ImpTT,Dist) :-
member ([Y,X,A], ImpTT),

member ([X,A,Result], ImpTT),

member (Result,Dist),

1
E]

axioml (T, ImpTT,Dist).

axiom1([],_,_) :- '.

/* axiom 2 (a => b) => ((b => ¢) => (a => c)) */
axiom2([[A,B,C]|T],ImpTT,Dist) :-

member ([A,B,I1],ImpTT),

member ([B,C,I2],ImpTT),

member ([A,C,I3],ImpTT),

member ([I12,13,I4], ImpTT),

member ([I1,I4,Result],ImpTT),

member (Result,Dist),

]

axiom2 (T, ImpTT,Dist) .

axiom2([],_,_) :- '.
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/* axioma 3 (Ta => “b) => (b => a) */
axiom3([[A,B] |T], ImpTT,NegTT,Dist) :-

member ([A,NA] ,NegTT),

member ([B,NB] ,NegTT),

member ([NA,NB,I1],ImpTT),

member ([B,A,I2],ImpTT),

member ([I1,I2,Result],ImpTT),

member (Result,Dist),

',
axiom3(T, ImpTT,NegTT,Dist) .

axiom3([],_,_,_) :- !.

/* axioma 4 ((p => "p) => p) => p */
axiom4 ([A|T],ImpTT,NegTT,Dist) :-
member ([A,NA] ,NegTT),
member ([A,NA,I1], ImpTT),
member ([I1,A,I2],ImpTT),
member ([I2,A,Result],ImpTT),
member (Result,Dist),
!

axiom4 (T, ImpTT,NegTT,Dist) .

axiomd([],_,_,_) :- !'.
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modusPonens ([[A,B] |T], ImpTT,Dist) :-
member (A,Dist),
member ([A,B,R], ImpTT),

member (R,Dist),

member (B,Dist),
modusPonens (T, ImpTT,Dist),
!,

modusPonens ([_|T],ImpTT,Dist) :-

b

modusPonens ([_|T], ImpTT,Dist),

modusPonens ([ J],_ImpTT,_Dist) :- !.

printResultsLatexFormat :-
tell(’c:\\tese2010\\progtese\\luka4.tex’),
write(’\\section*{Logica Proposicional - {\\L}ukasiewicz
- {\\L}3}’),nl,nl,
write(’\\noindent Conectivos: \\{ $\\rightarrow$,
$\\neg$ \\}’),nl,nl,
write (’\\begin{description}’) ,nl,
write(’\\item[axioma 1] $(a \\rightarrow (b
\\rightarrow a))$’),nl,
write(’\\item[axioma 2] $(a \\rightarrow b)
\\rightarrow ((b
\\rightarrow c) \\rightarrow (a

\\rightarrow ¢))$’),nl,
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write(’\\item[axioma 3] $(\\neg a \\rightarrow \\neg b)
\\rightarrow (b \\rightarrow a)$’),nl,
write(’\\item[axioma 4] $((a \\rightarrow \\neg a)
\\rightarrow a) \\rightarrow a$’),nl,
write(’\\item[{\\em Modus Pones}] {\\Large $\\frac{a \\ \\ a
\\rightarrow b}{b}$}’),nl,
write(’\\end{description}’),nl,nl,
write(’\\noindent {\\bf Determinagdo das Matrizes
extendidas corretas e verificagdo de repetitividadel}’),
nl,nl,
write (’\\begin{enumerate}’) ,nl,
printLatexResults,nl,
write (’\\end{enumerate}’) ,nl,

told.

printLatexResults :-
r(ImpTT,NegTT,Dist,NDist),
printLatexMain(ImpTT,NegTT,Dist,NDist),
fail.

printLatexResults :- !.

printLatexMain (ImpTT,NegTT,Dist ,NDist) :-
truthValues(TVals,D,ND,AdVal),
append (D,ND,TVO) ,
write(’\\item Valores Distinguidos = \\{’),write_list(Dist),
write (°\\} \\hspace{0.4cm} ’),

write(’Valores N3o-Distinguidos = \\{’),write_list(NDist),
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write(’\\}’),nl,nl,
printLatexTruthTable_1(’$\\neg$’,NegTT) ,nl,
printLatexTruthTable_2(’$\\rightarrow$’,TVals, ImpTT),nl,
write(’\\end{center}’) ,nl,

repetitionLatex (ImpTT,NegTT,TVals,TVO,AdVal),

repetitionLatex (ImpTT,NegTT,TVals,TV,AdVal) :-
function(TVals,AdVal,Function),
pairs_set (Pairs),
repetitionVerify(Function,Pairs,TVals, ImpTT,NegTT),
printLatexRepetion(Function,TVals,TV),
nl,nl,
!,

repetitionLatex(_,_,_,_) :-
write (’{\\bf N&o hi repetigio!}’),

nl,!.

function(TVals,AdVal, [[AdVal,Val] |Identidyl) :-
delete(TVals,AdVal,TV),
member (Val,TV),

identidyList (TV,Identidy) .

identidyList ([AlAs],[[A,A]IR]):-
identidyList(As,R),

identidyList ([1,[1):- !.
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repetitionVerify(Function,Pairs,TVals,ImpTT1,NegTT1) :-
imptt (ImpTT2),
negtt (NegTT2),
repetitionVerifyNeg(Function,TVals,NegTT1,NegTT2),

repetitionVerifyImp(Function,Pairs, ImpTT1, ImpTT2),

repetitionVerifyImp(Function, [[A,B]|Ps],ImpTT1, ImpTT2) :-
member ([A,B,R1],ImpTT1),
applyFunction(Function,R1,HR1),
applyFunction(Function,A,HA),
applyFunction(Function,B,HB),
member ([HA ,HB,R2] , ImpTT2) ,
HR1 = R2,

repetitionVerifyImp(Function,Ps,ImpTT1, ImpTT2),

repetitionVerifyImp(_,[],_,_) :- !.

repetitionVerifyNeg(Function, [A|Vs],NegTT1,NegTT2) :-
member ([A,R1] ,NegTT1),
applyFunction(Function,R1,HR1),

applyFunction(Function,A,HA),
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member ([HA,R2] ,NegTT2),
HR1 = R2,

b

repetitionVerifyNeg(Function,Vs,NegTT1,NegTT2),

repetitionVerifyNeg(_,[1,_,_) :- !.

applyFunction(Function,R,FR) :-

member ([R,FR] ,Function),!.

printLatexTruthTable_1(Simb, [[X,Y]IT]) :-
write (’\\begin{center}’) ,nl,
write(’\\begin{tabular}{c|c}’),nl,
write(’ & ?),write(Simb),write(’ \\\\ \\hline’),nl,
write(X) ,write(’ & ?),write(Y),write(®> \\\\’),nl,
printLatexAux1(T).

printLatexAux1 ([[X,Y][|T]) :-

write(X) ,write(® & ) ,write(Y),write(® \\\\’),nl,
printLatexAux1(T).

printLatexAux1([]) :-

write(’\\end{tabular}’) ,write(’\\hspace{1.0cm}’),
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printLatexTruthTable_2(Simb,TVals,TTable) :-
Tvals = [A,B,C,D],
write (’\\begin{tabular}{clcccc}’),nl,
write(Simb), write(’ & ’), write(A), write(’ & ),
write(B),
write(’ & ’), write(C), write(’ & ’), write(D),
write(® \\\\ \\hline’),nl,

printLatexAux2(TVals,TTable) .

printLatexAux2([A|As],[[_,_,Z1],[_,_,Z2],
(_,_,z31,[_,_,Z24]11T]) :-
write(A) ,write(’ & ’),write(Z1) ,write(’ & ’),write(Z2),
write(’ & ’),write(Z3) ,write(’ & ’),write(Z4),
write(’ \\\\’),nl,
printLatexAux2(As,T).
printLatexAux2([],[]) :-

write(’\\end{tabular}’) ,write(’\\hspace{1.0cm}’),!.

printLatexRepetion([[X1,Y1], [X2,Y2],

[X3,Y3], [X4,Y4]1],TVals,TV) :-
write(’\\noindent E repetigdo. \\\\’),nl,
write(?$h\\colon \\{’),write_list(TVals),
write C\\} \\to \\{?),
write_list(TV),write(°\\}$:’),nl,
write(’$’),nl,
write (’\\left\\{ ’),nl,

write(’\\begin{array}{1}’),nl,
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write(’h(’) ,write(X1) ,write(’)

write(Y1) ,write(’, \\ ’),nl,

write(’h(’) ,write(X2) ,write(?)

write(Y2) ,write(’, \\ °’),nl,

write(Ph(?) ,write(X3) ,write(?)

write(Y3) ,write(’, \\ °),nl,

write(’h(’) ,write(X4) ,write(’)

write(Y4) ,nl,
write(’\\end{array}’),nl,
write(’\\right.’),nl,
write(’$’),nl,nl,

write_list([A]):-
write(A),
LI

write_list ([A|As]) :-
write(A) ,write(’, ?),

write_list(As).
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