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Resumo

Dada uma superficie parametrizada por f : U C R? — R3, Whitney mostrou que f pode
ter singularidades estaveis sob mudancas de coordenadas na fonte e na meta. Um modelo

local desta singularidade é dada por
f:UCR>— R?
(2,y) = (,2y, %)

A imagem desta aplicacao é uma superficie singular chamada cross-cap. Como a cross-cap
¢ uma superficie singular estdvel em R* é natural querermos entender a sua geometria
diferencial. O principal objetivo desta dissertacao é estudar as configuragoes topoldgicas

das linhas de curvatura e das linhas assintéticas no dominio da cross-cap.

Palavras—chave: Cross-cap, linhas de curvatura, linhas assintéticas, equacoes

diferenciais binarias.



Abstract

Given a surface parametrised by f : U C R? — R3, Whitney showed that f can have a
stable singularity under smooth changes of coordinates in the source and target. A local
model of this singularity is given by (z,y) — (z,zy,y?). The image of this map is a
singular surface called a cross-cap. Because the cross-cap is a stable singular surface in
R? it is natural to seek to understand its differential geometry. The aim of this work is to
study the topological configurations of the lines of curvature and the asymptotic lines on

a cross-cap in the domain of a parametrisation of this surface.

Keywords Cross-cap, lines of curvature, asymptotic lines, binary differential

equations.
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Introducao

O estudo da geometria diferencial de superficies em R? tem uma longa e célebre histéria.
Ao longo dos ultimos 30 anos uma nova abordagem utilizando técnicas da teoria de sin-
gularidades produziu alguns resultados interessantes (ver por exemplo [3] ou [26]).
Superficies em R3 podem ser obtidas de varias maneiras: elas podem ser dadas im-
plicitamente, ou seja, podem ser dadas por uma tnica equacao g(u, v, w) = 0 para alguma
fungao suave g : (R3,0) — (R,0). O guarda chuva de Whitney ¢ um exemplo dessa su-
perficie, definida pela equacao v? — u?w = 0. O guarda chuva de Whitney intersecta o
plano w = 0 em uma reta repetida (contato 2), e os planos w — k = 0 em pares de retas
v? = ku?, onde k é uma constante positiva. Se ¢ é uma constante, o guarda chuva de
Whitney intersecta o plano u — ¢ = 0 nas parabolas c?>w = v?. A parte do guarda chuva

de Whitney que esta na regiao w < 0 é o eixo w. A superficie ¢é ilustrada abaixo.

O Teorema de Sard afirma que o conjunto dos ¢ € R nos quais o conjunto g(u, v, w) = ¢
deixa de ser uma superficie suave tem medida de Lebesgue nula. Assim, é esperado que
“quase todas” as superficies definidas implicitamente sejam suaves. Em particular, o
guarda chuva de Whitney nao é “genérico” nesse sentido. As superficies podem também

ser definidas explicitamente, ou parametrizadas por uma funcao suave f : U — R3, com U



um subconjunto aberto do R?. A cross-cap surge desta forma, considerando f : (R?,0) —
(R3,0) o germe definido por f(z,y) = (z,zy,y?). A imagem de f é o guarda chuva de
Whitney sem a sua “al¢a” (semi-reta w = v = 0,w < 0). Definimos a cross-cap como a
imagem de qualquer germe g que é A-equivalente a f. Dizemos entdao que g parametriza
a cross-cap. O ponto cross-cap é a imagem da origem (0,0) pelo germe g.

Como nosso objeto de estudo é a geometria diferencial, desejamos que estas aplicagoes
sejam suaves. No entanto, nao é verdade, em todo sentido, que a maioria de tais parametri-
zacoes sejam variedades, pois tais aplicagoes podem ter auto-interseccoes, e mais signi-
ficativamente elas podem possuir pontos cross-caps (pontos singulares). Além disso, se
perturbarmos estas aplicagoes, essas singularidades persistirao, ou seja eles sao estaveis
(ver [14] para detalhes). Consequentemente, quando estudamos a geometria diferencial de
superficies em R3, existem boas razdes para estudar superficies com cross-caps. E este o
assunto que trataremos nesta dissertacao. Em particular, existem dois pares classicos de
folheacoes em superficies suaves orientadas em R?, a saber: linhas de curvatura e linhas
assintéticas. Uma linha de curvatura de uma superficie ¢ uma curva cuja reta tangente
em cada ponto é paralela a direcao principal naquele ponto. Elas sao definidas em toda
a superficie e se encontram ortogonalmente fora dos pontos umbilicos. Suas configuragoes
préximas aos umbilicos foi descoberta por Darboux [6], na classe de superficies analiticas.
Sob condigoes genéricas na terceira derivada, ele encontrou treés tipos, Dy, Dy e D3, chama-

dos de Umbilicos Darbouxianos. Essas configuragoes sao ilustradas abaixo

D1 D2 ‘D3

O resultado de Darboux foi redescoberto por Gutierrez e Sotomayor [17], no contexto
de estabilidade estrutural das linhas principais de superficies regulares imersas de classe
Crr>4.

Uma linha assintética de uma superficie ¢ uma curva cuja reta tangente em cada ponto é

paralela a diregao assintotica naquele ponto. Estas linhas estao definidas no fecho da regiao



hiperbdlica da superficie. Na regiao hiperbdlica elas determinam um par de folheagoes nao
necessariamente ortogonais e elas formam uma familia de ctspides em pontos parabdlicos
genéricos.

Quando a superficie é dada na forma parametrizada, no dominio da parametrizacao,
as folheacoes descritas acima sao curvas solucoes de alguma equacao diferencial binaria,
também chamadas de equacgoes diferenciais quadraticas. Estas, sdo equacoes diferenciais

implicitas que podem ser escritas, em uma carta local, da forma
a(z,y)dy® + 2b(z, y)drdy + c(z,y)dz* = 0

onde os coeficientes a, b e ¢ sao funcoes suaves. Estas equagoes definem um par de direcoes
em cada ponto (z,y) do plano onde b* — ac > 0 e nao existem diregoes em pontos onde
b —ac < 0. Além disso, as duas direcoes coincidem sobre o conjunto discriminante,
A={(z,y):* —ac=0}.

Em geral, para o estudo das equacgoes diferenciais binarias, utilizamos o método do
levantamento do campo de dire¢oes a um campo no fibrado projetivo. Esse método con-
siste em desdobrar as equagoes diferenciais implicitas em uma simples EDO sobre um
espago mais complicado. Recentemente Farid [24] obteve as configuragdes topoldgicas das
linhas de curvatura, linhas assintdticas e linhas caracteristicas, de uma superficie singular,
préoxima a um ponto cross-cap. Um dos principais objetivos deste trabalho é apresen-
tar estas configuracoes. Mais especificamente, apresentamos as configuragoes topolégicas
locais, no dominio, das linhas de curvatura e linhas assintéticas da cross-cap.

Essa dissertagao se apresenta como segue:

Nos capitulos 1 e 2, apresentamos um material introdutorio de singularidades e mostra-
mos que a cross-cap é a tnica singularidade estdvel no conjunto C*°(R?* R?), ressaltando
a importancia do estudo da geometria da cross-cap.

No capitulo 3, apresentamos um estudo sobre as equacoes diferenciais binarias do tipo
a(z,y)dy* + b(z,y)dzdy + c(x,y)dr®> = 0 e aplicamos os resultados desse estudo para
obter o comportamento das linhas de curvatura de superficies em R? préximas aos pontos
umbilicos.

No capitulo 4, obtemos familias de parametrizacoes da cross-cap utilizando mudangas
de variaveis que preservam a configuragao das linhas assintoticas e linhas de curvatura. Es-
sas parametrizacoes sao necessarias para o estudo das configuragoes dessas linhas préximas

a um ponto cross-cap.



Finalmente, no capitulo 5, apresentamos com detalhes as configuracoes topoldgicas
locais, no dominio, das linhas de curvatura e linhas assintoticas da cross-cap. Estes resul-

tados foram estudados em [11] e [24].



Capitulo 1

Material Introdutorio

Neste capitulo definimos importantes conceitos da teoria de singularidades de aplicagoes
diferenciaveis, tais como: germes de aplicagoes, a determinagao finita e a codimensao de

um germe. As principais referéncias para este capitulo sao [13], [14] e [25].

1.1 Aplicacoes de Classe O™

Nesta secao, U e V sao subconjuntos abertos de R™ e RP, respectivamente.

Definicao 1.1.1 Uma aplicacao f : U — V ¢é suave, ou C*, se esta possui derivadas de

ordens arbitrdrias. Denotamos por C*°(U, V') o conjunto de aplicagées suaves de U em V.

Defini¢ao 1.1.2 O posto (co-posto) de uma aplicagao f: U — V € definido como o posto

(co-posto) de sua matriz Jacobiana.

Definicao 1.1.3 Dada uma aplicagao f : R® — RP, dizemos que x € U ¢é um ponto

singular se a matriz Jacobiana

Df(x)-(?ﬁ)(a:), 1<i<p1<j<n,

nao possui o posto mdximo possivel em x € R". Caso contrdario, dizemos que x € reqular.

Definicao 1.1.4 Dizemos que uma bijecdo ¢ : U — V é um difeomorfismo se ¢ e ¢!
sao C*°. Uma aplicacao C* ¢ : U — R", é um difeomorfismo local no ponto x € U se
existe uma vizinhanga aberta V. de x em U, tal que, o(V') é aberto em R™ e V. — o(V),

x +— p(x), € um difeomorfismo.



Teorema 1.1.1 (Teorema da Func¢ao Inversa) Uma aplicagio C* ¢ : U — R"™ é um

difeomorfismo local em x € U se, e somente se, a Jacobiana Dyp(x) de p em x € inversivel.

Definicao 1.1.5 Seja x € U. Dizemos que uma aplicagao de classe C* f: U — RP €
uma tmersado em x se df, : R" — RP for injetora (notemos que necessariamente n < p).
Dizemos que [ é submersao em x se df, : R™ — RP for sobrejetora (n > p). Dizemos
que f € submersao (respectivamente, imersao) se [ for submersao (respectivamente,

tmersdo) em todo x € U.

Na busca da classificacao de aplicagoes, as duas importantes proposicoes a seguir, con-

sequéncias do Teorema da Funcgao Inversa, nos dao os modelos para aplicagoes regulares.

Proposicao 1.1.1 (Forma Local das Submersées) Seja f: U — RP uma aplicagdo
C* tal que f(0) =0 e f € uma submersao em 0. Entao existe um difeomorfismo ¢ : V —

W,V e W wizinhangas de 0 em R™, tal que, ¢(0) =0 e

(foo ™) (@1, .oy ) = (71, .., 7).

Proposicao 1.1.2 (Forma Local das Imersées) Seja f : U — RP uma aplicagao C*
tal que f(0) =0 e f € uma imersao em 0. Entdo existe um difeomorfismo h:V — W,V

e W wvizinhangas de 0 em RP, tal que, h(0) =0 e

(ho f)(z1,....xn) = (21, ..., 24,0, ...,0).

1.2 Germes e Jatos

A fim de discutir o comportamento local de uma aplicagao, isto é, numa vizinhanca pe-

quena e arbitraria de um ponto z, é conveniente introduzirmos a nogao de germe.

Definig¢ao 1.2.1 Sejam z € R*, f : U C R* - RP eg : Uy C R* — RP
aplicagoes C* definidas em wvizinhancgas abertas Uy e Uy de x. Dizemos que f e g sao

equivalentes, e escrevemos [ ~ g, se existir uma vizinhanga U > x em R™, U C Uy N U,

tal que f|r7 = glyr-

Definicao 1.2.2 As classes de equivaléncia sob esta relagcdo sao chamadas
germes de aplicagoes C™® de R" em RP em x. Os elementos de uma classe sao

chamados representantes do germe. Notagao: f: (R, x) — (RP,y) onde f(z) =vy.



Denotaremos por &, , o conjunto de todos os germes, ou seja,
Enp = 1{f: (R" 2) = (R”, f(z))}.

Denotaremos também por 527]3 o conjunto dos germes f : (R",0) — (RP,0). Quando
p = 1 (germes de fungbes), a notagao usada é &,. Geometricamente, se f; e fo forem
dois representantes da classe de equivaléncia de f, os graficos dessas fungoes coincidem
num aberto contendo a origem. O germe de uma aplicagao f : (R™,0) — (R?, f(0)) é dito
singular se a matriz Jacobiana D f(0) ndo tem posto méximo, caso contréario, f é dito

regular.
Definicao 1.2.3 Definimos

ME={fe&,: D"f(0) =0, para todo |v| < k},
onde k é um inteiro positivo, v € N, |v| = vy + v9 + ... + v,.

Para k = 1 escreveremos simplesmente
M, ={feé&, :f(0)=0}

Definigao 1.2.4 O espago dos jatos J*(n,p) € o espaco vetorial real das aplicagoes f :
R" — RP onde cada componente f; de f é um polinomio de grau menor ou igual a k
nas coordenadas canonicas x,...,x, de R™ com termo constante nulo. Os elementos de

J¥(n,p) sio chamados de k-jatos.

Definigao 1.2.5 Para cada f € C*(R",RP) e cada a € R", definimos a aplicacio j*f :
R™ — J¥(n,p) por j*f(a) como sendo o polinémio de Taylor de f(z +a) — f(a) de ordem

k na origem.

1.3 Genericidade, Transversalidade e Estabilidade

Dizemos que uma propriedade é genérica em C°(R™, RP) se ela se verifica para um conjunto

residual de aplicacoes, em outras palavras.

Definigao 1.3.1 Uma propriedade P de elementos de C*(R", RP) é genérica se o con-
gunto de todos os x € C®°(R™ RP) satisfazendo P contém um conjunto A o qual deve ser

uma interseccao enumerdvel de conjuntos abertos e densos.



A definicao mais precisa deste conceito se faz em termos de resultados de transversali-
dade. O resultado central, neste contexto, é conhecido como teorema de transversalidade

de Thom.

Definicao 1.3.2 Sejam f : R® — RP uma aplicacao C*° e Y C RP uma variedade dife-
rencidvel. Dizemos que f € transversal a Y em x, e representamos por f MY, se f(x) ¢ Y,
ou f(z)eY e

Dy)Y + D, f(R") = RP.

Dizemos que f € transversal a Y, se f MY em x,V x € R™.

Como mostra o seguinte teorema, o conceito de transversalidade pode ser entendido como

uma generalizacao do conceito de valor regular de uma aplicacao diferenciavel.

Teorema 1.3.1 Sejam f : R" — RP uma aplicacio C* e Y C RP uma variedade dife-
rencidvel com f transversal a Y. Entdo, f~1(Y) é uma subvariedade diferencidvel em R™,

que tem a mesma codimensao de Y .

A seguir, enunciaremos os teoremas de transversalidade, que sao as principais fer-
ramentas para provar que certas condigoes geométricas (as quais podem ser traduzidas
em termos de condigoes de transversalidade em espacos de jatos) sdo satisfeitas para um

subconjunto residual (e, portanto, denso) de aplicagoes.

Proposicao 1.3.1 Sejam Q1,...,Q; C R? subvariedades, entao o conjunto das aplicagoes

diferenciaveis de R™ em RP transversais a QQ;, i =1,....,t, € denso em C>*(R™ RP).
) 9 Y 9

Proposicao 1.3.2 (Teorema de Transversalidade de Thom) Sejam @, ..., Q; sub-
variedades diferencidveis do espaco de jatos J*(n,p). O conjunto de todas as aplicagoes
f:R" — RP para as quais j*f : R* — J*(n,p) € transversal a Qy,...,Q; é denso em
C>®(R™, RP).

Definicao 1.3.3 Seja S um conjunto com uma topologia e uma relagao de equivaléncia

~. Um elemento x € S € estdvel (relativamente a ~) se a classe de equivaléncia de x

contém uma vizinhanca de x.

Definic¢ao 1.3.4 Sejam f,g € C°(R",RP). Entao f ~ g (f € equivalente a g) se existem

difeomorfismos h : R* — R™ e k : RP — RP tais que o sequinte diagrama

R —L>Re

I

R" — > RP



comuta.

A relacao definida acima é uma relacao de equivaléncia que pode ser vista como a acao
do grupo A = Dif f(R") x Dif f(RP) no conjunto C°(R™ RP) dada por ¢((h,k), f) =
ko foh ! onde Dif f(R") (Dif f(RPF)) é o conjunto de todos os difeormorfismos C* em

R™ (RP). Assim definida, as classes de equivaléncia sao dadas pelas drbitas da agao.

Definigao 1.3.5 Uma aplicacio f € C°(R™ RP) é A-estavel se existir uma vizinhanca
Wy (na topologia de Whitney) de f em C*(R",RP) tal que cada g em Wy é A-equivalente
af.

Em outras palavras, f é A-estavel se toda aplicacao g suficientemente préxima de f é

idéntica a f, a menos de mudancas de coordenadas no dominio e na imagem de g.

Lema 1.3.1 Seja f € C°(R",RP). Entao, f é A- estdvel se, e somente se, a drbita de f

em C*(R™,RP) sob a agdo de A é um aberto na topologia de Whitney.

Esta definicao de estabilidade é dificil de ser verificada na préatica. Na década de 60
John Mather [19] introduziu o conceito de estabilidade infinitesimal, o que trouxe um

método computavel para determinar se uma aplicacao é ou nao estavel.

Definicao 1.3.6 Sejam f € C*(R™,RP), m, a projecio candnica do fibrado tangente
TRP em RP e ( : R" — TRP. Entao ( € um campo de vetores ao longo de f se o sequinte
diagrama comuta

Tf
TR" —TRP

7
Tn l C/ - \Lﬂp
e
7

R ?Rp

Definicao 1.3.7 Seja f : R® — RP, C*°. Dizemos que f ¢ infinitesimalmente estdvel
se para todo campo vetorial ao longo de f, ¢, existe um campo vetorial & sobre R™ e um

campo vetorial 1 em RP, tal que
(=Tfot+nof.

Teorema 1.3.2 (Mather.) Seja f: R" — RP, C*, uma aplicagdo prépria. Entao, f €

infinitesimalmente estavel se, e somente se, f é estdvel.
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Demonstracao: Ver [14].

A caracterizagao das aplicagoes estaveis depende do estudo do comportamento local
das singularidades. Nas proximas segoes veremos os principais conceitos e resultados que

permitem efetuar esta caracterizacao para o caso particular de aplicagoes de superficies

em R3.

1.4 Conjunto de Singularidades de 1* Ordem

Definicao 1.4.1 Seja f : R® — RP, definimos por conjunto singular de primeira ordem
o conjunto ¥'f = {x € R"/dim Ker d,f =i}. Definimos também o conjunto X' = {p €
JE(n,p) /dim Ker ¢ =i}.

Lembremos que o posto de f é menor ou igual a min{n, p}, assim os conjuntos singu-
lares particionam R™ em um nimero finito de conjuntos nos quais f tem posto constante.

Seria ttil se estes conjuntos fossem subvariedades, mas isso nao é sempre verdade.

Teorema 1.4.1 X' é uma subvariedade diferencidvel de J'(n, p) de codimensao i(p—n+i).

Demonstragao: Ver [13].

Proposicao 1.4.1 FExiste um conjunto denso de aplicagoes f : R™ — RP para o qual
jtf € transversal a todos os conjuntos X' e, portanto, para o qual X'f é uma variedade
diferencidvel de codimensao i(p —n +1).

Demonstracao: Segue do teorema de Transversalidade de Thom.

1.5 Determinacao Finita e Transversal Completa

Defini¢ao 1.5.1 Dois germes f; : (R", z;) — (RP,y;), i = 1,2, sao A-equivalentes se
existem germes de difeomorfismos h : (R",z1) — (R", z3) e k : (RP,y;) — (RP,ys) tais
que o sequinte diagrama

(R™, 1) S (RP, 1)

<RJ 12) > <Rpi, v2)

comuta.
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Definigao 1.5.2 Definimos o grupo A, como sendo o subgrupo de A dos elementos que

tem o 1-jato igual a identidade.

Definicao 1.5.3 Um germe f € Eg’p ¢ k-A-determinado se todo germe g € 8271) com
mesmo k-jato que [ € A-equivalente a f. Dizemos que f € finitamente A-determinado se

€ k-A-determinado para algum k. A mesma terminologia é usada para o subgrupo Aj;.

A investigacao da determinacao finita comegou com os trabalhos de John Mather em
1960, [18], [19] e [20]. Mather deu uma primeira estimativa do grau de determinacdo
finita de um germe de aplicagao. Resultados de Gaffney [10] e Du Plessis [9], nas décadas
seguintes, melhoraram bastante estas estimativas. Em 1987, Bruce, Du Plessis e Wall [4]
resolveram o problema completamente. Os resultados centrais de determinacao decorrentes

de todos estes trabalhos estao contidos no Teorema 1.5.1.

Definicao 1.5.4 Dado f : (R",0) — (RP,0), definimos o pull-back de f, por f*: &, —
Ent, onde f*(h) =ho f.

Indiquemos por TAf e T A, f os espacos tangentes aos grupos A e A; respectivamente e
por T A.f o espaco tangente estendido. Para f : R? — R3?, estes espacos sao dados por:

of of

TAf = <%7 3_y>M2 + [ (M3&s3),

_[9f of “(M2
TS =G ) T M)

_/of of .
TA.f = <%’8_y>82 + (&)

Teorema 1.5.1

a) Um germe f € Sgp ¢ finitamente A-determinado se, e somente se, existe um inteiro

positivo k, tal que MEE, , C TAf.

b) Um germe f € &), ¢ (2r 4+ 1)-A-determinado se tivermos M;7&,, ¢ TAf +
M2Z2E, .

c) Um germe f € &), € r-Ai-determinado se, e somente se, tiwermos M;E,, C

TAf.
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d) Um germe f € 52713 ¢ r-Aj-determinado se, e somente se, tiwermos MITE, , C

TALf + M M€ + M E .
Corolario 1.5.1 Um germe f € 53’7, é r-Ay-determinado se, somente se, tivermos

Definigao 1.5.5 H**(n,p) € o subespaco de J*(n,p) constituido das aplicacies de R™

em RP cujos elementos sao polinomios homogéneos de grau k + 1.

Proposicao 1.5.1 (Transversal Completa para Jatos no grupo A)
Sejam f € J¥(n,p) e T C H*(n,p), um subespaco, tais que

MEE,  CTAf+ T+ ME2E,

entdo qualquer g € J*Y(n,p), com j%g = j*f, estd na mesma A;-orbita de j*"1f +t para

algum t € T'. O subespaco T € chamado transversal completa.

Demonstragao: Ver [25].

Vamos aplicar os resultados anteriores para mostrar que a cross-cap ¢ 2-A-determinado.

Teorema 1.5.2 O germe f(x,y) = (z,zy,y*), chamado aplicagio cross-cap € 2-A-deter-

minado.

Demonstracao: Inicialmente temos que A; é sub-grupo de A cujos elementos tem o

1-jato igual a identidade. Assim

o o 1 0 m(z, zy, y?)
TA f = <%a 3—y> Tt fr(M3Es3) = < y || = > + | mlx,zy,v?) |
B 2y ns(x, 2y, y?)

com 7; € M3. Calcular a 2-transversal completa de f significa encontrar um espago

vetorial T tal que M3Ey3 C TALf + T + M3y 3. Assim, se T = () teremos
M%gg,g C T.Alf + M%(.c/‘g,g.

Pelo corolario 1.5.1 se a i-transversal completa de f for vazia para 2 < i < 5, entao f é

2-A;-determinada e portanto 2-A-determinada.
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Vejamos quais elementos de H3(2,3) estao em T'A; f. Tomando apenas n;(z, vy, y*) =
23, ni(x, 2y, v?) = 2%y, me(z,zy,y?) = ay?, para i,j e k convenientes, podemos gerar os

seguintes elementos:

3 0 0 %y 0 0 xy? 0 0
o |,] o |, 2* |, 0 o2y | 0 , 0 | oay? , 0
0 3 0 0 0 %y 0 0 xy
Finalmente
y3 1 0 . 0
y 1
O [(=fvyv = |- R
0
0 0 2y 0

Analogamente podemos mostrar que (0,%°,0) e (0,0,%®) também estao em T'A; f, assim
M3Ey3 CTA f + MjEs 3, logo a 2-transversal completa de f é vazia. O mesmo método
nos leva a concluir que a i-transversal completa de f é vazia para 3 < i < 5 e disto segue

o resultado.

Apresentamos agora a versao local de estabilidade infinitesimal.

Definicao 1.5.6 Dado o germe f: (R",0) — (RP,0) dizemos que f € infinitesimalmente

estavel se
_ _/of of .
Eas=TA.f = <8x1"“’8xn>5n + &

Teorema 1.5.3 A aplicacdo cross-cap, € infinitesimalmente estdvel.

Demonstracao: Para provar que a aplicagao cross-cap ¢ infinitesimalmente estavel, basta
mostrar que o espago tangente estendido de f (veja definigao 1.5.6) satisfaz a condigao
TA.f = &3, E claro que TA.f D TAf > T A f. Assim, dos cdlculos realizados no
Teorema 1.5.2, segue-se que TA.f D M3E 3. Nao é dificil verificar que T\ A, f contém

todas as aplicagOes polinomiais de grau menor ou igual a 2 e, portanto, T A, f = &, 3.
[ |

Usando o Teorema 1.3.2, temos entao que a cross-cap ¢ uma aplicacao estavel em

C>(R? R3). Mostraremos no Capitulo 2 que ela é a tnica.
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1.6 Resultados sobre Classificacao de GGermes de
Aplicacoes

A busca de modelos locais, ou classificacao de aplicagoes diferenciaveis é de grande interesse
em singularidades. A motivacao para a busca de uma forma simples com o representante de
uma classe de equivaléncia é a de que tal modelo possui todas as propriedades dos elementos
de sua classe. Para germes de aplicacoes diferencidveis, uma nogao de equivaléncia é a mu-
danca de coordenadas na fonte e na meta. Apresentamos nesta secao duas classificagoes de
aplicacoes diferencidveis usando a teoria de singularidades descritas nas segoes anteriores.
Comecaremos apresentando a classificagdo dos germes simples de fungoes (R?,0) — (R, 0)

devido a Arnold [1].

Teorema 1.6.1 (Arnold [1]) Se f : (R%0) — (R,0) é um germe simples, entao f é

A-equivalente a um dos germes da tabela 1.1.

Tipo Forma normal A.-cod

Ay, k>1 x? £ yk ! k—1
Dy, k>4 2y £ yF ! k—1

E6 SL’S + y4 5
E, 3+ xy? 6
Eg 3+ 9P 7

Tabela 1.1: Germes simples: (R?,0) — (R, 0).

A singularidade A;, dada por 22 £ y* é chamada de singularidade de Morse.
O outro resultado de classificacao é o de germes simples de (R?0) — (R?,0), devido a

D. Mond [22].
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Teorema 1.6.2 Teorema 1.12 (Mond [22]) Se f : (R%0) — (R*0) € um germe

simples, entao f € A-equivalente a um dos germes da tabela 1.2.

Tipo Forma normal A.-cod
Imersao (x,y,0) 0
Cross-cap (5)) (z, 2y, y*) 0
St k>1 (z,9° £ 2*+L 4?) k
By, k>2 (2, 2%y £ y? 1L y?) k
Ci, k>3 (z, 2y £ 2%y, y?) k
F4 (2, 2%y +v°, ¥°) 6
Hy, k>2 (z, 2y + 3L %) k

Tabela 1.2: Germes simples: (R? 0) — (R3,0).



Capitulo 2
Aplicacées de M? em R?

Neste capitulo caracterizamos as aplicacoes estaveis de M? em R3, onde M? é uma varie-
dade bidimensional, e mostramos que as aplicagoes estaveis nestas dimensoes formam
um conjunto denso. Estes resultados foram demonstrados por H. Whitney [28] em 1944.
Em nossa abordagem, procuramos utilizar resultados recentes da teoria de singularidades,
permitindo assim célculos mais simples do que os originalmente efetuados por Whitney.

Referéncias para este capitulo podem ser encontradas em [14] e no capitulo 2 de [21].

2.1 Caracterizacao de Aplicacoes Estaveis
Proposicao 2.1.1 Seja f : M? — R3 uma aplicacdo estdvel. Entao j'f th X! para todo i.

Demonstragao: Sabemos pela Proposicao 1.4.1 que o conjunto das f € C°(M? R3?) tais
que j'f h ¥¢ para todo i, é denso. Como f ¢ estdvel existe uma vizinhanca V de f tal
que todo elemento de V é equivalente a f. Em particular, existe ¢ € V tal que g h X

para todo i e g ~ f, portanto, f rh 3% para todo i.

Corolario 2.1.1 Seja f : M* — R3 uma aplicagdo estdvel. Entdo:
a) dim X0(f) = 2;
b) dim L(f) = 0;

c) L2(f) = 0.

16



17

Demonstracao: Como f é estavel segue da Proposicao 2.1.1 que j'f th X¢, para todo i.

Do Teorema 1.4.1, a codim 3* = i(i + 1), logo:
a) se i = 0, entdo codim X° = 0, portanto, X°(f) tem dimensao 2 e é um aberto de M;
b) se i = 1, entdo codim X! = 2, portanto, ¥!(f) tem dimensao 0;

¢) se i > 2, entdo codim X' > dim M, portanto, Z¢(f) = 0.

Sejam X e Y variedades C°.

Definicao 2.1.1 Sejam f : X — Y diferencidvel e f© : X — Y5 q restricio de
fxxf:Xx--xX —Y*ao conjunto X = {(21,...,2,) € X*/z; # 2,7 # i}.
Consideremos a diagonal AY® ={(y,...,y) € Y*/y € Y}. Entao f é uma aplica¢ao com

cruzamento normal se f h AY®, para todo s > 1.

Proposicao 2.1.2 Seja X compacto (ou f prdpria). Entdo o conjunto das aplicagoes de
X emY com cruzamento normal é denso em C*(X,Y) (ou em C5(X,Y), conjunto das

aplicagoes proprias de X em Y ).

Demonstragao: A demonstragao segue do teorema de Transversalidade de Thom (Teo-

rema 1.3.2).

Corolario 2.1.2 O conjunto das imersoes com cruzamento normal é denso no conjunto

das imersoes.

Teorema 2.1.1 Seja f € C°(X,Y) uma imersao. Entdo f € estdvel se, e somente se, f

tem somente cruzamentos normais.

Demonstracao: Como o conjunto das imersdes com cruzamentos normais ¢ denso no
conjunto das imersoes, dada f : X — Y imersao estdvel, existe V; uma vizinhanca de
f tal que todo g € V; € equivalente a f. Por outro lado V; contém alguma g que é
uma imersao com cruzamento normal. Como g é equivalente a f, f também possui esta
propriedade.

A reciproca consiste em mostrar que toda imersao com cruzamento normal é infinite-

simalmente estdvel e, portanto, estavel.
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Quando consideramos f : M? — R3, genericamente temos apenas curvas de pontos

duplos e pontos triplos isolados.

Proposicao 2.1.3 Seja f : M? — R? tal que f© : M) — (R®)* € transversal a A(R?)*
entao (f*)"1(A(R?)%) =0, se s > 4.

Demonstragio: E facil notar que A(R3)* C (R3)* é subvariedade diferencidvel e que
f©: M© — (R3)* ¢ diferencidvel. Como £ h A(R?)*, temos que N = (f))~1(A(R?)?)
é subvariedade de mesma codimensao que A(R3)® ou, entdo, N é vazio. Portanto, como
codim A(R3)* = 3(s — 1) temos que codim N = 3(s—1) e se s > 4, entdo codim N > dim

M®) o que é absurdo, pois, N C M®) assim N = () para s > 4.

Teorema 2.1.2 Seja f : M?> — R3 com M compacto ou f prépria. Entdao temos que

gL f th X para todo i se, e somente se, as tnicas singularidades de f sdo cross-caps.

Demonstracao: Segue do Corolario 2.1.1 que basta considerar ¢ = 1. Além disso, pre-
cisamos apenas fazer o estudo local, na vizinhanca de um ponto singular de tipo X!. Se
f € equivalente a cross-cap, na vizinhanca de um ponto p € M, o germe de f no ponto
singular p é infinitesimalmente estavel. Logo, para qualquer representante de f, segue da
Proposicao 2.1.1 que j'f h X! em p.

Para a demonstracao da reciproca necessitamos das seguintes afirmacoes:

1) Nas condigoes do teorema, f é equivalente a (x, byxy + coy® +0(3), bsxy + c3y® +0(3)),

onde 0(3) sao termos de ordem maior ou igual a 3 nas variaveis x, y e by, b3, c2, c3 € R.
2) Se jLf M XY entao bycs — byey # 0.

Para demonstrar 1) observemos que f tem co-posto 1 logo existem transformagdes lineares
P e GL(3) e Q € GL(2) tais que a expansao de Taylor de Po f o (@ tem a seguinte forma:

0 fi
oxy

10?2
g(z,y) = Po foQ(z,y) = <1’+ 5 3£
1% fy
2 Ox?
10°f3
2 Ox?

1Of
2 0y?

(0,0)z* +

D fa 19 f,
2 — p—
(0,0)z* 4+ oy (0,0)zy + 2 3y

0% f3 0*f3

1
0.0+ ZL0.0my + S5 0.007 4 003)),

(0,0)zy + (0,0)y* + o(3),

(0,0)y* +o(3),
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onde f = (f1, fo, f3). Portanto, f é equivalente a
g(x,y) = (x+ a2 + vy +cry® +0(3), apr® + bowy + coy® +0(3), asz® + bswy + sy +o(3)).
Efetuando a seguinte mudanca de coordenadas

X =2+ a12* + bizy + 1y + 0(3)
Y=y
temos que f é equivalente a h(z,y) = (z, aza? +baxry+cay®+0(3), azz? +bsry +czy* +0(3)).
Finalmente efetuando a seguinte mudanga de coordenadas
U=u
V =v — ayu?®
W =w — azu?
na meta, temos que f é equivalente a (z, by + coy® + 0(3), bsxy + c3y* + o(3)).

Para demonstrar a segunda afirmacao, observemos que se j' f th X! entao
doo) (7' F)(R?) + T0,0)S" = J'(2,3),

mas X! é uma subvariedade diferencidvel de J(2,3) com codimensdo 2, assim podemos

calcular seu espago tangente em (0,0) e teremos:
T(O,O)Zl =1(1,0,0,0,0,0),(0,1,0,0,0,0),(0,0,1,0,0,0), (0,0,0,1,0,0)].
Por outro lado,
di0,0)(5"f)(R?*) =[(0,0,0,0,bs, b3), (0, b, b3, 0, 2¢2, 2¢3)].

Como do,0) (7' f)(R?) deve gerar os 2 vetores que faltam em T X', para uma base de
RS, temos que bycs — bscy # 0. Portanto, com mudancas de coordenadas na meta, agora é
facil ver que f é equivalente a (x, zy + 0(3),y* + o(3)). Entretanto pela Proposicao 1.5.2

temos que a cross-cap é 2-A-determinada, logo, f é equivalente a (x, ry, y?).
|

Em seu artigo [28], Whitney definiu aplicagbes semi-regulares, que recordaremos a

seguir.

Definicao 2.1.2 Considere f : M? — R3. Dizemos que f é semi-reqular se € de classe

0
C12 (pelo menos), prépria e para cada p € M ou f € reqular em p ou —f(p) =0 e os

Ox
of O f O f .
vetores G_y(p)’arxay (p), @(p) sao L.I.
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Observacao 2.1.1 Nestas dimensoes, para aplicacoes O, f M Xt significa que f € semi-

reqular.

Teorema 2.1.3 Seja f € C*(M? R3), com f propria, entdo f é estdvel se, e somente

se:
a) f € semi-regular;
b) f:M?—3(f) — R é uma imersio com cruzamento normal.

Demonstracao: Suponha que f seja estavel, entao pela Proposicao 2.1.1, f é transversal
a ¥, para todo 7, assim pela observagao anterior vale a). Por outro lado, se retiramos do
dominio da f os pontos de ¥(f), entao, pelo Teorema 2.1.1 vale b).

A reciproca é uma consequéncia do Teorema 1.3.2. Com efeito, as aplicagdes que

satisfazem a) e b) sao infinitesimalmente estaveis (ver Teorema 2.1.2) e, portanto, estaveis.

Corolario 2.1.3 O conjunto das aplicagoes estdveis € denso no conjunto das aplicagoes

proprias de M? em R3.

Demonstracao: Segundo o teorema e as observagoes anteriores, se f é estavel entao
f M X para todo 4, logo pelo Teorema de Transversalidade de Thom, o conjunto das

aplicagoes com esta propriedade ¢ denso em C°°(M? R3).



Capitulo 3
Equacoes Diferenciais Binarias

Neste capitulo apresentamos um resumo do estudo das equacoes diferenciais bindrias
(EDB) quando o discriminante tem uma singularidade do tipo Morse. Este estudo é
feito usando o método do levantamento do campo de direcoes a um campo no fibrado
projetivo (ver por exemplo [5]). Estes resultados sao aplicados no estudo do comporta-
mento das linhas de curvatura de superficies em R? préximas de pontos umbilicos. Para

um estudo completo desse assunto ver por exemplo [12] e [16].

3.1 Equacoes Diferenciais Binarias

Uma equacao diferencial implicita (EDI) é qualquer equagao da forma

dy
F Y, - | = 07
dx
onde F' é uma funcao C™ de trés variaveis. Essas equagoes diferenciais aparecem em varios
ramos da matemética, em particular na geometria diferencial de superficies em R? e R*.

O termo implicita é usado para diferenciar tais equacoes das que podemos escrever como

dy
% - g(l’,y),

onde a derivada ¢ dada explicitamente como uma funcao das variaveis x e y. Esta tltima
pode ser resolvida numericamente e geralmente existe uma curva solugao simples para

cada ponto do plano. Uma forma mais conveniente da equacao explicita acima é
a(z,y)dy + b(z, y)dz = 0.

Genericamente, esta equagao diferencial ordinaria (EDO) determina um campo de

direcoes, isto é, uma direcao é determinada para cada ponto no plano, com uma inclinacao
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especifica. Uma solucao é uma curva regular com a propriedade que em cada um de seus
pontos ela é tangente a direcao dada. Os pontos singulares de uma EDO sao aqueles
em que as funcgoes a e b se anulam simultaneamente. Genericamente, tais pontos sao
isolados. Uma EDI, por outro lado, determina geralmente muitas dire¢oes por um dado
ponto (z,y) no plano, e consequentemente muitas curvas solugoes. Isto pode ser pensado
como a superposicao de um nimero de EDO’s e as singularidades podem surgir de trés
modos: existem aqueles pontos onde duas ou mais diregoes coincidem, aqueles onde uma
das componentes das EDO’s tem uma singularidade, e pontos onde ambos ocorrem.

As EDI’s para as quais existem no maximo duas direcoes em cada ponto do plano,
sao chamadas equacoes diferenciais bindarias, e sao de especial interesse. Neste trabalho,

consideramos as equacgoes diferenciais binarias da forma
a(z,y)dy* + 2b(x,y)dxdy + c(x,y)ds* = 0 (3.1)

onde a,b e ¢ sdo fungdes suaves que se anulam em (0,0). A equagao (3.1) define um
par de dire¢oes em cada ponto (z,y) do plano onde b* — ac > 0 e nao existem direcoes
em pontos onde b? — ac < 0. Além disso, as duas direcoes coincidem sobre o conjunto
discriminante , A = {(x,y) : b* — ac = 0} . Considere a funcao discriminante A(z,y) =
b (z,y) —a(x,y)c(z,y). Quando A, e A, ndo se anulam simultaneamente na origem, A é
uma curva regular. Esse caso foi considerado por Davydov em [7]. Estudaremos as EDB
quando a, b, ¢ se anulam simultaneamente na origem, isto é, A é singular, e a funcao A
tem uma singularidade do tipo Morse na origem. Localmente existem duas possibilidades
para a singularidade do tipo Morse: sela ou maximo e minimo. Vamos estudar o caso
em que A é um ponto singular isolado, ou seja, (0,0) é um méximo ou um minimo nao
degenerado para a fungao A(z,y).

Uma maneira natural de estudar as EDB é considerar o levantamento do campo de
direcoes bivaluados em um tinico campo associado a um recobrimento duplo, como veremos

na préxima secgao.

3.2 Levantamento do Campo de Direcoes

O método do levantamento do campo consiste em desdobrar uma EDB em uma simples
EDO sobre um espago mais complicado. Considere a equacao dada em (3.1) e o fibrado

tangente projetivo ao plano, R? x RP!. Escolhendo uma carta afim em RP!, dada por
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p = dy/dz, localmente em R?® considere a superficie
M = {(z,y,p) € R* x RP': F = ap* + 2bp + ¢ = 0}, (3.2)
onde

a(z,y) = a1 + azy + 0(2), b(x,y) = bix + by + 0(2) e c(x,y) = c12 + ey + 0(2),

onde 0(2) s@o termos de ordem maior ou igual a 2 nas varidveis z e y.
Poderfamos também ter escolhido uma carta afim em RP!, dada por ¢ = dz/dy e

considerado a superficie
N ={(z,y,q) € R* x RP' : G = a + 2bq + cq* = 0}.
Como veremos a seguir existe uma projecao natural
e M — R?
(z,y,p) — (2,9)

que levanta uma EDB de R? para uma EDO sobre M e que deixa de ser um difeomorfismo
local quando F' = F, = 0. Em cada ponto (z,y,p) de M escolhemos uma diregao tangente

a M que se projeta sobre uma reta por (z,y) com dire¢ao p.
Proposicao 3.2.1

a) A superficie M dada em (5.2) € suave em uma vizinhanga de 0 x RP! se, e somente

se, a funcao discriminante A = b*> — ac tem uma singularidade de Morse.

b) A projecio m: M — R? dada por (z,y,p) — (z,y) é um difeomorfismo local fora de
7 Y(A), onde A € o conjunto discriminante.

Demonstracao: a) A funcao F, = %—5 = 2ap + 2b é identicamente nula em 0 x RP!.

Assim, M deixa de ser suave em uma vizinhanca de 0 x RP! se, e somente se,
OF

8_x(0’ 0,p) = aip* +2bip+ec e
OF
a_y(oa 0,p) = agp® + 2byp + co

forem simultaneamente nulas para algum p. O resultante destes dois polinomios é dado

pelo determinante da seguinte matriz

aq 2b1 C1 0
as 2bs ¢y 0

A= 2 2 2 —0
0 aq 2b1 C1

0 (45} 262 Co
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Assim,

ng =0 < det(A) = (CQCLl — cla2)2 — 4(62&1 — b1a2)(02b1 — Clbg) =0. (33)

)

Portanto, p é solugao dos dois polinémios somente quando (3.3) é verdadeira. Por outro,

lado a funcao discriminante é dada por
b —ac = (biz + byy + 0(2))? — (a1 + azy + 0(2))(c12 + 2y + 0(2)).
Depois de alguns céalculos chegamos que
b —ac = (b} — cra1)x® + (2b1by — caa1 — craz)xy + (b3 — cza0)y” + o(3). (3.4)

O 2-jato de b? — ac em (3.4) é degenerado se, e somente se, a relagao (3.3) acontece. Por-
tanto, a superficie M deixa de ser suave quando e apenas quando a funcao discriminante

for degenerada.

b) A projecao m nao é um difeomorfismo local nos pontos (z,y,p) onde F,(z,y,p) = 0,
isto é, quando F' = F}, = 0, isto quer dizer que o plano tangente a superficie M é vertical.

E facil ver que F' = F, = 0 se, e somente se, b> — ac = 0, que é precisamente 7! (A).
[ ]

Assumindo a superficie M suave podemos fazer a seguinte constru¢ao. Em cada ponto
(x,y,p) de M podemos escolher uma diregao tangente a M que se projeta sobre uma reta
por (z,y) com diregdo p. Explicitamente, seja (z,y) um ponto de uma curva soluc¢do cuja
diregao tangente é p, o plano que passa por esta reta tangente e é paralelo ao eixo p é
chamado de plano de contato. O plano tangente a superficie M num ponto (z,y,p) é
diferente do plano de contato sempre que F,, # 0, assim podemos dizer que a interseccao
desses planos é uma reta. Logo, os planos tangentes e os planos de contato em todos
os pontos vizinhos se interceptam segundo retas, dando origem assim a um campo de

direcoes, que é tangente a superficie M e determina uma EDO nesta superficie.

Definicao 3.2.1 Um campo vetorial & sobre a superficie M €é chamado de levantamento
da EDB (3.1) se, e somente se, dn(§)(z,y,p) é um vetor de dire¢iao p. Quando & €, além
disso, um campo tangente a superficie M, dizemos que & é um levantamento adequado

sobre M.
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Proposicao 3.2.2
(a) O campo vetorial
0

0 0

é um levantamento adequado sobre M do campo bivaluado em R%. Esse campo é chamado
de Lie-Cartan.
(b) O campo vetorial & tem genericamente um ou trés zeros em 0 x RP. Estes zeros sdo

do tipo no ou sela.

0 0
Demonstragao: (a) Seja ¢ = A— + B— + C'— um campo vetorial. O campo & é
ox oy dp
um levantamento adequado se ele é tangente a superficie M e dn(§)(z,y,p) é um vetor
0 0
de direcao p. Como 7 (z,y,p) = (x,y) segue que dm(§)(x,y,p) = Aa— + BE)_’ portanto
T Y
p = B/A. A condigdo de tangéncia do campo £ em M é dada por AF, +pAF,+CF, =0.
Tomando A = 1, obtemos
_ —(F, + pr)

C—T.

Multiplicando o campo & por F},, segue que

= Fp% +pra% — (F% +pr)8%
O item (a) esta provado.
(b) Os zeros do campo ¢ sao dados pelo anulamento de F, F, e F, + pF,. Quando
F = F, =0 temos que b*> — ac = 0, e isto determina a imagem inversa de A pela projegao
mem 0 X RP'. Assim os zeros do campo £ sao dados pelos zeros de (F,+pF,) em 0 x RP!,

ou seja, por (F, + pF,)(0,0,p) = 0. Esta equagdo é uma cibica em p dada por
O(p) = asp® + (203 + a1)p* + (2by + c2)p + c1.

Genericamente podemos escolher a;, b;, ¢;, i = 1,2,3, no conjunto aberto e denso de RS,
que é o complementar do conjunto definido pelo anulamento de ® e ®" simultaneamente,
de forma que a cibica ® tenha uma ou trés raizes reais distintas. Procuramos agora a
natureza dos correspondentes zeros de £. Para isto, é necessario analisar os autovalores
destes zeros. Seja p; uma raiz da cubica ®. Escrevendo o campo £ na forma de sistema

obtemos
' = F,=2ap+2b

§=19q v =pF,="2ap*+ 2bp
P =—(F,+pF,) =—2(p) .
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A linearizacao do campo & em (0,0, p;) é dada por

2((11]91 + bl) 2(@2]91 + bz) 0
d§(0,0,p1) = | 2pi(arpr +b1) 2pi(agpr + be) 0
0 0 _(I)/(pl)

Os autovalores desta matriz sao dados por
M=0, X=0(p) e A=alp)=2(ap!+ (ar + b)pr + by).

Como p; nado é uma raiz repetida de @, segue que ®'(p;) # 0, logo, Ag # 0. Genericamente
a e ¢ ndo possuem raizes comuns, assim a(p;) # 0, logo, A3 # 0. Dessa forma, se
Ao - A3 > 0, temos que o zero do campo é um nod, e se Ay - A3 < 0, temos que o zero do

campo ¢ uma sela. Portanto, os zeros do campo & sobre 0 x RP! sdo nés ou selas.

Observacao 3.2.1

(1) A projecio T das curvas integrais do campo & sao as solu¢oes da EDB (3.1), com

p=dy/dx #0.

(2) Se considerarmos a carta afim em RP' com q = dx/dy, as idéias e conclusoes seriam

andlogas e o campo vetorial dado por

0 0

9
0 95+ Gugy — 0Ga+ Gy (3.5)

) =qG 3

seria um levantamento adequado sobre N .

3.3 Linhas de Curvatura de Superficies em R’

As EDB aparecem em varios ramos da matemaética, em particular na geometria diferencial
de superficies em R®. Utilizando o material da secao anterior, apresentamos o compor-
tamento das linhas de curvatura de superficies em R? préximas a um ponto umbilico. A
descri¢ao dessas linhas foi descoberta por Darboux [6] no século XIX, usando as técnicas
de equacoes diferenciais ordinarias desenvolvida por H. Poincaré. Maiores detalhes podem

ser encontrados em [12] e [16].

Definicao 3.3.1 Seja p um ponto umbilico em uma superficie S, diremos que p € um

ponto umbilico Darbouxiano se as duas condigoes sequintes ocorrerem.:
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T: (Condigao de Transversalidade) A superficie S é suave sobre 771 (p).

D: (Condigao do Discriminante) As singularidades do campo de Lie-Cartan sao
hiperbdlicas e sao dadas por um dos casos abaizo:
D, wma tinica sela, ou
Dy um inico no e duas selas, ou

Dj: trés selas.

Os indices 1, 2 e 3 correspondem ao nimero de selas do campo, além disso em alguns
artigos, a singularidade D; é chamada de Lemon, a Dy de Monstar, e a D3 de Star.
Escrevendo uma superficie S na forma de Monge, podemos relacionar as condigoes de

Darboux (7, D) com os coeficientes da parametrizagao de S.

Lemon : D, Monstar : Do Star : Ds

Figura 3.1: Linhas de curvatura proximas a um ponto umbilico.

Teorema 3.3.1 (Gutierrez-Sotomayor [17/) Seja p um ponto umbilico de uma imersao

a dada em uma carta de Monge (z,y) por:

k a b c
CY(QL’, y) = (fE, Y, 5(12 + yz) + 6-733 + éxQQ + 6'3/3 + 0(4)) .

Suponhamos as sequintes condigoes:
T)  b(b—a) £0;
D)) (§) —$+2<0;

)P +2> 9> 1, a#2;

Ds) b

&

Ds) § <1
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Entdo o comportamento das linhas de curvatura proximas a um ponto umbilico p, nos

casos Dy, Dy e D3, sdo como na figura 3.1.

Demonstracao: Calculando os coeficientes da 1* e 2* formas fundamentais de o encon-
tramos:

b 2
E=1+ {kx—l—%xQ%—égf—i—o(?)] :

F = |kz + %xz + bxy + o(2)] - [ky + bxy + ng + 0(2)} )

C 5 2
G:1+[k:y—l—bxy+§y +0(2)} :
e=k+ar+o(2), f=by+o(2) e g=k+bxr+cy+o(2).

Por (6.4), a equagao das linhas de curvatura é dada por
[—by + 0(2)]dy* + [(b — a)z + cy + o(2)]dzdy + [by + o(2)]dz* = 0. (3.6)
Associada a equagao diferencial bindria (3.6) consideremos a superficie

M = {(z,y.p) : F(z,y,p) = [=by + o(2)]p* + [(b— a)z + cy + o(2)]p + [by + 0(2)] = 0}

com p = dy/dx, como em (3.2). Primeiramente verificaremos que a condi¢ao 1" é equi-
valente a superficie M ser suave. Pela Proposicao 3.2.1, isto é equivalente a funcao discri-
minante da equacao F'(z,y,p) = 0 ter uma singularidade de Morse em (0,0,p). O 2-jato

do discriminante da equacao é dado pela funcao
[(b—a)x + cy]® + 4b°y* = (b — a)®2® + 2¢(b — a)xy + (¢* + 4b°)y* = 0.
A Hessiana desta funcao é dada por
(2¢(b—a))? — 4((b — a)*)((c* + 4b*)) = —16b*(b — a)*.

Portanto, a fun¢ao é Morse se, e somente se, T' = b(b — a) # 0.
Para estudar o comportamento das linhas de curvatura, consideremos o campo de
Lie-Cartan
0 0 0
=F, —+pF,— — (F, +pF,)—.
3 P O pp(?y (Fe py)ap
Podemos escrever o campo & na forma de sistema

¥ =F,=—=2byp+ (b—a)x + cy + o(2)
§=4 ¢ =pF,=p[—2byp+ (b—a)x + cy + 0o(2)] (3.7)
p = —(F, +pF,) = —[(b—a)p+ p(—bp* + cp + b) + o(2)].
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Os equilibrios de (3.7) s@o dados por F' = F, = F, + pF, = 0. As equagdes F' = F, = 0,
nos fornecem os pontos (0,0,p) € 0 x RP! (F = 0, para que o ponto esteja na superficie

M). Os pontos onde F, + pF, =0 em 0 x RP' sdo dados por uma cibica ¢ em p.

o(p) = —(F, + pF,)(0,0,p) = —(b— a)p — p(—bp® + cp + b) = p(bp® — cp + a — 2b) = 0.

A raizes dessa ctibica sao:

onde

Portanto, quando ¢ > 0 o sistema apresenta trés pontos de equilibrio, denotados por
Ey=(0,0,0) E,=(0,0,py) E_=1(0,0,p_).

As raizes da cubica ¢ representam as direcoes possiveis ao longo das quais as linhas de
curvatura podem se aproximar do ponto umbilico. Quando § < 0 o sistema tem apenas Fj
como equilibrio. Passamos agora a estudar a natureza desses equilibrios. A linearizagao

do campo ¢ dado em (3.7) no ponto (0,0, p), onde p € {0,p_, p, } tem a forma

b—a c— 2bp 0
Dg(0,0,p) = | (b—a)p (c—2bp)p 0 . (3.8)
0 0 3bp? —2cp+a —2b

Os autovalores de (3.8) sao dados por
M =0, X=30p>—2cp+a—2b, A\3=—-2bp°+cp+b—a.

Observar que, como p é raiz da cibica ¢(p) = p(bp* — c¢p + a — 2b), podemos simplicar a

escrita dos autovalores Ay € A3 como

Ay = 3bp® — 2cp+a — 2b = bp* — cp + a — 2b+2bp* — cp = bp® — cp +bp* = bp® + 2b — a.
~ - ~——

~
=0 =2b—a

Ay =—20p> +cp+b—a=—(bp* —cp+a—2b)—bp* —b = A3 = —b(p? +1).

7/

~~
=0

De agora em diante, assumiremos entao \y = bp? + 2b — a e A\3 = —b(p® + 1).

2
C a
CasoDl. ((5—<%) —g+2<0>
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Neste caso a origem é a tnica raiz real de ¢(p), ou seja, temos apenas Fy como ponto de
equilibrio. Os autovalores de DE(Ep) sao Ay = 0, Ay = b —a e A3 = a — 2b. Para que
tenhamos uma singularidade do tipo D; ¢é suficiente mostrar que os autovalores Ay e A3
tenham sinais opostos. Como ¢ < 0, segue que

a—2b

0.
b >

Portanto, (a — 2b) e b tém mesmo sinal. Assim

A2 b—a b
—= = =—-1- 0.
N a—2b a—2b "
Segue, entao, que Fj é uma sela.
e\ «a a
Ds: == —=+2 ->1 2b .
Caso D, ((5 <2b) b+ > 0, b> . aF b)

Neste caso temos trés pontos de equilibrios. Dividimos esse caso em dois sub-casos.

Primeiramente consideraremos

a
1< =<2
< b <
E facil ver que Ey é um né, pois
<0
—~
p(1-2 R
A2 b—a < b) < b)
2 = >0
b b
——
<0

Para estudar a natureza dos pontos de equilibrio F, consideremos a razao

Ao 2—a+bp? b2—§+p°) 2- ¢+

M = = < 0.
A3 —b(p*+1) —b(p®+1) —(p*+1)

Portanto, F. sao selas, independentemente da escolha de p.

No segundo sub-caso, consideraremos

2
2< % <2+ (%) .

De modo anélogo ao sub-caso anterior é facil ver que Fy é uma sela, ou seja, Ag/A3 < 0.

Estudaremos agora a natureza dos pontos de equilibrio Ey. Novamente consideraremos a

razao

Ay 2b—a+bp? b2—%+ph) 2—§+p

E_-ww+n —b(p? + 1) —(p2+1)
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Neste caso temos que o sinal da razao depende do valor de p e é dado pelo numerador, ja
que o denominador é sempre negativo, independentemente de p. Passamos assim a estudar
o sinal da expressao Ny =2 — ¢ + p2. Substituindo, o valor de p+ em N, chegamos na

seguinte equacao

C C
Ni_%i§F@—2%%¢at%)

Como 0 > 0 os sinais de N, seguem da expressao de dentro do parénteses. Assim supondo

bc > 0, segue que N, é sempre positivo e o sinal N_ segue de

(-5)- () -5 2-5)<([(5) -5)-

A desigualdade segue do fato que 2 < a/b e a tltima igualdade segue, pois estamos

&
~ 5 =0.

c
2b

considerando bc > 0. Assim, temos que E, é uma sela e F_ é um né. De modo andlogo,

supondo be < 0, concluimos que E; é um n6 e E_ é uma sela.
a
Caso Djs: (5 < 1).

Neste caso temos 3 pontos de equilibrios e todos sao selas. De fato, a natureza de Fy segue

do sinal da razao

>0

Ar b—a _ (1-—a/b) <0

A3 a—2b  (a/b—2) '
~——

<0

A natureza dos pontos de equilibrio £_ e E, sao dadas pelo sinal da seguinte razao

>0
——
2 — L) 4p?
&_2b—a+bp2_b(2—%—l—p2)_( —b)ﬂ? 0
Ay b2l bR 1) =P H1)
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As separatrizes de selas do campo £ normais ao eixo p, projetadas no plano definem as
separatrizes umbilicas. Estas sao linhas que tendem para os pontos umbilicos e separam
os diferentes comportamentos das linhas principais préximas deste ponto. A figura abaixo

ilustra somente uma folha da superficie M.

{

Figura 3.2: Projecao no plano das separatrizes umbilicas para uma folheagao.
Uma interpretagao geométrica para a condicao 1" é dada pela proposicao abaixo.

Proposicao 3.3.1 A condicao de transversalidade T significa que as curvas diferencidveis
(9F — fG)(z,y) = by +0(2) = 0 e (9E — eG)(z,y) = (b — a)z + cy +0(2) = 0, na
equacdo (3.6), cuja interseccao define os pontos umbilicos, sao requlares e se encontram

transversalmente em (0,0).

Demonstragao: Se A(z,y) = (¢F — fG)(z,y) =0e B(z,y) = (9F —eG)(z,y) = 0, entao
gF = fG e gE = €@, e estas condigoes garantem que H?(x,y) — K(z,y) = (@)2 =0,
onde H e K sao a curvatura média e Gaussiana, respectivamente (essa relacao entre H
e K é dada em (6.2)). Assim k; = ko, e portanto, o ponto é umbilico. Inversamente se

o ponto é umbilico temos que valem e = kFE, f = kF e g = kGG, k € R nao nulo e um
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calculo direto nos da que A(z,y) =0 e B(z,y) = 0. Além disso:

det = —b(b—a) # 0 < vale a condicao T.

Assim, se valer a condigdo T, como os vetores normais destas curvas em (0,0) nao se
anulam, as curvas sao regulares em (0,0), e o determinante diferente de zero significa
que seus vetores normais sao linearmente independentes, ou seja, as curvas se encontram

transversalmente em (0, 0).
|

Na demonstragao da proposicao acima podemos ver que os pontos umbilicos correspondem
as singularidades do campo levantado associado a equacgao das linhas de curvatura dada

em (3.6).



Capitulo 4

Parametrizacoes da Cross-Cap

Desejamos estudar a geometria da cross-cap. Lembrando que, cross-cap significa a imagem

de qualquer aplicacao que esteja na A-érbita do germe

f: (R%0) — (R30)

(z,y) +— (z,2y,9%).

Isto nos da uma familia de germes de aplicagoes que sao A-equivalentes a f, mas cuja
geometria local pode diferir. Consideramos, entao, propriedades geométricas dessa familia.
Pode ser mostrado (usando subgrupos de isotropia (ver [27])) que, em um certo sentido,
esta familia nao pode ser reduzida a nenhuma outra. Neste capitulo obtemos duas familias
de parametrizagoes da cross-cap, uma familia utilizando mudancas de coordenadas que

preservam a geometria diferencial e a outra preservando a geometria flat.

4.1 Geometria Diferencial da Cross-cap

Claramente as mudangas de coordenadas na fonte (difeomorfismos) nao afetam a geometria
diferencial local da imagem de um germe de aplicacao. Na meta, temos que ter um pouco
mais de cuidado, pois, as mudancas de coordenadas na meta que preservam a geometria
diferencial local da imagem de germes de aplicacao sao as isometrias que fixam a origem
(as transformagoes ortogonais). A mudanca na meta corresponde a acao de O(3) x R*
em £(2,3), onde O(3) sdo as matrizes ortogonais de ordem 3, cuja acdo ¢ definida da
seguinte maneira: Considere g € £(2,3), a matriz ortogonal L € O(3) e A € R, entao
(L,\).g = A.L(g).

34



35

Passamos, entao, a encontrar a forma normal da cross-cap em termos da acao acima.

Antes, precisaremos do seguinte lema que pode ser encontrado em [27] ou [2].

Lema 4.1.1 Seja f : (R?,0) — (R?,0) definido por f(x,y) = (z,zy + r(x,y)) com r €

M3. Entao, por mudangas de coordenadas na fonte, podemos reduzir f a forma normal
flay) = (zay+1'(y), 1€ M.

Proposigao 4.1.1 Seja f : (R?,0) — (R3,0) um germe de aplicagio dado por f(z,y) =
(z,2y,y?). Seja g um germe de aplicagdo A-equivalente a f. Entdo, com as mudancas de

coordenadas descrita acima, reduzimos g a forma

g'(,y) = (r,2y + p(y), y* + az® + bry + q(z,y)), (4.1)
onde a e b sao constantes, p € M3 e g € M3.

Demonstracao: Como g é A-equivalente a f, que por sua vez tem posto igual a 1 na

origem, segue que ¢ tem posto 1, e assim podemos escolher uma rotagao p; € O(3) tal que

pP1© g(xuy) = (gl(xay>7g2(x7y>7g3(x7y>>7

onde ¢z, 93 € M3 e g1 = lhix + lpoy + - -+ , 11,15 € R nao nulos. Portanto, pela forma local
das submersoes, existe um difeomorfismo ¢, : (R?,0) — (R?,0), tal que g; o ¢1(z,y) = .

Entao,
P19go ¢1(x,y) - (x,gé(x,y),gg(x,y)),

com gh e g5 € M3. Denotemos os 2-jatos de g e g4 como
G20h = a1@® + agwy + azy® e j2gy = bia® + boxy + bsy?,

com aq, as, as, by, ba, b3 € R. Como p;ogop, é A-equivalente a f, segue que asbz —bsaz # 0.
Considere uma rotagao pz € O(3) de um angulo 6 com o eixo-u (na meta). Aplicando a

matriz de rotacao dada por

1 0 0
pe=1 0 cosf sinf | em (z,45(x,y),g5(x,y)), obtemos

0 —sinf cosf

p2oprogodi(x,y) = (x,cos0gy(x,y) +sinbgs(x,y), — sin gy (x,y) + cos Ogs(x, y)). (4.2)
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Podemos entao escolher # de forma que
paoprogodi(x,y) = (zr,c1wy + cox® + pi(2,y), dia® + dawy + dsy® + qu (z, 1))

com ¢y,dy,dy € R, ¢1,d3 € R — {0} e p1,q1 € M3. De fato, a 2* componente do germe
dado em (4.2) fica sendo

(ay cos @ + by sin 0)2® + (ay cos § + by sin @) zy + (az cos @ + bz sin 0)y* + o(3),

onde 0(3) s@o termos de ordem maior ou igual a 3 nas varidveis x e y. Basta escolher 6
tal que o coeficiente de y* seja nulo. Se a3 = by = 0, nao héa nada a fazer. Consideremos
assim, az ou bz nao nulos. Entao, tomando 6 tal que

. a3 —b3
sin = ————— e cosf =

a3 + b3 Va3 + b3
é facil ver que o coeficiente de xy na segunda componente é diferente de zero pois asbz —
asbs # 0 e o coeficiente de y? é zero. Agora, na 3* componente do germe dado em (4.2),

obtemos
(by cos @ — ay sin )z + (by cos O — aysin §)xy + (bg cos § — azsin )y + o(3).

Assim o coeficiente de y? na terceira componente é diferente de zero, pois, as e b3 nao sao

nulos simultaneamente. Portanto,
paoprogodi(x,y) = (x,crwy + cox® + pi(x,y), dia® + daxy + dsy® + qu(x,y)),  (4.3)

com ¢y, dy,dy € R, ¢1,d3 € R— {0} e p1,q1 € M3. Agora, com a seguinte mudanga de
coordenadas na fonte

Yy — cow

Yy
C1

levamos o germe py © p; © g © ¢1 NO germe
(z, 2y + pa(x,y)), dy(y)? + dozy’ + dsa® + qa(2,y)), (4.4)

com d; € R — {0}, dy,d; € R e py, go € Mj. Por abuso de linguagem, chamando y' de
y e aplicando o Lema 4.1.1, podemos reduzir o germe (4.4) (mudanga de coordenadas na
fonte) para

(z, 2y + pa(y), diy® + dyzy + dja® + ga(x,y)). (4.5)

Trocando = por A\jx e y por Ay na equagao (4.5), com A; e Ay € R — {0}, obtemos

()\1ZE, )\1)\2$y + pg()\gy), dlll)\ng + dg)\l)\QZEy + dg)\fo + QQ(/\L’E, )\Qy))
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Na meta podemos usar uma dilatacao da forma

A0 0
0o X 0|,
0 0 A

onde A > 0. Aplicando no germe acima obtemos
(A2, A dozy + Ap2(Aay), Add{AZY” + Adih dozy + AATZ? 4+ A2 (A, Aay)).
Fazendo, A\; = df, Aa =1 e XA =1/)\;, temos o seguinte germe
(2, 2y + Apa (), y* + dyzy + djdiz® + Agz2(Miz, y)).

Agora basta tomar, Aps(y) = p(y), A\g2(Miz,y) = q(x,y), di = b e did] = a. Com essas

mudancas, obtemos a forma requerida
g (zy) = (z,2y + p(y),y* + az® + bay + q(z, y))
com p € M3 e ¢ € M3, e a proposigao esté provada.
|

A curva de pontos parabdlicos para a forma normal dada em (4.1) depende do sinal de

a como veremos no corolario a seguir.

Corolario 4.1.1 Se a > 0, entao existem duas curvas transversais na fonte que sao as
pré-imagens das curvas de pontos parabolicos da cross-cap. No caso onde a < 0, nao

existem pontos parabolicos na cross-cap.

Demonstracao: Lembramos que um ponto é parabdlico se a curvatura Gaussiana K é

nula neste ponto. A curvatura Gaussiana (fora de um ponto singular) é dada por

K(z,y) = (%) (z,9),

onde E, F' e GG saos os coeficientes da 1* forma fundamental e e, f e g sao os coeficientes

da 2* forma fundamental, dados em (6.1) e (6.3). Assim,
K(x,y) =0 & (eg— f*)(z,y)=0.
Definindo L(z,y) = (eg — f*)(z,y), temos que o 2-jato de L tem a forma
F2L(z,y) = dax® — 4y°.

Logo, L(x,y) tem uma singularidade de Morse na origem se a # 0 e segue o resultado.
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O corolario acima nos leva a seguinte definigao.
Definicao 4.1.1 Seja ¢'(x,y) a forma normal (4.1). Entdo definimos:
a) Cross-cap parabdlica quando a >0 em ¢ (Ver figura 4.1).

b) Cross-cap hiperbdlica quando a < 0 em g' (Ver figura 4.2).

Figura 4.1: Cross-cap parabdlica: (z,y) — (x,zy,y* + z°).

Figura 4.2: Cross-cap hiperbdlica: (z,y) — (z,zy, y* — 2?).

Observagao 4.1.1 As mudancas de coordenadas usadas na Proposicao 4.1.1 nao modifi-

cam a geometria da configuracao das linhas de curvatura da aplicacao g. A forma normal

g (z,y) = (x,2y + p(y),y* + az® + bry + q(z,y))

dada em (4.1) serd usada no capitulo 5 para estudar a configuragao das linhas de curvatura

proximas a um ponto cross-cap.
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4.2 Geometria Flat da Cross-cap

Quando restringimos nossa atencao para a geometria flat da cross-cap, que sao as pro-
priedades que podem ser medidas em termos do contato com planos e retas, temos,
entao, a disposicao mais mudancas de coordenadas, obtendo assim uma simplificacao da
parametrizacao, ou seja, a forma normal pode ser melhorada. Propriedades geométricas
flat da imagem de um germe de aplicacao sao preservadas por transformacoes lineares.
Essas mudancas de coordenadas correspondem ao subgrupo GL(3,R) de £, onde L é o

grupo dos germes de difeomorfismos (R?,0) — (R?,0).

Proposigao 4.2.1 Seja f: (R%,0) — (R3,0) o germe de aplicacio definido por f(x,y) =
(z,zy,vy?). Seja g um germe que é A-equivalente a f. Entdo, usando mudancas GL(3,R)

na meta e difeomorfismos na fonte, podemos reduzir g a forma

g'(x,y) = (&, 2y +p(y),y* + az® + q(z,y)), (4.6)

onde p € M3 e g € M3. Quando a # 0, podemos fizar o coeficiente de x* na terceira

componente sendo 1, se a >0, e —1, se a < 0.

Demonstracao: Pela Proposicao 4.1.1 podemos considerar g da forma

g (z,y) = (z,zy +p(y),y* + az® + bzy + q(z,y)),

onde a e b sdao constantes, p € M3 e ¢ € M3.

Assumindo a # 0 podemos reduzir ¢’ para a seguinte forma

(z, 2y + p(y), v £ 2 + q(z,v)).

De fato, aplicando a mudanca u — u, v — v, w — w — bv na meta, a 3* componente fica
sendo

y* + az® +q(z,y)

Na fonte, fazemos a mudanca r — . Assim, obtemos

Val
(Lﬂ 2402 4 g
o e R 7))

Agora, no germe acima, fazendo a mudanca u — +/|au,v — \/|alv e w — w na meta,

obtemos o germe

(z, 2y + py), y* £ 2 + q(x, y)),
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onde o coeficiente de 22 é 1, se a > 0 e —1, se a < 0. E assim a proposicao estd

demonstrada.
[ |

Corolario 4.2.1 A cross-cap parametrizada pela forma normal determinada em (4.6) tem
duas curvas parabdlicas quando a > 0 (podemos fizar a = 1). No caso onde a < 0, ndo

existem pontos parabdlicos na cross-cap.

Definicao 4.2.1 Em se tratando da geometria flat da cross-cap, definimos:

e Cross-cap parabdlica a cross-cap parametrizada por
g(x,y) = (@,2y +p(y), y* + 2* + q(z,y)),
e Cross-cap hiperbdlica a cross-cap parametrizada por

g'(z,y) = (@, 2y +py),y" —2* + q(2,y)),
comp € M3 e qe M3 em ambos o0s casos.

Observacao 4.2.1 As mudancas de coordenadas usadas na Proposi¢cao 4.2.1 nao modifi-

cam a geometria da configuracao das linhas assintoticas da aplica¢ao g. A forma normal

g (z,y) = (z,2y + p(y), y* + az® + q(z,y))

dada em (4.6) serd usada no capitulo 5 para estudar a configuragdo das linhas assintéticas

Prorimos a wm ponto cross-cap.

4.3 Propriedades Geométricas da Cross-cap

Podemos agora determinar algumas informagoes sobre a cross-cap parametrizada pela
familia de formas normais dada em (4.1). Parametrizar uma superficie suave em uma
vizinhanca da origem na forma de Monge tem o efeito de fixar a posi¢ao do plano tangente
na origem. No caso da cross-cap, nao existe plano tangente na origem. Ao invés disto temos
um objeto chamado cone tangente que pode ser considerado um refinamento da nocgao de
espago tangente (ver [27], para detalhes). Contudo as rotagdes pq, ps e o difeomorfismo

¢1, tém significados geométricos, como podemos ver nas seguintes proposicoes.
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Proposicao 4.3.1 O efeito de p; na demonstracao da Proposicao 4.1.1 é uma rotagao na

meta de forma que a reta tangente ao ponto cross-cap seja o eixo u.

Demonstragao: : Seja p; o g : (R%0) — (R?,0), como na demonstragao da Proposi¢ao

4117 ou Sejaa P1 Og(ZL‘,’y) = (gl(xay))QQ(xay)agS(xay))a coml gl(x7y> = llx + le + O(S) S

ga, g3 € M2. Assim ¢ claro que d(p; o g)o é o eixo w.
[ |

Proposicao 4.3.2 O difeomorfismo ¢y na demonstracao da Proposicao 4.1.1 leva a pré-

imagem da tangente a curva de pontos duplos na origem para o €ixo y.

Demonstracao: Escrevemos ¢’ ao invés de p; o g o ¢;. Seja C' C R? a pré-imagem da
curva de pontos duplos da cross-cap parametrizada por ¢’. Como ¢’ é A-equivalente a f,
logo C' é uma curva suave. Uma parametrizacao para a pré-imagem da curva de pontos
duplos da cross-cap padrao é y(t) = (0,t). Entao, f(y(¢)) = f(y(—t)). Assim, podemos
escolher uma parametrizacao local v : (R,0) — (R%,0) de C tal que ¢'(7(t)) = ¢'(v(—t)).
Entao, escreva y(t) = (71(t),72(t)). Inspecionando a primeira componente de ¢’ vemos que
1 (t) = 71(=t), para todo t. Portanto, 7; pode ser escrito em funcao de t?, e o resultado

segue.

Proposicao 4.3.3 A rotagdo ps fixa o cone tangente no plano v = 0.
Demonstragao: Ver [27].

Proposigao 4.3.4 Sejam g’ como em (4.1) e C € R? a pré-imagem da curva de pontos

duplos de ¢', e escreva j3p = psy>. Entdo, C pode ser escrita como
r=—psy’ +(y), onderp € M7,

Demonstracgao: Pela Proposigao 4.3.2 sabemos que C' é uma curva suave que é tangente

ao eixo y. Assim C' pode ser escrita como

r=aly), acMi
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A curva de pontos duplos de ¢'(z, y) é dada pelos pontos (x, y) tais que ¢'(z,y) = ¢'(X,Y).

Entao, X = x e segue que

(Y —y) = —(@Y)-py) =
. = —wY)=p@y)
Y —y

Como por hipétese j3p = psy?, segue que
r=—p3(Y?>+Yy+y*) +0(3).
Por outro lado

az® + by +y° +q(z,y) = ar’+baY +Y*+q(z,Y) =

br(y—Y) = Y?—y*+q(,Y) —q(z,y) =

VZ—y? = ba(Y —y) —q(z,Y) +qlz,y) =
Y+y)Y —y) = bz(Y —y) —q(=,Y) +q(z,y) =

q € Ms.

4@ Y) — alay)
Y —y ’

Y+y = bx

(4.7)

O 2° membro desta ultima igualdade é uma equacao de ordem 2 nas variaveis Y e v,

depois de substituirmos o valor de = encontrado em (4.7) nesta, obtemos Y = —y. Assim,

voltando em (4.7), obtemos o resultado desejado.



Capitulo 5

Pares de Folheacoes na Cross-cap

Neste capitulo estudamos pares de folheacoes proximas a uma singularidade estavel para
aplicacoes de superficies no espaco. Vimos no capitulo 2 que essas singularidades sao os
pontos cross-caps. Mais especificamente, quando uma superficie é dada por uma forma
parametrizada, que é o caso da cross-cap, no dominio desta parametrizacao, as linhas de

curvatura e as linhas assintéticas sao curvas integrais de uma EDB do tipo
a(z,y)dy* + 2b(x, y)dzdy + c(x, y)dz® = 0. (5.1)

Estudaremos esta equacao de forma a obter o comportamento destas linhas préximas a
um ponto cross-cap. Confundiremos folheagoes na cross-cap como sendo as folheagoes no

dominio da parametrizagdo da cross-cap. Esse estudo pode ser encontrado em [11] e [24].

5.1 Linhas de Curvatura na Cross-cap

As linhas de curvatura sao definidas em toda cross-cap (exceto em pontos umbilicos) e
estas sao ortogonais. Como observamos no capitulo 4, a geometria das configuragoes das
linhas de curvatura é invariante por difeomorfismos na fonte e transformagcoes ortogonais
na meta. Para estudarmos o comportamento das linhas de curvatura proximas a um ponto

cross-cap consideraremos a forma normal

J(z,y) = (z,2y + p(y),y* + az® + bry + q(z,y)), (5.2)

com a e b constantes, p € M? e ¢ € M3 encontrada em (4.1). A EDB das linhas de

curvatura é dada por
(gF — fGQ)dy* + (¢gE — eG)dxdy + (fE — eF)dz* = 0.

43
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Quando consideramos uma superficie singular, deparamos com o problema de nao estar
bem definida a normal em todo ponto da superficie. Os coeficientes e, f e g calculados a

partir da parametrizagdo ¢’ dada em (5.2) s@o definidos por

e={(gs N), f=(gsN) e g={d,,,N),

onde N é o vetor unitario normal a superficie dado por

_ 92Xy

lge < gyl
Contudo, a EDB das linhas de curvatura é homogénea em e, f e g, assim podemos multi-
plicd-la por uma poténcia apropriada de [|g;, x g, ||, e podemos substituir e, f e g por

e1 = (Gowr (0o X 0)) 1 =Gy (9a X 9)) € g1="{90, (95 X 3)), (5.3)

respectivamente. Para (x,y) = (0,0), temos e; = f; = g1 = 0, de modo que toda diregao

é uma solucao da equacao diferencial binaria abaixo
(1 F — (hG)dy* + (g E — e1G)dady + (fLE — e F)da* = 0. (5.4)

Escolhendo uma carta afim em RP! com p = dy/dx, podemos considerar localmente em

R? a superficie
M = {(z,y,p) e R* xRP" : (uF — /iG)p* + (1 E — e1G)p + (LE — e1F) = 0}.  (5.5)
Proposicao 5.1.1 A superficie M ndo é suave em uma vizinhanca de 0 x RP?!.

Demonstracao: Calculando os coeficientes da 1* e 2* formas fundamentais a partir da

parametrizacao (5.2) obtemos
= 149+ (2ax + by + ¢.)%,
= xy +ypy + (202 + by + )2y + bz + qy),

= (z +py)2 + (2y + bz + qz;)Q)

e = 2ar+---,
fl — —2y_|_e
gl g 21‘_{_...‘

Aplicando o critério dado na Proposi¢ao 3.2.1 para a equagao (5.4) com os coeficientes
dados acima, obtemos que o 2-jato da funcao discriminante, b?> — ac, é 422. Logo, a funcao
discriminante nao é Morse, e, portanto a superficie M nao é suave em uma vizinhanca de

0 x RP.
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Como a superficie M nao é suave em uma vizinhanca de 0 x RP!, ndo podemos usar as
técnicas apresentadas no capitulo 3. Para o estudo da EDB das linhas de curvatura na
cross-cap consideraremos o blowing-up da singularidade. Esta técnica foi utilizada em [11]
e [24].

A partir de agora consideraremos a forma normal

flxy) = (z, 2y + p(y), v* + ax® + bey + q(z,y)) (5.6)

com

q(z,y) = (%)x?’ + (?)xzy + <§> ry® + (%)y:” +o0(4).

Observacgao 5.1.1

a) A EDB da linhas de curvatura (5.4) da aplicagao f em torno do ponto singular (0,0)
¢ dada por:

[8y® + x(0(2))]dy? + [22 + C2* + (D — ab)xy — ay® + z(0(2))]dxdy +

B, 1
— 2+ S’ + S(ab— D)y’ — da’ba® + 0(3)} dz* = 0. (5.7)

b) A equacao (5.7) restrita ao eixo x positivo {xz > 0,y = 0}, é dada por
[2(0(2))]dy* + [2x + C2* + 2(0(2))]dxdy + [gxz — 4a26x3} dz® = 0.
Dividindo esta equagao por x # 0, obtemos
o(2)dy* + [2 + o(1)]dzdy + {gx + 0(2)] dz® = 0.

Portanto, prozimo a origem, uma das folheagoes, nomeada aqui de Fy s (respectiva-
mente nomeada de F5), sio “quase”ortogonais (respectivamente paralelas) ao eizo

T positivo.

Lema 5.1.1 Considere o blowing-up planar (x,t) = (z,tx) perto da origem. Entdo, nas

coordenadas (x,t), a equagao (5.7) restrita ao eixo t tem a forma:

dz [2dt + (g + 0(1))64 — 0. (5.8)

Portanto, a folheagao pull-back ¢*(Fif) (respectivamente *(Faf)), restrito a uma pe-

quena vizinhang¢a do eizo t, no semi-plano x > 0, € da forma apresentada na figura 5.1.
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Demonstragao: Efetuando o blowing-up = z, y = tx na EDB (5.7) obtemos a seguinte

nova EDB
3 2 2 3 3 B , 2
z°(0(2))dt” + [22° 4+ Cx” + x°(o(1))]dzdt + {51’ + Cz*t
1
+§(D — ab)2®t* — ax’t® — 4a’ba® + x?’(o(l))} dz® = 0.
Fatorando a equacao acima por 22 obtemos
B 1
2(0(2))dy* +[2+Cx+z(o(1))]drdt+ 5+Ct+§(D—ab)t2—at3—4a2bx+x(0(1))1 dz* = 0.

Nesta ultima equagdo tome x = 0, assim obtemos a equacao (5.8).

=V

Figura 5.1: Folheagoes pull-back com blowing-up na 2* coordenada.

Lema 5.1.2 Considere o blowing-up planar o(s,y) = (sy,y) perto da origem. Entdo, nas

coordenadas (s,y), a equagdo (5.7) tem a forma
[—as + 8y + 0(2)]dy* — [y + 2s + y(0(2))]dsdy + [—2y + y(o(1))]ds* = 0. (5.9)

Além disso, a folheacdo pull-back ©*(Fis) (respectivamente ©*(Fay)) tem um ponto sin-

gular D3 na origem.

Demonstracao: Para a primeira parte da proposicao, tomando a mudanca x = sy, y =y

na equacgao (5.7), obtemos a EDB
[—asy® +8y° + y*(0(2)))dy* + [~ay’® — 2sy” + y°(0(2))|dsdy + [~2y° + y’(o(1))]ds* = 0.

Fatorando a equacao acima por y?, obtemos a forma requerida. Para verificar que a
equagao (5.9) tem uma singularidade D3 na origem tome uma mudanga de coordenadas

na fonte dada por s = 5 — aY/4 e y = Y/2 para obtermos
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[Y + 0(2)]dY? + [ - S+ (%) Y + 0(2)} dSdY + [~Y + 0(2)]dS* = 0. (5.10)

Comparando a equagao (5.10) com a equagao (3.6) na Proposigao 3.3.1 (tomando a =0 e

b= —1), podemos concluir que a origem é uma singularidade do tipo Ds.

Restringindo a equagao (5.9) ao eixo s (y = 0), podemos concluir que ¢*(Fi ) (res-
pectivamente ¢*(F5 r)) tem uma separatriz contida no eixo s que passa pela origem. Isto
acontece pois o eixo s é uma solugao de (5.9), ou seja é uma curva integral desta equagao.

Obtemos, entao a figura 5.2.

¥ (Fir) " (Far)

Figura 5.2: Folheagoes pull-back com blowing-up na 1* coordenada.

Teorema 5.1.1 Seja p um ponto cross-cap de uma aplicacio f : M? — R3 de classe C*,

k > 4. Entao, a configuragao topologica das linhas de curvatura proximo a p no dominio

¢ como na figura (5.5).

Demonstracao: Considere as folheagoes ¢*(Fy ) e ¢*(Fi, ) dos Lemas 5.1.1 e 5.1.2,
dadas nas figuras 5.1 e 5.2, respectivamente. Na folheagdo ¢*(Fy s), quando s tende a
zero, na vizinhanca da origem, as linhas de curvatura podem ser vistas como retas (ver
figura da esquerda em 5.3). Na folheacao ¢*(F} f), quando ¢ tende a zero, as linhas de
curvatura sao retas na vizinhanca da origem (ver figura da esquerda em 5.3). Colocando

©*(Fir) e ¥*(Fi,s) juntas resulta na figura da direita em 5.3.
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Figura 5.3: Configuracao das linhas de curvatura das folheagoes ¢*(Fif) e ¥*(Fi )

préximo a origem.

Assim, colocando as folheagoes ¢*(Fy f) e ¥*(Fif) juntas e tomando o blowing-down

(diminuindo a vizinhanca da origem), obtemos a configura¢ao dada na figura 5.4 a direita.

A= 397
>/ —

Figura 5.4: Retrato de fase das folheacoes p*(Fy f) e ¢*(F1,r) e blowing-down.

7/

\

A anélise para as folheagoes ¢*(Fa f) € *(Fa,f) é andloga. Portanto, o retrato de fase

da equacao das linhas de curvatura na cross-cap é dado pela figura 5.5.

Figura 5.5: Retrato de fase das linhas de curvatura na cross-cap proximo a origem.
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5.2 Linhas assintéticas na Cross-cap

Nesta secao estudaremos o comportamento das linhas assintéticas perto de um ponto
cross-cap. As linhas assintdticas sdo definidas no fecho da regiao hiperbdlica da cross-cap
e sua configuragao é um invariante afim. Como vimos no Capitulo 4, secao 4.3, em se

tratando da geometria flat, a cross-cap tem duas formas
e Cross-cap hiperbdlica parametrizado por ¢'(z,y) = (z, zy+p(y), y* —2*+q(z,v)),
e Cross-cap parabélica parametrizado por ¢'(z,y) = (x, zy+p(y), v* + 2% +q(z,y)),

com p € M3}, g € M3.
O comportamento das linhas assintéticas é diferente nestes dois casos. Estudaremos
estes comportamentos separadamente nas subsecoes 5.2.1 e 5.2.2. De modo geral, consi-

deramos a forma normal da cross-cap dada por
g (z.y) = (z,2y + p(y),y* + az® + q(=,y)), (5.11)
coma==+1,pe M3 qge M3 onde
7*p(y) = sy’ +pay’s FPa(2,y) = 4307” + g2y + gary? + gy’
Por (6.5), a EDB das linhas assintéticas é dada por
gdy* + 2fdxdy + edz® = 0.

Novamente, como nao esta bem definido a normal em um ponto cross-cap, consideraremos
os coeficientes ey, fi; e g1, como em (5.3) na secdo anterior e assim a EDB das linhas
assintoticas é dada por

qrdy? + 2fidxdy + e;da® = 0.
Calculando ey, f; e g1 a partir da forma normal (5.11), obtemos
e1 =2ax +0(2), fi=-2y+0(2) e g =2x+0(2).
Logo, a EDB das linhas assintéticas é dada por
22 + 0(2)]dy® + 2[—2y + o(2)]dxdy + [2ax + o(2)]dz* = 0.

Escolhendo uma carta afim em RP! com ¢ = dx/dy, podemos considerar localmente em

R? a superficie

N ={(z,y,q) € R* x RP' : G(x,y,q) = 2axq* — 4yq + 2z = 0}. (5.12)
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Proposicao 5.2.1 A superficie N, neste caso, é suave em 0 x RP!.

Demonstracao: O 2-jato do discriminante da EDB das linhas assintéticas ¢ dado por

4(y? — 4ax?), que é Morse quando a # 0. Logo, segue da Proposicao 3.2.1, que N é suave.
[ ]

Aqui, destacamos uma diferenca entre a cross-cap parabdlica e hiperbdlica. Sabemos
que o discriminante da EDB corresponde ao conjunto parabdlico na fonte. Do Corolério
4.1.1 este conjunto consiste de duas curvas transversais, no caso da cross-cap parabdlica,
e apenas um ponto (singularidade), no caso da cross-cap hiperbdlica. No primeiro caso,
quando construimos a superficie de recobrimento duplo N, os zeros do campo de Lie
Cartan estao na mesma posicao que os ramos do discriminante sobre a fibra excepcional.
Assim, os métodos de [24] ndo podem ser usados. No caso da cross-cap hiperbdlica nao

temos esse problema € comecaremos 10sso estudo Por esse caso.

5.2.1 Cross-cap Hiperbdlica

A forma normal da cross-cap hiperbdlica é dada por (5.11), fazendo a = —1, assim temos

que a EDB das linhas assintéticas é dada por
[22 + 0(2)]dy?* + 2[—2y + o(2)]dxdy + [—2z + 0(2)]dz* = 0. (5.13)
Portanto, a superficie N se escreve da forma
N ={(z,y,q) € R®* x RP' : G(,y,q) = —2x¢* — 4yq +2x =0}

com q = dz/dy. Como N é suave precisamos determinar o levantamento adequado v do
campo de diregoes bivaluado em R? definido pela EDB (5.13). Entao, analisamos o tipo
de zero do campo para determinar as diferentes formas de EDB. Uma lista dessas formas
pode ser encontrado em [5].

Considerando o campo de Lie-Cartan
1/) = (qu7 an _<qG$ + Gy))a
o ponto Ey = (0,0,0) é o tinico zero deste campo.

Proposicao 5.2.2 Para a cross-cap hiperbolica, a origem € uma sela do campo ¢ e a

configuracao das linhas assintoticas, no dominio, € topologicamente equivalente ao Lemon

D;.
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Demonstracao: Escrevendo o campo v na forma de sistema, obtemos
2’ = qG, = daxq* — dyq
v=9q v =G,=4darqg— 4y
¢ =—(qG.: + Gy)

—2aq® + 2q.

Linearizando o campo em (0, 0,0), obtemos

0 0 0
d(0,0,0)=1 0 —4 0

0 0 2

Assim temos um autovalor nulo e os outros autovalores sao —4 e 2. Logo, na origem,

temos uma sela. A deduc@o sobre o tipo topoldgico das linhas assintéticas segue de [5],
pag. 264.

5.2.2 Cross-cap Parabdlica

A forma normal da cross-cap parabdlica é dada por (5.11), fazendo a = 1, assim temos

que a EDB das linhas assintéticas é dada por

22 + o(2)]dy® + 2[—2y + o(2)]dxdy + [2x + o(2)]dx* = 0. (5.14)

Assim, a superficie

N ={(z,y,9) e R* xRP': G(z,y,q) = 2x¢° — 4yq + 2z = 0}

com g = dz/dy. No caso da cross-cap parabdlica, o campo ¢ = (¢Gy, G4, —(¢Gs + Gy))
tem trés zeros na fibra excepcional, a saber

Eo = (0,0,0), E.=(0,0,1), e E_=(0,0—1). (5.15)

Lema 5.2.1 Para a cross-cap parabolica, o ponto Ey € uma sela do campo ).

Demonstracao: A demonstragao é andloga a da Proposic¢ao 5.2.2.
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A linearizagao do campo % nos dois zeros, F_ e E, nos fornece dois autovalores nulos
e um nao nulo. Assim, genericamente temos uma sela-né. Portanto, como comentamos
antes da subsegcao 5.2.1, ndo podemos usar os métodos de [5].

Para procedermos com o estudo do comportamento da EDB das linhas assintoticas
neste caso, consideraremos novamente o blowing-up da singularidade.

Denotando por w uma EDB com coeficientes (a, b, ¢), a equacao (5.14) se escreve como
w = (CL, b7 C) - (I + Ml(ZE, y)? —y+ MQ(.I',y),Z‘ + M3(‘r7 y))? (516)
onde M;(z,y), i = 1,2, 3, sdo fungdes suaves dependendo de p(y) e ¢(z,y) com

j2M1 = Q32$2 + 3q331y — 3]?392,

i 1 3
P*My = §q31x2—§q33y2, (5.17)

P*Mz = 3qz0r® + gy + 3psy’.

Consideremos o blowing-up planar x = uv, y = u. Entao os coeficientes da nova EDB sao

dados por wy = (a, b, ¢) com

a = ufuv + Ms(uv,u)),

o
|

woluv + Ms(uv, u)| + u[—u + Ma(uwv, u)),

¢ = vuv + Ms(uv,u)] + 2v[—u + My(uv,u)] + [uv + M (uv,u))].
Escreva wy = u(u?Ay, uBy, Cy) com

Ay = v+ uN;s(u,v),
B, = v — 14 u[vNs(u,v) + Ny(u,v)],
C1 = v(® —1) +u[v’Ns(u,v) + 20Ns(u, v) + Ny (u, v)],
onde M;(uv,u) = u?>N;(u,v), i = 1,2,3. Tomando w; = (u?>A;,uBy, C}), podemos escrever

esta EDB como o produto de duas 1-formas as quais sao associados os seguintes campos

de vetores

0 - g .
Xz' :U2A1%+ |:—UBl+(—1)1\/u2(B%—A101>:|%, 1 = 172

Podemos fatorar © em X; e considerar o campo de vetores

0 ;] o
Y;:U/h%—f— |:—Bl+(—1)l B%—Alcl]%, 221,2.
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Na forma de sistema, temos

U:UAl U,:UAl

Y, = e Y= (5.18)
b= B, — VBT~ AG b= B, + VBT~ ACh
Observacao 5.2.1 A transformacao blowing-up preserva orientacao se u € positivo e re-
verte orienta¢do se u € negativo. Como fatoramos as EDB duas vezes por u, seque que Y]
¢ tangente a folheagao associada a fi(w), se u € positivo e é tangente a folheagao fo(w),
se u € negativo; enquanto que Yy € tangente a folheagdo associada a fo(w), se u € positivo

e € tangente a folheacao fi(w), se u € negativo (Ver [15]).

Estudaremos os campos (5.18) em uma vizinhanca da fibra excepcional u = 0. Os dois
sistemas (5.18) estao definidos somente quando B — A;C; > 0. Em u = 0, isto acontece
para (v + 1)(v — 1) < 0, ou seja a configuragao das linhas assintdticas na cross-cap estao
limitadas pelas retas v =1 e v = —1 no plano uv.

Estudaremos, primeiramente, os zeros do campo Y;. Em u = 0 estes sao dados por
(=By — /B? — A,C))(0,v) = 0, ou seja, quando 1 — v? — /T —v2 = 0. Assim, os zeros
de Y] sao

Ey=(0,0), E,=(0,1) e E_=(0,-1).

A natureza do ponto Ep, ja foi estudada na Proposi¢ao 5.2.1. O estudo dos zeros E+ e E_

¢é apresentado no lema a seguir.

Lema 5.2.2

a) O 2-jato do sistema Y1 no ponto de equilibrio E+ € equivalente ao sistema

5 =st

. (5.19)
t = A18 + t

onde A} = —%(q;go + @31 + Q32 + Q33 + 2]93) # 0.
b) O 2-jato do sistema Y, no ponto de equilibrio E_ é equivalente ao sistema

5= st

. (5.20)
t=Ays+t

onde Ny = 3(gs0 — q31 + qs2 — q33 — 2p3) # 0.
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Demonstragao: a) No sistema Y; tome a mudanga de coordenadas s = u e t? = B? —
A1C1, com t > 0. Para efetuar a mudanca de coordenadas, necessitamos encontrar v em
fungao de s e t. Para isso escreva G(s,v,t) = B? — A;C; —t%. Diferenciando G em relagao a
v, obtemos G,(0,1,0) # 0. Portanto, pelo Teorema da Fun¢ao Implicita podemos escrever
v =g(s,t) com G(s,g(s,t),t) = 0. Escrevendo o j2g(s,t) = 1 + as + bt + cs® + dst + ft?,

substituindo na equagao G(s, g(s,t),t) = 0 e comparando os coeficientes, obtemos

1
v=75%g(s,t) = 14 as + cs* — =t

2
onde
3 1
a4 = ——=Q39 — - =
2Q30 431 26132
e
45 13 , d 9, 9 5 9 9
c = §Q30 + g%l + §Q32 + §Q33 + 5293 + 6¢30931 + ZQ30Q32 + §Q30p3 +
+3 . 3 n 3 . 3 3 9
261316132 4Q3lq33 2Q31P3 2Q32Q33 2Q32p3 2Q33p3~

Depois de efetuar a mudanca o sistema Y; fica da forma

. ( B2 _ 42
ézs(B% t2> s‘:s( L t)
Ch Ch

=
; ; (B1 +1) gsS 2 2
Gtgl=—DB —t t=— - B — 1),
g gt 1 \ i gtC1< 1 )
onde g5 e g; sao as derivadas parciais de g com relacao a s e t, respectivamente. Multipli-
C
cando este ultimo sistema por — 7 1gtt2, obtemos
2 _
5= —50
(5.21)
t= & +5
- Bl —t gS'

Calculando o 2-jato de (5.21), obtemos que o 2-jato do sistema Y é equivalente ao sistema

$ = st
. (5.22)
t = A18 —f-t

3
com A\; = —§(Q3o + g31 + g32 + q33 + 2p3).

b) Para o sistema Y; no ponto de equilibrio E_, o procedimento é similar, e obtemos que

o 2-jato do sistema Y7 é equivalente ao sistema

$ = st
) (5.23)
t=Aos+1t
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3
com Ay = 5(6130 —q31 + q32 — @33 — 2p3).

O ponto de equilibrio do sistema (5.22) ((5.23)) é uma sela-né para A; # 0 (As # 0).
As curvas integrais sao dadas na figura 5.6. Veja que ocorre uma reflexao com relagao ao

eixo ¢t dependendo do sinal de A; (Ay).

Figura 5.6: Configuracao das curvas integrais do sistema (5.22) ((5.23)) com A; > 0

Figura 5.7: Configuracao das curvas integrais do sistema (5.24) ((5.25)) com A; > 0
(A > 0).

Para o sistema Y, dado em (5.18) os pontos de equilibrio em u = 0 ocorrem quando
(—B1 ++/B? — A;C1)(0,v) = 0, ou seja, quando 1 — v* + /1 — v?2 = 0. Portanto, temos

neste caso apenas dois pontos de equilibrio, a saber

E,=(0,1) e E_=(0,-1).
De modo andlogo ao que foi feito no Lema 5.2.2, temos que o 2-jato do sistema Y5 no
ponto de equilibrio E+ e E_ é equivalente a

s = st
_ (5.24)
t= AlS —1
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5 = st
: (5.25)
t= AQS —1
respectivamente.
O ponto de equilibrio do sistema (5.24) ((5.25)) é uma sela-né para A; # 0 (Ag # 0).
As curvas integrais sao dadas na figura 5.7. Novamente ocorre uma reflexao com relagao

ao eixo t dependendo do sinal de Ay (Ay).

Observacao 5.2.2 As configuracoes das curvas integrais do sistema (5.24) ((5.25)) pode
ser deduzida da configuracdo do sistema (5.22) ((5.23)) pela mudanga t — —t.

O blowing-down dos campos Y] e Y5 (ver figuras 5.11 e 5.15) fornecem as configuragoes
das curvas integrais da EDB (5.16) original, isto é, das linhas assintéticas. Consequente-
mente, temos dois tipos distintos de configuracoes dependendo do sinal do produto A;A,.
Pode ser mostrado que duas configuragoes do mesmo tipo sao topologicamente equivalentes
(ver [24]). Primeiramente, analisaremos o caso onde o produto AjAs > 0, com A; > 0 e

Ay > 0.

1 — Sistema 5.22, Ay > 0. 4 — Sistema 5.24, A1 > 0.

2 — Sistema 5.23, Ay > 0. 5 — Sistema 5.25, Ay > 0.
Figura 5.8: Selas-né na origem para A; > 0 e Ay > 0.

A figura 5.9 em 3 representa os campos Y; e Y3 no plano uv e é obtida da seguinte forma:

Observe que na figura 5.8 em 1 (2) quando ¢ > 0 a aproximacao das curvas integrais para
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a origem é equivalente as linhas assintéticas do campo Y; se aproximarem do ponto (0, 1)
((0,—1)) no plano uv. A troca de folheacao em 3 segue da observacao 5.2.1. A reta v = 1
em 3 “representa” o eixo s do plano st. Portanto, basta “colarmos” o comportamento das
curvas dadas em 1 e 2 para obtermos 3. Uma observagao relevante para a descricao de 3
é que a origem é uma sela do campo Y;. O procedimento para campo Y, da figura 5.9 em

6 segue da mesma forma, lembrando que a origem nao é um zero do campo Ys.

N

N\

= — — 5,

3 — Campo Y7 : “Colagem” de 1 e 2. 6 — Campo Yy : “Colagem” de 4 e 5.

Figura 5.9: Campos Y] e Y5 no plano uv.

7

AW

A\

Figura 5.10: Produto Y;.Y; com AjAs > 0.

A EDB original (5.16) é o produto das 1-formas Y; e Y5, dessa forma combinando as
configuracoes da figura 5.9 em 3 e 6 obtemos a figura 5.10. Esta iltima figura representa
o produto requerido. E por tltimo fazemos o blowing-down na figura 5.10 para obter a

configuracao apresentada na figura 5.11.
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Figura 5.11: Blowing-down dos campos Y; e Yo, A, >0,71=1,2.

No caso onde o produto A;.Ay < 0 com A; > 0 e Ay < 0, procedemos de maneira
analoga ao que foi feito acima, mas agora nas figuras 5.12, 5.13 e 5.14. Tomando o

blowing-down na figura 5.14, obtemos a configuracao apresentada na figura 5.15.

5 — Sistema 5.22, Ay > 0. 8 — Sistema 5.24, A1 > 0.

t

&

14

Ly

6 — Sistema 5.23, Ay < 0. 9 — Sistema 5.25, Ay < 0.

Figura 5.12: Selas-n6 na origem para A; > 0 e Ay < 0.

Além das configuracoes das linhas assintoticas apresentadas nas figuras 5.11 e 5.15,
temos ainda, quando A; e Ay sao ambos negativos, e A; < 0 e Ay > 0. Nestas situacoes
o resultado encontrado é anélogo, o que altera é que a configuragao na figura 5.11 (5.15)

que estava do lado esquerdo vai para o direito e vice-versa.
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-1

7 — Campo Yy : “Colagem” de 5 e 6. 10 — Campo Y, : “Colagem” de 8 e 9.

Figura 5.13: Campos Y; e Y5 no plano uv.

1

Figura 5.14: Produto Y;.Y; com AjA; < 0.

Figura 5.15: Blowing-down dos campos Y; e Y5, Ay >0e Ay <O .

Da Proposicao 5.2.2, Lema 5.2.2 e da analise e conclusoes obtidas acima, segue o

seguinte teorema
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Teorema 5.2.1 A configuracdo das linhas assintdticas no dominio da parametrizacao da

cross-cap dada em (5.11) € topologicamente equivalente a um dos casos abaizo

a) Para a cross-cap hiperbolica:

Figura 5.16: Configuragao das linhas assintoticas na cross-cap hiperbdlica.

b) Para a cross-cap parabdlica:

Figura 5.17: Configuragao das linhas assintéticas na cross-cap parabdlica.



Capitulo 6

Trabalhos futuros

Neste trabalho estudamos o comportamento das linhas de curvatura e linhas assintéticas

no dominio da parametrizagao da cross-cap. Para tanto se fez necessario um estudo de

equacoes diferenciais bindarias, usando as técnicas de levantamento de campo de diregoes

e blowing-up.

Como sugestoes para trabalhos futuros podemos citar:

1)

O estudo apresentado no capitulo 3 pode ser pensado para as equacoes diferenciais
ternarias

a(x,y)dx® + b(x, y)dz*dy + c(z,y)drdy® + d(x, y)dy* = 0

e equagoes diferenciais quarticas

a(x,y)dz* + b(x, y)dz*dy + c(z,y)dx*dy? + d(z, y)drdy® + e(z,y)dy* = 0.

Outro tipo de estudo posterior, é tentar estudar as folheacoes em superficies mais
degeneradas que a cross-cap, por exemplo as singularidades de A-codimensao 1. Na
tabela 1.2 do Capitulo 1, David Mond, apresenta uma classificacao das aplicacoes

de (R%,0) em (R3,0) até A-codimensao 6.

Por fim, Ronaldo Garcia e Jorge Sotomayor [23], considerando superficies imersas em
R? estudaram pares de folheacoes com singularidades, definidas na regiao eliptica.
Essas folheagoes foram chamadas de linhas de curvatura média generalizada, cu-

% a média

jas propriedades estendem e unificam as médias aritméticas H =

l/k,‘l—‘rl/kg),
2

geométrica v K e média harmonica ( ! Uma pergunta natural, como é a

configuracao das linhas de curvatura média generalizada na Cross-cap.
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Anexo 1

Geometria Diferencial Classica

Nesta secao apresentamos um resumo de geometria diferencial, um material mais com-
pleto pode ser encontrado em [8].

Dada uma superficie suave M em R3, a forma quadratica

I, T,M — R
w = [p(w) = <w7w>p

em um ponto p € M, onde (,) é o produto interno usual e T,M é o plano tangente a
superficie neste ponto, é chamada de 1* forma fundamental, a qual é a expressao de como
a superficie herda o produto interno natural do R®. Seja M parametrizada localmente
por f(x,y) em um ponto p. O vetor tangente w € T,M é o vetor tangente a uma curva
parametrizada a(t) = f(z(t),y(t)), t € (—e,¢), com p = a(0). Seja w = /(0) = foo' +
fyy', assim

I(w) = E(z')? + 2Fz"y + G(y')?,

onde os valores das funcoes envolvidas sao calculadas em ¢t =0 e

E={fs,fz), F= <fzafy> e G= <fy7fy>' (6.1)

Fazendo p variar numa vizinhanga da parametrizacao local f(z,y), obtemos que E, F e
G sao funcoes suaves nessa vizinhanca e sao chamados de coeficientes da primeira forma
fundamental na base {f,, f,} de T,M.

Seja

L,
N =

o vetor normal a superficie M em um ponto p e considere a aplicacao de Gauss N : M —

5?2, onde S? é a esfera com centro na origem em R3. Para um ponto p, a aplicacao dN (p) :

62



63

T,M — Ty,)S? é uma aplicagao linear auto adjunta e opera da seguinte maneira: para
cada curva parametrizada a(t) em M, com «(0) = p, consideramos a curva parametrizada
Noa(t) = N(t) na esfera S?, ou seja o vetor normal N fica restrito & curva a(t). O vetor
tangente N'(0) = dNN,(a’(0)) é um vetor do plano tangente a superficie que mede a taxa
de variac@o do vetor normal N sobre a curva a(t), em ¢t = 0, ou seja, dN, mede quanto
N se afasta de N(p) em uma vizinhanca de p. A forma quadrética I1,, definida em T,M
por II,(v) = — (dN,(v),v), é chamada de 2* forma fundamental de M em p. Seja C' uma
curva regular em M parametrizada por «(s), onde s é o comprimento de arco de C, com

a(0) = p, temos que (N(s),/(s)) =0 e assim (N(s),a”(s)) = — (N'(s),a/(s)). Portanto,
I1,(/(0)) = (N, kn) (p).

onde k e n sao a curvatura e a normal da curva C, respectivamente. Nesse caso /I, mede
o comprimento da projecao do vetor kn sobre a normal a superficie M em p. Chamaremos
de curvatura normal k,, o valor da segunda forma fundamental em um vetor unitario do
plano tangente. Para cada p € M existe uma base ortonormal {ej, e;} do plano tangente
tal que dN,y(e1) = —kier, dNpy(es) = —ks(e2), onde ky e ko sd0 o méximo e o minimo
da segunda forma fundamental, isto é, sao os valores extremos da curvatura normal em
p. Chamamos ki e ko de curvaturas principais, e suas respectivas direcoes dadas pelos
autovetores e; e ey sao chamadas de dire¢oes principais em p. A média aritmética de
ki e ko é chamada de Curvatura Média e é denotada por H. O produto de kq por ko é
chamado de Curvatura Gaussiana e é denotada por K. Se ki = ko 0 ponto serd chamado

de umbilico. Em um ponto umbilico temos a seguinte relacao entre H e K
H? - K =0. (6.2)

Em um ponto nao umbilico existem duas diregoes principais ortogonais as quais corres-
pondem aos extremos da curvatura normal k, e em um ponto umbilico todas dire¢oes sao
principais. Fora dos pontos umbilicos, as curvas integrais de cada um destes campos sao

chamadas linhas de curvatura.

Definicao 6.0.1 Se uma curva reqular e conexa C' em M ¢é tal que para todo p € C' a
reta tangente a C € uma direcao principal em p, entdo dizemos que C € uma linha de

curvatura de M.
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Proposicao 6.0.3 (Olinde Rodrigues) Uma condi¢ao necessdria e suficiente para que

uma curva coneza e reqular C' em M seja uma linha de curvatura de M € que
N'(t) = A(t)e/(2),

para qualquer parametriza¢ao a(t) de C, onde N(t) = N o «a(t) e A(t) € uma funcao

diferencidvel de t. Nesse caso, —\(t) € a curvatura (principal) sequndo o/ (t).

Definicao 6.0.2 Seja p um ponto de M. Uma direcao assintotica de M em p € uma
diregcao do plano tangente T,M para a qual a curvatura normal k, é nula. Uma linha
assintotica de M € uma curva conexa e reqular C' em M tal que para cada p € C' a reta

tangente a C' em p é uma dire¢ao assintotica.

Um ponto da superficie M sera chamado de hiperbdlico, parabdlico ou eliptico quando
K <0, K =0e K > 0, respectivamente. Nestes casos, existem exatamente duas
dire¢oes, uma e nenhuma direcao assintética. Agora escreveremos localmente a expressao
da segunda forma fundamental. Localmente o vetor tangente a a(t) em p é o = foa'+ f,/
e

dN(a') = N'(x(t),y(t)) = Noa' + Nyy'.

Assim a expressao da segunda forma fundamental é dada por
IL, () = e(a’)* + 2f2"y' + g(y')?,

onde
€:<fx:r;N>7 f:<f:vy7N> e g:<fyy7N>> (6-3>

sao chamados de coeficientes da segunda forma fundamental. Podemos escrever a cur-

vatura Gaussiana em termos dos coeficientes das 1* e 2% formas fundamentais por

eg — f?
K=-J—7
EG — 2

Seja f(z,y) uma parametrizagao local de M em p, com f(0,0) = p. Pela Proposigao

6.0.3 uma curva regular conexa C' é uma linha de curvatura se, e somente se, para uma

parametrizacao qualquer a(t) = f(x(t),y(t)), de C' temos

AN (o (1)) = A(D)a/ (1),
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Segue-se que as fungdes 2'(t) e y'(t) satisfazem o sistema de equagoes

F —eG F— fG
JF —e 9 IG

)\/
EG—r2" T EG - r2Y T
el — fE fF —gFE
ro—r tea_mpY Y

Eliminando A no sistema acima, obtemos a equacao diferencial das linhas de curvatura,
(fE — eF)dz* + (gF — eQ)dxdy + (gF — fG)dy* = 0. (6.4)

Pela defini¢ao 6.0.3 uma linha ¢é assintotica quando a curvatura normal k, ¢é nula, assim

para a parametrizacao local dada, devemos ter I1,(c/(t)) = 0, ou seja,
edz? + 2fdxdy + gdy? = 0. (6.5)

Observe que o anulamento do discriminante da equagao (6.5) coincide com o anulamento
da curvatura Gaussiana. Em um ponto nao umbilico (ponto hiperbdlico) a solu¢ao da

equagao (6.4) (equagao (6.5)), define um par de folheagdes F;, i = 1,2,
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Baixar livros de Literatura

Baixar livros de Literatura de Cordel
Baixar livros de Literatura Infantil
Baixar livros de Matematica

Baixar livros de Medicina

Baixar livros de Medicina Veterinaria
Baixar livros de Meio Ambiente
Baixar livros de Meteorologia
Baixar Monografias e TCC

Baixar livros Multidisciplinar

Baixar livros de Musica

Baixar livros de Psicologia

Baixar livros de Quimica

Baixar livros de Saude Coletiva
Baixar livros de Servico Social
Baixar livros de Sociologia

Baixar livros de Teologia

Baixar livros de Trabalho

Baixar livros de Turismo
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