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Geometria da Cross-Cap

Alexander Fernandes da Fonseca

Orientador: Prof. Dr. Fábio Scalco Dias
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Resumo

Dada uma superf́ıcie parametrizada por f : U ⊂ R2 → R3, Whitney mostrou que f pode

ter singularidades estáveis sob mudanças de coordenadas na fonte e na meta. Um modelo

local desta singularidade é dada por

f : U ⊂ R2 → R3

(x, y) 7→ (x, xy, y2).

A imagem desta aplicação é uma superf́ıcie singular chamada cross-cap. Como a cross-cap

é uma superf́ıcie singular estável em R3 é natural querermos entender a sua geometria

diferencial. O principal objetivo desta dissertação é estudar as configurações topológicas

das linhas de curvatura e das linhas assintóticas no domı́nio da cross-cap.

Palavras–chave: Cross-cap, linhas de curvatura, linhas assintóticas, equações

diferenciais binárias.
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Abstract

Given a surface parametrised by f : U ⊂ R2 → R3, Whitney showed that f can have a

stable singularity under smooth changes of coordinates in the source and target. A local

model of this singularity is given by (x, y) 7→ (x, xy, y2). The image of this map is a

singular surface called a cross-cap. Because the cross-cap is a stable singular surface in

R3 it is natural to seek to understand its differential geometry. The aim of this work is to

study the topological configurations of the lines of curvature and the asymptotic lines on

a cross-cap in the domain of a parametrisation of this surface.

Keywords Cross-cap, lines of curvature, asymptotic lines, binary differential

equations.
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5.2.2 Cross-cap Parabólica . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 51

6 Trabalhos futuros 61

Anexo I 62
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Introdução

O estudo da geometria diferencial de superf́ıcies em R3 tem uma longa e célebre história.

Ao longo dos últimos 30 anos uma nova abordagem utilizando técnicas da teoria de sin-

gularidades produziu alguns resultados interessantes (ver por exemplo [3] ou [26]).

Superf́ıcies em R3 podem ser obtidas de várias maneiras: elas podem ser dadas im-

plicitamente, ou seja, podem ser dadas por uma única equação g(u, v, w) = 0 para alguma

função suave g : (R3, 0) → (R, 0). O guarda chuva de Whitney é um exemplo dessa su-

perf́ıcie, definida pela equação v2 − u2w = 0. O guarda chuva de Whitney intersecta o

plano w = 0 em uma reta repetida (contato 2), e os planos w − k = 0 em pares de retas

v2 = ku2, onde k é uma constante positiva. Se c é uma constante, o guarda chuva de

Whitney intersecta o plano u − c = 0 nas parábolas c2w = v2. A parte do guarda chuva

de Whitney que está na região w < 0 é o eixo w. A superf́ıcie é ilustrada abaixo.

O Teorema de Sard afirma que o conjunto dos c ∈ R nos quais o conjunto g(u, v, w) = c

deixa de ser uma superf́ıcie suave tem medida de Lebesgue nula. Assim, é esperado que

“quase todas” as superf́ıcies definidas implicitamente sejam suaves. Em particular, o

guarda chuva de Whitney não é “genérico” nesse sentido. As superf́ıcies podem também

ser definidas explicitamente, ou parametrizadas por uma função suave f : U → R3, com U

1
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um subconjunto aberto do R2. A cross-cap surge desta forma, considerando f : (R2, 0) →
(R3, 0) o germe definido por f(x, y) = (x, xy, y2). A imagem de f é o guarda chuva de

Whitney sem a sua “alça”(semi-reta u = v = 0, w < 0). Definimos a cross-cap como a

imagem de qualquer germe g que é A-equivalente a f . Dizemos então que g parametriza

a cross-cap. O ponto cross-cap é a imagem da origem (0, 0) pelo germe g.

Como nosso objeto de estudo é a geometria diferencial, desejamos que estas aplicações

sejam suaves. No entanto, não é verdade, em todo sentido, que a maioria de tais parametri-

zações sejam variedades, pois tais aplicações podem ter auto-intersecções, e mais signi-

ficativamente elas podem possuir pontos cross-caps (pontos singulares). Além disso, se

perturbarmos estas aplicações, essas singularidades persistirão, ou seja eles são estáveis

(ver [14] para detalhes). Consequentemente, quando estudamos a geometria diferencial de

superf́ıcies em R3, existem boas razões para estudar superf́ıcies com cross-caps. É este o

assunto que trataremos nesta dissertação. Em particular, existem dois pares clássicos de

folheações em superf́ıcies suaves orientadas em R3, a saber: linhas de curvatura e linhas

assintóticas. Uma linha de curvatura de uma superf́ıcie é uma curva cuja reta tangente

em cada ponto é paralela à direção principal naquele ponto. Elas são definidas em toda

a superf́ıcie e se encontram ortogonalmente fora dos pontos umb́ılicos. Suas configurações

próximas aos umb́ılicos foi descoberta por Darboux [6], na classe de superf́ıcies anaĺıticas.

Sob condições genéricas na terceira derivada, ele encontrou três tipos, D1, D2 e D3, chama-

dos de Umb́ılicos Darbouxianos. Essas configurações são ilustradas abaixo

D1 D2 D3

O resultado de Darboux foi redescoberto por Gutierrez e Sotomayor [17], no contexto

de estabilidade estrutural das linhas principais de superf́ıcies regulares imersas de classe

Cr, r ≥ 4.

Uma linha assintótica de uma superf́ıcie é uma curva cuja reta tangente em cada ponto é

paralela à direção assintótica naquele ponto. Estas linhas estão definidas no fecho da região
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hiperbólica da superf́ıcie. Na região hiperbólica elas determinam um par de folheações não

necessariamente ortogonais e elas formam uma famı́lia de cúspides em pontos parabólicos

genéricos.

Quando a superf́ıcie é dada na forma parametrizada, no domı́nio da parametrização,

as folheações descritas acima são curvas soluções de alguma equação diferencial binária,

também chamadas de equações diferenciais quadráticas. Estas, são equações diferenciais

impĺıcitas que podem ser escritas, em uma carta local, da forma

a(x, y)dy2 + 2b(x, y)dxdy + c(x, y)dx2 = 0

onde os coeficientes a, b e c são funções suaves. Estas equações definem um par de direções

em cada ponto (x, y) do plano onde b2 − ac > 0 e não existem direções em pontos onde

b2 − ac < 0. Além disso, as duas direções coincidem sobre o conjunto discriminante,

∆ = {(x, y) : b2 − ac = 0} .

Em geral, para o estudo das equações diferenciais binárias, utilizamos o método do

levantamento do campo de direções a um campo no fibrado projetivo. Esse método con-

siste em desdobrar as equações diferenciais impĺıcitas em uma simples EDO sobre um

espaço mais complicado. Recentemente Farid [24] obteve as configurações topológicas das

linhas de curvatura, linhas assintóticas e linhas caracteŕısticas, de uma superf́ıcie singular,

próxima a um ponto cross-cap. Um dos principais objetivos deste trabalho é apresen-

tar estas configurações. Mais especificamente, apresentamos as configurações topológicas

locais, no domı́nio, das linhas de curvatura e linhas assintóticas da cross-cap.

Essa dissertação se apresenta como segue:

Nos caṕıtulos 1 e 2, apresentamos um material introdutório de singularidades e mostra-

mos que a cross-cap é a única singularidade estável no conjunto C∞(R2,R3), ressaltando

a importância do estudo da geometria da cross-cap.

No caṕıtulo 3, apresentamos um estudo sobre as equações diferenciais binárias do tipo

a(x, y)dy2 + b(x, y)dxdy + c(x, y)dx2 = 0 e aplicamos os resultados desse estudo para

obter o comportamento das linhas de curvatura de superf́ıcies em R3 próximas aos pontos

umb́ılicos.

No caṕıtulo 4, obtemos famı́lias de parametrizações da cross-cap utilizando mudanças

de variáveis que preservam a configuração das linhas assintóticas e linhas de curvatura. Es-

sas parametrizações são necessárias para o estudo das configurações dessas linhas próximas

a um ponto cross-cap.
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Finalmente, no caṕıtulo 5, apresentamos com detalhes as configurações topológicas

locais, no domı́nio, das linhas de curvatura e linhas assintóticas da cross-cap. Estes resul-

tados foram estudados em [11] e [24].



Caṕıtulo 1

Material Introdutório

Neste caṕıtulo definimos importantes conceitos da teoria de singularidades de aplicações

diferenciáveis, tais como: germes de aplicações, a determinação finita e a codimensão de

um germe. As principais referências para este caṕıtulo são [13], [14] e [25].

1.1 Aplicações de Classe C∞

Nesta seção, U e V são subconjuntos abertos de Rn e Rp, respectivamente.

Definição 1.1.1 Uma aplicação f : U → V é suave, ou C∞, se esta possui derivadas de

ordens arbitrárias. Denotamos por C∞(U, V ) o conjunto de aplicações suaves de U em V .

Definição 1.1.2 O posto (co-posto) de uma aplicação f : U → V é definido como o posto

(co-posto) de sua matriz Jacobiana.

Definição 1.1.3 Dada uma aplicação f : Rn → Rp, dizemos que x ∈ U é um ponto

singular se a matriz Jacobiana

Df(x) =

(
∂fi

∂xj

)
(x), 1 ≤ i ≤ p, 1 ≤ j ≤ n,

não possui o posto máximo posśıvel em x ∈ Rn. Caso contrário, dizemos que x é regular.

Definição 1.1.4 Dizemos que uma bijeção ϕ : U → V é um difeomorfismo se ϕ e ϕ−1

são C∞. Uma aplicação C∞ ϕ : U → Rn, é um difeomorfismo local no ponto x ∈ U se

existe uma vizinhança aberta V de x em U , tal que, ϕ(V ) é aberto em Rn e V → ϕ(V ),

x 7→ ϕ(x), é um difeomorfismo.

5
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Teorema 1.1.1 (Teorema da Função Inversa) Uma aplicação C∞ ϕ : U → Rn é um

difeomorfismo local em x ∈ U se, e somente se, a Jacobiana Dϕ(x) de ϕ em x é inverśıvel.

Definição 1.1.5 Seja x ∈ U . Dizemos que uma aplicação de classe C∞ f : U → Rp é

uma imersão em x se dfx : Rn → Rp for injetora (notemos que necessariamente n ≤ p).

Dizemos que f é submersão em x se dfx : Rn → Rp for sobrejetora (n ≥ p). Dizemos

que f é submersão (respectivamente, imersão) se f for submersão (respectivamente,

imersão) em todo x ∈ U .

Na busca da classificação de aplicações, as duas importantes proposições a seguir, con-

sequências do Teorema da Função Inversa, nos dão os modelos para aplicações regulares.

Proposição 1.1.1 (Forma Local das Submersões) Seja f : U → Rp uma aplicação

C∞ tal que f(0) = 0 e f é uma submersão em 0. Então existe um difeomorfismo ϕ : V →
W , V e W vizinhanças de 0 em Rn, tal que, ϕ(0) = 0 e

(f ◦ ϕ−1)(x1, ..., xn) = (x1, .., xp).

Proposição 1.1.2 (Forma Local das Imersões) Seja f : U → Rp uma aplicação C∞

tal que f(0) = 0 e f é uma imersão em 0. Então existe um difeomorfismo h : V → W , V

e W vizinhanças de 0 em Rp, tal que, h(0) = 0 e

(h ◦ f)(x1, ..., xn) = (x1, ..., xn, 0, ..., 0).

1.2 Germes e Jatos

A fim de discutir o comportamento local de uma aplicação, isto é, numa vizinhança pe-

quena e arbitrária de um ponto x, é conveniente introduzirmos a noção de germe.

Definição 1.2.1 Sejam x ∈ Rn, f : U1 ⊂ Rn → Rp e g : U2 ⊂ Rn → Rp

aplicações C∞ definidas em vizinhanças abertas U1 e U2 de x. Dizemos que f e g são

equivalentes, e escrevemos f ∼ g, se existir uma vizinhança U 3 x em Rn, U ⊂ U1 ∩ U2

tal que f |U = g|U .

Definição 1.2.2 As classes de equivalência sob esta relação são chamadas

germes de aplicações C∞ de Rn em Rp em x. Os elementos de uma classe são

chamados representantes do germe. Notação: f : (Rn, x) → (Rp, y) onde f(x) = y.
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Denotaremos por En,p o conjunto de todos os germes, ou seja,

En,p := {f : (Rn, x) → (Rp, f(x))}.

Denotaremos também por E0
n,p o conjunto dos germes f : (Rn, 0) → (Rp, 0). Quando

p = 1 (germes de funções), a notação usada é En. Geometricamente, se f1 e f2 forem

dois representantes da classe de equivalência de f , os gráficos dessas funções coincidem

num aberto contendo a origem. O germe de uma aplicação f : (Rn, 0) → (Rp, f(0)) é dito

singular se a matriz Jacobiana Df(0) não tem posto máximo, caso contrário, f é dito

regular.

Definição 1.2.3 Definimos

Mk
n := {f ∈ En : Dvf(0) = 0, para todo |v| < k},

onde k é um inteiro positivo, v ∈ Nn, |v| = v1 + v2 + ... + vn.

Para k = 1 escreveremos simplesmente

Mn := {f ∈ En : f(0) = 0}.

Definição 1.2.4 O espaço dos jatos Jk(n, p) é o espaço vetorial real das aplicações f :

Rn → Rp onde cada componente fi de f é um polinômio de grau menor ou igual a k

nas coordenadas canônicas x1, . . . , xn de Rn com termo constante nulo. Os elementos de

Jk(n, p) são chamados de k-jatos.

Definição 1.2.5 Para cada f ∈ C∞(Rn,Rp) e cada a ∈ Rn, definimos a aplicação jkf :

Rn → Jk(n, p) por jkf(a) como sendo o polinômio de Taylor de f(x + a)− f(a) de ordem

k na origem.

1.3 Genericidade, Transversalidade e Estabilidade

Dizemos que uma propriedade é genérica em C∞(Rn,Rp) se ela se verifica para um conjunto

residual de aplicações, em outras palavras.

Definição 1.3.1 Uma propriedade P de elementos de C∞(Rn,Rp) é genérica se o con-

junto de todos os x ∈ C∞(Rn,Rp) satisfazendo P contém um conjunto A o qual deve ser

uma intersecção enumerável de conjuntos abertos e densos.
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A definição mais precisa deste conceito se faz em termos de resultados de transversali-

dade. O resultado central, neste contexto, é conhecido como teorema de transversalidade

de Thom.

Definição 1.3.2 Sejam f : Rn → Rp uma aplicação C∞ e Y ⊂ Rp uma variedade dife-

renciável. Dizemos que f é transversal a Y em x, e representamos por f t Y , se f(x) /∈ Y ,

ou f(x) ∈ Y e

Df(x)Y + Dxf(Rn) = Rp.

Dizemos que f é transversal a Y , se f t Y em x, ∀ x ∈ Rn.

Como mostra o seguinte teorema, o conceito de transversalidade pode ser entendido como

uma generalização do conceito de valor regular de uma aplicação diferenciável.

Teorema 1.3.1 Sejam f : Rn → Rp uma aplicação C∞ e Y ⊂ Rp uma variedade dife-

renciável com f transversal a Y . Então, f−1(Y ) é uma subvariedade diferenciável em Rn,

que tem a mesma codimensão de Y .

A seguir, enunciaremos os teoremas de transversalidade, que são as principais fer-

ramentas para provar que certas condições geométricas (as quais podem ser traduzidas

em termos de condições de transversalidade em espaços de jatos) são satisfeitas para um

subconjunto residual (e, portanto, denso) de aplicações.

Proposição 1.3.1 Sejam Q1, . . . , Qt ⊂ Rp subvariedades, então o conjunto das aplicações

diferenciáveis de Rn em Rp transversais a Qi, i = 1, . . . , t, é denso em C∞(Rn,Rp).

Proposição 1.3.2 (Teorema de Transversalidade de Thom) Sejam Q1, . . . , Qt sub-

variedades diferenciáveis do espaço de jatos Jk(n, p). O conjunto de todas as aplicações

f : Rn → Rp para as quais jkf : Rn → Jk(n, p) é transversal a Q1, . . . , Qt é denso em

C∞(Rn,Rp).

Definição 1.3.3 Seja S um conjunto com uma topologia e uma relação de equivalência

∼. Um elemento x ∈ S é estável (relativamente a ∼) se a classe de equivalência de x

contém uma vizinhança de x.

Definição 1.3.4 Sejam f, g ∈ C∞(Rn,Rp). Então f ∼ g (f é equivalente a g) se existem

difeomorfismos h : Rn → Rn e k : Rp → Rp tais que o seguinte diagrama

Rn

h
²²

f // Rp

k
²²

Rn
g // Rp
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comuta.

A relação definida acima é uma relação de equivalência que pode ser vista como a ação

do grupo A = Diff(Rn) × Diff(Rp) no conjunto C∞(Rn,Rp) dada por ϕ((h, k), f) =

k ◦ f ◦ h−1 onde Diff(Rn) (Diff(Rp)) é o conjunto de todos os difeormorfismos C∞ em

Rn (Rp). Assim definida, as classes de equivalência são dadas pelas órbitas da ação.

Definição 1.3.5 Uma aplicação f ∈ C∞(Rn,Rp) é A-estável se existir uma vizinhança

Wf (na topologia de Whitney) de f em C∞(Rn,Rp) tal que cada g em Wf é A-equivalente

a f .

Em outras palavras, f é A-estável se toda aplicação g suficientemente próxima de f é

idêntica a f , a menos de mudanças de coordenadas no domı́nio e na imagem de g.

Lema 1.3.1 Seja f ∈ C∞(Rn,Rp). Então, f é A- estável se, e somente se, a órbita de f

em C∞(Rn,Rp) sob a ação de A é um aberto na topologia de Whitney.

Esta definição de estabilidade é dif́ıcil de ser verificada na prática. Na década de 60

John Mather [19] introduziu o conceito de estabilidade infinitesimal, o que trouxe um

método computável para determinar se uma aplicação é ou não estável.

Definição 1.3.6 Sejam f ∈ C∞(Rn,Rp), πp a projeção canônica do fibrado tangente

TRp em Rp e ζ : Rn → TRp. Então ζ é um campo de vetores ao longo de f se o seguinte

diagrama comuta

TRn

πn

²²

Tf // TRp

πp

²²
Rn

ζ
;;v

v
v

v
v

f
// Rp

Definição 1.3.7 Seja f : Rn → Rp, C∞. Dizemos que f é infinitesimalmente estável

se para todo campo vetorial ao longo de f , ζ, existe um campo vetorial ξ sobre Rn e um

campo vetorial η em Rp, tal que

ζ = Tf ◦ ξ + η ◦ f.

Teorema 1.3.2 (Mather.) Seja f : Rn → Rp, C∞, uma aplicação própria. Então, f é

infinitesimalmente estável se, e somente se, f é estável.
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Demonstração: Ver [14].

A caracterização das aplicações estáveis depende do estudo do comportamento local

das singularidades. Nas próximas seções veremos os principais conceitos e resultados que

permitem efetuar esta caracterização para o caso particular de aplicações de superf́ıcies

em R3.

1.4 Conjunto de Singularidades de 1a Ordem

Definição 1.4.1 Seja f : Rn → Rp, definimos por conjunto singular de primeira ordem

o conjunto Σif = {x ∈ Rn/dim Ker dxf = i}. Definimos também o conjunto Σi = {ϕ ∈
Jk(n, p) /dim Ker ϕ = i}.

Lembremos que o posto de f é menor ou igual a min{n, p}, assim os conjuntos singu-

lares particionam Rn em um número finito de conjuntos nos quais f tem posto constante.

Seria útil se estes conjuntos fossem subvariedades, mas isso não é sempre verdade.

Teorema 1.4.1 Σi é uma subvariedade diferenciável de J1(n, p) de codimensão i(p−n+i).

Demonstração: Ver [13].

Proposição 1.4.1 Existe um conjunto denso de aplicações f : Rn → Rp para o qual

j1f é transversal a todos os conjuntos Σi e, portanto, para o qual Σif é uma variedade

diferenciável de codimensão i(p− n + i).

Demonstração: Segue do teorema de Transversalidade de Thom.

1.5 Determinação Finita e Transversal Completa

Definição 1.5.1 Dois germes fi : (Rn, xi) → (Rp, yi), i = 1, 2, são A-equivalentes se

existem germes de difeomorfismos h : (Rn, x1) → (Rn, x2) e k : (Rp, y1) → (Rp, y2) tais

que o seguinte diagrama

(Rn, x1)

h
²²

f1 // (Rp, y1)

k
²²

(Rn, x2)
f2 // (Rp, y2)

comuta.
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Definição 1.5.2 Definimos o grupo A1 como sendo o subgrupo de A dos elementos que

tem o 1-jato igual a identidade.

Definição 1.5.3 Um germe f ∈ E0
n,p é k-A-determinado se todo germe g ∈ E0

n,p com

mesmo k-jato que f é A-equivalente a f . Dizemos que f é finitamente A-determinado se

é k-A-determinado para algum k. A mesma terminologia é usada para o subgrupo A1.

A investigação da determinação finita começou com os trabalhos de John Mather em

1960, [18], [19] e [20]. Mather deu uma primeira estimativa do grau de determinação

finita de um germe de aplicação. Resultados de Gaffney [10] e Du Plessis [9], nas décadas

seguintes, melhoraram bastante estas estimativas. Em 1987, Bruce, Du Plessis e Wall [4]

resolveram o problema completamente. Os resultados centrais de determinação decorrentes

de todos estes trabalhos estão contidos no Teorema 1.5.1.

Definição 1.5.4 Dado f : (Rn, 0) → (Rp, 0), definimos o pull-back de f, por f ∗ : Ep,t →
En,t, onde f ∗(h) = h ◦ f .

Indiquemos por TAf e TA1f os espaços tangentes aos grupos A e A1 respectivamente e

por TAef o espaço tangente estendido. Para f : R2 → R3, estes espaços são dados por:

TAf =

〈
∂f

∂x
,
∂f

∂y

〉

M2

+ f ∗(M3E3,3),

TA1f =

〈
∂f

∂x
,
∂f

∂y

〉

M2
2

+ f ∗(M2
3E3,3),

TAef =

〈
∂f

∂x
,
∂f

∂y

〉

E2
+ f ∗(E3,3).

Teorema 1.5.1

a) Um germe f ∈ E0
n,p é finitamente A-determinado se, e somente se, existe um inteiro

positivo k, tal que Mk
nEn,p ⊂ TAf .

b) Um germe f ∈ E0
n,p é (2r + 1)-A-determinado se tivermos Mr+1

n En,p ⊂ TAf +

M2r+2
n En,p.

c) Um germe f ∈ E0
n,p é r-A1-determinado se, e somente se, tivermos Mr+1

n En,p ⊂
TA1f .



12

d) Um germe f ∈ E0
n,p é r-A1-determinado se, e somente se, tivermos Mr+1

n En,p ⊂
TA1f +Mr+1

n (f ∗MpEn +Mr+1
n )En,p.

Corolário 1.5.1 Um germe f ∈ E0
n,p é r-A1-determinado se, somente se, tivermos

Mr+1
n En,p ⊂ TA1f +M2r+2

n En,p.

Definição 1.5.5 Hk+1(n, p) é o subespaço de Jk(n, p) constitúıdo das aplicações de Rn

em Rp cujos elementos são polinômios homogêneos de grau k + 1.

Proposição 1.5.1 (Transversal Completa para Jatos no grupo A)

Sejam f ∈ Jk(n, p) e T ⊂ Hk+1(n, p), um subespaço, tais que

Mk+1
n En,p ⊂ TA1f + T +Mk+2

n En,p,

então qualquer g ∈ Jk+1(n, p), com jkg = jkf , está na mesma A1-órbita de jk+1f + t para

algum t ∈ T . O subespaço T é chamado transversal completa.

Demonstração: Ver [25].

Vamos aplicar os resultados anteriores para mostrar que a cross-cap é 2-A-determinado.

Teorema 1.5.2 O germe f(x, y) = (x, xy, y2), chamado aplicação cross-cap é 2-A-deter-

minado.

Demonstração: Inicialmente temos que A1 é sub-grupo de A cujos elementos tem o

1-jato igual a identidade. Assim

TA1f =

〈
∂f

∂x
,
∂f

∂y

〉

M2
2

+ f ∗(M3
2E3,3) =

〈



1

y

0


 ,




0

x

2y




〉

M2
2

+




η1(x, xy, y2)

η2(x, xy, y2)

η3(x, xy, y2)


 ,

com ηi ∈ M2
3. Calcular a 2-transversal completa de f significa encontrar um espaço

vetorial T tal que M3
2E2,3 ⊂ TA1f + T +M4

2E2,3. Assim, se T = ∅ teremos

M3
2E2,3 ⊂ TA1f +M4

2E2,3.

Pelo corolário 1.5.1 se a i-transversal completa de f for vazia para 2 ≤ i ≤ 5, então f é

2-A1-determinada e portanto 2-A-determinada.
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Vejamos quais elementos de H3(2, 3) estão em TA1f . Tomando apenas ηi(x, xy, y2) =

x3, ηj(x, xy, y2) = x2y, ηk(x, xy, y2) = xy2, para i, j e k convenientes, podemos gerar os

seguintes elementos:




x3

0

0


 ,




0

0

x3


 ,




0

x3

0


 ,




x2y

0

0


 ,




0

x2y

0


 ,




0

0

x2y


 ,




xy2

0

0


 ,




0

xy2

0


 ,




0

0

xy2


 .

Finalmente 


y3

0

0


 =




1 0

y x

0 2y


 ·


 y3

0


−




0

y4

0


 .

Analogamente podemos mostrar que (0, y3, 0) e (0, 0, y3) também estão em TA1f , assim

M3
2E2,3 ⊂ TA1f +M4

2E2,3, logo a 2-transversal completa de f é vazia. O mesmo método

nos leva a concluir que a i-transversal completa de f é vazia para 3 ≤ i ≤ 5 e disto segue

o resultado.

¥

Apresentamos agora a versão local de estabilidade infinitesimal.

Definição 1.5.6 Dado o germe f : (Rn, 0) → (Rp, 0) dizemos que f é infinitesimalmente

estável se

E2,3 = TAef =

〈
∂f

∂x1

, . . . ,
∂f

∂xn

〉

En

+ f ∗Ep,p.

Teorema 1.5.3 A aplicação cross-cap, é infinitesimalmente estável.

Demonstração: Para provar que a aplicação cross-cap é infinitesimalmente estável, basta

mostrar que o espaço tangente estendido de f (veja definição 1.5.6) satisfaz à condição

TAef = E2,3. É claro que TAef ⊃ TAf ⊃ TA1f . Assim, dos cálculos realizados no

Teorema 1.5.2, segue-se que TAef ⊃ M2
3E2,3. Não é dif́ıcil verificar que TAef contém

todas as aplicações polinomiais de grau menor ou igual a 2 e, portanto, TAef = E2,3.

¥

Usando o Teorema 1.3.2, temos então que a cross-cap é uma aplicação estável em

C∞(R2,R3). Mostraremos no Caṕıtulo 2 que ela é a única.
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1.6 Resultados sobre Classificação de Germes de

Aplicações

A busca de modelos locais, ou classificação de aplicações diferenciáveis é de grande interesse

em singularidades. A motivação para a busca de uma forma simples com o representante de

uma classe de equivalência é a de que tal modelo possui todas as propriedades dos elementos

de sua classe. Para germes de aplicações diferenciáveis, uma noção de equivalência é a mu-

dança de coordenadas na fonte e na meta. Apresentamos nesta seção duas classificações de

aplicações diferenciáveis usando a teoria de singularidades descritas nas seções anteriores.

Começaremos apresentando a classificação dos germes simples de funções (R2, 0) → (R, 0)

devido a Arnold [1].

Teorema 1.6.1 (Arnold [1]) Se f : (R2, 0) → (R, 0) é um germe simples, então f é

A-equivalente a um dos germes da tabela 1.1.

Tipo Forma normal Ae-cod

Ak, k ≥ 1 x2 ± yk+1 k − 1

Dk, k ≥ 4 x2y ± yk−1 k − 1

E6 x3 ± y4 5

E7 x3 + xy3 6

E8 x3 + y5 7

Tabela 1.1: Germes simples: (R2, 0) → (R, 0).

A singularidade A1, dada por x2 ± y2 é chamada de singularidade de Morse.

O outro resultado de classificação é o de germes simples de (R2, 0) → (R3, 0), devido a

D. Mond [22].
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Teorema 1.6.2 Teorema 1.12 (Mond [22]) Se f : (R2, 0) → (R3, 0) é um germe

simples, então f é A-equivalente a um dos germes da tabela 1.2.

Tipo Forma normal Ae-cod

Imersão (x, y, 0) 0

Cross-cap (S0) (x, xy, y2) 0

S±k , k ≥ 1 (x, y3 ± xk+1, y2) k

B±
k , k ≥ 2 (x, x2y ± y2k+1, y2) k

C±
k , k ≥ 3 (x, xy3 ± xky, y2) k

F4 (x, x3y + y5, y2) 6

Hk, k ≥ 2 (x, xy + y3k−1, y3) k

Tabela 1.2: Germes simples: (R2, 0) → (R3, 0).



Caṕıtulo 2

Aplicações de M2 em R3

Neste caṕıtulo caracterizamos as aplicações estáveis de M2 em R3, onde M2 é uma varie-

dade bidimensional, e mostramos que as aplicações estáveis nestas dimensões formam

um conjunto denso. Estes resultados foram demonstrados por H. Whitney [28] em 1944.

Em nossa abordagem, procuramos utilizar resultados recentes da teoria de singularidades,

permitindo assim cálculos mais simples do que os originalmente efetuados por Whitney.

Referências para este caṕıtulo podem ser encontradas em [14] e no caṕıtulo 2 de [21].

2.1 Caracterização de Aplicações Estáveis

Proposição 2.1.1 Seja f : M2 → R3 uma aplicação estável. Então j1f t Σi para todo i.

Demonstração: Sabemos pela Proposição 1.4.1 que o conjunto das f ∈ C∞(M2,R3) tais

que j1f t Σi, para todo i, é denso. Como f é estável existe uma vizinhança V de f tal

que todo elemento de V é equivalente a f . Em particular, existe g ∈ V tal que g t Σi

para todo i e g ∼ f , portanto, f t Σi para todo i.

¥

Corolário 2.1.1 Seja f : M2 → R3 uma aplicação estável. Então:

a) dim Σ0(f) = 2;

b) dim Σ1(f) = 0;

c) Σ2(f) = ∅.

16
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Demonstração: Como f é estável segue da Proposição 2.1.1 que j1f t Σi, para todo i.

Do Teorema 1.4.1, a codim Σi = i(i + 1), logo:

a) se i = 0, então codim Σ0 = 0, portanto, Σ0(f) tem dimensão 2 e é um aberto de M ;

b) se i = 1, então codim Σ1 = 2, portanto, Σ1(f) tem dimensão 0;

c) se i ≥ 2, então codim Σi > dim M , portanto, Σi(f) = ∅.

¥

Sejam X e Y variedades C∞.

Definição 2.1.1 Sejam f : X → Y diferenciável e f (s) : X(s) → Y s a restrição de

f × · · · × f : X × · · · × X → Y s ao conjunto X(s) = {(x1, . . . , xs) ∈ Xs/xi 6= xj, j 6= i}.
Consideremos a diagonal ∆Y s = {(y, . . . , y) ∈ Y s/y ∈ Y }. Então f é uma aplicação com

cruzamento normal se f (s) t ∆Y s, para todo s > 1.

Proposição 2.1.2 Seja X compacto (ou f própria). Então o conjunto das aplicações de

X em Y com cruzamento normal é denso em C∞(X, Y ) (ou em C∞
pr (X, Y ), conjunto das

aplicações próprias de X em Y ).

Demonstração: A demonstração segue do teorema de Transversalidade de Thom (Teo-

rema 1.3.2).

Corolário 2.1.2 O conjunto das imersões com cruzamento normal é denso no conjunto

das imersões.

Teorema 2.1.1 Seja f ∈ C∞(X, Y ) uma imersão. Então f é estável se, e somente se, f

tem somente cruzamentos normais.

Demonstração: Como o conjunto das imersões com cruzamentos normais é denso no

conjunto das imersões, dada f : X → Y imersão estável, existe Vf uma vizinhança de

f tal que todo g ∈ Vf é equivalente a f . Por outro lado Vf contém alguma g que é

uma imersão com cruzamento normal. Como g é equivalente a f , f também possui esta

propriedade.

A rećıproca consiste em mostrar que toda imersão com cruzamento normal é infinite-

simalmente estável e, portanto, estável.
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¥

Quando consideramos f : M2 → R3, genericamente temos apenas curvas de pontos

duplos e pontos triplos isolados.

Proposição 2.1.3 Seja f : M2 → R3 tal que f (s) : M (s) → (R3)s é transversal a ∆(R3)s

então (f s)−1(∆(R3)s) = ∅, se s ≥ 4.

Demonstração: É fácil notar que ∆(R3)s ⊂ (R3)s é subvariedade diferenciável e que

f (s) : M (s) → (R3)s é diferenciável. Como f (s) t ∆(R3)s, temos que N = (f (s))−1(∆(R3)s)

é subvariedade de mesma codimensão que ∆(R3)s ou, então, N é vazio. Portanto, como

codim ∆(R3)s = 3(s− 1) temos que codim N = 3(s− 1) e se s ≥ 4, então codim N > dim

M (s) o que é absurdo, pois, N ⊂ M (s), assim N = ∅ para s ≥ 4.

¥

Teorema 2.1.2 Seja f : M2 → R3 com M compacto ou f própria. Então temos que

j1f t Σi para todo i se, e somente se, as únicas singularidades de f são cross-caps.

Demonstração: Segue do Corolário 2.1.1 que basta considerar i = 1. Além disso, pre-

cisamos apenas fazer o estudo local, na vizinhança de um ponto singular de tipo Σ1. Se

f é equivalente à cross-cap, na vizinhança de um ponto p ∈ M , o germe de f no ponto

singular p é infinitesimalmente estável. Logo, para qualquer representante de f , segue da

Proposição 2.1.1 que j1f t Σ1 em p.

Para a demonstração da rećıproca necessitamos das seguintes afirmações:

1) Nas condições do teorema, f é equivalente a (x, b2xy+c2y
2+o(3), b3xy+c3y

2+o(3)),

onde o(3) são termos de ordem maior ou igual a 3 nas variáveis x, y e b2, b3, c2, c3 ∈ R.

2) Se j1f t Σ1, então b2c3 − b3c2 6= 0.

Para demonstrar 1) observemos que f tem co-posto 1 logo existem transformações lineares

P ∈ GL(3) e Q ∈ GL(2) tais que a expansão de Taylor de P ◦ f ◦Q tem a seguinte forma:

g(x, y) = P ◦ f ◦Q(x, y) =

(
x +

1

2

∂2f1

∂x2
(0, 0)x2 +

∂2f1

∂xy
(0, 0)xy +

1

2

∂2f1

∂y2
(0, 0)y2 + o(3),

1

2

∂2f2

∂x2
(0, 0)x2 +

∂2f2

∂xy
(0, 0)xy +

1

2

∂2f2

∂y2
(0, 0)y2 + o(3),

1

2

∂2f3

∂x2
(0, 0)x2 +

∂2f3

∂xy
(0, 0)xy +

1

2

∂2f3

∂y2
(0, 0)y2 + o(3)

)
,
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onde f = (f1, f2, f3). Portanto, f é equivalente a

g(x, y) = (x+a1x
2 +b1xy+c1y

2 +o(3), a2x
2 +b2xy+c2y

2 +o(3), a3x
2 +b3xy+c3y

2 +o(3)).

Efetuando a seguinte mudança de coordenadas




X = x + a1x
2 + b1xy + c1y

2 + o(3)

Y = y

temos que f é equivalente a h(x, y) = (x, a2x
2+b2xy+c2y

2+o(3), a3x
2+b3xy+c3y

2+o(3)).

Finalmente efetuando a seguinte mudança de coordenadas




U = u

V = v − a2u
2

W = w − a3u
2

na meta, temos que f é equivalente a (x, b2xy + c2y
2 + o(3), b3xy + c3y

2 + o(3)).

Para demonstrar a segunda afirmação, observemos que se j1f t Σ1 então

d(0,0)(j
1f)(R2) + T(0,0)Σ

1 = J1(2, 3),

mas Σ1 é uma subvariedade diferenciável de J(2, 3) com codimensão 2, assim podemos

calcular seu espaço tangente em (0, 0) e teremos:

T(0,0)Σ
1 = [(1, 0, 0, 0, 0, 0), (0, 1, 0, 0, 0, 0), (0, 0, 1, 0, 0, 0), (0, 0, 0, 1, 0, 0)].

Por outro lado,

d(0,0)(j
1f)(R2) = [(0, 0, 0, 0, b2, b3), (0, b2, b3, 0, 2c2, 2c3)].

Como d(0,0)(j
1f)(R2) deve gerar os 2 vetores que faltam em T(0,0)Σ

1, para uma base de

R6, temos que b2c3− b3c2 6= 0. Portanto, com mudanças de coordenadas na meta, agora é

fácil ver que f é equivalente a (x, xy + o(3), y2 + o(3)). Entretanto pela Proposição 1.5.2

temos que a cross-cap é 2-A-determinada, logo, f é equivalente a (x, xy, y2).

¥

Em seu artigo [28], Whitney definiu aplicações semi-regulares, que recordaremos a

seguir.

Definição 2.1.2 Considere f : M2 → R3. Dizemos que f é semi-regular se é de classe

C12 (pelo menos), própria e para cada p ∈ M ou f é regular em p ou
∂f

∂x
(p) = 0 e os

vetores
∂f

∂y
(p),

∂2f

∂x∂y
(p),

∂2f

∂x2
(p) são L.I.
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Observação 2.1.1 Nestas dimensões, para aplicações C∞, f t Σi significa que f é semi-

regular.

Teorema 2.1.3 Seja f ∈ C∞(M2,R3), com f própria, então f é estável se, e somente

se:

a) f é semi-regular;

b) f : M2 − Σ(f) → R3 é uma imersão com cruzamento normal.

Demonstração: Suponha que f seja estável, então pela Proposição 2.1.1, f é transversal

a Σi, para todo i, assim pela observação anterior vale a). Por outro lado, se retiramos do

domı́nio da f os pontos de Σ(f), então, pelo Teorema 2.1.1 vale b).

A rećıproca é uma consequência do Teorema 1.3.2. Com efeito, as aplicações que

satisfazem a) e b) são infinitesimalmente estáveis (ver Teorema 2.1.2) e, portanto, estáveis.

¥

Corolário 2.1.3 O conjunto das aplicações estáveis é denso no conjunto das aplicações

próprias de M2 em R3.

Demonstração: Segundo o teorema e as observações anteriores, se f é estável então

f t Σi, para todo i, logo pelo Teorema de Transversalidade de Thom, o conjunto das

aplicações com esta propriedade é denso em C∞(M2,R3).

¥



Caṕıtulo 3

Equações Diferenciais Binárias

Neste caṕıtulo apresentamos um resumo do estudo das equações diferenciais binárias

(EDB) quando o discriminante tem uma singularidade do tipo Morse. Este estudo é

feito usando o método do levantamento do campo de direções a um campo no fibrado

projetivo (ver por exemplo [5]). Estes resultados são aplicados no estudo do comporta-

mento das linhas de curvatura de superf́ıcies em R3 próximas de pontos umb́ılicos. Para

um estudo completo desse assunto ver por exemplo [12] e [16].

3.1 Equações Diferenciais Binárias

Uma equação diferencial impĺıcita (EDI) é qualquer equação da forma

F

(
x, y,

dy

dx

)
= 0,

onde F é uma função C∞ de três variáveis. Essas equações diferenciais aparecem em vários

ramos da matemática, em particular na geometria diferencial de superf́ıcies em R3 e R4.

O termo impĺıcita é usado para diferenciar tais equações das que podemos escrever como

dy

dx
= g(x, y),

onde a derivada é dada explicitamente como uma função das variáveis x e y. Esta última

pode ser resolvida numericamente e geralmente existe uma curva solução simples para

cada ponto do plano. Uma forma mais conveniente da equação expĺıcita acima é

a(x, y)dy + b(x, y)dx = 0.

Genericamente, esta equação diferencial ordinária (EDO) determina um campo de

direções, isto é, uma direção é determinada para cada ponto no plano, com uma inclinação

21
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espećıfica. Uma solução é uma curva regular com a propriedade que em cada um de seus

pontos ela é tangente à direção dada. Os pontos singulares de uma EDO são aqueles

em que as funções a e b se anulam simultaneamente. Genericamente, tais pontos são

isolados. Uma EDI, por outro lado, determina geralmente muitas direções por um dado

ponto (x, y) no plano, e consequentemente muitas curvas soluções. Isto pode ser pensado

como a superposição de um número de EDO’s e as singularidades podem surgir de três

modos: existem aqueles pontos onde duas ou mais direções coincidem, aqueles onde uma

das componentes das EDO’s tem uma singularidade, e pontos onde ambos ocorrem.

As EDI’s para as quais existem no máximo duas direções em cada ponto do plano,

são chamadas equações diferenciais binárias, e são de especial interesse. Neste trabalho,

consideramos as equações diferenciais binárias da forma

a(x, y)dy2 + 2b(x, y)dxdy + c(x, y)dx2 = 0 (3.1)

onde a, b e c são funções suaves que se anulam em (0, 0). A equação (3.1) define um

par de direções em cada ponto (x, y) do plano onde b2 − ac > 0 e não existem direções

em pontos onde b2 − ac < 0. Além disso, as duas direções coincidem sobre o conjunto

discriminante , ∆ = {(x, y) : b2 − ac = 0} . Considere a função discriminante ∆(x, y) =

b2(x, y)− a(x, y)c(x, y). Quando ∆x e ∆y não se anulam simultaneamente na origem, ∆ é

uma curva regular. Esse caso foi considerado por Davydov em [7]. Estudaremos as EDB

quando a, b, c se anulam simultaneamente na origem, isto é, ∆ é singular, e a função ∆

tem uma singularidade do tipo Morse na origem. Localmente existem duas possibilidades

para a singularidade do tipo Morse: sela ou máximo e mı́nimo. Vamos estudar o caso

em que ∆ é um ponto singular isolado, ou seja, (0, 0) é um máximo ou um mı́nimo não

degenerado para a função ∆(x, y).

Uma maneira natural de estudar as EDB é considerar o levantamento do campo de

direções bivaluados em um único campo associado a um recobrimento duplo, como veremos

na próxima seção.

3.2 Levantamento do Campo de Direções

O método do levantamento do campo consiste em desdobrar uma EDB em uma simples

EDO sobre um espaço mais complicado. Considere a equação dada em (3.1) e o fibrado

tangente projetivo ao plano, R2 × RP 1. Escolhendo uma carta afim em RP 1, dada por
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p = dy/dx, localmente em R3 considere a superf́ıcie

M = {(x, y, p) ∈ R2 × RP 1 : F = ap2 + 2bp + c = 0}, (3.2)

onde

a(x, y) = a1x + a2y + o(2), b(x, y) = b1x + b2y + o(2) e c(x, y) = c1x + c2y + o(2),

onde o(2) são termos de ordem maior ou igual a 2 nas variáveis x e y.

Podeŕıamos também ter escolhido uma carta afim em RP 1, dada por q = dx/dy e

considerado a superf́ıcie

N = {(x, y, q) ∈ R2 × RP 1 : G = a + 2bq + cq2 = 0}.

Como veremos a seguir existe uma projeção natural

π : M −→ R2

(x, y, p) 7−→ (x, y)

que levanta uma EDB de R2 para uma EDO sobre M e que deixa de ser um difeomorfismo

local quando F = Fp = 0. Em cada ponto (x, y, p) de M escolhemos uma direção tangente

à M que se projeta sobre uma reta por (x, y) com direção p.

Proposição 3.2.1

a) A superf́ıcie M dada em (3.2) é suave em uma vizinhança de 0×RP 1 se, e somente

se, a função discriminante ∆ = b2 − ac tem uma singularidade de Morse.

b) A projeção π : M → R2 dada por (x, y, p) 7→ (x, y) é um difeomorfismo local fora de

π−1(∆), onde ∆ é o conjunto discriminante.

Demonstração: a) A função Fp = ∂F
∂p

= 2ap + 2b é identicamente nula em 0 × RP 1.

Assim, M deixa de ser suave em uma vizinhança de 0× RP 1 se, e somente se,

∂F

∂x
(0, 0, p) = a1p

2 + 2b1p + c1 e

∂F

∂y
(0, 0, p) = a2p

2 + 2b2p + c2

forem simultaneamente nulas para algum p. O resultante destes dois polinômios é dado

pelo determinante da seguinte matriz

A =




a1 2b1 c1 0

a2 2b2 c2 0

0 a1 2b1 c1

0 a2 2b2 c2




= 0.
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Assim,

Rf,g = 0 ⇔ det(A) = (c2a1 − c1a2)
2 − 4(b2a1 − b1a2)(c2b1 − c1b2) = 0. (3.3)

Portanto, p é solução dos dois polinômios somente quando (3.3) é verdadeira. Por outro,

lado a função discriminante é dada por

b2 − ac = (b1x + b2y + o(2))2 − (a1x + a2y + o(2))(c1x + c2y + o(2)).

Depois de alguns cálculos chegamos que

b2 − ac = (b2
1 − c1a1)x

2 + (2b1b2 − c2a1 − c1a2)xy + (b2
2 − c2a2)y

2 + o(3). (3.4)

O 2-jato de b2 − ac em (3.4) é degenerado se, e somente se, a relação (3.3) acontece. Por-

tanto, a superf́ıcie M deixa de ser suave quando e apenas quando a função discriminante

for degenerada.

b) A projeção π não é um difeomorfismo local nos pontos (x, y, p) onde Fp(x, y, p) = 0,

isto é, quando F = Fp = 0, isto quer dizer que o plano tangente à superf́ıcie M é vertical.

É fácil ver que F = Fp = 0 se, e somente se, b2 − ac = 0, que é precisamente π−1(∆).

¥

Assumindo a superf́ıcie M suave podemos fazer a seguinte construção. Em cada ponto

(x, y, p) de M podemos escolher uma direção tangente a M que se projeta sobre uma reta

por (x, y) com direção p. Explicitamente, seja (x, y) um ponto de uma curva solução cuja

direção tangente é p, o plano que passa por esta reta tangente e é paralelo ao eixo p é

chamado de plano de contato. O plano tangente à superf́ıcie M num ponto (x, y, p) é

diferente do plano de contato sempre que Fp 6= 0, assim podemos dizer que a intersecção

desses planos é uma reta. Logo, os planos tangentes e os planos de contato em todos

os pontos vizinhos se interceptam segundo retas, dando origem assim a um campo de

direções, que é tangente à superf́ıcie M e determina uma EDO nesta superf́ıcie.

Definição 3.2.1 Um campo vetorial ξ sobre a superf́ıcie M é chamado de levantamento

da EDB (3.1) se, e somente se, dπ(ξ)(x, y, p) é um vetor de direção p. Quando ξ é, além

disso, um campo tangente à superf́ıcie M , dizemos que ξ é um levantamento adequado

sobre M .
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Proposição 3.2.2

(a) O campo vetorial

ξ = Fp
∂

∂x
+ pFp

∂

∂y
− (Fx + pFy)

∂

∂p

é um levantamento adequado sobre M do campo bivaluado em R2. Esse campo é chamado

de Lie-Cartan.

(b) O campo vetorial ξ tem genericamente um ou três zeros em 0×RP 1. Estes zeros são

do tipo nó ou sela.

Demonstração: (a) Seja ξ = A
∂

∂x
+ B

∂

∂y
+ C

∂

∂p
um campo vetorial. O campo ξ é

um levantamento adequado se ele é tangente à superf́ıcie M e dπ(ξ)(x, y, p) é um vetor

de direção p. Como π(x, y, p) = (x, y) segue que dπ(ξ)(x, y, p) = A
∂

∂x
+ B

∂

∂y
, portanto

p = B/A. A condição de tangência do campo ξ em M é dada por AFx + pAFy +CFp = 0.

Tomando A = 1, obtemos

C =
−(Fx + pFy)

Fp

.

Multiplicando o campo ξ por Fp, segue que

ξ = Fp
∂

∂x
+ pFp

∂

∂y
− (Fx + pFy)

∂

∂p
.

O ı́tem (a) está provado.

(b) Os zeros do campo ξ são dados pelo anulamento de F , Fp e Fx + pFy. Quando

F = Fp = 0 temos que b2− ac = 0, e isto determina a imagem inversa de ∆ pela projeção

π em 0×RP 1. Assim os zeros do campo ξ são dados pelos zeros de (Fx +pFy) em 0×RP 1,

ou seja, por (Fx + pFy)(0, 0, p) = 0. Esta equação é uma cúbica em p dada por

Φ(p) = a2p
3 + (2b2 + a1)p

2 + (2b1 + c2)p + c1.

Genericamente podemos escolher ai, bi, ci, i = 1, 2, 3, no conjunto aberto e denso de R6,

que é o complementar do conjunto definido pelo anulamento de Φ e Φ′ simultaneamente,

de forma que a cúbica Φ tenha uma ou três ráızes reais distintas. Procuramos agora a

natureza dos correspondentes zeros de ξ. Para isto, é necessário analisar os autovalores

destes zeros. Seja p1 uma raiz da cúbica Φ. Escrevendo o campo ξ na forma de sistema

obtemos

ξ =





x′ = Fp = 2ap + 2b

y′ = pFp = 2ap2 + 2bp

p′ = −(Fx + pFy) = −Φ(p) .
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A linearização do campo ξ em (0, 0, p1) é dada por

dξ(0, 0, p1) =




2(a1p1 + b1) 2(a2p1 + b2) 0

2p1(a1p1 + b1) 2p1(a2p1 + b2) 0

0 0 −Φ′(p1)


 .

Os autovalores desta matriz são dados por

λ1 = 0, λ2 = Φ′(p1) e λ3 = α(p1) = 2(a2p
2
1 + (a1 + b2)p1 + b1).

Como p1 não é uma raiz repetida de Φ, segue que Φ′(p1) 6= 0, logo, λ2 6= 0. Genericamente

α e Φ não possuem ráızes comuns, assim α(p1) 6= 0, logo, λ3 6= 0. Dessa forma, se

λ2 · λ3 > 0, temos que o zero do campo é um nó, e se λ2 · λ3 < 0, temos que o zero do

campo é uma sela. Portanto, os zeros do campo ξ sobre 0× RP 1 são nós ou selas.

¥

Observação 3.2.1

(1) A projeção π das curvas integrais do campo ξ são as soluções da EDB (3.1), com

p = dy/dx 6= 0.

(2) Se considerarmos a carta afim em RP 1 com q = dx/dy, as idéias e conclusões seriam

análogas e o campo vetorial dado por

ψ = qGq
∂

∂x
+ Gq

∂

∂y
− (qGx + Gy)

∂

∂q
(3.5)

seria um levantamento adequado sobre N .

3.3 Linhas de Curvatura de Superf́ıcies em R3

As EDB aparecem em vários ramos da matemática, em particular na geometria diferencial

de superf́ıcies em R3. Utilizando o material da seção anterior, apresentamos o compor-

tamento das linhas de curvatura de superf́ıcies em R3 próximas a um ponto umb́ılico. A

descrição dessas linhas foi descoberta por Darboux [6] no século XIX, usando as técnicas

de equações diferenciais ordinárias desenvolvida por H. Poincaré. Maiores detalhes podem

ser encontrados em [12] e [16].

Definição 3.3.1 Seja p um ponto umb́ılico em uma superf́ıcie S, diremos que p é um

ponto umb́ılico Darbouxiano se as duas condições seguintes ocorrerem:
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T: (Condição de Transversalidade) A superf́ıcie S é suave sobre π−1(p).

D: (Condição do Discriminante) As singularidades do campo de Lie-Cartan são

hiperbólicas e são dadas por um dos casos abaixo:

D1: uma única sela, ou

D2: um único nó e duas selas, ou

D3: três selas.

Os ı́ndices 1, 2 e 3 correspondem ao número de selas do campo, além disso em alguns

artigos, a singularidade D1 é chamada de Lemon, a D2 de Monstar, e a D3 de Star.

Escrevendo uma superf́ıcie S na forma de Monge, podemos relacionar as condições de

Darboux (T, D) com os coeficientes da parametrização de S.

Lemon : D1 Monstar : D2 Star : D3

Figura 3.1: Linhas de curvatura próximas a um ponto umb́ılico.

Teorema 3.3.1 (Gutierrez-Sotomayor [17]) Seja p um ponto umb́ılico de uma imersão

α dada em uma carta de Monge (x, y) por:

α(x, y) =

(
x, y,

k

2
(x2 + y2) +

a

6
x3 +

b

2
xy2 +

c

6
y3 + o(4)

)
.

Suponhamos as seguintes condições:

T) b(b− a) 6= 0;

D1)
( c
2b

)2 − a
b

+ 2 < 0;

D2)
( c
2b

)2
+ 2 > a

b
> 1, a 6= 2b;

D3)
a
b

< 1.
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Então o comportamento das linhas de curvatura próximas a um ponto umb́ılico p, nos

casos D1, D2 e D3, são como na figura 3.1.

Demonstração: Calculando os coeficientes da 1a e 2a formas fundamentais de α encon-

tramos:

E = 1 +

[
kx +

a

2
x2 +

b

2
y2 + o(2)

]2

,

F =
[
kx +

a

2
x2 + bxy + o(2)] · [ky + bxy +

c

2
y2 + o(2)

]
,

G = 1 +
[
ky + bxy +

c

2
y2 + o(2)

]2

,

e = k + ax + o(2), f = by + o(2) e g = k + bx + cy + o(2).

Por (6.4), a equação das linhas de curvatura é dada por

[−by + o(2)]dy2 + [(b− a)x + cy + o(2)]dxdy + [by + o(2)]dx2 = 0. (3.6)

Associada a equação diferencial binária (3.6) consideremos a superf́ıcie

M = {(x, y, p) : F (x, y, p) = [−by + o(2)]p2 + [(b− a)x + cy + o(2)]p + [by + o(2)] = 0}

com p = dy/dx, como em (3.2). Primeiramente verificaremos que a condição T é equi-

valente à superf́ıcie M ser suave. Pela Proposição 3.2.1, isto é equivalente à função discri-

minante da equação F (x, y, p) = 0 ter uma singularidade de Morse em (0, 0, p). O 2-jato

do discriminante da equação é dado pela função

[(b− a)x + cy]2 + 4b2y2 = (b− a)2x2 + 2c(b− a)xy + (c2 + 4b2)y2 = 0.

A Hessiana desta função é dada por

(2c(b− a))2 − 4((b− a)2)((c2 + 4b2)) = −16b2(b− a)2.

Portanto, a função é Morse se, e somente se, T = b(b− a) 6= 0.

Para estudar o comportamento das linhas de curvatura, consideremos o campo de

Lie-Cartan

ξ = Fp
∂

∂x
+ pFp

∂

∂y
− (Fx + pFy)

∂

∂p
.

Podemos escrever o campo ξ na forma de sistema

ξ =





x′ = Fp = −2byp + (b− a)x + cy + o(2)

y′ = pFp = p[−2byp + (b− a)x + cy + o(2)]

p′ = −(Fx + pFy) = −[(b− a)p + p(−bp2 + cp + b) + o(2)].

(3.7)
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Os equiĺıbrios de (3.7) são dados por F = Fp = Fx + pFy = 0. As equações F = Fp = 0,

nos fornecem os pontos (0, 0, p) ∈ 0× RP 1 (F = 0, para que o ponto esteja na superf́ıcie

M). Os pontos onde Fx + pFy = 0 em 0× RP 1 são dados por uma cúbica φ em p.

φ(p) = −(Fx + pFy)(0, 0, p) = −(b− a)p− p(−bp2 + cp + b) = p(bp2 − cp + a− 2b) = 0.

A ráızes dessa cúbica são:

p0 = 0 e p± =
c

2b
±
√

δ,

onde

δ =

(
c

2b

)2

− a

b
+ 2.

Portanto, quando δ > 0 o sistema apresenta três pontos de equiĺıbrio, denotados por

E0 = (0, 0, 0) E+ = (0, 0, p+) E− = (0, 0, p−).

As ráızes da cúbica φ representam as direções posśıveis ao longo das quais as linhas de

curvatura podem se aproximar do ponto umb́ılico. Quando δ < 0 o sistema tem apenas E0

como equiĺıbrio. Passamos agora a estudar a natureza desses equiĺıbrios. A linearização

do campo ξ dado em (3.7) no ponto (0, 0, p), onde p ∈ {0, p−, p+} tem a forma

Dξ(0, 0, p) =




b− a c− 2bp 0

(b− a)p (c− 2bp)p 0

0 0 3bp2 − 2cp + a− 2b


 . (3.8)

Os autovalores de (3.8) são dados por

λ1 = 0, λ2 = 3bp2 − 2cp + a− 2b, λ3 = −2bp2 + cp + b− a.

Observar que, como p é ráız da cúbica φ(p) = p(bp2 − cp + a − 2b), podemos simplicar a

escrita dos autovalores λ2 e λ3 como

λ2 = 3bp2 − 2cp + a− 2b = bp2 − cp + a− 2b︸ ︷︷ ︸
=0

+2bp2 − cp = bp2 − cp︸ ︷︷ ︸
=2b−a

+bp2 = bp2 + 2b− a.

λ3 = −2bp2 + cp + b− a = − (bp2 − cp + a− 2b)︸ ︷︷ ︸
=0

−bp2 − b ⇒ λ3 = −b(p2 + 1).

De agora em diante, assumiremos então λ2 = bp2 + 2b− a e λ3 = −b(p2 + 1).

Caso D1:

(
δ =

(
c

2b

)2

− a

b
+ 2 < 0

)
.
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Neste caso a origem é a única raiz real de φ(p), ou seja, temos apenas E0 como ponto de

equiĺıbrio. Os autovalores de Dξ(E0) são λ1 = 0, λ2 = b − a e λ3 = a − 2b. Para que

tenhamos uma singularidade do tipo D1 é suficiente mostrar que os autovalores λ2 e λ3

tenham sinais opostos. Como δ < 0, segue que

a− 2b

b
> 0.

Portanto, (a− 2b) e b têm mesmo sinal. Assim

λ2

λ3

=
b− a

a− 2b
= −1− b

a− 2b
< 0.

Segue, então, que E0 é uma sela.

Caso D2:

(
δ =

(
c

2b

)2

− a

b
+ 2 > 0,

a

b
> 1, a 6= 2b

)
.

Neste caso temos três pontos de equiĺıbrios. Dividimos esse caso em dois sub-casos.

Primeiramente consideraremos

1 <
a

b
< 2.

É fácil ver que E0 é um nó, pois

λ2

λ3

=
b− a

a− 2b
=

b

(
1− a

b

)

b

(
a

b
− 2

) =

<0︷ ︸︸ ︷(
1− a

b

)

(
a

b
− 2

)

︸ ︷︷ ︸
<0

> 0.

Para estudar a natureza dos pontos de equiĺıbrio E±, consideremos a razão

λ2

λ3

=
2b− a + bp2

−b(p2 + 1)
=

b(2− a
b

+ p2)

−b(p2 + 1)
=

2− a
b

+ p2

−(p2 + 1)
< 0.

Portanto, E± são selas, independentemente da escolha de p.

No segundo sub-caso, consideraremos

2 <
a

b
< 2 +

(
c

2b

)2

.

De modo análogo ao sub-caso anterior é fácil ver que E0 é uma sela, ou seja, λ2/λ3 < 0.

Estudaremos agora a natureza dos pontos de equiĺıbrio E±. Novamente consideraremos a

razão
λ2

λ3

=
2b− a + bp2

−b(p2 + 1)
=

b(2− a
b

+ p2)

−b(p2 + 1)
=

2− a
b

+ p2

−(p2 + 1)
.
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Neste caso temos que o sinal da razão depende do valor de p e é dado pelo numerador, já

que o denominador é sempre negativo, independentemente de p. Passamos assim a estudar

o sinal da expressão N± = 2 − a
b

+ p2
±. Substituindo, o valor de p± em N±, chegamos na

seguinte equação

N± = 2δ ± c

2b

√
δ = 2

√
δ

(√
δ ± c

2b

)
.

Como δ > 0 os sinais de N± seguem da expressão de dentro do parênteses. Assim supondo

bc > 0, segue que N+ é sempre positivo e o sinal N− segue de

(√
δ − c

2b

)
=

(√(
c

2b

)2

− a

b
+ 2− c

2b

)
<

(√(
c

2b

)2

− c

2b

)
=

∣∣∣∣
c

2b

∣∣∣∣−
c

2b
= 0.

A desigualdade segue do fato que 2 < a/b e a última igualdade segue, pois estamos

considerando bc > 0. Assim, temos que E+ é uma sela e E− é um nó. De modo análogo,

supondo bc < 0, conclúımos que E+ é um nó e E− é uma sela.

Caso D3:

(
a

b
< 1

)
.

Neste caso temos 3 pontos de equiĺıbrios e todos são selas. De fato, a natureza de E0 segue

do sinal da razão

λ2

λ3

=
b− a

a− 2b
=

>0︷ ︸︸ ︷
(1− a/b)

(a/b− 2)︸ ︷︷ ︸
<0

< 0.

A natureza dos pontos de equiĺıbrio E− e E+ são dadas pelo sinal da seguinte razão

λ2

λ3

=
2b− a + bp2

−b(p2 + 1)
=

b(2− a
b

+ p2)

−b(p2 + 1)
=

>0︷ ︸︸ ︷
(2− a

b
) +p2

−(p2 + 1)
< 0.

¥
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As separatrizes de selas do campo ξ normais ao eixo p, projetadas no plano definem as

separatrizes umb́ılicas. Estas são linhas que tendem para os pontos umb́ılicos e separam

os diferentes comportamentos das linhas principais próximas deste ponto. A figura abaixo

ilustra somente uma folha da superf́ıcie M .

Figura 3.2: Projeção no plano das separatrizes umb́ılicas para uma folheação.

Uma interpretação geométrica para a condição T é dada pela proposição abaixo.

Proposição 3.3.1 A condição de transversalidade T significa que as curvas diferenciáveis

(gF − fG)(x, y) = by + o(2) = 0 e (gE − eG)(x, y) = (b − a)x + cy + o(2) = 0, na

equação (3.6), cuja intersecção define os pontos umb́ılicos, são regulares e se encontram

transversalmente em (0, 0).

Demonstração: Se A(x, y) = (gF−fG)(x, y) = 0 e B(x, y) = (gE−eG)(x, y) = 0, então

gF = fG e gE = eG, e estas condições garantem que H2(x, y)−K(x, y) = (k1−k2

2
)2 = 0,

onde H e K são a curvatura média e Gaussiana, respectivamente (essa relação entre H

e K é dada em (6.2)). Assim k1 = k2, e portanto, o ponto é umb́ılico. Inversamente se

o ponto é umb́ılico temos que valem e = kE, f = kF e g = kG, k ∈ R não nulo e um
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cálculo direto nos dá que A(x, y) = 0 e B(x, y) = 0. Além disso:

det


 Ax(0, 0) Ay(0, 0)

Bx(0, 0) By(0, 0)


 = −b(b− a) 6= 0 ⇔ vale a condição T.

Assim, se valer a condição T, como os vetores normais destas curvas em (0, 0) não se

anulam, as curvas são regulares em (0, 0), e o determinante diferente de zero significa

que seus vetores normais são linearmente independentes, ou seja, as curvas se encontram

transversalmente em (0, 0).

¥

Na demonstração da proposição acima podemos ver que os pontos umb́ılicos correspondem

às singularidades do campo levantado associado a equação das linhas de curvatura dada

em (3.6).



Caṕıtulo 4

Parametrizações da Cross-Cap

Desejamos estudar a geometria da cross-cap. Lembrando que, cross-cap significa a imagem

de qualquer aplicação que esteja na A-órbita do germe

f : (R2, 0) 7−→ (R3, 0)

(x, y) 7−→ (x, xy, y2).

Isto nos dá uma famı́lia de germes de aplicações que são A-equivalentes a f , mas cuja

geometria local pode diferir. Consideramos, então, propriedades geométricas dessa famı́lia.

Pode ser mostrado (usando subgrupos de isotropia (ver [27])) que, em um certo sentido,

esta famı́lia não pode ser reduzida a nenhuma outra. Neste caṕıtulo obtemos duas famı́lias

de parametrizações da cross-cap, uma famı́lia utilizando mudanças de coordenadas que

preservam a geometria diferencial e a outra preservando a geometria flat.

4.1 Geometria Diferencial da Cross-cap

Claramente as mudanças de coordenadas na fonte (difeomorfismos) não afetam a geometria

diferencial local da imagem de um germe de aplicação. Na meta, temos que ter um pouco

mais de cuidado, pois, as mudanças de coordenadas na meta que preservam a geometria

diferencial local da imagem de germes de aplicação são as isometrias que fixam a origem

(as transformações ortogonais). A mudança na meta corresponde à ação de O(3) × R+

em E(2, 3), onde O(3) são as matrizes ortogonais de ordem 3, cuja ação é definida da

seguinte maneira: Considere g ∈ E(2, 3), a matriz ortogonal L ∈ O(3) e λ ∈ R+, então

(L, λ).g = λ.L(g).

34
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Passamos, então, a encontrar a forma normal da cross-cap em termos da ação acima.

Antes, precisaremos do seguinte lema que pode ser encontrado em [27] ou [2].

Lema 4.1.1 Seja f : (R2, 0) → (R2, 0) definido por f(x, y) = (x, xy + r(x, y)) com r ∈
M3

2. Então, por mudanças de coordenadas na fonte, podemos reduzir f à forma normal

f(x, y) = (x, xy + r′(y)), r′ ∈M3
1.

Proposição 4.1.1 Seja f : (R2, 0) → (R3, 0) um germe de aplicação dado por f(x, y) =

(x, xy, y2). Seja g um germe de aplicação A-equivalente a f. Então, com as mudanças de

coordenadas descrita acima, reduzimos g à forma

g′(x, y) = (x, xy + p(y), y2 + ax2 + bxy + q(x, y)), (4.1)

onde a e b são constantes, p ∈M3
1 e q ∈M3

2.

Demonstração: Como g é A-equivalente a f , que por sua vez tem posto igual a 1 na

origem, segue que g tem posto 1, e assim podemos escolher uma rotação ρ1 ∈ O(3) tal que

ρ1 ◦ g(x, y) = (g1(x, y), g2(x, y), g3(x, y)),

onde g2, g3 ∈ M2
2 e g1 = l1x + l2y + · · · , l1, l2 ∈ R não nulos. Portanto, pela forma local

das submersões, existe um difeomorfismo φ1 : (R2, 0) → (R2, 0), tal que g1 ◦ φ1(x, y) = x.

Então,

ρ1 ◦ g ◦ φ1(x, y) = (x, g′2(x, y), g′3(x, y)),

com g′2 e g′3 ∈M2
2. Denotemos os 2-jatos de g′2 e g′3 como

j2g′2 = a1x
2 + a2xy + a3y

2 e j2g′3 = b1x
2 + b2xy + b3y

2,

com a1, a2, a3, b1, b2, b3 ∈ R. Como ρ1◦g◦φ1 é A-equivalente a f , segue que a2b3−b2a3 6= 0.

Considere uma rotação ρ2 ∈ O(3) de um ângulo θ com o eixo-u (na meta). Aplicando a

matriz de rotação dada por

ρ2 =




1 0 0

0 cos θ sin θ

0 − sin θ cos θ


 em (x, g′2(x, y), g′3(x, y)), obtemos

ρ2 ◦ ρ1 ◦ g ◦φ1(x, y) = (x, cos θg′2(x, y) + sin θg′3(x, y),− sin θg′2(x, y) + cos θg′3(x, y)). (4.2)
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Podemos então escolher θ de forma que

ρ2 ◦ ρ1 ◦ g ◦ φ1(x, y) = (x, c1xy + c2x
2 + p1(x, y), d1x

2 + d2xy + d3y
2 + q1(x, y))

com c2, d1, d2 ∈ R, c1, d3 ∈ R − {0} e p1, q1 ∈ M3
2. De fato, a 2a componente do germe

dado em (4.2) fica sendo

(a1 cos θ + b1 sin θ)x2 + (a2 cos θ + b2 sin θ)xy + (a3 cos θ + b3 sin θ)y2 + o(3),

onde o(3) são termos de ordem maior ou igual a 3 nas variáveis x e y. Basta escolher θ

tal que o coeficiente de y2 seja nulo. Se a3 = b3 = 0, não há nada a fazer. Consideremos

assim, a3 ou b3 não nulos. Então, tomando θ tal que

sin θ =
a3√

a2
3 + b2

3

e cos θ =
−b3√
a2

3 + b2
3

é fácil ver que o coeficiente de xy na segunda componente é diferente de zero pois a2b3 −
a3b2 6= 0 e o coeficiente de y2 é zero. Agora, na 3a componente do germe dado em (4.2),

obtemos

(b1 cos θ − a1 sin θ)x2 + (b2 cos θ − a2 sin θ)xy + (b3 cos θ − a3 sin θ)y2 + o(3).

Assim o coeficiente de y2 na terceira componente é diferente de zero, pois, a3 e b3 não são

nulos simultaneamente. Portanto,

ρ2 ◦ ρ1 ◦ g ◦ φ1(x, y) = (x, c1xy + c2x
2 + p1(x, y), d1x

2 + d2xy + d3y
2 + q1(x, y)), (4.3)

com c2, d1, d2 ∈ R, c1, d3 ∈ R − {0} e p1, q1 ∈ M3
2. Agora, com a seguinte mudança de

coordenadas na fonte

y =
y′ − c2x

c1

levamos o germe ρ2 ◦ ρ1 ◦ g ◦ φ1 no germe

(x, xy′ + p2(x, y′), d′1(y
′)2 + d′2xy′ + d′3x

2 + q2(x, y′)), (4.4)

com d′1 ∈ R − {0}, d′2, d
′
3 ∈ R e p2, q2 ∈ M3

2. Por abuso de linguagem, chamando y′ de

y e aplicando o Lema 4.1.1, podemos reduzir o germe (4.4) (mudança de coordenadas na

fonte) para

(x, xy + p2(y), d′′1y
2 + d′′2xy + d′′3x

2 + q2(x, y)). (4.5)

Trocando x por λ1x e y por λ2y na equação (4.5), com λ1 e λ2 ∈ R− {0}, obtemos

(λ1x, λ1λ2xy + p2(λ2y), d′′1λ
2
2y

2 + d′′2λ1λ2xy + d′′3λ
2
1x

2 + q2(λ1x, λ2y)).
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Na meta podemos usar uma dilatação da forma



λ 0 0

0 λ 0

0 0 λ


 ,

onde λ > 0. Aplicando no germe acima obtemos

(λλ1x, λλ1λ2xy + λp2(λ2y), λd′′1λ
2
2y

2 + λd′′2λ1λ2xy + λd′′3λ
2
1x

2 + λq2(λ1x, λ2y)).

Fazendo, λ1 = d′′1, λ2 = 1 e λ = 1/λ1, temos o seguinte germe

(x, xy + λp2(y), y2 + d′′2xy + d′′3d
′′
1x

2 + λq2(λ1x, y)).

Agora basta tomar, λp2(y) = p(y), λq2(λ1x, y) = q(x, y), d′′2 = b e d′′3d
′′
1 = a. Com essas

mudanças, obtemos a forma requerida

g′(x, y) = (x, xy + p(y), y2 + ax2 + bxy + q(x, y))

com p ∈M3
1 e q ∈M3

2, e a proposição está provada.

¥

A curva de pontos parabólicos para a forma normal dada em (4.1) depende do sinal de

a como veremos no corolário a seguir.

Corolário 4.1.1 Se a > 0, então existem duas curvas transversais na fonte que são as

pré-imagens das curvas de pontos parabólicos da cross-cap. No caso onde a < 0, não

existem pontos parabólicos na cross-cap.

Demonstração: Lembramos que um ponto é parabólico se a curvatura Gaussiana K é

nula neste ponto. A curvatura Gaussiana (fora de um ponto singular) é dada por

K(x, y) =

(
eg − f 2

EG− F 2

)
(x, y),

onde E, F e G sãos os coeficientes da 1a forma fundamental e e, f e g são os coeficientes

da 2a forma fundamental, dados em (6.1) e (6.3). Assim,

K(x, y) = 0 ⇔ (eg − f 2)(x, y) = 0.

Definindo L(x, y) = (eg − f 2)(x, y), temos que o 2-jato de L tem a forma

j2L(x, y) = 4ax2 − 4y2.

Logo, L(x, y) tem uma singularidade de Morse na origem se a 6= 0 e segue o resultado.
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¥

O corolário acima nos leva à seguinte definição.

Definição 4.1.1 Seja g′(x, y) a forma normal (4.1). Então definimos:

a) Cross-cap parabólica quando a > 0 em g′ (Ver figura 4.1).

b) Cross-cap hiperbólica quando a < 0 em g′ (Ver figura 4.2).

Figura 4.1: Cross-cap parabólica: (x, y) 7→ (x, xy, y2 + x2).

Figura 4.2: Cross-cap hiperbólica: (x, y) 7→ (x, xy, y2 − x2).

Observação 4.1.1 As mudanças de coordenadas usadas na Proposição 4.1.1 não modifi-

cam a geometria da configuração das linhas de curvatura da aplicação g. A forma normal

g′(x, y) = (x, xy + p(y), y2 + ax2 + bxy + q(x, y))

dada em (4.1) será usada no caṕıtulo 5 para estudar a configuração das linhas de curvatura

próximas a um ponto cross-cap.



39

4.2 Geometria Flat da Cross-cap

Quando restringimos nossa atenção para a geometria flat da cross-cap, que são as pro-

priedades que podem ser medidas em termos do contato com planos e retas, temos,

então, à disposição mais mudanças de coordenadas, obtendo assim uma simplificação da

parametrização, ou seja, a forma normal pode ser melhorada. Propriedades geométricas

flat da imagem de um germe de aplicação são preservadas por transformações lineares.

Essas mudanças de coordenadas correspondem ao subgrupo GL(3,R) de L, onde L é o

grupo dos germes de difeomorfismos (Rp, 0) → (Rp, 0).

Proposição 4.2.1 Seja f : (R2, 0) → (R3, 0) o germe de aplicação definido por f(x, y) =

(x, xy, y2). Seja g um germe que é A-equivalente a f . Então, usando mudanças GL(3,R)

na meta e difeomorfismos na fonte, podemos reduzir g à forma

g′(x, y) = (x, xy + p(y), y2 + ax2 + q(x, y)), (4.6)

onde p ∈ M3
1 e q ∈ M3

2. Quando a 6= 0, podemos fixar o coeficiente de x2 na terceira

componente sendo 1, se a > 0, e −1, se a < 0.

Demonstração: Pela Proposição 4.1.1 podemos considerar g da forma

g′(x, y) = (x, xy + p(y), y2 + ax2 + bxy + q(x, y)),

onde a e b são constantes, p ∈M3
1 e q ∈M3

2.

Assumindo a 6= 0 podemos reduzir g′ para a seguinte forma

(x, xy + p(y), y2 ± x2 + q(x, y)).

De fato, aplicando a mudança u → u, v → v, w → w − bv na meta, a 3a componente fica

sendo

y2 + ax2 + q(x, y)

Na fonte, fazemos a mudança x → x√
|a| . Assim, obtemos

(
x√
|a| ,

xy√
|a| + p(y), y2 ± x2 + q′(x, y)

)
.

Agora, no germe acima, fazendo a mudança u →
√
|a|u, v →

√
|a|v e w → w na meta,

obtemos o germe

(x, xy + p(y), y2 ± x2 + q(x, y)),
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onde o coeficiente de x2 é 1, se a > 0 e −1, se a < 0. E assim a proposição está

demonstrada.

¥

Corolário 4.2.1 A cross-cap parametrizada pela forma normal determinada em (4.6) tem

duas curvas parabólicas quando a > 0 (podemos fixar a = 1). No caso onde a < 0, não

existem pontos parabólicos na cross-cap.

Definição 4.2.1 Em se tratando da geometria flat da cross-cap, definimos:

• Cross-cap parabólica a cross-cap parametrizada por

g′(x, y) = (x, xy + p(y), y2 + x2 + q(x, y)),

• Cross-cap hiperbólica a cross-cap parametrizada por

g′(x, y) = (x, xy + p(y), y2 − x2 + q(x, y)),

com p ∈M3
1 e q ∈M3

2 em ambos os casos.

Observação 4.2.1 As mudanças de coordenadas usadas na Proposição 4.2.1 não modifi-

cam a geometria da configuração das linhas assintóticas da aplicação g. A forma normal

g′(x, y) = (x, xy + p(y), y2 + ax2 + q(x, y))

dada em (4.6) será usada no caṕıtulo 5 para estudar a configuração das linhas assintóticas

próximos a um ponto cross-cap.

4.3 Propriedades Geométricas da Cross-cap

Podemos agora determinar algumas informações sobre a cross-cap parametrizada pela

famı́lia de formas normais dada em (4.1). Parametrizar uma superf́ıcie suave em uma

vizinhança da origem na forma de Monge tem o efeito de fixar a posição do plano tangente

na origem. No caso da cross-cap, não existe plano tangente na origem. Ao invés disto temos

um objeto chamado cone tangente que pode ser considerado um refinamento da noção de

espaço tangente (ver [27], para detalhes). Contudo as rotações ρ1, ρ2 e o difeomorfismo

φ1, têm significados geométricos, como podemos ver nas seguintes proposições.
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Proposição 4.3.1 O efeito de ρ1 na demonstração da Proposição 4.1.1 é uma rotação na

meta de forma que a reta tangente ao ponto cross-cap seja o eixo u.

Demonstração: : Seja ρ1 ◦ g : (R2, 0) → (R3, 0), como na demonstração da Proposição

4.1.1, ou seja, ρ1 ◦ g(x, y) = (g1(x, y), g2(x, y), g3(x, y)), com g1(x, y) = l1x + l2y + O(s) e

g2, g3 ∈M2
2. Assim é claro que d(ρ1 ◦ g)0 é o eixo u.

¥

Proposição 4.3.2 O difeomorfismo φ1 na demonstração da Proposição 4.1.1 leva a pré-

imagem da tangente à curva de pontos duplos na origem para o eixo y.

Demonstração: Escrevemos g′ ao invés de ρ1 ◦ g ◦ φ1. Seja C ⊂ R2 a pré-imagem da

curva de pontos duplos da cross-cap parametrizada por g′. Como g′ é A-equivalente a f ,

logo C é uma curva suave. Uma parametrização para a pré-imagem da curva de pontos

duplos da cross-cap padrão é γ(t) = (0, t). Então, f(γ(t)) = f(γ(−t)). Assim, podemos

escolher uma parametrização local γ : (R, 0) → (R2, 0) de C tal que g′(γ(t)) = g′(γ(−t)).

Então, escreva γ(t) = (γ1(t), γ2(t)). Inspecionando a primeira componente de g′ vemos que

γ1(t) = γ1(−t), para todo t. Portanto, γ1 pode ser escrito em função de t2, e o resultado

segue.

¥

Proposição 4.3.3 A rotação ρ2 fixa o cone tangente no plano v = 0.

Demonstração: Ver [27].

Proposição 4.3.4 Sejam g′ como em (4.1) e C ∈ R2 a pré-imagem da curva de pontos

duplos de g′, e escreva j3p = p3y
3. Então, C pode ser escrita como

x = −p3y
2 + ψ(y), onde ψ ∈M3

1.

Demonstração: Pela Proposição 4.3.2 sabemos que C é uma curva suave que é tangente

ao eixo y. Assim C pode ser escrita como

x = α(y), α ∈M2
1.
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A curva de pontos duplos de g′(x, y) é dada pelos pontos (x, y) tais que g′(x, y) = g′(X,Y ).

Então, X = x e segue que

xy + p(y) = xY + p(Y ) ⇒
x(Y − y) = −(p(Y )− p(y)) ⇒

x =
−(p(Y )− p(y))

Y − y
.

Como por hipótese j3p = p3y
3, segue que

x = −p3(Y
2 + Y y + y2) + o(3). (4.7)

Por outro lado

ax2 + bxy + y2 + q(x, y) = ax2 + bxY + Y 2 + q(x, Y ) ⇒
bx(y − Y ) = Y 2 − y2 + q(x, Y )− q(x, y) ⇒

Y 2 − y2 = bx(Y − y)− q(x, Y ) + q(x, y) ⇒
(Y + y)(Y − y) = bx(Y − y)− q(x, Y ) + q(x, y) ⇒

Y + y = bx− q(x, Y )− q(x, y)

Y − y
, q ∈M3

2.

O 2o membro desta última igualdade é uma equação de ordem 2 nas variáveis Y e y,

depois de substituirmos o valor de x encontrado em (4.7) nesta, obtemos Y = −y. Assim,

voltando em (4.7), obtemos o resultado desejado.

¥



Caṕıtulo 5

Pares de Folheações na Cross-cap

Neste caṕıtulo estudamos pares de folheações próximas a uma singularidade estável para

aplicações de superf́ıcies no espaço. Vimos no caṕıtulo 2 que essas singularidades são os

pontos cross-caps. Mais especificamente, quando uma superf́ıcie é dada por uma forma

parametrizada, que é o caso da cross-cap, no domı́nio desta parametrização, as linhas de

curvatura e as linhas assintóticas são curvas integrais de uma EDB do tipo

a(x, y)dy2 + 2b(x, y)dxdy + c(x, y)dx2 = 0. (5.1)

Estudaremos esta equação de forma a obter o comportamento destas linhas próximas a

um ponto cross-cap. Confundiremos folheações na cross-cap como sendo as folheações no

domı́nio da parametrização da cross-cap. Esse estudo pode ser encontrado em [11] e [24].

5.1 Linhas de Curvatura na Cross-cap

As linhas de curvatura são definidas em toda cross-cap (exceto em pontos umb́ılicos) e

estas são ortogonais. Como observamos no caṕıtulo 4, a geometria das configurações das

linhas de curvatura é invariante por difeomorfismos na fonte e transformações ortogonais

na meta. Para estudarmos o comportamento das linhas de curvatura próximas a um ponto

cross-cap consideraremos a forma normal

g′(x, y) = (x, xy + p(y), y2 + ax2 + bxy + q(x, y)), (5.2)

com a e b constantes, p ∈ M3
1 e q ∈ M3

2 encontrada em (4.1). A EDB das linhas de

curvatura é dada por

(gF − fG)dy2 + (gE − eG)dxdy + (fE − eF )dx2 = 0.

43
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Quando consideramos uma superf́ıcie singular, deparamos com o problema de não estar

bem definida a normal em todo ponto da superf́ıcie. Os coeficientes e, f e g calculados a

partir da parametrização g′ dada em (5.2) são definidos por

e = 〈g′xx, N〉 , f =
〈
g′xy, N

〉
e g =

〈
g′yy, N

〉
,

onde N é o vetor unitário normal à superf́ıcie dado por

N =
g′x × g′y
‖g′x × g′y‖

.

Contudo, a EDB das linhas de curvatura é homogênea em e, f e g, assim podemos multi-

plicá-la por uma potência apropriada de ‖g′x × g′y‖, e podemos substituir e, f e g por

e1 =
〈
g′xx, (g

′
x × g′y)

〉
, f1 =

〈
g′xy, (g

′
x × g′y)

〉
e g1 =

〈
g′yy, (g

′
x × g′y)

〉
, (5.3)

respectivamente. Para (x, y) = (0, 0), temos e1 = f1 = g1 = 0, de modo que toda direção

é uma solução da equação diferencial binária abaixo

(g1F − f1G)dy2 + (g1E − e1G)dxdy + (f1E − e1F )dx2 = 0. (5.4)

Escolhendo uma carta afim em RP 1 com p = dy/dx, podemos considerar localmente em

R3 a superf́ıcie

M = {(x, y, p) ∈ R2 × RP 1 : (g1F − f1G)p2 + (g1E − e1G)p + (f1E − e1F ) = 0}. (5.5)

Proposição 5.1.1 A superf́ıcie M não é suave em uma vizinhança de 0× RP 1.

Demonstração: Calculando os coeficientes da 1a e 2a formas fundamentais a partir da

parametrização (5.2) obtemos

E = 1 + y2 + (2ax + by + qx)
2,

F = xy + ypy + (2ax + by + qx)(2y + bx + qy),

G = (x + py)
2 + (2y + bx + qy)

2,

e1 = 2ax + · · · ,

f1 = −2y + · · · e

g1 = 2x + · · · .

Aplicando o critério dado na Proposição 3.2.1 para a equação (5.4) com os coeficientes

dados acima, obtemos que o 2-jato da função discriminante, b2−ac, é 4x2. Logo, a função

discriminante não é Morse, e, portanto a superf́ıcie M não é suave em uma vizinhança de

0× RP 1.
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Como a superf́ıcie M não é suave em uma vizinhança de 0 × RP 1, não podemos usar as

técnicas apresentadas no caṕıtulo 3. Para o estudo da EDB das linhas de curvatura na

cross-cap consideraremos o blowing-up da singularidade. Esta técnica foi utilizada em [11]

e [24].

A partir de agora consideraremos a forma normal

f(x, y) = (x, xy + p(y), y2 + ax2 + bxy + q(x, y)) (5.6)

com

p(y) =

(
α

6

)
y3 + o(4),

q(x, y) =

(
A

6

)
x3 +

(
B

2

)
x2y +

(
C

2

)
xy2 +

(
D

6

)
y3 + o(4).

Observação 5.1.1

a) A EDB da linhas de curvatura (5.4) da aplicação f em torno do ponto singular (0, 0)

é dada por:

[8y3 + x(o(2))]dy2 + [2x + Cx2 + (D − αb)xy − αy2 + x(o(2))]dxdy +[
− 2y +

B

2
x2 +

1

2
(αb−D)y2 − 4a2bx3 + o(3)

]
dx2 = 0. (5.7)

b) A equação (5.7) restrita ao eixo x positivo {x ≥ 0, y = 0}, é dada por

[x(o(2))]dy2 + [2x + Cx2 + x(o(2))]dxdy +

[
B

2
x2 − 4a2bx3

]
dx2 = 0.

Dividindo esta equação por x 6= 0, obtemos

o(2)dy2 + [2 + o(1)]dxdy +

[
B

2
x + o(2)

]
dx2 = 0.

Portanto, próximo à origem, uma das folheações, nomeada aqui de F1,f (respectiva-

mente nomeada de F2,f), são “quase”ortogonais (respectivamente paralelas) ao eixo

x positivo.

Lema 5.1.1 Considere o blowing-up planar ψ(x, t) = (x, tx) perto da origem. Então, nas

coordenadas (x, t), a equação (5.7) restrita ao eixo t tem a forma:

dx

[
2dt +

(
B

2
+ o(1)

)
dx

]
= 0. (5.8)

Portanto, a folheação pull-back ψ∗(F1,f ) (respectivamente ψ∗(F2,f )), restrito a uma pe-

quena vizinhança do eixo t, no semi-plano x ≥ 0, é da forma apresentada na figura 5.1.
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Demonstração: Efetuando o blowing-up x = x, y = tx na EDB (5.7) obtemos a seguinte

nova EDB

x3(o(2))dt2 + [2x2 + Cx3 + x3(o(1))]dxdt +

[
B

2
x2 + Cx2t

+
1

2
(D − αb)x2t2 − αx2t3 − 4a2bx3 + x3(o(1))

]
dx2 = 0.

Fatorando a equação acima por x2 obtemos

x(o(2))dy2+[2+Cx+x(o(1))]dxdt+

[
B

2
+Ct+

1

2
(D−αb)t2−αt3−4a2bx+x(o(1))

]
dx2 = 0.

Nesta última equação tome x = 0, assim obtemos a equação (5.8).

¥

ψ∗(F1,f ) ψ∗(F2,f )

Figura 5.1: Folheações pull-back com blowing-up na 2a coordenada.

Lema 5.1.2 Considere o blowing-up planar ϕ(s, y) = (sy, y) perto da origem. Então, nas

coordenadas (s, y), a equação (5.7) tem a forma

[−αs + 8y + o(2)]dy2 − [αy + 2s + y(o(2))]dsdy + [−2y + y(o(1))]ds2 = 0. (5.9)

Além disso, a folheação pull-back ϕ∗(F1,f ) (respectivamente ϕ∗(F2,f )) tem um ponto sin-

gular D3 na origem.

Demonstração: Para a primeira parte da proposição, tomando a mudança x = sy, y = y

na equação (5.7), obtemos a EDB

[−αsy2 + 8y3 + y2(o(2))]dy2 + [−αy3 − 2sy2 + y3(o(2))]dsdy + [−2y3 + y3(o(1))]ds2 = 0.

Fatorando a equação acima por y2, obtemos a forma requerida. Para verificar que a

equação (5.9) tem uma singularidade D3 na origem tome uma mudança de coordenadas

na fonte dada por s = S − αY/4 e y = Y/2 para obtermos
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[Y + o(2)]dY 2 +

[
− S +

(
α

2

)
Y + o(2)

]
dSdY + [−Y + o(2)]dS2 = 0. (5.10)

Comparando a equação (5.10) com a equação (3.6) na Proposição 3.3.1 (tomando a = 0 e

b = −1), podemos concluir que a origem é uma singularidade do tipo D3.

¥

Restringindo a equação (5.9) ao eixo s (y = 0), podemos concluir que ϕ∗(F1,f ) (res-

pectivamente ϕ∗(F2,f )) tem uma separatriz contida no eixo s que passa pela origem. Isto

acontece pois o eixo s é uma solução de (5.9), ou seja é uma curva integral desta equação.

Obtemos, então a figura 5.2.

ϕ∗(F1,f ) ϕ∗(F2,f )

Figura 5.2: Folheações pull-back com blowing-up na 1a coordenada.

Teorema 5.1.1 Seja p um ponto cross-cap de uma aplicação f : M2 → R3 de classe Ck,

k ≥ 4. Então, a configuração topológica das linhas de curvatura próximo a p no domı́nio

é como na figura (5.5).

Demonstração: Considere as folheações ϕ∗(F1,f ) e ψ∗(F1,f ) dos Lemas 5.1.1 e 5.1.2,

dadas nas figuras 5.1 e 5.2, respectivamente. Na folheação ϕ∗(F1,f ), quando s tende a

zero, na vizinhança da origem, as linhas de curvatura podem ser vistas como retas (ver

figura da esquerda em 5.3). Na folheação ψ∗(F1,f ), quando t tende a zero, as linhas de

curvatura são retas na vizinhança da origem (ver figura da esquerda em 5.3). Colocando

ϕ∗(F1,f ) e ψ∗(F1,f ) juntas resulta na figura da direita em 5.3.
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Figura 5.3: Configuração das linhas de curvatura das folheações ϕ∗(F1,f ) e ψ∗(F1,f )

próximo a origem.

Assim, colocando as folheações ϕ∗(F1,f ) e ψ∗(F1,f ) juntas e tomando o blowing-down

(diminuindo a vizinhança da origem), obtemos a configuração dada na figura 5.4 à direita.

−→

Figura 5.4: Retrato de fase das folheações ϕ∗(F1,f ) e ψ∗(F1,f ) e blowing-down.

A análise para as folheações ϕ∗(F2,f ) e ψ∗(F2,f ) é análoga. Portanto, o retrato de fase

da equação das linhas de curvatura na cross-cap é dado pela figura 5.5.

¥

Figura 5.5: Retrato de fase das linhas de curvatura na cross-cap próximo a origem.
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5.2 Linhas assintóticas na Cross-cap

Nesta seção estudaremos o comportamento das linhas assintóticas perto de um ponto

cross-cap. As linhas assintóticas são definidas no fecho da região hiperbólica da cross-cap

e sua configuração é um invariante afim. Como vimos no Caṕıtulo 4, seção 4.3, em se

tratando da geometria flat, a cross-cap tem duas formas

• Cross-cap hiperbólica parametrizado por g′(x, y) = (x, xy+p(y), y2−x2+q(x, y)),

• Cross-cap parabólica parametrizado por g′(x, y) = (x, xy+p(y), y2 +x2 +q(x, y)),

com p ∈M3
1, q ∈M3

2.

O comportamento das linhas assintóticas é diferente nestes dois casos. Estudaremos

estes comportamentos separadamente nas subseções 5.2.1 e 5.2.2. De modo geral, consi-

deramos a forma normal da cross-cap dada por

g′(x, y) = (x, xy + p(y), y2 + ax2 + q(x, y)), (5.11)

com a = ±1, p ∈M3
1, q ∈M3

2, onde

j4p(y) = p3y
3 + p4y

4, j3q(x, y) = q30x
3 + q31x

2y + q32xy2 + q33y
3.

Por (6.5), a EDB das linhas assintóticas é dada por

gdy2 + 2fdxdy + edx2 = 0.

Novamente, como não está bem definido a normal em um ponto cross-cap, consideraremos

os coeficientes e1, f1 e g1, como em (5.3) na seção anterior e assim a EDB das linhas

assintóticas é dada por

g1dy2 + 2f1dxdy + e1dx2 = 0.

Calculando e1, f1 e g1 a partir da forma normal (5.11), obtemos

e1 = 2ax + o(2), f1 = −2y + o(2) e g1 = 2x + o(2).

Logo, a EDB das linhas assintóticas é dada por

[2x + o(2)]dy2 + 2[−2y + o(2)]dxdy + [2ax + o(2)]dx2 = 0.

Escolhendo uma carta afim em RP 1 com q = dx/dy, podemos considerar localmente em

R3 a superf́ıcie

N = {(x, y, q) ∈ R2 × RP 1 : G(x, y, q) = 2axq2 − 4yq + 2x = 0}. (5.12)
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Proposição 5.2.1 A superf́ıcie N , neste caso, é suave em 0× RP 1.

Demonstração: O 2-jato do discriminante da EDB das linhas assintóticas é dado por

4(y2− 4ax2), que é Morse quando a 6= 0. Logo, segue da Proposição 3.2.1, que N é suave.

¥

Aqui, destacamos uma diferença entre a cross-cap parabólica e hiperbólica. Sabemos

que o discriminante da EDB corresponde ao conjunto parabólico na fonte. Do Corolário

4.1.1 este conjunto consiste de duas curvas transversais, no caso da cross-cap parabólica,

e apenas um ponto (singularidade), no caso da cross-cap hiperbólica. No primeiro caso,

quando constrúımos a superf́ıcie de recobrimento duplo N , os zeros do campo de Lie

Cartan estão na mesma posição que os ramos do discriminante sobre a fibra excepcional.

Assim, os métodos de [24] não podem ser usados. No caso da cross-cap hiperbólica não

temos esse problema e começaremos nosso estudo por esse caso.

5.2.1 Cross-cap Hiperbólica

A forma normal da cross-cap hiperbólica é dada por (5.11), fazendo a = −1, assim temos

que a EDB das linhas assintóticas é dada por

[2x + o(2)]dy2 + 2[−2y + o(2)]dxdy + [−2x + o(2)]dx2 = 0. (5.13)

Portanto, a superf́ıcie N se escreve da forma

N = {(x, y, q) ∈ R2 × RP 1 : G(x, y, q) = −2xq2 − 4yq + 2x = 0}

com q = dx/dy. Como N é suave precisamos determinar o levantamento adequado ψ do

campo de direções bivaluado em R2 definido pela EDB (5.13). Então, analisamos o tipo

de zero do campo para determinar as diferentes formas de EDB. Uma lista dessas formas

pode ser encontrado em [5].

Considerando o campo de Lie-Cartan

ψ = (qGq, Gq,−(qGx + Gy)),

o ponto E0 = (0, 0, 0) é o único zero deste campo.

Proposição 5.2.2 Para a cross-cap hiperbólica, a origem é uma sela do campo ψ e a

configuração das linhas assintóticas, no domı́nio, é topologicamente equivalente ao Lemon

D1.
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Demonstração: Escrevendo o campo ψ na forma de sistema, obtemos

ψ =





x′ = qGq = 4axq2 − 4yq

y′ = Gq = 4axq − 4y

q′ = −(qGx + Gy) = −2aq3 + 2q.

Linearizando o campo em (0, 0, 0), obtemos

dψ(0, 0, 0) =




0 0 0

0 −4 0

0 0 2


 .

Assim temos um autovalor nulo e os outros autovalores são −4 e 2. Logo, na origem,

temos uma sela. A dedução sobre o tipo topológico das linhas assintóticas segue de [5],

pag. 264.

¥

5.2.2 Cross-cap Parabólica

A forma normal da cross-cap parabólica é dada por (5.11), fazendo a = 1, assim temos

que a EDB das linhas assintóticas é dada por

[2x + o(2)]dy2 + 2[−2y + o(2)]dxdy + [2x + o(2)]dx2 = 0. (5.14)

Assim, a superf́ıcie

N = {(x, y, q) ∈ R2 × RP 1 : G(x, y, q) = 2xq2 − 4yq + 2x = 0}

com q = dx/dy. No caso da cross-cap parabólica, o campo ψ = (qGq, Gq,−(qGx + Gy))

tem três zeros na fibra excepcional, a saber

E0 = (0, 0, 0), E+ = (0, 0, 1), e E− = (0, 0,−1). (5.15)

Lema 5.2.1 Para a cross-cap parabólica, o ponto E0 é uma sela do campo ψ.

Demonstração: A demonstração é análoga a da Proposição 5.2.2.

¥
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A linearização do campo ψ nos dois zeros, E− e E+, nos fornece dois autovalores nulos

e um não nulo. Assim, genericamente temos uma sela-nó. Portanto, como comentamos

antes da subseçcão 5.2.1, não podemos usar os métodos de [5].

Para procedermos com o estudo do comportamento da EDB das linhas assintóticas

neste caso, consideraremos novamente o blowing-up da singularidade.

Denotando por ω uma EDB com coeficientes (a, b, c), a equação (5.14) se escreve como

ω = (a, b, c) = (x + M1(x, y),−y + M2(x, y), x + M3(x, y)), (5.16)

onde Mi(x, y), i = 1, 2, 3, são funções suaves dependendo de p(y) e q(x, y) com

j2M1 = q32x
2 + 3q33xy − 3p3y

2,

j2M2 =
1

2
q31x

2 − 3

2
q33y

2, (5.17)

j2M3 = 3q30x
2 + q31xy + 3p3y

2.

Consideremos o blowing-up planar x = uv, y = u. Então os coeficientes da nova EDB são

dados por ω0 = (ã, b̃, c̃) com

ã = u2[uv + M3(uv, u)],

b̃ = uv[uv + M3(uv, u)] + u[−u + M2(uv, u)],

c̃ = v2[uv + M3(uv, u)] + 2v[−u + M2(uv, u)] + [uv + M1(uv, u)].

Escreva ω0 = u(u2A1, uB1, C1) com

A1 = v + uN3(u, v),

B1 = v2 − 1 + u[vN3(u, v) + N2(u, v)],

C1 = v(v2 − 1) + u[v2N3(u, v) + 2vN2(u, v) + N1(u, v)],

onde Mi(uv, u) = u2Ni(u, v), i = 1, 2, 3. Tomando ω1 = (u2A1, uB1, C1), podemos escrever

esta EDB como o produto de duas 1-formas as quais são associados os seguintes campos

de vetores

Xi = u2A1
∂

∂u
+

[
− uB1 + (−1)i

√
u2(B2

1 − A1C1)

]
∂

∂v
, i = 1, 2.

Podemos fatorar u em Xi e considerar o campo de vetores

Yi = uA1
∂

∂u
+

[
−B1 + (−1)i

√
B2

1 − A1C1

]
∂

∂v
, i = 1, 2.
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Na forma de sistema, temos

Y1 =





u̇ = uA1

v̇ = −B1 −
√

B2
1 − A1C1

e Y2 =





u̇ = uA1

v̇ = −B1 +
√

B2
1 − A1C1.

(5.18)

Observação 5.2.1 A transformação blowing-up preserva orientação se u é positivo e re-

verte orientação se u é negativo. Como fatoramos as EDB duas vezes por u, segue que Y1

é tangente à folheação associada a f1(ω), se u é positivo e é tangente à folheação f2(ω),

se u é negativo; enquanto que Y2 é tangente à folheação associada a f2(ω), se u é positivo

e é tangente à folheação f1(ω), se u é negativo (Ver [15]).

Estudaremos os campos (5.18) em uma vizinhança da fibra excepcional u = 0. Os dois

sistemas (5.18) estão definidos somente quando B2
1 − A1C1 ≥ 0. Em u = 0, isto acontece

para (v + 1)(v − 1) ≤ 0, ou seja a configuração das linhas assintóticas na cross-cap estão

limitadas pelas retas v = 1 e v = −1 no plano uv.

Estudaremos, primeiramente, os zeros do campo Y1. Em u = 0 estes são dados por

(−B1 −
√

B2
1 − A1C1)(0, v) = 0, ou seja, quando 1 − v2 − √1− v2 = 0. Assim, os zeros

de Y1 são

Ẽ0 = (0, 0), Ẽ+ = (0, 1) e Ẽ− = (0,−1).

A natureza do ponto Ẽ0, já foi estudada na Proposição 5.2.1. O estudo dos zeros Ẽ+ e Ẽ−

é apresentado no lema a seguir.

Lema 5.2.2

a) O 2-jato do sistema Y1 no ponto de equiĺıbrio Ẽ+ é equivalente ao sistema





ṡ = st

ṫ = Λ1s + t
(5.19)

onde Λ1 = −3
2
(q30 + q31 + q32 + q33 + 2p3) 6= 0.

b) O 2-jato do sistema Y1 no ponto de equiĺıbrio Ẽ− é equivalente ao sistema





ṡ = st

ṫ = Λ2s + t
(5.20)

onde Λ2 = 3
2
(q30 − q31 + q32 − q33 − 2p3) 6= 0.
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Demonstração: a) No sistema Y1 tome a mudança de coordenadas s = u e t2 = B2
1 −

A1C1, com t ≥ 0. Para efetuar a mudança de coordenadas, necessitamos encontrar v em

função de s e t. Para isso escreva G(s, v, t) = B2
1−A1C1−t2. Diferenciando G em relação a

v, obtemos Gv(0, 1, 0) 6= 0. Portanto, pelo Teorema da Função Impĺıcita podemos escrever

v = g(s, t) com G(s, g(s, t), t) = 0. Escrevendo o j2g(s, t) = 1 + as + bt + cs2 + dst + ft2,

substituindo na equação G(s, g(s, t), t) = 0 e comparando os coeficientes, obtemos

v = j2g(s, t) = 1 + as + cs2 − 1

2
t2

onde

a = −3

2
q30 − q31 − 1

2
q32

e

c =
45

8
q2
30 +

13

8
q2
31 +

5

8
q2
32 +

9

8
q2
33 +

9

2
p2

3 + 6q30q31 +
9

4
q30q32 +

9

2
q30p3 +

+
3

2
q31q32 +

3

4
q31q33 +

3

2
q31p3 +

3

2
q32q33 − 3

2
q32p3 − 9

2
q33p3.

Depois de efetuar a mudança o sistema Y1 fica da forma




ṡ = s

(
B2

1 − t2

C1

)

gsṡ + gtṫ = −B1 − t

⇒





ṡ = s

(
B2

1 − t2

C1

)

ṫ = −(B1 + t)

gt

− gss

gtC1

(B2
1 − t2),

onde gs e gt são as derivadas parciais de g com relação a s e t, respectivamente. Multipli-

cando este último sistema por − C1gt

B2
1 − t2

, obtemos





ṡ = −sgt

ṫ =
C1

B1 − t
+ sgs.

(5.21)

Calculando o 2-jato de (5.21), obtemos que o 2-jato do sistema Y1 é equivalente ao sistema




ṡ = st

ṫ = Λ1s + t
(5.22)

com Λ1 = −3

2
(q30 + q31 + q32 + q33 + 2p3).

b) Para o sistema Y1 no ponto de equiĺıbrio Ẽ−, o procedimento é similar, e obtemos que

o 2-jato do sistema Y1 é equivalente ao sistema



ṡ = st

ṫ = Λ2s + t
(5.23)
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com Λ2 =
3

2
(q30 − q31 + q32 − q33 − 2p3).

¥

O ponto de equiĺıbrio do sistema (5.22) ((5.23)) é uma sela-nó para Λ1 6= 0 (Λ2 6= 0).

As curvas integrais são dadas na figura 5.6. Veja que ocorre uma reflexão com relação ao

eixo t dependendo do sinal de Λ1 (Λ2).

Figura 5.6: Configuração das curvas integrais do sistema (5.22) ((5.23)) com Λ1 > 0

(Λ2 > 0).

Figura 5.7: Configuração das curvas integrais do sistema (5.24) ((5.25)) com Λ1 > 0

(Λ2 > 0).

Para o sistema Y2 dado em (5.18) os pontos de equiĺıbrio em u = 0 ocorrem quando

(−B1 +
√

B2
1 − A1C1)(0, v) = 0, ou seja, quando 1 − v2 +

√
1− v2 = 0. Portanto, temos

neste caso apenas dois pontos de equiĺıbrio, a saber

Ẽ+ = (0, 1) e Ẽ− = (0,−1).

De modo análogo ao que foi feito no Lema 5.2.2, temos que o 2-jato do sistema Y2 no

ponto de equiĺıbrio Ẽ+ e Ẽ− é equivalente a




ṡ = st

ṫ = Λ1s− t
(5.24)
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



ṡ = st

ṫ = Λ2s− t
(5.25)

respectivamente.

O ponto de equiĺıbrio do sistema (5.24) ((5.25)) é uma sela-nó para Λ1 6= 0 (Λ2 6= 0).

As curvas integrais são dadas na figura 5.7. Novamente ocorre uma reflexão com relação

ao eixo t dependendo do sinal de Λ1 (Λ2).

Observação 5.2.2 As configurações das curvas integrais do sistema (5.24) ((5.25)) pode

ser deduzida da configuração do sistema (5.22) ((5.23)) pela mudança t → −t.

O blowing-down dos campos Y1 e Y2 (ver figuras 5.11 e 5.15) fornecem as configurações

das curvas integrais da EDB (5.16) original, isto é, das linhas assintóticas. Consequente-

mente, temos dois tipos distintos de configurações dependendo do sinal do produto Λ1Λ2.

Pode ser mostrado que duas configurações do mesmo tipo são topologicamente equivalentes

(ver [24]). Primeiramente, analisaremos o caso onde o produto Λ1Λ2 > 0, com Λ1 > 0 e

Λ2 > 0.

1− Sistema 5.22, Λ1 > 0. 4− Sistema 5.24, Λ1 > 0.

2− Sistema 5.23, Λ2 > 0. 5− Sistema 5.25, Λ2 > 0.

Figura 5.8: Selas-nó na origem para Λ1 > 0 e Λ2 > 0.

A figura 5.9 em 3 representa os campos Y1 e Y2 no plano uv e é obtida da seguinte forma:

Observe que na figura 5.8 em 1 (2) quando t ≥ 0 a aproximação das curvas integrais para
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a origem é equivalente às linhas assintóticas do campo Y1 se aproximarem do ponto (0, 1)

((0,−1)) no plano uv. A troca de folheação em 3 segue da observação 5.2.1. A reta v = 1

em 3 “representa” o eixo s do plano st. Portanto, basta “colarmos” o comportamento das

curvas dadas em 1 e 2 para obtermos 3. Uma observação relevante para a descrição de 3

é que a origem é uma sela do campo Y1. O procedimento para campo Y2 da figura 5.9 em

6 segue da mesma forma, lembrando que a origem não é um zero do campo Y2.

3− Campo Y1 : “Colagem” de 1 e 2. 6− Campo Y2 : “Colagem” de 4 e 5.

Figura 5.9: Campos Y1 e Y2 no plano uv.

Figura 5.10: Produto Y1.Y2 com Λ1Λ2 > 0.

A EDB original (5.16) é o produto das 1-formas Y1 e Y2, dessa forma combinando as

configurações da figura 5.9 em 3 e 6 obtemos a figura 5.10. Esta última figura representa

o produto requerido. E por último fazemos o blowing-down na figura 5.10 para obter a

configuração apresentada na figura 5.11.
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Figura 5.11: Blowing-down dos campos Y1 e Y2, Λi > 0 , i = 1, 2 .

No caso onde o produto Λ1.Λ2 < 0 com Λ1 > 0 e Λ2 < 0, procedemos de maneira

análoga ao que foi feito acima, mas agora nas figuras 5.12, 5.13 e 5.14. Tomando o

blowing-down na figura 5.14, obtemos a configuração apresentada na figura 5.15.

5− Sistema 5.22, Λ1 > 0. 8− Sistema 5.24, Λ1 > 0.

6− Sistema 5.23, Λ2 < 0. 9− Sistema 5.25, Λ2 < 0.

Figura 5.12: Selas-nó na origem para Λ1 > 0 e Λ2 < 0.

Além das configurações das linhas assintóticas apresentadas nas figuras 5.11 e 5.15,

temos ainda, quando Λ1 e Λ2 são ambos negativos, e Λ1 < 0 e Λ2 > 0. Nestas situações

o resultado encontrado é análogo, o que altera é que a configuração na figura 5.11 (5.15)

que estava do lado esquerdo vai para o direito e vice-versa.
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7− Campo Y1 : “Colagem” de 5 e 6. 10− Campo Y2 : “Colagem” de 8 e 9.

Figura 5.13: Campos Y1 e Y2 no plano uv.

Figura 5.14: Produto Y1.Y2 com Λ1Λ2 < 0.

Figura 5.15: Blowing-down dos campos Y1 e Y2, Λ1 > 0 e Λ2 < 0 .

Da Proposição 5.2.2, Lema 5.2.2 e da análise e conclusões obtidas acima, segue o

seguinte teorema
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Teorema 5.2.1 A configuração das linhas assintóticas no domı́nio da parametrização da

cross-cap dada em (5.11) é topologicamente equivalente a um dos casos abaixo

a) Para a cross-cap hiperbólica:

Figura 5.16: Configuração das linhas assintóticas na cross-cap hiperbólica.

b) Para a cross-cap parabólica:

Figura 5.17: Configuração das linhas assintóticas na cross-cap parabólica.



Caṕıtulo 6

Trabalhos futuros

Neste trabalho estudamos o comportamento das linhas de curvatura e linhas assintóticas

no domı́nio da parametrização da cross-cap. Para tanto se fez necessário um estudo de

equações diferenciais binárias, usando as técnicas de levantamento de campo de direções

e blowing-up.

Como sugestões para trabalhos futuros podemos citar:

1) O estudo apresentado no caṕıtulo 3 pode ser pensado para as equações diferenciais

ternárias

a(x, y)dx3 + b(x, y)dx2dy + c(x, y)dxdy2 + d(x, y)dy3 = 0

e equações diferenciais quárticas

a(x, y)dx4 + b(x, y)dx3dy + c(x, y)dx2dy2 + d(x, y)dxdy3 + e(x, y)dy4 = 0.

2) Outro tipo de estudo posterior, é tentar estudar as folheações em superf́ıcies mais

degeneradas que a cross-cap, por exemplo as singularidades de A-codimensão 1. Na

tabela 1.2 do Caṕıtulo 1, David Mond, apresenta uma classificação das aplicações

de (R2, 0) em (R3, 0) até A-codimensão 6.

3) Por fim, Ronaldo Garcia e Jorge Sotomayor [23], considerando superf́ıcies imersas em

R3 estudaram pares de folheações com singularidades, definidas na região eĺıptica.

Essas folheações foram chamadas de linhas de curvatura média generalizada, cu-

jas propriedades estendem e unificam as médias aritméticas H = k1+k2

2
a média

geométrica
√

K e média harmônica (1/k1+1/k2

2
)−1. Uma pergunta natural, como é a

configuração das linhas de curvatura média generalizada na Cross-cap.
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Anexo 1

Geometria Diferencial Clássica

Nesta seção apresentamos um resumo de geometria diferencial, um material mais com-

pleto pode ser encontrado em [8].

Dada uma superf́ıcie suave M em R3, a forma quadrática

Ip : TpM → R

w 7→ Ip(w) = 〈w,w〉p
em um ponto p ∈ M , onde 〈 , 〉 é o produto interno usual e TpM é o plano tangente à

superf́ıcie neste ponto, é chamada de 1a forma fundamental, a qual é a expressão de como

a superf́ıcie herda o produto interno natural do R3. Seja M parametrizada localmente

por f(x, y) em um ponto p. O vetor tangente w ∈ TpM é o vetor tangente a uma curva

parametrizada α(t) = f(x(t), y(t)), t ∈ (−ε, ε), com p = α(0). Seja w = α′(0) = fxx
′ +

fyy
′, assim

Ip(w) = E(x′)2 + 2Fx′y′ + G(y′)2,

onde os valores das funções envolvidas são calculadas em t = 0 e

E = 〈fx, fx〉 , F = 〈fx, fy〉 e G = 〈fy, fy〉 . (6.1)

Fazendo p variar numa vizinhança da parametrização local f(x, y), obtemos que E, F e

G são funções suaves nessa vizinhança e são chamados de coeficientes da primeira forma

fundamental na base {fx, fy} de TpM .

Seja

N(p) =
fx × fy

‖fx × fy‖
o vetor normal à superf́ıcie M em um ponto p e considere a aplicação de Gauss N : M →
S2, onde S2 é a esfera com centro na origem em R3. Para um ponto p, a aplicação dN(p) :
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TpM → TN(p)S
2 é uma aplicação linear auto adjunta e opera da seguinte maneira: para

cada curva parametrizada α(t) em M , com α(0) = p, consideramos a curva parametrizada

N ◦α(t) = N(t) na esfera S2, ou seja o vetor normal N fica restrito à curva α(t). O vetor

tangente N ′(0) = dNp(α
′(0)) é um vetor do plano tangente à superf́ıcie que mede a taxa

de variação do vetor normal N sobre a curva α(t), em t = 0, ou seja, dNp mede quanto

N se afasta de N(p) em uma vizinhança de p. A forma quadrática IIp, definida em TpM

por IIp(v) = −〈dNp(v), v〉, é chamada de 2a forma fundamental de M em p. Seja C uma

curva regular em M parametrizada por α(s), onde s é o comprimento de arco de C, com

α(0) = p, temos que 〈N(s), α′(s)〉 = 0 e assim 〈N(s), α′′(s)〉 = −〈N ′(s), α′(s)〉. Portanto,

IIp(α
′(0)) = 〈N, kn〉 (p).

onde k e n são a curvatura e a normal da curva C, respectivamente. Nesse caso IIp mede

o comprimento da projeção do vetor kn sobre a normal à superf́ıcie M em p. Chamaremos

de curvatura normal kn o valor da segunda forma fundamental em um vetor unitário do

plano tangente. Para cada p ∈ M existe uma base ortonormal {e1, e2} do plano tangente

tal que dNp(e1) = −k1e1, dNp(e2) = −k2(e2), onde k1 e k2 são o máximo e o mı́nimo

da segunda forma fundamental, isto é, são os valores extremos da curvatura normal em

p. Chamamos k1 e k2 de curvaturas principais, e suas respectivas direções dadas pelos

autovetores e1 e e2 são chamadas de direções principais em p. A média aritmética de

k1 e k2 é chamada de Curvatura Média e é denotada por H. O produto de k1 por k2 é

chamado de Curvatura Gaussiana e é denotada por K. Se k1 = k2 o ponto será chamado

de umb́ılico. Em um ponto umb́ılico temos a seguinte relação entre H e K

H2 −K = 0. (6.2)

Em um ponto não umb́ılico existem duas direções principais ortogonais as quais corres-

pondem aos extremos da curvatura normal kn e em um ponto umb́ılico todas direções são

principais. Fora dos pontos umb́ılicos, as curvas integrais de cada um destes campos são

chamadas linhas de curvatura.

Definição 6.0.1 Se uma curva regular e conexa C em M é tal que para todo p ∈ C a

reta tangente a C é uma direção principal em p, então dizemos que C é uma linha de

curvatura de M .
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Proposição 6.0.3 (Olinde Rodrigues) Uma condição necessária e suficiente para que

uma curva conexa e regular C em M seja uma linha de curvatura de M é que

N ′(t) = λ(t)α′(t),

para qualquer parametrização α(t) de C, onde N(t) = N ◦ α(t) e λ(t) é uma função

diferenciável de t. Nesse caso, −λ(t) é a curvatura (principal) segundo α′(t).

Definição 6.0.2 Seja p um ponto de M . Uma direção assintótica de M em p é uma

direção do plano tangente TpM para a qual a curvatura normal kn é nula. Uma linha

assintótica de M é uma curva conexa e regular C em M tal que para cada p ∈ C a reta

tangente a C em p é uma direção assintótica.

Um ponto da superf́ıcie M será chamado de hiperbólico, parabólico ou eĺıptico quando

K < 0, K = 0 e K > 0, respectivamente. Nestes casos, existem exatamente duas

direções, uma e nenhuma direção assintótica. Agora escreveremos localmente a expressão

da segunda forma fundamental. Localmente o vetor tangente a α(t) em p é α′ = fxx
′+fyy

′

e

dN(α′) = N ′(x(t), y(t)) = Nxx
′ + Nyy

′.

Assim a expressão da segunda forma fundamental é dada por

IIp(α
′) = e(x′)2 + 2fx′y′ + g(y′)2,

onde

e = 〈fxx, N〉 , f = 〈fxy, N〉 e g = 〈fyy, N〉 , (6.3)

são chamados de coeficientes da segunda forma fundamental. Podemos escrever a cur-

vatura Gaussiana em termos dos coeficientes das 1a e 2a formas fundamentais por

K =
eg − f 2

EG− F 2
.

Seja f(x, y) uma parametrização local de M em p, com f(0, 0) = p. Pela Proposição

6.0.3 uma curva regular conexa C é uma linha de curvatura se, e somente se, para uma

parametrização qualquer α(t) = f(x(t), y(t)), de C temos

dN(α′(t)) = λ(t)α′(t).
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Segue-se que as funções x′(t) e y′(t) satisfazem o sistema de equações

fF − eG

EG− F 2
x′ +

gF − fG

EG− F 2
y′ = λx′,

eF − fE

EG− F 2
x′ +

fF − gE

EG− F 2
y′ = λy′.

Eliminando λ no sistema acima, obtemos a equação diferencial das linhas de curvatura,

(fE − eF )dx2 + (gE − eG)dxdy + (gF − fG)dy2 = 0. (6.4)

Pela definição 6.0.3 uma linha é assintótica quando a curvatura normal kn é nula, assim

para a parametrização local dada, devemos ter IIp(α
′(t)) = 0, ou seja,

edx2 + 2fdxdy + gdy2 = 0. (6.5)

Observe que o anulamento do discriminante da equação (6.5) coincide com o anulamento

da curvatura Gaussiana. Em um ponto não umb́ılico (ponto hiperbólico) a solução da

equação (6.4) (equação (6.5)), define um par de folheações Fi, i = 1, 2.
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