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RESUMO

Modelos de Fronteira de Producao Estocastica: Uma

Abordagem Dinamica Para Miltiplos Produtos.

Luis Alberto Toscano Medrano

Orientador: Hélio S. Migon

Resumo da Tese de Doutorado submetida ao programa de Pés-graduagao
em Estatistica do Instituto de Mateméatica da Universidade Federal do Rio de
Janeiro como parte dos requisitos necessarios a obtencao do grau de Doutor em

Estatistica.

Nesta primeira parte da tese vamos desenvolver uma analise Bayesiana base-
ada na priori de Jeffreys para alguns modelos de fronteira estocastica. A proposta
é obter a distribuicao do erro composto usando o método de Laplace, quando for
o caso, e determinar a matriz de informacao de Fisher para obter uma priori de
Jeffreys para os parametros de assimetria e de graus de liberdade.

Na segunda parte da tese uma nova classe de modelos de fronteira estocastica
para multiplos produtos derivados do modelo fatorial é proposta. Um modelo
fatorial com transformagao de Box-Cox sera utilizado para obter um unico fator
latente, definindo-se no logaritmo deste fator a fronteira estocastica.

Na ultima parte da tese, uma extensao do modelo de fronteira estocastica para
multiplos produtos é proposta. Neste modelo é considerado que as ineficiéncias
técnicas variem no tempo. Uma estrutura dinamica é especificada para modelar
a variacao temporal existente entre as ineficiéncias técnicas;

Estudos simulados sao apresentados para testar a aplicabilidade dos modelos.
Adicionalmente, uma aplicacdo com dados de producao em pesquisas agricolas

da Embrapa é mostrada.
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Capitulo 1

Introducao

Os modelos de fronteira de producao tém origem na teoria microeconomica e
descrevem o comportamento dos agentes economicos na busca de otimizar seus
desempenhos, produzindo o méaximo baseado na menor quantidade possivel de
insumos. Diversos fatores podem fazer com que produzam abaixo da possibili-
dade maxima de producao admitida pela tecnologia atual. Por isso surgem as
medidas de ineficiéncia técnica. Os modelos de fronteira de producao estocéstica
foram usados amplamente para descrever a produtividade e a eficiéncia da firma.
Esses modelos foram introduzidos por Agnier et al. (1977) e Meeusen e Van den
Broecker (1977). Um modelo de fronteira de producao estocastica decompoe o
produto em dois componentes, o primeiro ¢ um componente deterministico que
inclui a funcao de producao e outras varidveis que afetam a produtividade, o
segundo é um termo de erro composto por dois componentes. Um dos compo-
nentes do erro, é normalmente distribuido, representando pelo o que nao pode
ser controlado pelas firmas, ou seja, o disturbio aleatério. O outro é um compo-
nente de erro assimétrico que representa a ineficiéncia de cada agente (e mede a
distancia da fronteira). Na literatura encontram-se diferentes propostas para a

distribuigao da ineficiéncia: a exponencial (Meeusen; Van Den Broecker, 1977), a



normal truncada em zero (Agnier et al., 1977; Stevenson, 1980), a gama (Greene,
1990) e a lognormal (Migon, 2006).

Inicialmente somente problemas de um tnico produto eram tratados econo-
metricamente pelas fronteiras estocastica. Para lidar com a situacao de multiplos
produtos a abordagem econométrica langa mao de diversos expedientes. Um deles
consiste em modelar a funcao de custo, a qual é obtida pela minimizacao dos cus-
tos dos insumos dado ao nivel de producao. Assim, a funcao de custo é explicada
pelos pregos dos insumos e pelos varios produtos. Outra alternativa é mode-
lar o fator critico, isto é, modelar aquele insumo essencial para a producgao dos
miultiplos produtos. Vale notar que a modelagem deterministica (DEA), formal-
mente desenvolvido por Charnes, Cooper e Rhodes (1978), permite a modelagem
de multiplos produtos. Do ponto de vista econométrico, o tnico artigo da litera-
tura a lidar com esta questao sob uma abordagem Bayesiana é Fernandez et al.
(2000).

Relativo a inferéncia, esses modelos econométricos podem ser utilizados sob
uma abordagem cléassica ou Bayesiana. Em ambas a natureza do erro composto
faz com o que a inferéncia mereca certos cuidados especiais. Assim, mesmo em
modelos de um tnico produto ja nos deparamos com dificuldades na estimacao
dos parametros que caracterizam a parte assimétrica da fronteira estocastica.
E claro que, como ja mencionado, temos varias outras decisoes importantes na
modelagem estocéstica, como a escolha da distribuicao da componente de erro

associada a ineficiéncia e a selecao da fungao de produgao.

1.1 Organizacao da tese

Nesta tese iremos apresentar respostas a algumas das questoes introduzidas neste
capitulo. Assim, os demais aspectos estao organizados da seguinte forma. Dois

estudos desenvolvidos na fase inicial de nossa pesquisa, e ora materializados nos



artigos ”Bayesian Stochastic Frontier: model selection via deviance based crite-
ria” e "Sampling Schemes for Asymmetric Models a comparative study” serao
apresentados no capitulo 2. No primeiro discutimos a selecao de modelos, in-
cluindo a forma funcional da fronteira de producao e a escolha da distribuicao
do termo de ineficiéncia, no outro consideramos algoritmos alternativos de si-
mulagao estocastica. No capitulo 3 caracterizamos diversas formas alternativas
de erros compostos e apresentaremos as prioris de Jeffreys para o parametro que
caracteriza a assimetria da distribuicao do erro composto e o graus de liberdade
quando for o caso. A proposta neste capitulo sera: obter a distribuicao do erro
composto usando o método de Laplace quando for o caso, determinar a matriz de
informacao de Fisher e obter a priori de Jeffreys para os parametros de assimetria
e de graus de liberdade quando for o caso.

Um modelo de fronteira estocastica para multiplo produtos seguindo uma
abordagem Bayesiana sera descrito no capitulo 4. Um modelo fatorial com trans-
formacao de Box-Cox sera utilizado para obter um tnico fator latente, definindo-
se no logaritmo deste fator a fronteira estocastica. Este modelo possibilita um
nimero maior de combinagoes entre os produtos transformados para construir um
unico fator latente, ou seja, similar a elasticidades constantes de transformacao
(CET). No capitulo 5, uma extensdo do modelo de fronteira estocdstica para
multiplos produtos serao proposto, considerando que as ineficiéncias técnicas va-
riam no tempo. Esta generalizacao permite incorporar nas ineficiéncias algum
tipo de influéncia temporal ou até mesmo de varidveis exdgenas. Uma estrutura
dinamica serd especificada para modelar a variacao temporal existente entre as
ineficiéncias técnicas; Por tltimo, no Capitulo 6 serao apresentadas as conclusoes

e possiveis extensoes.



Capitulo 2

Selecao de Modelos de Fronteira

Estocastica

A escolha da fun¢ao de producao e da distribuicao da componente de erro asso-
ciada a ineficiéncia é decisao importante nos modelos de fronteira estocastica. A
maioria dos estudos assume a distribuicao normal truncada com o parametro de
locagao igual a zero ou a exponencial pela facilidade na estimacao dos parametros.
Estas propostas sao pouco flexiveis uma vez que impoem a densidade da ine-
ficiencia que esteja concentrada mais perto da origem. Uma alternativa é assu-
mir que a distribuicao da ineficiéncia seja gama ou log-normal, desta forma com
uma moda deslocada da origem. Em Medrano e Migon (2008) é apresentado um
estudo simulado comparando as distribui¢goes gama e log-normal nos modelos de
fronteira estocastica. Na secao 2.4 serao apresentados os principais resultados
obtidos neste estudo de simulacao.

A inferéncia Bayesiana apresenta neste modelo algumas questoes que preci-
sam ser tratadas cuidadosamente. Alguns parametros nao possuem a distribuicao
condicional a posteriori conhecida e, no caso da fronteira normal-gama, esta dis-

tribuicao condicional nao é log-concava, desta forma é dificil amostrar desta dis-



tribui¢cdo. Recentemente, Tsionas (2000) apresentou uma proposta para gerar
destas distribui¢oes. O algoritmo proposto parece nao produzir estimativas pre-
cisas em alguns casos. Uma alternativa para gerar destas distribuigoes utilizando
o algoritmo de Slice Sampling (Neal, 2003) é apresentado em Medrano e Migon
(2007). Este algoritmo, juntamente com os principais resultados obtidos num

estudo simulado serao apresentados, resumidamente, na secao 2.2.

2.1 Modelo basico de fronteira estocastica

Seja y; o logaritmo do produto para firma ¢, para ¢ = 1,2,..., N. O modelo de

fronteira estocastica é definido por
yi = f(xi, B) +vi —u; v; ~ N(0,02) (2.1)

onde N (0, c?) denota a distribuigao normal com média zero e variancia o2, f(z;, 3)
que representa a fungao de producao, com x; sendo o logaritmo do vetor de in-
sumos e 3 um vetor de coeficientes. A componente v; é responsavel por capturar
o erro de medida, sendo, portanto, simétrica. A componente u; é nao-negativa e
responsavel pela ineficiéncia técnica das unidades operacionais.

Duas diferentes distribui¢oes para a componente de ineficiéncia u; em (2.1)
foram consideradas em Medrano e Migon (2007). Mais especificamente, os ;s

foram modelados como
u; ~ G(P,0) ou wu; ~ LN[u,v?], (2.2)

em que G(P,0) denota a distribui¢do gama com parametros P, 6 > 0 e LN [u,v?]
que denota a distribuicao log-normal com parametros p € R e 12 > 0.
As fungoes de producgao para um tnico produto @) e dois insumos K, L consi-

derado em Medrano e Migon (2007) foram: a Cobb-Douglas:

Q=K L” para [i,B >0



e a CES (Constant Elasticity of Substitution):
Q=[(1=08)K " +5L7]r

para < v <00,0<d<1l,—o0<v<xe—1<p<oo. Note que em ambas
especificagoes z = (log K,log L) e f(z, ) = log Q.

Apesar da fungao Cobb-Douglas ser mais facil de estimar e de se manipular
matematicamente, as propriedades impostas pela estrutura de producao exigem
retorno constante de escala, 01 + o = 1. O retorno de escala reflete o grau em
que um aumento proporcional em todas as quantidades de insumos, aumenta a
quantidade do produto. Outro conceito relacionado a funcao de producao é a
elasticidade de substituicao, o qual mede a facilidade com que se pode substituir
um insumo por outro. A elasticidade de substituigao da fungao CES é dada por
e=1/(1+p).

Vale destacar que sera dada uma maior atencao a comparacao dos modelos de

fronteira de producao estocastica com diferentes distribuigoes para a ineficiéncia.

Funcao de Verossimilhanca

Suponha que y = (y1, ..., yn) sdo observagoes i.i.d. do modelo descrito em (2.1).

A funcao de verossimilhanga de (3, 02, u) seréd

L(B, 02, uly) o« (Ug)_nﬂ exp {_% Z(yz — f(xi, 8) + Uz)2} (2.3)

=1
2.1.1 Inferéncia Bayesiana

Nesta secao é apresentado o procedimento de inferéncia proposto seguindo uma
abordagem completamente Bayesiana. Inicialmente, as distribuicoes a priori para

todos os parametros sao apresentados. Em seguida, as distribuigoes condicionais



completas a posteriori, necessarias a implementacao do algoritmo de MCMC, sao

apresentadas.

Distribuicao a priori

Para realizar a analise Bayesiana necessitamos especificar a distribui¢ao a priori
de todos os parametros dos modelos. Foi assumindo uma independéncia a priori
para os parametros 3,02 P e # para a fronteira normal — gama e (3,02 ¢ W2
para o caso log-normal. Em todos os modelos, a distribuicao a priori atribuido
2 foi a distribuica i a d d

para o, fol a distribuicao gama 1nversa com parametros ng,agp, denotado por
o~ ng, ap), enquanto que para os parametros relacionados a componente de

2 ~ GI(ng, ap), t t 1 d te d
ineficiéncia, as distribuigoes a priori foram: (i) P ~ G(dg, o) ¢ 6 ~ G(vg,wp) no
caso normal — gama e (ii) ¥? ~ IG(qo, Dy) no caso normal — lognormal. Para

os demais dos parametros, as distribuigoes a priori foram:
(I) Cobb-Douglas: ; ~ N(by, Hp), 7 =0,...,3.

(IT) CES: logy ~ N(bo, Hy), v ~ N(mq, s9), 0 ~ Be(wg, po) e p ~ Nﬂ—l,m](r0790)
onde Be(wy, ¢g) denota a distribuicao beta com parametros wg > 0, ¢y >
0, ¢ NTj_1,5(70,90) denota a distribui¢ao normal truncada em —1 com

parametros de posicao ry e de escala gg.

Distribuicao a posteriori

A distribuigao a posteriori conjunta de 3,02 X e u é dada por
N N
p(Boo \uly) o< [[p(wilB.ui, o)) [[p(wlNp(B)p(a)p(h)  (2.4)
i=1 i=1
a qual é analiticamente intratavel e, portanto, inferéncia a posteriori sera feita
utilizando-se simulacao estocastica - MCMC. As distribui¢oes condicionais com-
pletas dos parametros sao obtidas a partir da distribuicao conjunta a posteriori

(2.4) sao



e Para a fronteira normal-gama

N
= (Oly. .00, Pou) ~ G (NP 00, ) i+ wo)

i=1
~ p(Ply. B.0,.0.u) o POID(P)™N exp(QP) oy (P).  where Q =
N
Zlogui —¢eo+ Nlog6
i=1
— puily, B, 00, P,0) oc uj texp [—(u2+26z)2 — guz} . 1,---,N.

e Para a fronteira normal-lognormal

— (?]y, B, 00, u) ~ Gldo + N, Do + ¥ (log(u; — )?) — 1]

- p(uz|y7 670-U7O-u> X N[Z/z - Z‘;ﬁ, UQ]LN[O7¢2]7 17 ct N.
As outras distribuigoes condicionais a posteriori foram:

e Cobb-Douglas:
(Bly, v, u) ~ Ny [(Ho + 072X'X) " (Hobo + X' (Y + u)o~2), Hy + 02X’ X]

e CES:

— (log |y, 0, 0,0, p,u) ~ N [(Ho +02) " (Hoby + 1'(Y +u)o~?), Ho + 0]

B p(5|y7 Ou; Uy 75 P U) X exp [— (y+u_X*7r2)a(2y+u_X*7r)]
- p(U|?J7 Oy, 5, Y55 Py u) X exp |:_ (y+u—X*7r2)U(2y+u—X*7r) . SO(U—2m0)2:|
u— *ﬂ—/ u—X*1 . 2
. (p|y7 UU) 9 5, U, 5 7’ u) X exp |:_ (y+ X 2)0(2y+ X ) _ (p2g§) :| ](71’00) (p)
where X* = [ 1 log{[(1 — &) exp(X1) ™" + d exp(Xs) ]~ 1/7} ] o

m=(8 v)f

Em todos os modelos a distribui¢ao condicional a posteriori para o2 foi

(N 4+ Ny) (y+u—Xﬁ)’(y+u—Xﬂ)+ao]
2 2 '

(0=21y. 8,u) ~ G [



Observamos que algumas dessas distribuicoes condicionais completas nao tém
forma conhecida e ainda mais no caso da fronteira normal-gama a distribuicao
condicional de u; nao é log concava quando o parametro P < 1. Neste caso,
um método de aceitacao e rejeigao otimizado (Metropolis otimizado) foi proposto
por Tsionas (2000). Uma estratégia alternativa neste caso ¢ utilizar o método
Slice Sampling (Neal, 2003. Em Medrano e Migon (2007) é realizado um estudo
simulado que compara esse dois métodos no qual o método Slice Samplimg teve
melhores resultados. KEsses métodos sao brevemente apresentados na préxima

secao, assim como com os principais resultados obtidos no estudo simulado.

2.2 Métodos de MCMC

2.2.1 Metropolis Otimizado

Seja p(x) a densidade que queremos amostrar e seja g(z;a) a distribui¢do pro-
posta para z, defina-se R(z,«) = p(z)/g(z,a) e r(z,a) = log R(z, ), em que o
parametro « é escolhido para maximizar R(z,«), isto é, para encontrar o max,
ming{r(z,a)}.

Dado um valor 6timo de «, o algoritmo segue em dois passos:

1. Amostrar " de g(z, a).

R(xnew)

e onde z* é o valor 6timo de x.

2. Aceitar £ com probabilidade

Algumas distribuigbes propostas, usadas em Tsionas (2000), s@o a exponencial
e a gama. Mais detalhes destes procedimentos poderao ser encontrados no artigo

citado.



2.2.2 Slice Sampling

Uma outra alternativa quando a distribuicao condicional nao é log-concava é
utilizar o método de Slice Sampling proposto por Neal (2003). Vamos supor
novamente que nés queremos amostrar da densidade p(z). O algoritmo Slice
consiste em introduzir uma variavel auxiliar z e temos que a distribuicao conjunta
de x e z é uniforme na regiao U = {(z,2) : 0 < z < p(x)}.

Para amostrar de = basta amostrar conjuntamente de (x, z) e ignorar z. Gerar
(x,z) conjuntamente amostrando uniformemente de U pode ser muito dificil.
Uma alternativa ¢é utilizar o amostrador de Gibbs, onde as condicionais completas

sdo uniformes.
(a) Gerar 2@ de (z]z) ~ U(0, g(z~1))
(b) Gerar 29 de (z]z) ~ U(S(z®)) onde S(z) = {z : p(z) > 20}

Dentre as vantagens desse método estao: a nao necessita de especificar uma
densidade proposta como em Metropolis-Hastings e somente utiliza a distribuicao
uniforme para gerar os valores. O método é detalhado em Neal (2003), em que
se propoe uma maneira de solucionar a determinagao de S(z).

Na préoxima secao vamos apresentar um estudo simulado com o objetivo de

avaliar a performance dos métodos de MCMC aqui apresentados.

2.2.3 Estudo Numérico

Este exercicio vai mostrar um estudo de Monte Carlo em que varias amostras
simuladas sao geradas com o objetivo de avaliar a eficiéncia dos esquemas de
MCMC. Os esquemas de amostragem apresentados na se¢ao anterior produzem
cadeias com diferentes propriedades de convergéncia. Caracteristicas tedricas,
como a autocorrelacao da cadeia ou a taxa de convergéncia podem ser usadas

para compara-las.
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A autocorrelagao é importante para determinar a eficiéncia do estimador de
Monte Carlo. A variancia do estimador de Monte Carlo, Ay, = (1/M) S22 h(0®)
é dada por Var[hy| = (62/M)i, onde o2 é a variancia a posteriori de h(f) e i é

o fator de ineficiéncia associado com a cadeia:

M—-1
. (M — k)
i=142y Y 2.5

2 ™ (2:5)

onde p; é a autocorrelacdo do lag k para a cadeia de valores de h(f). Neste
estudo vamos calcular o fator de ineficiéncia ¢ para comparar os esquemas de
amostragem. Mais detalhes sobre este critério de eficiéncia por ser visto em Reis,
Salazar e Gamerman (2006).

O estudo de simulagao desenvolvido nesta secao envolvem dois cenérios do
modelo de fronteira estocastica normal-gama, ambos com N = 100. Os cenarios
diferem nos valores dos parametros da distribuigdo gama. No primeiro, (P, ) =
(0.8,1), que correspondem ao caso em que a distribuigdo condicional completa
da ineficiéncia u nao é log-concava, e o segundo, (P,0) = (2,1). Neste caso, as
estimativas obtidas por Tsionas (2000) ndo eram muito precisas, pois seu exemplo
é baseado em uma unica amostra simulada. O outro parametro da distribui¢ao
gama ¢ fixado em 6 = 1.

Para cada cenario alternativo foram geradas e analisadas 100 replicacoes
através dos dois esquemas amostrais alternativos discutidos na se¢ao anterior.
Foram construidos o intervalo de credibilidade para a fungao de autocorrelagao e
para o fator de ineficiéncia.

Um total de 15.000 iteracoes para cada cadeia foram realizadas descartando-
se as primeiras 5.000 iteracoes como periodo de aquecimento. Nas 10 primeiras
replicagoes, para cada parametro foram geradas duas cadeias paralelas (iniciam
por valores diferentes), em que a convergéncia foi verificada graficamente para
todos os parametros de interesse. O tempo computacional gasto por cada método

serao apresentadas na Tabela 2.1. Note que para qualquer valor de P, o método

11



Metropolis otimizado leva cerca de 1, 5 vezes mais do que o método Slice Sampling,

isto ocorre devido a este método requerer uma optimizagao a cada iteracao.

Tabela 2.1: tempo computacional (em segundos)

Esquemas de amostragem P =0.8 P =2

Slice 329 320

Metropolis Otimizado 442 454

A Figura 2.1 mostra a funcao de autocorrelagao para as cadeias de valores de
P e 6. Para cada uma das duas combinacoes dos valores de P sao obtidas 100
estimativas da fungao de autocorrelacao, e assim, a média e envelopes podem ser
construidos. Para P e #, o método Metropolis otimizado mostra uma pequena
queda na autocorrelacao para as cadeias geradas, refletindo a dependéncia forte
entre os parametros previamente mencionados. O método Slice Sampling, em
troca, apresenta uma decadéncia muito rapida nessa autocorrelagoes. Por exem-
plo, para cada caso P = 2, a autocorrelacao para cada cadeia gerada com método
Slice Sampling ¢ proximo de 0.50 no lag 20, enquanto o Metropolis otimizado
alcanca o mesmo valor somente no lag 100.

Estes resultados obtidos podem ser resumidos agregando as autocorrelagoes
obtidas, ou seja, observando a ineficiéncia amostral dos esquemas de MCMC.
Para cada valor de P e cada esquema, 100 valores do fator de ineficiéncia para
0, P e o sao obtidos, um para cada replicacdo. Estes podem ser resumidos
no Box-plots dad Figuras 2.2 e 2.3. Para todos os esquemas considerados, as
ineficiéncias ficam maiores quando P é menor. As figuras mostram que o método
Slice Sampling parece ser mais eficiente para P, 0, 8, e 02. Como pode ser visto
as caixas centrais nao se sobrepoem para quase todas as alternativas simuladas e

todos os parametros examinados.
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Figura 2.1: Funcao de autocorrelacao para os valores da cadeia de P e 6 para dois
esquemas de amostragem e dois diferentes valores de P. A linha cheia sdo as médias

de 100 replicacoes e as linhas quebradas sao os intervalos de credibilidade de 90%.
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Figura 2.2: Box-plots do fator de ineficiéncia dos métodos de MCMC para parametros
P, 0, 3 e 02 com P =0.8.
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Figura 2.3: Box-plots do fator de ineficiéncia dos métodos de MCMC para parametros

P, 0, 3y e 02 com P=2.
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Por ultimo, para cada valor de P e cada esquema sao obtidos 100 valores
do fator de ineficiéncias de Unae € Umin, Onde qUE Uper € Umin TEpresentam a
ineficiéncia técnica da pior e da melhor firma, respectivamente. Estes podem
ser resumidos no Box-plots da Figura 3.14. Novamente, para quase todas as
alternativas de simulacao, as medianas das ineficiéncias obtidas, usando o método

de Slice, sao ligeiramente melhores.
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Figura 2.4: Box-plots do fator de ineficiéncia de Umin, Umed € Umar Para os 2

esquemas de amostragem e diferentes valores de P.
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Assim, na aplicacao apresentada na secao 2.4 serd usado somente o método
de Slice Sampling para gerar as distribui¢oes condicionais completas, que nao
tém uma forma conhecida. Na préxima se¢ao serao apresentados os critérios de

selecao de modelos que serao usados no estudo simulado.

2.3 Ciritério de Selecao

O problema de selecionar o melhor de uma cole¢ao de modelos candidatos tém
uma longa historia na literatura estatistica. Durante anos, pesquisadores que tra-
balham dentro do paradigma Bayesiano usaram o fator de Bayes frequentemente,
critério baseado na comparacao da verossimilhanca marginal (Kass e Raftery,
1985), para este propdsito. Porém, Han e Carlin (2001) apresentam uma revisao
de algumas dificuldades computacionais e conceituais usando o fator de Bayes
para comparar os modelos hierarquicos complexos. O comumente usado critério
de informagao Akaike (AIC) (Akaike, 1973) e o critério de informagao Bayesiano
(BIC) (Schwarz, 1978), requer a especificagao do niimero de parametros em cada
modelo.

Essas dificuldades conduziram o desenvolvimento de critérios de escolhas de
modelos Bayesianos. Estes incluem a andlise residual de validagao cruzada (Gel-
fand et. al., 1992) e método de teoria da decisdo por minimizacao da perda
preditiva a posteriori (EPD) (Gelfand e Ghosh, 1998).

Mais recentemente, Spiegelhalter et. al. (2002) sugere a generalizagdo do
AIC e deriva um critério de informacao da deviance (DIC) para comparar modelos

hierarquicos complexos, as quais os nimeros de parametros nao sao bem definidos.

O DIC é dado por

DIC = D(a) + Pp (2.6)
no qual a complexidade do modelo é capturado através do efetivo nimero de
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parametros Pp = E,,[D] + D(E,,(a)). Note que Pp é frequentemente me-
nor que o total do niimero de parametros do modelo devido ao ”empréstimo da
forca” através dos parametros dos niveis individuais dentro dos modelos hierarquicos.
Neste estudo, a estimativa do DIC aplicado nos modelos de fronteira es-
tocastica sera calculado através da funcao de verossimilhanca obtida pela ve-

rossimilhanca dada em 2.3, assim obtemos a seguinte deviance

D(a) = —2logp(yia) (2.7)

_ i ((y" — f(x;’;) ) g + c> (2.8)

i=1
onde a = (02, 3,u). Note que a deviance D(a) serd o mesmo, independente da

distribuicao atribuida a componente de ineficiéncia w.

2.4 Selecao de Modelos baseados em dados ar-
tificiais

O objetivo desta segao é verificar se o critério de sele¢cao proposto é capaz de
identificar os verdadeiros processos geradores dos dados. Vamos apresentar um
exercicio de simulacao que ilustra a sensibilidade do critério, variando algumas
fungoes dos parametros.

Para analisar a sensibilidade do critério de selecao DIC, foram realizados dois
experimentos. O primeiro, para o modelo de fronteira estocastica com funcao
Cobb-Douglas com duas distribuigoes alternativas para a componente de ine-
ficiéncia. Vamos variar o tamanho da amostra (N) e a proporgao da variancia do
termo de ineficiéncia (u) sobre o total da variancia do modelo, ( = % No
segundo experimento, para o modelo de fronteira estocastica com funcao CES,

com as mesmas distribuicoes alternativas para a componente de ineficiéncia, con-

sideramos valores diferentes para a elasticidade de substituicao ¢ = ﬁp. Em
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ambos os experimentos serao gerados 100 conjuntos de dados.

Nestes estudos simulados vamos fixar g = 0 na distribui¢ao log-normal, ob-
tendo mesmo assim uma moda fora da origem, mas com a vantagem de estimar
apenas um parametro. Para realizar uma comparagao imparcial entre os modelos,
vamos determinar que as duas distribui¢oes alternativas (gama e log-normal) te-
nham média e variancia similares. Estas distribuicoes sao semelhantes em relagao
a média e a variancia, se definimos que os parametros da distribuicao gama sejam:
P = [exp(¢?) — 1]7! e 0 = [exp(0.59?)(exp(¥p?) — 1)]7 onde 1)? é o parametro
de escala da distribuicao lognormal. Assim, nos estudos simulados sera definindo
Y? = 0.5 e obtemos p = 1,54 e § = 1,2 na distribuicao gama.

Os resultados seguintes sao baseados em 1.000 iteragoes de MCMC. Foram
geradas 15.000 iteragoes descartando-se as 5.000 primeiras com periodo de aque-

cimento e guardando a cada 10 iteragoes.

2.4.1 Sensibilidade do DIC ao tamanho da amostra (N) e

a elasticidade de substituicao ()

Neste experimento nés observaremos a capacidade do critério DIC para selecionar
o verdadeiro processo gerador dos dados. A funcao de producao considerada na
analise foi a Cobb-Douglas com duas variaveis regressoras e duas alternativas para
a distribuicao da ineficiéncia sao usadas. O objetivo deste exercicio é determinar
a sensibilidade do critério de selecao DIC para valores alternativos de ( e V.

O experimento difere nos valores de ¢ (0.70 ou 0,95) e nos valores de N (50

ou 100). Os valores definidos para o coeficiente de regressao foram 3 = (1,1,1)".

V(u)(1-¢)
T
Na Tabela 2.2 a frequéncia em que o critério de selecao DIC seleciona o modelo

E a variancia da componente de erro simétrico foi 0 =

correto dentre as 100 replicagoes de amostras artificiais.

Observamos que o critério de selecao DIC pode identificar o verdadeiro pro-
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Tabela 2.2: Resultado do Experimento 1

Modelo ajustado
Modelo verdadeiro | N ¢ | N-LN| N-Ga

50 | 0.70 | 71 29
N-LN 0.95| 80 20
100 | 0.70 | 56 44
DIC 095 | 77 23
50 | 0.70 | 29 71
N-Ga 095 | 37 63
100 | 0.70 | 17 83
095 | 21 79

cesso gerador dos dados em mais de 50% dos conjuntos de dados artificiais. A
porcentagem dos resultados bem sucedido aumenta com o valor de ¢ no mo-
delo normal-lognormal (N-LN), enquanto que no modelo normal-gama, o com-
portamento é o oposto, como era de se esperar. Também podemos ver que a
porcentagem de resultados bem sucedidos aumenta com o tamanho da amostra
quando o modelo normal-gama é ajustado, mas o mesmo nao é verdade para o

normal-lognormal.

2.4.2 Selecao da funcao de producao: Cobb-Douglas e
CES

Neste segundo experimento, o modelo de fronteira estocastica com a funcao Cobb-
Douglas sera comparado com a funcao CES. Da mesma forma que no experimento

anterior duas alternativas de distribuicoes foram usadas para descrever a com-

ponente de ineficiéncia (lognormal e gama). O objetivo é verificar a capacidade
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do critério de selecao DIC discriminar para valores alternativos de e. Os valores
considerado para € neste estudo simulado foram: ¢ = 0,5, ¢ = 1 (o qual corres-
ponde ao modelo com a Cobb-Douglas) e € = 2. Foram gerados 100 conjuntos
de dados artificiais, cada uma com N = 100 observagoes e o2 = 0.,05. Os outros
parametros definidos foram: (vy,v,0) = (2,72;2;0,5).

A frequéncia com que o critério de selecao DIC escolhe o modelo verdadeiro
em 100 conjuntos de dados artificiais serd apresentado na Tabela 2.3. Observamos
que o DIC identificou o modelo verdadeiro em mais de 50% das amostras geradas.
Por exemplo, o DIC pode identificar o modelo verdadeiro em 69 das 100 amostras
do modelo normal-log-normal que foi gerado usando a fung¢ao CES com € < 1.
Outro resultado acontece quando geramos o modelo usando a funcao CES com
e = 1. Observamos que o DIC escolhe o modelo usando a funcao Cobb-Douglas,
ja que a CES com € = 1 se torna a funcao Cobb-Douglas. Notamos também que o
DIC pode identificar bem os modelos que assumem um erro gama ou log-normal

no termo de ineficiéncia.

Tabela 2.3: Resultado do DIC para os 100 conjuntos de dados artificios baseado na

funcao de producao CES.

Modelo ajustado
Modelo verdadeiro N-LN N-Ga
e | CD CES CD CES
N-LN 0510 69 6 25
1 |72 5 17 6
DIC 2 |1 68 13 18
N-Ga 0510 14 17 69
1 ]16 1 65 18
2 10 16 24 60
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Capitulo 3

Modelo de fronteira estocastica

com erro assimeétrico

O desenvolvimento de novos modelos para andlise de dados assimétricos vem
sendo uma constante na literatura estatistica atual. As distribui¢oes assimétricas
vem despertando grande interesse nos ultimos anos devido a sua vasta aplicacao.
A aplicacao, abordada nesta tese, sao os modelos de fronteira estocastica. Mostra-
se neste capitulo 3 que em alguns dos modelos de fronteira estocéastica conhecidos
na literatura a densidade marginal do erro composto pertence a classe de dis-
tribuigoes assimétricas (Azzalini, 1985). Estudos anteriores mostram que pode
existir dificuldades na estimacao de alguns parametros do modelo de regressao
com erro assimétrico.

A proposta aqui consiste na utilizacao de prioris de referéncia. Seguindo estas
linhas de pesquisas, neste estudo propoe-se a marginalizacao do erro composto,
usando o método de Laplace e a construcao da priori de Jeffreys. Duas alter-
nativas de modelagem se apresentam: através da verossimilhanca marginal ou
via modelagem hierdarquica. Em ambos os casos usa-se a priori de referéncia

mencionada.
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3.1 Introducao

Uma familia de distribui¢oes assimétricas foi introduzida por Azzalini (1985,
1986). Inicialmente definida para a distribuigdo normal assimétrica, pode ser
geralmente aplicada a qualquer distribuicao assimétrica continua. Por exemplo,
no caso univariado, temos a distribuicao Cauchy assimétrica proposta por Arnold
e Beaver (2000), a t-assimétrica proposta por Branco e Dey (2001) e Azzalini e
Capitanio (2003) e a distribuicao logistica assimétrica proposta por Wahed e Ali
(2001). A caracteristica principal destas distribuicoes é a introdugao de um novo
parametro que controla a assimetria.

Os modelos de regressao simples podem ser facilmente generalizados ao consi-
derar que o termo de erro tenha distribuicao assimétrica. Como conseqiiéncia, o
modelo de regressao com erro assimétrico tém sido recentemente usado em uma
variedade de aplicagoes. Um contexto muito natural para o uso das distribuigoes
assimétricas aparece nos modelos de fronteira estocastica. Por exemplo, no mo-
delo de fronteira normal — normal truncada, o erro composto segue exatamente a
distribuicao normal assimétrica. Entao, este modelo de fronteira estocastica pode
ser representado como um modelo de regressao com erros normais assimétricos.
A extensao para erros t-assimétricos pode ser obtido através do modelo de fron-
teira t-Student — t-Student truncada. No modelo de regressao com erro normal
assimétrico, a estimacao do parametro de assimetria apresenta o problema de
nao convergeéncia no caso do método de méaxima verossimilhanga (ver Liseo e
Loperfido,2006), os quais sugerem a utilizagdo de uma priori de referéncia para
solucionar esses problemas. Nesta tese, mostra-se que este problema também
pode ser encontrado em outras distribuigoes assimétricas comumente usadas nos
modelos de fronteira estocéstica.

Outras distribui¢oes assimétricas podem ser obtidas a partir de outros modelos

de fronteira estocastica. Como por exemplo, o modelo de fronteira normal —
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gama, a densidade marginal do erro composto nao tem uma expressao fechada.
A densidade marginal do erro composto pode ser aproximada resolvendo-se a
integral por alguma técnica numérica. A alternativa proposta neste estudo é
aproximar esta integral através do método de Laplace, obtendo-se a seguir a
priori de Jeffreys. Serda mostrado, para alguns modelos de fronteira estocéstica,
que esta pratica resolve as dificuldades decorrentes da ma informagao da funcao
de verossimilhanga.

A proposta deste capitulo é, portanto, apresentar uma analise Bayesiana ob-
jetiva do modelo assimétrico, com énfase na aplicacao a fronteira de producao
estocéastica, baseado na priori de Jeffreys. Nesta tese investigamos os seguintes
modelos de fronteira estocastica: (i) normal — normal truncada, (ii) t-Student
— t-Student truncada e (iii) normal — gama. A inferéncia Bayesiana podera
ser realizada considerando-se a fungao de verossimilhanca marginal (modelo as-
simétrico) ou a modelagem hierdarquica. A modelagem hierdrquica relaciona-se
com a modelagem formulada por O’Hagan e Leonard (1976). A inferéncia sobre
as ineficiéncias é feita a partir dessa componente, ou seja, através de uma variavel
latente gerada juntamente com os outros parametros a cada iteragao do algoritmo
MCMC.

Este capitulo estd organizado da seguinte forma. Nas trés primeiras se¢oes
apresentamos a relagao entre a distribuicao assimétrica e o modelo de fronteira
estocastica, obtemos a distribuicao do erro composto e em seguida a distribuicao
a priori de Jeffreys que é desenvolvida para cada modelo de fronteira estocastica
investigada. Finalizando, na secao 3.5 é apresentada duas aplicacoes: uma a

dados artificiais e outra a dados reais.
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3.2 A fronteira Normal — Normal Truncada

Um dos primeiros artigos a modelar a ineficiéncia técnica foi proposto por Aigner
et al. (1977) onde a ineficiéncia técnica tem distribuigdo normal truncada em
zero com parametros p e o2. Esta proposta assume que y = 0, isto implica em
assumir que as ineficiéncias estao proximas da origem. Varias generalizacoes sobre
a distribuicao da componente de ineficiéncia foram feitas desde entao. Stevenson
(1980) propos o uso da distribuigdo normal truncada em zero com p # 0 para

modelar as ineficiéncias, de forma a permitir que a moda nao seja nula.

3.2.1 O Modelo

O modelo de fronteira estocéastica normal — normal truncada é expresso como
yi=xif+e, i=1,...,N com e =uv; — |y (3.1)

onde wv; ~ N(0,02) e wu;~ N(0,02%).
Para obter uma priori de Jeffreys, primeiro necessitamos obter a distribuicao

marginal do erro composto e; = v; — |uy].

Distribuicao Normal Assimétrica

No contexto das distribuigoes assimétricas, para obter a distribui¢ao marginal do
erro composto precisaremos da proposicao abaixo, cuja prova pode ser encontrada

em Henze (1986).

Proposicao 3.1. Considere as varidveis aleatérias independentes U,V ~ N(0,1)
e defina
Z =V1-=062V +9|U]|

onde —1 < § < 1. Entdo a varidvel aleatdria (v.a.) Z tem distribuicdo normal
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assimétrica com parametro de assimetria A e sua funcao de densidade é dada por

f(z|A) =2¢(2) P (\/%z) . (3.2)

Aqui ¢ e ® denotam a funcao de densidade e a funcao de distribuicao da

variavel aleatéria normal padrao, respectivamente. Usaremos a notacao Z ~
SN(A) onde \ = J%T' Pode-se verificar que se Z ~ SN(\) e Y = i+ aZ entao
a v.a. Y tem distribuicao normal assimétrica com parametros de posicao u, de

escala a e de assimetria \; para simplificar denotaremos por Y ~ SN (u, a?, \).

A média e variancia de Y sdo, respectivamente, E[Y] = p + ad2 ¢ VarlY] =
?[1 — %(52] onde § = ﬁ Outras propriedades da distribuicao normal as-

simétrica podem ser encontradas em Genton (2004b). A Figura 3.1 mostra o
comportamento desta densidade para diferentes valores do parametro de assime-
tria A com posicao p = 0 e escala a = 1 fixos. Observe que a medida que o
parametro A cresce, o0 mesmo ocorre com a assimetria. Para valores negativos de

A a assimetria fica a esquerda.

Figura 3.1: Densidades normais assimétricas

0.6
1

lambda=-2
- lambda=-4
— lambda=-7

0.4

f(2)

0.2

0.0

Para obtermos a densidade marginal do erro e;, basta definir que e; = az;

onde a = /02 + 02 e z; ¢ a normal assimétrica obtida através da proposigao 3.1

Ccom 5 = —m.
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Aproximacao via Laplace

Uma alternativa para obter a densidade marginal do erro composto no caso da
fronteira normal — normal truncada baseia-se na integracao sobre u; € R da

densidade conjunta

1 (e + u;)? u?
f(ui7 67;’0'1), Uu) = 271'0'1;0'“ exp {_ 20_12) - 20_3 (33)
Obtendo-se:
1 & (61' + Ui)2 'LL2
’i Vs u f— - - v d ’L 34
f(eilov, 0u) 2T 0,0y, /0 oXp { 202 202 Y (34)

a qual nao pode ser escrita em forma fechada. Uma aproximagao via método de

Laplace é apresentada no lema abaixo.

Lema 3.1. Sejam V e U wv.a.’s independentes tal que V ~ N(0,0%) e U ~
N(0,02), e defina a v.a. Z =V —|U|. A aprozimagio de f(z|o, \) = [ pv(z +

w)py(u)du pelo método de Laplace resultara na sequinte densidade para Z
1 z A
felano) =220 (2) 0 (52) (35)
onde o = \/o% + 0%, \ = —0,/0,.

(z4u)?2 42

Demostragao: Definanh(u) = — . Entao, a aproximacao de Laplace

202 202
para integral definida em (3.4) é
fClowo) = 5o | ewfun(w}a
z|oy, 00) = exp{nh(u)}du
2mo,0u Jo P

12

1 ~ - ~
m exp{nh(uo)}A IQ(AUO)

2 u? 2+ g)? _ .
T o] g - ot f Ay

onde
~ 202 e o2 + o2 1/2
Up = MmMax h(u) = —m e A= [—nh (uo)]1/2 = (W)
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Apés alguns calculos obtemos a seguinte funcao de densidade de probabili-

dade:

(e ) L Y .
Zloy, 04) = expld ———— L —
o2+ o22m P Voi+o2 o\ 0% + 02

onde a = /o2 + 02 e A= —0,/0,. O

A densidade dada em (3.5) obtida através da aproximacao de Laplace, é exa-
tamente a densidade da distribuicao normal assimétrica com parametro de escala
a e de assimetria ), ou seja, Z ~ SN(0,a? ). Assim, no modelo de fronteira
normal — normal truncada dado em (3.1) a densidade marginal do erro e; pode
ser obtida através do lema 3.1. Esre modelo de fronteira estocastica pode ser visto
como um modelo de regressao com erro normal assimétrico. Dominguez-Molina
et al. (2004) exploram em detalhes a equivaléncia entre a distribuigdo normal

assimétrica e o modelo de fronteira estocastica normal — normal truncada.

Funcgao de verossimilhanca

Assim, considerando um conjunto de dados cross-section com N firmas indepen-
dentes. Assuma o modelo de fronteira normal — normal truncada: y; = x;0 + e;
parai=1,..., N onde e; ~ SN(0,a? \) com densidade dada em (3.5). A fungao

de verossimilhanga para esse modelo é

L(B,a, \y) = Hz ¢(yz ’ﬁ) (y a’ﬂ) (3.6)

Apos obter a funcao de verossimilhanca para o modelo de fronteira normal
— normal truncada, podemos obter uma priori de Jeffreys para este modelo.
Na secao 3.2.2, iniciamos mostrando os problemas encontrados na estimagao do
parametro de assimetria pelo método de méxima verossimilhanca. Em seguida,

apresentamos uma priori de Jeffreys para solucionar este problema.
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3.2.2 Procedimento de Inferéncia

Nesta se¢ao abordamos a inferéncia sobre modelos de fronteira estocastica normal-
normal truncada. Como dito anteriormente, problemas sao encontrados na es-
timacao do parametro de assimetria desse modelo. Os problemas sao tanto
numéricos como tedricos. Inicialmente, mostramos alguns problemas na obtencao
de estimadores de maxima verossimilhanga para o modelo de fronteira estocéstica
normal — normal truncada. A seguir apresentamos algumas questoes relevantes

no tratamento de dados utilizando este modelo sob o ponto de vista Bayesiano.

Inferéncia pelo método de maxima verossimilhanga

Apesar das boas propriedades da distribuicao normal assimétrica, problemas sur-
gem na etapa de inferéncia. A funcao de verossimilhanca para o modelo de
regressao com erro normal assimétrico tem alguns problemas associados. Um dos
parametros da normal assimétrica que, no caso do modelo de fronteira, é dado
por —o, /o, pode causar problemas no procedimento de estimagao. Isso ocorre
pois, quando o, tende para 0, —o,/0, tende a —oo. Podemos constatar grafi-
camente que nao existe estimador de maxima verossimilhanca para o parametro
A = —o,/0,. Para isso, foi gerada uma amostra com 30 realiza¢oes do modelo
normal assimétrico com « = 1 e A = —7. A Figura 3.2 mostra as curvas de
contorno da funcao de verossimilhanga condicional de A versus a.

Liseo e Loperfido (2006) mostram que hd uma probabilidade positiva de o
estimador de maxima verossimilhanca ser infinito, especialmente para amostras
muito pequenas. Para N = 10, essa probabilidade chega a aproximadamente
50%. Porém, para N = 30 ela cai para 13% para —o, /0, igual a —5 (que é um
valor bastante extremo). E esperado que para amostras suficientemente grandes
essa probabilidade seja aproximadamente nula. Liseo e Loperfido (2006) sugerem

a utilizacao de prioris de referéncia para solucionar os problemas encontrados na
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verossimilhanga. A seguir apresentamos uma priori de Jeffreys para o modelo de

fronteira estocdstica normal — normal truncada.

Figura 3.2: Curvas de contorno da funcao de verossimilhanca condicional de A versus
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Inferéncia Bayesiana

Sob a abordagem bayesiana, para estimar o vetor de parametros © = (3, a, \)
precisamos definir a distribuicao a priori de ©. Essa distribui¢ao a priori deve
refletir a informagao disponivel a respeito dos parametros antes de observarmos
o conjunto de dados. Seja y = (y1, ..., y,) uma amostra aleatéria (a.a.) de Y|©.
A inferéncia Bayesiana sera dada pela distribuicao a posteriori de ©, obtida via
férmula de Bayes por p(©y) o< L(O;y)p(O©).

Uma questao relevante aqui é a escolha da distribuicao a priori. Nosso objetivo
é calcular a distribuicao a priori de Jeffreys para a distribui¢gao normal assimétrica,
retemos nossa atencao somente ao parametro de assimetria A com 3 e « fixos.
Em alguns casos, é possivel trabalhar com a distribuicao a priori de Jeffreys para
todos os parametros de forma conjunta. Entretanto, tal distribuicao a priori

conjunta apresenta alguns problemas devido a matriz de informacao de Fisher
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ser singular para A — 0 (Azzalini, 1985). Detalhes desta priori e algumas outras
discussoes podem ser encontradas em Liseo e Loperfido (2006).

Em primeiro lugar, consideramos 3, « e A independentes a priori. A distri-
buigao a priori para e a serdao f ~ N(b,B) e a ~ GI(c/2,d/2) com valores
para b, B, c e d que garantem que a distribuigao a priori seja relativamente vaga.
Enquanto que para A temos a distribuicao a priori de Jeffreys para dados indepen-
dentes e identicamente distribuidos (i.i.d.) da normal assimétrica, como veremos
a seguir.

Seja y = (y1,...,yn) uma a.a. de uma SN com p = 0 e a = 1, o logaritmo
da fungao de verossimilhanca é dado por I(A|y) = Nlog(2) + ZZ]\; log(o(yi)) +
Zi]\il log(®(Ay;)). Como em Liseo e Loperfido (2004), vamos nos concentrar na
seguinte distribuicao a priori de Jeffreys

o] 2 1/2
s 1 = ([ 2o G a) (3.7

—00

onde I(\) é a matriz de informacao de Fisher dada por

2
) = Bvp(@(i) = B (55 1ou(F 1) )

Liseo e Loperfido (2006) provaram que esta distribui¢do a priori é simétrica
em torno de 0 e possui caudas da ordem O(A=%/2), o que implica que é uma distri-
buigao a priori propria. Esta distribuicao a priori necessita do célculo numérico da
integral, por exemplo, usando a quadratura Gaussiana, para cada valor de \. Este
calculo pode ser implementado em algumas linguagens de programacao desde que
esteja disponivel também a funcao densidade de probabilidade (f.d.p.) e a funcao
distribuigao acumulada (f.d.a.) da normal padrao. Em nosso caso, foram usadas
a linguagem Fortran e a biblioteca IMSL, foi necessario apenas a implementacao
da fungao integrando e chamar uma rotina de quadratura Gaussiana disponivel.

A Figura 3.3 mostra como o problema encontrado na verossimilhanca fica resol-

vido para o conjunto de dados mostrado anteriormente quando utilizamos a priori
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de Jeffreys. Se quisermos nos furtar da responsabilidade da escolha de uma priori

subjetiva nao seria indicado colocar uma distribui¢ao a priori muito vaga para .

Figura 3.3: Curvas de contorno da distribuicao a posteriori de A versus «
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O objetivo desta secao era mostrar que a priori de Jeffreys para o caso da
fronteira normal — normal truncada é a mesma definida em Liseo e Loperfido
(2006) obtida a partir da distribuigdo normal assimétrica. Esta priori resolve
os problemas encontrados na funcao de verossimilhanca. E esperado que estes
problemas ocorram com outros modelos de fronteira estocastica em que nao se
tem uma priori de Jeffreys definida na literatura. Assim, a proposta nas seguintes
secoes é obter a densidade marginal do erro para as fronteiras normal — gama e
t-Student — t-Student truncada e, em seguida, obter uma distribuicao a priori de

Jeffreys para cada uma destas fronteiras.

3.3 A Fronteira Normal — Gama

Da mesma maneira que no modelo de fronteira normal — normal truncada, Greene
(1990) generaliza a fronteira normal — exponencial propondo que a componente

de ineficiéncia u tenha distribuicao gama.
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3.3.1 O Modelo

O modelo de fronteira estocastica normal — gama é expresso como
vy =xif+e, i=1,...,N com e =uv;—u (3.8)

onde wv; ~ N(0,06%) e u; ~G(P,0).
Para obter uma priori de Jeffreys, primeiro necessitamos obter a distribuicao
marginal do erro composto e; = v; — u;. A densidade marginal do erro composto

baseia-se na integracao sobre u; € R da densidade conjunta

@PuP_I (€i+ui>2
i7iP767v:—Z _—_91 3.9
FluelP..0) = ot exp{ o u} (39)
Obtendo-se:
6 o (e; + u;)?
| P S P-1 I G
el 0.0) = c e [T e {0 —oubau a0

a qual nao pode ser escrita em forma fechada. Greene (1990) reescreve a densidade
dada em (3.10) da seguinte forma

P

Pl P,6,0,) = % exp(fe; + 202 /2)[P — 1, e]0(—(e; + 00?)

onde h(r,e;) = E[Q7|Q > 0,¢;] e Qle; ~ N[—(e; + 0a2), 02].

Aproximacao via Laplace
Uma alternativa é aproximar a densidade do erro composto através do método

de Laplace, que sera apresentado no lema a seguir.

Lema 3.2. Sejam V e U wv.a.’s independentes tal que V ~ N(0,02) e U ~
G(P,0), e defina a v.a. Z=V —U. A aprozimagio de f(z|P,0,0,) = [ p.(z +

w)pu(u)du pelo método de Laplace resultard na sequinte densidade para Z

F2|P.0,0,) = g(2)® (\/ag +o2(P 1)) (3.11)
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onde

9%5( ) (z+0(2))* -
— TRy
1) = T o - )|
. 2+ 0c? 24 002)2 —402(P — 1
- _< >_¢< PP 1)
2 2
Demonstragao: Defina nh(u) = —(Z;:%)z — Ou + (P — 1)log(u). Entao, a

aproximacao de Laplace para integral definida em (3.10) é

9P 00
z|P,0,0,) = ————— exp{nh(u)}du
FEIPO.0) = poo [ explnnt)
eP
~ ) YATID (AT,
F(P)O'v exp{nh(uﬂ)} ( uU)?
PP ~\2
= AQ o exp {——(Z + ZO) — Qﬂo}@(Aﬂo)
L(P)y/ug +o3(P —1) 20,
onde
-~ (Z + 00_3) \/(Z + 9012))2 _ 40—1%(P - 1) » (S \11/2 1
Up(z) = — 5 — 5 e A=[-nh"(u)]" = =.
O-’U
Apo6s alguns célculos obtemos a seguinte densidade:
F(2|P,6,0,) = g(2) (¢% +02P—D>. (3.12)

O

A densidade dada em (3.12), obtida através da aproximagao de Laplace, é
parecida com a classe de distribui¢oes assimétricas proposta por Azzalini (1985).
A figura 3.4 mostra o comportamento desta densidade para diferentes valores de

02 e com 0 = 1 fixo.
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Figura 3.4: Distribui¢ao normal - exponencial
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Funcgao de verossimilhanca

Assim, considerando um conjunto de dados cross-section, com N firmas inde-
pendentes. Assuma o modelo de fronteira normal — gama: y; = x;0 + e; para
i=1,..., N onde e; tem densidade dada em (3.12). A funcao de verossimilhanca

para esse modelo é

L(oy,0u,0;y) :H 9(y; — x03)P <\/u0 (yi —xB)? + 02(P 1)) (3.13)

3.3.2 Procedimento de Inferéncia

Nesta secao abordamos a inferéncia sobre modelos de fronteira estocastica nor-
mal — gama. Inicialmente, mostra-se o problema na obten¢ao do estimador de
maxima verossimilhanga para a fronteira estocastica normal — gama. Em se-
guida, apresentamos uma distribuicao a priori de Jeffreys para solucionar este

problema.

Inferéncia pelo método de maxima verossimilhanga

Iniciaremos mostrando graficamente de que pode nao existir o estimador de

maxima verossimilhanca para o parametro 7, = 1/0, da componente normal.
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A Figura 3.5 mostra os graficos de contorno da funcao de verossimilhanca con-
dicional de 7, versus 6 para uma amostra com § =1, o, = 0.14, 5 = (1 1) e

N = 30. Como se observa, a curva ¢ ilimitada na direcao de 6.

Figura 3.5: Curva de contorno da fungao de verossimilhanca condicional de 6 versus 7,
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Neste contexto, um procedimento usual de maximizacao da verossimilhanca
nao levara a resultados adequados. Essas caracteristicas da verossimilhanca su-
gerem que devemos procurar uma maneira de calibrar a informacao obtida dos
dados. A seguir vamos definir a distribuicao a priori de Jeffreys para o parametro

0, para o modelo de fronteira normal — gama.

Inferéncia Bayesiana

Sob a abordagem Bayesiana, estimaremos o vetor de parametros Q2 = (3, 0, P, 0).
Mas para isso precisamos definir a distribuicao a priori de €2. Consideramos o, 3 e
6 independentes a priori. A distribuigao a priori para 3, P e 6§ serdao 3 ~ N (b, B)
, P ~ GI(dy,co) e @ ~ GI(g/2,h/2) com valores para b, B,dy,cy,g e h que
garantem que a distribuicao a priori seja relativamente vaga. Enquanto que para
o, obteremos a distribui¢ao a priori de Jeffreys para dados i.i.d. do modelo de

fronteira normal — gama, como veremos a seguir.
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Seja y = (1, ..., Yn) uma amostra aleatéria do modelo de fronteira normal —
gama com J=0e P =1. O logaritmo da fungao de verossimilhanca é dado por
1(04,0]y) = Nlog(2) + 32 log(g(y:)) + 2N, log @ (—g—; - 0v6’>. A distribuicao

a priori de Jeffreys para o parametro o, dado 6 é dada por

P(00]6) o \I(UU)|1/2 — | 6%, + /_22 (i — 0) g(e)igjj:u;

2
O-’L)
v

1/2

dy

onde I(0,) é a matriz de informagao de Fisher dada por

10) = By (U?(Y;02)) = Eypo, (% log(f (ylo.. e>>) |

Esse calculo pode ser implementado em algumas linguagens de programacao
desde que estejam disponiveis também a f.d.a da normal padrao. Em nosso caso,
foi usado a rotina de quadratura Gaussiana na linguagem Fortran. A priori de
Jeffreys para 7, = 1/0, é p(1,) o I'/%(0,)|00,/07,|. A Figura 3.6 mostra como o
problema encontrado na verossimilhanca fica resolvido para o conjunto de dados

mostrado anteriormente quando utilizamos a priori de Jeffreys.

Figura 3.6: Curva de contorno da distribuicao a posteriori de 6 versus 7,
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3.4 Fronteira t-Student — t-Student Truncada

Um problema pouco abordado nos modelos de fronteira estocastica é considerar
uma fronteira que pode levar em conta a presenca de caudas pesadas no erro
composto. Por exemplo, se a distribuicao do erro simétrico ¢ normal, a analise
do modelo pode se tornar sensivel a presenca de observagoes discrepantes. O
uso da distribuicao t-student na componente de erro acomoda a presenca dessas
observagoes. Tancredi (2003) propde um modelo de fronteira estocdstica onde o
erro de medida tem distribuigao t-student e a ineficiéncia técnica tem distribuicao

t-Student truncada.

3.4.1 O Modelo

O modelo de fronteira estocastica t-Student — t-Student truncado é dado por
yi=xif+e, i=1,...,N com e =uv;— |u] (3.14)

onde wv; ~ St(0,02,m) e wu; ~ St(0,0% n).
Para obter uma priori de Jeffreys, primeiro necessitamos obter a distribui¢ao

marginal do erro composto e; = v; — u;.

Distribuicao t-Assimétrica

No contexto das distribuigoes assimétricas, para obter a distribui¢ao marginal do
erro composto precisaremos da proposicao que veremos a seguir, cuja demons-

tragdo pode ser encontrada em Azzalini e Capitanio (2003).

Proposicao 3.2. Considere que o vetor aleatério (U, V') seque uma distribui¢ao

t-Student bivariada padrao com parametro de forma n, e defina

Z =1- 8V +6|U|.
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Entdo, a varidvel aleatoria Z tem distribuicdo t-assimétrica com parametros de

assimetria A e de graus de liberdade n, e sua fungao de densidade € dada por

B o n+1 12
£(2) = 2ty () Ty [ = (55) ] (3.15)

Lembre que ¢, e 7,1, denotam a funcao de densidade e a funcao de distri-

buigao de variaveis aleatoérias t-Student padrao com 7 e n+ 1 graus de liberdade,
respectivamente. Usaremos a notagao Z ~ St,(\) onde A = \/%T' E fécil verifi-
car que se Z ~ St,(A) eY = p+aZ entdo a v.a. Y tem distribuigao t-assimétrica
com parametros de posicao i, de escala «, de assimetria A e de graus de liber-
dade 7; para simplificar, denotaremos esta distribui¢ao por Y ~ St,(u, o, \). A
Figura 3.7 mostra o comportamento da distribuigao t-assimétrica para diferentes
valores do parametro de assimetria A com posicao p = 0, escala o = 1 e graus de
liberdade n = 3, fixos. Observe que a medida que o parametro A cresce, 0 mesmo

ocorre com a assimetria.

Figura 3.7: Densidade da t-assimétrica
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Para obtermos a densidade marginal do erro composto e;, basta definir que
e; = az; onde a = (/02 4+ 02 e z; ¢ a t-assimétrica obtida através da proposi¢ao

3.2, com § = ——2Z=—. Logo, a densidade do erro composto é exatamente a

\/ o242
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densidade da distribuicao t-assimétrica com parametro de escala « e de assimetria
A, ou seja, e; ~ St,(0,a%,X). O modelo de fronteira estocdstica pode ser visto
como um modelo de regressao com erro t-assimétrico.

Uma caracteristica importante da distribuicao t-assimétrica é o fato dela poder

ser representada como uma mistura no inverso da escala de uma distribuicao
Zy

Y
Ve

SN(0,1,X), e c ~ G(n/2,n/2), independentes. Para isso precisaremos dos Lemas

normal assimétrica com uma distribuicao gama, isto é, Z = onde Z; ~

a seguir, cujas demonstracoes podem ser encontradas em Azzalini e Capitanio
(2003). Assim, a distribuigao t-assimétrica, como pode ser visto, é uma extensao

natural da normal assimétrica.
Lema 3.3. Se V ~ Gama(a, 3), entdo para qualquer a,b € R
E(®(aVV + b)) = Pr(T < av/a/f),

onde T" tem distribui¢cao t-Student nao centrada com 2« graus de liberdade e

parametro de posi¢ao —b.

Lema 3.4. Se X|V =v ~ SN(0,v7',\) e V ~ Gama(v/2,v/2), entdao X tem
f-d.p dada por

1/2
1 zZ— U zZ— n+1
=2—t, | — | T, A
f(z> a 77( o ) n+1 a ((z— )2+77>

«

Funcgao de verossimilhanca

Assim, considerando um conjunto de dados cross-section, com N firmas in-
dependentes, assuma o modelo de fronteira t-Student — t-Student truncada:
yi = xil + e parai = 1,...,N onde e¢; ~ St,(0,a% )\). A fungao de verossi-
milhanca para esse modelo é

. 1/2
Yi — [ Yi — [ n-+

tn < )TWH A ( vi—p )2 )

N Q o (z_) +n

«

Rlr

Lia, pi, A\, m;y) =

n
1=
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3.4.2 Procedimento de Inferéncia

Nesta secao abordamos a inferéncia sobre modelos de fronteira estocastica t-
Student — t-Student truncada. Nesta secao, iniciamos mostrando os problemas
encontrados na estimacao dos parametros de assimetria e de grau de liberdade
pelo método de méxima verossimilhanca. Em seguida, desenvolve-se a priori de

Jeffreys para o caso mais simples, o caso St,(0, 1, ).

Inferéncia pelo método de maxima verossimilhanga

Observamos que a distribuicao t-assimétrica é uma extensao natural do caso nor-
mal assimétrica. Como a distribui¢cao normal assimétrica apresenta alguns pro-
blemas que surgem na etapa da inferéncia, entao espera-se o mesmo na funcao
de verossimilhanca para o modelo de regressao com erro t-assimétrico, principal-
mente no parametro de assimetria, A = —o,/0,. A Figura 3.8 mostra os graficos
de contorno da verossimilhanca condicional de A versus a para uma amostra com
a=0,7, A\=-7,1=4en = 30. Para este particular conjunto de dados o valor

maximo da funcao de verossimilhanca é alcancado quando A — —oo.

Figura 3.8: Curvas de contorno da verossimilhanga condicional de A versus «.
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Observe que a distribui¢ao t-assimétrica tem como caso particular (A = 0)
a distribuigao t-Student com 7 graus de liberdade. Como a distribuicao t-
assimétrica apresenta as mesmas caracteristicas em relacao ao grau de liberdade
do seu caso particular, entao espera-se que a funcao de verossimilhanca do grau de
liberdade condicional aos outros parametros, também possa ir para uma assintota
a medida que o grau de liberdade vai para infinito, podendo assim nao existir o
estimador de maxima verossimilhanca. A Figura 3.9 ilustra o problema para o
mesmo conjunto de dados gerados, onde é apresentado a funcao de verossimi-
lhanca de n para uma amostra de tamanho 30, com os demais parametros fixos:

=0 a=0,Te\=-T7.

Figura 3.9: Curvas de contorno da verossimilhanca condicional de n versus «
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Para corrigir a dificuldade mencionada para o modelo de regressao com erro
t-Student, Fonseca et al. (2006) utilizaram a priori de Jeffreys, cujos resultados
mostraram ser eficientes utilizando a perda absoluta, isto é, tomando-se a mediana
a posteriori como estimador pontual para 7. A seguir vamos obter a distribuigao

a priori de Jeffreys de (A, 1) para o modelo de regressao com erro t-assimétrico.
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Inferéncia Bayesiana

Sob a abordagem bayesiana, estimaremos o vetor de parametros (3, a, A, n), mas
para isso precisamos definir a distribui¢ao a priori de (3, a, A, 7). Consideramos
(A,n), B e « independentes a priori. Para n temos a distribuicdo a priori de
Jeffreys para dados independentes e identicamente distribuidos da t-assimétrica,
dada em (3.21). Enquanto que § ~ N(b,B) e a ~ GI(¢/2,d/2) com valores
para b, B, c e d que garantem que a distribuicao a priori seja relativamente vaga.
Para (A|n) temos a distribuigdo a priori de Jeffreys para dados independentes e
identicamente distribuidos da t-assimétrica, como veremos a seguir.

Seja y = (y1,-..,Ys) uma amostra aleatéria de uma t-assimétrica com p = 0
e a = 1. O logaritmo da fun¢do de verossimilhanca é dado por (A, n|y) =
Nlog(2) + N log(t,(y:)) + i, log (Tnﬂ [Ayi (%) 1/2] ) A distribuigao a

priori de Jeffreys para o parametro A condicional a n é dado por:

12 1/2
2 nt1
s © I+l b1 {)‘y <y2+n> ]
pO o lr02 = | [ 2 (L) 0,0 Lay| e
— 77 y T |:A (77—‘,—1) :|
1 | AY 2

onde I()\) é a matriz de informagao de Fisher dada por

o0

I(\) = Bypn(UX(Y; M) = By (a% log(f(yM,'rz))) :

Resta a demonstragao formal que a distribuicao a priori seja prépria, logo
ainda nao é garantindo que esta ird gerar uma distribuicao posteriori prépria.
Graficamente podemos constatar como o uso da priori de Jeffreys realmente cor-
rige o problema encontrado na verossimilhanca, ver Figura 3.10, pelo menos para

o conjunto de dados mostrado anteriormente.
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Figura 3.10: Curva de contorno da distribuicao a posteriori de A versus a.
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Agora, precisamos definir a distribuicao a priori para o grau de liberdade da

t-assimétrica, que é dada por

8 2
p(n) o T2 = Ebn7<5510g(fﬁﬂk,nﬂ)
127\ 2
n+l
e 810gtn(y)+alogT"+1 [)\y<y2+ﬂ) }
Y‘77 an 67’]

Observe que nao é possivel determinar uma expressao para

1/2
Olog T, 11 {)\y (ﬁ) }
3.17
5 (3.17)
ni1 )12 n+2 2 1-12
onde Tnﬂ {)\y (Z_T>1/2} :/ y(y2+n) +1F(T) [ z } d»
e o TEOVARED L el

Assim, a expressao (3.17) parece ser intratével e deve ser avaliada numerica-

mente. Vamos utilizar a aproximacao de Laplace para obter uma expressao para

a derivada da funcao de log-verossimilhanca.

43



Lema 3.5. Seja Y ~ ST, (0,1, ) com fungao de densidade de probabilidade dada

por
1/2
n+1
Pl = 20 Ty |0 (50 ]
1/2 _n7+2
() ) [1+ 2]
— 2, (y)/ (#5) . . s (318)
~oo L)V +1)
Entao, aprozimando a densidade dada em (3.18) via método de Laplace temos
1/2
n+1
An) =2 O A ) 3.19
FlylAn) =29 (y) y(y2+n) ] (3.19)
L2t 2
Ondeg(y): (Z)U(y)\/_

D(55) (0 +2)12

Prova: Defina nh(z) = —%2 log [1 + =

) njl}- Entdo, a aproximagao de Laplace

para integral definida em (3.18) é

20 (2521 (y) /Ay(;’ﬁ)m

f<y|>\;77> 2 eXp{nh(z)}dz
LY+ 1Y oo
20("F)ty () .
~ /2 A1 -
=y £ 1 PG 0 AT RIAD - )
20(12)¢t, (£) V2 2 1%
— (n+21 ) n a) 1\/2_ |:1 + ZO :| A_1¢ [A (b— /Z\O)]
(=) + 1Y n+1
onde
1\ /2 .
N (yzi n) ; By=maxh(z) =0 e A= [-nh (%)) = Zil
Apo6s alguns célculos obtemos a seguinte densidade:
/2
n+1\"
An) =2 D |\ ) 3.90
Fubn =200 [y (55) ] (3.20)
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Agora, a fungao log-verossimilhanga serd (A, n]y) = N 1085@)"’21']11 log(g (y:))+
1/2
n+1 ) } ) e a distribuicao a priori de Jeffreys para o parametro

Zf\; log (‘I’ {)\Z/z’ (ﬁ
de graus de liberdade sera

1/27\ 2
nt+l
b 9oz g(y) Olog ® [)\y (y2+n> } a1
onde
Ologg(y) _ dlogl(*3) dlogP(*") 1,

on N dn dn 2(n+2)
1 [dlogD(ZL)  dlogT(Z) 1 1)y?
- 0og ( 2 )_ 0og (2) - 2(77+ )2y —log(1+y2/77)
2 dn dn n o n*(1+y?/n)

1/ 1/2
+1 +2
Olog @ [Ay <y772+n) } i [Ay <;2+’7> ] My(y* — 2)
on N 2\? (2(77+2)1/2(y2+77>3/2)'
) l)\y (yZ_Jrn) }

Resta a demonstracao formal que a distribuigao a priori seja prépria. A Figura
3.11 mostra como o problema encontrado na verossimilhanca fica resolvido para
o conjunto de dados mostrado anteriormente utilizando a distribuicao a priori de

Jeffreys para o parametro 7.
Figura 3.11: Curva de contorno da distribuicao a posteriori de 7 versus a.
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3.5 Aplicacao com dados artificiais

Nesta secao, sao apresentados os resultados de uma aplicacao a dados artificiais
utilizando a distribuicao a priori de Jeffreys desenvolvida na se¢ao anterior. Nossa
aplicacao sao os dados artificiais do modelo de fronteira normal — gama com P =
1, ou seja, de fronteira normal — exponencial. Um conjunto de dados artificiais de
tamanho 30 () foi gerada do modelo de fronteira normal — exponencial com 6 =
1, B = (1,1) e para diferentes valores para a precisao 7, = 1/0, (1, = 3,5,7,9).
Foram utilizadas duas covariaveis: uma assumindo o valor 1 e outra uma geracao

aleatéria da N(0,1).

3.5.1 Esquema de MCMC

A inferéncia Bayesiana usando a priori referéncia serd feita considerando duas
alternativas de modelagem: a primeira, via modelagem hierarquica (Henze, 1986)
e outra via verossimilhanga marginal (modelo assimétrico). Em ambos os casos
usamos a priori de Jeffreys para o, apresentada na se¢ao 3.3.2. As distribuigoes
a priori definidas para os outros parametros foram: § ~ N(u,%) para u =0 e
¥ = diag(0.001,0.001) e 6 ~ G (vg,wp) para vy = 0.01 e wy = 0.01.

A modelagem hierarquica segue a seguinte estrutura:

(yilui, B,02) ~ N(2:6 — w;,07) (3.22)

(uil0) ~ Exp(0) (3.23)

A inferéncia sobre (3,0, 0, e u = (uy, ..., uy) foi obtida através do algoritmo de
MCMC. A partir das equagoes (3.22) e (3.23) e junto com a distribuigao a priori
definida anteriormente, obtemos as seguintes distribui¢oes condicionais completas

envolvidas no algoritmo de MCMC:
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e Distribuicao condicional completa de (3
(Bly, 00,0, u) ~ N (b, H')
onde b, = H-"{Hoby + 0,2 X (y +u)} e H, = Hy + 0, 2(X' X) .

e Distribuicao condicional completa de 0

N
(9|y7ﬁaavau) ~ (G <N+U0,Zui +w0> .

i=1

e Distribuicao condicional completa de u; para i =1, ..., N,
(uily, B,00,6) ~ NT°(m, R),
onde m = xj3 —y; — 0.0 ¢ R = 0.

e Distribuicao condicional completa de o,

1 N

552 (y;i — 238+ w;)* | 7 (),

1
p(ou]B,0,u) o N XD |~

v =1

onde 7(0,) é a priori de Jeffrey para o,.

Note que a distribuicao condicional completa de o, nao tem uma forma conhe-
cida e, portanto, serd utilizado o algoritmo de Slice Sampling para a amostragem
desta distribuicao. O principal interesse na modelagem de fronteira estocastica é
a estimacao das ineficiéncias u; para cada firma ¢. Na modelagem hierarquica, wu;
sera gerada a partir da distribuicao condicional completa de u; a cada interagao
do algoritmo de MCMC. Esta modelagem hierarquica facilita a implementacao
Bayesiana.

Uma outra alternativa para realizar a inferéncia Bayesiana é utilizando a apro-
ximacao da fungao de verossimilhanca marginal

L(y|3,0,,0) :9exp{@+9(y—xﬁ)}q> [—M—H% (3.24)

2 Oy
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Neste caso a inferéncia sera realizada apenas para os parametros 3, 6 e o,. A
partir da fungdo de verossimilhanca marginal definida na Eq (3.24) e junto com
a distribuicao a priori definida anteriormente, obtém-se as seguintes distribuigoes

condicionais completas envolvidas no algoritmo de MCMC:

e Distribuicao condicional completa de (8

1 _
P01, o exp {00y — 29) — 55 b [ -2 g |
oy
e Distribuicao condicional completa de 6
2 2 _
p(0)y, oy, B) x 0 exp {0 20” +0(y —x0 — wo)}q) {_M _ 00-11:| _
oy

e Distribuicao condicional completa de o,

plowly.0.5) o Dexp {92“3 bo [0 o] 2o,

2 Oy

onde 7(0,) é a priori de Jeffrey para o,.

Nesta abordagem as distribuicoes condicionais a posteriori nao possuem uma
forma analitica fechada devido a funcao de verossimilhanca marginal nao ter uma
forma conhecida, por isso é necessario utilizar algum método de amostragem.

A estimagao das ineficiéncias uls é feita utilizando a media da distribuigao de

u; condicional ao erro composto e;, E(u;|e;)

$(4)
E(u;le;) = —A 2
(uiles) = oo {@(—A) (3.25)
onde A = (e; + 0%0)/0,. Observe que E(u;le;) é uma funcao dos parametros do
modelo.

Todas as rotinas e os cédigos em Fortram envolvido no algoritmo de MCMC

neste estudo simulado estao disponiveis sob requisicao.
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3.5.2 Resultados

A seguir vamos apresentar os resultados da simulacao utilizando a priori de Jef-
freys para o,. Duas alternativas de modelagem foram utilizadas: via verossimi-
lhanga marginal ou via modelagem hierarquica.

O esquema MCMC proposto foi utilizado considerando 20.000 iteragoes onde
as primeiras 10.000 foram descartadas. Amostras foram guardadas a cada 5
iteracoes e, portanto, os resultados sao baseados em cadeias de tamanho 2.000.
Para verificar a convergéncia das cadeias foi utilizada estatistica R (ver Gelman &
Rubin, 1992, para mais detalhes) onde valores préximos de 1 indicam convergéncia
das cadeias. As estatisticas R ficaram proximas de 1 o que sugere que as cadeias
convergiram (ver estatisticas no Apéndice).

Para cada cendrio foram calculados, a média a posteriori (E[r,|y]) e o desvio
padrao a posteriori (SD[r,|y]). Além disso, obteve-se o estimador de maxima
verossimilhanga (7,) através do pacote Frontier desenvolvido por Coelli (1996).
A Tabela 3.1 contém o sumaério dessas informagoes. Observa-se que a média a
posteriori estd sempre bem préoxima do valor verdadeiro de ¢,. Observamos que
para N = 30, o EMV obtido para o, ¢ infinito para o, = 5,7,9 o que sugere
que ha uma probabilidade positiva do estimador de maxima verossimilhanca ser
infinito, que depende de o, e do tamanho do conjunto de dados.

O tempo computacional dos esquemas sao dados na Tabela 3.2. Observe que
o tempo computacional da modelagem via verossilhanga marginal requereu um
tempo mais prolongado. Porém, quando N for relativamente grande, a modela-
gem hierarquica pode levar certa desvantagem, pois a cada iteragao sera necessario

gerar (N + 3) parametros, e isso pode levar um custo computacional maior.
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Tabela 3.1: Estimativas a posteriori para o modelo de fronteira normal — exponencial

e estimador de maxima verossimilhanca.

verossimilhanca modelagem
marginal hierarquica

Priori Jeffreys Jeffreys
Valor | E[r|y] | SD[nly] | E[nly] | SD[r|y] | EMV
Ty = 2,678 0,625 3,782 0,767 2,752
Ty = 4,605 1,417 5,079 1,336 | 4047,850
To =171 6,445 1,774 7,134 1,453 | 9933,494
Ty = 9,301 1,348 9,782 1,583 | 8952,294

Tabela 3.2: Tempo Computacional.

Modelagem Tempo

verossimilhanga marginal e priori de Jeffreys | 510 segundos

hierarquica e priori de Jeffreys 330 segundos

3.6 Aplicacao a dados Reais

Nesta secao, sao apresentados os resultados de uma aplicacao com dados reais
utilizando as prioris de Jeffreys obtidas. Foram considerados os dados coletados
por Christensen e Greene (1976) para 123 companhias de servigo elétrico nos
Estados Unidos em 1970. Estes dados também foram analisados por Van den
Broeck et al. (1994) e Tancredi (2003).

Christensen e Greene (1976) e Greene (1990) ajustaram uma funcao de custo
sugerido por Nerlove (1963) baseando-se na fungao de producao Cobb-Douglas,
porém generalizaram incluindo o termo quadrético (log do output Q), passando

a permitir que o retorno de escala varie com Q. Nestes dados temos trés fatores
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de producao: trabalho, capital e combustivel com os respectivos pregos P, P, e

Py; e com a especificacao da fungao de custo dada por

yi= — Bo— BilnQ; — 52“12@1 - ﬁ:aln(Pl/Pf)
— Ban(Py/Py) + vi — w;, (3.26)

onde y;=-In(custo da firma i/Py).

Nesta aplicagao serao ajustados apenas os seguintes modelos:

e modelo de fronteira t-stundet — t-student truncada considerando a priori

de Jeffreys para A e n obtida na segao 3.4.2;

e modelo de fronteira normal — normal truncada considerando a priori de

Jeffreys para A obtida na secao 3.2.2.

Para cada parametro foram geradas duas cadeias paralelas (iniciando de va-
lores diferentes) de tamanho 20.000 descartando-se as primeiras 10.000 iteragoes
como periodo de aquecimento e guardando a cada 5 iteragoes. Portanto, o tama-
nho final das amostras é 2.000. A convergéncia foi verificada através da estatistica
R de Gelman & Rubin em que ficaram préximas de 1, o que sugere que as ca-
deias convergiram (ver estatisticas no Apéndice). Para se ter uma idéia visual
da distribuicao da amostra a posteriori, as Figuras 3.12 e 3.13 ilustram os his-
togramas para os parametros do modelo de fronteira normal — normal truncada
e t-Student — t-Student truncada, respectivamente. As retas verticais traceja-
das e pontilhadas representam a média e o IC 95% a posteriori, respectivamente.
Os resultados obtidos sao similares aqueles encontrados em Tancredi (2003), em
que sao ajustados os mesmos modelos, considerando uma abordagem classica.
Observa-se que a densidade a posteriori de 7 esta concentrada em torno de 4,5

indicando que os outliers sao bastante provaveis.

o1



Figura 3.12: Histograma para os parametros do modelo de fronteira normal — normal
truncada utilizando a priori Jeffreys para A. As retas verticais tracejadas e

pontilhadas representam a média e o IC 95% a posteriori, respectivamente.
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Figura 3.13: Histograma para os parametros do modelo de fronteira t-student —
t-student truncada utilizando a priori Jeffreys para A. As retas verticais tracejadas e

pontilhadas representam a média e o IC 95% a posteriori, respectivamente.
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Finalmente, vamos apresentar os resultados para as eficiéncias de 5 firmas den-
tro da amostra. A Tabela 5 compara as estimativas das eficiéncias p; = exp (—u;)
para os dois modelos de fronteira analisados. Observamos que no modelo de fron-
teira t-Student — t-Student truncada as estimativas para p; sao um pouco maior
que o modelo de fronteira normal — normal truncada, com excegao da primeira

firma.

Tabela 3.3: Eficiéncia para as cinco primeiras firmas.

Fronteira Fronteira

normal — normal truncada t-student — t-student truncada

1 0,742 0,601
ps 0,962 0,963
P3 0,909 0,927
pa 0,892 0,898
Ps 0,947 0,951
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Capitulo 4

Modelo de Fronteira Estocastica

Fatorial

Em muitas areas da economia ha o interesse em medir a eficiéncia técnica de uma
determinada firma. Quando temos caso de multiplos produtos, surge o problema
de calcular a eficiéncia de uma determinada firma. Neste capitulo é formulado
um modelo de fronteira estocastica para multiplos produtos seguindo a abor-
dagem bayesiana. A proposta é reduzir os multiplos produtos para um tnico
output agregado através da técnica de andlise fatorial. Dado este produto agre-
gado, o problema basico de estimar uma fronteira estocéstica é essencialmente o
mesmo que no caso de um unico produto. Neste modelo proposto sera utilizado
a técnica andlise fatorial juntamente com a transformagao de Box-Cox (Box e
Cox, 1964), onde os produtos transformados podem ser explicados por um fator
latente também transformado. A utilizacao da transformacao na familia Box-
Cox, no contexto do modelo de andlise fatorial, permitiu agregar os produtos que
sao economicamente possiveis. Essa transformacgao também pode ser particular-
mente Util quando uma variavel resposta nao cumpre com os pressupostos de

normalidade e/ou homoscedasticidade. A inferéncia neste modelo proposto serd

25



feita utilizando-se uma abordagem Bayesiana. Finalmente, exemplos com dados

artificiais sao apresentados para mostrar a aplicabilidade do modelo.

4.1 Introducao

Na teoria neoclassica da firma, a tecnologia de produgao é, normalmente, repre-
sentada por uma funcao de producao. Esta funcao sugere uma relacao técnica
que indica a quantidade maxima do produto que se consegue obter com diferentes
combinagoes dos insumos.

Se a firma produzir diferentes produtos, o processo de produgao, que trans-
forma um vetor de insumos x num vetor de produtos y, pode ser representado

pela funcao de transformacao dada por

h(y,z) =0, (4.1)
onde os produto sao representados pelo vetor y = (yi,...,¥,) e os insumos pelo
vetor © = (x1,...,xx). Se a fungdo de transformacao (4.1) é separavel, entao

podemos reescreve-la da seguinte forma:

9(y) = f(@). (4.2)

A fungao ¢(y) é um agregado dos produtos que unem o "produto agregado”a
uma func¢ao de producao, f(z). A estimac¢ao econométrica do modelo usando
uma funcao de transformacao, separavel ou nao, pode ser dificil. Talvez por
esse motivo nao existam muitos trabalhos que estimem diretamente a funcao de
transformacao. A maioria dos investigadores quando se defrontam com firmas que
possuem varios produtos, as funcoes de custo e de demanda sao as mais utilizadas,
pelo motivo de facilidades matematicas, mas isso requer uma quantidade maior
de informacoes sobre os dados. Além das quantidades de insumos e produtos,

também sao necessarios seus precos e custos. Quando existem apenas informagoes
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sobre os insumos e os produtos ha a necessidade de se trabalhar com a funcao de
transformacao.

Existe uma extensa literatura que implicitamente calcula a funcao de trans-
formagao a fim de avaliar a produtividade de uma firma especifica usando uma
abordagem nao-econométrica. Nesta abordagem é assumida uma funcao de trans-
formagao deterministica (sem medida de erro nos dados) e sao usadas técnicas
de programacao linear. Para muitos casos, tal abordagem é indubitavelmente
razoavel. Porém, em alguns casos poderia ser preferivel assumir um erro de me-
dida no modelo e adotar uma abordagem econométrica (ver Koop et al. (1997,
1999) para uma discussao mais detalhada destes assuntos). Outras abordagens
econométricas que se encontram na literatura sao as de Adams et al.(1999) e de
Lothgren (1997), em que assumem a fungao de transformacao separavel.

O trabalho mais recente encontrado na literatura utilizando uma abordagem
Bayesiana é de Fernandez et al. (2000), que usa métodos econométricos assu-
mindo uma funcao de transformacao separdvel. A forma assumida para g(y) é
uma modificagdo da funcao CET (constant elasticity of transformation). Por
analogia com o caso de um tnico produto, h(z) define a producdo méxima que
pode ser alcancada com os insumos z, e é chamada de fronteira de producao, e o
desvio da fronteira seria interpretada como a ineficiéncia técnica da firma.

O método mais conhecido para investigar a dependéncia de um conjunto de
variaveis em relagao a um numero menor de variaveis latentes é chamado analise
fatorial. A andlise fatorial é uma das técnicas mais usuais do que se convenci-
onou chamar de andlise multivariada. A contribuicao deste capitulo consiste na
utilizacao da analise fatorial combinada com a transformacgao de Box-Cox, permi-
tindo obter uma fronteira estocastica quando temos varios produtos. O modelo
proposto neste capitulo é uma extensao do modelo de fronteira estocéastica para

miultiplos produtos proposto por Medrano (2003), em que é utilizada a andlise
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fatorial sem transformagao. A andlise fatorial com transformacao de Box-Cox
possibilita a construcao de um fator por meio de combinacao entre os produtos
transformados e que este fator seja modelado através de uma fronteira estocastica.

Este capitulo esta organizado da seguinte forma. Na Secao 4.2 apresentamos a
especificagao da fungao de transformagao (CET) mais usada na literatura para o
caso de multiplos produtos. Na Secao 4.3 sera apresentado o modelo descrito em
Fernandez et al. (2000), juntamente com o algoritmo MCMC para fazer inferéncia
a posteriori de todos os parametros do modelo. Na Secao 4.4, o modelo fatorial
Bayesiano serd descrito, incluindo as distribui¢oes a priori para os efeitos e seus
hiperparametros e, também, as distribui¢oes condicionais completas a posteriori.
Na Secao 4.5 serd incorporado ao modelo fatorial com transformacao de Box-
Cox, gerando uma nova classe de modelos. Na Secao 4.6 serd apresentada a
fronteira estocdastica fatorial com transformacao de Box-Cox. As distribuigoes
a priori, as condicionais completas a posteriori e propostas para o MCMC para
todos os parametros e hiperparametros serao discutidas. Finalizando o capitulo,
um estudo de simulagao serda conduzido comparando as formas alternativas de

modelagem.

4.2 Funcao CET

Quando uma firma possui multiplos produtos, frequentemente esses produtos tém
unidade de medida diferentes, o que impossibilita a analise conjunta desses produ-
tos. Para a analise dos dados ser possivel, é necessario criar um indice, através de
uma transformacao ponderada, que garanta uma escala comum para esses produ-
tos. Uma transformagao é a fungdo CET (constant elasticity of transformation)

proposta por Powell e Gruen (1968), a qual é

P 1/q
9(y) = (Z aj?J?) : (4.3)
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onde «; € (0,1) para Vj = 1,...,p e tal que Z§=1 a; =1 ecom q > 1. Para
valores fixos de a = (ay, ..., ), g e g(y), (4.3) define uma superficie de dimensao
(p — 1) em RP correspondendo todos os vetores dos produtos de dimenssao p
que sao tecnologicamente equivalentes. Em outras palavras, (4.3) representa o
conjunto de possibilidades de produgao que sao tecnologicamente viaveis. Como
ilustragao, considere p = 2 (dois produtos); a Figura 4.1 representa as curvas
de possibilidade de producao que sao tecnologicamente vidveis para diferentes
valores de oy e ¢: (a) oy =1/2eq=1,2,4¢e (b) a1 =1/3 e q=1,2,4. Note que
essas curvas podem ser interpretadas da mesma forma como as curvas isoquantas.
Lembre que a curva isoquanta representa as varias combinagoes dos insumos que
podem ser usados para produzir um determinado nivel do produto. A curva de
possibilidade de producao, por outro lado, representa as varias combinacgoes dos
produtos que podem ser produzidas usando um determinado nivel do insumo. Na
Figura 4.1, observa-se que fixando um valor para y;, o valor da contribuicao de
y2 para obter g(y) = 1 serd maior quando o parametro ¢ aumenta.

Um elemento importante associado a funcao de transformacao é a elasticidade
de transformacao. A elasticidade de transformacao mede a taxa de mudanca na
taxa marginal de substituicao, ou seja, é uma medida da facilidade com que um
produto pode ser substituido por outro. A elasticidade de transformacao para a
fungdo CET de quaisquer dois produtos é dada por e = 1/(1 — ¢). Impondo-se
que q > 1 assegura-se a negatividade da elasticidade de transformacao. Observe
que quando ¢ — 1 implica que € — —o0 neste caso os produtos sao substitutos
perfeitos. J4 quando ¢ — oo implica que ¢ — 0 entao a substituigao nao é
possivel. Assim, quanto menor for o valor de ¢ melhor serda a substituicao de
um produto pelo outro. Exemplos de curvas de possibilidade de producao para

diferentes elasticidades de transformacao sao apresentados na Figura 4.2.
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Figura 4.1: Curvas de possibilidade de produgao para dois produtos. Todas as curvas

correspondem a ¢g(y;) = 1
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Figura 4.2: Elasticidade de transformagao. A linha cheia representa € = 0, a linha

tracejada corresponde € = —1 e a linha pontilhada representa ¢ — —oo

4.3 Uma abordagem de fronteira estocastica para
multiplos produtos

Esta secao descreve resumidamente o modelo de fronteira estocastica proposto
por Fernandez et al. (2000) para o caso de miltiplos produtos. Estes assumem
uma funcdo de transformagao separavel, g(y) = h(z). Em ¢(y) define o produto
agregado e em h(x), uma fronteira de producao. O produto agregado g(y) é
obtido por uma funcdo com elasticidade de transformacao constante (CET). O
objetivo principal desta secao é observar as curvas de possibilidade de producao
obtidas através desta funcao. Assim, nas proximas secoes vamos estudar se as
possiveis combinagoes entre os produtos, obtidas pelo modelo aqui proposto, sao
similares aos obtidos através da funcao CET, ou seja, se esta de acordo com a

teoria economica.
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4.3.1 O Modelo

Considere um conjunto de N observacoes correspondendo aos produtos de N
firmas diferentes. O produto da firma ¢ (i =1,..., N) é um vetor p-dimensional
vi = (Yin, .-, vip) € RE. A funcdo de transformagao CET considerada por
Fernandez et al. (2000) é dada por:

p 1/q
9(yi) = <Z a??J%) , (4.4)
j=1

onde a; € (0,1) j=1,...,p, >0 ja;=1eqg>1
Esta funcao é uma modificacao da funcao de transformacao CET, em que a
fungdo dada em (4.4) tem os parametros «’s transformados, ou seja, a?. Esta
funcao define a transformacao do vetor de produtos multivariado y; para a quan-
tidade univariada g(y;), que pode ser interpretada como um “produto agregado”.

Assim, o modelo de fronteira estocéstica sera definido pelo logaritmo do produto

agregado, ou seja, log g(v;), tal que
logg(yi) = 26 —u; +vi v~ N(0,07), (4.5)

onde x; denota o vetor m-dimensional de insumos e 3 € R™ é o vetor de coefi-
cientes de regressao. Finalmente, u; é o termo de ineficiéncia que assume uma

distribuicao exponencial com média 1/\.

Funcgao de verossimilhanca

O modelo dado em (4.5) nao é suficiente para definir uma densidade amostral para
as observagoes ¥; ;, pois a funcao de verossimilhancga refere-se apenas ao agregado
log g(y;), e nao aos y; ;. Para completar o modelo e usar a inferéncia Bayesiana,

introduzem-se as (p — 1) dimensoes restantes considerando a distribuicdo dos
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produtos dentro de cada superficie de equivaléncia de producao:

Gy
nz‘,jzpj—d, ]:1,...,]?, e ’I’]Z':(?]il,...,nz'p)/, (46)

Z Y,
1=1
Assumindo independéncia amostral em (4.6) pode-se definir a fungao de den-

sidade de probabilidade:
i ~ Dy(s), (4.7)

sendo D,(s) a distribui¢do Dirichlet com dimensdo (p — 1) e parametro s =
(51,--,5p) € R Nota-se que 0 <n;; <led ¥  n;=1

Logo, as equagoes (4.5)-(4.7) definem a f.d.p de y = (y1,...,yn)":
- Mi,j
P(ylB, 02, a, q,5,u) = | [ p(log g(y:)|B, ui, o2)p(mils) [ | ¢* (1/p)ﬁ> (4.8)
i > i.j

sendo u = (uy,...,uy)’, e o ultimo fator da equagao (4.8) refere-se ao Jacobiano

da transformacao.

4.3.2 Inferéncia Bayesiana e algoritmo MCMC

Nesta se¢ao sera apresentado o procedimento de inferéncia proposto por Fernandez
et al. (2000), baseado no paradigma Bayesiano. Inicialmente, distribuigoes a pri-
ori para todos os hiperparametros sao apresentadas e, em seguida, é definido o al-
goritmo MCMUC utilizado para obter amostras a posteriori de todos os parametros

de interesse.

Distribuicoes a priori

Para a especificacao do modelo, nds requeremos as distribui¢ées a prioris para
os parametros do modelo. Fernandez et al. (2000) assumem que os parametros
(e, q,s, 0, 0) sdo independentes a priori e considera as seguintes distribuigoes
a priori: a ~ D(a), s; ~ G(bj,¢;), ¢ ~ Exp(d)Iq,0(q), 8 ~ N(bo, Hy'), 0% ~
GI(no/2,a0/2) e A ~ G(vg, wp).
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Inferéncia a posteriori

A distribuigio a posteriori conjunta de (3,02, «, q, s, A\, u) é dada por

p(B,07, 0, 4,8\ uly) o Hp (log g(:)|B, us, o Hp wiA) Hp (mils

x Hq 1/1))"’” a)p(q)p(s)p(ﬁ)pu)p(az) (4.9)

a qual é analiticamente intratavel e, portanto, o algoritmo MCMC sera utilizado
para amostrar os parametros de interesse. Neste caso, as distribuicoes condi-
cionais completas dos parametros sao obtidas a partir da distribuicao conjunta
a posteriori (4.9). Neste caso, as ineficiéncias sdo amostradas separadamente
de uma distribui¢ao normal truncada. Para os parametros relacionados a fron-
teira estocdstica, 3,02 e A , as distribuigoes condicionais completas sao, respec-
tivamente: distribui¢bes normais (univariadas ou multivariadas) ou distribuigdes
Gama inversa, as amostras sao geradas utilizando o amostrador de Gibbs. A
amostragem dos parametros «, q e s sera feita utilizando algum método de amos-
tragem. Detalhes do algoritmo MCMC podem ser vistos em Fernadndez et al.

(2000). Todas as distribui¢oes condicionais completas sao listadas a seguir

—22; 5
a;+sjqgN—1
plaly, B.02,q,5,\u) o [T o™ T ] (Z Oégy?,j> exp{—B(a)},

onde B(a {22 (log g(y )_Xﬁ+u)’(10gg(y)—Xﬂ+u)}?
e p(qly, 8,02, 0, 5,\,u) ox ¢V exp(—dg) exp{—A(q) } (1, 00)(q),

P q q
!/ yl7
onde A(q) = 55 (log g(y)— X B+u)' (log g(y)— X B+u)+» _ s;log (—q —

Q;Y; i

Para j=1,...,p:

)

9 (2, s)N bj—1 > a?yzl
p(Sj‘Z/ﬁ,UmO%qy)\aU)K T(s)~ 55 XD |79 Cj+zlog 7 aq ;

@Y
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no+ N ag+ (logg(y) — X8+ u) (log g(y) — x5 + u)

hd (0-12)|y757a7q737)\,u)NG]( 5 , 5

N

b ()‘|y7670-12;7057Q757u) NG <N+U07Zui+w0> ;
=1

e Para:=1,...,N:

(Uz‘,% 67 012)7 a, q, 3) ~ NT(I’;ﬁ - log g(yz) - 0—5)\7 02)'

A seguir sera descrito o modelo de fronteira estocdstica proposto nesta tese

para o caso de miultiplos produtos.

4.4 Modelo Fatorial Bayesiano

Nesta se¢ao, o objetivo principal sera a estimacao da tecnologia de produgao e a
medicao da eficiéncia relativa a essa tecnologia para o caso de multiplos produtos.
A idéia é propor um modelo alternativo utilizando a técnica de analise fatorial.
Inicialmente, vamos descrever o modelo de andlise fatorial e, em seguida, genera-
lizar este modelo assumindo que as variaveis transformadas podem ser explicadas
por um fator latente também transformado. Sera fixado apenas um fator para
obter curvas de possibilidade de producao similares a funcao CET. Assim, no
logaritmo desse fator é possivel estimar a fronteira estocédstica da mesma forma

que no caso de um unico produto.

4.4.1 Modelo Fatorial Canonico

A analise fatorial tem como objetivo principal investigar a dependéncia de um
vetor aleatorio y em termos de um numero menor de k variaveis aleatérias nao
observaveis chamados de fatores. Estes fatores estao relacionados com o vetor
y através de um modelo linear. Neste modelo, parte da variabilidade de y ¢é

atribuida aos fatores comuns, sendo que o restante da variabilidade é atribuida
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as variaveis que nao foram incluidas no modelo, ou seja, a uma componente de
erro aleatorio.

Para definir o modelo, considere y; um vetor aleatério p-dimensional com
média 0, e matriz de covariancia A. Uma amostra aleatéria de tamanho N é
denotada por {y; = (yi,.-.,¥ip), 4 = 1,...,N}. Para algum numero inteiro

positivo k < p, o modelo k-fatorial é definido por
yi = Lfi+e e~ N(0,9), (4.10)

onde os fatores f;, k-dimensionais sdo independentes com f; ~ N(0,I;), L é a
matriz (p x k), de carga do fator, ¥ = diag(v1,s,...,¢,) e i =1,...,N. Neste
modelo, a estrutura de covariancia dos dados é dada por V(y;|L, V) = LL' + U,
ou seja, a variancia de y; é dividida em duas partes: i) variancia explicada pelos

fatores comuns (comunalidade) e ii) variancia tnica ou especifica.

Funcgao de verossimilhanca

Dado f;, para i = 1,..., N, o modelo (4.10) pode ser reescrito seguindo uma
notagao matricial como y = FL' +¢, onde y = (y1,...,yn) ¢ F = (f1,..., [n)
sao matrizes de dimensao N X p e N X k, respectivamente. A matriz de erro, €,
tem dimensao N X p e segue uma distribuicao normal matriz-variada denotada

por € ~ N(0, Iy, V), assim a funcao de verossimilhanca de (F, L, ¥) é dada por
p(y|©, F, L) = (2m) NP2 | 0| 2etr {050 (y — FL') (y — FL')}  (4.11)

onde etr(X) = exp(trago(X)) para alguma matriz quadrada X.

4.4.2 Identificacao do modelo

O modelo k-fatorial deve definir um tnico modelo livre de problemas de identi-

ficacao. Nesse sentido, tem-se que o modelo é invariante sob transformacoes da
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forma ff = Pf; e L* = LP’ onde P ¢é qualquer matriz ortogonal de dimensao
(k x k) (Press 1982, capitulo 10). Na literatura existem muitas formas de iden-
tificacao do modelo. Uma alternativa é restringir a matriz L tal que seja uma

matriz triangular inferior com 1’s na diagonal, isto é,

1 0 0 0
laq 1 0 0
0
L= g k2 k3 1
11 lerr2 D1z o0 D
lpa lp2 lpg - lpk

Desta forma assegura-se que L seja de posto completo k, e que a matriz de cargas
tenha d = pk—k(k+1)/2 parametros livres. Para mais detalhes e outras solugoes,

ver Geweke e Zhou (1996), Lopes e West (2004) e Aguilar e West (2001).

4.4.3 Inferéncia Bayesiana e algoritmo de MCMC

Nesta secao um procedimento de inferéncia baseado no paradigma Bayesiano é
apresentado. Inicialmente, distribuigoes a priori para todos os hiperparametros
sao apresentadas. Em seguida, o algoritmo MCMC ¢é utilizado para obter amos-

tras a posteriori de todos os parametros de interesse.

Distribuicoes a priori

Para a especificacao do modelo, nés requeremos as distribuicoes a prioris para
os parametros do modelo (4.10). As distribui¢oes a priori definidas para os
parametros L e W sdo: ly; ~ N(po,Co) para k # j e ¢; ~ GI(v9/2,50/2)

paraj =1,...,p.
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Inferéncia a posteriori

A distribuigao a posteriori conjunta de (F, L, ¥) é proporcional a

p(F, L, ¥ly) o Hp(yz-lfi, L, V) Hp(fi)p(L)p(‘P), (4.12)

na qual é analiticamente intratéavel e, portanto, o algoritmo MCMC sera utili-
zado para amostrar os parametros de interesse. Neste caso, todas as distribuicoes
condicionais completas a posteriori sao conhecidas e disponiveis para amostra-
gem. Assim, o algoritmo de simulacao utilizado foi o amostrador de Gibbs. As

distribuicoes condicionais completas envolvidas no algoritmo MCMC foram:

e Distribuicao condicional completa de L.
— Para as linhas j = 2,...,p, seja L; = (l;1,...,1;;-1), entdo
(Lj|y7 F, \Il> ~ N(Mj’cj)v

onde p; = Cj_l(Co_luolj +¢;2ny1j); C; = Cy'ly +¢j_2F](Fj7 Fjéa

matriz N X (j — 1) contendo as primeiras (j — 1) colunas de F' e y;; a

coluna j de y = (y1, ..., yn)-

— Para j=k+1,...,p, seja L; = (lj1,..., ;1) , entdo
(Lj|y7 F? \I[> ~ N(:uj?cj)v

onde j1; = C; 1 (Cy o1y + ¢]-_2F’y1j) e C;=CyM g+ @Z)]-_2F’F.

J

e Distribuicao condicional completa de ;. Para j =1,...,p,
N — FL:) (y1; — FL;
(wJ’y,L,f>NG[((U+ )’[S—i_(yl] J) (ylj J)]>
2 2
e Distribuicao condicional completa de f;. Parat=1,..., N,

(fily, L, ¥) ~ N[(I), + LU L)y 'L Yy, (I, + LU T L) 1.
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No contexto de fronteira estocastica para multiplos produtos, considerando
apenas um fator, a curva de possibilidade de produgao pode ser relacionada a
E(fily, L, ¥) do modelo fatorial. A préxima se¢do mostrard que a esperanga

condicional do fator é um caso particular da funcao CET.

4.4.4 Curva de possibilidade de producao

Com o intuito de ilustrar o comportamento das curvas de possibilidade de producao,
suponha que a inferéncia sobre os fatores possa ser feita com base na média a
posteriori de f;, E(fi|ly, L, V). Como ja afirmamos para o problema de fronteira
estocdstica para multiplos produtos, vamos nos limitar a um fator (k = 1). Assim,

a média a posteriori de f; para um fator sera:
E(flly“ L, \I/) = (1 + L/qjilL)ilL/q]ilyi
p
== Z 555, (413)
j=1
vr Ly

eaq; =
L+ o+ 2y T 4 2t
A equagao (4.13) mostra a transformacao do vetor de produtos p-variado y;

onde a; = paraj =2,...,p.
para um produto agregado de dimensao 1. Observe que a fungao dada em (4.13)
corresponde a um caso particular da funcao CET, com ¢ = 1, ou seja, corresponde
ao caso de uma substituicao perfeita entre quaisquer dois produtos.

Na préxima segao serd apresentada uma extensao do modelo fatorial, onde a
transformacao de Box-Cox sera aplicada tanto sobre o vetor aleatério y quanto ao
fator comum f, possibilitando, desta forma, uma maior variedade de combinacoes

entre os elementos do vetor y para obter um determinado nivel do fator.
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4.5 Modelo Fatorial com Transformacao de Box-

Cox

Os métodos de simulagao iterativos MCMC permitiram um tratamento facil no
modelo fatorial basico. No entanto, este modelo estd fundamentado na suposicao
de normalidade multivariada das observacgoes, y. Uma alternativa para modelar
quando nao ha normalidade é usar dados transformados. As transformacoes mais
utilizadas sdo as transformagoes da familia de Box-Cox (Box e Cox 1964) onde

para uma variavel Z, a transformagao é dada por:

_ (Zq_l)/q> se Q#()? (414)

log(z), se q=0.

~(@)

Sob o enfoque Bayesiano, alguns trabalhos recentemente utilizam a trans-
formacgao de Box-Cox, como por exemplo, em modelos espaciais (ver De Oliveira

et al., 1997 e De Oliveira, 2003).

4.5.1 O Modelo

O modelo k-fatorial com transformagao de Box-Cox ¢ definido da seguinte forma:

g o= L™ Lo e~ N(O,0) (4.15)
onde f{% ~ N(mo,Ar), L =01 1l ... L),V = diag(sr,,...,1,). Tal
que Y\ = (y\ . ,yi(gl)) e f1%) = (%) . f2)) denotam as transformacoes

de Box-Cox de y; e f; respectivamente.

Funcgao de verossimilhanca

Dado f;, para i = 1,..., N, o modelo (4.15) pode ser reescrito seguindo uma
notacao matricial como y®* = F2[' + ¢, onde y?* = (y%ql), o ,y](\?l))’ e F©2 =
(fl(‘p), ce ](\‘,]2))’ sao matrizes de dimensao (N X p) e (N X k), respectivamente.
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A matriz de erro € tem dimensao N X p e segue uma distribuicao normal matriz-
variada denotada por € ~ N (0, Iy, ¥), assim a fungao de verossimilhanga para as

observagoes nao transformadas sera

p(ylf L,V a1, q2) = (2m) TR0 ety {0507 (y" — FRLY (y" — F=L)} J,

-1 4 . . ~
onde J, = H yfjl é o jacobiano da transformacao.
i?j

4.5.2 Inferéncia Bayesiana e Algoritmo MCMC

Nesta secao é apresentado o procedimento de inferéncia proposto seguindo uma
abordagem completamente Bayesiana. Inicialmente, as distribuicoes a priori para
todos os parametros sao apresentadas e, em seguida, o algoritmo MCMC serd

utilizado para obter amostras a posteriori de todos os parametros do modelo.

Distribuicoes a priori

A escolha das distribuicoes a priori para este modelo requer alguns cuidados, por
causa da interpretagao dos parametros L e W ird depender do valor atribuido ao
parametro de transformacao de Box-Cox.

Considerando o modelo de regressao linear simples com transformacao de
Box-Cox: y@ = z8 + e onde e ~ N(0,0?), para cada valor de ¢ mudaré a
escala e locagao dos dados transformados. Assim, assumir que (3,0 e ¢ sejam
independentes a priori pode dar resultados absurdos (Box e Cox 1964). Box e
Cox (1964) sugerem a seguinte priori dependente, p(3,o|q) 1/(01]5/”). onde k
¢ a dimensao de (3 e J, é o jacobiano da transformacao.

Da mesma forma que em Box e Cox (1964), vamos assumir uma priori depen-

dente, assim a distribuigao conjunta de (L, ¥, ¢, ¢2) sera

p(L, VY, q1,q2) o< p(L,¥|q1,q2)p(q1)p(q2)

PO pantas), (4.16)

q
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onde as distribuicoes a priori para os parametros L e ¥ sao as mesmas definidas
para o modelo fatorial apresentado na Secao 4.4.3. Finalmente, vamos assumir

uma priori uniforme em (a, b) para cada um dos parametros de transformagao ¢,

€ (.

Inferéncia a posteriori

A distribuigao a posteriori conjunta de (F, L, ¥, ¢y, q2) é proporcional a

N
(@—1)(1+%)
p(F7L7\IJaQI7q2|y) X Hp(yi(ql)|fi7L7\I[aq17q2)Hyij['h

i=1 ij
N

< T e mo, An) TT £ p(L)p(®)p(a1)p(g2),

i=1 i
a qual é analiticamente intratavel e, portanto, o algoritmo MCMC sera utilizado
para amostrar os parametros de interesse. Neste caso, as distribuig¢oes condicio-
nais completas a posteriori para parametros L e ¥ sao conhecidas e disponiveis
para amostragem. Apenas as distribuigoes condicionais completas dos parametros
41, q2 € f; nao sao conhecidos. Portanto, sera utilizado o algoritmo de Slice Sam-
pling para a amostragem destas distribuigoes. O algoritmo MCMC serd desen-

volvido a partir das seguintes distribuigoes condicionais completas:
e Distribuicao condicional completa de L
— Para as linhas j =2,....,p, seja L; = ({;1,...,0;;-1)’, entdo
(Ljly, F. ¥, q) ~ N(uy,C),

onde p; = C.j_l<0(;1ﬂ01j+¢;2p;21j) eCj=Cy'l; —HbfP;Pj. Denota-

se por P; a matriz N x (j — 1) contendo as primeiras

(j —1) colunas de F(@) = (f{%) J(\?Q)) e z1; 6 a coluna j de y\?) =
W™, ).
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— Para j=k+1,...,p, seja L; = (lj1,..., 1), entdo
(Lj|ya Fu \;[J,q) ~ N(:uj70j>a

onde p; = C:HCy ol +1p]72F(‘12)'21j) eC; = Cgllﬁzﬁ;zF(%)’F(%).

J

e Distribuicao condicional completa de ¢;. Para j =1,...,p,
(Yily, L, Frq) ~ GI ((UO ;— N), (50 + (=1, = F(q)sz),(le - F(q)Lj))> )
e Distribuicao condicional completa de ¢,

N
1
plarY, X, L, f.0) o JJexp <§(y§q”—Lf§q2))’ " - Lp >)
i=1

(@—-1)(1+7%)
H%’;’l /(b—a).

ij

e Distribuicao condicional completa de g
al 1
p(@lV. X, L. f,¥) o [Jexp (§<y§q” — LEPYUT (™~ Lf >)
i=1
[/ 0-a
e Distribuicao condicional completa de f;. Parat=1,..., N,

p(fily, L, ¥, q) o< exp B(f(‘m ) &L f (22) _ )} fo 1

onde pt = (A + LU L) (mA '+ LUy ) e & = (A + L'T1L) !

4.5.3 Curva de possibilidade de producgao

Novamente, com o intuito de ilustrar o comportamento das curvas de possibilidade
de producao, vamos examinar a média a posteriori do fator latente. Considerando

apenas um tunico fator (k=1) e fi(‘p) ~ N(0,1), a média a posteriori de f; sera:

E(fz(q2)|y7 La\Ijuq17q2> - (1 + L/\I/_lL) lL‘I/ ! (41
— Zajy((h
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= -1
_ wl ! o lﬂ/’j
o -1 2 1 ea; = -1 2
L+ +.. + By, L+ +.. + 5y,
Seq=q=qe Z?zl a; = 1 temos que

onde cparaj =2,...,p.

E(fz(q)|y7 LJ ‘117 Q)

I

[ M'@
(o)
oL
&
=

j=1
7_q b ¢_ 1
B (fz ) _ Zaj (y’L ) ’
q = q
E(fH) -1 _ Zp: 0y _zp:g
q = ¢ T

E(ff) = Z Yy

Entéo, fazendo z; = f! e, através da desigualdade de Jensen, temos que

» 1/q
E(fily, L, ¥, q) = E(z") > (E(z))"1 > (Z aw%) '
j=1

Neste caso, o parametro de transformacao é mesmo para os produtos e o fator
latente, assim a esperanca condicional do fator podera ser similar a funcao de
transformacao CET. Considerando p = 2, a Figura 4.3 ilustra as curvas de possi-
bilidade de producao para diferentes valores de L, ¥ e fixando E( f;|y, L, ¥, q) = 1.
Observe que a Figura 4.3 apresentam curvas de possibilidade de produgao seme-

lhantes as obtidas com a funcao CET apresentadas na Figura 4.1.
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Figura 4.3: Curvas de possibilidade de produgao para dois produtos. Todas as curvas

correspondem a E(f;ly, L, ¥, q) = 1.
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(a) (¢g=1)-L=(1 0.5) e ¥ =diag(0.5,0.25),
(g=2)-L=(1 29) eV =diag(0.1,0.29),
(g=4)-L=(1 14.9) e ¥ = diag(0.1, 1.49).
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) (g=1)-L=(1 0.8) ¢ ¥ =diag(0.4,0.16),
(1 1.8) e ¥ =diag(0.8,0.36),
=(1 4.9) e U = diag(1.6,0.49).
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4.6 Modelo de fronteira estocastica fatorial com
transformacao Box-Cox

Nesta secao sera apresentado um modelo alternativo para obter uma fronteira
estocastica para o caso de multiplos produtos. Uma maneira de tentar soluci-
onar esse problema é utilizar a andlise fatorial descrita na Secao 4.5 como uma

ferramenta exploratéria para a reducao do nimero de variaveis.

4.6.1 O Modelo

Seja N o numero de firmas, cada firma com p produtos diferentes. O produto da
firma ¢ é dado pelo vetor p-dimensional y; = (y;1,...,¥ip) € RE, i =1,...,N.
O modelo fatorial com transformagao de Box-Cox com apenas um fator (k = 1)

proposto é
n = LfP+e, e~ N(0,D), (4.17)

onde L= (1 Iy ... L),V =diag(ts,vs,....¢,) ey = (yd, ..., y?).

Desta forma, a equacao (4.17) define a transformagao de um vetor de produtos
multivariado y; em uma quantidade univariada f;. Se interpretarmos o valor de
fi(q) como um produto agregado, entao é razoavel definir a fronteira estocastica

para log fi(q), isto é,
log f19 = 23 — u; + v;. (4.18)

Como usual, denotamos por x; o vetor de insumos de dimensao m e por
G € R™ o vetor de coeficientes de regressao. A ineficiéncia tecnolégica é capturada
pelo fato das firmas poderem estar operando abaixo da fronteira, obtendo-se
assim um vetor de ineficiéncia u;, em que esta tem distribui¢ao exponencial com
média 1/X e v; tem distribuigdo normal com média 0 e variancia o2. A eficiéncia

correspondente a firma i serd definida por exp(—u;).
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Funcgao de verossimilhanca
Sejam as observagoes i.i.d. (y1,...,yn) e o fator (f1,..., fy) definido para as N
firmas. A func@o de verossimilhanga para 2 = (F, L, ¥, q) é dada por

|\I”_N/2

U = G exp{ 0. 52 FOLY ey - 70 }qu :

4.6.2 Inferéncia Bayesiana e algoritmo MCMC

Nesta secao sera apresentado o procedimento de inferéncia proposto seguindo
uma abordagem completamente Bayesiana. Inicialmente, as distribuigoes a priori
para todos os parametros sao apresentadas. Em seguida, o algoritmo MCMC é

utilizado para obter amostras a posteriori de todos os parametros do modelo.

Distribuicao a priori

Usando a mesma distribuigao a priori de (L, ¥, ¢) definida para o modelo fatorial
com transformacao de Box - Cox e considerando uma independéncia a priori com

os parametros relacionados a fronteira (3,07, A), obtemos a seguinte distribui¢ao

) ’U’

a priori conjunta
p(L, ¥, 3,00, A) = Tﬁ(ﬁ)p(ﬁ)p(A), (4.19)

onde L ~ N(po,Co), ¥ ~ GI(vg/2,50/2) para j = 1,...,p, B ~ N(u,2),
02 ~ GI(ng/2,a0/2), X ~ G (dy,e0) e q ~ U(a,b). Os hiperparametros sio

escolhidos de forma que as distribuigoes a priori sejam vagas.

Inferéncia a posteriori

A distribuigdo a posteriori conjunta de (F, L, ¥, q,u, 3,02, \) é dada por

N p
p(F LW, gu, 8,00, Aly) - ox Hp N fi L, 0, 1, ) HH =+
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< p(L)p()pla) [T plos £, 5,03 T 2
< TN p@pto )oY (4.20)

i=1
a qual é analiticamente intratavel e, portanto, o algoritmo MCMC serd utilizado
para amostrar os parametros de interesse. Neste caso, as distribuicoes condici-
onais completas a posteriori para parametros L, ¥, 3,02 X e u; sao conhecidas
e disponiveis para amostragem. Apenas as distribui¢des condicionais completas
dos parametros ¢ e f; nao sao conhecidas. Portanto, sera utilizado o algoritmo de
Slice Sampling para a amostragem destas distribuicoes. As distribui¢oes condi-
cionais de L e ¥ sao as mesmas apresentadas na subsegao 4.5.2. Para os demais

parametros, 3, 02, X\, q, fi e u;, as distribuigoes condicionais completas sao:
e Distribuicao condicional completa de (8
(Blog, A u) ~ N (be, H)
onde b, = H7'{Hoby + 0;2X (6 +u)} e H, = Hy + 0, 2(X' X)71.
e Distribuicao condicional completa de o2

(02|83, \,u) ~ GI (c,,d,),

(N+No) (6 +u—XB)(0+u—XB)+a]

2 2

onde ¢, =

e Distribuicao condicional completa de A

N
()\|ﬁ, Jg,u) ~ G (N +U0,Zui +w0> .

=1

e Distribuicao condicional completa de ¢

N
1 _
palY, L [0, 6,0%0) o« [[exp (5@5@ LYy —Lf§q>>)
=1
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1
< oxp [~ slon £~ alp + | /£
5 T -k
1 — -
i=1 j

e Distribuicao condicional completa de u;

<u2|67 012;7 /\) ~ NT(m7 R2)7

isto é, uma distribuicao normal truncada com densidade 2¢ (“]’%m) H{u; >

0} onde m = z8 — &; — o2\ e R* = o2.
e Distribuicao condicional completa de f;. Parai=1,... N

1 - -
p(fily, L, ¥, q, 3,02, A\, u) o exp (§(y§Q)—Lfo))"1’ Hy@ —Lfi(q)))ff '

1
202

X exp { (log f{” — 23 + Ui)2:| /9

A seguir serao apresentados trés exemplos com dados simulados e uma aplicacao

com dados de produgao em pesquisas agricolas da Embrapa.

4.7 Estudo com dados artificiais

Nesta secao sao apresentados quatro exemplos com dados artificiais. No primeiro,
o modelo fatorial com transformacao de Box-Cox serd aplicado a dados simulados.
A segunda simulacao tem por objetivo comparar a esperanca a posteriori dos
fatores com a funcao de transformagao CET. No terceiro exemplo serd realizado
um estudo simulado para mostrar a eficiencia do modelo de fronteira estocéastica
fatorial. Na ultima simulagao serao ajustados o modelo de fronteira estocéastica
fatorial proposto nesta tese e o modelo proposto por Fernandez et al. (2000),
a um conjunto de dados gerado a partir do modelo proposto por Fernandez et
al. (2000). Todas as rotinas e os c6digos em Fortram envolvido no algoritmo de

MCMC estao disponiveis sob requisicao.
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4.7.1 Exemplo 1: Analise Fatorial com transformacao Box-

Cox

Este primeiro estudo simulado considera um modelo fatorial junto a transformacao
de Box-Cox, com apenas k = 1 fator, para um problema com p = 3 varidveis com
N = 30 observagoes cada uma. Em cada uma das variaveis simuladas, as N ob-
servagoes foram amostradas de um modelo k-fatorial com transformacao de Box-
Cox com os seguintes parametros: ¥ = diag(0.05,0.05,0.05), L = (1,0.9,0.9)" e
qg=2.15.

A inferéncia sera feita com base na amostra da distribuicao a posteriori ge-
rada usando o algoritmo MCMC. Foi gerada uma cadeia de tamanho 20.000.
A amostra a posteriori foi obtida utilizando um burn-in de 10.000. Amostras
foram guardadas a cada 5 iteragoes e, portanto, os resultados estao baseados
em cadeias de tamanho 2.000. Foram usadas as seguintes distribuigoes a priori:
lj1 ~N(0,1), ¢; ~ G1(0.01,0.01) para j =1,...,3 e ¢ ~ U(0, 10).

A verificacao da convergéncia foi verificada através do critério de convergéncia
de Gelman & Rubin, que ficaram proximas a 1 o que sugere que as cadeias con-
vergiram (ver estatisticas no Apéndice). A Figura 4.4 apresenta os histogramas
da amostra da distribuicao a posteriori de L, ¢ e q. Note que as inferéncias foram
satisfatorias, ou seja, o valor estimado esta préximo do valor utilizado para gerar
os dados.

A Figura 4.5 mostra o grafico de dispersao da média a posteriori do fator
latente versus o valor verdadeiro do fator, f. Nota-se que os valores estimados
estao préximos dos valores reais. Em conclusao, o procedimento de inferéncia se

mostrou eficiente na estimacao dos parametros do modelo e dos fatores latentes.
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Figura 4.4: Histograma das distribuicoes a posteriori dos parametros - Modelo
Fatorial usando a transformagao de Box-Cox. As retas verticais tracejada e

pontilhada representam a média e o IC 95% respectivamente.
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4.7.2 Exemplo 2: Estudo da E(f|y, L, V,q)

A segunda simulacao tem como objetivo comparar a esperancga a posteriori dos
fatores f; com a fungao de transformacgao CET, sem levar em consideragao a fron-
teira estocastica. Foram gerados dois produtos através da fungao CET, seguindo
a proposta da Ferndndez et al. (2000), no qual o peso de cada produto é definido

da seguinte forma
a,4q a,4q
Yi¥ig . YYig

p— 2 pr—
9(Yij)1
Z Y
=1

Da equagao (4.21) obtemos cada produto da seguinte forma

Mi.j , Jj=12 e i=1,...,100. (4.21)

0 59(yi )
yij = 22 =12 e i=1,...,100. (4.22)

Q;

Foram simulados dados com 4 possiveis combinagoes entre os produtos: g(y) =
2,3,4,5. E para cada g(y) foram considerados 4 possiveis transformagoes de Box-
Cox com ¢ = 2,3,4,5. Em cada um destes 16 casos foram geradas N = 100
valores de n; = (11, ni2) por meio da equacao (4.22) foram obtidas as observagoes
yi € Yz para i = 1,...,100. Em todos os casos foi definido que oy = ag = 1/2

Em cada amostra simulada foi ajustado o modelo fatorial com transformacao
de Box-Cox gerando uma cadeia de tamanho 10.000. Nas Figuras 4.6 e 4.7 sao
apresentados os Box-plots das amostras de E(f|y, L, ¥,q). Nota-se que as as
médias a posteriori de f; ficaram muito proximas dos valores simulados de g(y),
obtido através da funcao CET. Observa-se também uma maior variabilidade a
medida que g(y) aumenta por exemplo quando g(y) = 5. Este comportamento
se reflete para todos os valores de q. Apesar de uma grande variabilidade de g(y)
em alguns casos, podemos ter uma idéia que o modelo fatorial com transformacao

de Box-Cox estd combinando os produtos de uma forma similar a fungao CET.
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Figura 4.6: Box-plot das amostras de E(f|y, L, ¥,q). A linha cheia horizontal

representa o valor verdadeiro de g(y).
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Figura 4.7: Box-plot das amostras de E(f|y, L, ¥,q). A linha cheia horizontal

representa o valor verdadeiro de g(y).
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4.7.3 Exemplo 3: Fronteira estocastica fatorial com trans-

formacao Box-Cox

O terceiro exemplo segue o padrao da primeira simulagao, usando o modelo de
fronteira estocastica fatorial com transformacao de Box-Cox para p = 3 produtos
e N = 30 firmas. O verdadeiro modelo neste caso tem os seguintes parametros:
U = diag(0.05,0.05,0.05), L = (1,0.9,0.9), ¢ = 2.2, § = (0.5,0.5), 0 = 0.5 e
A=05.

O esquema MCMC proposto foi utilizado considerando 20.000, onde as pri-
meiras 10.000 foram descartadas. Amostras foram guardadas a cada 5 iteracoes
e, portanto, os resultados estao baseados em cadeias de tamanho 2.000. A ve-
rificacao da convergéncia foi verificada através do critério de convergéncia de
Gelman & Rubin, que ficaram préximas a 1 o que sugere que as cadeias con-
vergiram (ver estatisticas no Apéndice). Foram usadas as seguintes distribuigdes
a priori: l;; ~ N(0;1), ¢; ~ GI(0.01,0.01) j = 1,...,3, ¢ ~ U(0,10), 8 ~
NM (0, diag(0.001,0.001)), 02 ~ GI(0.01,0.01).

Na Figura 4.8 sao apresentados os histogramas das distribuicoes a posteriori
e os intervalos de credibilidade de 95% de todos os parametros do modelo. Cla-
ramente, observa-se que todas as densidades estao concentradas em torno dos
valores usados na geragao dos dados.

Nas Figuras 4.9 e 4.10 sao apresentados os graficos de dispersao da média a
posteriori do fator comum f e da medida de eficiéncia p = exp(—u) versus seus
valores verdadeiros, respectivamente, obtido na geracao dos dados. Observa-
se uma relacao linear na Figura 4.9, ou seja, as estimativas do fator ficaram
proximas aos valores verdadeiros. Ja no grafico de dispersao da eficiéncia, nota-
se também uma relacao linear porém, observa-se que as menores estimativas a
posteriori sao maiores do que seu valor verdadeiro e, por outro lado, as maiores

estimativas das eficiéncia sao menores do que seus respectivos valores verdadeiros.
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Note que colocando os p; em ordem para i = 1,..., N, o rank associado da j**
firma é a posicao ocupada por p; na ordenagao. Assim, analisando através da
ordenacao das firmas, observe que apesar da relagao obtida entre a F(p|resto) e
o valor verdadeiro de p, a ordenacao das firmas obtida através das estimativas a

posteriori é similar a ordenagao obtida na geracao dos dados.

Figura 4.8: Histograma da distribuicoes a posteriori dos parametros do modelo -
Modelo Fronteira Fatorial com transformacao Box-Cox. As retas verticais tracejada e

pontilhada representam a média e o IC 95% respectivamente.
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Figura 4.9: Graficos de dispersao do valor esperado do fator versus o valor verdadeiro.
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Figura 4.10: Graficos de dispersao do valor esperado da eficiéncia versus o valor
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4.7.4 Exemplo 4: Uma outra alternativa de fronteira es-

tocastica para multiplos-produtos.

Nesta exemplo sera aplicado o modelo apresentado na Secao 4.6 a dados simula-
dos. Os dados foram gerados a partir do modelo proposto por Fernandez et al.

(2000) através da seguinte relagao:

1/q
U 0;

a;

onde j=1,....p,comp=3i=1,....N, N=30,a=(1/3,1/3,1/3), ¢ = 2
e n; ~ Dpy(s) com parametro s = (1,1,1). A fronteira estocéstica logg(y) foi

gerada a partir da seguinte distribuicao normal:
(10g91|67 027ui) ~ N(l’;ﬁ - uiao-Q)J (424)

onde 5 = (0.5,0.5), 0 = 0.5 e u foi gerada a partir da distribuigdo exponencial
com parametro A\ = 5.
A inferéncia sera feita com base na amostra da distribuicao a posteriori gerada

a partir do algoritmo MCMC.

Modelol | Modelo de fronteira estocastica para multiplos-produtos

proposto por Fernéndez et al. (2000)

Modelo 2 | Modelo de fronteira estocastica fatorial

com transformacao de Box-Cox

Para cada modelagem foi gerada uma cadeia de tamanho 15.000. A amos-
tra a posteriori foi obtida utilizando um burn-in de 5.000. As seguintes especi-
ficagbes a priori foram utilizadas: a ~ D(a) com a = (1,1,1), s; ~ G(0.01,0.01),
q ~ Exzp(0.01)[1,(q), A ~ G(0.01,.01), 3 ~ NM(0, diag(0.001,0.001)) e o2 ~
GI1(0.01,0.01). Para o modelo fatorial com transformacao de Box-Cox foram

usadas as mesmas distribuigoes a priori definidas na se¢ao anterior.
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As Figuras 4.11 e 4.12 apresentam os histogramas da amostra da distribuigao
a posteriori de todos os parametros em cada modelo. Fazendo um paralelo entre
os dois modelos, observa-se que alguns parametros nao sao comparaveis. Os
resultados mostraram que os dois modelos forneceram estimativas diferentes para
o parametro gq. Porém, observamos que as médias a posteriori dos parametros
relacionados a fronteira estocastica 31, (B2, 0 e A\ sao parecidas nos dois modelos.
Ou seja, apesar de estimativas diferentes para o parametro ¢ é obtido um produto
agregado similar.

Na Figura 4.13 sao apresentados os graficos de dispersao da média a pos-
teriori de p versus os valores verdadeiros para os dois modelos. Nota-se que na
Figura 4.13 (b) as estimativas das eficiéncias, utilizando o modelo proposto, foram
mais proximas aos valores verdadeiros do que as estimativas a posteriori obtidas
utilizando a abordagem proposta por Fernandez et al. (2000).

Uma forma de comparar as estimativas obtidas dos dois modelos é através

das distribuigoes dos ranks associados a medida de eficiéncia. Essas distribuigoes
(m) _

sao diretamente obtidas usando as cadeias de MCMC. Se denotarmos por e; " =
exp(—ug-m)) como a medida de eficiéncia da ;7" firma na m'* replicacao da cadeia

(m)

de MCMC e colocarmos os e; " em ordem para j = 1,..., N, o rank associado a

4" firma na m*" replicacdo é a posicao ocupada por €§m) na ordenagao. As Figuras
4.14 e 4.15 apresentam os histogramas do ranking da eficiéncia para duas firmas
segundo o modelo de fronteira fatorial e, também, usando o modelo proposto por
Ferndndez et al. (2000). Observamos que os dois modelos conseguiram diferenciar

as firmas mais eficientes das menos eficientes.

89



Figura 4.11: Histograma dos parametros - Modelo de fronteira estocastica para
multiplos-produtos proposto por Fernandez et al (2000). As retas verticais tracejada e
pontilhada representam a média a posteriori e o intervalo de credibilidade de 95%,

respectivamente.
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Figura 4.12: Histograma dos pardmetros - Modelo de fronteira estocéstica fatorial
com transformacao de Box-Cox. As retas verticais tracejada e pontilhada representam

a média a posteriori e o intervalo de credibilidade de 95%, respectivamente.
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Figura 4.13: Grafico de dispersao do valor esperado de p versus o seu valor verdadeiro.
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Figura 4.14: Histogramas dos ranking da eficiéncia para as firmas 10 e 17 segundo o

modelo de fronteira estocastica fatorial
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Figura 4.15: Histogramas dos ranking da eficiéncia para as firmas 10 e 17 segundo o

modelo proposto por Ferndndez et al. (2000)
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4.8 Aplicacao a dados reais

Nesta secao sera utilizado o modelo de fronteira estocéstica fatorial proposto na
Secao 4.6 para modelar dados com multiplos produtos. O conjunto de dados
refere-se a producao em pesquisas agricolas de N = 34 unidades de pesquisas
da Embrapa no ano de 1996. O conjunto de dados contém p = 4 produtos:
(1) produgao cientifica, (2) producgao de publicagbes técnicas, (3) produgao de
desenvolvimento de tecnologias, produtos e processos e (4) producao de difusao
de tecnologias e imagem, 3 insumos (pessoal, outras despesas e capital). Os
detalhes sobre os dados sao descritos em Souza et al. (1996).

Souza et al. (1999) e Medici (2000) ajustaram um modelo de fronteira es-
tocéstica para o caso de um tunico produto, que foi construido através de uma
soma podenderada de y;, ¢ = 1,2,3,4 onde os pesos sao fixos. Nesta tese serd
ajustado o modelo de fronteira estocastica fatorial com transformacgao de Box-
Cox. A inferéncia sera feita com base na amostra da distribuicdo a posteriori
gerada usando o algoritmo MCMC proposto. Foi gerada uma cadeia de tama-
nho 20.000. A amostra a posteriori foi obtida utilizando um burn-in de 10.000.
Amostras foram guardadas a cada 5 iteracoes e, portanto, os resultados estao ba-
seados em cadeias de tamanho 2.000. A verificagao da convergéncia foi verificada
através do critério de convergéncia de Gelman & Rubin, que ficaram proximas
a 1 o que sugere que as cadeias convergiram (ver estatisticas no Apéndice). As
distribuicoes a priori foram as mesmas especificadas na secao 4.6.

A Figura 4.16 apresenta os histogramas das distribui¢oes marginais a posteri-
ori geradas via MCMC para o modelo de fronteira estocastica fatorial. As linha
verticais tracejada e pontilhada representam a média a posteriori e o intervalo
de credibilidade de 95%. Observamos que a média a posteriori do parametro da

transformacao de Box-Cox, ¢, é 0.13 e o IC de 95% nao inclui o valor 0.
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Figura 4.16: Histograma das distribuigoes marginais a posteriori segundo o Modelo de

fronteira estocéastica fatorial
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As Figuras 4.17 e 4.18 mostram, respectivamente, o grafico de dispersao da
média a posteriori para as eficiéncias individuais p; versus as estimativas apresen-
tadas no artigo de Souza et al. (1996) e versus as estimativas obtidas utilizando o
modelo proposto por Fernandez et al. (2000). Observamos que as estimativas das
eficiéncias utilizando o modelo proposto foram maiores aos resultados que utili-

zam as outras abordagens. No entanto, a ordenacao das firmas foram similares as
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outras abordagens, se observamos a relacao linear existente entre as estimativas
das eficiéncias.
Figura 4.17: Gréfico de dispersao do valor esperado de p apresentado em Souza et al.

(1996) versus o valor esperado de p utilizando o modelo de fronteira fatorial.

1.0

0.8

E(rho) - Souza
0.7

0.6

0.5

0.4

0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1.0

E(rho) - Fatorial
Figura 4.18: Grafico de dispersao do valor esperado de p obtido pelo modelo da

Fernandez et al. (2000) versus o valor esperado de p utilizando o modelo de fronteira

fatorial.
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A Figura 4.19 apresenta os histogramas dos rankings das eficiéncias de duas
unidades de pesquisas da Embrapa segundo o modelo de fronteira estocastica
fatorial e, também, o modelo proposto por Fernandez et al. (2000). Observa-se
que os dois modelos conseguiram diferenciar as firmas mais eficientes das menos

eficientes.
Figura 4.19: Histograma dos rankings da eficiéncia para as unidades de pesquisas da

Embrapa UD1 e UD26
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(b) Modelo de fronteira proposto pela Fernandez et al. (2000)
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Capitulo 5

Modelo de Fronteira Estocastica

Fatorial Dinamico

Neste capitulo, um modelo de fronteira estocastica com dados de painel para
multiplos produtos é proposto. Este modelo, é uma extensao do modelo de fron-
teira fatorial proposto no capitulo anterior, e permite que as ineficiéncias técnicas
variem no tempo de forma dinadmica. Esta especificacao permite a inclusao de
diversas estruturas temporais, tais como tendéncia e sazonalidade na evolucao
das ineficiéncias. A inferéncia para este modelo é realizado utilizando uma abor-
dagem Bayesiana através do algoritmo MCMC. Finalmente, um estudo simulado
e um exemplo usando os dados da Embrapa sao apresentados para mostrar a

performance do modelo proposto.

5.1 Introducao

Um importante problema nos modelos de medida de eficiéncia técnica diz res-
peito a como modelar o comportamento temporal da ineficiéncia. Principalmente

quando temos o caso de multiplos produtos. Numa abordagem classica para
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um tunico produto, os primeiros modelos (Pitt e Lee, 1981; Schmidt e Sickles,
1984; Kumbhakar, 1987; entre outros) trataram a eficiéncia técnica invariante no
tempo. Pesquisas subseqilientes permitiram a eficiéncia técnica variar com o pas-
sar do tempo (Kumbhakar, 1990; Cornell, Schmidt and Sickles, 1990; Battese and
Coelli, 1992; Lee and Schmidt, 1993). Detalhes desses modelos, no contexto de es-
timar a fungao de produgao, podem ser encontrados no capitulo 3 de Kumbhakar
e Lovell (2000). Ahn et al. (2002) e Desli, Ray e Kumbhakar (2003) propuse-
ram um modelo para dados em painel com a ineficiéncia técnica dinamica. Estes
estudos propoem um modelo especificando uma mudanca na eficiéncia por meio
de um intercepto especifico para cada firma. Este intercepto evolui com o passar
do tempo através de um processo auto-regressivo de primeira ordem (AR(1)).
Dois fatos podem ser responsaveis por ignorar os modelos dinamicos. O primeiro
refere-se a complexidade da funcao de verossimilhanca e a dificuldade de realizar
inferéncia sobre a ineficiéncia de uma firma nao observada. Assim, os investi-
gadores preferem frequentemente assumir que as ineficiéncias sao invariantes no
tempo.

Num contexto Bayesiano, Koop et al. (2000 a,b) assume que os parametros re-
lacionados a fronteira estocdstica sao os mesmo para todas as unidades com o pas-
sar do tempo. Tal suposicao pode ser questionavel, especialmente em aplicagoes
onde o nimero de observagoes no tempo (7') é grande. Uma extensao desta abor-
dagem ¢ assumir que os parametros sejam invariantes no tempo e permitir uma
heterogeneidade cross-sectional através dos coeficientes aleatérios (Tsionas 2002).
As outras extensoes assumem que os parametros sao constantes no nivel das fir-
mas, mas podem variar no tempo (Koop et al. 2000a,b). Migon e Medici (2002)
apresentam um modelo mais geral, em que os parametros relacionados a fronteira
estao variando no tempo e no nivel das firmas e, ainda definem algumas estru-

turas impostas na ineficiéncia técnica. Outra contribuicao em dados de painel é
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apresentado em Fernandez et al. (1997), onde este mostra uma discussao formal
da existéncia da distribuicao a posteriori em modelos de fronteira estocastica com
priori improépria. Recentemente, Tsionas (2006) propde um modelo de fronteira
estocastica com uma ineficiéncia técnica dinamica, definindo esta através de um
processo auto-regressivo de primeira ordem (AR(1)). Em todos estes modelos
de fronteira estocastica para dados de painel, a aplicacao é para caso das firmas
utilizem vérios insumos para produzir um unico produto.

Neste capitulo, o modelo de fronteira estocastica fatorial proposto no capitulo
anterior é generalizado num contexto de dados de painel. Suponha agora que
temos um conjunto de p produtos medidos em varios instantes de tempo t =
1,...,T. Assim, vamos estimar, ao longo do tempo, a eficiéncia técnica de firmas
que possuem multiplos produtos, através da fronteira estocastica obtida pelo
modelo fatorial com transformacao de Box-Cox. O comportamento temporal
é descrito através das ineficiencias u;;. Permitir que as ineficiéncias variem no
tempo de forma dinamica no contexto de multiplos produtos, representa uma das
principais contribuicoes deste capitulo no contexto da modelagem temporal.

Este capitulo estd organizado da seguinte forma. Na Secao 5.2 é apresentado
o modelo proposto. Na Secao 5.3, um algoritmo MCMC ¢é proposto para fazer
inferéncia a posteriori de todos os parametros do modelo. Por ultimo, na Secao
5.4, um estudo simulado é apresentado para mostrar a qualidade da aplicacao do

modelo.

5.2 Modelo Proposto

Seja p o nimero de produtos para uma determinada firma i e y;; = (Y1, - - -, Yitp)
o vetor de observagoes de dimensao p produzido pela firma i (i = 1,...,N) no
tempo t (t = 1,...,T). A primeira parte do modelo de fronteira estocastica

fatorial dindmico (MFEFD) proposto é definido pelo seguinte modelo fatorial
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com transformacao de Box-Cox com apenas um fator
u = LY +e  en~ NM(0,), (5.1)

onde L = (1,1s,...,1,) é o vetor de cargas do fator comum de dimensao px 1 e a
matriz W representa a variancia de observacao. Por simplicidade ¢ assumido que
U = diag(yn, Y, ..., Yp). yi(tq) e i(f) representam a transformagao de Box-Cox de
Yir € fir, respectivamente.

O modelo (5.1) define a transformagao de um vetor de output multivariado y;;
para uma quantidade univariada f;;. Dada esta transformacao, o problema bésico
de encontrar uma fronteira estocéastica é essencialmente o mesmo que no caso de
um tnico produto. Da mesma forma que no modelo de fronteira estocéastica
fatorial, o valor de fi(tq) pode ser considerado um “produto agregado”, entao ¢é
sensato definir d;; = log fi(tq). Assim, o modelo de fronteira estocastica para d;

sera
dit = l‘;tﬂ + Vg — Ust vy ~ N(0, 03), (5.2)

onde z; é um vetor de regressores de dimensao k x 1, 8 é um vetor de parametros
relacionados a fronteira estocastica de dimensao k x 1, v; é a componente do
erro de medida e u;; € o termo de erro nao negativo representando a ineficiéncia
técnica. B usual assumir que v; e u; sao mutuamente independentes, como
também, independentes de x;;.

Para o logaritmo da ineficiéncia técnica especificamos
10g Ui = E/Qit + Z;t’y’it (53)
0y = GOy 1 +win winn ~ N(0,W7)

Yit = Vit—1 T Wi wirz ~ N (0, Ws),

onde z; é um vetor de covaridveis de dimensao m x 1, E = (1,0,...,0) e 0;; =

(0it,0it-1,...0;1—r11) sdo vetores de dimensdo r x 1 e ;; é unidimensional. A
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matriz G de dimensao r x r caracteriza a evolucao dinamica das ineficiéncias,
enquanto que Wy, de dimensao r X r ,representa a variancia da evolugao. Por
simplicidade é assumido que W; = diag(c?2,0,...,0). A evolugao dinamica das

log-ineficiéncias é caracterizada por

¢1 ¢2 ¢r
1 0 0

G p—
0 1 0

A escolha da dimensao de E e G depende do modelo desejado e da natureza das

ineficiéncias técnicas que se pretende descrever. Por exemplo se r = 3 temos

Oiv = 010i4-1 4 920,19 + +P30; 13 + wini

Oit1 = 01

Oit—o = 0Oi1—s

Neste caso, o logaritmo da ineficiéncia é definindo através de um processo auto-
regressivo de terceira ordem (AR(3)). No caso de um tnico produto para r = 1
e wy2 = 0, obtemos o modelo de fronteira dinamico proposto por Tsionas (2006).
E, também, se ¢ = 0 obtemos o modelo de fronteira estocéstica apresentado em
Battese e Coelli (1995) e Kumbhakar et al. (1991).

O interesse principal nos modelos de fronteira estocéastica é estimar a eficiéncia
que é definida por exp(—u;). Na pratica, os modelos diferem de acordo com a
estrutura imposta a u;. Em muitas situagoes, é razodvel pensar que as ine-
ficiéncias s6 dependem das firmas, porém, outras situacoes podem ser pensadas
como, por exemplo, pode existir algum tipo de influéncia temporal ou até mesmo

de variaveis exégenas como caracteristicas destas firmas.
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Comparacao com outros modelos

Para acomodar as vdrias estruturas assumidas, em Migon e Medici (2002) sao
apresentadas algumas estruturas impostas ao termo de ineficiéncia wu;; através de

uma funcdo g(u;).

_ u;!(t + Zz{t’)/ia
g ) =q =~ " (5.4)
ul f(nit) + iy,

onde z; ¢ um vetor de covariaveis m x 1, v € um vetor de parametros m x 1, n; é

um parametro escalar desconhecido e g é tal que as ineficiéncias estejam definidas

no ' e tenham as seguintes distribuicoes:
1. NT(u,02), 02 >0
2. Ga(p,0), p,60 >0
3. LN(u,c?)

Obviamente, existe um grande nimero de modelos a serem considerados para
cada aplicacao em particular. De acordo com as especificacoes em g é possivel

determinar as seguintes estruturas para as ineficiéncias

e g '(uy) = u},. Esse caso implica que cada firma em cada perfodo de tempo

tem sua prépria ineficiéncia (Pitt e Lee, 1981).

e Battese e Coelli(1992) propéem um modelo variando no tempo, para as

ineficiéncias técnicas, definido por
9 (uir) = uj exp (—n(t = T))

e g '(uy) = u} significa que cada ineficiéncia da firma 7 foi assumida invari-

ante no tempo (Pitt e Lee, 1981 e Schmidt e Sickles, 1984).
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o g '(uy) = uj, + 2,7, permite que as ineficiéncias variem sobre as firmas e

o tempo, e admite a inclusao de varidveis exogenas.

No modelo aqui proposto assume-se que u;; assume uma distribuicao lognor-

mal e neste caso g~ (ui) = log(u;).

Funcgao de verossimilhanca

Sejam Y = (y11,...,ynr) a matriz de observagoes de dimensdao NT X p e f =
(fi1,---,f!) o vetor do fator unico de dimensdo NT x 1, assim a funcao de

verossimilhanga para Q = (f, L, ¥, ¢q) é dada por

|- B
p(Y|9) = (|2| T exp{ 0522 ) — F LT (y? }Hym :

’.]’

5.3 Inferéncia Bayesiana e algoritmo de MCMC

Nesta secao é apresentado o procedimento de inferéncia proposto seguindo uma
abordagem completamente Bayesiana. Inicialmente distribui¢oes a priori para to-
dos os parametros sao apresentadas. Em seguida, o algoritmo MCMC ¢ utilizado

para obter amostras a posteriori de todos os parametros do modelo.

5.3.1 Distribuicao a priori

As distribuigoes a priori para os parametros relacionados ao modelo fatorial
(L,V,q) sdo as mesmas que foram definidas na Equacdo (4.16) no Capitulo 3.
Considerando uma independéncia a priori (L, ¥, q) com os parametros relaci-
onados a fronteira (3,02, 02,¢,7), onde ¢ = (¢1,...,d,), obtemos a seguinte

distribuicao a priori conjunta

DL Y,q. 000,00, 6.7) = = g p(Ap(e)p(@lonp(ae(r)  (5.5)



onde l; ~ N(uo,Co) paraj =2,...,p, ; ~ GI(vg/2,50/2) paraj=1,...,p, 3 ~
N (bo, Hy"), 02 ~ GI (no/2,a0/2), ¢ ~ U(a,b) e v ~ N(%,V,). De forma similar
a usada por Broemeling e Cook (1993) para um processo AR(r), as seguintes
distribuigoes a priori foram usadas: o2 ~ GI (n,/2,a,/2) e ¢|c? tem distribuigao
normal multivariada N M (a ” ¥402). Os hiperparametros sao escolhidos de forma

que as distribuicoes a priori sejam vagas.

5.3.2 Inferéncia a posteriori

A distribuigao a posteriori conjunta de (f, L, V, q,u, 3,02, 02, ¢,~) é proporcional

a

N T
p(f, L9, qu,8,0%,02,6,9Y) o [[T]p@1fa: L. ¥, 0)p(L)p(¥)p(q)

=1 t=1

N T
X H Hp(log fi(tQ)luitaﬁv Jg)p(ﬁ>p(o-12))

=1 t=1

< [[TIpGogualol, ¢.7)p(e2)p(¢)p(v)

=1 t=1

gl ifz%_l & q—1 5.6
X HHut @ 14 (5.6)

i=1t=1 " fit j=1

a qual é analiticamente intratavel e, portanto, o algoritmo MCMC sera utilizado
para amostrar os parametros de interesse. Neste caso, as distribuicoes condicio-
nais completas a posteriori para parametros L, ¥, 3,02, 02 e v sao conhecidas e
disponiveis para amostragem. Apenas as distribui¢oes condicionais de q, fi;,u;; e
¢ nao sao conhecidas. Portanto, sera utilizado o algoritmo Slice Sampling para
a amostragem destas distribuicoes condicionais. O algoritmo de MCMC sera

desenvolvido a partir das seguintes distribuicoes condicionais:

e Distribuicao condicional completa de L
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— Para as linhas j =2,....,p, seja L; = ({;1,...,{;;-1)’, entao
(LJ’K faqj7Q) ~ N(M]'7Cj)7

onde p1; = C;l(Caluglj—H/J;zP;zlj) eC;=Cy'; —i-w;QP;Pj. Denota-
se por P; é a matriz NT X (j — 1) contendo as primeiras

(j — 1) colunas de f@ = ( 1(3), e ](\?i)p) e 21, é a coluna j de Y@ =
W2y,

— Paraj=k+1,...,p,seja L; = (I;1,....1; ), entdo
(LY, £, 9,q) ~ N(p;, C;),
onde 11; = C;1(Cy ' poli + wj’Qf(q)'zlj) e C;=Cy'ly + w;Qf(qyf(Q)

e Distribuicao condicional completa de w?. Para j=1,...,p,

(WW2Y, L, f,q) ~ GI ((Uo +N) (so+ (215 — FOL) (215 — f(Q)Lj))>
’ C .

2 ’ 2

e Distribuicao condicional completa de ¢

PalY,L, 1,0, 6,0%0) o HIbm( W~ LAYl - L))

i=1t=1
1
< oxp | gsllon 9 — -+ w1
N T P
< TTITA vl
i=1 t=1 j
e Distribuicao condicional completa de f;. Parat=1,..., N

p(fit|Y7L7\IIaQ7ﬂ>o-g7)\7u) X exp (;(yzt Lf ) (yzt sz ))f?,t
! (Ingzt ;tﬁ‘i‘uit)Q}ﬁ-

it

o[ ok

106



Distribuicao condicional completa de (3

(6’67 v’ u?u ’7) N(b*vH;l)v

onde b, = H-"{ Hoby + 0,22 (0 +u)} e H, = Hy + 0, %(x'2).

Distribui¢ao condicional completa de o2

(012;’6767037@677) ~ GI (C*,d*) ,

(N + Ny) od - (04 u—XPB) (04 u— XB) + ag]
2 e 2 '

onde ¢, =

Distribui¢ao condicional completa de o2

N T
( u|5/67 Oy, U ) G<N+U0>Zzuit+wo>-

i=1 t=1

Distribuicao condicional completa de u

N

T
ZZ Uit + 57,15 - thﬁ) ]

i=1 t=1

N T
1
. (] zm—mmgui,t_m]

L i=1 t=1
N T
< [111

i=1 t=1

p(u|5it7570-370-5777 ¢) X exp

q
[SH )

IS

:|H

zt

e Distribuicao condicional completa de ~y

(7\50 o? u) ~ N (as, Cy),

) v u?

onde a, = 0;1{77;1 + 0,22 loguy + 0,22 (logug — plogusz) e C, = V;l +

0, %2'z. Denota-se por logu; o vetor

A seguir serao apresentados trés exemplos com dados simulados e uma aplicagao

com dados de producao em pesquisas agricolas de unidades pesquisa da Embrapa.
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5.4 Estudo simulado

Neste estudo simulado é gerado um conjunto de dados a partir do modelo es-
tocastico fatorial dinamico com p = 3 produtos e N = 30 firmas para T" = 10 ins-
tantes de tempo. Os parametros considerados foram: ¥ = diag(0.01,0.01,0.01),
L=(1,22),q=22,6=(1,1),0,=0.6, » =0.9, v = (0.02,0.02) e 0, = 0.05.

Foram realizadas 5.000 iteracoes no qual foram descartadas as 2.000 primeiras
para o periodo de burn-in. A verificagao da convergéncia foi verificada através
do critério de convergéncia de Gelman & Rubin, que ficaram proximas a 1 o
que sugere que as cadeias convergiram (ver estatisticas no Apéndice). Os hiper-
parametros foram escolhidos de tal forma que as distribui¢des a prioris sejam
vagas.

Na Figura 5.1 temos o histograma da distribuicao a posteriori obtida para
todos os parametros do modelo e retas verticais representando a média e o IC 95%
a posteriori. Claramente observa-se que todas as densidades estao concentradas
em torno dos valores usados para gerar os dados.

As Figuras 5.2 e 5.3 apresentam os histogramas dos rankings das eficiéncias
para a melhor e a pior firma nos 8 periodos de tempo. Neste caso nao necessaria-
mente a melhor e a pior firma serd a mesma ao longo do tempo. Observamos que

o modelo conseguiu diferenciar bem as firmas mais eficientes das menos eficientes.
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Figura 5.1: Histograma dos parametros - modelo de fronteira estocastica dindmico
fatorial. As retas verticais tracejada e pontilhada representam a média a posteriori e o

intervalo de credibilidade de 95%, respectivamente.
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Frequency
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Figura 5.2: Histograma do rank das ineficiéncias para t =1,2,3,4
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Frequency

Figura 5.3: Histograma do rank das ineficiéncias para t = 5,6,7,8
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5.5 Aplicacao a dados da Embrapa

O modelo proposto aqui é aplicado para um painel de unidades da Embrapa. O
conjunto de dados refere-se a producao em pesquisas agricolas de N = 34 unidades
(DMUs) de pesquisas da Embrapa no ano de 1996 — 1999 (7" = 4). O sistema
de producao possui 28 produtos, que sao agrupados em quatro categorias e 3
insumos. Os 3 produtos sdo: (1) produgao cientifica, (2) producao de publicagoes
técnicas e (3) produgao de desenvolvimento de tecnologias, produtos e processos.
E os 3 insumos definidos representam os indices de despesas com empregados, os
custos operacionais e as despesas com capital, respectivamente.

Foi gerada uma cadeia de tamanho 15.000. A amostra a posteriori foi ob-
tida utilizando um burn-in de 5.000. A verificacao da convergéncia foi verificada
através do critério de convergéncia de Gelman & Rubin, que ficaram proximas a
1 o que sugere que as cadeias convergiram (ver estatisticas no Apéndice).

A Figura 5.4 apresenta os histogramas da amostra da distribuicao a poste-
riori dos parametros do modelo de fronteira estocastica fatorial dinamico. As
linhas tracejada e pontilhada representam a média a posteriori e o intervalo de
credibilidade de 95%. Observamos que a média a posteriori do parametro da
transformacao de Box-Cox ¢ é 0.2 e o IC de 95% nao inclui o valor 0.

A Figura 5.5 apresenta os histogramas dos rankings das eficiéncias de duas
unidades de pesquisas da Embrapa no periodo de 1996 — 1999. Observa-se que
o modelo proposto capta as unidades de pesquisa que em um determinado ano
é eficiente (ineficiente) e passam a ser ineficiente (eficiente). Por exemplo, a
unidade de pesquisa 13, no ano de 1996 foi considerada ineficiente e a cada ano,

sua eficiencia foi aumentando e no tultimo periodo foi uma das mais eficientes.
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Figura 5.4: Histograma dos parametros segundo o Modelo de fronteira estocastica
fatorial dindmico para dados da Embrapa. As retas verticais tracejada e pontilhada

representam a média a posteriori e o intervalo de credibilidade de 95%,

respectivamente.
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Figura 5.5: Histograma dos rankings da eficiéncia para as unidades de pesquisas da

Embrapa UD13 e UD21 no periodo de 1996 — 1999.
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Capitulo 6

Conclusoes e extensoes

Nesta tese foram apresentadas solucgoes alternativas para diversas questoes relaci-
onadas com os modelos de fronteira de producao estocastica. Como mencionado
anteriormente, varias decisoes importantes estao envolvidas na modelagem es-
tocastica, destacando-se: a escolha da componente de erro associado a medida de
ineficiéncia técnica e a sele¢ao da funcao de producao, componente deterministico
do modelo.

No capitulo 2 discutimos a selecao de modelos de fronteira estocastica através
do critério de selegdo DIC (deviance information criterion). Num estudo simu-
lado mostrou-se que o critério de selecao identifica, com alta probabilidade, o
verdadeiro processo gerador dos dados, quando variamos alguns parametros que
o definem. Na aplicacao envolvendo dados reais, identificou-se o modelo de fron-
teira de producao estocastica com distribuicao log-normal para a componente de
ineficiéncia e com funcao de producao tipo Cobb-Douglas, como sendo a mais
apropriada. Notou-se também, que o modelo de fronteira normal — log-normal
conseguiu discriminar mais efetivamente as firmas mais eficientes das menos efi-
cientes. Neste capitulo, também, foi apresentado resultados de um estudo que

compararam diferentes metodologias de simulagao estocastica. Os resultados da
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simulagao indicam, com precisao, que o algoritmo Slice Sampling é o mais eficiente
e exige um menor tempo computational do que o Metropolis otimizado.

Em seguida, abordou-se alguns problemas que surgem na etapa da inferéncia
em modelos de fronteira estocastica com um unico produto. A funcao de verossi-
milhanca desses modelos apresentam problemas tedricos e numéricos que dificul-
tam a estimacao dos parametros, sobretudo em amostras pequenas. A abordagem
Bayesiana, apresentada no capitulo 3, pode ser pensada como uma maneira de
penalizar a funcao de verossimilhanca e, dessa forma, soluciona, praticamente, os
problemas encontrados na estimacao de maxima verossimilhanca. Assim, pode-
mos concluir que a priori de Jeffreys mostrou-se, pragmaticamente, bastante ttil
na solucao deste problema. Investigacoes ainda precisam ser realizadas no sentido
de garantir que as distribuicoes a posteriori obtidas a partir das distribuicoes a
priori de Jeffreys sejam proprias.

No capitulo 4, abordou-se o problema de se estimar a eficiéncia de uma firma
no contexto de multiplos produtos. Desenvolveu-se um modelo de fronteira de
produgao estocastica para multiplos produtos. Usa-se rudimentos de anélise fato-
rial para se obter um unico fator, sobre o qual modela-se a fronteira estocastica.
A utilizacao de transformagao na familia Box-Cox, no contexto dos modelos de
analise fatorial, permitiu que se preservassem propriedades economicas funda-
mentais, como por exemplo: elasticidade constante de transformagao (CET).

Ressalta-se que o parametro associado a transformacao de Box-Cox é conjun-
tamente estimado. Assim, a modelagem proposta é capaz de calcular a eficiéncia
técnica de uma firma, para o caso de multiplos produtos, com vantagens com-
parativas em relacao as alternativas disponiveis na literatura, quer do ponto de
vista do tempo computacional, quer da facilidade de implementacao. Os estudos
simulados sugerem, claramente, que as técnicas de inferéncia propostas funcio-

nam adequadamente e, portanto, podem ser utilizadas em situacoes praticas. A

116



aplicacao aos dados da Embrapa mostrou que a ordenacgao das firmas, baseada na
medida de eficiéncia decorrentes do modelo proposto, sao similares aquelas obti-
das em que se utilizaram a outra abordagem estocastica descrita na literatura.

Por dltimo, a tese considera o caso denominado na literatura de dados em
painel. As eficiéncias técnicas variam no tempo e, continua-se, admitindo a si-
tuagao de multiplos produtos. No capitulo 5, o modelo de fronteira estocéstica
para multiplos produtos foi estendido ao permitir variacoes temporais na compo-
nente de ineficiéncia. A variagao temporal foi modelada através das ineficiéncias
técnicas que seguem processos auto-regressivos. Esta extensao parte do suposto
de que cada componente u;; pode ser explicada por uma estrutura dinamica e
por varidveis exogenas. Note-se que este modelo é muito parametrizado, por esta
razao algoritmos computacionalmente eficientes tém que ser utilizados para amos-
trar os parametros de interesse. Em particular, é proposto um esquema MCMC
para fazer inferéncia do ponto de vista Bayesiano. O exemplo com dados simula-
dos mostrou que os algoritmos de inferéncia funcionam adequadamente, podendo
ser aplicados a dados reais com estrutura de painel para multiplos produtos. Fi-
nalmente, no capitulo 5 uma aplicacao a dados de produgao em pesquisas agricolas
de unidades de pesquisas da Embrapa foi apresentado. Os resultados mostraram
que os modelos propostos se adaptaram bem a dinamica dos dados.

Possiveis extensoes deste estudo seriam: Discutir as propriedades tedricas
do capitulo 3 e modelar outras familias comuns, como por exemplo: normal —
log-normal ou normal — t-Student truncada. No capitulo 4, estender o caso de
multiplos produtos para a modelagem espacial. Realizar outras aplicagoes com
dados cléassicos da literatura de forma a confirmar, com mais precisao, o valor
do modelo proposto no capitulo 5. Por ultimo, introduzir modelos de multiplos
produtos na familia exponencial, enquanto modelo linear generalizado, o que de

outra forma implica em fazer uma analise fatoral na familia exponencial.
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Apeéndice

Critério de convergéncia

Para verificar a convergéncia das cadeias foi utilizada estatistica R (ver Gelman &
Rubin, 1992, para mais detalhes) onde valores préximos de 1 indicam convergéncia
das cadeias. Neste apéndice, estao todos os resultado das estatistica R para todos

as aplicacoes com dados artificiais e reais utilizado nesta tese.

Tabela 1: Estatistica R de Gelman & Rubin para Secao 3.6

Fronteira Fronteira

normal — normal truncada t-student — t-student truncada

By 1,03 1,04
Bs 1,02 1,04
B3 1,04 1,02
fa 1,04 1,03
Bs 1,02 1,02
o 1,04 1,03

1,10 1,08
i 1,06
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Tabela 2: Estatistica R de Gelman & Rubin para Secao 4.7.1 - Modelo Fatorial

usando a transformagao de Box-Cox

() o s Iy l3 q
I3L 1,01 1,02 1,01 1,01 1,02 1,03

Tabela 3: Estatistica R de Gelman & Rubin para Secao 4.7.3 - Modelo Fatorial

usando a transformagao de Box-Cox

(22 s s ly l3 q B B2 o A
R 1,01 1,00 1,01 1,00 1,00 1,02 1,02 1,02 1,01 1,02

Tabela 4: Estatistica R de Gelman & Rubin para Secao 4.8 - Modelo Fatorial usando

a transformacgao de Box-Cox

U () )3 Py ly ls ly
R 1,02 1,03 1,03 1,04 1,01 1,00 1,01

B Ba B3 Ba Oy A q
}A% 1,00 1,01 1,03 1,01 1,02 1,05 1,07

Tabela 5: Estatistica R de Gelman & Rubin para Secao 5.4 - modelo de fronteira

estocastica dinamico fatorial.

(0 (> 3 ly I3 q
R 1,05 1,02 1,02 1,03 1,02 1,04

B B2 Oy Oy P
1,01 1,03 1,10 1,08 1,04

=)}
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Livros Gratis

( http://www.livrosgratis.com.br )
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Baixar livros de Literatura

Baixar livros de Literatura de Cordel
Baixar livros de Literatura Infantil
Baixar livros de Matematica

Baixar livros de Medicina

Baixar livros de Medicina Veterinaria
Baixar livros de Meio Ambiente
Baixar livros de Meteorologia
Baixar Monografias e TCC

Baixar livros Multidisciplinar

Baixar livros de Musica

Baixar livros de Psicologia

Baixar livros de Quimica

Baixar livros de Saude Coletiva
Baixar livros de Servico Social
Baixar livros de Sociologia

Baixar livros de Teologia

Baixar livros de Trabalho

Baixar livros de Turismo
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