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Resumo

Este trabalho consiste na estimacao de densidade de valores extremos. A distribuicao
de Pareto generalizada (GPD) acima de um limiar é combinada com uma distribuigao para
valores abaixo do limiar utilizando uma estimacao nao-paramétrica. Esta configuragao
semi-paramétrica generaliza algumas abordagens ja existentes e fornece uma estimacao
de densidade sobre todo o espaco amostral. A estimacao é feita utilizando o paradigma
Bayesiano, que ajuda a identificar as componentes do modelo. A estimacao de todas
as componentes do modelo, incluindo o limiar, os quantis extremos, limites superiores
das observacoes, quando apropriadas, e predi¢ao para observacoes futuras sao fornecidas.
Inferéncia a Posteriori é feita utilizando métodos de Monte Carlo via cadeias de Markov
(MCMC). Estudos de simulagao sugerem alguns métodos para avaliar a relevancia dos
procedimentos propostos. Os modelos sao entao aplicados em duas aplicagoes de dados
ambientais, em vazao de rios em Porto Rico e niveis de chuva em Portugal.

Uma outra parte deste trabalho consiste em estudar dados extremos na presenca de
informagcoes auxiliares relevantes. A principal novidade é a introducao de uma estrutura
de regressao para explicar a variagao dos excessos sobre todos os parametros da cauda.
Os modelos sao aplicados no estudo de dois conjuntos de dados de temperatura: maximos
nos Estados Unidos e minimo no estado do Rio de Janeiro, e comparados com outros
modelos.

Na ultima parte deste trabalho sao analisados extremos, considerando que os parametros
da distribuicao GPD variam no tempo. Foi introduzido um Modelo Linear Dinamico
(DLM), uma classe geral de modelos de séries temporais, para modelar os parametros
de forma e escala ao longo do tempo. O modelo proposto foi aplicado em trés dados
financeiros de séries temporais: Indices BOVESPA, Petrobras e Vale do Rio Doce.

Palavras-Chave: Inferéncia Bayesiana, teoria de valores extremos, estimacao nao-

paramétrica por mistura, métodos MCMC, modelos dinamicos, modelos de regressao.



Abstract

This work is concerned with extreme value density estimation. The generalized Pareto
distribution (GPD) beyond a given threshold is combined with a nonparametric
estimation approach above the threshold. This semiparametric setup is shown to
generalize a few existing approaches and enables density estimation over the complete
sample space. Estimation is performed via the Bayesian paradigm, which helps identify
model components. Estimation of all model parameters, including the threshold, higher
quantiles, upper bounds for the data, where appropriate, and prediction for future ob-
servations are provided. Posterior inference is performed through Markov chain Monte
Carlo (MCMC) methods. Simulation studies suggests a few useful guidelines to evaluate
the relevance of the proposed procedures. Models are then applied to environmental data
sets, in river flow in Porto Rico and rainfall levels in Portugal.

Another part in this work is concerned with the study of extreme data in the presence
of relevant auxiliary information. The main novelty is the introduction of a regression
structure to explain the variation of the exceedances through all tail parameters. The
models are applied to the study of two temperature datasets: maxima in the U.S.A. and
minima in Brazil, and compared to other related models.

In the last part of this work was analyzed the extremal, allowing the parameters of
GPD to vary with time. Was introduced the use of dynamic linear model (DLM), a very
general class of time series models, to model the shape and scale parameter changes across
time. The proposed model was applied to three real financial time series: the Brazilian
BOVESPA, Petrobras and Vale do Rio Doce index.

Key-Words: Bayesian Inference, extreme value theory, nonparametric estimation by

mixtures, MCMC methods, dynamic models, regression models.
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Capitulo 1

Introducao

Analise de dados extremos tem se tornado uma grande ferramenta nas mais diversas
areas do conhecimento, ajudando a prever grandes ganhos e perdas. Duas dreas onde esta
analise se destaca sao nas areas ambientais e economicas.

Problemas com enchentes, devido a altos indices de chuva, sempre preocuparam as
autoridades devido a grande perda material e financeira que estes eventos acarretam para
a sociedade. Ter o conhecimento da frequéncia com qual estes eventos ocorrem é de grande
importancia para as autoridades, e principalmente a populacao, para que possa ser feito
um trabalho preventivo, para evitar ou diminuir as perdas. Este raciocinio também se
aplica a outros fenomenos naturais, como em vazao de rios e velocidade do vento.

Em uma aplicacao financeira, um acionista tem interesse em saber qual o risco de ter
uma grande perda, ou a chance de ter um grande ganho, para poder fazer uma movi-
mentacao de retirada ou acréscimo do montante da aplicacao.

Devido a importancia que valores extremos possui nas situacoes citadas, entre outras,

a Teoria de Valores Extremos (TVE) tem auxiliado na predicao destes valores.

1.1 Estudos em valores extremos

Pesquisas sobre a TVE tém crescido nas tultimas décadas, com diversas aplicacoes
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em diversas dreas, principalmente ambiental e economica. Para isto, foram propostas
varias distribuicoes para dados extremos. Mais especificamente, para a cauda deste tipo
de dados, Pickands (1975) introduziu o teorema que diz que se X pertence ao dominio
de atracdo de uma distribui¢do de valores extremos generalizada GEV (Generalized Fz-
treme Value distribution), entao os excessos acima de um determinado limiar v podem ser
modelados por uma distribuicao de Pareto generalizada, conhecida também como GPD
(Generalized Pareto Distribution). A partir deste teorema, podem ser encontradas boas
aproximacoes, baseado na distribuicao GPD para dados acima de um determinado limiar.

Trabalhos baseados em estimagao Bayesiana com a cauda possuindo distribuicao GPD
foram desenvolvidos nos ultimos anos. Em Tancredi et al. (2006), a modelagem da
parte central dos dados é feita baseada numa mistura de distribui¢des Uniformes, sendo
considerado um modelo Poisson-GPD, onde o niimero de observagoes acima de um limiar
é tratado como sendo um parametro do modelo. Além disso, a modelagem da cauda é
feita utilizando os parametros em funcao da distribuicao GEV.

Uma outra abordagem para este problema é apresentada em Frigessi et al. (2002). A
modelagem é feita dando um peso para o centro e um peso para a cauda da distribuicao.

Outro trabalho que aborda de maneira diferente a estimacao do limiar estd em Bermu-
dez, Turkman e Turkman (2001). Neste trabalho é proposta uma abordagem Bayesiana
ao método Peaks of Threshold (POT), que é um método que ajusta um modelo estocastico
a0s excessos ou aos picos acima de determinado limiar. Esta abordagem tem como finali-
dade estimar quantis extremos além do intervalo dos dados. Apesar da escolha do limiar
ser feita pela média de varios modelos provaveis através da abordagem preditiva, ainda
assim tem que ser determinado indiretamente, ja que a posteriori depende de sua escolha.
Para os dados abaixo do limiar, é proposta uma abordagem nao-paramétrica baseada na

distribuicao empirica.
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1.2 Estimacao nao-paramétrica por mistura de dis-
tribuicoes

Métodos computacionalmente mais poderosos tém ajudado na estimacao de modelos mais
complexos. Uma ilustracao interessante neste aspecto é modelo de mistura. Embora estes
modelos estejam dentro de uma familia paramétrica, eles sao uma interessante alternativa
a modelagem nao-paramétrica (Diebolt e Robert, 1994 e Titterington et al., 1985). O

modelo de mistura de distribuicoes de k componentes é dado por

k k
f(x) =) pifi(x), onde Y p; =1, (1.1)

j=1 Jj=1
e as densidades f; sao de uma mesma familia, com vetores de parametros 0;, j = 1,... k.

O avanco de técnicas Bayesianas de estimacao, como Markov chain Monte Carlo
(MCMC, para detalhes sobre esta técnica ver Gamerman e Lopes, 2006) foram mo-
tivagoes importantes para o desenvolvimento de técnicas que consistem em mistura de
distribuicoes. O amostrador de Gibbs para estimacao de mistura de distribuicoes foi

desenvolvido no trabalho de Diebolt e Robert (1994).

1.3 Objetivo

O objetivo deste trabalho é propor uma nova metodologia para analisar dados ex-
tremos, dando um enfoque especial para a cauda da distribuicao. Baseado na TVE, a
partir de um limiar grande, a cauda deste tipo de dado pode ser modelada por uma
distribuicao GPD. Para a parte central dos dados, pode-se a principio supor uma am-
pla classe de distribuicoes candidatas para realizar a modelagem. Uma metodologia que
abrange este leque de classes consiste em uma abordagem nao-paramétrica, baseado numa
aproximacao por mistura finita de distribuigoes de uma mesma familia paramétrica.

Este trabalho consiste numa extensao do trabalho de Behrens et al. (2004), que

realizou uma estimativa através de uma abordagem Bayesiana para dados extremos no
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modelo, considerando uma distribuicao paramétrica conhecida para a parte central da
distribuigao, e uma distribuicao GPD acima de um limiar. A funcao de distribuicao do

modelo é dada por

Fle|0.1) = H(x|©), se x<u | (1.2)
H(u|0O)+[1— Hul®)|G(x|V), se z>u

onde © sao os parametros da parte central dos dados, W sao os parametros da cauda,
H(.|©) é a fungao de distribuicao da parte central dos dados, onde Behrens et al. (2004)
considera H sendo Gama, e G(.|¥) é a funcao de distribuigdo GPD, para as observagoes
acima do limiar, que depende de ¥ = (¢, 0, u), onde u é o limiar. Um exemplo de mistura

de uma Gama com GPD ¢ dada pela Figura 1.1.

Figura 1.1: Densidade de mistura de uma Gama com GPD.

A linha vertical representa o limiar, a curva a esquerda ¢ a densidade da Gama e a curva a

direita é a densidade da GPD.
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Neste trabalho, sera realizada uma abordagem Bayesiana nao-paramétrica para a
fungao de distribuicao H em (1.2), assumindo que H é uma mistura finita de distribuigoes
de uma mesma familia como em (1.1). Baseado no trabalho de Wiper et al. (2001), foi
utilizada a familia Gama para mistura de distribuicoes, que é a mais adequada para dados
que pertencem aos reais positivos. Pela Figura 1.1, percebe-se que ha um salto no limiar.

Este salto pode nao ocorrer na pratica, mas neste modelo, a estimacao abrange as duas
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situacoes, com e sem o salto no limiar, pois aqui o mais importante é determinar o limiar
onde ocorre a mudanga de distribuicao.

Algumas das modelagens propostas serao aplicadas em dados ambientais, em que o
espaco amostral sao os reais positivos, tais como niveis de chuva e vazao de rios, a familia
da distribuicao da mistura também tem que pertencer aos reais positivos. Assim, a
distribuicao escolhida para componente da mistura também tem que ter suporte em R .
Este trabalho utilizou mistura de distribui¢coes Gama, baseado no trabalho de Wiper et al.
(2001), que mostrou que a Gama é a familia mais adequada para realizar uma aproximagcao
nao-paramétrica por misturas. Para dados que também assumem valores negativos, pode-
se considerar também mistura de distribui¢oes Normais, como ja foram desenvolvidos em
trabalhos como em Diebolt e Robert (1994), Roeder e Wasserman (1997), Richardson e
Green (1997) entre outros.

Um outro aspecto importante na mistura de distribuigoes estd em determinar qual o
melhor nimero de componentes a ser utilizado. Neste trabalho, o nimero de componentes
foi escolhido de acordo com critérios de comparagao de modelos, como o BIC (Bayesian

Information Criterion) ¢ o DIC (Deviance Information Criterion).

1.4 Estrutura do trabalho

O Capitulo 2 ird mostrar o modelo de mistura de distribui¢coes Gama, mostrando como
utilizar técnicas Bayesianas via MCMC para estimacgao da distribui¢ao a posteriori dos
parametros das componentes da mistura. Também serao comentados alguns tépicos im-
portantes na mistura, como imposicao de uma restricao nos parametros das componentes,
para evitar o problema de nao-identificabilidade do modelo.

O Capitulo 3 ird apresentar uma nova metodologia para avaliar dados extremos, con-
siderando uma mistura de distribui¢oes Gama para o centro, e distribuicao GPD para a
cauda. Exemplos de mistura de Gamas com GPD ¢é dada pela Figura 1.2. Embora visual-

mente pareca haver pouca diferenca entre o modelo proposto e o que utiliza s6 mistura,
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esta diferenca é notoria no calculo de quantis extremos e maximos da distribuicao, que
sao as medidas mais importantes quando se analisa valores extremos. Foram analisados
dois conjuntos de dados. O primeiro consiste em dados de vazao de rios em Porto Rico.
Os dados estao disponiveis no site http://waterdata.usgs.gov. O segundo conjunto
de dados consiste em niveis de chuvas em Portugal. Os dados podem ser obtidos no site

http://snirh.pt/.

Figura 1.2: Fungoes de densidade do modelo proposto
(a)-0=2e&=—-0,4;(b)-0=2e£=0,4;(c)-0=3e&=-0,4;(d)-0=3e{=0,4. A
parte central dos dados é uma mistura de duas Gamas. As linhas tracejadas representam a

continuacao da mistura de Gamas além do limiar.
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O Capitulo 4 consiste em realizar uma extensao do modelo proposto no Capitulo 3,



Abordagem Bayesiana nao-paramétrica para analise de valores extremos 7

considerando estrutura de modelos de regressao para os parametros da cauda. Nesta
estrutura, os parametros da distribuicao GPD estao em funcao de variaveis explicativas.

Assim, estes parametros sao escritos como

V= g(Z77)7

onde z é o vetor das variaveis explicativas com vetor de parametros . Esta estrutura
é baseada no trabalho de Cabras et al.(2009), onde é feita uma reparametrizagao dos
parametros da GPD, encontrado uma distribuicao a priori de Jeffreys com distribuicao
Uniforme para os parametros da cauda, modelados por uma estrutura de regressao. Como
Cabras et al. (2009) considera o limiar fixo, neste trabalho foi proposta uma modelagem
do limiar utilizando uma estrutura de regressao linear. Neste capitulo, foram analisados
dois conjuntos de dados, o primeiro de temperaturas maximas nos Estados Unidos. Os
dados podem ser obtidos no site www.engr.udayton.edu/weather. O segundo conjunto
de dados analisado neste capitulo foi de temperaturas minimas no estado do Rio de
Janeiro.

O Capitulo 5 trata a variagao dos parametros da distribuicao GPD ao longo do tempo,
considerando os parametros de forma e escala variando no tempo. Foi considerada uma
estrutura de modelos dinamicos de primeira ordem, baseado em Lopes et al. (2009), que

consiste na seguinte estrutura

& = Ocetuver,  ver~ N(0,1/Ve),
Ot = Oci1+wer, wer~ N(0,1/We),
loy, = Or1+ 0oy, Vet ~ N(0,1/V;),
0ot = Opt-1+Wot, Wer~ N(0,1/W,),

onde & = exp(l&) — 1 e o, = exp(loy). Este modelo foi aplicado em dados do mercado
financeiro, em retornos absolutos de bolsa de valores do Brasil, no indice da BOVESPA,

Petrobras e Vale do Rio Doce.
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1.5 Distribuicoes

Esta secao apresenta algumas das distribuicoes que serao descritas neste trabalho e

suas propriedades.

1.5.1 Distribuicao Gama

A fungao densidade da distribuigdo Gama é denotada por G(u,n), com p = n/f é
dada por

folalnj.m = | TN ew(EAn, s a0 13

0, se x <0.

Na distribuigdo Gama, a esperanca e a variancia sdo dadas por E(X) = pe V(X) =
n/ 6.

Neste trabalho, ao invés de trabalhar com a notacao da distribuicao Gama como em
(1.3), é mais conveniente realizar uma reparametrizagdo mantendo 7, mas agora con-
siderando p = 1/ um parametro da distribuicao. Assim, a média da distribui¢ao Gama
é o parametro u. Realizando a reparametrizagao, a funcao de densidade da distribuicao

G(p,n) serd dada por:

folzlp,n) = (1/T(n))(n/p)"x"texp(—(n/pu)x), se x>0 >

0, se x <0.

Na distribuicao Gama reparametrizada, a esperanga ¢ dada por F(X) = u e a variancia

¢ V(X) = p?/n.

1.5.2 Distribuicao Gama inversa

Se X possui distribuigdo Gama com parametros 7 e (3, entao 1/X possui distribuigao

Gama inversa, denotada por IG(n, 3), com a seguinte func¢ao de densidade
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Frolaln, ) = § (PO exp (=), se w2 0 (15)

0, se x <0.

Na distribuigdo Gama inversa, a esperanca é dada por F(X) = /(n—1) paran > 1

N . - 32
e a variancia é dada por V(X) = oD% Paran > 2.
1.5.3 Distribuicao Dirichlet
Um vetor de varidveis X = (X1, ..., X};), com % | X; = 1 possui distribui¢ao Dirichlet
com parametros i, ..., v, € ¢ denotada por Dg(v1,...,7), se possui a seguinte funcao

densidade:

(I'(70)) b ;-1 .
X | Y1y = ||xJ yse ;> 0,i=1,....k,
fobelon ™ ( ?:11(%‘) —1) 5 ’

onde vy = Z;?ZI v, j = 1,..., k. Na distribuicao Dirichlet, a esperanca das marginais sao
E(X;) =7/v,1=1,...,k e variancia V(X;) = 1%(&)0;%), parai=1,...,k.

1.5.4 Distribuicao Multinomial

O vetor de varidveis (Xy,..., Xy), com X; € {0,1},j=1,..., ke XF | X; = n, possui
distribuicao multinomial com parametros pi,...,pg, com Z?Zl p; = 1 e denotada por

M Ny(n;py,...,px), se possui a seguinte fungao de probabilidade:

n! LN
PMN(Xllea---ng:xk|p1a---7pk):k7‘Hij> (1-6)
j=1Tj j=1

onde E(X;) =np; e V(X;) =np;(1 —pi), i =1,... k.
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1.5.5 Distribuicao Normal truncada
Denotando por N(a,b) a distribuicdo Normal com E(X) = a e V(X) = b, se
X ~ N(a,b) com fungao densidade

1 _(:zfa,)2

me e (1.7)

Se X é a distribui¢ao de Y truncada em um intervalo (¢, d), X possui distribuigao Normal

fN(?/) =

truncada, denotada por N(a,b)I(c,d), e possui a seguinte fungao de densidade

6 (%)
f 7b7 7d - )
D g () ()

onde ¢ e ® sao respectivamente a fun¢ao de densidade e de distribuigao da N (0, 1).

c<x<d, (1.8)




Capitulo 2

Estimacao nao-paramétrica por

mistura

Neste capitulo, sera feita uma revisao dos modelos de mistura finita de distribuicoes,
com objetivo de entender melhor este método, usado principalmente para estimacao nao-
paramétrica de curvas. Os resultados obtidos nos exercicios de simulagao utilizados neste
capitulo servem de base para a aplicacao dos modelos de mistura para os modelos pro-
postos neste trabalho, que serao vistos nos capitulos seguintes para valores extremos.

Neste capitulo, sao comparados dois diferentes algoritmos para mistura de curvas de
distribuicao, um primeiro que utiliza diretamente a distribuicao a posteriori do vetor de
parametros, e um segundo que insere uma variavel latente que facilita os calculos da

distribuicao a posteriori de cada parametro.

2.1 Introducao

Métodos nao-paramétricos sao utilizados quando h&a incerteza sobre qual é a dis-
tribuicao de um conjunto de dados, ou quando esta distribui¢ao nao possui forma paramé-
trica conhecida. Modelos baseados em mistura de distribuigoes fornecem uma interessante

alternativa para modelagem nao-paramétrica. O avanco de técnicas computacionais tem

11
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ajudado para um melhor desenvolvimento nesta area, pois possibilitaram trabalhar com
estimacao de modelos mais complexos.

Abordagem Bayesiana para a estimacgao de mistura nao havia sido bem desenvolvida
até o inicio da década de 1990, devido principalmente a obstaculos computacionais.
Diebolt e Robert (1994) propuseram a inserc¢ao de variaveis latentes para poder amostrar
distribuigoes de mistura utilizando o amostrador de Gibbs. Celeux et al. (2000) estu-
daram as dificuldades na estimacao da distribuicao a posteriori em modelos de mistura
pela técnica MCMC. Jasra et al. (2005) revisam alguns métodos de estimar mistura
de distribuigoes, citando o amostrador de Gibbs (Diebold e Robert, 1994), Tempering
MCMC (Neal, 1996) e Relabelling Algorithms (Stephens, 1997).

2.2 Inferéncia Bayesiana

A abordagem Bayesiana é desenvolvida na presenca de observagoes = cujos valores ini-
cialmente vém de distribuigoes incertas e descritos por uma funcao de densidade f(x | ).
A quantidade 6 representa uma caracteristica de interesse que descreve o processo da
distribuicao da variavel. A situacao canodnica é aquela na qual uma amostra aleatoria
X = (Xy, ..., X,) segue uma distribuicao com densidade f(X | 6). Neste caso, as ob-
servagoes sao iid (independentes e identicamente distribuidas), condicional em 6. A quan-
tidade # nao é somente um indice, mas o principal interesse de estudo, pois determina a

caracteristica da populacao.

2.2.1 Distribuicao a priori e a posteriori

E desejavel que o pesquisador tenha algum conhecimento sobre o parametro de inte-
resse . Este conhecimento pode ser formalmente incorporado na andalise. A abordagem
Bayesiana incorpora esta informacao na andlise através de uma densidade p(6), chamada
de distribuicao a priori, que geralmente é uma informagao subjetiva.

A inferéncia Bayesiana contém dois ingredientes: a distribui¢ao observacional f(z | )



Abordagem Bayesiana nao-paramétrica para analise de valores extremos 13

e a distribuicao p(f). Esta tltima distribui¢ao pode também ser especificada com ajuda
de outros parametros, chamados de hiperparametros, ou seja, sao os parametros da dis-
tribuicao dos parametros. A distribui¢ao observacional de uma amostra fornece a funcao
de verossimilhanca [(0) = f(z | #). Com estes dois ingredientes, pode-se encontrar a dis-
tribuicao de 6 apds observar z. Esta distribuicao é chamada de distribuicao a posteriori,
que ¢é obtida através do Teorema de Bayes

Sz | 0)p(d)
J f(x | 0)p(8)ds”

onde o denominador é uma constante em relacao a #. Assim, a distribuicdao a posteriori

w0 | z) =

pode ser dada por w(# | x), escrita de uma forma mais compacta por

(0 | x) oc f(x | 0)p(0)

Em uma amostra aleatéria de tamanho n, a funcao de verossimilhanca é dada por
1(0) =TI f(z; | 0) e assim a distribuigdo a posteriori de 6 dado o vetor (z1,...,x,) é

proporcional a

(0| z1,...,z,) < 1(0)p(0)

2.3 Monte Carlo via cadeias de Markov

A técnica de Monte Carlo via cadeias de Markov, conhecida como MCMC, que pode
ser vista em referéncias como, por exemplo, Gamerman e Lopes (2006), tem uma vasta
area de aplicagao em modelos Bayesianos. Esta técnica consiste em simular pontos de uma

distribuicao multivariada. Antes de mostrar a técnica, considere a identidade a posteriori:
PO|Y)= [ POIY.2)P(Z|Y)dZ,
z
e a identidade preditiva

P(Z|Y) = /OP(Z 1Y,0)P(0| Y)dd
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uma iteracao entre os dois, tomando a estimativa corrente da identidade a posteriori,
simulando uma realizacao de Z da identidade preditiva, e usando estas realizacoes para
re-estimar a identidade a posteriori.

Uma abordagem modificada é a chamada chained data algorithm, onde sao feitas
iteragoes sucessivas de P(Z | 0,Y) e P(6 | Z,Y) para obter uma sequéncia de realizagoes
(ZW, M), (2™, 6™), onde em cada caso as simulacdes sdo feitas condicionadas aos
valores correntes das variaveis. Intuitivamente, espera-se que esta cadeia encontre uma
distribui¢ao de equilibrio P(#,Z | Y). Além disso, a partir de um certo periodo de
aquecimento, chamado de burn-in, a sequéncia (Z® 0®)), .. (Z™ §) sqo realizacoes da

distribuicao proposta.

2.3.1 Amostrador de Gibbs

O amostrador de Gibbs generaliza o chained data algorithm para a situacao multivari-

ada. Para obter uma amostra da distribui¢cao multivariada p(f, ..., 8;), o procedimento é

dado por
Algoritmo Gibbs
. Inicializar 6§ = (9§0), o 6&0))

1

2. Simular 6" da condicional 6 | o ..., 9((10)

3. Simular 0%1) da condicional 6, | 9%1), 0:(,,0), s 6’&0)

4. ..

5. Simular 9&1) da condicional 6, | o, .., 95;1)1

6. Iterar o procedimento

Assim, apds um perfodo de burn-in, (ng), ...,95’“),...,(9%"’, ...,QE[”)) sao realizacoes da
distribuicao de interesse.

Pela forma do Teorema de Bayes, onde a distribuicao a posteriori é dada por

p(O)p(x | 0)

Jp(0)p(z | 0)do”

o amostrador de Gibbs pode obter amostras diretamente da distribuicao a posteriori

p(0|x) =
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conjunta utilizando as distribui¢oes do algoritmo, conhecidas também como distribuigoes

condicionais completas, sem ter que se preocupar com a integral do denominador.

2.3.2 Metropolis-Hastings

O algoritmo mais Geral do MCMC ¢é o Metropolis-Hastings. Suponha que o objetivo é
simular pontos de uma distribui¢ao (multivaridada) 7(6). Seja ¢(f,d) uma probabilidade
de transicao arbitraria. O algoritmo de Metropolis-Hastings é dado da seguinte maneira

Algoritmo M-H

1. Dada a posicao corrente de 6,, = 6 gerar um novo candidato §* de (0, J)

2. Calcular «(6,0) = min {;Eg;gg?gg, 1}, com 0 = 0*.

3. Com probabilidade «(6, §*) aceitar 6,1 = ¢* caso contrario manter 6,1 = 6.

4. Voltar ao passo 1.

A vantagem do Algoritmo de Metropolis-Hastings em relacao ao amostrador de Gibbs
¢ que nao é necessario conhecer todas as distribuicoes condicionais completas. A varidavel
0 pode ser um vetor de parametros (61, ...,04).

Além destes algoritmos, outras variagoes podem ser propostas no MCMC. Por exem-
plo, fazer o algoritmo de Gibbs por passos de Metropolis, onde a distribui¢ao condicional
completa de cada parametro é a distribuigao m(x) do algoritmo de Metropolis-Hastings,
e Metropolis por blocos, onde blocos (61, ..., 0k,),....,(0k,_,, .., O,) sdo amostrados um por

vez pelo algoritmo de Metropolis-Hastings.

2.4 Modelo de mistura
Uma distribuicao de mistura de k& componentes tem funcao de densidade dada por
k
h(xl0,p) = >_pifi(=10;),
j=1

onde p; é o peso associado a componente j, com fungao de densidade f;(.|0;) com vetor de

parametros 0;, j = 1,..., k. A restrigao nos pesos é dada por E;‘f’zl p; = 1. Neste modelo,
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os parametros sao os pesos p; e os parametros de cada componente 0;, j =1,... k.
Para a familia de componentes f;, é necessario escolher a familia mais adequada para
R

variaveis que pertencem aos reais positivos.

2.4.1 Aproximagao nao-paramétrica por mistura

Modelos de mistura de Gamas fornecem uma boa aproximacao a estimacao nao-
paramétrica de curvas nos dados reais positivos. De Vore e Lorenz (1993, pag 14),
mostraram para qualquer fungao continua f(x) em (0, 00), com limite zero quando z — oo,
que lim, o Sy (x) = f(z) uniformemente para 0 < z < oo, onde S,(z) é definido por

s 50 (5]

k=0 u

Além disso, f pode ser aproximada por uma mistura de densidades Gama G(k+1/u, k+1)
com pesos (1/u)f(k/u). Asmussen (1987, pag 76) mostrou que mistura de distribuigoes
Erlang convergem fracamente para qualquer medida de probabilidade em (0,00).

Em particular, Wiper et al. (2001) propdem utilizar mistura de distribuigoes Gama
para estimacao de densidade nao- paramétrica, pois a familia Gama é mais ampla que
as citadas previamente, nao tendo um dos parametros restrito a um inteiro. Assim, as
consequéncias sao aproximagoes mais parcimoniosas que as citadas previamente.

O modelo de mistura de Gamas com k componentes, com vetor de parametros (i, 17, p),
é denotado por M G (p,n, p), ou M Gy, quando nao for necessario explicitar os parametros.
Este modelo possui a seguinte fungao de densidade:

k
h(z|p,n,p) = ;pjfc(xluj,nj)-
j=
onde fg é a funcao de densidade da distribuigao Gama,

Um exemplo da mistura de Gamas e suas marginais esta na Figura 2.1

2.5 Restricao nos parametros

Um outro aspecto importante quando ¢ feita a modelagem Bayesiana nao-paramétrica
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Figura 2.1: Densidade de mistura de 3 Gamas.

Linhas tracejadas: componentes da mistura. Linha cheia: mistura das trés componentes.

baseada em mistura de distribuigoes estd na identificabilidade das componentes da mis-
tura. Realizando a estimacao sem nenhuma restricao nos parametros, pode ocorrer do
método utilizado na estimacao nao identificar quais sao cada uma das componentes ou
misturé-las.

Um exemplo da falta de identificabilidade da distribuicao de mistura pode ser visto
em exemplos com dados simulados. Resultados de simulacoes feitas para distribuigao
Gama e Normal mostram este tipo de comportamento. O grafico a esquerda da Figura
2.2 mostra a série da distribuicao a posteriori das médias de mistura de quatro Normais.
Pelo gréfico, percebe-se que a variancia ao longo de uma série muda de comportamento, ao
mesmo tempo em que a variancia de uma componente aumenta, a outra diminui, ou seja,
uma componente passa a ter as caracteristicas da outra. Fazendo a mistura de Gamas,
a parte a direita da Figura 2.2 mostra que este comportamento também acontece para o
parametro de média da distribuicao Gama.

Um dos primeiros trabalhos a discutir esta restrigdo foi Richardson e Green (1997),
onde no caso de mistura de distribuicao Normais, é sugerido impor a restricao nas médias
(p1, f2y - - - i), de tal forma que pyp < pg < ... < .

Este problema foi amplamente discutido no trabalho de Frithwirth-Schnatter (2001),
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Figura 2.2: Problemas da nao-identificabilidade para misturas Normal e Gama.
A série a esquerda mostra um exemplo de estimacao para 4 componentes para as médias da

mistura de Normais, e a direita a média de mistura de Gamas.
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onde no caso da mistura de duas distribuicoes Normais, foi necessario impor a condigao
de que a média na primeira componente é sempre menor do que a segunda. Este trabalho
mostrou também que a nao imposicao da condi¢ao pode levar ao problema da distribuicao
a posteriori possuir dois maximos locais, e com isso o modelo pode convergir para uma
distribuicao que nao é a verdadeira. Frithwirth-Schnatter (2001) também mostrou que a
imposicao da restricao na variancia da mistura de Normais nao é necessaria e pode levar
o algoritmo MCMC a amostrar de uma distribuicao a posteriori truncada.

Ao impor a restrigdo na média, utilizar a funcdo Gama reparametrizada em (1.4) tem
a vantagem da restricao de identificabilidade estar imposta somente em um parametro,
ao contrario do caso da forma da distribuicdo Gama em (1.3), que levaria a restri¢ao
nos dois parametros da distribuicao Gama. Assim, é utilizada a forma da distribuicao
Gama reparametrizada e imposta a restricao de identificabilidade R = {(u1, ..., ) €
(0,00); 1 < ... < i}

Embora a restricao seja importante para identificar os parametros de cada componente
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da mistura, ela nao é necessaria para estimar corretamente a curva de densidade da
distribuicao de mistura. Ao fazer a estimacao sem a restricao, embora os valores dos
parametros nao sejam necessariamente os mesmos que os valores corretos, a curva de

densidade sera a mesma curva da estimacao que impoe a restricao nas médias.

2.6 Distribuicao a priori para mistura

Para o parametro 7);, observa-se na densidade da Gama em (1.4) que ele ndo possui
uma distribuicao a priori conjugada conhecida. Como este parametro sé assume valores
positivos, a priori escolhida foi a Gama.

Para o parametro j;, percebe-se, pela funcao densidade da Gama em (1.4), fixando
7;, que uma priori conjugada para esta distribui¢ao ¢ a Gama inversa. Na priori, também
é necessario impor a restricao nos parametros R, citada na Secao 2.5.

Para os pesos, por serem variaveis que estao entre 0 e 1 e a soma ser 1, foi atribuida
uma priori com distribuicao Dirichlet para o vetor de pesos.

A principio, tem-se que

1 NG(aj/bj,aj),j: 1,...,/{1, Hj NIG(Cj,dj),j: 1,...,]€ e pND(")/l,,")/k>

Para o vetor de parametros (p, . . . , fx ), considerando a restrigao na média dos parametros,
a priori pode ser escrita da seguinte maneira:
k k
plpa, .oy ) = Hfla(ﬂi | ci,d;) = Wi_l_[lflG(,ui | ci, di)Ir(p),
onde W= = [; ) 15 p(ui)d(pua, - ., px) e Ip(p) é a funcdo indicadora da restrigo nas
médias.
Supondo independéncia entre esses grupos de parametros 7, u e p, e denotando o vetor

de todos os parametros do modelo por O, tem-se que

O = (nla"'777k7ﬂ17"'alukapla'"apk)-
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A densidade a priori de © é dada por

) o H (77] ~exp( bjnj),uj_cj_l eXp(—dj/Mﬂp]j_l) Ir(p).

2.7 Distribuicao a posteriori

Considerando a funcao de verossimilhanca de © baseada no modelo de mistura, jun-
tamente com a distribuigao a priori de ©, obtém-se, pelo Teorema de Bayes, a seguinte

forma da distribuigao a posteriori

T(O]x) H (Zpgfc x| pj, my) ) 11 (fG 77]|aj/bj>aj)fIG(,uj|Cjadj)p;'j_l> Ir(p)

=1 \ j=1 j=1

“[I (Z (pjr@j) <Z>

onde x = (z1,...,x,) sdo as observagoes.

k
)H Pterton e T e sy (), (2.)

Jj=1

Pode-se notar que a equagao (2.1) ndo tem uma forma conhecida para nenhum parametro,
devido ao fato da funcao densidade conter uma série de parcelas que nao se combinam
analiticamente.

Neste caso, uma primeira alternativa para fazer inferéncia seria utilizar MCMC pelo
algoritmo de Gibbs em blocos com passos de Metropolis, para amostrar da distribuicao
condicional completa em cada vetor de parametros da componente 7 da mistura, além
do vetor de pesos. O algoritmo para amostrar pontos da distribuicao a posteriori dos
parametros é dado no Apéndice 2A deste capitulo.

Para sintonizar a variancia das distribuicoes propostas, foi utilizado o método de
Roberts e Rosenthal (2006), que diz que o valor 6timo da taxa de aceitagdo do algoritmo
de Metropolis para propostas unidimensionais é aproximadamente 0,44.

Seja V) a variancia da proposta no inicio das iteracoes com [ = 0. A cada 50 iteracoes,
o contador [ vai para [ + 1 e verifica-se a taxa de aceitacao. Se esta é menor do que 0,44,
entdo log (V(l“)) = log (V(Z)) +6(I+1) caso contrério log (V(”l)) = log (V(Z)) —o(l+1),
onde §(1 + 1) = min(0, 01; (I + 1)7%%).



Abordagem Bayesiana nao-paramétrica para analise de valores extremos 21

2.8 Insercao de uma variavel latente

Para facilitar os cédlculos da distribuigdo a posteriori, Diebolt e Robert (1994) uti-
lizaram a ideia proposta em Tanner e Wong (1987). Eles abordaram o problema inserindo
uma variavel aleatéria latente z de dimensao n x &, em que z; ; ¢ uma variavel que indica
em qual componente 7 da mistura estd a observacao i, assumindo valor 1 para a compo-
nente em que ela estd e 0 nas outras componentes. Além disso, utilizando o algoritmo
MCMC, Diebolt e Robert (1994) mostraram que amostrar ¢ da distribuigdo a posteriori

7(0|z, z) equivale a amostrar # da distribuicao a posteriori m(f|x). Desta maneira,

f(x]2) = lillf](x)f

Sendo z ~ M Ny(1;p1,...,pk), entdo, fyn(z) = f lpj ,

:Z T, %) :Zf v | ;) fun(25) Z (1:[ (fi(x)p; Zﬂ) Zplfl

=1 j=1 =1
Portanto,
k
h(z | 0,p,z) H f(z65)) (2.2)
onde z = (21,...,2,) € Z; = (Zi1, ..., Zik), 1= 1,...,m

Como o valor da varidavel z nao é conhecido, ela também é considerada mais um
parametro no modelo. Utilizando as mesmas distribuicoes a priori da secao anterior, para

uma amostra de n observagoes, a distribuigao a posteriori terd a seguinte forma

i=1 \j=1

ﬂ-(@vZ’X) X ﬁ (H(fG(xi|Nj>ni))Zi’jpji’j) X

x H( %~ expl( b;ﬁj)/ﬁfcj_leXp(—dj//ﬁj)p}j_l)IR(H)

. E?:l Zi,j n n
Mj zij(n;—1) _ ()
> E(( L) (m) ) (1:1195 )exp< el (w)x)) :

.
—_

k
k
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X (U?j_l exp(—bym)u; eXP(—dj/Mj)p]-j_l) Tr(p)

< ]I (pj(-z“ R g (— (dj+77jzzi,j$i> /w) x
j=1

i=1

aj+n; i il

n - zii(mi—1
s el 11 ) e R P} 23)
L(n;)e=m \iza
Reescrevendo a posteriori desta maneira, com excecao de n;,5 = 1,...,k, todos os

outros parametros tém distribuicoes condicionais completas conhecidas. Detalhes das

condicionais completas sao dados no Apéndice 2B deste capitulo.

2.9 Comparacao de modelos

Em uma estimacao utilizando abordagem nao-paramétrica por mistura de distribuicoes,
é necessario saber qual o nimero de componentes mais adequado em cada caso. Para isso,
ha duas alternativas: considerar k£ um parametro do modelo e estimar por RIMCMC
(Reversible Jump Markov Chain Monte Carlo, Richardson e Green, 1997), ou comparar
modelos com diferentes valores de k através de um critério de comparacao de modelos.

Como nos dados que possuem caudas com distribuicao GPD, problemas de mistura de
distribuicao de dados reais resultam em modelos com poucas componentes na mistura, o
algoritmo RJMCMC resulta num alto custo computacional, para se alcancar a distribuicao
de equilibrio. Aplicacgoes deste trabalho mostraram que no maximo trés componentes na
mistura é o suficiente para alcancar o melhor modelo. Neste trabalho, foram adotados

trés critérios de comparacao de modelos.

2.9.1 Distribuicao preditiva

Um critério grafico para avaliar o bom ajuste do modelo consiste na curva da fungao

de densidade preditiva do modelo. A funcao distribuicao preditiva é dada por

FoWaaly) = [ fo@nsr 0)d0 = [ F,(30110)p(61y)d6 = Eny (fy(as10)).



Abordagem Bayesiana nao-paramétrica para analise de valores extremos 23

Amostrando I valores de 6 da distribuicao a posteriori e usando o fato de que, como
JoWnt1 1Y) = Egjy(fp(yn+110)), pela técnica de Monte Carlo, que é um estimador razoavel
para ser utilizado, fp(yn+1|y) =150 fo(Yns1|09), onde 6@ é o i-simo valor amostrado
da distribuicao a posteriori.

Considerando que neste capitulo, f, é uma mistura de k distribuicoes Gama com
parametros (p;,7;),7 = 1,...,k, a funcao de densidade preditiva pode ser aproximada

por

1 I k
FoUnsaly) = jZZp])fc Yo |, 7).
i=1j=1

2.9.2 Critério de Informagao Bayesiano (BIC)

Este critério foi proposto por Schwarz (1978), e é um dos primeiros e mais utilizados
critérios de comparacao de modelos. Este método penaliza o nimero de parametros de
acordo com o tamanho da amostra.

O BIC ¢ dado por

iy log ((£o(y | ©4))
I

onde f,(y | ©;) é a fungao de verossimilhanca, ©; ¢ o vetor de parametros O na iteracao

BIC = -2

+ qlog(n), (2.4)

1, ¢ ¢ o numero de parametros do modelo e n é o tamanho da amostra. O primeiro termo
do BIC avalia o ajuste do modelo e o segundo termo é a penalizacao de acordo com o
numero de parametros. Comparando varios modelos, o melhor, segundo o BIC, é aquele
que tiver o menor valor.

Quando ¢ feita a estimagao via MCMC no modelo com mistura de Gamas, onde

Os = (Ma1s - - Mike> Mils - - - Mik> Pids - - - Dike), tem-se que

=1

log(fp(y ’ @ Zlog (Zp] fG yl|/L] 7773 )) )

onde p; j,mij € pij, j=1,...,k ei =1, sao os valores dos parametros na componente j

da mistura na ¢-ésima iteracao do MCMC, num total de [ iteragoes.
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2.9.3 Critério de Informacao dos Desvios (DIC)

O DIC, introduzido por Spiegelhalter et al. (2002), se baseia na funcao de distribuigao
a posteriori da estatistica dos desvios.

Para encontrar o DIC, considere uma medida D(© | y), dada por:

D(© |y) = —2log(f,(¥1©)),

onde f,(y|©) é a funcao de verossimilhanca.

O DIC é calculado por
DIC =D(©|y)+pD(® |y),

onde pD é conhecido como numero efetivo de parametros, e avalia a complexidade do

modelo, e pode ser calculado por
pD(© |y)=D(©|y) - D(®©|y),

onde D(O | y) = —2log(f(Y]O)), com © sendo uma estimativa da média a posteriori de
©, ou seja, num caso de um vetor © = (64,...,0,,),
b Ly (1) ¢ (i)
DO)=D(=>6/",....,=> 6% ).
IS IS

No caso da mistura de Gamas com k componentes,

k
D(O |y) = —2log (Zﬁij(%Wﬁﬁj)) ;

j=1
onde i = YLy i /1, 7y =S 0 /T epy =S /1 =1, ke
~ I k
D©|y) = —ZZlog pijfa(ilpig,mig) | /1.
i=1 j=1
Embora este método tenha sido utilizado com muita frequéncia nos ultimos anos,

recomenda-se ter cuidado com algumas restri¢oes, como por exemplo o nimero efetivo de

parametros, que em alguns casos pode ser negativo. O DIC pode apresentar dificuldades
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nos casos onde nao ha a garantia que a fungao de verossimilhanga seja log-concava, quando
h& mais de uma moda na distribuicao dos parametros e em alguns casos onde ha uma
forte assimetria na distribuicao dos parametros. Estes itens citados estao diretamente
relacionados com este estudo de distribuicao de mistura.

Na discussao do artigo de Spiegelhalter et al.(2002), Richardson cita exemplo de DIC
para mistura de duas distribuicoes Normais, e em um dos casos, fazendo uma simulagao
para 0,75N(0;1) + 0,25N(1,5;0,5), o menor DIC encontrado foi considerando 4 compo-
nentes na mistura e nao 2, que seria o modelo correto.

Neste trabalho, foram calculadas as medidas DIC de cada simulagao para averiguar

mais detalhadamente as limitacoes do DIC em relagao a mistura de distribuicoes.

2.10 Simulacoes

Para realizar comparacoes foram aplicados dois algoritmos: o primeiro considerando
apenas o algoritmo de Gibbs com passos de Metropolis (Segao 2.7) e outro que utiliza
a varidvel latente (Secdo 2.8). Em ambos os casos, o algoritmo foi feito impondo a
restricao na média R = {(p1, ..., k) € (0,00); 1 < ... < pg}. Foram feitas simulagoes
considerando mistura com uma, duas e trés componentes.

Para cada simulagao, foi feita a estimacao considerando diversos valores de k, com
intuito de verificar se o modelo que obtém os melhores resultados é aquele que tem o
mesmo numero de componentes da mistura usada na simulacao. Por facilidade de notagao,
serd denotado por kg, 0 nimero de componentes na mistura utilizados na simulacao e
por k.s; 0 numero de componentes utilizados na estimacao.

Para fazer esta comparacao, foram analisados os resultados da distribuicao preditiva,
verificando em qual caso a densidade preditiva é mais proxima da verdadeira densidade.
Além disso, foram utilizados critérios de comparacao de modelos, como BIC e DIC.

Foram realizadas 3 simulacoes de 1000 pontos da distribui¢ao de mistura com kg, =1,

2 e 3. Para cada caso, na estimacao por MCMC, foram realizadas 50 mil iteragoes, com
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burn-in de 10 mil e coletadas uma amostra a cada 10 observacoes. A verificacao de
convergencia foi feita utilizando duas cadeias comecando de valores iniciais diferentes.

Distribuicao a priori: Para cada simulacao, a distribuigao a priori serd como em
(2.1), onde p; ~ IG(2,1;5,5) en; ~ G(6;0,5), 5 =1,..., kest, € p ~Dy,,,(1,...,1). Estes
parametros foram escolhidos de modo a se obter uma média a priori préxima dos valores
verdadeiros e com variancia alta, numa situagao onde a distribuicao a priori fornece pouca
informacgao sobre os parametros.

Foi usada a linguagem Ox versao 4 (veja Doornik, 1996) para desenvolver os algoritmos

de MCMC em um computador Acer Intel Atom N270, 1,60GHz, 1GB RAM.

2.10.1 Simulacao com uma Gama

Neste primeiro exercicio, foram simulados 1000 pontos de uma distribuicao Gama com
parametros © = 4 e n = 4. Supondo que nao se conhece o nimero de componentes de
mistura, foi feita a modelagem nestes dados considerando k.y=1, 2 e 3 para os algoritmos
com e sem a variavel latente.

A Figura 2.3 mostra as densidades preditivas para diversos valores de k., além da
verdadeira densidade, juntamente com o histograma das simulacoes.

Pela Figura 2.3, nota-se que, independente do valor de k.y, a estimativa da densi-
dade preditiva é praticamente a mesma, sendo que todas elas estao sobrepostas e muito
préoximas da verdadeira funcao de densidade. Isto mostra que, misturar distribuicoes
(kest > 1) ird ter como resultado um modelo tao eficiente quanto no modelo com kg = 1.

A Figura 2.4 apresenta as taxas de aceitagao baseado no método de calibracao da
variancia a posteriori, do trabalho de Roberts e Rosenthal (2006). Pelo gréfico, verifica-se
que o algoritmo que utiliza a variavel latente chega mais rapidamente a taxa em torno de
0,44 (grafico a esquerda da Figura 2.4), enquanto que, ao utilizar o algoritmo de Gibbs com
passos de Metropolis para todos os parametros, a taxa so fica em torno de 0,44 apds cerca
de 10000 iteragoes, que é o valor utilizado para burn-in. Para estas simulagoes, utilizar

a taxa de 0,44 fornece bons resultados no comportamento das cadeias, nao havendo a
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Figura 2.3: Densidade preditiva na simulagao com kg, = 1 € ke = 1,2, 3.
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necessidade de diminuir a taxa.

Figura 2.4: Taxas de aceitacao a cada 50 iteragoes para kg, = 1, kesy = 1 para a estimacao

da média da distribuicao Gama.

A linha vertical representa a taxa de 0,44.
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Quando ¢é utilizado o algoritmo com variaveis latentes, a Figura 2.5 mostra que ha um

problema de identificabilidade nos pesos. Quando k.y; > 1, o peso de uma componente
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troca com o peso da outra. Portanto, para este método, nao houve convergéncia nas
cadeias quando key > kg Isto acaba afetando também na estimacgao dos parametros

das componentes de mistura.

Figura 2.5: Série dos pesos utilizando a variavel latente com kg, = 1, kest = 2.
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Utilizando o algoritmo de Gibbs com passos de Metropolis, pela Figura 2.6, observa-
se que a série dos pesos converge para uma distribuicao em torno de 1 para a primeira
componente e 0 para a segunda, ou seja, o algoritmo praticamente s6 usa a primeira com-
ponente para fazer a estimacao, nao reconhecendo a existéncia da segunda componente,
pois a simulacao é feita utilizando k;,, = 1.

A densidade preditiva de k., = 3 apresentou praticamente o mesmo comportamento
do que no caso onde k. = 2, assim como a série dos pesos que o algoritmo de Gibbs com
passos de Metropolis mostra que a terceira componente leva peso 1 e as outras duas 0.

Para comparar todos os resultados das simulagoes com kg;,, = 1, foram calculados o
BIC e o DIC para cada caso estudado. Como quando k.g > kg, 0 algoritmo com variavel
latente nao atinge a distribuicao de convergéncia, as medidas de ajuste que indicam o
modelo com melhores componentes foi feito apenas para o algoritmo que nao utiliza
variavel latente.

Pela Tabela 2.1, pode-se concluir que os valores do DIC foram praticamente os mesmos
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Figura 2.6: Série dos pesos sem variavel latente com kg, = 1, ey = 2.
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Tabela 2.1: Medidas de ajuste de mistura para kg;,, = 1.

ke |pD| DIC | BIC

1 |20 4002,7 | 4027,6

2 | 1,9 | 4002,9 | 4048,3

3 | 2,0 4002,8 | 4069,1

para os diferentes nimeros de componentes na mistura. Para o BIC, os menores valores

das medidas foram para a estimacao com uma componente na mistura.

2.10.2 Simulacao com mistura de duas Gamas

Na segunda simulagao realizada, foram simulados 1000 pontos de mistura de duas
Gamas, com parametros p = (2;8), n = (4;8) e p = (0,66;0, 33). Foi feita a modelagem
nestes dados considerando k. de 1 a 4 para os algoritmos com e sem a variavel latente.

A Figura 2.7 mostra a comparacao entre as densidades verdadeira e preditivas para
diferentes valores de k.4, com e sem a presenca da variavel latente. A densidade que esta

mais longe da verdadeira é para k., = 1. Para k.g; > 1, as fungoes de densidade preditiva
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estao muito préximas da verdadeira densidade.

Figura 2.7: Densidade preditiva da simulacao com kg, =2 e ke = 1,2, 3, 4.
A linha tracejada com k.s = 1 € a tnica que fica distante da verdadeira densidade. Para os

outros valores de ks, as densidades estao sobrepostas e préoximas da verdadeira densidade.
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No algoritmo que utiliza o amostrador de Gibbs com passos de Metropolis, quando
kest > 2, apenas dois pesos parecem ser significativos, ou seja, o modelo sé identifica o
numero verdadeiro de componentes utilizados na simulagao. Pode-se verificar na Figura
2.8 com k. = 4, que a primeira e a terceira componentes vao a 0 e a segunda e quarta
componentes estacionam numa distribuicao em torno dos valores verdadeiros dos pesos
de 0,66 e 0,33.

Para comparar todos os resultados das simulagoes com k,;,, = 2, foram calculados o
BIC e DIC. Estes resultados estao na Tabela 2.2.

Pela tabela, percebe-se que o DIC é maior quando k.; = 1 e ha pouca diferenca
entre os outros valores de k.i; > 1. Isto ocorre porque, para trés ou quatro componentes,
somente dois pesos sao significativos e os outros acabam nao tendo nenhuma relevancia
na estimacao. Percebe-se também que, para k.i > 2, o numero efetivo de parametros se

altera pouco, o que indica que eles estao estimando praticamente o mesmo modelo.
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Figura 2.8: Série dos pesos sem variavel latente com kg;,, = 2, kesy = 4.
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Tabela 2.2: Medidas de ajuste de mistura para kg;,, = 2.

ket | pD| DIC | BIC
1 |21 4662,9 | 4688,1

2 | 5,0 4425,1 | 4476,6

3 |52 4424.8 | 44973
4 |53]4424,5 | 45180

Para o BIC, o menor valor foi exatamente quando k.y = 2.

2.10.3 Simulacao com mistura de trés Gamas

Na terceira simulacao, foram simulados 1000 pontos de mistura de trés Gamas, com
parametros u = (1,33;4;12), n = (4;8;12) e p = (0, 50;0, 333; 0, 166). Supondo que nao
se conhece o numero de componentes de mistura, foi feita a modelagem nestes dados
considerando k.,=1, 2, 3, 4 e 5 para os algoritmos com e sem a variavel latente. A Figura
2.9 mostra a comparagao entre as densidades verdadeira e preditiva para os diferentes

valores de k.g. Pela Figura, duas componentes na mistura nao resultam num bom ajuste,
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enquanto que para os outros valores de k.,; > 2, as densidades preditivas sao praticamente

as mesmas e proximas a verdadeira densidade de mistura.

Figura 2.9: Densidade preditiva com simulacao com kg, = 3, kest = 1,2, 3, 4.
A linha tracejada com ks = 1 é a mais distante da verdadeira densidade. A linha pontilhada
representa k.s; = 2 e fica mais proxima. Para os outros valores de k.y, as densidades estao

sobrepostas e muito préximas da verdadeira densidade.
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Foram utilizados o BIC e o DIC como medidas de ajuste para cada caso. Pela Tabela
2.3, o menor DIC foi para k.; = 5, enquanto que o menor BIC foi para k., = 3. Portanto,

para simulacao de 3 componentes, a melhor medida de ajuste foi o BIC.

2.10.4 Conclusoes

Baseado nos resultados encontrados nas simulacoes de mistura de distribuigoes, pode-

se tirar as seguintes conclusoes:

e para o algoritmo que utiliza variavel latente, sé foi possivel realizar a estimacao nos
casos onde k.o < kgn,. Nas outras situacoes, pode-se notar que a série dos pesos

nao convergiu para uma distribuicao estacionaria;
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Tabela 2.3: Medidas de ajuste de mistura para kg;,, = 3.

ke | pD | DIC | BIC
1 |20 4840,3 | 48653
51| 4519,5 | 45714
4,8 | 44758 | 4544,8
55| 4473,8 | 4565,6
6,9 | 4468,7 | 4586,2

U | = | W | N

e para o algoritmo que nao utiliza a variavel latente, para os modelos onde k.s; > Egim,
nao houveram diferencas na densidade preditiva, pois o nimero efetivo de pesos

significantes na estimacao foi de kg;,, mesmo quando kg > kgim;

e a medida BIC mostrou-se mais eficiente para comparar os modelos, pois em todos
os casos 0 modelo estimado com menor BIC foi o modelo simulado. Em relacao
ao DIC, é necessario ter um pouco mais de cautela, pois em alguns casos, quando
kest > kgim, ha pouca diferenca entre os valores do DIC e do ntmero efetivo de
parametros. Isto pode indicar que nestes casos, diferentes valores de k. podem

estar levando a mesma estimagao, pois alguns pesos tendem a 0 para modelos com

kest > ksim-

e O algoritmo que nao utiliza a variavel latente mostrou-se mais eficiente na iden-
tificagao do nimero de componentes na mistura, pois independente do nimero de
componentes estimados na mistura, a estimacao converge para os parametros do
modelo verdadeiro, realizando uma estimacao correta nao sé da curva de densidade,
mas também dos parametros. Além disso, esta técnica é mais rapida computacional-

mente do que a técnica que utiliza a variavel latente.
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Apéndice 2A - Algoritmo para mistura de Gamas

O algoritmo para amostrar pontos de uma distribuicao de mistura de Gamas sem utilizar
a variavel latente é dado a seguir:

Algoritmo 1

A partir da iteracao s do MCMC, os parametros sao amostrados por:

a) Na componente j da distribuigdo de mistura, a amostragem é feita da seguinte
maneira.

Amostrando p; e n;

Como 7; € um valor que s6 pode ser positivo, 7j; foi adotada como distribuigao proposta

para este parametro uma Gama dada por

S S 32
s ~ G\ v,

onde 7]](.5)

¢ o valor de 7; na iteragao s da cadeia e V;, ¢ a variancia da distribuicao proposta.
Note que, de acordo com essa proposta, E(n; | 77](~S)) = ](~S), e Var(n; | 77](-5)) = Vi,
j=1,... k.

Como 1 é um valor que s6 pode ser positivo, foi adotada como distribuicao proposta

para este parametro uma Gama truncada na restricao das médias, denotada por

S S S 2
il ~ Gl ) v Tr(p),

onde ugs) ¢ o valor de p; na iteracao s da cadeia e V), é a variancia da distribuigao
proposta.
(s+1) & (s+1) &« .~ . -
Os valores 7; =1n; e = W sao aceitos com probabilidade ay, ,;, onde

R {1 m(©7 1) Sy 1 152 Vi) f (g % Vi ) T4 }
(1) fo (5 15”152 Vi) fo (g™ ™ 1V ) T ()
* s+1 * s s+1 * s s ~ s+1 s s+1 s s
0" = (n(<] )777j777(>])'7lu’(<j )7:ujnu’(>j)'7 ( )) O = (77(<j )’né])nui] )nu(zgup( )>
b) Amostrando p.
Como p é um vetor de dimensao k com Zé‘f‘:l p; = 1, p* foi amostrado de uma dis-

tribuicao proposta Dirichlet, com parametros (v;pgs), o V},p,(f)), onde V, é um valor con-

stante que determina a variancia da distribuicao proposta. Resultados de simulacoes
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mostraram que um valor adequado é de V,, = 50. Assim, pCtY) = p* com probabilidade

N :min{l 7r(Q*IX)J““D(ID(S)!10*)}
! " 7(Olx) fo(p*|p®) |’

onde © = (5, 1+, p*) e © = (n+1), u+D, p).

Para a escolha da variancia das distribuigoes propostas V;,. e V)., j = 1,..., k poderia-
se a principio escolher um valor fixo, que poderia resultar numa taxa de aceitagdo muito
alta ou baixa no algoritmo de Metropolis. Porém, taxas altas resultam em problemas de
convergéncia da cadeia e escolha de valores improprios para a distribuicao, enquanto que
taxas muito baixas resultam em poucas amostras para a estimacao dos parametros da
distribuicao a posteriori.

No Algoritmo 1, o método de sintonizagao de Roberts e Rosenthal (2006) é feito para
eV,

nj»

v

i j = 1,...,1. Em simulagoes, este algoritmo nao pareceu ser eficiente para

sintonizar V,,, que foi dado por um valor fixo.
Neste trabalho, como as propostas nao sao unidimensionais, em algumas situagoes foi

necessario diminuir a taxa de aceitagao calibrada.

Apéndice 2B - Condicionais completas no caso com
variavel latente

Considerando a modelagem de mistura de Gamas, com a variavel latente, encontra-se

as seguintes condicionais completas, baseado na distribuigao a posteriori em (2.3):

e Observando a equagdo (2.3), percebe-se que, se (u; < ... < pug), a distribuigao

condicional completa de u;, j = 1,...,k ¢ dada por

—ci—n; > zi,j—1 “
Tyl poz) o py 2eimr P exp <— (dj +77jzzi,jxi> /uy) Tr(p),

=1

onde H—j = (Ml) sy M1y Bgt1s - 7#1{:)
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Assim, se (p1 < ... < ),

tilp—gm,p,z ~ IG (Cj +0; ) zigs dj Zzi,j%) Ir(p), j=1,....k

i=1 =1

e Pela equagao (2.3), tem-se que a distribuigao condicional completa em p é dada por

k n
ioq 2ty —1
ﬂ(pm,v,Z)nXHp](-E L >,

Jj=1

e portanto,
P | W, 1,2 ~ Dk ((Zzi,l _’_71) P (Zzi,k +/yk>> .
i=1 i=1

e De acordo com a equagao (2.3), a distribui¢ao condicional completa em z; é dada

por
k
W(Zi|l’b7 v,p, Z—i) X H(pij(xZ’:uJ7 nj))Zi’ja
j=1
onde z_; = (Z1, ..., Zi—1,Zi41,- -1 Zn), L = 1,...,m.
Assim,
Z; ) Z; )
Zi|:u7n7pvzfi ~ MN]C 17p1f( |,u1 771)77pkf< |Mk nk) ) (25>
C C
de C = Sk . e s
onde C' =327 p; f (wilps, nj)-
e Condicional em 7;
Para amostrar n;, j = 1,...,k, por (2.3), como nao é possivel encontrar uma dis-

tribuicao condicional completa conhecida, é utilizado o mesmo procedimento do Algoritmo
1 (Gibbs com passos de Metropolis), também utilizando como proposta uma distribui¢ao

Gama.



Capitulo 3

Mistura de distribuicoes e TVE

Neste capitulo, sera apresentado um novo modelo para dados extremos. Neste modelo,
a cauda da observacao, ou seja, valores maiores que um determinado limiar, segue uma
distribuicao GPD. A distribuicao abaixo do limiar é estimada utilizando uma aproximacao

nao-paramétrica, por uma mistura finita de distribuicoes Gama.

3.1 Teoria de valores extremos

Analise de dados extremos tem sido uma grande ferramenta nas mais diversas areas
do conhecimento nas ultimas décadas, ajudando a prever grandes ganhos e perdas. Duas
areas onde esta andlise se destaca sao nas areas ambientais e economicas. Em estudos de
temperatura, o aquecimento global tem sido um assunto em destaque nos ltimos anos de-
vido a rapidas alteracoes climaticas que o planeta vem sofrendo nas ultimas décadas. Estas
mudancas implicam em alteracoes no nimero de eventos extremos de temperatura, seja
esta de maximos ou minimos. Eventos de temperaturas extremas sao mais responsaveis
por mudangas na natureza do que mudangas na média (Parmesan et al., 2000).

Veroes extremamente quentes ou invernos extremamente frios podem influenciar na
agricultura, no consumo de energia, e em problemas de satiide para a populagao. Entender

com qual frequéncia eventos extremos ocorrem em um periodo de tempo é importante

37
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para amenizar o impacto na sociedade das perdas e danos que estes eventos possam vir a
acarretar.

A TVE pode ajudar a resolver estes problemas, através de modelos que ajudam a
entender o comportamento de dados extremos, calculando a probabilidade de quantis
altos e prevenindo a populagao contra possiveis perdas.

Seja x1, ..., x, varidveis aleatdrias iid, com funcao distribuicao F. M,, = max{xy,...,z,}
¢é o valor maximo destas observagoes. O resultado classico da TVE mostra trés possiveis

distribuigoes limite para M, que é enunciado pelo Teorema de Fisher-Tippet (1928).

Teorema 1 Se existem sequéncias de constantes a, > 0 e b, € R, e alguma funcao

distribuicao H nao-degenerada tal que

P{(M,, = b,)/a, < x} — H(z),

entao H é do mesmo tipo de uma entre 3 distribuicoes:

Gumbel : Hj(x)=exp{exp(—x)}, z€R
0, 2<0,>0
exp (—x_f) ,r>0,6>0

exp{— (—x_f)}, r <0, <0,
1, x>0,6<0

Fréchet : Hp(z)=

Weibull . Hp(x) =

onde duas distribuicoes F' e F* sao do mesmo tipo se existem constantes a e b tal que

F*(a+bx) = F(x), para todo x.

O teorema mostra distribuicoes limite para maximos coletados em blocos de tamanho
n. Estes blocos, dependendo do tipo de dado em estudo podem ser, por exemplo, meses
do ano, coletando os maximos mensais de dados didrios.

Ao invés de trabalhar com trés distribuicoes distintas, von Mises (1954) e Jenkinson

(1955) propuseram a distribuicao GEV, que engloba as trés distribuigoes do Teorema
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de Fisher-Tippet. Esta funcao ¢ denotada por H, ,¢ e possui a seguinte funcao de dis-

tribuicao:

exp{—(l—i—f((yg“)))_l/g}’ % €40
ovl{-eo{-(5))}. s g=0

definida em {y : 1 —&(y — p)/o > 0}.

H(yl¢, o,pn) = : (3.1)

O conjunto de todas as distribui¢oes F' de uma mesma classe para as quais os maximos
normalizados tenham a mesma distribuicao limite é chamado de dominio de atra¢ao dessa
distribuicao limite. A funcao distribuicao F pertence ao dominio de atracao de uma funcao

distribuigdao G se existem constantes a,, > 0 e b, € R tal que a,,*(M, — b,) el

3.1.1 Distribuicao de Pareto generalizada

A distribuigao de Pareto generalizada foi desenvolvida por Pickands (1975), e se baseia

no seguinte teoremas:

Teorema 2 Se X é uma varidvel aleatdria com funcao distribuicao F(x), que pertence ao
dominio de atragdo de uma distribuicio GEV, entao, quando u — oo, F(z|u) = P(X <
u+ x| X > u), possui distribuicao GPD, possui a sequinte func¢dao de distribuicao

1- (14+6e) ™ e g0

Gzl o,u) = )
wlé ) 1 —exp{—(z—u)/o}, se £€=0

(3.2)
ondeu >0,0>0,z—u>0,5>0,e0<zxz—u< —0/§ se& <0. O caso
& = 0 € interpretado como sendo o limite quando & — 0, é a distribuicao exponencial
de parametro 1. Os parametros sio &, o e u e representam a forma, escala e limiar da

distribuicao.

A funcao de densidade da distribuicao GPD é dada por

a—u)\ ~(1HE)/E
%(1%—5%) , o se £#0

g(@l€ o u) = 7 :
sexp{—(r —u)/o}, se {=0
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ondex —u>0paral >0e0<z—u<—0/§para ¢ <0.

Pickands (1975) e Davidson e Smith (1990) mostram propriedades que justificam o
uso da GPD e provam também que nao h& nenhuma outra familia de distribuicoes que
satisfaca estas propriedades. Por exemplo, estabilidade do limiar, ou seja, se Y possui
distribuicao GPD, e se u > 0, entdo a distribuicao de (Y — u|Y > u) também possui
distribuicao GPD.

Em valores extremos, além de encontrar a estimativa dos parametros do modelo,
também é muito importante encontrar uma forma para determinar os quantis altos, acima
do limiar, de tal forma que se X possui distribuicao GPD, é importante saber com qual
probabilidade ocorre um evento maior ou igual a ¢, ou seja, P(X >¢q) =1 — p.

Na distribuigao GPD, um quantil ¢ com probabilidade P(X < ¢q) = p é dado em
fungao dos parametros, invertendo a fungao de distribui¢ao acumulada em (3.2).

Assim, para encontrar o quantil ¢, basta inverter a fungao p = G(q | €, 0, u) e obtém-se
a seguinte forma para os quantis

S (1=p -1
3

Tao importante quanto realizar a estimacao nos parametros, é obter as estimacgoes de

quantis com p préximos de 1, sendo de fundamental importancia na andlise de eventos
extremos, para demonstrar as vantagens de se utilizar a funcao GPD para a cauda de

dados extremos.

3.2 Mistura de Gamas com GPD

Baseado na TVE e na distribuicao de mistura, este capitulo se baseia em uma ex-
tensdao do trabalho de Behrens et al. (2004). Neste trabalho, utiliza-se uma aproximagao
nao-paramétrica para a distribuicao dos dados abaixo do limiar através de mistura de

distribuicoes Gama e GPD acima do limiar.
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3.2.1 Mistura no dominio de atracao da GEV

Para utilizar a distribuicago GPD para excessos de um modelo de mistura finita de
distribuicoes Gama, é necessario mostrar que esta distribuicao de mistura pertence ao
dominio de atracao da distribuicio GEV para satisfazer o Teorema de Pickands (1975).
Esta secao mostra como isto é satisfeito.

Segundo Embrechts et al. (1997), se F é uma variavel aleatéria com limite superior
rr < 00, entao F é uma funcao von Mises se, e somente se,

i PO @)
At f(@)?
onde z T xp é o limite quando x vai a zr pela esquerda, f'(z) é a derivada de f em relagao

ax, e F(r)=1- F(x).

(3.4)

Proposicao 1 Se F é uma funcao von Mises, entao F pertence ao dominio de atra¢ao

de uma distribuicio Gumbel.

Esta proposicao é utilizada para mostrar que a distribuicao Gama é uma funcao von

Mises, pois, na funcao Gama, a primeira derivada é dada por f'(z) = f(x) ["‘7_1 — B}
Assim, a Equagao (3.4) para a Gama é dada por

L= F@)f@ [ -

e FleP T @)

Na equacao acima, o limite do numerador e do denominador vao a 0. Assim, para

encontrar o limite, aplica-se a regra de L’Hopital, obtendo o seguinte limite

o @[5 - 8]+ (- Fl@) |-
Jim [t = 8] f(@)
i (1= F() -]
- TR D - /)
|

g (1 -F@)a—1]
= T e - e — g
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Aplicando a regra de L’Hopital novamente, tem-se

14 lim —f(@)la —1] I

% () [(a— 1 - 282) + [552 = B (0 — L) — 5a?)

Portanto, a distribuicao Gama é uma fungao von Mises e pertence ao dominio de

atracao de uma distribuicao Gumbel. Consequentemente ela pertence também ao dominio
de atracao da distribuicao GEV.
Para mostrar que a mistura finita de Gamas pertence ao dominio de atracao da GEV,

considere agora a seguinte proposicao:

Proposicao 2 F e G sao equivalentes de cauda se xp = xg, e

Fx) _
xlgllw ) =c. (3.5)

Se F' e G sao equivalentes, entao pertencem ao mesmo dominio de atragao.

Seja F =" pifa(e | oj,6;) e G = fa(z | o, B). Assim zp = 2 = oco. Considere
B = min; B; e a = oy para um [ tal que 3 = (3, entao

F(x) o f@) o SanifelrlasnB) K fele ] ag,6)
Py G(z) Jim, g(z) i, fo(lz | a, B) B ];xh—{go 7 fa(z]a,B)

A razao entre duas densidades Gama é dada por

fg(x ’ Oéj,ﬂj) _ F(a)ﬂ?jxaj—le_ﬁjx _ cxaj,aef(ﬁjfﬁ)x
fe(z[a,B)  T(ay)peaetehr '

O limite da razao em (3.6) vai para 0 se §; > (3. Assim,

(3.6)

k k
Z lim 0 p) fo( | O‘Jaﬁj Zp] (z | 043761) .

oo fele | B) o H’Of(ﬂflaﬁ)
onde k é a componente na mistura onde 3, = min; 3;

Assim, a densidade da mistura de Gamas é equivalente de cauda a uma tnica Gama,
que pertence ao dominio de atracao da distribuicao Gumbel. Deste modo, a mistura
finita de distribuicoes Gama pertence ao dominio de atragao da distribuicao GEV, sendo
possivel analisar os valores maiores que um determinado limiar a partir da distribuigao

GPD, pois satisfaz o Teorema proposto por Pickands (1975).
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3.2.2 Modelo

Seja g a funcao densidade da distribuigao GPD como em (3.2). Portanto, a fungao

densidade do modelo é de mistura de Gamas com cauda GPD é dado por

Y1 pj fa(]6)), se x<u

(3.7)
1= Sk piFa(ulo)] g(x]®), se z>u

f(=z]f,p, V) =

onde Fg(. | 6) é a funcao de distribuigdo da Gama, ¥ = (£,0,u), p = (p1,...,Dk),
0= (01,....0c),0; = (uj,n;), j=1,....k, 0 >0,(x —u) < —0/se{ <0ex>u Os
dados exibem um comportamento de cauda pesada se £ > 0.

Neste modelo, os parametros sao © = (0, p, V) e o modelo de mistura de Gamas com
GPD sera denotado por MGPDy(0,p,&,0,u), ou simplesmente MGP Dy, quando nao
houver a necessidade de explicitar os parametros.

Uma primeira vantagem do modelo M GPD;, em relacao ao método totalmente nao-
paramétrico baseado no modelo MGy, é tornar possivel encontrar diretamente um quantil
alto da distribuigao. No modelo de distribuigdo de mistura, um quantil ¢ tal que P(X <
q) = p é dado a partir da inversao da fungao de distribuicao acumulada em ¢, dada por

k
p=H(q|pmnp) = lejFG(q | 1 mj)- (3.8)
=

Porém, nao é possivel encontrar (3.8) em funcao de ¢ diretamente, sendo necessario
fazer uma grade de valores possiveis de ¢ e observando qual deles apresenta uma proba-
bilidade mais préxima ao p de (3.8).

No modelo MGPD,, para estimar um quantil maior que o limiar, encontra-se ¢ em
funcao dos parametros do modelo, pois, para = > u, baseado na funcao distribuicao do

modelo MGPDy,

F(x | p,n,p, V) =Hu|pnp)+[1—H(u|wunp)]GW),

é possivel isolar o quantil ¢ em fungao dos parametros e de p, obtendo a seguinte forma

(L—px)~* = o
¢ ,

q= (3.9)
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onde

p—H(u|unp)
1 —H(u| pn,p)

Assim, além da facilidade dos célculos, pelo fato da distribuicao GPD ser na teoria a

px =

distribuicao verdadeira para cauda de dados extremos, espera-se que os quantis estimados

do modelo MG P D, sejam mais préximos dos quantis verdadeiros que os do modelo M Gy,.

3.2.3 Distribuigao a priori

Para realizar a abordagem Bayesiana e encontrar a distribuigao a posteriori dos para-
metros, é necessario elicitar quais sao as distribuicoes a priori para cada parametro. Para
os parametros dos valores abaixo da cauda (0, p), foram escolhidas distribuigdes a priori
da mesma familia que a do Capitulo 2, ou seja, Gama para 7n;, Gama Inversa para j; e
Dirichlet para o vetor de pesos p, com restricao de identificabilidade para o vetor ,u;s.

Para o limiar, foi tomada uma priori Normal, mas sem utilizar a condicao de trunca-
mento como em Behrens et al.(2004). Porém, nao é possivel utilizar uma priori completa-
mente vaga para este parametro. Os resultados de simulacoes e nas aplicacoes realizadas
neste trabalho irao mostrar as dificuldades na estimacao do limiar ao considerar uma
distribuicao a priori com uma variancia relativamente alta.

Para os parametros da cauda, Coles e Tawn (1996) sugerem expressar a priori em
funcao de quantis conhecidos da distribuicao dos dados. Seguindo outro caminho,
Castellanos e Cabras (2007) utilizaram uma priori de Jeffreys para estes parametros,

prescindindo de suposigoes iniciais. A priori de Jeffreys para (£,0 | u) é dada por
m(o, € |u) o M (1461 +26)7 Y2 £€>-0,5,0>0. (3.10)

Castellanos e Cabras (2007) mostraram que, para o caso da distribuigao GPD, a priori

de Jeffreys ira resultar numa distribuicao a posteriori que é prépria.
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3.2.4 Distribuicao a posteriori

A funcao de verossimilhanca do modelo MGPD,, é dada por

k k
L(O,p,u,0,&|x) = H (ijfg(:ciwj)) H ([1 —ijFg(uwj)] g(zil, o, u)) . (3.11)

vx;<u \j=1 1T >U 7=1

Dadas a distribuicao a priori e a funcao de verossimilhanga, encontra-se a seguinte
forma para o logaritmo da fungao de densidade da distribuicao a posteriori

k
logm(0,p,¥lx) = k+ ) llog (ijfa(:rilwmj))

LT U j=1

_ ¥ llog(a)—l‘gflog <1+5(x0_“)>]

X >U

+ > log [1 - ijFG(UWjaﬁj)]

1T U 7=1

+ [(a; — 1) log(n) — bim; — (c; + 1) log(p) — d;/ ;]

- ; (u . uu>2 —log(0) —log(1 +¢&) — (1/2) log(1 + 2¢). (3.12)

Nao existe forma fechada da distribuicao a posteriori, e nenhum parametro possui
distribuicao condicional completa conhecida. Assim, todos os parametros do modelo
terao que ser estimados pelo algoritmo de Gibbs por passos de Metropolis. Ao contrario
de quando h& uma simples mistura de distribui¢coes Gama, no caso da mistura do GPD com
limiar desconhecido, nao é possivel aplicar variaveis latentes que sejam vantajosas para
a implementagao do algoritmo, como na Secao 2.2, pois mesmo inserindo estas variaveis,
nao € possivel encontrar uma forma conhecida para a distribuicao a posteriori de cada
parametro.

Além disso, também foi imposta a restricao na média das distribuicoes das compo-
nentes de mistura, como no Capitulo 2. O algoritmo para o modelo deste capitulo ¢ dado

no Apéndice 3.
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3.3 Caracterizacao de excessos via processos pontu-
ais

Existem diferentes caminhos para caracterizar o comportamento de valores extremos
de um processo, e uma maneira particular de fazer esta caracterizacao é derivada da teoria
de processos pontuais. Todas as inferéncias feitas usando a metodologia de processos
pontuais podem ser igualmente obtidas utilizando o modelo proposto. A principal razao
para considerar esta abordagem é que ela fornece uma interpretacao de valores extremos

que unifica todos os modelos introduzidos anteriormente.

3.3.1 Teoria basica de processos pontuais

Um processo pontual em um conjunto .4 é uma regra estocastica para a ocorréncia e
posicao de pontos, onde A representa um periodo de tempo, que pode ser utilizado para
descrever a ocorréncia de furacoes ou terremotos, por exemplo. A probabilidade de um
certo nimero de eventos em um periodo de tempo pode ser calculada, além do tempo
de espera entre dois eventos. Um conjunto A também pode ser multidimensional. Por
exemplo, um processo pontual bi-dimensional pode ser usado para descrever a posicao de
trincos em um prato de vidro.

Um caminho para caracterizar as propriedades estatisticas de um processo pontual é
definir um conjunto de varidveis aleatérias inteiras nao-negativas, N(A), tal que N(A) é
o numero de pontos em um conjunto A, onde A C A. A distribuicao de probabilidade
de cada N(A) determina as caracteristicas do processo pontual, que pode ser chamado
de N. Algumas caracteristicas importantes podem ser definidas. Em particular, A(A) =
E(N(A)) é o numero esperado de pontos no conjunto A, e é definido pela medida de
intensidade do processo. Se A = [ay, z1] X ... X [ay, 7] C R*, a funcio derivada

dA(A)

ANzx)= ——"2—
(z) dry...dxy

¢ a funcao intensidade do processo. O processo pontual candnico é o processo de Poisson
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homogéneo unidimensional. Com A > 0, o processo em A C R satisfaz

1. para todo A = [t1,ts] C A, N(A) ~ Poisson(A(ta — t1))

2. para todos os conjuntos disjuntos A e B de A, N(A) e N(B) sao independentes.

O processo de Poisson é o modelo estocastico apropriado para pontos que ocorrem
sem nenhuma regra especifica no tempo. A medida de intensidade correspondente é
A([t1,t2]) = A(t2 — t1) e a funcao de intensidade é dada por A.

Para explicar processos pontuais como uma representagao para valores extremos, é
necessaria uma ideia de convergéncia que ¢ analoga a convergencia de variaveis aleatérias.
Definicao: Seja Ny, N, ... uma sequéncia de processos pontuais em A. A sequéncia €

dita ter convergéncia em distribuicao para N, denotada por

se, para todas as escolhas de m e para todos os conjuntos fechados A, ..., A, tal que
P(N(dA;) =0) =1, j=1,...,m, onde dA; € a fronteira de A, a distribui¢ao conjunta
de (Nn(A1), ..., Nu(An)) converge em distribuicao para (N(A1),..., N(Ap)).

3.3.2 Processo de Poisson para extremos

Seja X1, Xo, ... uma série de varidveis aleatorias iid com fungao de distribuicao F'. Seja

M, = max{Xj,...,X,} sequéncias com constantes {a, > 0} e {b, > 0} tais que

P((My, — an) /by, < 2) — H(z | £, 1),

onde H(z | £,%, n), é a fungao de distribui¢ao GEV dada em (3.1). Entao, define-se uma

sequéncia de processos pontuais N,, em R? por

N, ={(i/(n+1),(Xi — by)/an) i =1,...,n}.

A escala da primeira coordenada assegura que esta estard sempre no intervalo (0,1).
A segunda coordenada estabelece o comportamento dos excessos quanto n — oo. Um

resultado fundamental é dado pelo teorema a seguir, que pode ser visto em Coles (2001).
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Teorema 3 Seja X, Xo, ... uma sequencia de varidveis aleatorias iid nas quais existem

sequéncias {a, > 0} e {b,} tais que

P((My, —an)/bp < 2) — H(z | {9, 1),

e seja z_ e zy 0s limites superior e inferior de H respectivamente. Entdao, a sequéncia de

processos pontuais
Ny =A{(i/(n+1),(X; —bn)/ay) :i=1,...,n}

em regioes da forma (0,1) X [u,00), para qualquer w > z_, converge para um processo de

Poisson bidimensional, com medida de intensidade em A = [0, 1] x [0, co].

Utilizando o teorema para valores extremos, considere o conjunto A, = [0, 1] x [z, 00),

para algum z > u. Pela propriedade da Poisson,

P{nao ter pontos em A,} = exp{—A(4,)}

= P{M, <z}

Y
— exp{— <1+§$¢> }

e entao, pela homogeneidade do processo de Poisson,

A(A) = [1 +é (“”;“)1 _1/5. (3.13)

3.3.3 Verossimilhanca dos excessos do limiar

Seja Xq,..., X, varidveis aleatorias independentes e identicamente distribuidas. A
distribuicao dos excessos acima de um limiar possui uma distribuicao GPD. Sem perda
de generalidade, suponha também que a série Xy,...,X,, corresponde a um ano de ob-
servagoes. Originalmente, a verossimilhanga do modelo de excessos ignora X; menores
do que w. Primeiro, pode-se incluir uma informacao parcial destas observagoes. Seja

¢ = P(X; > u), tal que, por Coles (2001), pode ser aproximado por

e ()]
=l ()

N
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onde (p,1,€) sdo os parametros da distribuigdo dos mdaximos anuais que possui dis-
tribuigao GEV.
A contribuigao para um X; que nao excede u é dada por P(X; <u)=1—c.

Para um X; que excede u, a contribuicao da verossimilhanca é dada por
PX;=z,X;>u)=P(X; >u)f(x | X; >u) =cg(x| V),

onde ¥ = (£, 0,u) sdo os parametros da distribui¢ao GPD, com densidade g.
Assim, a funcao de verossimilhanca é dada por
Uz
(1= ™ [[cga:i | ©),
i=1
onde n é o numero total de pontos e n, ¢ o nimero de pontos acima do limiar u
Tancredi et al. (2006) formula um modelo que modifica a contribui¢ao em um X; que

nao excede u, dada por
PX;=z,X;,<u)=PX; <u)f(x | X; <u)=(1—<)hr(x]0),

onde hr(z | 0) é uma mistura de densidades Uniformes.

Tancredi et al. (2006) escreve a densidade do modelo da seguinte maneira

1=¢)hp(z]0), se z<u
frtalp,wy = ¢
cg(z|¥), se x> u.

Assim, a func¢ao de verossimilhanca é dada por

IT [ =hr(a: | 0] ] [sgla: | ¥)].

r;<u xr;>Uu
No modelo MGPDy proposto neste trabalho, a densidade em (3.7) pode ser escrita

também como

1 — Pz > u))MelwnD) = o0 0 <y
f(zlf,p,¥) = U= Pl )it p - (3.14)
Pz < u)g(z|¥), se T >u
onde h e H sao respectivamente as fungoes densidade e acumulada de mistura de Gamas e

g é a densidade da distribuicao GPD. Note que, pela maneira como é formulado o modelo

MGPDy, P(X; > u) nao é aproximado por ¢ e sim ¢ igual a (1 — H(u | 9)).
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Desta maneira, a contribuicao para um z que nao excede u ¢é escrita da seguinte
maneira

h(z | 0)

PX;=xX;, <u)=PX; <u)f(z | X; <u) :H(u!@,p)m

=h(z | 0,p),
e, para x que excede u
PXi=z,X;>u)=PX;>u)f(x | X; >u)=(1—-H(u|6,p))g(z | V).
Assim, tem-se a mesma forma da funcao de verossimilhanca dada por
II [P [0,p)] T [(1 = H(u]6,p))g(z | V)],

x; <u T, >U

que é a mesma verossimilhanga em (3.11).

3.4 Simulacoes

Para demonstrar a eficiéncia do método, foram simulados pontos de uma distribuicao
de mistura. Foram simuladas amostras de tamanho 1000 e 10000 de mistura de duas
Gamas com os mesmos parametros das simulagdes da Secao 2.10, ou seja, u = (2;8),
n=(4;8) e p=1(0,66;0,33). Apds simular as observagoes, toma-se um percentil dos da-
dos como sendo o valor u do limiar destas distribuigoes. Foram feitas simulagoes tomando
o limiar no percentil 90 das simulagoes. Na simulacao, todas as observagoes que ul-
trapassaram o limiar foram removidas, gerando no lugar dessas observacoes pontos da
distribuicao GPD com o limiar no percentil 90, e com diversos valores nos parametros da
cauda, onde o = (2;3;5) e £ = (—0,4;0,4). Em cada simulacao, foi feita a modelagem
considerando k£ = 1,2 ou 3 componentes na mistura para as observagoes antes da cauda.

A variacao destes parametros tem os seguintes objetivos:

e Variando o tamanho da amostra: verificar como o nimero de observacoes acima da
cauda ird interferir na estimacao do limiar e dos parametros acima dele. Poucas
observacoes podem dificultar a estimacao da cauda, pois como o limiar esta no

quantil 90, cerca de apenas 10% das observagoes fazem parte da cauda.
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e Variando &: verificar se o grau de dificuldade da estimacao muda de acordo com
o peso da cauda({ positivo — cauda pesada, £ negativo — cauda leve). O valor
—0,4 foi escolhido para verificar como se comporta a estimacao do parametro &
para valores préximos do limite onde este parametro possui uma forma regular no

estimador de méxima verossimilhanga (§ > —0,5).

e Variando o: verificar o quanto o tamanho e direcao do salto no limiar entre a
distribuigao de mistura e a GPD interfere na estimagao do limiar e dos parametros

da cauda.

e Variando k: verificar se o niumero de componentes utilizado na mistura ira interferir

na estimacao do limiar e dos parametros da cauda.

Além de comparar o modelo MGPD, com diversos valores de k, foi comparado
também o modelo MGy, para verificar com qual eficiéncia o modelo M G}, consegue esti-
mar a densidade de distribuicoes na cauda. Para comparar graficamente com os modelos
MGP Dy, sera apresentado o modelo MGy que apresentar o melhor BIC e DIC.

Para aplicar a técnica MCMC, foram feitas cadeias com 30 mil iteracoes, onde foi
considerado um burn-in de 10 mil e coletadas uma amostra a cada 10.

A distribuigdo a priori para as componentes de mistura sao as mesmas do Capitulo
2. Para os parametros da cauda, é utilizada a priori de Jeffreys vista em (3.10). Em
relagdo ao limiar, para n = 10000, foi dada como distribuigao a priori uma N (ug, 100),
onde uy = u. Para amostras de tamanho n = 1000, houve dificuldade na estimacao do
limiar quando se utilizou a mesma distribuicao a priori.

A Figura 3.1 mostra a dificuldade de estimagao do limiar quando a variancia é 100,
onde a média a posteriori do limiar foi para o final dos dados, muito longe do verdadeiro
valor do limiar utilizado na simulacao. A variancia teve que ser diminuida para 1 a fim de
obter uma boa estimagcao do limiar. Com esta priori, a probabilidade do limiar ser menor

que 8 ou maior que 12 é de 95%.
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Figura 3.1: Densidade preditiva para dados simulados com & = 0,4, k =20 = 2, n = 1000

e limiar no valor 9,24.

Linha cheia - distribuicao verdadeira; tracejada: estimagao com priori do limiar com varidncia
1; pontilhada: estimagao com priori do limiar com varidncia 100. As linhas verticais

representam a média a posteriori do limiar.
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A Figuras 3.2 e 3.3 mostram a densidade preditiva para amostras de tamanho 1000
e 10000 para o modelo MGPD; com k=1, 2 e 3, além do modelo MG} com melhor
BIC e DIC na classe dos modelos s6 com mistura, de acordo com a Tabela 3.1. Com
excecao do modelo MG P Dy, as densidades preditivas estao quase sobrepostas a verdadeira
densidade, nao tendo praticamente diferenca para a estimacao entre M GP Dy ou MG P Ds.
Ampliando as figuras das distribuigoes preditivas na cauda, percebe-se que tanto para
n = 1000 quanto para n = 10000, os modelos M G}, tém maiores dificuldades em predizer
a densidade nesta regiao do que para os modelos MGPDy, k > 1, principalmente nos

valores proximos do limiar. Nos modelos MGPDy e MGP D3, paran = 10000, a predigao
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foi mais precisa do que para n = 1000, na regiao em torno do limiar.

Figura 3.2: Densidade preditiva para ¢ = 2, £ = 0,4 e n = 1000.

No painel a esquerda, o inico modelo distante da curva verdadeira é com k.o = 1.
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a) Densidade Preditiva. b) Densidade da cauda.

Figura 3.3: Densidade preditiva para o = 2, £ = 0,4 e n = 10000.

No painel a esquerda, o tinico modelo distante da curva verdadeira é com k.o = 1.
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a) Densidade Preditiva. b) Densidade da cauda.

A semelhanca entre os modelos também pode ser visto nos parametros da cauda do
modelo MG P Dy, onde o histograma da distribui¢ao a posteriori (Figuras 3.4 e 3.5) sao
praticamente os mesmos para k = 1, k = 2 ou k = 3. Isto ocorre pois, para diferentes
nimeros de componentes, os valores no limiar foram préximos. Com relagao ao tamanho
da amostra, percebe-se que a modelagem com n = 10000 fornece resultados mais precisos
do que n = 1000, com a densidade preditiva préxima da verdadeira densidade, e com

menor variabilidade nos parametros da cauda, como pode ser observado na Figura 3.5.
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Figura 3.4: Histograma da posteriori dos parametros da cauda para 0 = 2, £ = 0,4 e
n = 1000.
As linhas representam o nimero de componentes k=1, 2 e 3, e as colunas sdo os parametros da

cauda u, o e &, nesta ordem. As linhas verticais sao os valores verdadeiros simulados.
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Assim como no Capitulo 2, no modelo MGPD,, quando k.s > kg, 08 pesos em
excesso vao para 0 e o numero de pesos que sao significativamente diferentes de 0 é igual
a kgm, como pode-se ver na Figura 3.6, onde um dos pesos do modelo com k.y = 3
estaciona em torno de 0 e os outros dois pesos convergem para uma distribuicao igual aos

pesos do modelo com kg = 2.

52'074

Observando as densidades preditivas (Figuras 3.7 e 3.8), assim como o histograma dos
parametros da cauda (Figuras 3.9 e 3.10), nos modelos M GPDy os valores para k = 2
e k = 3 sao préximos, sendo que a densidade que difere significativamente da verdadeira

distribuicao apenas para k = 1. Aqui, mesmo para uma componente, a estimacao do
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Figura 3.5: Histograma da posteriori dos parametros da cauda para o = 2, £ = 0,4 e
n = 10000.
As linhas representam o nimero de componentes k=1, 2 e 3, e as colunas sdo os parametros da

cauda u, o e &, nesta ordem. As linhas verticais sao os valores verdadeiros simulados.
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n = 10000. Observando a parte b das Figuras 3.7 e 3.8, verifica-se que o modelo MG P D,
no caso de n = 10000, a estimacao parece ser mais eficiente para a cauda do que os modelos
da classe MGy. Além disso, para n = 10000, percebe-se que a estimacao pelo modelo
MGP D, detecta o salto da distribuicao no limiar.

Foram calculadas as medidas de ajuste BIC e DIC, para os diversos modelos utilizados.
Pela Tabela 3.1, para n = 10000, os menores BIC e DIC foram aqueles do modelo utilizado
na simulacgao, ou seja, o modelo MGPD,. Para n = 1000, em duas situagoes o melhor

modelo apontado foram os da classe MGy, enquanto que nas outras duas configuragoes o

melhor modelo foi 0 MGPDs.
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Figura 3.6: Série dos pesos para 0 = 2, £ = 0,4 e n = 10000.
A esquerda o modelo MGPDy e a direita o modelo MGPDs.
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Figura 3.7: Densidade preditiva para o = 2, £ = —0,4 e n = 1000.

No painel a esquerda, o tnico modelo distante da curva verdadeira é com k.o = 1.
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a) Densidade Preditiva. b) Densidade da cauda.

Simulacao com o =3

£=0,4

A Figuras 3.11 e 3.12 mostram a densidade preditiva com n = 1000 e n = 10000 para
o modelo MGPDy, com k=1, 2 e 3, além do melhor modelo MG}, segundo o BIC e DIC

(Tabela 3.2). Com excegao do modelo MG P Dy, as densidades apresentam um bom ajuste
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Figura 3.8: Densidade preditiva para ¢ = 2, £ = —0,4 e n = 10000.

No painel a esquerda, o inico modelo distante da curva verdadeira é com k.o = 1.
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Figura 3.9: Histograma da posteriori dos parametros da cauda para o = 2, £ = —0,4 e

n = 1000.
As linhas representam o niimero de componentes k=1, 2 e 3, e as colunas sdo os parametros da

cauda u, o e &, nesta ordem. As linhas verticais sdo os valores verdadeiros simulados.
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Figura 3.10: Histograma da posteriori dos parametros da cauda para o = 2, £ = —0,4 e
n = 10000.
As linhas representam o nimero de componentes k=1, 2 e 3, e as colunas sdo os parametros da

cauda u, o e &, nesta ordem. As linhas verticais sao os valores verdadeiros simulados.
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em relacao a verdadeira densidade na parte central dos dados, como mostra a parte a das
figuras.

Pelas Figuras 3.13 e 3.14 do histograma dos parametros da cauda do modelo M GP Dy,
o numero de componentes da mistura parece ter pouca influéncia na estimacao da cauda
para n = 1000. A simulacao com oc=3 é a que apresenta o menor salto no limiar, prati-
camente nao tendo descontinuidade. Isto dificulta na estimacao do limiar, que pelo his-
tograma da Figura 3.14 tem uma distribuicao bimodal, onde a segunda moda estd em

torno do valor verdadeiro do limiar e a primeira um pouco antes.
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Tabela 3.1: Medidas de ajuste para o=2.

Modelo | Pd | DIC BIC | Pd | DIC | BIC
n=1000 n=10000
£=0,4

MGPD; | 0,77 | 4653,7 | 4691,5 | 2,09 | 46817 | 46857
MGPD, | 6,79 | 4468,2 | 4542,5 | 7,77 | 44718 | 44814
MGPDs | 6,50 | 4469,1 | 4563,1 | 4,61 | 44727 | 44842
MGs* | 7,70 | 4466,6 | 45439 | 7,68 | 44734 | 44859
£=-0,4
MGPD; | 2,85 | 4388,9 | 44353 | 5,71 | 45372 | 45440
MGPD, | 6,77 | 4345,5 | 4421,7 | 8,65 | 43171 | 43272
MGPD; | 6,61 | 43458 | 44423 | 8,57 | 43172 | 43300
MGy | 5,18 | 4366,1 | 4418,1 | 8,94 | 43211 | 43368

* Modelo MG}, com menor BIC e DIC.

Figura 3.11: Densidade preditiva para 0 = 3, £ = 0,4 e n = 1000.

No painel a esquerda, o inico modelo distante da curva verdadeira é com k.o = 1.
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a) Densidade Preditiva. b) Densidade da cauda.

£=-0,4

As Figuras 3.15 e 3.16 da distribuigao preditiva apresentam um bom ajuste para todos
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Figura 3.12: Densidade preditiva para ¢ = 3, £ = 0,4 e n = 10000.

No painel a esquerda, o inico modelo distante da curva verdadeira é com k.o = 1.
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Figura 3.13: Histograma da posteriori dos parametros da cauda para ¢ = 3, £ = 0,4 e
n = 1000.
As linhas representam o niimero de componentes k=1, 2 e 3, e as colunas sdo os parametros da

cauda u, o e &, nesta ordem. As linhas verticais sdo os valores verdadeiros simulados.
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Figura 3.14: Histograma da posteriori dos parametros da cauda em ¢ = 3, £ = 0,4 e
n = 10000.
As linhas representam o nimero de componentes k=1, 2 e 3, e as colunas sdo os parametros da

cauda u, o e &, nesta ordem. As linhas verticais sao os valores verdadeiros simulados.
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os modelos, com excecao do modelo MG PD;, como mostra a parte a de ambas as figuras.
Percebe-se que a estimacao pelo modelo M G P D, é melhor que os modelos M G}, na cauda
da distribuicao, como mostra a parte b das figuras.

Para cada modelagem de ¢ = 3, foram calculadas as medidas de ajuste BIC e DIC.
Pela Tabela 3.2, assim como na tabela de o = 2, os menores valores do BIC e DIC
ocorrem exatamente no modelo verdadeiro simulado, o MGPD,. A tnica excegao ¢é

quando £ = —0,4 e n = 1000, onde o melhor modelo foi o MG,.

Simulacao com o =5
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Figura 3.15: Densidade preditiva para o = 3, £ = —0,4 e n = 1000.

No painel a esquerda, o inico modelo distante da curva verdadeira é com k.o = 1.
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a) Densidade Preditiva. b) Densidade da cauda.

Figura 3.16: Densidade preditiva para o = 3, £ = —0,4 e n = 10000.

No painel a esquerda, o inico modelo distante da curva verdadeira é com k.o = 1.
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£€=0,4

As Figuras 3.17 e 3.18 mostram a distribuigao preditiva do modelo com diferentes
componentes na mistura para n = 1000 e n = 10000. Percebe-se que, para n = 10000, as
densidades preditivas ficam mais proximas da verdadeira densidade do que para n = 1000,
com excegao do modelo MG P Dy, que ficou longe da verdadeira densidade em ambos os

casos. A regido préoxima do limiar é a unica em que o melhor modelo da classe MGy,
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Tabela 3.2: Medidas de ajuste para o=3.

Modelo | Pd | DIC | BIC | Pd | DIC | BIC
n=1000 n=10000
£=0,4

MGPD; | 3,61 | 4603,9 | 4648,1 | 2,04 | 47610 | 47665
MGPD, | 7,81 | 4547,1 | 4624,6 | 5,68 | 45530 | 45621
MGPD; | 7,83 | 45474 | 46454 | 4,27 | 45534 | 45649
MG+ | 741 | 4552,2 | 4628,4 | 7,17 | 45560 | 45656
£=-0,4
MGPD, | 3,56 | 4462,7 | 4510,1 | 1,79 | 44416 | 44467
MGPD, | 6,53 | 4426,3 | 4501,9 | 7,51 | 43986 | 44083

MGPDs | 6,76 | 4425,7 | 45226 | 4,32 | 43997 | 44112
MG+ | 5,27 | 4440,9 | 4493,1 | 4,79 | 44064 | 44129

* Modelo MG}, com menor BIC e DIC.

fica distante da verdadeira densidade, como percebe-se na parte b das Figuras 3.17 e
3.18, enquanto que para k > 1, considerando o modelo MG P Dy, a estimagao parece ser
precisa em toda a cauda. Para n = 10000, o modelo M G P Dy consegue detectar o salto
da distribuicao no limiar.

As Figuras 3.19 e 3.20 mostram o histograma da posteriori dos parametros da cauda.
Observando os histogramas, para n = 10000, as distribuigoes parecem ser similares, in-
dependente do nimero de componentes na mistura, enquanto que, para n = 1000 isto s6
acontece entre k = 2 e k = 3, pois para k = 1 a distribuicao antes da cauda ¢ diferente e
isto leva a uma estimacao de valores diferentes para o limiar, implicando em uma outra

distribuicao para a cauda.
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Figura 3.17: Densidade preditiva para o =5, £ = 0,4 e n = 1000.

No painel a esquerda, o inico modelo distante da curva verdadeira é com k.o = 1.
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Figura 3.18: Densidade preditiva para ¢ =5, £ = 0,4 e n = 10000.

No painel a esquerda, o tinico modelo distante da curva verdadeira é com k. = 1.
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£=-0,4

As Figuras 3.21 e 3.22 mostram a dificuldade do modelo MGy em estimar o inicio da
cauda da distribuicao. Com relagao ao modelo MG P Dy, percebe-se que, para n = 10000
a estimacao se mostra eficiente na cauda, enquanto que, para n = 1000, a densidade
preditiva dos modelos M G P D), tem uma maior dificuldade de acompanhar a distribuicao
a partir do salto no limiar, como mostra a parte b da Figura 3.21.

Outro fator interessante relacionado ao salto no limiar é que a predicao nos saltos foi

mais precisa quando o salto é para baixo do que quando é para cima, como se observa nos



Abordagem Bayesiana nao-paramétrica para analise de valores extremos 65

Figura 3.19: Histograma da posteriori dos parametros da cauda para ¢ = 5, £ = 0,4 e
n = 1000.
As linhas representam o nimero de componentes k=1, 2 e 3, e as colunas sdo os parametros da

cauda u, o e &, nesta ordem. As linhas verticais sao os valores verdadeiros simulados.
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graficos das distribuigoes preditivas quando o = 2 (salto para cima) e o = 5 (salto para
baixo). O tamanho da amostra também interfere da deteccao deste salto. Para n = 1000,
em todos os casos houve dificuldade de encontrar o salto no limiar.

A Tabela 3.3 apresenta BIC e DIC para ¢ = 5. Pela tabela, percebe-se as mesmas
caracteristicas das duas tabelas anteriores. Para amostras de tamanho 1000, o BIC
mostrou ser uma boa medida de comparagao de modelos, enquanto que para n = 10000,
tanto BIC quanto o DIC mostraram-se boas medidas, pois detectaram como melhor mod-

elo aquele utilizado na simulagao, ou seja, o MGPDs.

3.4.1 Calculo dos quantis

Além de encontrar as medidas de ajuste, como o interesse principal deste trabalho é
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Figura 3.20: Histograma da posteriori dos parametros da cauda em ¢ = 5, £ = 0,4 e
n = 10000.
As linhas representam o nimero de componentes k=1, 2 e 3, e as colunas sdo os parametros da

cauda u, o e &, nesta ordem. As linhas verticais sao os valores verdadeiros simulados.
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Figura 3.21: Densidade preditiva para ¢ =5, £ = —0,4 e n = 1000.

No painel a esquerda, o tinico modelo distante da curva verdadeira é com k.y; = 1.
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a) Densidade Preditiva. b) Densidade da cauda.
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Densidade

No painel a esquerda, o inico modelo distante da curva verdadeira é com k.o = 1.
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0.00

Figura 3.22: Densidade preditiva para ¢ = 5, £ = —0,4 e n = 10000.
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Tabela 3.3: Medidas
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b) Densidade da cauda.

de ajuste para o=>5.

Modelo | Pd DIC | BIC | Pd | DIC | BIC
n=1000 n=10000

£€=0,4

MGPD; | -589 | 4741,8 | 4746,3 | 6,55 | 48621 | 48691

MGPD, | 4,70 | 4660,6 | 4728,1 | 7,20 | 46548 | 46644

MGPD; | 4,17 | 4662,5 | 4749,3 | 7,07 | 46548 | 46671

MGsx | 2,68 | 4684,8 | 4742,3 | 9,98 | 46594 | 46753
£=-0,4

MGPD, | -140,22 | 51199 | 4694,4 | 3,06 | 47215 | 47275

MGPD, | 881 | 4522,6 | 4603,8 | 7,80 | 45008 | 45106

MGPD; | 9,03 |4522,1 | 4624,6 | 7,57 | 45009 | 45133

MGy | 5,12 | 4556,0 | 4607,9 | 6,81 | 45057 | 45181

* Modelo MG}, com menor BIC e DIC.

67



Abordagem Bayesiana nao-paramétrica para analise de valores extremos 68

analisar dados extremos, também foram calculados os quantis altos dos modelos MGy,
MGPDy, e do quantil empirico. Estes quantis foram comparados com os verdadeiros.

A Tabela 3.4 mostra os resultados dos quantis para as simulagdes com & = 0,4 dos
modelos MGPD,, e do MG} com melhores medidas de ajuste BIC e DIC. Percebe-se
que quando n = 1000, nenhum método parece levar vantagem, pois das 12 situagoes
com este tamanho de amostra, em 5 a estimacao mais préximas do quantil verdadeiro
foram obtidos a partir da abordagem empirica, enquanto que em 4 foram obtidos dos
modelos MGPD,, e 3 dos modelos MG),. Para n = 10000, a estimacao dos quantis pelo
modelo MG P D, mostrou-se mais eficiente que os outros métodos, ficando mais proximo

do quantil verdadeiro em 8 das 12 situagoes apresentadas na tabela.

Tabela 3.4: Quantis das simulacoes para & = 0, 4.

Prob A% ‘ E 1 2 3 MGy A% ‘ E 1 2 3 ‘ MGy,
n=1000 n=10000
o=2
0,95 10,44 10,49 9,99 10,41 10,41 10,48 10,68 10,70 9,99 10,68 10,67 10,75
0,99 16,41 15,13 15,01 15,98 15,98 15,16 16,64 16,43 15,17 16,39 16,40 16,51
0,999 35,41 33,82 42,80 44,44 46,19 37,25 35,62 32,01 30,37 33,59 33,77 | 32,48
0,9999 83,09 53,98 5949,99 | 710,34 | 516,75 | 65,23 83,32 59,99 65,49 74,57 75,49 | 47,73
oc=3
0,95 11,24 11,30 12,49 11,04 11,04 11,15 11,48 11,51 10,38 11,41 11,41 11,36
0,99 20,19 18,27 20,01 19,81 19,93 19,04 20,41 20,09 18,01 19,96 19,92 21,37
0,999 48,67 46,30 35,90 54,31 56,77 48,84 48,90 43,47 42,27 47,18 46,71 41,21
0,9999 120,21 76,75 54,85 183,3 209,8 85,00 | 120,45 | 85,44 | 103,65 | 116,24 | 113,67 | 60,35
o=25
0,95 12,84 12,94 13,77 12,45 12,42 12,44 13,07 13,14 11,37 13,02 13,04 12,76
0,99 27,75 24,56 25,99 27,36 27,55 29,03 27,98 27,44 24,22 27,27 27,29 29,67
0,999 75,22 71,27 53,52 92,13 96,11 64,42 75,45 66,41 63,22 70,97 70,80 53,72
0,9999 194,46 | 121,68 100,76 | 363,03 | 402,87 | 109,57 | 194,69 | 136,34 | 156,98 | 177,13 | 176,11 | 77,47

Prob=P(X< q),V — Verdadeiro, E — Empirico,1-MGPD1, 2-MGP D2, 3-MGP D3,MG}-Melhor MG, segundo DIC

Comparando apenas os métodos MGy, contra os métodos MGPD,, para n = 1000

em metade das situacoes o modelo MG, esteve mais perto do quantil verdadeiro que
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o modelo MGPD,. Para n = 10000, em 11 das 12 comparacgoes da tabela o modelo
MGPD,, estimou um quantil mais préximo do verdadeiro do que o modelo M Gj,. Estes
resultados mostram que é importante estimar a cauda por uma distribuicao GPD, pois
ela é mais eficiente na deteccao de altos quantis dos dados do que uma aproximagao

nao-parameétrica para a cauda por mistura.

3.5 Identificacao dos parametros da cauda

Um problema relacionado a distribuicao GPD é a correlagao entre o limiar e o parametro
da cauda o. Se o limiar é alterado para u’ > u, entdo os novos excessos também sao des-
critos por uma distribuicao GPD com mesmo parametro de forma &, mas o parametro de
escala serd dado entao por o’ = o + &(u' — u). Isto pode causar um problema de falta de
identificabilidade na estimacao dos parametros. Para verificar qual o grau de identifica-
bilidade dos parametros, foi estudada a correlacao entre os valores estimados do limiar e
do parametro de forma o.

A Figura 3.23 mostra os valores estimados para a distribuicao a posteriori dos parametros
nas 4 simulacoes onde o = 2. Pela Figura, nota-se que, embora exista uma correlacao
entre os parametros, sendo estas positivas para & = 0,4 e negativas para £ = —0,4 a
grande massa dos valores da distribuicao a posteriori estd préxima da linha dos valores
verdadeiros dos parametros, ou seja, a estimagao conseguiu identificar bem os parametros
da cauda mesmo havendo correlacao entre eles.

A Figura 3.24 mostra os valores estimados para a distribuicao a posteriori dos parametros
nas 4 simulagoes onde o = 3. Pela Figura, observa-se que a estimacao do limiar e de o
ficam um pouco distantes da verdadeira quando n = 10000 e £ = 0,4, lembrando que nas
simulagoes com n = 10000 a distribuicao a priori do limiar tem variancia 100, enquanto
que nas simulagoes com n = 1000 esta variancia foi de 1. Portanto, adotando-se uma
priori vaga para o limiar, pode ocorrer o problema da identificacao dos parametros perder

eficiencia, embora que os valores encontrados da estimacao nao estejam tao distantes dos
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Figura 3.23: Relagao dos parametros da cauda para o = 2.
Primeira linha: £ = 0,4. Segunda linha: £ = —0,4. Primeira coluna: n = 1000. Segunda
coluna: n = 10000. As linhas cheias sdo os valores verdadeiros e as tracejadas sao as médias a

posteriori.
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verdadeiros.
A Figura 3.25 mostra os valores estimados para a distribuicao a posteriori dos parametros
nas 4 simulacoes onde o0 = 5. Para £ = —0, 4, parece haver duas massas de pontos, onde o

nao parece possuir correlagao com o limiar e este limiar possui uma distribuicao bimodal.

3.5.1 Conclusoes das Simulacoes

Baseado nas simulagoes do modelo M G P D,, foi mostrado que a estimagao pelo modelo
MGPDy, com k > 1 é mais eficiente em relagao ao modelo M Gy e M G P D, pelos seguintes

aspectos:

e a estimacgao da cauda apresentou valores mais préximos a verdadeira densidade,
tendo vantagem em relacao aos outros métodos, principalmente nos valores préximos

do limiar, onde a curva da densidade preditiva foi mais proxima a verdadeira;
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Figura 3.24: Relagao dos parametros da cauda para o = 3.

Primeira linha: £ = 0,4. Segunda linha: £ = —0,4. Primeira coluna: n = 1000. Segunda

coluna: n = 10000. As linhas cheias sdo os valores verdadeiros e as tracejadas sao as médias a
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e analisando as medidas de ajuste, foi 0 modelo em que, na maioria das simulagoes,

apresentou os menores valores de BIC e DIC;

e 0 BIC e DIC mostraram ser bons métodos para comparar modelos e detectar o
nimero correto de componentes do modelo M G P D, pois na maioria das simulacoes
estes critérios escolheram como melhor modelo exatamente o MGPD,, que foi o

utilizado para fazer a simulagao.

e O modelo MGPD,, apresentou melhores estimativas dos quantis altos na grande
maioria das situagoes, sendo superior as estimativas obtidas pelo método empirico

e as obtidas pelos modelos M Gj;

e Em relagao aos modelos MGPDy, embora exista correlagdo entre o limiar e o
parametro da cauda o, as restricoes impostas nos parametros fazem com que na

maioria das simulacoes os parametros sejam identificaveis, tornando precisa a es-
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Figura 3.25: Relagao dos parametros da cauda para o = 5.
Primeira linha: £ = 0,4. Segunda linha: £ = —0,4. Primeira coluna: n = 1000. Segunda
coluna: n = 10000. As linhas cheias sdo os valores verdadeiros e as tracejadas sao as médias a

posteriori.
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timacao dos dois parametros e proximas aos valores verdadeiros. Impor uma priori
muito informativa resolveria o problema de nao-identificabilidade, porém como um
dos principais desafios deste trabalho é a estimacao do limiar, é necessario encon-
trar uma distribuicao do limiar com menor informacao possivel, sem prejudicar a

identificacao dos parametros do modelo.

3.6 Aplicacoes

Dados ambientais nao sao iid. Por exemplo, em dados de temperatura, um dia quente
tem maior probabilidade de ser seguido por outro muito quente do que um dia frio ser
seguido de um dia muito quente. Caracteristicas particulares também ocorrem com nivel
de chuva e vazao de rios. Para isso, Coles (2001) (capitulo 5, pdg 99) sugere algumas

alternativas como, por exemplo, agrupar dados e observar o maximo nestes grupos. Nas



Abordagem Bayesiana nao-paramétrica para analise de valores extremos 73

analises de dados ambientais deste trabalho, os dados analisados sao maximos, quinzenais

ou mensais, e nao os dados diarios.

3.6.1 Aplicagcao 1 - Vazao de rios em Porto Rico

Este conjunto de dados consiste em maximos quinzenais de vazao de dois rios de Porto
Rico: Fajardo e Espirito Santo. Os dados foram coletados no periodo de abril de 1967 a
setembro de 2002.

A Figura 3.26 mostra a bacia hidrografica de Porto Rico. Os dados foram estimados
considerando uma abordagem nao-paramétrica para todas as observagoes, pela aproxima-

¢ao pelo modelo MGy, e pelo modelo MGPD,.

Figura 3.26: Bacia Hidrografica de Porto Rico.
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Foram realizadas 150000 iteragoes, nas quais as primeiras 100000 foram utilizadas para
burn-in. Devido a maior dificuldade de dar um chute inicial adequado para as aplicagoes,
foi necessario utilizar um burn-in maior do que nas simulagoes. Foram tomadas uma a
cada 25 iteragoes e, como houve maior dificuldade de convergencia nas aplicagoes do que
nas simulagoes, a taxa de aceitagao foi calibrada em 0,15 ao invés de 0,44, como sugerido
no algoritmo de Roberts e Rosenthal (2006).

Para os parametros da cauda, a priori dada foi uma Normal, onde a média é o quantil

90 e a variancia nao pode ser muito vaga. Nas simulacoes, a variancia da priori foi fixada
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em 2. Nesta aplicagao, como a amplitude dos das observacgoes é cerca de 100 vezes maior
do que na simulacao, a variancia da priori do limiar foi tomada como sendo 200, dando
probabilidade de 95% entre os quantis 0,88 e 0,92.

Assim como nas simulagoes, nestas aplicacoes, quando se aumentou a variancia da
priori para 20000, o parametro convergiu para uma distribuicao com média e mediana
muito baixas, com um percentil menor do que 10% das observacoes. Por isso, é necessdrio
ter cautela na escolha da variancia do limiar, nao podendo esta priori ser completamente
vaga. Por isso, a variancia do limiar nao pode ser muito maior do que 200.

Foi analisada a densidade preditiva para os modelos MGy e MGPD;, contra o his-
tograma dos dados. Para fazer a comparacao dos modelos, foram adotados os dois critérios

de comparacao vistos no nas secoes anteriores, BIC e DIC.

Rio Espirito Santo

A Figura 3.27 mostra a série temporal diaria e a série dos maximos quinzenais da

vazao ao longo dos 35 anos. No total, ha 844 observagoes.

Figura 3.27: Observagoes do rio Espirito Santo.
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Utilizando estas observacoes, foi feita a estimagao dos parametros via MCMC, con-
siderando os modelos MG) e MGPDy. A Figura 3.28 mostra o histograma das ob-
servacoes e a densidade preditiva para cada caso.

Quando utilizado o modelo M G P Dy, as densidades preditivas apresentaram resultados
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Figura 3.28: Histograma e densidades preditivas os dados do Rio Espirito Santo.
Linha cheia: MGPDs, Linha tracejada: MGPD1, Linha pontilhada: MG, Linhas verticais:

Média a posteriori do limiar.
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similares para k = 2 ou k = 3, com a curvas sendo praticamente as mesmas. A Figura
3.29 mostra que, quando ¢ feita a modelagem com 3 componentes, um dos pesos vai para
0 e os outros dois convergem para as mesmas distribuicoes do que os pesos quando ¢ feita
a modelagem com duas componentes.

Pelos histogramas da distribuigdo a posteriori (Figura 3.30), percebe-se que o limi-
ar parece apresentar uma distribuicao bimodal, ou seja, o modelo detecta mudanca de
comportamento da densidade em dois valores diferentes, e pelo que foi verificado nas
simulagoes, este é um comportamento que ocorre algumas vezes na distribuicao do lim-
iar. Um outro fator interessante neste grafico é que os parametros da cauda apresentam
distribuicoes muito parecidas, independente do niimero de componentes.

Para fazer uma comparacgao entre os modelos utilizados, além da distribuicao preditiva,
foram calculadas medidas de ajuste. Pela Tabela 3.5, quando é utilizado o DIC como

medida de ajuste, o modelo que se ajusta melhor a estes dados foi o modelo MGPDs.
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Figura 3.29: Posteriori dos pesos para o modelo MGPD, para os dados do rio Espirito

Santo.

A primeira linha é

O

modelo MGPDs e a segunda o MGPDs.

oz 04 06 o8

p2

400

200

T T T
0005 oo

[ax]

0.015

Figura 3.30: Histograma da posteriori dos parametros da cauda do rio Espirito Santo.

As linhas representam o nimero de componentes k=1, 2 e 3, e as colunas sdo os parametros da

cauda u, o e £, nesta ordem. A curva na primeira coluna ¢é a distribuicao a priori do limiar.
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Agora, em relagao ao BIC, o melhor modelo foi o MG5,.

Tabela 3.5: Medidas de ajuste para os dados do rio Espirito Santo.

77

Modelo | MG, | MGy | MGs | MGy | MGs | MGPD, | MGPDy | MGPDs
Pd 2,12 3,87 3,86 | 4,68 | 11,04 0,83 4,11 6,71
DIC 11330 | 11275 | 11275 | 11273 | 11288 | 11299 11264 11255
BIC 11353 | 11322 | 11342 | 11362 | 11410 | 11336 11329 11349

Rio Fajardo

A Figura 3.31 mostra a série temporal quinzenal da vazao do Rio Fajardo ao longo de

35 anos. A Figura 3.32 mostra a densidade preditiva para cada modelo estudado.

Figura 3.31: Observagoes do rio Fajardo.
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Quando é utilizado o modelo MG PD), ha uma diferenca da densidade de £ = 3 em

comparagao a k =1 e k = 2, que apresentaram densidades muito proximas. Observando

os pesos do modelo MGPDy, quando k = 2, o modelo s6 identifica uma componente

com peso significante, mas quando sao utilizadas trés componentes, o modelo consegue

identificar duas componentes significativas, como mostra a Figura 3.33.

Quando é feita a estimagao considerando o modelo M GP Dy, percebe-se pelos his-

togramas da distribuigao a posteriori (Figura 3.34) que a estimacao dos parametros da
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Figura 3.32: Histograma e densidades preditivas para os dados do Rio Fajardo.

Linha cheia: MGPDs, Linha tracejada: MGPD1, Linha pontilhada: M G5, Linhas verticais:
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3.33: Posteriori dos pesos para o modelo M GPD),, para os dados do rio Fajardo.
A primeira linha é o modelo MGPDs e a segunda o MG PDs.
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cauda é parecida quando £ = 1 ou £ = 2. Entretanto, com k£ = 3, como a densidade da
parte central dos dados antes do limiar tem outra forma, hd uma diferenca na estimacao

do valor do limiar, e isto altera a estimacao também de o e €.

Figura 3.34: Histograma da posteriori dos parametros da cauda do rio Fajardo.
As linhas representam o niimero de componentes k=1, 2 e 3, e as colunas sdo os parametros da

cauda u, o e £, nesta ordem. A curva na primeira coluna é a distribuicao a priori do limiar.
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A Tabela 3.6 mostra a comparacao dos pelos métodos BIC e DIC. Pela Tabela 3.6,
quando ¢é utilizado o DIC como medida de ajuste, o modelo que se ajusta melhor a estes
dados foi o MGPD5. Considerando o BIC como medida de ajuste, os modelos com

melhores resultados foram os modelos MGy e MGPDs.

3.6.2 Aplicagao 2 - Niveis de chuva em regioes de Portugal

Foram coletados dados de niveis pluviométricos em Portugal, que consistem em dados
diarios em duas estacoes. A Figura 3.35 mostra o nivel médio pluviométrico desde 1940
a 1997. Para realizar a analise, foram selecionadas duas estagoes, de Barcelos, ao norte,

e de Grandola, ao sul do Pais. Percebe-se pelo mapa que as duas estacoes representam
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Tabela 3.6: Medidas de ajuste para os dados do rio Fajardo.

30

Modelo | MG, | MGy | MGy | MGy | MGs | MGPD, | MGPDy | MGPDs
Pd | 2,01 | 4,65 | 453 | 931 | 7.22 1,05 0,53 6,28
DIC | 11441 | 11310 | 11307 | 11293 | 11265 | 11327 | 11327 | 11264
BIC | 11463 | 11355 | 11371 | 11391 | 11382 | 11361 11380 | 11357

niveis de chuvas diferentes, sendo que a estagao de Barcelos historicamente recebe nivel de
chuva maiores que a estacao de Grandola. Na estacao de Barcelos, foram coletados dados
didrios de 1/1/1932 a 1/5/2008. Em Grandola, os dados sao de 9/11/1931 a 10/05/2008.
Para realizar a andlise, foram tomados os maximos mensais para cada estagao.

Assim como nos dados da aplicacao anterior, o limiar foi tomado como tendo uma
distribuicao a priori Normal, com média no percentil 90 da amostra e variancia 20, dando

uma probabilidade de 95% entre os quantis 0,82 a 0,95.

Estacao Barcelos

A Figura 3.36 mostra o histograma e a densidade preditiva para cada modelo na
estacao de Barcelos. Pela Figura, percebe-se que, fazendo a estimacao pelo modelo
MGPD,, com variancia do limiar em 10, para k£ = 1, o valor encontrado da média do
limiar foi muito menor em relagdo ao modelo com k£ = 2 ou k = 3. Isto acarretou uma
estimativa da densidade preditiva muito longe do histograma dos dados para a parte cen-
tral dos dados antes do limiar, e mostra a necessidade de mais de uma componente na
mistura antes da cauda.

O resultado da estimacao do limiar tem influéncia nos outros parametros da cauda,
como pode-se ver na Figura 3.37, onde para k = 2 e k = 3, as estimativas de o e £ sao
parecidas entre si e muito diferentes em relagao a k = 1.

Os modelos comparados graficamente para a estagao de Barcelos também foram com-

parados através das medidas de ajuste. Pela Tabela 3.7, observa-se que o modelo com
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Figura 3.35: Mapa de Portugal com indices pluviométricos.

1-Barcelos
2-Grandola

menor BIC e DIC é o modelo MGPDs.

Tabela 3.7: Medidas de ajuste para a estacao de Barcelos.

Precipitacdo (mm)

para o ano médio (1940 a 1997)

[ ]495-777

-

1059

] 1059 - 1341
[ ] 1341-1623
I 1623 - 1905
B 1905 - 2187

Modelo | MGy | MGy | MGs | MGy | MGs | MGPD, | MGPDy; | MGPDs;
Pd 2,02 | 3,94 | 450 | 3,88 | 128,48 5,57 5,76 7,08
DIC 8149 | 7951 | 7931 | 7933 | 8331 7998 7639 7612
BIC 8172 | 8001 | 8003 | 8022 | 8044 8011 7712 7709
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Figura 3.36: Histograma com densidades preditivas da estacao de Barcelos.
Linha cheia: MGPDs, Linha tracejada: MGPD1, Linha pontilhada: MGjs, Linhas verticais:

Média a posteriori do limiar.
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Estagao Grandola

A Figura 3.38 mostra o histograma dos dados com a distribuicao preditiva dos diversos

modelos analisados.

Tabela 3.8: Medidas de ajuste para a estacao de Grandola.

Modelo | MGy | MGy | MGy | MGy | MGs | MGPD, | MGPD, | MGPDs,
Pd | 1,08 | 421 | 4,18 | 4,26 | 4,05 | 0,20 5,31 7,01
DIC | 6676 | 6391 | 6391 | 6391 | 6391 | 4491 4325 4304
BIC | 6701 | 6442 | 6462 | 6483 | 6503 | 4522 4397 4400

Pela Tabela, observa-se que o menor DIC foi do modelo MGP D3, enquanto que o

menor BIC foi do modelo MGPD,. Nesta aplicagao, em todas as situagoes as medidas
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Figura 3.37: Histograma da posteriori dos parametros da cauda para Barcelos.
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A determinacao precisa de quantis altos é um dos principais interesses na analise

de dados extremos. Estes quantis foram avaliados em ambos os conjuntos de dados. A

ilustracao desta analise para o Rio Espirito Santo e a Estacao de Barcelos estao na Tabela

3.9.

De acordo com o modelo escolhido, no rio Espirito Santo, a quantidade 2718 ft*/s

ocorre em média com probabilidade de 0,1% ou cerca de uma vez a cada 10 anos. A

Figura 3.40 mostra o histograma da distribuicao a posteriori do quantil 99, 9%, denotado
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Figura 3.38: Histograma com densidades preditivas da estacao de Grandola.
Linha cheia: MGPDs, Linha tracejada: MGPD1, Linha pontilhada: MG, Linhas verticais:

Média a posteriori do limiar.
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POT @u:0.999. A distribuicao é concentrada em torno do quantil empirico dos dados.
Similarmente, niveis de chuva na estacao de Barcelos ultrapassa 185 mm com prob-

abilidade 0,01%, ou seja, uma vez a cada século. A Figura 3.41 mostra o histograma

da distribuicao a posteriori para o quantil 99,99%, denotado por ¢..0g9999. A distribuicao

também é concentrada ao redor do quantil empirico.

3.6.4 Conclusoes das aplicacoes

Apos realizar a estimagao para os dois conjuntos de dados, pode-se tirar as seguintes

conclusoes:

e hd um ganho em modelar a cauda tendo distribuicao GPD, ao invés de considerar
somente o modelo MG). Aumentar o nimero de componentes no modelo MGy, nao

torna a estimacao da cauda tao eficiente quanto no modelo MGPD,. Isto pode ser
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Figura 3.39: Histograma da posteriori dos parametros da cauda de Grandola.
As linhas representam o niimero de componentes k=1, 2 e 3, e as colunas sdo os parametros da

cauda u, o e £, nesta ordem.
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Tabela 3.9: Quantis altos do Rio Espirito Santo e da Estacao de Barcelos

Espirito Santo (in ft3/s) Barcelos (em mm)

Prob E 1 2 3 MGy, E 1 2 3 MGy,
0,95 798 | 793,29 | 813,52 | 807,54 | 842,7 | 73,1 | 74,54 | 77,54 | 73,29 | 74,71
0,99 || 1360 | 1426,04 | 1450,79 | 1443,85 | 1398,8 | 99,4 | 101,73 | 105,38 | 102,24 | 104,09
0,999 | 2600 | 2677,56 | 2726,55 | 2718,29 | 2197,0 | 117,5 | 137,84 | 139,91 | 137,77 | 151,50

0,9999 || N/A | 4612,30 | 4734,16 | 4710,35 | 3014,0 | 143,5 | 171,41 | 176,12 | 184,54 | 233,00

Prob=P(X< q), E = Empirico,1 =MGPD;, 2 = MGPDs, 3 = MGPDs

MGy, se refere ao melhor modelo nesta classe segundo o DIC.
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Figura 3.40: Histograma da distribuicao a posteriori do quantil 99,9% do Rio Espirito
Santo utilizando o modelo MG P Ds.
Linhas verticais: cheia - média a posteriori; tracejada - empirica. O desvio padrao da

distribuicdo a posteriori do quantil 99,9% ¢ de 560,157 ft3/s.
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visto observando as figuras das densidades preditivas e as tabelas com as medidas

BIC e DIC;

e na maioria das aplicacoes, os valores do BIC e DIC foram melhores quando o modelo
escolhido foi o MGPDy, com k > 1. Isto significa que, nestes casos, ha a necessidade

de modelar as observacoes abaixo da cauda por uma mistura de mais de uma Gama;

e a estimacao € sensivel a escolha da variancia a priori do limiar, ou seja, para modelar
somente a cauda apods um limiar, sendo este um quantil alto dos dados, é necessério
considerar como distribuicao a priori uma Normal com média sendo um quantil alto

da distribuicao e variancia relativamente pequena;

e os quantis do modelo M G P Dy, fornece valores mais préximos aos quantis empiricos

do que o modelo MGy, que mostrou-se pouco eficiente para estimacao da cauda.
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Figura 3.41: Histograma da distribuicao a posteriori do quantil 99,99% da estacao de
Barcelos, utilizando o modelo MG P Ds.
Linhas verticais: cheia - média a posteriori; tracejada - empirica. O desvio padrao da

distribuicao a posteriori do quantil 99,9% é de 22,51 mm.
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Apéndice 3 - Algoritmo

O Algoritmo para aplicar a técnica MCMC no modelo MG PD,, é dado a seguir
Algoritmo 2

No passo s da iteracao, os parametros sao atualizados da seguinte maneira:

e Amostrando &: A distribuigao proposta para £ possui distribuicao Normal truncada

&1 €W ~ N(EW Vo) I (—o¥) (M = ul), 00),

onde V¢ é a variancia da distribuicdo proposta e M = max(zy,...,z,). Assim,

¢UHD = ¢* com probabilidade ag, onde

o { T(O*x)0((£W + o) /(M —u(s))/\/Vg))}
¢ = minq 1, — )
T(Ox)2((&* + o) /(M — ul)/,/V¢))

0* = (), @), pt) ul) 5 ) e O = (1), ) p) uls) ) (),
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e Amostrando o

Se €6+ > 0, entdo o* é amostrado de uma distribuicdo G(o®, a(s)z/VU), onde V

st1) < 0, entdo o* é amostrado de uma

é a variancia da distribuicdo proposta. Se &
N(O-(s)a VU)](_f(SJrl) (M - u(S))v OO)

s+1) = o* com probabilidade a, onde, se £ < 0

T(© %) (0" + (M — u)/VT5)) }
7 (Ox)((0* + V(M —ul) /7)) [

Além disso, of

Q, = min {1,

ese £6HD >0

* OIPORSOL
I {ﬂ@ ) falo o, o /va>,}
~(O1x) falo* |, a2/ Vs)

onde ©% = (1,7, p@ 4 5% €6HD) 0 @ = (), ), p&), u®), o) g1y,

e Amostrando u

O valor do limiar u* é amostrado de uma distribuicdo N(u®, V,)I(a®**Y o), onde
a ) = min(zy,...,7,) se D >0 e se 6TV < 0, o) = M 4 o+ /els+D),
Estes valores sao escolhidos para satisfazerem o espaco amostral onde a distribuicao
GPD em (3.2) estd definida. V, é a variancia da distribui¢ao proposta para o limiar.
Aceita-se u*tY) = 4* com probabilidade «a,, onde

(O [x) @ ((u') — a(s“))/\/vu)}
" w(Ox)e((ur —altD) /) )

0% = (1), ), p®, u*, o) 6D ¢ @ = (U, ), p&) u) G+ glstD),

Q, = min{l

e Amostrando u,n, p

Para amostrar os vetores i, n e p, o procedimento é igual ao Algoritmo 1 do Capitulo
2. Porém, o que muda no algoritmo deste capitulo é a distribuicao da posteriori
e utiliza-se os valores atualizados £tD g+ 4(+1) dos parametros da cauda da

distribuicao. As amostragens sao feitas da seguinte maneira
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a) Amostrando f; e 7,
;e m; sao gerados utilizando as mesmas distribuigoes propostas no Algoritmo 1.
Os valores n](SH) =mnje ugsﬂ) = pj sao aceitos com probabilidade a,; ,; onde

{ ﬂ<@*|x>fc<u;”|u;,u;/mfamﬁn;,n;/WR(u)}

Qpjm; = L, A s s s s
o () fo (w3 1s” 1S Vi) fa (r 1nS” 0 V) ()
s+1 s s+1 * s s s S S
(s+1) (s) H),uj7u(>])~7p()au( +) s+ ¢l +1))e

@* = (n<j 777;(777>j7,ul<]
~ s+1 s s+1 s s s s s
O = (77(<;r )777(2},#2; )7“(23)‘7]9( ),u( +1),a( +1)7£( +1))_

b) Amostrando p.
Assim como no Algoritmo 1, amostra-se p* ~ Dk(Vppgs), o vpp,(j>). Assim, ptl =

p* com probabilidade

N :mln{l 7r(9~"‘I><)J‘7D(p(s>|1D*)}
" "7 (Ox) fp(prp®) |

Onde @* frd ( (5+1)’ ’u(s"’_l)’ p*7 u(s"’_l)’ O‘(S+1) , £(S+1)) e é e (77(5+1) s 'u/(s'i_l)? p(s)7 u(s+1)’ O'(S'i_]-)7 g(s"’_l)).



Capitulo 4

Extremos com estrutura de modelos

de regressao

O comportamento da distribuicao de variaveis pode estar ligado também a presenca
de covariaveis. Em dados de chuva, por exemplo, uma covariavel sazonal, que pode ser
indicadora de meses ou estacoes do ano pode ajudar a explicar o nivel de chuva de uma
regiao. Cabras et al. (2009) citam um exemplo onde um dos parametros da varidvel GPD
esta relacionado linearmente com a covariavel binaria onde 1 representa verao e 0 inverno.
Em dados de financas, por exemplo na variavel cotacao de uma moeda, a covariavel taxa
de juros ou indice da bolsa de valores do pais pode estar diretamente correlacionada com
a cotacao da moeda.

Um outro fator que pode influenciar no comportamento da variavel é a sua localizacao.
Em dados meteorolégicos, fatores como latitude, longitude, altitude e distancia do mar
podem influenciar nas condi¢oes meteorologicas de uma determinada regiao.

Baseado nesta motivagao, a proxima meta deste trabalho estd em realizar uma mo-
delagem mais abrangente para os parametros da cauda dos dados, onde é utilizada a
distribuicao GPD. Neste capitulo, é considerado que os parametros da distribuicao GPD
estao correlacionados com covaridveis. Uma ideia mais simples seria utilizar uma relagao

linear nos parametros.

90
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Cabras et al. (2009) desenvolve um trabalho onde é encontrado um modelo em que
a priori de Jeffreys para o conjunto de parametros das regressoes do preditor linear é
proporcional a uma constante, propondo uma reparametrizacao da distribuicao GPD, de
tal forma que a distribuicao a priori de Jeffreys dos parametros da cauda é Uniforme.
Nesta reparametrizagdo, o parametro de escala ¢ é substituido por v = o(1 + £). Assim,

a funcao de densidade da GPD pode ser reescrita como

-1 . Ly, ) 2 N—(1+&:) /&
o) =1 (L4 &) (L + (2 — wi) (& + &) /i) , se £#0 @

v texp(—(x; — w;)/vy), se & =0

onde z; —u; > 0 para & > 0 e (1 + (v; — w;)(& + &) /vi) > 0, se —0,5 < & < 0.

4.1 Modelo de regressao para os parametros da GPD

Em relacao a distribui¢dio GPD escrita como em (4.1), cada um dos parametros da
cauda pode ser escrito em funcao de fungoes de preditores lineares de um conjunto de
covaridveis, de tal forma que & = §(8¢z) ;), com B¢ = (Beo, - -, Be k), Vi = v(By2y,;) com
By = (Boos---sBuk,), € U = u(ﬁuzgﬂ-), com By = (Buoy---»Buk,). Os vetores zy, zo ¢
Z3 sao as covariaveis de &, v e u respectivamente, que podem ou nao ter covaridveis em
comum, ¢ 3, 3, e (3, sao os seus respectivos vetores de parametros.

Segundo Cabras et al.(2009), aplicando a regra de Jeffreys, as fungdes de ligagao
escolhidas para os preditores lineares sdo & = exp(z) ;6¢) — 1 e v; = exp(zy,0,), onde
Be = (Begs s ﬁ&kg) e By = (Buys s Bey, ). Com estas fungoes, a distribuigao a priori conjunta
para (0¢,3,) é proporcional a uma distribuicdo Uniforme, o que facilita os célculos na
estimacao destes parametros.

Com esta reparametrizacao, a densidade é dada em termos de parametros ortogonais
¢ e v de acordo com Chaves-Demoulin e Davison (2005). Nesta parametrizagao, os blocos
de parametros 3, e (B¢ sao ortogonais e isto simplifica a derivagao da priori conjunta

77(657 61/)

Para o limiar, também ¢é considerada uma estrutura de regressao, dada por u; =
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u(z3,;0,), onde B, = (Bugs -, Buy, ). Foi considerada uma estrutura de regressao linear
simples para o limiar u; = z3,6,. Uma alternativa seria utilizar o fato dos dados serem
positivos, definindo u; = exp(z3,;,). Neste trabalho, o modelo foi desenvolvido utilizando

a primeira abordagem para u;.

4.2 Mistura de Gamas com GPD via modelos de
regressao

Baseado na estrutura de modelos de regressao dos parametros da distribuicao GPD,
neste capitulo sera proposto um modelo que engloba mistura de Gamas para a parte
central das observacoes e distribuicao GPD. A diferenca em relacao ao Capitulo 3 esta
na forma de analisar os parametros da cauda, que agora estao escritos como funcoes de
covariaveis. Dessa maneira, o modelo, denominado por M GPD Ry, tem densidade similar

a da equacdo (3.7), substituindo g(z|¥) pela densidade dada em (4.1).

4.2.1 Distribuicao a priori

A distribuicao a priori para os parametros da distribuicao antes da cauda, ou seja,
da parte modelada por mistura de Gamas, é a mesma distribuicao a priori do capitulo
anterior.

Para os parametros da Distribuicao GPD, a distribui¢ao a priori de Jeffreys para o
vetor de parametros (0, 3, | Bu) é dada por uma distribuicdo Uniforme, como mostra
Cabras et al. (2009). Para o vetor de parametros do limiar f3,, utiliza-se uma priori
com distribuicao Normal (3,, ~ N(ao, Vs, ) € Bu, ~ N(0,Vp, ), i = 1,...,ky, onde k, &
o numero de covariaveis utilizados na estimagao do limiar. O capitulo anterior mostrou
algumas restri¢oes para a estimacao do limiar quando o tamanho da amostra é pequeno,
nao podendo utilizar uma priori vaga. Da mesma maneira, é necessario tomar cuidado

na escolha de Vg, , i = 0,...,k,, onde em alguns casos pode ser necessario impor uma
1
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variancia nao muito alta quando o tamanho da amostra é pequeno.

4.2.2 Distribuicao a posteriori

Dada a distribuicao a priori e a funcao de densidade da distribuicao de mistura, encontra-
se a seguinte forma para o logaritmo da densidade a posteriori do modelo com mistura de

Gamas com GPD, considerando estrutura de regressao para os parametros da cauda

1 <ug Ti>u; j=1

7T(@|X) X Z log [ijfG Iz|,uj777j

+ Y log (1 - ZPjFG(uz‘Wjﬂ?j))

+ Z 1Og Iz|€za Vi, uz + Z [ - 1 log(%) bj77j - (Cj + 1) 10g<:uj> - ]]
7=1

Ti>U; J

_ (6% — a0>2 N
2V, 2Vﬁu

(4.3)

onde © = ({1, s My -+ s My Py - - s Piss Bus Bus Be) € 0 vetor de parametros do modelo.
O suporte da priori e da verossimilhanca em © dependem das covaridveis z e das

restricoes dos parametros do modelo MGPD Ry, onde © satisfaz as seguintes restrigoes:

eXp(zz/l,zﬂf) - eXP(QZ/l,zﬂS) > _372'_1 exp(z/gﬂﬂl,)

(4.4)
71,0 > —log(2).

A primeira restricao é imposta para garantir a existéncia da funcao de verossimilhanca.
A segunda restri¢ao é necesséria para a existéncia da Informagao de Fisher (Smith, 1984).
Segundo Cabras et al. (2009), estas restrigoes sao verificadas apenas numericamente.

Para realizar a estimacao dos parametros, sao utilizadas técnicas MCMC. Para os valo-
res menores que o limiar, a estimacao utilizando mistura de distribuicoes é feita da mesma

maneira como no Capitulo 3. Para os parametros da cauda, cada vetor de parametros [3,,
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By e B¢ sao estimados como sendo um bloco. O algoritmo para a estimagao dos parametros

¢é dado no Apéndice 4.

4.3 Simulacoes

Simulagoes do modelo proposto foram feitas em diferentes configuragoes de parametros.
Através da estimacao dos parametros e quantis baseados nestas simulacoes, pode-se ter
uma evidéncia empirica da precisao do método em recuperar os verdadeiros valores dos
parametros. Com isso, tem-se uma base para realizar a estimacao pelo modelo proposto
em dados reais, que serd apresentado na secao a seguir.

O exercicio de simulacao foi realizado considerando amostras de tamanhos n = 1000
e n = 10000. Foram geradas covaridveis utilizando distribui¢oes Uniformes z;; ~ U(0, 2)
e z9; ~ U(0,4), i = 1,...,n. Considerando n pontos de uma distribuicdo de mistura
de duas Gamas com os mesmos parametros utilizados no capitulo anterior. Para cada
observacgao gerada, se o valor desta observagao for maior que um limiar u; = By, + 51,421,
entdao é gerada um ponto da distribuicio GPD com densidade g(z; | &, v, u;), onde
& =exp(Bog + Brez1i) — 1 e vy = exp(foy + Pru2e,). As simulacoes foram feitas com os
valores (y,=6 € 9, (1,=0,5 e -0,5, 5=0,2, 41 =0,3 ¢ -0,3, 5y, =3 e (1,=0,5.

Para n = 1000, (5, ~ N(7,10) e 81, ~ N(0,5). Para n = 10000, 5, ~ N(7,100)
e B1u ~ N(0,100). Como visto no capitulo anterior, ¢ necessario impor uma priori com

maior informagao quando o tamanho da amostra nao é muito grande.

4.3.1 Simulacgoes para amostra de tamanho 1000

As Figuras 4.1 e 4.2 mostram o histograma da distribuicao a posteriori dos parametros
da cauda para ;¢ = 0,3 e f1¢ = —0,3, ambas com 3, = 0,5 e 3, = 6. Pela Figura 4.1,
observa-se que ha uma dificuldade de estimar o efeito da covariavel sobre o limiar, como
mostra o histograma de (3, ,. Para os outros parametros, a estimacao da distribuicao

parece estar préoxima aos valores verdadeiros utilizados na simulacao. Pela Figura 4.2,
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todos os parametros parecem estar bem estimados em relacao ao verdadeiro valor. Em
ambas as figuras, o valor 0 esta dentro da distribuicao a posteriori com uma probabilidade
nao muito baixa, ou seja, em algumas situacoes estd havendo dificuldade de dizer se

realmente o efeito da covaridvel é significativo ou se existe intercepto.

Figura 4.1: Histograma da cauda para n = 1000, 5y, = 6, 81 = 0,3 ¢ B1,, = 0,5.

As linhas verticais representam os valores verdadeiros.

betalu betalxi betalnu

30
30

densidade:

20
densidade
20

10

oa
oa 10

densidade:
0o 05 10 15

betalu betalxi betalnu

30

20 30
20

densidade:

10
densidade
o 10
densidade:
o 1 2

0o

Figura 4.2: Histograma da cauda para n = 1000, 5y, = 6, f1¢c = —0,3 e B1,, = 0,5.

As linhas verticais representam os valores verdadeiros.
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As Figuras 4.3 e 4.4 mostram o histograma da distribuicao a posteriori dos parametros
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da cauda para ;¢ = 0,3 e 31 = —0, 3, agora com ambas as Figuras com 3, = 0,5 e
Bon = 9. As figuras mostram que a estimagao é eficiente para a maioria dos parametros
da cauda, embora a amplitude da distribuicao parece ser alta, nao dando uma informacao
muito precisa sobre os parametros. Em comparacao com as figuras onde 3y, = 6, os
histogramas com [, = 9 tem uma amplitude maior para os outros parametros da cauda,
pois com um limiar num quantil mais alto, hd menos observagoes na cauda, o que aumenta
a incerteza e diminui a precisao na estimacao dos parametros da cauda.

A maior dificuldade foi na estimacao dos parametros relacionados ao parametro de
forma £. Em ambas as Figuras 4.3 e 4.4, a probabilidade de Gy = 0 ¢é alta, ou seja, a
estimacao indica que pode nao haver intercepto no preditor linear de £&. Na Figura 4.4,
o efeito de (3 ¢ também nao parece ser significativo, ou seja, neste caso, o modelo indica
que o parametro £ poderia ser estimado como sendo fixo e igual a 0, quando na verdade

os valores simulados foram de um modelo com £ # 0.

Figura 4.3: Histograma da cauda para n = 1000, 8y, =9, Bie = 0,3 ¢ B1, = 0,5.

As linhas verticais representam os valores verdadeiros.
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A Tabela 4.1 apresenta o intervalo de credibilidade de 95% dos parametros da cauda
para n = 1000. Observando a tabela, em quase todas as estimacgoes, o verdadeiro valor

do parametro se encontra dentro do intervalo de credibilidade, porém a variabilidade de
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Figura
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As linhas verticais representam os valores verdadeiros.
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4.4: Histograma da cauda para n = 1000, Gy, =9, Bie = —0,3 e B1,, =0, 5.

algumas estimagoes é muito alta, dando pouca informacao sobre a distribuicao a posteriori

dos parametros. Com excecao de 3y, € 3y, a estimacao dos parametros nao é precisa, em

alguns casos nao dando para concluir se o efeito da covariavel é significativo, principal-

mente nos parametros que determinam a forma da distribuicao GPD [y ¢ e 1 ¢, onde em

quase todos os casos o valor 0 apareceu dentro do intervalo de credibilidade. Portanto, ha

uma restricao em apontar efeitos de covaridveis em uma amostra de tamanho n = 1000.

Tabela 4.1: Intervalos de credibilidade para simulacoes com n = 1000, 5y, = 3, 1, = 0,5

€ ﬁo@ = O7 2.
Bi,e =0.3 Br,e =—0.3
Bo,u =6 Bo,u =9 Bo,u =6 Bou =9

Bru=0,5 | Bru=-0,5| B1,.=0,5 | Br,u=-0,5| B1u=05 | Biu=-0,5| B,u=05 | Biu=-0,5
B0,u (5,93;6,75) (5,48;6,27) (8,38;9,14) (8,30;9,17) (5,98;6,45) (5,92;6,32) (8,69;9,20) (8,72;9,61)
Bi,u | (-0,17;0,58) (-0,71;0,05) (0,41;1,27) (-0,58;-0,01) (0,26;0,56) (-0,71;-0,39) (0,38;0,93) (-0,76;-0,13)
Bow | (273:353) | (2,85:3,66) | (2,13:3,33) | (3,02:4,05) | (2,85:3,34) | (2,90:3,33) | (2,91;3,67) | (2,72;3,32)
Bi, | (0,23,058) | (0,23;0,58) | (0,31;0,89) | (0,07;0,50) (0,39;0,61) | (0,34;0,52) | (0,27:0,63) | (0,42:0,66)
Boe | (0,03;0,58) | (0,17;0,70) | (-0,21;0,53) | (-0,01;0,63) | (-0,05;0,54) | (-0,34;0,17) | (-0,20;0,46) | (-0,07;0,68)
Bre | (-0,020,49) | (-0,06:0,37) | (0,12;0,69) | (-0,20;0,37) | (-0,51;-0,01) | (-0,27;0,16) | (-0,46;0,18) | (-0,64;-0.06)
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4.3.2 Simulagoes para amostra de tamanho 10000

As Figuras 4.5 e 4.6 mostram o histograma da distribuicao a posteriori dos parametros
da cauda para 31¢ = 0,3 e B¢ = —0,3, ambas as Figuras com 8, = 0,5 ¢ By, = 6.
Pode-se observar que a estimacao dos parametros é muito mais precisa que as simulacgoes
com os mesmos parametros no caso onde n = 1000. Em todas as situagoes, a média a
posteriori € muito proxima ao valor verdadeiro simulado. Esta informacao é toda fornecida
pelos dados, pois a distribuicao a priori para todos os parametros da cauda foi dada com
menor informagao quando n = 10000. Portanto a estimagao ¢ eficiente em detectar o
verdadeiro valor do vetor de parametros para o modelo proposto neste capitulo, dando

indicios que ele pode ser bem utilizado em dados reais, como sera visto na proxima secao.

Figura 4.5: Histograma da cauda para n = 10000, 8y, = 6, B1¢ = 0,3 e B1, = 0,5.

As linhas verticais representam os valores verdadeiros.
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As Figuras 4.7 e 4.8 mostram o histograma da distribuicao a posteriori dos parametros
da cauda para 1 = 0,3 e f1 = —0, 3, considerando 3, = 0,5 e [y, = 9. Percebe-se a
eficiencia da estimagao em recuperar os valores verdadeiros.

A Tabela 4.2 apresenta o intervalo de credibilidade de 95% dos parametros da cauda
para n = 10000. Observa-se que em todas as configuracoes, os valores verdadeiros dos

parametros estao dentro do intervalo de credibilidade, sendo que estes intervalos sao
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Figura 4.6: Histograma da cauda para n = 10000, 5y, = 6, f1¢ = —0,3 e B1, = 0,5.

As linhas verticais representam os valores verdadeiros.
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Figura 4.7: Histograma da cauda para n = 10000, 8y, = 9, B1¢ = 0,3 e B1,, = 0, 5.

As linhas verticais representam os valores verdadeiros.
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bem mais precisos do que para n = 1000, podendo-se afirmar que a estimacao recupera
o verdadeiro valor utilizado para realizar as simulagoes. Portanto, para tamanhos de
amostras maiores, em torno de n = 10000, pode-se utilizar o modelo considerando o

efeito de covariaveis para estimar valores extremos.
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Figura 4.8: Histograma da cauda

Tabela 4.2: Intervalos de credibilidade para simulagoes
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para n = 10000, Gy, =9, f1e = —0,3 e (1, =0,5.

As linhas verticais representam os valores verdadeiros.
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com n = 10000, By, = 3, Bi,

0,5 (S ﬁof = 0,2
B1,e =0,3 B1,e = —0,3
Bo,u =6 Bo,u =9 Bo,u =6 Bo,u =9

Bru=05 | Biu=-05|B1,.=05| B1u=-05]| B1,u=05 | fru=-0,5| B1,u=05 | Br,u=-0,5
Bow | (5,986,02) | (5,96:6,02) | (8,97:9,01) | (8,97:9,03) | (5,99:6,06) | (5,98:6,01) | (8,98:9,02) | (8,99:9,04)
Bru | (0,48:0,53) | (-0,51;-0,45) | (0,49;0,53) | (-0,51;-0,47) | (0,46:0,52) | (-0,51;-0,48) | (0,49:0,53) | (-0,53:-0,48)
Bow | (2,93;3,16) | (2,933,16) | (2,93:3,32) | (2,93:3.27) | (2,92:3,07) | (2,90:3,03) | (2,89:3,16) | (2,89;3,06)
Bru | (041,052) | (0,44;,0,54) | (0,35:0,51) | (0,410,56) | (0,46;0,53) | (0,47:0,53) | (0,42,0,54) | (0,46;0,54)
Boe | (014,031) | (0,14;0,31) | (0,05:0,26) | (0,12;0,34) | (0,07,0,23) | (0,11;0,27) | (0,05:0,28) | (0,05;0,31)
Bre | (018,0,33) | (0,220,36) | (0,25:0,47) | (0,15,0,35) | (-0,33;-0,20) | (-0,35:-0,22) | (-0,33;-0,10) | (-0,41;-0,19)

4.3.3 Calculo de maximos e quantis altos

Em alguns casos, quando &; é negativo, a distribuicao GPD possui um limite superior,

que é dado por u; — v;/(&(1 + &)).

Em algumas configuracoes de covariaveis, pode-se

calcular a distribuigao a posteriori do maximo. Para as simulacoes onde n = 1000, ha uma

restricao em encontrar os maximos, pois a estimacao dos parametros que determinam &
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nao foram boas, e mesmo se a média a posteriori é negativa, alguns valores gerados nas
iteracoes do MCMC sao positivos, dificultando a estimacao do méaximo, pois a distribuicao
GPD ¢ ilimitada para & > 0.

A Figura 4.9 mostra a dificuldade de estimacao dos maximos no par de covariaveis
(2¢ = 1z, = 1) e (2¢ = 2,2, = 1) em uma das simula¢des quando n = 1000. O valor
de ¢ desta simulacao nestas covariaveis é de —0,09 e —0, 32 respectivamente, mas como
a amplitude dos parametros que determinam ¢ é muito grande, como apresentado na
Tabela 4.1, muitos valores de £ na distribuicao acabam sendo positivos, o que entra numa
situagao onde nao ha maximo, e quando £ ¢é positivo e muito proximo de 0, a equagao
u; — v;/(&(1+&)) tende a ir para valores negativos, enquanto que se ¢ é muito préximo
de 0 e negativo, a equacao tende a ir para um valor muito alto. A consequéncia disso é
mostrada na Figura 4.9, onde hé valores situados entre —10000 e 10000 na distribuicao

do méaximo, que nao fornece nenhuma informagao sobre esta quantidade.

Figura 4.9: Histograma do maximo para n = 1000.
Bou =6, Bre =—0,3 e B1,, = 0,5. Painel & esquerda: z¢ = 1,2, = 1. Painel a direita:
2¢ = 2,2, = 1. As linhas verticais sao os maximos verdadeiros e as tracejadas as médias a

posteriori dos méximos.
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A Figura 4.10 mostra a estimag¢ao do méaximo dos mesmos parametros, nas mesmas
covariaveis utilizadas na Figura 4.9, mas agora com n = 10000. Observa-se que para
n = 10000, a estimacao do maximo é precisa e a média a posteriori do maximo é muito

préxima ao maximo verdadeiro. Portanto, para tamanho de amostras grandes, o método
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é eficiente em encontrar os maximos quando & < 0.

Figura 4.10: Histograma do maximo para n = 10000.
Bou =6, B1e =—0,3 e B1,, =0,5. Painel a esquerda: z¢ = 1,2, = 1. Painel a direita:
z¢ = 2,2, = 1. Linha vertical cheia: Mdximo verdadeiro. Linha vertical tracejada: Média a

posteriori do maximo.
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Assim como feito no capitulo anterior, este modelo permite a estimacao de quantis
altos da distribuicao. A Figura 4.11 mostra a distribuicao no quantil 99,9% para uma
simulagao com n = 1000. Assim como nos maximos, para n = 1000, a estimacao do
quantil é nao é precisa, fornecendo pouca informagao sobre o verdadeiro valor do quantil.
Quando z¢ = 3, a informacgao ¢ um pouco mais precisa e a média a posteriori do quantil
estd proxima ao quantil verdadeiro.

A Figura 4.12 mostra a distribui¢do no quantil 99,9% para uma simulacao com n =
10000. Pela Figura, em ambas as configuracoes de covariaveis a estimagao do quantil
foi eficiente, com distribuicao em torno do maximo verdadeiro. Portanto, este modelo

também ¢ eficiente em encontrar os quantis altos da distribuicao.

4.3.4 ldentificagao dos parametros da cauda

Assim como no capitulo anterior, na Secao 3.5, é necessario verificar se os parametros
da cauda da distribuicao GPD podem ser identificados, independente da correlacao que

existe entre os parametros u e 0 = v/(1 + ). Nas simulagoes, foram verificadas as
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Figura 4.11: Histograma do quantil 99,9% para n = 1000.
Bou =6, B1e = —0,3 e B1,, = 0,5. Painel a esquerda: z¢ = 1,2, = 1. Painel a direita:
z¢ = 3,2, = 1. Linha vertical cheia: Quantil verdadeiro. Linha vertical tracejada: Média a

posteriori do quantil.
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correlagoes entre os parametros u = [y, + B1.424 € 0, que pode ser escrito por exp(fy, +
Brwz)/ exp(Bog + Bie2e)-

A Figura 4.13 mostra o grafico de dispersao entre os parametros para as simulacoes
com n = 1000. Pela figura, nota-se que que ha pouca correlacao entre os parametros, nao
sendo possivel visualizar esta correlacao nos graficos de dispersao. Além disso, as linhas
dos valores verdadeiros estao dentro da maior moda. Portanto, embora nas simulacoes
com n = 1000 a estimacao dos parametros nao tenha sido precisa, isto nao ocorreu pela
falta de identificabilidade entre os parametros da cauda.

A Figura 4.14 mostra o grafico de dispersao entre os parametros para as simulagoes
com n = 10000. Pela figura, nota-se que nao parece haver correlagao entre os parametros,
sendo estes bem estimados préximos aos valores verdadeiros. No caso onde 3¢ = —0,3

e z¢ = 0,5 hé duas massa de dados, indicando a distribuicao bimodal do limiar. O valor
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Figura 4.12: Histograma do quantil 99,9% para n = 10000.
Bou =6, B1e = —0,3 e B1,, = 0,5. Painel a esquerda: z¢ = 1,2, = 1. Painel a direita:
z¢ = 3,2, = 1. Linha vertical cheia: Quantil verdadeiro. Linha vertical tracejada: Média a

posteriori do quantil.
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verdadeiro do limiar esteve situado na menor moda, porém ainda sim a média a posteriori

do limiar ficou préoxima do verdadeiro valor.

4.3.5 Conclusoes das simulacoes

Apoés apresentar o modelo MG P DR, e realizar um estudo de simulacoes deste modelo,

pode-se tirar as seguintes conclusoes:

e A estimacao nao conseguiu ser precisa para amostras de tamanho n = 1000. Embo-
ra em quase todas as situacoes estudadas o verdadeiro valor do parametro estivesse
dentro de um intervalo de credibilidade de 95% da distribuicao a posteriori, esta

distribuicao foi muito vaga e deu pouca informacao a respeito dos parametros;

e para amostras com n = 10000, a estimagao dos parametros foi muito eficiente, onde
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Figura 4.13: Relacao dos parametros da cauda para n = 1000

Simulacoes com By, = 9, B1,4, = 0,5 e z, = 1. Primeira linha: 3¢ = 0,3. Segunda

linha:3; ¢ = —0, 3. Primeira coluna: z = 0,5. Segunda coluna: z¢ = 2. As linhas cheias sao os

sigma

sigma

15 20

10

40 B0 80

20

valores verdadeiros e as tracejadas a média a posteriori.

sigrma

50 BO 70

sigma

3040

em todas as situacgoes a distribuigao a posteriori do parametro teve uma variabilidade

muito pequena e proxima do valor verdadeiro simulado;

também para amostras grandes, o modelo mostrou-se muito eficiente na estimacgao
do maximo da distribuicao nos casos onde £ < 0 e no calculo dos quantis extremos
das distribuicoes, que sao duas das mais importantes quantidades quando se analisa

dados extremos;

para as simulagoes estudadas neste capitulo, nao houve problema de correlacao entre

os parametros da cauda, mostrando que neste caso nao houve problema de falta de
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Figura 4.14: Relagao dos parametros da cauda para n = 10000
Simulacoes com By, = 9, B1,4, = 0,5 e z, = 1. Primeira linha: ;¢ = 0,3. Segunda
linha:3; ¢ = —0, 3. Primeira coluna: z = 0,5. Segunda coluna: z¢ = 2. As linhas cheias sao os

valores verdadeiros e as tracejadas a média a posteriori.
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identificabilidade entre estes parametros.

4.4 Aplicacoes

Esta secao ird mostrar resultados de dados reais em duas aplicacoes de dados extremos
de temperatura. Temperaturas maximas em cidades dos Estados Unidos e temperaturas
minimas em cidades do Estado do Rio de Janeiro. O modelo proposto sera comparado
com outros modelos propostos na literatura, como o MG de Wiper et al. (2001), o

MGPD; de Behrens et al. (2004) e o modelo MGPD;, proposto no capitulo anterior,
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segundo os critérios de comparagao BIC e DIC.

4.4.1 Aplicagao 1 - Temperaturas maximas nos EUA

O conjunto de dados coletados é de temperatura média diaria, em °F', de 1995 a 2008
em 84 cidades dos Estados Unidos. Os dados estao disponiveis no site www.engr.udayton.
edu/weather. A anadlise foi feita utilizando os maximos mensais. No total foram ana-
lisadas 14356 observacoes. Varios fatores podem influenciar a temperatura. Entre os
principais estao a época do ano e a localizacao da cidade. Os Estados Unidos, por ser
um pais de dimensoes continentais, possui diferentes faixas de latitude, o que causa uma
forte influéncia nas temperaturas das cidades. Existem latitudes que ficam préximas do
Trépico de Cancer, como Miami com latitude de 25°47', e cidades que se situam entre
o Trépico de Cancer e o o Circulo Polar Artico, como Seattle, com latitude de 47°37'.
A Figura 4.15 mostra o mapa dos Estados Unidos com a localizacdo de suas principais
cidades.

Em relagao aos meses do ano, como a temperatura possui ciclos sazonais, as covariaveis
que representam os meses podem ser dadas em termos de fungoes trigonométricas. Por-
tanto, o vetor de covariaveis para este modelo pode ser escrito da seguinte maneira

z;, = (Zo,i> R1,i5 22,15 23,15 24,2')7

onde:

® 2y, = 1 ¢ o intercepto.

® 2, = COS (27;72"1> e z9; = sin (27;’;“), onde m; é o més da observacao 1,

e 23; = (l; —my)/10, onde [; é a latitude da observacao ¢ e m; é o valor médio da

latitude de todas as observagoes.
® 24, = 23,2, representa a interacao entre o meés do ano e a latitude.

Foi feita a estimacao pelo modelo MG PD R, proposto neste trabalho, para diferentes

valores de k, onde cada parametro da cauda é escrito em funcao do vetor de covariaveis
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Figura 4.15: Mapa dos Estados Unidos com os estados e as maiores cidades.
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z. A distribuicao a priori para o vetor de parametros (3, foram prioris vagas Normais com
Buo ~ N(40,10000) e (3,; ~ N(0,1000), com i = 1, ..., 4.

A Tabela 4.3 mostra os resultados das medidas de ajuste BIC e DIC para os dife-
rentes modelos comparados. Observando a tabela, percebe-se que ao utilizar modelos de
regressao nos parametros da cauda ha um ganho significativo no ajuste, pois o modelo
MGPDRy, é melhor do que se os parametros da cauda fossem fixos (modelo MGPDy,),
ou se fosse utilizada uma abordagem totalmente nao-paramétrica via mistura de Gamas
(modelo MGy). A Tabela 4.4 apresenta os resultados da estimacdo dos parametros da
cauda para o modelo M GPDR;3, apontado pela Tabela 4.3 como o melhor modelo.

Em relacao ao modelo MG PD R, outras reparametrizacoes também foram analisadas

para verificar se poderiam ser melhores do que a proposta neste trabalho. A primeira foi
Com esta parametrizacao, o melhor BIC e DIC dos modelos
Outra

considerar u; = exp(z(3,).

MGPDRy, foi para k = 3 com respectivos valores 0,9333 x10° e 0,9309 x10°.
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Tabela 4.3: Medidas de ajuste para as temperaturas dos EUA

Modelo Pd | DIC x10° | BIC x10°
MGPDR; | 19,30 0,9352 0,9371
MGPDR, | 11,54 0,9169 0,9192
MGPDR3 | 5,16 0,9141 0,9163
MGPDRy | 8,55 0,9151 0,9177

MGsx | 686 | 1,1321 1,1331
MGPDyx | 5,99 1,1325 1,1335

MG+ e MGPDyx sao os melhores modelos de cada classe de acordo com o DIC.

reparametrizacao estudada foi considerar a parametrizagao da distribuicao GPD usual,
como na equagao (3.2). A parametrizagdo proposta para ¢ = exp(zf,), considerando
uma distribuicao Uniforme para o vetor de parametros ., sendo esta nao informativa,
porém nao satisfazendo a regra de Jeffreys. Com esta parametrizacao o melhor BIC
e DIC foram respectivamente 0,9243 x10° e 0,9265 x10°. Portanto, de acordo com os
dados, a parametrizacao original proposta na Se¢ao 4.1, além de ter uma vantagem tedrica
dos parametros da cauda (e, (,) possuirem distribuicao a priori de Jeffreys proporcional
Uniforme, também tiveram a vantagem pratica de se ajustar melhor aos dados, tendo
menores medidas de ajuste do que outras reparametrizagoes.

A Figura 4.16 apresenta o histograma da distribuicao a posteriori dos parametros da
cauda para o melhor modelo MGPD Ry, segundo a Tabela 4.3. A Tabela 4.4 apresenta o
intervalo de credibilidade para estes parametros. Em todos os parametros, a amplitude da
distribuicao é pequena, e em quase todas as situagoes o efeito da covariavel é significativo,
pois o valor 0 aparece apenas em (3¢, que é o efeito da interacao entre os meses do ano
e a latitude em . Em relacao a latitude, esta tem uma influéncia negativa no limiar, ou
seja, quanto maior a latitude menor o limiar, porém maiores sao os valores de £ e v.

Além de identificar o melhor modelo para a andlise de temperatura e estimar os seus
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Figura 4.16: Histograma da cauda para o modelo MG PDR3 dos dados dos EUA.
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Tabela 4.4: Média a posteriori dos parametros para o modelo MGPDR3 para os dados
dos EUA.

Em parénteses os intervalos de 95% de credibilidade

Bo,e B¢ Ba,¢ B3¢ Bae
-0,54 (-0,55:-0,53) -0,15 (-0,16;-0,13) 20,10 (-0,14;-0,07) 0,10 (0,07;0,14) -0,01 (-0,02;0,01)
Bo,v B1,v B2,v B3,v Ba,v
1,77 (1,76;1,78) 0,15 (0,14;0,17) 0,18 (0,16;0,20) 0,15 (0,12;0,18) 0,21 (0,20;0,23)
Bo,u B1,u B2,u B3,u Bau
63,01 (62,99;63,02) | -17,37 (-17,39;-17,35) | -16,03 (-16,06:-15,99) | -4,10 (-4,14; -4,06) | -11,71 (-11,74:-11,69)

parametros, pode-se fazer uma andlise detalhada sobre o comportamento da temperatura
em cada estacao do ano ou em cada cidade. Por exemplo, como o limiar também é
formulado em funcao das covariaveis, cada cidade vai ter um limiar diferente e em relacao
a uma Unica cidade os valores do limiar irao se alterar de acordo com os meses do ano.
As Figuras 4.17 e 4.18 apresentam a evolucao do limiar em relagao aos meses do ano

para as cidades de Atlanta, Georgia, e Portland, Maine, respectivamente com latitudes
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de 33°45" e 43°39’. Observando as figuras, percebe-se que o limiar acompanha a curva dos
dados ao longo dos anos, ou seja, as temperaturas sao menores nos primeiros e ultimos
meses do ano, e vao aumentando conforme se aproxima o meio do ano, que é a época
do verao no hemisfério norte. A cidade de Portland, por ser uma cidade com latitude
maior que Atlanta, apresenta durante quase todo o ano temperaturas mais baixas. Um
outro fator importante de se observar é que a maioria dos dados estd acima do limiar,
ou seja, no melhor modelo estudado, a grande maioria das observacoes foi considerada
um valor extremo pertencente a cauda da distribuicao. Como se trabalha com maximos
mensais, a maioria destes valores é considerada uma observacao extrema, fazendo parte
da cauda. Como nem todo maximo mensal necessariamente é uma observacao extrema,
alguns dos valores nao fazem parte da cauda e sao modelados pela mistura de Gamas. O
mais importante em relagao ao limiar é que a distribuicao a priori para este parametro
¢é vaga, deixando apenas os dados escolherem o valor do limiar que fornecera a melhor

distribuicao a posteriori dos parametros.

Figura 4.17: Observagoes ao longo do ano para os dados de Atlanta.

A linha cheia representa a média a posteriori do limiar para cada més.
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Além de estudar o comportamento do limiar ao longo do ano para cada cidade, outro
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Figura 4.18: Observagoes ao longo do ano para os dados de Portland.

A linha cheia representa a média a posteriori do limiar para cada més.
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estudo que pode ser feito é um estudo do comportamento do limiar entre todas as cidades
para cada més do ano, ou seja, verificar como as latitudes diferentes influenciam na es-
timagao do limiar. As Figuras 4.19 e 4.20 mostram os valores da média a posteriori do
limiar para os meses de Janeiro, no inverno, e Julho, no verao. Observando os gréficos,
nota-se que as temperaturas méaximas no verao sao bem maiores do que no inverno, e
o limiar capta esta diferenca, sendo este muito maior durante o verao. Em relacao as
latitudes, observando os graficos de dispersao a tendéncia linear parece pequena, porém
os resultados de estimacao apresentados na Tabela 4.4 mostraram que o efeito das co-
variaveis foi significativo e assim foi mantida a estrutura de tendéncia linear, que mostrou
ser a melhor, comparando-se com outras estruturas, como por exemplo uma tendéncia
exponencial entre temperatura e latitude. Percebe-se nas tabelas que, de acordo com o
valor estimado de (3,, quanto maior a latitude, menor e a temperatura. Esta relagao
parece ser mais acentuada no inverno.

Para fazer inferéncia sobre valores extremos, uma outra medida importante que pode

ser encontrada baseado na estimacao dos parametros do modelo é o célculo dos méximos,
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temperatura

temperatura

Figura 4.19: Observagoes com as latitudes para o més de Janeiro nos EUA.

A linha cheia representa a média a posteriori do limiar para cada cidade.
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Figura 4.20: Observagoes com as latitudes para o més de Julho nos EUA.

A linha cheia representa a média a posteriori do limiar para cada cidade.
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que ¢é finito nos casos onde o parametro de forma da distribuicao GPD é negativo. A

Figura 4.21 mostra o histograma da distribuicao a posteriori dos méaximos para duas

cidades diferentes, em duas diferentes estagoes do ano. Pode-se dizer que a temperatura
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maxima que a cidade de Nova Orleans pode alcangar em algum dia de Junho esta em

torno de 115°F e 135°F, enquanto que em Denver, no més de Dezembro, o méximo esta

em torno de 71°F e 73°F.

Figura 4.21: Histograma dos méximos para os dados dos EUA.

15

000 002 0.04 006 008 0.10
5

r T T T T 1
15 120 125 130 135 140

a) Nova Orleans, em Junho. b) Denver, em Dezembro.

Outra medida importante que se pode encontrar quando sao analisados dados extremos
¢é a distribuicao de quantis altos da distribuicao. A Figura 4.22 mostra a distribuicao a
posteriori do quantil 99,9% em duas cidades em dois meses do ano. Assim, por exem-
plo, baseado na média a posteriori do quantil, a probabilidade de no més de marco, a

temperatura da cidade de Orlando ser maior do que 103,4°F é de 0,1%.

Figura 4.22: Histograma do quantil 99, 9% para os dados dos EUA.
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a) Austin, em Setembro. b) Orlando, em Margo.
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4.4.2 Aplicagao 2 - Temperaturas minimas no estado do Rio de
Janeiro

Este segundo conjunto de dados consiste em temperaturas minimas diarias, em °C
em postos de monitoramento espalhados pelo estado do Rio de Janeiro, num periodo de
1961 a 2000. Para realizar a andlise, foram utilizadas as temperaturas minimas mensais,
resultando num total de 11336 observacoes para a analise.

A Figura 4.23 mostra como as estagoes de monitoramento estao espalhadas pelo estado.

Figura 4.23: Mapa do estado do Rio de Janeiro com as estacoes de monitoramento.

Os pontos cheios sao as cidades de Ilha Guaiba, no litoral oeste, e Nova Friburgo, no centro.
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Neste conjunto de dados, como sao utilizadas temperaturas minimas, a cauda da
distribuicao esta a esquerda. Para fazer a andlise segundo o modelo proposto, foi feita a
transformacao x = 30,0 — y, onde y sao os dados originais. Como a maior temperatura

das observacoes foi de 25,6, fazendo a transformacao, ha a garantia que as observacoes sao
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positivas e com cauda a direita. Assim, o modelo também permite calcular a probabilidade

de observacoes minimas maiores que 25,6. A Figura 4.24 mostra o histograma dos dados

originais e dos dados transformados.

Density

Figura 4.24: Histograma das observacoes dos dados do Rio de Janeiro.

Painel a esquerda: Dados originais. Painel & direita: Dados transformados.
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Observando no mapa na Figura 4.23, as diferencas de Latitudes do Estado sao pe-

quenas, entre 20°76" e 23°36’. Uma covaridvel que ird ter mais relevancia na anélise dos

dados é a altitude. O estado do Rio de Janeiro tem um relevo diversificado, com regioes no

nivel do mar, regides serranas e planaltos. Assim, uma covariavel escolhida para a andlise

destes dados foi a altitude. Os meses do ano certamente é outra covariavel que interfere

nos niveis de temperatura e serd analisada por meio de transformagoes trigonométricas.

O vetor de covariaveis para este modelo pode ser escrito da seguinte maneira
Z; = (ZO,iZI,iZ2,iZ3,iZ4,i);

onde:

® zp;, = 1 ¢é o intercepto

® z; = COS (%g“) e zg; = sin (ﬁg“), onde m; é o meés da observacao 1,

o 23, = (l; —my)/100, onde [; é a altitude da observacao i e m; é o valor médio da

altitude de todas as observacoes.

® z,; = 23,%, representa a interacao entre o meés do ano e a altitude
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As distribuigoes a priori dos parametros do limiar do modelo MGPDR;, sao dadas
por B0 ~ N(10,50) e B,; ~ N(0,30), i =1,...,4.
A Tabela 4.5 mostra os resultados das medidas de Ajuste BIC e DIC para os diferentes

modelos comparados.

Tabela 4.5: Medidas de ajuste para as temperaturas do estado do Rio de Janeiro

Modelo | Pd | DIC x10° | BIC x10°
MGPDR, | 654 | 04253 0,4249
MGPDR, | 9,78 | 10,4230 0,4250
MGPDR; | 1826 | 0,4222 | 0,4248
MGPDR, | 11,03 | 0,4227 0,4253

MGy | 813 | 0,5863 0,5876
MGPDyx | 1,70 | 0,5866 0,5874

MGpx e MGPDgx sao os melhores modelos de cada classe de acordo com o DIC.

Assim como nos dados da aplicacao anterior, os modelos MGPD Ry, tem uma ampla
vantagem na estimagao em relacao aos outros modelos, ou seja, o modelo é melhor ajustado
quando é considerado o efeito de covariaveis na cauda da distribuicao.

A Figura 4.25 apresenta os histogramas das distribuigoes a posteriori dos parametros
da cauda para o modelo M GPD R3, o melhor segundo a Tabela 4.5.

A Tabela 4.6 mostra a média a posteriori e o intervalo de credibilidade de 95%
parametros da cauda, onde nota-se que quase todos os parametros apontam um efeito
significativo das covariaveis e interacoes nos trés parametros da distribuicao GPD, com
excecao do efeito da interacao entre altitude e estacao do ano para a determinacao dos
parametros £ e v.

Assim como na aplicacao anterior, pode-se tirar medidas importantes que podem aju-
dar a avaliar o comportamento de observacoes extremas na temperatura. Os dados foram

transformados com a finalidade de se ter uma cauda a direita, que é como se usualmente
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Figura 4.25: Histograma da cauda para o modelo MG PD R3 dos dados do Rio de Janeiro.
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Tabela 4.6: Média a posteriori dos parametros para o modelo MGPDR3 dos dados do
Rio de Janeiro.
Em parénteses os intervalos de 95% de credibilidade
Bo,e B¢ Ba,¢ B3¢ Bae
-0,29 (-0,30:-0,28) 0,01 (0,00:-0,02) -0,02 (-0,02;-0,01) -0,01 (-0,02;-0,01) -0,02 (-0,04;0,01)
BO,U ﬂLu 62,1} ﬂB,u 64,u
0,58 (0,560,59) -0,15 (-0,17;-0,13) -0,02 (-0,03;-0,02) | -0,008 (-0,014;-0,002) 0,02 (-0,01;0,04)
/BO,u /Bl,u 62,u /63,11, ,64,11,
5,752 (5,750;5,753) | -2,260 (-2,262;-2,256) | 0,705 (0,704;0,706) | -0,104 (-0,105; -0,103) | -2,083 (-2,085;-2,082)

trabalha na distribuicao GPD, para coletar medidas de temperaturas ao longo do ano,

para as diferentes estacoes, além de estatisticas extremas como maximos e quantis. Nesta

aplicagao, como o interesse principal esta em analisar temperaturas minimas, é necessério

fazer a transformacao inversa para se fazer a andlise baseado nos dados na escala original.

Assim, sao analisados os minimos e quantis baixos.

As Figuras 4.26 e 4.27 mostram as temperaturas minimas mensais ao longo do ano
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para as cidades de Cabo Frio, ao nivel do mar, e Nova Friburgo, na regiao serrana do
Estado. Pelas figuras, percebe-se que o limiar acompanha bem o comportamento das
observagoes, que ao contrario dos EUA, cai de temperatura no meio do ano, que é o
inverno no hemisfério sul. Por estar situada na regiao serrana, a temperatura na cidade
de Nova Friburgo é sempre menor do que Cabo Frio. Pode-se perceber pelas figuras que
o limiar escolhido pelas observacoes foi situado num quantil baixo, ficando a maioria das

observagoes acima da média a posteriori do limiar.

Figura 4.26: Observagoes ao longo do ano para os dados de Cabo Frio.

A linha cheia representa a média a posteriori do limiar para cada més.
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Pode-se verificar também o comportamento do limiar em relacao as altitudes em difer-
entes meses do ano. As Figuras 4.28 e 4.29 mostram os valores da média a posteriori do
limiar para os meses de Janeiro, no verao, e Julho, no inverno. Observando os gréficos
nota-se que, em relagao as altitudes, as temperaturas minimas sao menores em regioes
com altitudes mais altas.

Outra medida que se pode encontrar no modelo MGPDRy é a distribuicao dos
maximos, quando & é negativo. Como nos dados do Rio de Janeiro, trabalha-se com

os dados transformados para a cauda da distribuicao estar a direita, encontrando a dis-
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Figura 4.27: Observagoes ao longo do ano para os dados de Nova Friburgo.

A linha cheia representa a média a posteriori do limiar para cada més.
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Figura 4.28: Observagoes com as latitudes para o més de Janeiro no Rio de Janeiro .

A linha cheia representa a média a posteriori do limiar para cada cidade.
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tribuicao dos méaximos dos dados transformados e voltando esta distribuicao na escala
original, o resultado sera a distribuicao do minimo das temperaturas. A Figura 4.30

mostra a distribuicdo do minimo em duas cidades do Rio de Janeiro em dois diferentes
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Figura 4.29: Observagoes com as latitudes para o més de Julho no Rio de Janeiro.

A linha cheia representa a média a posteriori do limiar para cada cidade.
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meses. Assim, pode-se dizer que a temperatura minima em Angra dos Reis no més de

abril esta entre 10,5°C' e 12,5°C".

Figura 4.30: Histograma dos minimos para os dados do Rio de Janeiro.
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a) Angra dos Reis, em Abril. b) IlTha Rasa, em Novembro.

Uma outra medida que pode ser encontrada s@o os quantis baixos. Ao contrario de
dados maximos, quando se analisa observagoes minimas, o maior interesse é encontrar
a probabilidade de se obter uma observacao menor do que um determinado valor. Para
encontrar o quantil 0, 1% de alguma cidade em um determinado més do ano, para os dados

do Rio de Janeiro, encontra-se a distribuicao do quantil 99, 9% dos dados transformados e
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retorna esta distribuicao para a escala dos dados originais, obtendo assim a distribuicao do
quantil 0, 1% das temperaturas minimas. A Figura 4.31 apresenta a distribuicao do quantil
0,1% para duas cidades diferentes em dois meses do ano. Baseado na média a posteriori
dos quantis, pode-se dizer que a probabilidade da temperatura em Niteréi no més de
Janeiro ser menor do que 16,4°C é de 0, 1%, enquanto que esta mesma probabilidade se

equivale a temperatura de apenas 5, 3°C' para a cidade de Teresoépolis no més de Julho.

Figura 4.31: Histograma do quantil 0,1% para os dados do Rio de Janeiro.
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a) Niterdi, em Janeiro. b) Teresépolis, em Julho.

4.4.3 Conclusoes das aplicagoes

Apo6s realizar a estimacao dos parametros nas duas aplicagoes de temperaturas, pode-

se tirar como principais conclusoes:

e O modelo MGPDRy, é superior ao modelo que considera a cauda fixa (MGPDy)
e o modelo que considera uma abordagem totalmente ndo-paramétrica (MGy),
mostrando que quando ha a presenca de covariaveis que ajudam a explicar a variavel

resposta, elas tém que ser incorporadas no modelo;

e com a distribuicao a priori do limiar pouco informativa, em ambas as aplicacoes
o valor que os dados escolheram para o limiar situou-se em um quantil baixo das

observacoes, em torno de 15%. Como os dados que foram analisados foram maximos
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mensais para a primeira e minimos mensais para a segunda aplicagdo, a maioria

destes valores ja sao observagoes extremas, fazendo parte da cauda;

e 0 modelo MGPDR,, permite o cilculo de medidas importantes para cada con-
figuracao de covariavel, sendo possivel observar o comportamento do limiar ao longo
do ano para uma particular cidade, além da mudanca do limiar de acordo com lati-
tude e altitude. Além disso, o modelo fornece uma distribui¢ao de medidas extremas
importantes, como o maximo e quantis altos, para particulares cidades em determi-

nados meses do ano;

e estimar todas as cidades em diferentes meses do ano pelo modelo MG PD Ry, é mais
eficiente do que estimar valores de uma tnica cidade em um 1nico més do ano pelo
modelo M PGDy. Na aplicacao dos Estados Unidos, como as observagoes coletadas
sao de 13 anos, haveria apenas 13 observacoes por cidade e més, mesmo agrupando
por estacoes do ano haveria apenas 39 observacoes, o que ¢ insuficiente para realizar

a estimacao pelo modelo M PG Dj,.

Apéndice 4 - Algoritmo

O Algoritmo MCMC para a estimacao dos parametros do modelo MGPD Ry, é dado por:
Algoritmo 3
Na s-ésima iteracao, as cadeias dos parametros se movimentam para o passo s + 1 da

seguinte maneira:

e Amostrando [

Para cada [, i = 0,..., k¢, amostra-se [, da N(ﬁg), Vﬁ&i)‘ Se o vetor amostrado
3¢ satisfaz a restrigao em (4.4) em conjunto com B L) Caso nao satisfaca,

amostra-se o vetor 3 novamente até satisfazer a restricao.
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Atualiza BSSH) B¢ com probabilidade as, onde

7(0*|x)

=min{l, ———=
g, mln{ , 7r((9|x)7

o* = (M(S),U(S)vp(s), 55)’ l(/s)’ﬁg) e — (N(S)vn(s)ap(s),ﬁvgs),ﬁz(/s),ﬂés)).
e Amostrando f3,

Para cada 3,,, 1 = 0,...,k,, amostra-se 3, da N(ﬂ V., ). Se o vetor amostrado
(% satisfaz a restricdo em (4.4) em conjunto com 6(S+1 B, Caso ndo satisfaca,

amostra-se o vetor 3 novamente até satisfazer a restricao.
Atualiza 8¢*+Y) = 3% com probabilidade as, onde

m(©7[x)

ag, = min {1, = ,
m(O[x)

OF = (M( s) 77(5)7]9(5) 5) /6§S+1 ) e 0= (N(S) (s) ) (s) ﬁu ,ﬂy 75(3+1 ).

e Amostrando 3,

Para cada (3,,, 1 =0,...,k,, amostra-se 3; da N(ﬂ(s) V3,.)- Se o vetor amostrado
B satisfaz a restrigdo em (4.4) em conjunto com ﬁ(sﬂ , 3+ Caso nao satisfaca,

amostra-se o vetor 3 novamente até satisfazer a restricao.

Atualiza 3¢+Y = 3* com probabilidade ag, onde

7(0]x)

Qg, = min {1, _—
m(Ofx)

O* = (M(S),n(s),p(s) . £s+1 7ﬂ£s+1 ) e O — (M(s)7n( ). pls), (s) ﬂ(s+1)76§s+1)).

e Amostrando pu,n e p

Para aplicar o algoritmo de Metropolis para os parametros das componentes de
mistura da parte central dos dados, o procedimento é igual ao do Algoritmo 1 do

Capitulo 2.



Capitulo 5

Extremos com estrutura de modelos

dinamicos

Em séries temporais é estudado como o comportamento dos dados pode se alterar com
o tempo. Este tipo de alteracao é comum para dados de valores extremos.

Em dados ambientais, por exemplo, em chuva, vento e temperatura, seus niveis podem
estar correlacionados com a sazonalidade, além de apresentar uma tendencia de aumento
ao longo dos anos, devido mudancas climaticas no planeta.

Em dados de finangas, um periodo de recessao altera todos os indices econdmicos.
Assim, investidores procuram mercados mais sélidos para aplicar seus investimentos.

Um trabalho recente, sendo outra extensdo do trabalho do Behrens et al. (2004),
foi desenvolvido por Lopes et al. (2009), onde o modelo utilizado é uma distribuicao
Gama com GPD, levando em consideracao o fato dos dados serem provenientes de uma
série temporal, onde os parametros da parte da cauda do modelo com distribuicao GPD
varia no tempo. Ao contrario do modelo do capitulo anterior, aqui, o modelo é feito
por equacoes de atualizacao de um modelo linear dinamico, ou Dynamic Linear Model
(DLM). Huerta e Sansé (2007) usaram uma ideia similar quando modelaram niveis didrios
de ozonio por uma distribuigao GEV variando no tempo e espaco.

No modelo proposto por Lopes et al. (2009), cada observacao x;,t = 1,...,n, que

125
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estda abaixo de um limiar u, segue uma distribuicao Gama, e cada observacao z; que esta
acima do limiar possui distribuicago GPD. Neste modelo, dois dos parametros da GPD
muda ao longo do tempo, enquanto os outros parametros permanecem fixos.

Neste modelo, a funcao distribuicao de mistura é dada por

FG(xt“I’an) se xy <u,
Fy(xelp,m, e, &, 01) = ,(5.1)
Fo(u,pym) + [1 — Folu, pu,n)|G(xi|u, &, 00) se x> u

onde Fg(.|p,n) é a fungao de distribuigao da Gama e G a fungao de distribuicao da GPD.

5.1 Dinamica na cauda

O modelo DLM, visto em West e Harrison (1997), é usado aqui para modelar os

parametros da GPD, que muda ao longo do tempo pela seguinte estrutura

gt = Ft/ﬁt + V¢ €
Ot
B = Gife—1 + wr. (5.2)

Num caso particular da equagao (5.2), pode considerar que os parametros da cauda &

e 0 sigam um modelo dinamico de primeira ordem,

& = Ocitvgy ver ~ N(0,1/V),
Ocr = Ocr1+wer wey ~ N(0,1/We), (5.3)
0r = Opt+ oy Vot ~ N(0,1/V,),
0ot = Ooio1+Wor wey ~ N(0,1/W,),

onde O¢4,0,.,t =0,...,n, Ve, We, V, e W, sao hiperparametros do modelo.
Porém, sabe-se que o necessariamente é um valor positivo e Smith (1985) mostrou
que estimadores de maxima verossimilhanca para ¢ nao existem para £ < —1. A forma

dindmica proposta em (5.3) permite que o seja negativo e £ seja menor do que —1. Foi
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proposta uma reparametrizacdo na cauda, com a dinamica em o, = exp(loy) e & =

exp(l&) — 1. Assim, o modelo dinamico para os parametros da cauda sao dados por

I& = Ot + vey N(

Ocs = Ocyo1+wey wey ~ N(0,1/We),
loy, = Op1+ 05y Vet ~ N(0,1/V;),
Opt = Opp 1+ Wesr wWes~ N(0,1/W,),

0,1/V),

5.2 Mistura de Gamas com GPD usando DLM

Uma outra extensao que pode ser feita consiste em utilizar um modelo que trabalha
com mistura de k distribui¢oes Gama para valores abaixo de um limiar u e uma dis-
tribuigao GPD com estrutura DLM em &, para valores acima de um limiar u. A fungao

de distribuicao do modelo, denominado por MG PDLM, é dada por

k
o piFa(x s, ni), o
Fy(z]0,9,) = Zj—lpj o t\,uj 77]) |

S piFo(u | ) + |1 = S Folu, pyny)| Gladé, o,u), se @ >,

Em relacao aos parametros da cauda, ao invés de estimar diretamente & e oy, os
parametros estimados sao o, = exp(loy) e & = exp(l&) — 1, considerando a estrutura
dindmica como em (5.4). Considerando independéncia entre os parametros da mistura
e da cauda, e na cauda considerando apenas a dependéncia dos parametros do modelo

dinamico em (5.3), a distribuigao a priori pode ser escrita da seguinte maneira:
W(M? 7, P, lO', lf) u, 00’7 9{7 V07 ‘/f) ch Wf) = 7T(:U’7 n, p)ﬂ'(U)TF(ZO', QU? V07 WO)W(Z§7 057 ‘/57 W£)7

onde 7(u,n, p) e m(u) possuem a mesma forma da distribui¢ao a priori do Capitulo 3. A
distribui¢do a priori dos parametros w(I¢, O¢, Ve, We) e w(lo, 6,,V,, W,,) pode ser escrita
como

m(1€,0:, Ve, We) =TI (w(1&x|0c.t, Vo) (Oe t|0c -1, We)) w(Be,0) 7 (Ve ) (We)

t=1
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n

7'('([0', eoa Vaa WO’ H l0t|00 ty )W(007t|00,t—17 WO’)) W(HO,O'),]T(VO')T((WO')

t=1

onde &Ogs, Ve ~ N(be, 1/Ve), OealOs1, We ~ N(Oeso1,1/We), Oco ~ N(mep, Cep),
G(fe/oe, fe)s We ~ Gle/me, le), 01|00, Vo ~ N0t 1/V5), 004|001, W ~ N (05 1-1,1/ W),
Os0 ~ N(Mo0,Co0), Vo ~ G(fs/00, f5) € Wy ~ G(ly/my, 1,).
A escolha destas distribuigoes a priori, de acordo com a forma dinamica em (5.4),
tem como objetivo facilitar os cdlculos das distribuigoes a posteriori para os parametros,
sendo possivel encontrar distribuicoes condicionais completas conhecidas para a maioria
dos parametros, e realizar a estimacao pelo amostrador de Gibbs.
Assim, baseado na funcao de verossimilhanca e na distribuicao a priori dos parametros,

a funcao de densidade a posteriori pode ser escrita da seguinte maneira:

m(Ofx) o ] {ijfa(fﬁtmy'ﬂ?j)] II [(1—ZPjFG(U|MN7j)) g(xtlfufftau)]

txy<u | j=1 T>u j=1
k 2
-1 —b inj (C]Jrl) —d;/u (U — NU)
e (L

x Vg 2]t exp ( < Z(lﬁt Oce)” — 0£V5> exp <—2050(9£,0 - m570)2>

« W;/2+l§—1 exp <_ 25 Z(9£7t N gf,t—l)z o m§W€>
V, & 1
(—2 > (loy — 0,4) — 0,,V0> exp (— e (050 — mg’0)2>
=1 a,0
WU Z(@U,t — 90-7,5_1)2 — mgWg> . (55)

E possivel encontrar uma forma conhecida para a distribuicao condicional completa
para a maioria dos parametros definidos no modelo linear dinamico em (5.4). A tnica
excecao é para l& e loy quando x; > u. Os calculos das distribuicoes condicionais com-

pletas e o algoritmo para estimacao dos parametros por MCMC estao no Apéndice 5.
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5.3 Simulacoes

Foram realizadas simulacoes do modelo MGPDLM,;. Para cada simulacao, foram
gerados n pontos de uma distribuigdo Gama(n,n/u) com parametros p =5en =1. O
limiar foi tomado no quantil 80 dos valores simulados. Para os valores das observagoes
maiores que o limiar, os valores foram substituidos por pontos gerados de uma distribuicao
GPD, cujos parametros foram gerados de acordo com uma estrutura dinamica como na
equacao (5.4), onde b¢p = 0,2, 6,0 = 2. Em relacao as precisdes do modelo dinamico, as
simulacoes foram feitas em duas configuragoes. Na Configuracao 1, Ve = 200, W, = 1000,
Vo = 200 e W, = 1000. Na Configuragao 2, Ve = 2000, W = 10000, V, = 2000 e
W, = 10000

Os valores das distribuigoes a priori foram dados por mey = 00, Moo = 050, Ceo =
100, C,o = 100. Para Vg, V,, We e W, foram dadas distribui¢oes a priori Gama com
média no valor verdadeiro e variancia 10000 para a Configuracao 1 e 1000000 para a
Configuragao 2.

Para o limiar foi dada a priori uma distribuigao Normal com média no valor verdadeiro
e variancia 10. Em relagdo ao tamanho da amostra, todas as simulacoes foram feitas

utilizando trés tamanhos diferentes: n = 1000, 2500 e 10000.

5.3.1 Simulagoes com amostras de tamanho 1000

A Figura 5.1 mostra a distribuicao do limiar para n = 1000 nas duas configuragoes.
Pela figura, percebe-se que o limiar esta bem estimado, com a distribuicao em torno
do verdadeiro valor utilizado na simulacao. A distribuicao parece estar bem concentrada
entre 7,2 e 8, 0 na Configuracao 1 e entre 7 e 10 na Configuragao 2, bem mais concentrada
que a distribuicao a priori que tem variancia 10.

A Figura 5.2 mostra o histograma da distribuicao a posteriori de 0y e 6y, para
n = 1000 nas duas configuracoes simuladas. Mesmo com a variancia a priori sendo vaga

(Coe e Cpe = 100), a estimagao destes parametros foi precisa, com média préxima aos
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Figura 5.1: Histograma do limiar para simulagoes com n = 1000.

linha cheia: limiar verdadeiro

a) Configuracao 1. b) Configuragao 2.

valores verdadeiros.

Figura 5.2: Histograma para 6y ¢ e 6y, para n = 1000.

linha cheia: valor verdadeiro
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a) Configuracao 1. b) Configuragao 2.

As Figuras 5.3 e 5.4 mostram os histogramas da distribui¢ao a posteriori de V¢, V,
We e W, para n = 1000 nas duas configuragoes simuladas. Pelas Figuras, a principio
percebe-se que a distribuigao a posteriori tem média préxima ao verdadeiro valor utilizado
na simulacao. Porém, em ambos os casos a variancia parece ser alta. Na Configuracao 1,
a variancia a priori dos parametros é de 10000, ou seja, o desvio padrao ¢ de 100 e um

intervalo de credibilidade de 95% na priori estd entre o valor verdadeiro mais ou menos 200.
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Pela Figura 5.3, o intervalo de credibilidade da distribuicao a posteriori parece ter uma
amplitude muito préxima da priori. Portanto, os dados nao estao dando muita informacao
nestes parametros e quase toda a informacao sobre estes parametros esta compreendida na
distribuicao a priori. O mesmo caso acontece na Configuracao 2, onde a variancia a priori
¢ de 1000000, com desvio padrao de 1000. Pela Figura 5.4, observa-se que a distribuigao
a posteriori esta compreendida no valor verdadeiro mais ou menos 2000. Portanto, para

n = 1000 os dados nao trazem informacao a respeito das variancias do modelo dinamico.

Figura 5.3: Histograma de Vg, V,, W, e W, na Configuracao 1 para n = 1000.

linha cheia: valor verdadeiro.
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As Figuras 5.5 e 5.6 mostram o histograma da média a posteriori com as bandas de
credibilidade de 95% para &, o, 8¢ e 0, para n = 1000 nas duas configuracoes simuladas.
Pela Figura 5.5, percebe-se que, na Configuragao 1, a estimacao de £ e [§ acompanha
bem o verdadeiro valor dos parametros ao longo do tempo, estando quase todos os valores
dentro do intervalo de credibilidade. Em relacao a o e lo, a estimagao nao é eficiente,

onde na maior parte do tempo, os parametros verdadeiros estao abaixo do intervalo de
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Figura 5.4: Histograma de Vg, V,,, W e W, na Configuracao 2 para n = 1000.

linha cheia: valor verdadeiro.
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credibilidade estimado. Na Configuracao 2, pela Figura 5.6, em todas as situagoes a
estimagao nao consegue estimar as diferencas ao longo do tempo, ou seja, embora ha
grandes altas e baixas nos parametros ao longo do tempo, a estimacgao sobe ou desce de
valor de uma maneira muito mais lenta que o valor verdadeiro. Portanto, para amostras
de tamanho n = 1000, ha uma dificuldade em estimar os parametros que evoluem no

tempo.

5.3.2 Simulagoes com amostras de tamanho 2500

A Figura 5.7 mostra a distribuicao do limiar para n = 2500 nas duas configuragoes.
Pela Figura, percebe-se que a estimacao é eficiente em detectar o verdadeiro valor. Em
ambas as configuragoes, a distribuicao a posteriori do limiar é mais concentrada do que
quando n = 1000. Na Configuracao 1, simulando com menor precisao o modelo linear

dinamico, a distribuicao do limiar mostrou-se mais concentrada do que na Configuracao
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Figura 5.5: Estimacao de £, o, 0¢ e 6, na Configuracao 1 para n = 1000.
Linha cheia: valores verdadeiros. Linhas tracejadas: Média a posteriori e intervalo de

credibilidade de 95%.
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2, que considera menor variabilidade no modelo linear dinamico.

A Figura 5.8 mostra o histograma da distribuicao a posteriori de 0y e 6y, para
n = 2500 nas duas configuracoes simuladas. Assim como para n = 1000, as distribui¢oes
a posteriori dos parametros estao centradas proximas ao verdadeiro valor utilizado na
simulacao. A amplitude da distribuicao a posteriori é a mesma do que no caso em que
n = 1000.

As Figuras 5.9 e 5.10 mostram o histograma da distribuigao a posteriori de Vg, V5,
We e W, para n = 2500 nas duas configuracoes simuladas. Pela Figura, sao observados
resultados muito proximos aos obtidos para quando n = 1000, ou seja, a variancia a
posteriori do limiar é praticamente a mesma da variancia a priori. Assim quase toda a
informagcao sobre estes quatro parametros é fornecida pela distribuicao a priori, com os

dados praticamente nao dando informacao alguma sobre estes parametros.
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Figura 5.6: Estimacao de §, o, 0¢ e 0, na Configuragao 2 para n = 1000.
Linha cheia: valores verdadeiros. Linhas tracejadas: Média a posteriori e intervalo de

credibilidade de 95%.
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Figura 5.7: Histograma do limiar para simulagoes com n = 2500.

linha cheia: limiar verdadeiro
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a) Configuracao 1. b) Configuragao 2.

As Figuras 5.11 e 5.12 mostram o histograma da média a posteriori com as bandas de

credibilidade de 95% para &, o, 8¢ e 0, para n = 2500 nas duas configuracoes simuladas.
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Figura 5.8: Histograma para 6y ¢ e 6y, para n = 2500.

linha cheia: valor verdadeiro
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Figura 5.9: Histograma de Vg, V,, W, e W, na Configuracao 1 para n = 2500.
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Pelas Figuras, pode-se observar que houve uma melhora significativa da estimagao dos

parametros que evoluem no tempo em relagao a estimacao realizada nas simulagoes com

n = 1000. Pela Figura 5.11, observa-se que na Configuracao 1, quase todos os valores
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Figura 5.10: Histograma de Vg, V,,, W, e W, na Configuracao 2 para n = 2500.

linha cheia: valor verdadeiro.
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verdadeiros evoluindo no tempo esta dentro do intervalo de credibilidade estimado, e a es-
timagao acompanha o comportamento dos parametros. Na estimacao de o, por exemplo,
os parametros parecem estar concentrados em valores menores do que 20 até a observagao
de 1700 e depois tem um aumento. A estimacao consegue detectar este tipo de compor-
tamento. Portanto, aumentando o tamanho da amostra, o maior nimero de informacgoes

nas observagoes ajuda a estimar o comportamento dos parametros que evoluem no tempo.

5.3.3 Simulacoes com amostras de tamanho 10000

A Figura 5.13 mostra a distribui¢do do limiar para n = 10000 nas duas configuragoes.
Assim como houve uma melhora na precisao da estimacao do limiar aumentando o
tamanho da amostra de n = 1000 para n = 2500, aumentando de n = 2500 para n. = 10000
a estimacao do limiar se torna mais eficiente, com a distribuicao se tornando muito pre-

cisa, bem concentrada em torno do valor verdadeiro utilizado nas simulacées. Assim como
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Figura 5.11: Estimacao de ¢, o, 0¢ e 6, na Configuracao 1 para n = 2500.
Linha cheia: valores verdadeiros. Linhas tracejadas: Média a posteriori e intervalo de

credibilidade de 95%.
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nas amostras anteriores, a precisao da distribui¢do é maior na Configuracao 1 do que na
Configuragao 2.

A Figura 5.14 mostra o histograma da distribuicao a posteriori de 6y e 6y, para
n = 10000 nas duas configuracoes simuladas. Percebe-se pela Figura que a distribuicao
a posteriori para os parametros 6y e 6y, ¢ muito préxima a distribuicao a posteriori
para as simulagoes com n = 1000 e n = 2500 nas duas configuracoes, com excecao da
distribuicao de 6 na Configuracao 2, onde a distribuicao estd centrada num valor um
pouco menor que o verdadeiro, embora o verdadeiro valor parece estar dentro de um
intervalo de credibilidade de 95% da distribuigao.

As Figuras 5.15 e 5.16 mostram o histograma da média a posteriori com as bandas
de credibilidade de 95% para &, o, 0¢ ¢ 6, para n = 10000 nas duas configuragoes si-

muladas. Em ambas as Figuras, pode ser observado que a estimagao acompanha bem o
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Figura 5.12: Estimacao de , o, 0¢ e 6, na Configuracao 2 para n = 2500.

Linha cheia: valores verdadeiros. Linhas tracejadas: Média a posteriori e intervalo de

credibilidade de 95%.
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Figura 5.13: Histograma do limiar para simulacoes com n = 10000.
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comportamento dos valores verdadeiros ao longo do tempo, com intervalos concentrados

préximos ao verdadeiro valor.

Comparando as duas configuracoes, percebe-se que na
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Figura 5.14: Histograma para 6y ¢ e 6y, para n = 10000.

linha cheia: valor verdadeiro
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Configuracao 1 (Figura 5.15), como a variancia utilizada no modelo dindmico foi maior, a
simulacao gerou valores muito altos para o, com valores maiores do que 800. A estimagao
acompanhou bem esta grande mudanca deste parametro ao longo do tempo. Portanto,
para n = 10000, o modelo consegue identificar bem as mudancas dos parametros da cauda

evoluindo no tempo.

5.3.4 Calculo de maximos e quantis altos

Nesta secao, serda mostrada a estimacao de estatisticas importantes em valores ex-
tremos, como quantis altos, além dos maximos quando £ < 0. A distribui¢ao dos quantis
pode ser obtida da mesma forma do que na equacao (3.9) do Capitulo 3. A maior diferenga
é que neste capitulo os parametros da cauda £ e o evoluem no tempo, e assim para cada
tempo t = 1,...,n o valor do quantil sera diferente.

As Figura 5.17 mostra respectivamente os valores verdadeiros e estimados do quantil
95% para uma simulagao com n = 1000 e de 99% para uma simula¢ao com n = 2500.
Pela Figura, pode-se observar que, para n = 1000, o valor estimado do quantil 95% é
proximo ao verdadeiro valor deste quantil, em torno de 20 ao longo do tempo. Assim como

ocorrido na estimacgao do parametro £ e o, a estimagao do quantil nao consegue captar
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Figura 5.15: Estimacao de £, o, 0¢ e 6, na Configuragao 1 para n = 10000.
Linha cheia: valores verdadeiros. Linhas tracejadas: Média a posteriori e intervalo de

credibilidade de 95%.
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mudancas significativas ao longo do tempo, estimando de maneira suavizada a evolucao
deste quantil. Para n = 2500, na estimacao do quantil 99%, pode-se notar que o quantil
verdadeiro aumenta para observagoes entre 500 e 750 e decai entre 750 e 1200. Estas sao
as observagoes em que ocorrem os maiores valores na amostra, com muitos pontos bem
acima do limiar. A estimacao do quantil mostra-se eficiente, acompanhando por uma
curva suavizada o comportamento de subida e descida do quantil para as observagoes
entre 500 e 1000.

Além de calcular quantis extremos, quando £ é negativo, a distribuicao GPD possui
um maximo, que é dado por u—o/§. Na abordagem por modelos dinamicos, como § varia
no tempo, pode acontecer de ter valores onde £ é negativo e valores onde £ é positivo,
sendo possivel estimar nos méaximos em observagoes do primeiro tipo.

A Figura 5.18 mostra a distribui¢cao dos maximos para uma simulagao com n = 10000

para os pontos onde & < —0,10,t =1,...,10000. Foi observado graficamente apenas os
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Figura 5.16: Estimacao de §, o, 0¢ e 8, na Configuragao 2 para n = 10000.
Linha cheia: valores verdadeiros. Linhas tracejadas: Média a posteriori e intervalo de

credibilidade de 95%.
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Figura 5.17: Série das observacoes com quantis extremos nas simulacoes.

linha cheia acima: quantil verdadeiro. Linha tracejada: média a posteriori do quantil.
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a) n = 1000, quantil 95%. b) n = 2500, quantil 99%.

valores onde & < —0,10 e nao & < 0 pois o limite do maximo a esquerda quando & vai
a 0 ¢é infinito e acaba gerando valores muito altos do maximo, o que fica dificil visualizar
graficamente em comparacao com outros valores negativos de £. Pela figura, nota-se que

h& uma oscilacao muito grande do verdadeiro maximo para observagoes entre 0 e 2200 no
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grafico e depois o méximo se estabiliza num valor menor. Este tipo de comportamento
foi bem detectado pela estimacao, onde na maioria das regides o maximo estimado estda

préximo do maximo verdadeiro.

Figura 5.18: Série das observagoes com maximos nas simulagoes com n = 10000.

Linha cheia acima: maximo verdadeiro. Linha tracejada: média a posteriori do maximo.
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5.3.5 Conclusoes das simulacoes

Apos realizar as simulagoes para o modelo MG P D LM, baseado nos resultados obti-

dos, pode-se tirar as seguintes conclusoes:

e O modelo é eficiente em encontrar o verdadeiro limiar, mesmo com amostras de
tamanho nao muito grande (n = 1000). Foi dada uma priori ndo muito vaga para
este parametro, com variancia 10. Mas em todas as situacoes, a distribuicao a
posteriori além de ter uma média muito préxima do verdadeiro valor, teve uma
variancia muito mais precisa do que a da priori, indicando que os dados fornecem

uma boa informacao sobre limiar;
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e 0s dados forneceram pouca informacao a respeito da precisao da estrutura de mode-
los dinamicos, sendo que a distribuicao destes parametros ¢ praticamente a mesma
dada na distribuicao a priori. Numa situacao de dados reais, sera necessario escolher
por algum critério qual a distribuicao a priori mais plausivel para estes parametros,

baseado nos resultados das simulacoes;

e a estimacao dos parametros da cauda, que evoluem no tempo, se torna mais eficiente
a medida em que aumenta o tamanho da amostra. Os resultados de simulagoes
mostraram que a estimagao acompanha muito bem os parametros ao longo do tempo
para n = 10000, enquanto que para n = 1000 ha uma dificuldade maior em detectar

a evolucao destes parametros;

e 0 modelo mostrou-se eficiente na deteccao de quantis extremos e dos maximos,
principalmente para tamanho de amostras grandes, pois estas medidas estao em
funcao dos parametros da cauda, que foram mais bem estimadas para n = 2500 e

n = 10000.

5.4 Aplicacgoes

Em aplicacoes de mercado financeiro, o nivel de retorno de aplicagoes varia de compor-
tamento de acordo com a situacao da economia mundial. Em 2008, o mundo foi abalado
por uma forte crise financeira, que provocou uma volatilidade maior nos niveis de retorno
de agoes, cotagoes de moeda, matérias primas, entre outros. O objetivo desta segao é uti-
lizar o modelo proposto neste capitulo para estimar niveis de retorno, em porcentagem,
de algumas acoes considerando uma variagao ao longo do tempo. Dado o valor da acao

;1 no tempo t — 1 e o valor x; no tempo ¢, o retorno no tempo ¢ é dado por

re = log(zy/xi_1).
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Na distribuicao GPD, como trabalha-se com valores positivos, os dados que serao
analisados é o valor em modulo dos retornos.

Os valores das distribuicoes a priori foram dados por mg o = 0.2, m, o = 0.2, C¢ o = 100,
Csp = 100. Para o limiar, a distribuicao a priori dada foi com média no quantil 90 dos
dados de cada aplicagao, com variancia 10. Para Vg, V,,, W, e W, foram dadas distribuicoes
a priori Gama com média e variancia iguais a da Configuracao 2, com maior precisao no
modelo dinamico. Foi escolhida a Configuracao 2 pelo fato de que, nas simulagoes, utilizar
uma precisao mais baixa pode indicar valores absurdamente grandes para os parametros
da distribuicao GPD, como por exemplo pode-se observar na Figura 5.15, onde houve
valores de ¢ maiores do que 800 e menores que 5 numa mesma série. Na pratica, espera-

se uma oscilacao menor destes parametros.

5.4.1 Aplicagao 1 - Vale

Foram analisados os niveis de retorno absoluto das acoes da companhia de mineragao
Vale do Rio Doce, num periodo de 1 de abril de 2006 a 8 de margo de 2009, num total de 901
observagoes. A Figura 5.19 mostra os retornos das agoes no periodo estudado. Observando
a figura, nota-se que ha uma oscilagao maior no final da série, que corresponde a crise
mundial que houve no segundo semestre de 2008 e abalou a economia brasileira. Em
épocas de crise, espera-se uma grande oscilagao nas acoes, com grandes perdas seguidos
por grandes ganhos em dias sucessivos. Um fator interessante que sera visto a seguir é
analisar como este periodo de crise influencia nos parametros da distribuicao do modelo
proposto.

Para verificar a adequacao do modelo nestes dados, foi calculada a medida de ajuste
DIC, comparando o modelo proposto neste capitulo com dois dos modelos dos capitulos
anteriores. Pelo fato do niimero de parametros ser muito maior por ter varios parametros
que evoluem no tempo, o BIC torna-se inviavel como medida de comparacao, pois d4 um
peso muito grande no nimero de parametros do modelo. No modelo MGPDLMj, ha

(3k + 7 + 4n) parametros, e o BIC dd um peso igual para todos estes parametros para
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Figura 5.19: Série dos dados da Vale.
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calcular a medida. O resultado do DIC para os varios modelos é dado na Tabela 5.1. Pela
tabela, observa-se que o melhor modelo é o MGPDLM,, mostrando que este modelo é
superior a utilizar uma abordagem totalmente nao-paramétrica por mistura de Gamas,

ou fazer uma distribuicao GPD para a cauda com parametros fixos.

Tabela 5.1: DIC para os dados da Vale

Modelo | MGPDLM, | MGPDLMs | MGPDLM; | MGox | MGPDyx
Pd 6,81 16,12 3,51 2,07 3,54
DIC 3609 3492 3669 3651 3637

MG+ e MGPDyx sao os melhores modelos de cada classe de acordo com o DIC.

A Tabela 5.2 mostra a média a posteriori dos parametros do modelo MGPDLMs,,
com intervalo de credibilidade de 95%. Pela tabela, nota-se que para a distribui¢do com
valores menores que um limiar, os dados sao ajustados por uma distribuicao Gama com
média 2,76 e variancia 6,75. Em relacao a ty¢ e 0, a distribuicao encontrada estd em

torno de 0 com desvio padrao de aproximadamente 0,03. Ainda pela Tabela 5.2, em
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relagao as variancias da estrutura dinamica, a média e a variancia da distribuicao sao
praticamente os mesmos dados na distribuicao a priori, ou seja, os dados fornecem pouca
informagao a respeito dos parametros, como ja foi mostrado anteriormente nos resultados

das simulacoes.

Tabela 5.2: Média e intervalos de credibilidade para a aplicacao da Vale.

Parametro 1 n o.¢ 00,0
Média 2,76 1,13 -0,01 0,02
Intervalo | (2,52;3,06) | (1,01;1,27) | (-0,07;0,05) | (-0,05;0,10)
Parametro Ve V. We Wy
Média 1971 2693 9656 9791
Intervalo | (476;4317) | (725;5313) | (7750;11706) | (7943;11753)

A Figura 5.20 mostra a distribui¢ao a posteriori do limiar. A distribui¢ao tem uma
média de 2, 26 e variancia 0,05. Nesta aplicacao, a distribuicao a priori do limiar foi uma
Normal com média 6,05 e variancia 10, ou seja, houve pouca contribuicao da priori na
distribuicao a posteriori.

Embora nas simulagoes, amostras de tamanho 1000 nao foram eficientes na estimacao
dos parametros da cauda, nesta aplicagao, como cerca de metade das observacoes estao
na cauda, equivale as simulacoes com n = 2500, pois nas simulagoes a cauda corresponde
a 20% das observacgoes, ou seja, 500 observagoes na cauda, valor préximo ao nimero de
observacoes na cauda desta aplicagao.

A Figura 5.21 mostra a banda de credibilidade de 95% para os parametros da cauda.
Observando a Figura, nota-se que para £ ha um aumento no final das observagoes. Compa-
rando com a Figura 5.19, é préxima a regiao onde hé maior oscilacao das agoes. Portanto,
no periodo da crise, o parametro ¢ é maior do que em outros periodos. Um comportamento
semelhante também se observa para o, porém parece haver um aumento deste valor num

periodo ainda antes da crise. Depois do periodo da crise, que sao as tltimas observacgoes,
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Figura 5.20: Distribuicao a posteriori do limiar para os dados da Vale.
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Figura 5.21: Intervalos de credibilidade de 95% da cauda dos dados da Vale.
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5.4.2 Aplicagao 2 - Petrobras

Assim como nos dados da aplicagao anterior, foram analisados os niveis de retorno
absoluto, agora da companhia Petrobras, no periodo de 1 de marcgo de 2006 a 8 de marco
de 2009, num total de 919 observacoes. A Figura 5.22 mostra a série com os retornos
das acoes. Da mesma maneira que nas observagoes da Vale, hd um periodo no final da
série em que hd uma oscilagao maior nos retornos, que é o periodo da crise do segundo

semestre de 2008.

Figura 5.22: Série dos dados da Petrobras.
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A Tabela 5.3 mostra a medida de ajuste DIC para diferentes modelos estudados. Pelo
modelo, observa-se que o melhor segundo o DIC foi o MGPDLM,. Porém, ha uma
diferenga pequena em relagao ao modelo MGPD;. Neste caso, estimar os parametros da
cauda variando no tempo traz uma vantagem, embora nao muito grande, em relacao ao
modelo que considera os parametros fixos.

A Tabela 5.4 mostra a média a posteriori dos parametros do modelo, com intervalo
de credibilidade de 95%. Pela tabela, percebe-se que os parametros utilizados no modelo
dinamico tém valores muito parecidos com os obtidos na aplicacao nas agoes da Vale.

Com relagao aos valores antes da cauda, a distribuicao Gama tem uma média de 2,39 e
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Tabela 5.3: DIC para os dados da Petrobras

Modelo | MGPDLM; | MGPDLM, | MGox | MGP D%
Pd 7,90 16,79 4,51 1,48
DIC 2996 3061 3106 3008

149

MGpx e MGPDgx sao os melhores modelos de cada classe de acordo com o DIC.

variancia de 7, 14.

Tabela 5.4: Média e intervalos de credibilidade para a aplicacao da Petrobras.

Parametro I n 0o ¢ 0.0
Média 2,39 0,80 0,01 0,01
Intervalo | (2,10;2,72) | (0,72;0,88) | (-0,05;0,06) | (-0,05;0,08)
Parametro Ve V. We W,
Média 2016 2935 9882 9707
Intervalo | (540;4376) | (911;6426) | (7981;11848) | (7975;11672)

A Figura 5.23 mostra a distribui¢ao a posteriori do limiar. Para os dados da Petrobras
o limiar tem uma distribuicao com média de 1,7 e uma precisao maior que no limiar da
Vale. Nesta aplicacao, distribuicao a priori do limiar foi uma Normal com média 4,46 e
variancia 10.

A Figura 5.24 mostra a banda de credibilidade de 95% para os parametros da cauda.
Observando conjuntamente as Figuras 5.22 dos dados e 5.24 dos parametros da cauda,
percebe-se que tanto para £ quanto para o, os valores de ambos os parametros aumentam
no periodo da crise, e diminuem novamente nas tltimas observagoes, apds a crise, ja no
ano de 2009. Portanto, o modelo detecta bem as alteracoes que ocorrem no mercado

financeiro em diversos periodos de tempo.
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Figura 5.23: Distribuicao a posteriori do limiar para os dados da Petrobras.
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Figura 5.24: Intervalos de credibilidade de 95% da cauda dos dados da Petrobras.
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5.4.3 Aplicagao 3 - BOVESPA

Nesta aplicacao, foram analisados os niveis de retorno absoluto, para o indice da
Bolsa de valores de Sao Paulo, BOVESPA, no periodo de 1 de abril de 2000 a 8 de

margo de 2009, num total de 2369 observacoes. A Figura 5.25 mostra os retornos das
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acoes, apontando também uma mudanca no comportamento da série no periodo relativo

ao segundo semestre d

e 2008.

Figura 5.25: Série dos dados da BOVESPA.
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A Tabela 5.5 mostra o resultado do DIC para esta aplicacao, pela tabela, observa-se

que ha um ganho em utilizar a estrutura de modelos dinamicos na cauda da distribuicao.

Tabela 5.5: DIC para os dados da BOVESPA

Modelo | MGPDLM, | MGPDLM, | MGay* | MGPD;x
Pd 11,92 21,77 2,11 0,81
DIC 6495 6591 6684 6633

MGE*x e MGPDyx sao os melhores modelos de cada classe de acordo com o DIC.

A Tabela 5.6 mostra a estimag¢ao da média a posteriori e intervalo de credibilidade

de 95%. Observa-se pela tabela que antes da cauda, a distribuicao Gama possui uma

média de 1,69 e variancia de 2,48, significativamente menor do que nas duas aplicacoes

anteriores. Em relagao aos parametros do modelo dinamico, percebe-se que a estimacao

de V, e W, apresentou uma precisao muito maior do que aquela apontada da distribuicao
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a priori, indicando que para este parametro, pode haver pouca mudanca do parametro o

ao longo do tempo.

Tabela 5.6: Média e intervalos de credibilidade para a aplicacao da BOVESPA.

Parametro 1 n o.¢ 00,0
Média 1,69 1,15 0,01 0,01
Intervalo | (1,57;1,83) (1,06;1,24) (-0,05;0,06) (-0,04;0,07)
Parametro Ve V., We W,
Média 1885 24961 9787 18620
Intervalo | (867;4317) | (14135;37800) | (7893;12083) | (14414;22986)

A Figura 5.26 mostra a distribui¢ao a posteriori do limiar. Percebe-se que o limiar
é menor do que nas duas aplicagbes anteriores. Como o indice BOVESPA é dado por
uma média entre muitas companhias, este indice acaba sendo menos volatil em relacao
a uma acao de uma unica companhia, principalmente em periodos de crise, onde a série
da Figura 5.25 apresenta valores variando entre 0% e 12%, enquanto que na Vale (Figura
5.19) os valores variam entre 0% e 25% e na Petrobras (Figura 5.22) entre 0% e 15%. A
distribuicao a priori do limiar foi uma Normal com média 3,20 e variancia 10.

A Figura 5.27 mostra a banda de credibilidade de 95% para os parametros da cauda.
Percebe-se que, para o, por um periodo de tempo que corresponde a quase metade das
observagoes, o valor deste parametro é praticamente constante ao longo do tempo. Isto
influenciou no valor dos parametros V, e W, do modelo dinamico, pois como nao tem
alteracao em o, o modelo dinamico nao tem evolugao, ficando igual ao valor no tempo
anterior com uma variagao muito baixa. Em relacao aos meses da crise, percebe-se que

ambos os parametros aumentam neste periodo do tempo.
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Figura 5.26: Distribuigao a posteriori do limiar para os dados da BOVESPA.
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Figura 5.27: Intervalos de credibilidade de 95% da cauda dos dados da BOVESPA.
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Apos realizar a estimacao dos parametros nas trés aplicacoes estudadas, sao encon-

tradas outras medidas, baseadas nesta estimacao. Uma pessoa que trabalha no mercado

financeiro ou aplica parte de seu patrimonio em acoes, tem interesse em saber qual o seu
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risco de ter uma perda grande ou a probabilidade de ter um lucro elevado. Para isso, é
interessante fornecer a probabilidade de se obter um retorno maior do que uma determi-
nada quantidade, que sdo dados pela estimacao dos quantis altos da distribuicdo. Além
dos quantis, também pode ser calculado o valor do maximo, quando o parametro & possui
um valor negativo.

A Figura 5.28 mostra a média a posteriori do quantil 95% da Vale e do quantil 99%
da Petrobras evoluindo no tempo. Pela figura, percebe-se que o quantil evolui no tempo
junto com as observacoes, ou seja, no periodo de tempo onde os retornos sao maiores, os
quantis também aumentam. Nos dados da Vale este aumento nao é muito grande, sendo
que boa parte dos dados esta acima do quantil no periodo da crise, mas na Petrobras o

quantil 99% parece aumentar na mesma proporcao das observacoes no periodo da crise.

Figura 5.28: Série dos dados da Vale e Petrobras com quantis.
A direita, vale com quantil 95%. A direita, vale com quantil 99%. As linhas tracejadas

representam a média a posteriori do quantil.
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Em relacao aos maximos, a Figura 5.29 mostra a estimacao dos maximos para as
observacoes da BOVESPA | nas observagoes onde a média a posteriori de £ é menor do que

—0, 10, acompanhado do quantis elevados. Percebe-se pela figura que o maximo se situa
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em um valor muito acima das observacoes, e a medida em que os quantis aumentam, a
média a posteriori destes quantis se aproxima da média a posteriori do maximo. Tomando

o limite do quantil indo a 100% a média deste limite coincide com a média do maximo.

Figura 5.29: Série dos dados da BOVESPA com maximos e quantis.

As linhas tracejadas representam os quantis 99%, 99,99%, 99,9999% e o méximo.

P
e
-+
o
o
T T T T T T T
0 50 100 150 200 250 200
Observagies

5.4.5 Conclusoes das aplicacoes

Apés modelar dados de retorno de agoes pelo modelo MGPDLM, proposto neste

capitulo, pode-se tirar as seguintes conclusoes:

e Os parametros da cauda tém uma evolugao dinamica ao longo do tempo, com os
parametros assumindo valores maiores em periodos onde ha maiores niveis de re-
tornos. Os resultados do DIC mostraram que nas trés aplicagoes ha um ganho no

ajuste do que se fosse considerado todos os parametros fixos;

e 0 modelo estima bem o limiar, mesmo com uma informagao relativamente vaga
a respeito deste parametro, a posteriori teve uma distribuicao com uma variancia

muito menor a da priori, com médias significativamente diferentes;
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e a estimacao dos parametros do modelo permite calcular de maneira eficiente medidas

importantes de retornos financeiros, como quantis elevados e maximos.

Apéndice 5 - Condicionais completas e algoritmo

Baseado na equacao (5.5), pode-se encontrar as seguintes fung¢oes condicionais com-

pletas:

e Condicional em [&;

Se x; < u, entao a distribuicao condicional completa em [&; é dada por

w(l€ | O_,) o exp (—Zg(zgt - 9@2) .

Logo, 1&©-1, ~ N(Ogs,1/Ve)
onde ©_g, é o vetor com todos os parametros do modelo, exceto 1&;.

e Amostrando V¢

De acordo com a equagcao (5.5), pode-se encontrar a seguinte distribui¢ao condicional

completa para V¢

n _ "7 l _0 2
"0 o Ve (< (BRI 0] 6

2
Logo, Ve|O-v, ~ G| 5= (z? 0 f; ’g +Je ]
t=1 2’5 &t + 05

onde ©_y, ¢ o vetor com todos os parametros do modelo, exceto V.

e Amostrando W,

De acordo com a equagao (5.5), pode-se encontrar a seguinte distribuigao condicional

completa para We
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" B no(0, — 0, 2
00 o V(i (Bt )

" 0 1—0p 1 1)2 ;
Do s,; g, t—1) + me 2

241
Logo, I/V§|@_W§ ~ G ( 2 + ¢ E +lg) )

onde ©_yy, ¢ o vetor com todos os parametros, exceto W.

e Amostrando 6

De acordo com a equagao (5.5), pode-se encontrar a seguinte distribui¢ao condicional

completa para 0

7 (0e o 6*9@0) X exp

1 1 m
X exp <— |f9§0 <W§ -+ C’go) — 295,0 <W§(9§,1 + C’:ﬁ)])
< 2 Mo

1 1
Logo, 0570|@_95,0 ~ N ((Wﬁel + %) / <W§ + Cgo) 1/ <W£ + C,f()) )

onde ©_4, , ¢ o vetor com todos os parametros, exceto 6p.

e Amostrando 0, de acordo com a equacao (5.5), tem-se

Parat=1,...,n—1,

V W, W,
W(Qs,t|@—05,t) X exXp (—;(lft - Qs,t)Q - 75(05,15—&-1 - 9&02 - 75(9& - Hf,t—1)2>
1
o exp (—2 [Hé,t (Ve +2We) = 20¢ s (W (Og 141 + Ocp 1) + Vgl&)D
1
= exp (—2 (2We + Ve) [02, — 2 (We(Oes1 + Oeui1) + Vil&s) / (2We + V&)D -

Logo, O¢4|0-g., ~ N ((We(Oc-1 + Ogeq1) + Vel&e) / 2We + Vi), 1/ (2We + V)

onde ©_y, , ¢ o vetor com todos os parametros, exceto g, t =1,...,n — 1.
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e Amostrando 0,

De acordo com a equagao (5.5), pode-se encontrar a seguinte distribuigao condicional

completa para 0,

V. W,
T(0¢nlO-p,,) o exp (-;(lfn —0cn)” — 75(9@ - es,n—1)2>
1
2

o exp (=5 [62, (Ve + We) = e (Weblenon + Vil )

1
= oxp (=5 (We + V) [82, = 2 (Webleno + Vel6a) / (We + V2)] )
Logo, O n|®-p., ~ N ((Webgn1+ Vel&n) | (We +Ve), 1/ (We + V),

onde ©_g, . € o vetor com todos os parametros, exceto 6 .

Para os parametros loy, V,, W, e 0,,, t=0,....n, o calculo das distribui¢oes condicionais
completas é andlogo aos parametros que envolvem &.

Para os outros parametros, nao ¢ possivel encontrar uma forma conhecida para as dis-
tribuigoes condicionais completas das suas distribuig¢oes a posteriori. O algoritmo MCMC
de estimagcao das distribuicoes a posteriori dos parametros deste modelo é dado na seguinte
forma:

Algoritmo 4

Dados os valores dos parametros até a iteracao s, novos valores da cadeia sao gerados

da seguinte maneira:

e Amostrando {l&}7

Para um valor ¢ entre 1 e n, se z; < u'®, tem-se a forma conhecida da distribuicao
condicional completa, e o parametro é atualizado por: lffs“) ~ N (Hést) , 1/1/5(5)).
Agora, se x; > u'® sua condicional completa nido tem forma conhecida, sendo

necessario amostrar [§; pelo algoritmo de Metropolis. Um candidato para [& ¢é

a Normal truncada N(lft(s),Kat)[(fU,oo), onde & = log(—at(s)/(a:t —u®)) + 1),
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ol = exp(la ) Assim, 1&) = ¢/ com probabilidade a;e, onde

) :min{l w(@*|x)q><<zgt(5)—§u>/@)>}
¢ " w (B (g — &)/ \[Kea) |

Or = (M(S)’U(S)7P(S)’u(s)’lo l§<+1) lft,lf ) (ﬂ(s)777(s)’p(s)’u(s),lo_ lf (s+1) lfgt))

e Amostrando {lo;}},

Para um valor ¢ entre 1 e n, se z; < u'®, tem-se a forma conhecida da distribui(;éo
condicional completa, e o parametro é atualizado por: lat(sﬂ) ~ N ( Ut, 1/V(9).
Agora, se z; > u'®) sua condicional completa ndo tem forma conhecida e é necessério

amostrar lo; pelo algoritmo de Metropolis.

Se {tSH = exp(lg(sJrl ) — 1> 0, amostra-se lo; de uma N(lat(s)7 K,4).

(s+1) _

Assim, 0,7 = lo} com probabilidade ay,, onde

y, = min 1,@ .
m(Ofx)
Se ¢ < 0, um candidato para lo7é a Normal truncada N(lo* ,Kg,t)I(UU, 00),

(s+1)

onde oy = log(— §t ) + log(z; — u®®)). Assim, lat = lo} com probabilidade «y,,

com

. { (@*|X)(I) — 00U /\/ at }
y = miny 1, , onde
W(@\X)CD lat —ou)/\/Kost))

0" = (1, ™, p&) W) 165 Iy, 165) 166H) e © = (1@, ™), p) W) 168 168 166+,

e Amostrando u
O valor do limiar u* é amostrado de uma distribuigao N (u'®), V,)I (u(LS), 00), onde

uf) = max { min(zy, ..., x), max (21 + O(SH)/(ft(SH)(l + §§S+l)))) J
{tzft(s+l><0,:ct>u<s)}
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V,, é a variancia da distribuicio proposta para o limiar. Aceita-se u®tY) = u* com
probabilidade «,,, onde
o { (0" ) ((ul) — uf>>/¢—vu>}
a, =min ¢ 1, — ®
m(Ox)@((w* —uy”)/vVa)

0% = (1), ), p®, u* 1o+ e 0 @ = (), ), p), 4@, [olsFD) e+

e Amostrando u,n, p
Para amostrar os vetores u, n e p, o procedimento ¢é igual ao Algoritmo 2.
e Amostrando Vg, We, 0¢ 4, Vo, W, € 054, t=0,...1

Pela forma da distribuicao a posteriori em 5.5, pode-se encontrar distribuigoes condi-

cionais completas conhecidas para o seguintes parametros

+ 3 n
Vet o~ @ ( Je o fe+ ) :
¢ 0c + Y e o)’ 2

s l +
WE( = ~ G( 6 (s) 7l€+,r2l)7
me + 32y ( 5t _egt 1)?

9(s+1 N W(kH 51 +mﬁo/céo 1
WY 1 1/Cep WY £1/C¢
s+1 s+1) s+1) s+1)
oo N Vgt it (egm—egtﬂ) 1
s+1 +2W(s+1 "/vé(s+1)+2W§(s+1)
b=1, ... n—1,
(s+1) 5 s 1) p(s+1
&n (s+1 +W£s+1 ’va(s—l—l)_'_wg(s—l-l)
VU(erl) ~ G fa‘l»i 7fg+ﬁ ,
07 + Sita(lo™™ — 052 2
Wés+1) ~ G ( l + 2 lo- + ) s
Mg + 322 ( eat 1)? 2
9(s+1 N Wk Q(k +mo—0/Ca0 1
W(’“+1 +1/Cyy L1/,
s+ 8 1 s S s 1
9(s+1 ~ N Va( - +W +1)(9 )+1_0<(7t+1) 1
(s+1 +2W05+1) Cr(.<3+1 W(erl)
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t=1, ... ,n—1,
0(5—}—1) N (Vas—i-l lU (s+1) + W s+1)9 5+1) 1 )

|ZASARRNES /e Yt oty



Capitulo 6

Conclusoes e continuacoes

Baseado no trabalho realizado, pode-se tirar as seguintes conclusoes:

e embora a estimativa nao-paramétrica baseada numa aproximacao por mistura tenha
resultado em boas predigoes para dados extremos, ela nao é tao eficiente na es-
timagao da cauda e dos valores em torno do limiar como o modelo que utiliza a
distribuicao GPD, que na teoria, pelo Teorema de Pickands (1975), é a indicada

para a cauda;

e em alguns casos, como nos apresentados nas aplicagoes, é necessario predizer a
distribuicao por uma mistura com mais de uma componente. Embora eficiente em
alguns casos, o modelo de Behrens et al. (2004) nao seria apropriado em alguns casos
onde os dados sao positivos, mas nao possuem distribuicao Gama. Mostrou-se que a
abordagem nao-paramétrica por mistura engloba uma ampla classe de distribuicoes,
e que nao € necessario um grande ntimero de componentes na mistura para se fazer

uma boa predicao;

e 0 modelo de mistura com GPD se mostra mais eficiente na estimacao do limiar
quando é maior o tamanho da amostra. Quando este tamanho é menor, é necessario
impor uma distribuigao a priori proxima do verdadeiro valor do limiar, ou proxima

de um valor que supoe-se ser o limiar, geralmente um quantil alto dos dados. Com n

162
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pequeno, ha poucas observacoes para realizar a estimagao dos parametros da cauda,

o que torna dificil a estimacao destes parametros;

e o critério de comparacao de modelos BIC pareceu ser o mais eficiente de acordo com
as simulagoes, e mostrou nas aplicagoes, que o melhor modelo é exatamente o que
utiliza mistura com mais de uma componente com GPD na cauda. O critério DIC,
embora com varias restricoes na literatura, pareceu ser um bom critério de com-
paracao de acordo com as simulagoes. Na abordagem que utiliza modelos dinamicos,

o DIC é a medida mais adequada para verificar o ajuste do modelo;

e 0 modelo que considera estrutura de modelos de regressao na cauda se mostrou muito
eficiente, onde as covariaveis, escolhidas de maneira adequada, forneceram uma
informagcao que ajudou a explicar o comportamento da varidvel, podendo-se estimar
de maneira mais precisa valores dos parametros em particulares configuracoes de
covariavel, ou seja, pode-se encontrar distribuicoes para os parametros da cauda
em uma determinada cidade em um especifico més do ano. Além disso, a estimacao
trouxe informacoes importantes como valores de maximos e quantis elevados, quando
foram estudadas temperaturas méaximas, e minimos e quantis baixos, quando o

objetivo foi analisar temperaturas minimas;

e além de dados ambientais, este trabalho mostrou em seu 1ltimo modelo a anélise de
retornos financeiros. Para estes dados, foi feita uma estrutura de modelos dinamicos
para os parametros da cauda da distribuicao. Este método se mostrou eficiente,
com o comportamento dos parametros variando com o tempo, acompanhando nas

observagoes os periodos de crise na economia.

Este trabalho pode ter continuidade em varias direcoes, entre elas:

e Utilizar uma estrutura espaco-temporal para os parametros da cauda. Em muitas

aplicagoes, o comportamento de uma variavel pode estar relacionado com o que
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ocorre em regioes vizinhas. Detalhes de modelos espago-temporais podem ser vistos,
por exemplo em Cressie (1993). Considere uma regiao espacialmente continua D C
R?, no qual somente para um conjunto n de posigoes fixas (sy, ..., S,), sao conhe-
cidas as medidas de interesse Y = (Y (s1),...,Y(s,)). O objetivo da estatistica
espacial é fornecer para qualquer sy C D a melhor estimativa Y (sg) a partir de Y.

Uma abordagem usual decompoe Y nas seguintes componentes:

Y = (média)+ (componente espacial) + (erro de medida)

= pt+Z+e

onde 1 é a média que pode ser por exemplo uma forma linear © = X 3. A componente
Z ¢ um vetor (n x 1) de realizacdo de um campo aleatério com vetor de médias 0.
Em muitas aplicacoes, Z é assumido ser um processo Gaussiano, ou seja, possui
distribuicao multivariada com média 0 e matriz de covariancia 2. No contexto da
teoria espacial cléssica, ¢ utilizada a simplificacao = ¢%%, onde ¥ ¢é a matriz de

correlagao e 0 é uma variancia constante, igual para todos os Z(s).

Outra simplificacao ocorre do fato da matriz de correlacao depender apenas de uma

funcao das distancias s; e s;, ou seja,

pig = p(Z(si): Z(s5)) = p(l si = 55 ) = p(| 7 ),

paratodoi=1,...,nej=1,...,n. Existem varios tipos de funcao de correlacao.

Um exemplo é a funcao de correlacao exponencial, dada por

p = €Xp _¢(| Y |)7

onde ¢ é uma funcao que mede como a correlagao decai com a distancia.

Em relacao a andlise de valores extremos, pode-se propor a adigao da componente

espacial para os parametros da cauda de maneira parecida ao do Capitulo 4, da
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seguinte maneira

u = Xuﬁu + Zu
§ = exp{x555 =+ Zg} -1
v o= eXp{Xuﬁu + ZV}?
onde u = (ur,...,uy), £ = (&,...,&) e v = (11,...,1,). Cada parametro possui

um vetor de componente espacial, e os novos parametros seriam os parametros da

funcao de correlagao em Z,,, Z¢ ¢ Z,,.

e Fazer um modelo dinamico mais estruturado, considerando também o limiar vari-
ando no tempo. O modelo linear dinamico geral, visto, por exemplo em West e

Harrison (1997), é escrito da seguinte forma

y, = F/0, + v vy~ N(0,1/V) 6.1)
0y =G0y +wy wy ~ N0, 1/WW).
Note que o modelo do Capitulo 5 é um caso particular do modelo acima, onde
¥, ¢ um dos parametros da cauda, por exemplo lv; = log(1y), F{ = 1e Gy = 1.
Uma primeira extensao natural seria considerar também o modelo dinamico para o
limiar, pois o valor da variavel considerada evento extremo pode se alterar ao longo

do tempo, principalmente em dados financeiros onde niveis de retornos e valores de

acoes tém uma grande diferenca ao longo das décadas.

Além do modelo dinamico de primeira ordem, pode ser sugerido um modelo dinamico
de ordem maior, que pode fornecer maior informacao de como os parametros se
movem com o tempo. Huerta e Sansé (2007) utilizam um modelo linear dindmico de

segunda ordem para o parametro de locacao da distribuigdo GEV, onde F} = (1 0),

91/5 = (5ta 6t)7

Gt )
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vy ~ N(0,V) e w; = (ws,wg) ~ N(0,W). Assim, obtém-se o seguinte modelo

para o parametro:

pe = Op + vy
Oy = 01+ Bio1 + ws

By = [i—1+ wg.

Seguindo esta ideia, pode-se se fazer um modelo linear dinamico de segunda ordem

para cada um dos parametros da cauda.

e Unir as idéias dos Capitulos 4 e 5, realizando uma regressao dinamica para os
parametros da cauda. Em aplicagoes de valores extremos, além das variaveis de
interesse, os valores das covaridveis também podem se alterar ao longo do tempo.
Por isso, é importante propor um modelo que considera este tipo de comportamento
para as covariaveis. A estrutura deste modelo também é um caso particular da
equagao (6.1), onde para um tnico parametro da cauda, considerando a presenca de
p covariaveis no modelo, F} = (1, z14,...,2,), G =1, 0, = (Bro, .- ., Brp). Assim,
no caso especifico de regressao no parametro de escala da ditribuigao GPD denotado

por v, o modelo para lv, = log(v;) é dado por

lvy = Bro+ Beaxen + ...+ BepTep + vt

Bri = Bi1i+wig, 1=0,...,p.

Note que neste modelo os parametros § também variam ao longo do tempo. Um

modelo anédlogo pode ser construido para os parametros [ = log(1 + &) e w;.

Em relacao ao limiar, é necessario ter cautela em fazer a estimagao devido a dificul-
dade de estimacao deste parametro, principalmente quando o tamanho da amostra
nao é muito grande, sendo necessario dar uma informacao com uma precisao alta,

como pode ser visto na estimacao dos Capitulos 3, 4 e 5.
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