Universidade Federal de Campina Grande
Centro de Ciéncias e Tecnologia
Unidade Académica de Matematica e Estatistica

O Problema de Riemann para um
Modelo Matematico de Escoamento
Trifasico com Dados de Injecao do

Tipo Agua-gas e Dados de Producao
do Tipo Gas-6leo

por

Luciano Martins Barros f
sob orientacao do professor
Prof. Dr. Aparecido Jesuino de Souza
Dissertacao apresentada ao Corpo Docente do Programa
de Pos-Graduagao em Matemética - CCT - UFCG, como

requisito parcial para obtencao do titulo de Mestre em

Matemética.

tEste trabalho contou com apoio financeiro da ANP



Livros Gratis

http://www.livrosgratis.com.br

Milhares de livros gratis para download.



O Problema de Riemann para um
Modelo Matematico de Escoamento
Trifasico com Dados de Injecao do

Tipo Agua-gas e Dados de Producao
do Tipo Gas-6leo

por

Luciano Martins Barros

Dissertacao apresentada ao Corpo Docente do Programa de Pés Graduagao em
Metematica - CCT - UFCG, como requisito parcial para obtencao do titulo de Mestre

em Matematica.
Area de Concentracio: Matematica Aplicada

Aprovada por:

Prof. Dr. Jesus Carlos da Mota - UFG

Prof. Dr. Luiz Antonio de Medeiros - UFCG

Prof. Dr. Aparecido Jesuino de Souza - UFCG

Orientador

Universidade Federal de Campina Grande
Centro de Ciéncias e Tecnologia
Programa de Pé6s-Graduacao em Matematica

Curso de Mestrado em Matematica

Marcgo de 2010

i



Resumo

Neste trabalho obtivemos uma solucao do problema de Riemann associado a
um sistema de duas leis de conservagao proveniente da modelagem matematica de
um escoamento trifasico num meio poroso. Consideramos o caso de um reservatorio
petrolifero contendo inicialmente uma mistura arbitraria do tipo gas/o6leo a ser deslo-
cada pela injegdo de uma mistura do tipo dgua/gas, também arbitraria. Usando uma
combinagao de métodos analiticos e computacionais determinamos a geometria das
chamadas curvas de onda sob a condi¢ao de entropia de viscosidade, com matriz de
viscosidade sendo a identidade. Determinamos todas as possiveis sequéncias de ondas
que descrevem o escoamento para cada par de misturas de injecao e de producao repre-
sentando os dados de Riemann. Mostramos que para dados de produgao representando
uma mistura proxima de 6leo puro, ou de gas puro, apenas duas ondas estao presentes
no escoamento, independentemente da mistura de injecao. No entanto, para dados
de produgao representando uma melhor proporgao gas/6leo mostramos a existéncia de
uma faixa de dados de injecao para a qual trés ondas estao presentes no escoamento,

uma delas sendo uma onda de choque transicional.

Palavras chave: leis de conservagao, problema de Riemann, escoamento em meios

pOTOSOS.



Abstract

In this work we describe a Riemann solution for a system of two conservation
laws modeling a three-phase flow in a porous media. We consider the case where a
petroleum reservoir is initially filled with an arbitrary gas/oil mixture to be displaced
by the injection of a gas/water mixture, also arbitrary. By using a combination of
analytical and computational methods we obtain the geometry of the so called wave
curves under the viscous profile entropy condition, with the viscosity matrix as the
identity. We determine all wave sequences describing the flow for each pair of injection
and production mixtures, representing the Riemann data. We show that for production
mixture data close to pure oil, or pure gas, only two waves are present in the flow
independently on the injection mixture. Nevertheless, for production data representing
a more proportional gas/oil mixture we show the existence of a injection data range
for which three waves are present in the flow, one of them being a transitional shock

wave.

Keywords: conservation laws, Riemann problem, porous media flow.
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Introducao

Neste trabalho trataremos do problema de Riemann associado a um sistema de leis
de conservagao proveniente da modelagem matematica de um escoamento isotérmico
num meio poroso, consistindo de trés fases moveis e imisciveis (6leo, dgua e gas).
Estaremos considerando uma situagao em que um reservatorio petrolifero esteja cons-
tituido inicialmente de uma mistura do tipo géas/6leo a qual deve ser deslocada para
um pog¢o produtor pela inje¢ao de uma outra mistura do tipo dgua/gés. A dedugao do
sistema de leis de conservagao pode ser encontrada por exemplo em (GUEDES, 2009)
e estéd baseado nas leis de balango de massa das fases e na lei de Darcy. Veja também
(LAKE, 1989), (PEACEMAN, 1977), (ROSA, 2002), entre outros. Tal sistema ¢ dado

por:

OU(x.1) , OF(Ulx,1))

= R, teR* 1
8t 8I 07 IE ) e Y ()

Ut = 0) = U_=1, sex<0 )
U, =P sex >0,

onde U = (sy, So, Sg), ' = (fw, fo, fy) € I, P representam as misturas de injecao e de
producao, respectivamente. Este sistema (1) atrelado a condigao inicial (2) é conhecido

na literatura matematica como um problema de Riemann.
As variaveis s, (z,t), So(z,t) e sy(z,t) sdo as saturacoes da agua, do dleo e do
gas, respectivamente, e portanto assumem valores no chamado triangulo de saturagoes
A = {(Sw:50:5); 0<5, <1 0<s,<1 0<s,<1, s,+8,+5,=1}. Uma

das hipoteses deste modelo é que o fluido ocupa todo o espaco da rocha, e por isto as
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variaveis de estados s, s, ¢ s4 satisfazem s,, +s,+ s, = 1. Assim, podemos obter uma
das saturacoes em funcao das demais.

O triangulo de saturagoes, ou espago de estados A esté representado na Figura 1
em coordenadas baricéntricas. Os segmentos de reta [G, D], [E,W] e [O, B] sao os
chamados conjuntos de bifurcacao secundaria cujas equagoes serao dadas mais a frente.

As chamadas fungoes de fluxo fracionario que definem F'(U) no sistema (1) sao

dadas por
_ K (5w)/ o
Ful8u: 80,8) = D (84, So, Sg) (3)
— kO(SO)//lo
ol 020) = Bl s,y )
_ ky(sg)/ 1
Jolsus 80:54) = D(54), 50, 54) (5)
onde
kw w ko o k
D(sw, 50, 8¢) = (5u) + (50) + (%) (6)
How Ho g

¢ a chamada mobilidade total.

A funcoes k,, k, € ky que aparecem em (3)-(6) sao as permeabilidades relativas e
as constantes i, [, € [ty 520 as Viscosidades da agua, do 6leo e do gas, respectivamente.
Adotaremos o modelo de Corey em que a permeabilidade relativa de cada fase é uma
fungao da saturacgao da propria fase. Em particular, seguindo os trabalhos (ISAACSON
et al, 1992), (SOUZA, 1992), (AZEVEDO et al, 2009); entre outros, consideramos estas

fungoes como sendo quadraticas, isto é,

kw(sw) = 3121;7 (7)
ko(so) = Szﬂ (8)
kg(sg) = s, (9)

Uma vez adotado este modelo de Corey o sistema (1) tem a peculiaridade de
possuir um tnico ponto umbilico (ponto onde a matriz jacobiana de (1) possui auto-
valores repetidos e é diagonalizavel) no interior do triangulo de saturagoes (SHEARER
et al, 1987). Este ponto umbilico, denotado por U, possui as seguintes componentes

no espaco de estados (S, So, S¢), em termos das viscosidades das fases

U = (u_w7&7 &) ? (10)
plopl



onde [t = [y + Lo + [Ug-

A evolugao da resolugdo do problema de Riemann para o modelo de Corey
quadratico, sob a condicao de entropia de viscosidade com a matriz de viscosidade
sendo a identidade, tem seguido essencialmente os passos seguintes. Um primeiro
passo foi dado em (ISAACSON et al, 1992) considerando as viscosidades das trés fases
constantes e iguais, com isto o sistema (1) possuia uma simetria tripla no tridngulo
das saturagoes. Para este caso, a solu¢do do problema de Riemann (1)-(2) foi deter-
minada completamente para dados de Riemann arbitrarios no triangulo de saturagoes.
Em seguida, um segundo passo foi dado em (SOUZA, 1992,1995), considerando-se a
viscosidade de uma das fases ligeiramente superior as outras duas e entao houve a que-
bra de uma simetria, restando ainda uma dupla simetria no triangulo das saturagoes.
Para este caso de quebra de simetria, a solugao também foi determinada para dados de
Riemann arbitrarios. Em (GUEDES, 2009) também foi quebrada uma simetria, porém
numa diregao diferente daquela considerada em (SOUZA, 1992,1995), sendo desta vez
considerada uma das viscosidade inferior as outras duas. Porém em (GUEDES, 2009)
a solucao do problema de Riemann foi determinada apenas para dados a direita ao
longo do lado do triangulo de saturagoes representando mistura do tipo agua/6leo no
pogo produtor e para dados & esquerda ao longo do lado do triangulo de saturagoes
representando saturagoes de injegao de mistura do tipo agua/gés para o deslocamento
da mistura agua/oleo.

Neste sentido da quebra de simetria em (AZEVEDO et al, 2009) foi considerada
a quebra total de simetria em que as trés viscosidade foram tomadas distintas, mas
considerando o caso particular do estado a direita do problema de Riemann representar
apenas a situagao de um reservatorio virgem, isto ¢, o dado a direita foi considerado
como sendo o vértice O do triangulo de saturagoes exibido na Fig. 1 correspondendo
a saturagao de 6leo maxima (s, = 1). O dado & esquerda representando a mistura de
injecao também foi considerado para o caso de inje¢ao de uma mistura arbitraria do
tipo agua/gas como em (GUEDES, 2009).

O objetivo principal desta dissertacao é ampliar os resultados obtidos até aqui
considerando o dado & esquerda (dado de injegao) como uma mistura do tipo agua/gas e
o dado a direita (dado de produgao) como uma mistura do tipo gas/6leo correspondendo

a um outro lado do tridngulo de saturagoes considerado em (GUEDES, 2009). Em
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termos das viscosidades também estaremos considerando, como em (GUEDES, 2009),
que uma das viscosidades seja inferior as outras duas. Em (GUEDES, 2009) o segmento
de reta de bifurcagao secundaria [G, D] na Fig. 1 tem papel relevante na construgao da
solugdo, enquanto no problema aqui considerado o segmento [E, W] é que desempenha
tal papel. Dai, no caso de (GUEDES, 2009), devido ao fato de parte da reta [G, D]
coincidir com parte da inflexao-1 (Fig. 2(a)) e o fato de D ser um ponto de bifurcagao
secundaria e também de inflexdao-2 (Fig. 3(a)) ha menos casos a ser considerados para
a solucao do problema de Riemann em relacao ao nosso caso, pois aqui o conjunto de
inflexdo-1 ndo tem interse¢do com a reta [E, W], a ndo ser no ponto umbilico U, e o
estado £ é um ponto do conjunto de bifurcacao secundaria mas nao é um ponto do
conjunto de inflexao-2. Estas nao coincidéncias geraram o maior desafio deste trabalho.

Esta dissertacao esta organizada na seguinte forma:

No Capitulo 1 apresentamos os perfis das curvas integrais das duas familias carac-
teristicas e os respectivos conjuntos de inflexdao. Também neste mesmo Capitulo 1
determinamos as expressoes explicitas das curvas de Hugoniot para estados ao longo
do lado [O, G| do triangulo de saturagdes onde serao considerados os dados de produgao,
bem como para estados ao longo do segmento de reta [E, W] para os quais as curvas
de Hugoniot possuem um ponto de bifurcagao secundéaria.

No Capitulo 2 utilizamos as expressoes explicitas das curvas de Hugoniot deduzi-
das no Capitulo 1, para caracterizar completamente os chamados conjuntos de extensao
do lado do triangulo de saturacoes onde serao tomados os estados de produgao. Con-
juntos de extensao estes, associados as duas familias caracteristicas e que tém papel
importante na construgao da solugao.

No Capitulo 3, baseados nos resultados dos Capitulos anteriores e no método das
curvas de onda, apresentamos a construgao da solugdo do problema de Riemann (1)-(2)
em que os dados a esquerda representam uma mistura do tipo dgua/géas e os estados a
direita representam um mistura do tipo gas/6leo.

No Apéndice A apresentamos alguns conceitos e resultados basicos que norteiam
a construcao da solugao de um problema de Riemann em geral. Uma leitura por
especialista pode ser omitida.

Por ultimo apresentamos todas figuras inerentes a este trabalho.



Capitulo 1

Curvas Integrais e Curvas de Hugoniot

Neste Capitulo apresentaremos os perfis das curvas integrais, bem como os con-
juntos de inflexdo associados as duas familias caracteriticas do sistema (1). Também
deduziremos as expressoes que definem explicitamente as curvas de Hugoniot por es-
tados bases ao longo do lado [O, G] do tridngulo de saturagdes e por estados ao longo
da reta de bifurcacdo secundaria [E, W], veja Fig. 1.

Notagao: por [A, B] denotaremos um segmento de curva qualquer de extre-

midade A e B, com sentido de A para B.

1.1 Curvas Integrais e Conjuntos de Inflexao

Como esté dito no Apéndice A as solugbes continuas de um sistema de leis de
conservacao jazem sobre as curvas integrais dos campos caracteristicos da matriz jaco-
biana deste sistema. Neste sentido de buscarmos solugoes continuas precisamos entao
conhecer os perfis de tais curvas integrais. Para o sistema (1) tratado neste trabalho
considerando s, = 1—s, —5s, ¢ f, = 1— f,, — f, , ou seja, escolhendo as duas primeiras

equagoes em (1), a matriz Jacobiana do sistema correspondente é dada por

Ofw Ofu
05y 05,
S TR,
05y 058,

As expressoes dos dois autovalores de A(U) sao dadas por
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1 (0fu Of,\ 1 [(0fu Of\?  0f Ofu

Al(U)_i(EJraso)_i\/(E_aso) T Bsy (11)
1 (0fu  Of.\ , 1 [{0fu 0f\®  OfsOfu

A2<U)_§<E+aso>+§\/<ﬁ_aso> A Bsy (1.2)

Os autovalores A\;(U) e A2(U) sao chamados de velocidades caracteristicas asso-
ciadas & familia 1 e a familia 2, respectivamente, e claramente temos A\ (U) < A\ (U),
VU e A.

Mesmo com as expressoes explicitas (1.1)-(1.2) para as velocidades caracteristicas,
tanto as curvas integrais como os conjuntos de inflexao foram obtidos numericamente
através dos programas “ PAKMAN 7 e “ MATLAB ”, mas para justificarmos a pre-
senga de estados dos conjuntos de inflexao utilizaremos os graficos das velocidades
caracteristicas ao longo das curvas integrais. Estes estados do conjunto de inflexao
sao caracterizados quando as velocidades caracteristicas atingem valores criticos (de
méximo ou de minimo) ao longo destas curvas integrais, como definido no Apéndice A
para o caso geral.

Um perfil geral das curvas integrais associada a familia caracteristica “ 1 7 esta
exibido na Fig. 2(a), onde as setas indicam o sentido de crescimento da velocidade
caracteristica A\; ao longo das respectivas curvas integrais.

Para justificar o ponto de inflexdo ao longo de cada curva integral vamos usar
como representante a curva integral pelos estados Uy, Us e Uz na Fig 2(a). Considerando
a expressao explicita de A1, dada em (1.1), obtemos o grafico de A\; ao longo desta curva
integral exibido na Fig. 2(b). Observe que A; se anula tanto no estado U; quanto no
estado Us, o que é uma caracteristica geral de A\; ao longo de cada lado do triangulo
de saturagoes, isto é, \(U) =0, VU € [0,G|U [0, W] U [G,W].

Assim o estado U, (ver Fig. 2(b)) representa exatamente um estado onde a
velocidade caracteristica A\; ¢ maxima, a partir dos estados U e Us; o que caracteriza o
ponto de inflexao U;. Portanto, se considerarmos um problema de Riemann com dado
a esquerda U_ entre U; e Uy (ou entre Us e Us,) e o dado a direita sendo um estado
entre o estado fixado U_ e U,, entao a solugao do Problema de Riemann consistira
de uma onda de rarefagao-1. No entanto, para o problema de interesse deste trabalho

devemos considerar U_ = I como sendo U; e U, = P como sendo Us. Logo, a solugao
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neste caso nao pode ser constituida de apenas uma rarefacao-1, mas de uma composta
constituida de uma rarefagao-1 seguida de choque caracteristico a esquerda.

Para as curvas integrais da familia caracteristica “ 2 ”, como também para o
conjunto de inflexao-2, fizemos o mesmo tratamento que foi feito para familia-1. Os
perfis das curvas integrais da familia caracteristica “ 2 ” e o conjunto de inflexao-2 estao
exibidos na Fig. 3(a). Note que todas as curvas integrais da familia-2 emanam dos
vértices do triangulo de saturagoes. Fazendo o comparativo com a familia-1 temos que
a velocidade caracteristica-2 anula-se apenas nos vértices do triangulo de saturagoes,
enquanto a velocidade caracteristica-1 anula-se em toda a fronteira.

Note na Fig. 3(a) que se considerarmos um estado a esquerda U_ = I ao longo
do lado [G, W] e o estado a direita U, = P ao longo do lado [O, G] entao néo é possivel
resolver o respectivo problema de Riemann por uma onda de rarefacao-2 apenas, pois
nao ha curva integral de familia-2 passando por este dois estados simultaneamente.

Observamos na Fig. 3(a) que o perfil das curvas integrais-2 sdo mais complexas
nas vizinhanca do ponto umbilico U, podendo haver até trés pontos de inflexdo na
mesma curva. Como pode ser vista na Fig. 4. Nao trataremos disto aqui, ja que isto

nao tem relevancia para o problema considerado neste trabalho. Para maiores detalhes

neste sentido ver (ISAACSON, 1992) e (SOUZA, 1995).

1.2 Curvas de Hugoniot Explicitas

Nesta se¢ao, vamos obter analiticamente a expressao que define a curva de Hugo-
niot para estados base ao longo do lado [O, G| do triangulo de saturagoes, como também
para estados base ao longo do segmento [E, W] da Fig. 1, as quais serao utilizadas na
construcao da solugao do problema de Riemann considerado. Estamos nos referindo a

estados base os estados considerados sobre o lado [0, G| e o segmento [E, W].

Curvas de Hugoniot por estados ao longo do lado [O, G]

Vamos obter a expressao que define a curva de Hugoniot por estados no intervalo
(O, @), pois a curva de Hugoniot pelo vértice O ja foi obtida por (AZEVEDO et al,
2009). Ela consiste dos lados [0, G, [O, W] e do segmento de reta [O, B] do triangulo

de saturacoes. A curva de Hugoniot por G é analoga a do estado O consistindo dos
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lados [G, W], [G, O] e do segmento [G, D].
Ja prevendo o uso de curvas de Hugoniot reversas vamos denotar o estado base
ao longo de (O, G) por Uy = (s, 55,55) e por for, ff e f os valores das funges de

fluxos fracionérios (3)-(5), respectivamente, avaliadas no estado U;. Da condigao de

Rankine-Hugoniot (A.8) aplicado ao sistema (1) segue que

U(Sw - S'L—Z) = fw - ':;_7 (13)
0—<So_32_) :fo_ :_a (1'4)
o(sg—s5)=fg— 1, (1.5)

Como Uy € (0,G), entao s, = 0 e consequentemente f,; = 0. Usando esta
informacgao e analisando as equagbes (1.3)-(1.5) percebemos que um dos ramos da
curva de Hugoniot por U, satisfaz s,, = 0, o qual coincide com o lado [0, G], sendo
que a velocidade de choque o é obtida utilizando uma das equagoes (1.4) ou (1.5), ja
que se s, = 0, entao

So + 85 =1, (1.6)

e as equagoes (1.4)-(1.5) sdo idénticas. Assim, usando (1.4) temos que para s, # s}, o

é dado por
s (s3)?
oD po Dt

Como pode ser visto em (SMOLLER, 1994), no limite se fizermos s, — s} entao
o — X(Uy) ja que o lado [O, G| corresponde também a uma curva integral da familia
caracteristica-2, como pode ser visto na Fig. 3(a).

Agora, se s, # 0, como s}, = 0, entdo a equagao (1.3) toma a forma

_ o,

Sw

g

(1.8)

Substituindo (1.8) em (1.4) obtemos uma nova equagao dada por

fo—Jo _ Ju (1.9)

So — ST Sw

Dai, substituindo as expressoes dadas pelas fun¢oes de fluxo fracionario da dgua

(3) e do oleo (4), e fazendo algumas manipulagoes algébricas chegamos a equagao
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L (Sj)2 D — j1uy DT 82 + 1165080 DT — p1o54 (sj)z DT =0, (1.10)

onde D & a funcdo mobilidade aplicada no estado U;. Agora, usando que s, =
1 — Sy — So, substituimos a expressao da fungao mobilidade (6) em (1.10) e apds mais

algumas manipulacoes algébricas obtemos a seguinte equagao quadratica
as? + bs2 + c85y8, — dsy — €5y + f =0, (1.11)
onde seus coeficientes sao dados por
2
a = (g + ) (55)"
2

b= <%Mw + :uw) (33-) - /LgﬂwD+>

¢ =24t ()" + pgpo DY,

d =24, (53)° + pgiosi D,

€= 2y (33—)2 )

2
f= 1w (s3)

Note que a equagao (1.11) é a equacao geral de uma conica. Como a? + b +

(1.12)

c? # 0 podemos classificar esta conica como: elipse, parabola, ou hipérbole através do

indicador da equagao da conica dado por
§ = b? — 4dac. (1.13)

Realizando alguns calculos e utilizando os valores de viscosidades p,, = pu, = 1 e
pg = 1/4 verificamos que § > 0 para a equagao (1.11). Logo, podemos concluir que a
conica dada pela a equagao (1.11) é uma hipérbole.

Considerando @) : A — R definida por
Q (5w, 850) = as2 4 bs> + c5,5, — dsy, — €5, + f, (1.14)

podemos reescrever a equagao (1.11) explicitamente em termos da saturagao da agua
Sw, Ou da saturacdo do dleo s,. De fato, como @ € C*(f2), pois é um polinémio,
entdo pelo Teorema da Fungao Implicita (LIMA, 2008) basta encontrarmos pontos
(5w, So) € € tais que

Q5w 30) = 0, (1.15)

@(gw, S,) = 2bS, + ¢5, — e # 0. (1.16)

0,
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Este teorema garante localmente que 5, = 5,(S,,) em uma vizinhanca de (5, 5,).

Dessa forma, temos

—(csy —€) £ /(e — c8y)? — 4b(as? — dsy, + f)
2b 7

(1.17)

So =
satisfazendo a condicao
(€ — csy)? — 4b(as?, — ds, + f) > 0. (1.18)

Resumindo, para obter s, em fun¢ao do s,, dada pela equagao (1.17) as condigoes
(1.16), ou (1.18) devem ser satisfeitas. Analogamente se escolhemos s,, em fungao do

S,, temos

. — —(es, — d) £ 1/(cs, _QCCZL)2 — 4a(bs? — es, + f)’ (1.19)

satisfazendo a condigao
(csy — d)?* — 4a(bs® — es, + f) > 0. (1.20)

Com isto, descrevemos as expressoes explicitas das curvas de Hugoniot por estados
bases U, € [O,G]. Resumindo, estas curvas consistem do lado [0, G] conjuntamente
com dois ramos de hipérboles internas ao tridngulo de saturacoes A\, sendo que um
destes ramos contém o estado U, , e por isto é chamado de ramo local, e o outro é o
ramo nao local. A representagao geométrica de curvas de Hugoniot por vérios estados
U, sobre o lado [0, G| podem ser vistas por exemplo nas Figs. 14(a), 15(a), 21 e 39(a),

no desenvolvimento do Capitulo 2.

As Retas de Bifurcacao Secundaria

Iniciamos esta Subse¢@o considerando um caso especial na equagao (1.11) onde os
ramos da hipérbole se degeneram em duas retas e caracterizam um ponto de bifurcagao
secundaria da curva de Hugoniot. Neste ponto que caracteriza a bifurcacao sacundéaria
nao se aplica o Teorema de Bethe-Wendroff (enunciado no Apéndice A) que relaciona
estados na curva de Hugoniot onde a velocidade de choque atinge pontos criticos, os
quais sao muitas vezes responsaveis por mudancas na estrutura da sequéncia de ondas

que constituem a solucao do problema de Riemann.
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Considere a reta pelo vértice W e pelo ponto umbilico U do triangulo de satu-

ragoes. Por substituicao direta obtemos que a equacao desta reta é dada por
LgSo — HoSg = 0. (1.21)

Analogamente, considere duas retas uma por O e U, e a outra por G e U do triangulo

de saturacoes cujas equacoes sao dadas, respectivamente, por

HgSw — PwSg =0, (1.22)

fhwSo — HoSw = 0. (1.23)

Sejam E, B e D os pontos das intersecoes das retas por W e U, por O e U e por

G e U com os lados [0,G], [G,W] e [0, W], respectivamente. Por um calculo direto
nas variaveis (s, so, s4) obtemos que estes pontos sao dados por

Ez(O Ko al ) (1.24)

"o Tty o+ fig

B:< Po__ o, Mo ) (1.25)

,uw‘i‘,ug7 7,uw‘i‘,ug

D:( Hu Ho 0>. (1.26)

[ + Ho i + flo
Curva de Hugoniot pelo estado E

Fixemos entao o estado F sobre o lado [O, G]. Aplicando as coordenadas de E
na equagao (1.11) e fazendo algumas manipulag¢oes obtemos que os ramos da hiperbole

que sao parte da curva de Hugoniot por E correspondem ao produto:

(1tgSo — HoSg) (Hg(to + g)So + Ho(flo + tg)Sg — Iigtto) = 0. (1.27)

Juntando a equagao (1.27) com o proprio lado [O,G], que sempre é parte da
curva de Hugoniot por estados sobre o lado [O, G], chegamos a conclusdo que a curva

de Hugoniot por E consiste dos seguintes segmentos de reta, como mostrado na Fig. 5:

[0, G] de equagdo : 1 — s, — s, =0, (1.28)
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[E, W] de equagdo : 145, — oS, = 0, (1.29)
[D, B] de equagao : puy(pto + f1g)So + to(fto + f1g)Sg — pgtto = 0. (1.30)

Isto significa que os ramos da hipérbole da curva de Hugoniot pelo estado E degenerou-
se em dois segmentos de retas. Fazendo a intersecgao das retas [E, W] e [D, B], obtemos
as coordenadas do ponto de bifurcagao secundaria da curva de Hugoniot por E, deno-

tado por T¥:

2
TE:< Hu Ho at ) (1.31)

2t F fo + g 20+ o+ fg 2t + flo + Hg
Calculando por substituicao direta as velocidades caracteristicas no estado TF e a

velocidade de choque entre T# e E, obtemos que:

22w + o + pg)

M(TF) = 1.32
1( ) 4[j’w+:uo+:ug ( )
2uw+uo+u)2 NY
Mo (TF) =4 ) = (\(T , 1.33
o15) = (Tl ) () (139
22t + Jio
o(TF, By = 2 £ Ho £ Hy) _ iy (1.34)

A + o + fig
Portanto das equacoes (1.32) e (1.34) obtemos que o estado T corresponde a uma

extensao-1 do estado E e claramente do ponto de vista geométrico temos também
que TF ¢ um ponto de bifurcagio secundaria-1 de H(FE) segundo a Defini¢cao 1.16 no
Apéndice A. Veja a Fig. 5 onde esté exibida a curva de Hugoniot por E.
Observacao: obtemos de maneira analoga que os estados D e B também corres-
pondem a estados sobre os lados [0, W] e [G, W], respectivamente, em que as curvas
de Hugoniot por D e por B possuem um ponto de bifurcacao secundéria-1. Estes
estados sao dados por

w fo) 2
TD=< T S ) (1.35)
P F Ho + 2Hg fy + Ho + 24y [l + flo + 21ty

w 2 o
TB:( a , o , He ) (1.36)
oo + 240 + g flw + 24t + flg fw F 210 + [ig

Curva de Hugoniot por um estado U, em (E, W)
Uma vez caracterizada a bifurcacao secundéria das curvas de Hugoniot pelos

estados F, B e D vamos obter explicitamente as expressoes que definem as curvas
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de Hugoniot por estados genéricos do segmento de reta [E, W]. A curva de Hugoniot
pelo estado E ja foi obtida acima. A curva de Hugoniot pelo estado W consiste dos
ramos [E, W], [O, W] e [G, W] a qual pode ser obtida da mesma forma que a curva de
Hugoniot por O.

Considere entao um estado arbitrario U, no segmento de reta (F,W). Da equagao

(1.29) tem-se que
Uy = (sj;,sj, &sj) . (1.37)
I

Eliminando o das equagoes (1.4) e (1.5), segue que
fo— 15 _ fo — f9+

So— 85  Sg— 585

(1.38)

Substituindo as coordenadas de U; dadas em (1.37) na equacdo (1.38), usando as
expressoes das fungoes de fluxo e realizando algumas manipulagoes algébricas, obtemos
que a expressao da curva de Hugoniot por um estado U, arbitrério sobre o segmento

(E, W) pode ser escrita como

<so - &sg> |:(&D+Sosg +D (sj)2> — D*tst (SO + &39>] = 0. (1.39)
g

Hg Hg

Note que o primeiro fator do produto dado pela equagao (1.39) é justamente a
expressao que define o segmento de reta [E, W] em (1.21). Eliminando este primeiro
fator e substituindo a expressao da mobilidade dada em (6) na equagao (1.39), e usando

que s, = 1 — s, — 54, chegamos a seguinte equacao quadratica
Asy + Bs? + Cso5y — Ds, — Esy+ F =0, (1.40)

onde seus coeficientes sao dados por

A= + :
P Mo
B (55)" n (83)2’
Moy 50
c="2pr+ = (s1)°,
“5 2”’w (1.41)
D=—(s})"+ D"s},
P
2 0
E="(s)’+ 2Dty
fw g
o (55)°
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Novamente um calculo direto mostra que o indicador § dado pela expressao (1.13)
é positivo para os coeficientes definidos na equagao (1.41) e valores de viscosidades os
mesmos dados inicialmente. Logo, a conica em (1.40) é uma hipérbole.

Dai, fazendo em (1.40) o mesmo tratamento feito com (1.11) podemos obter s,
em fungao de s,4, ou s, em funcao s,. Se optarmos por s, em funcao de s,4, entao a

expressao que define a hiperbole é dada por

—(Cs,— D) + \/ (Csy — D)2 — 4A(Bs? — Es, + F)

0= : 1.42
s A (1.42)
desde que ambas das condigoes (1.43) e (1.44)
2A5,4+ Csy — D # 0, (1.43)
(Csy— D)? —4A(Bs. — Esy+ F) > 0 (1.44)
sejam satisfeitas.
Se optarmos por s, em funcao de s,, temos
—(Csy,— E)+£+/(Cs, — E)? —4B(As? — Ds, + F
2B
com a condicao
(Cs, — E)* —4B(As?> — Ds, + F) > 0 (1.46)

Portanto, o primeiro fator do produto dado pela equacdo (1.39) junto com uma
das equagoes (1.42) ou (1.45) definem explicitamente a curva de Hugoniot por um
estado U, no segmento (F,W). Veja as Figs. 6(a) e 6(b) onde estao exibidas duas
curvas de Hugoniot por U, em (E, W). Na Fig. 6(a) a curva de Hugoniot por U, possui
um ponto de bifurcagao secundaria U; associada a familia caracteristica “ 17, isto ocorre
para todo estado base U, no segmento [E,U). Ja na Fig. 6(b) a curva de Hugoniot por
U, possui um ponto de bifurcacao secundaria U, associada a familia caracteristica “ 27,
o que ocorre para todo estado base U, no segmento (U, W). Observamos, se fizermos
U, = F na Fig. 6(a), entdo esta hipérbole degenera-se nas retas [0, G| e [D, B] como
discutido anteriormente e exibido na Fig. 5 e que se fizermos U, = W na Fig. 6(b) o
ramo nao local se degenera nos lados [G, W] e [O, W] enquanto o ramo local se reduz

ao estado W.



Capitulo 2

Conjuntos de Extensao de Um dos

Lados do Triangulo de Saturacoes

Neste trabalho as extensoes do lado [O, G| do triangulo das saturagoes associadas
as duas familias caracteristicas sao fundamentais na construgao da solu¢ao do problema
de Riemann, uma vez que os estados de produgao estardo neste lado (O, G].

Pela definigao (1.17) as extensoes do lado [O, G] s@o definidas por
EY[0,G)) ={UeA:3P€[0,G],30 €R, comP#U,

H(U,o0,P)=0e0=X\(U)},
E*[0,G)) ={U e A:3Pc[0,G),30 €R, comU # P,
H(U,0,P)=0e0 = X(U)}.

Na Fig. 7 apresentamos as curvas correspondentes & representacao geométrica
dos conjuntos de extensao do lado [0, G| associados as duas familias caracteristicas
e também a sobrepomos com o conjunto de inflexao-1 para efeito de comparacao de
posigoes relativas. A principio, estes conjuntos de extensao do lado [O, G] foram obtidos
numericamente, mas o objetivo desta Secao é descrever ou pelo menos justificar as
curvas exibidas na Fig. 7. Para isso, perturbaremos o estado base a partir do vértice O
até o vértice GG, e de acordo com cada perturbagao visualizaremos o perfil da curva de
Hugoniot (reversa), bem como graficos de velocidades caracteristicas e de velocidade

de choque ao longo de segmentos apropriados de tal curva de Hugoniot para obtermos
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informacgoes que justifiquem a existéncia de tais pontos de extensao. Dentre os estados
base ao longo de [0, G| aqueles que separam comportamentos geométrico distintos
da curva de Hugoniot serao destacados, sendo que varios deles também determinarao
construgoes distintas de solugoes do problema de Riemann e outros nao.

Destacamos que os perfis das curvas de Hugoniot foram obtidos a partir das
expressoes explicitas dadas em (1.17) ou (1.19), e apenas para exibi-los é que utilizamos
os recursos graficos do programa MATLAB. Neste caso, usamos os seguintes valores de
viscosidades fi,, = 1o = 1 € py = 0,25 para podermos comparar os nossos resultados
com os de (GUEDES, 2009).

Observagao: os ramos das curvas de Hugoniot serao representados nas figuras por
linhas tracejadas. Para os graficos das velocidades vamos usar a convengao dada na

Tabela a seguir:

Velocidades Representacao
caracteristica-1 linha pontilhada
caracteristica-2 linha continua
choque linha segmentada

Iniciamos considerando a curva de Hugoniot pelo estado base O, a qual esta
mostrada na Fig. 8. Esta curva de Hugoniot foi inicialmente descrita em (AZEVEDO
et al, 2009), mas por conveniéncia repetimos-a abreviadamente aqui. Ela é composta
por trés segmentos de reta: o lado [O,G], o segmento [O, B] e o lado [O,W]. Na
Fig. 8 os estados GO, B, e W2, sao tais que 0(G?,0) = \o(G?), o(B.,0) = \(B.)
e c(WP,0) = \y(W2), ou seja, G e WP sao extensoes-2 e B, ¢ uma extensao-1 do
vértice 0. Observamos que com relagao ao trabalho citado, fizemos aqui uma alteracao
de notacao de G, para G9 e de W, para W2, afim de obter uma descricio coerente ao
perturbarmos o estado O. Temos ainda que o estado B, ¢ extensdo-1 dos estados BY
e B!, conforme (AZEVEDO et al, 2009). As extensdes G¢, B, e W2 sao justificados
usando os graficos das velocidades, como veremos a seguir.

A Fig. 9(a) justifica a existéncia do estado B, onde \; coincide com o(B,, O) e
a Fig. 9(b) justifica a existéncia do estado G, onde Ay coincide com o (G, O).

A existéncia do estado W2 est4 justificada pelos gréaficos das velocidades exibido

na Fig. 10. Isto conclui a descrigao de H(O).
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Observagao: chamamos a atencao aqui que nao s6 nas Figs. 9 e 10, mas em todas
as figuras representando graficos de velocidades, cometeremos o abuso de representar
o “ valor da velocidade ” pelo préprio estado onde este valor é assumido.

Passemos entao a perturbar o estado O ao longo do lado [O, G]. Consideremos um
estado base A como uma pequena perturbagao do estado O ao longo do lado [O, G| do
tridngulo de saturacgoes. A curva de Hugoniot (representada por linha tracejada) por
este estado A esta exibida na Fig. 11. Ela é composta pelo lado [O, G] e pelos dois ramos
de hipérbole (local e nao local) internos ao triangulo de saturagoes provinientes da
equagao (1.11). Nas Figs. 12-13 mostramos os graficos das velocidades caracteristicas
e o da velocidade de choque ao longo dos trés ramos da curva de Hugoniot reversa por A.
Nestas figuras fica claro a existéncia dos pontos de extensao de A dadas pelos estados:
Ay, Ao, Az, Ay e Ap tais que 0(Ag, A) = M(Ay), (A2, A) = A(Ag), (A3, A) =
M(A3), 0(Ag, A) = Ao(Ay) e 0(As, A) = \y(A5). Portanto os estados Aj, Ay e As
sao as extensoes-1 do estado base A e os estados Ay e As sdao extensoes-2 do mesmo
estado base A. Note também nas Figs. 12-13 a ilustracao do Teorema de Bethe-
Wendroff, mostrando que a velocidade de choque possui méximo local em A;, A3, As
e A4 e minimo local em A,. Com relagao as extensoes do estado O, notamos que os
estados As, A, e As da Fig. 11 sao perturbacoes dos estados B,, W e G9 da Fig. 8,
respectivamente, enquanto os seguintes estados A, A; e Ay sdo perturbacoes do proprio
estado O.

Observacgao: daqui por diante, dado um estado base P muitas vezes chamaremos de

4

“ Hugoniot pelo estado P 7, ao invés de “ curva de Hugoniot pelo o estado P ”, ou
simplesmente por H(P).

Ao perturbarmos o estado base A ao longo do lado [O, G| no sentido de G, percebe-
mos que a curva de Hugoniot correspondente segue o mesmo comportamento da Hugo-
niot pelo estado A até que para um determinado estado base C sua extensao C5 no
ramo nao local coincide com o estado T# dado em (1.31), extensao-1 do estado E, exi-
bido na Fig. 5. A curva de Hugoniot pelo estado C' esté ilustrado na Fig. 14(a), sendo
que na Fig. 14(b) é exibida uma ampliagdo do retangulo da Fig. 14(a) destacando a
coincidéncia dos estados Cy e TF. A existéncia dos estados de extensao C,, Cy, Cs,

Cy, e C5 podem ser visualizados de maneira analoga ao caso do estado A, usando os

graficos das velocidades. Nas Figs. 14(a) e 14(b) também mostramos a Hugoniot do
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estado F, para efeito de uma futura referéncia.

Agora, perturbamos o estado C' ao longo de [O, G] até um estado F' mais abaixo,
tal que a extensao F, do estado F' passe a ficar abaixo do segmento [F, W] e o ramo
nao local de H(F) cruze o ramo [D, B] da Hugoniot de E exatamente no estado F,
como mostrado na Fig. 15.

Um fato importante a ser destacado na descricao até aqui é que os estados de
indices “ 2”7 e “ 3”7 no ramo nao local estao se aproximando um do outro conforme
o estado base se afasta de O. Isto fica mais evidente quando comparamos a evolugao
da Fig. 16 em relagao a Fig. 13, por exemplo. As extensoes F,, F3 e F; do estado F
estao justificadas através dos graficos das velocidades exibidos na Fig. 16. Os graficos
das velocidades para justificar F} e Fy sdo analogos aos graficos das Figs. 12(b) e
12(a), respectivamente, e por esta razao nao os exibiremos. Exibiremos os graficos

7

justificando os estados de indice “ 1”7 e “ 5”7 quando houverem mudangcas significativas
envolvendo estes estados.

Na mesma Fig. 16, percebemos que a velocidade caracteristica A\; atinge um valor
méximo entre Iy e F3 ao longo do ramo nao local de H(F'). Isto indica a presenca de
um ponto no conjunto de inflexao-1 nesta regiao proxima de Fy e Fj.

Da observagao de que os estados de indices “ 2 7 e “ 3 7 estao se aproximando,
perturbamos o estado F' mais para abaixo até obtermos o estado H tal que Hy, = Hj.
A curva de Hugoniot por este estado H esta exibida na Fig. 17(a). Na descrigao de
H(F) foi feita a observagao que a velocidade caracteristica-1 atinge um valor méaximo
ao longo do seu ramo nao local e que isto indicaria a presenca de um ponto no conjunto
de inflexao-1 nesta regido. Com respeito a esta observacao, na Fig. 17(a) exibimos a
curva integral pelo estado Hy = Hj associada a familia caracteristica-1 juntamente
com o segmento de extensao-1 de [O, G] e também de H(H) contidos no retangulo da
Fig. 17(a). Note que o ramo ndo local de H(H) e a curva integral-1 sdo tangentes em
H, = Hj conforme o que diz o Teorema de Bethe-Wendroff. Na Fig. 18(a) sobrepomos
os graficos da velocidade caracteristica-1 ao longo do ramo nao local de H(H), da
velocidade caracteristica A; ao longo da curva integral pelo estado Hy = H3 e também
o grafico da velocidade de choque ao longo do segmento de ramo nao local de H(H).
Através destes graficos das velocidades na Fig. 18(a) verificamos que de fato Hy = Hj

¢ ao mesmo tempo um ponto do conjunto de inflexao-1 e uma extensao-1 do estado H,
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com o(Hy = Hy, H) = A\ (Hy = Hj).
Observagao: o ponto onde ocorreu esta tangéncia Hy = Hj foi denotado em (GUEDES,
2009) por T,

Dado a coincidéncia entre os estados Hs e Hs, ao perturbarmos o estado H mais
para abaixo temos que os estados de indice “ 2”7 e “ 3”7 desaparecem restando apenas os
estados de indices “ 17, “ 47 e“ 5”. Portanto o ramo nao local passa momentaneamente
a nao mais possuir pontos de extensao-1. Outro fato importante aqui é que o estado
de indice “ 4 7 passa a ficar cada vez mais proximo do segmento [F, W] pelo lado
superior, como mostra a Fig. 18(b). Assim, perturbamos o estado H até um estado [

9

tal que o estado de indice ¢ 4 7 atinja o segmento [E, W], como mostrado na Fig. 19.
Assim, como podemos observar na Fig. 19(a), temos apenas a presenga dos pontos de
extensao [; no ramo local, I5 sobre o lado [O, G| e I no ramo nao local de H([), tais
que o(I1,I) = M\ (11), o(I5, 1) = Xo(I5) e o(Iy, I) = Na(1y).

Na Fig. 20 onde sao exibidos os gréficos das velocidades sao confirmados as ausén-
cias dos estados I, e I3 e a presenca do estado I,.

Perturbando a partir do estado I na direcao do vértice G, o estado de indice
“ 47 cruza o segmento [E, W] e se aproxima cada vez mais do lado [G,W]. Embora
nao seja relevante neste ponto, notamos também que antes do estado de indice “ 47
atinjir o lado [G, W] ele passa por um estado na intersegdo do conjunto de inflexdo-1
com conjunto de extensao-2 de [O,G]. Continuando com as perturbagdes, obtemos
o estado J tal que J; esteja sobre o lado [G,W]. O comportamento geométrico da
Hugoniot pelo estado J estd mostrado na Fig. 21. A parte do ramo nao local de
H(J) no triangulo de saturagoes consiste apenas do estado Jy, extensao-2 do estado
J, ou seja, com o(Jy,JJ) = A2(J). Consequentemente o ramo nao local da H(J) sai
momentaneamente do triangulo das saturagoes ao perturbamos além do estado J.

Perturbando o estado J ao longo do lado [O, G] mais para abaixo até um estado
L, o ramo nao local da Hugoniot volta a aparecer como também um estado Lg de
extensao-2, como mostrado na Fig. 22. Para facilitar a compreensao desta descri¢ao
optamos pelo indice “ 6 7 ao invés do indice “ 4 ” para representar a extensao-2 do
estado L no ramo nao local de H(L). Além disso, ndo poderiamos deixar de registrar
que com estas perturbagoes o estado de indice “ 6 ” também passa pelo estado de

interse¢ao do conjunto de inflexdo-1 com o conjunto de extensao-2 do lado [0, G].
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Continuando a perturbar a partir de L ao longo de [O, G|, obtemos um estado M
tal que o ramo nao local volta mais uma vez a tangenciar a extensao-1 do lado [O, G]
num estado que por conveniéncia denotaremos por M; e por My, isto é, M; = Msy.
A curva de Hugoniot pelo estado M esta exibida na Fig. 23(a) e uma ampliacao da
regido retangular proxima de M; = Mg esté exibida na Fig. 23(b), ficando claro, mais
uma vez, a presenca da extensao-1 de M definida por M7; = Mg no ramo nao local de
H(M), como também a coincidéncia de M; = Mg com o estado 77 = H, = Hs e a
aproximagao do estado M, no ramo local de H (M), para o estado T*. Note que dos
pontos de extensao do caso do estado base A na Fig. 11 restaram apenas os de indices
“17e“5”sendo que os de indices “ 27, “ 37 e“ 47 foram substituidos pelos os de
indices “ 6 7, “ 77 e “ 8 7, todos sobre o ramo nao local. Os gréficos das velocidades
que justificam as extensoes M;, Mg e M7; = Mjy estao exibidos na Fig. 24.

Prosseguindo, perturbamos o estado base M até atingirmos o estado E definido
na Segao 2 deste Capitulo 1 em que a curva de Hugoniot por E tem uma bifurcagao
secundaria no estado 7%, como mostrado na Fig. 5. Neste caso limite a partir do caso
anterior, o ramo local passa a coincidir com os segmentos de reta [E,TF] U [TF, D],
enquanto o ramo nao local passa a coincidir com os segmentos de reta [B, T*]U[T¥, W],
conforme pode ser visto na Fig. 25.

Através dos gréficos das velocidades justificamos as extensoes do estado E dadas
pelos estados Ey, Es, Eg, E; e Eg satisfazendo o(Ey, E) = \(E1), o(Eq, E) = A\ (E7),
o(Es, E) = A\(Eg), 0(Fs, E) = \(Fg) e 0(Es5, E) = X(FE5), como veremos mais
adiante.

Na realidade temos apenas quatro extensoes do estado F, ao invés de cinco, pois
os estados F; e F; coincidem justamente no estado 7%, ou seja, o estado de indice
“ 77 variou do estado T” (quando consideramos H(M)) para o estado T¥ ao mesmo
tempo em que o estado de indice ¢ 1”7 variou de M; para T'F, conforme as perturbacoes
sofridas a partir do estado M. Outras coincidéncias sao entre o estado Fg e o estado
14 e entre o estado Fg e Fj definidos anteriormente. Dada a importancia das extensoes
do estado E para a construcao da solucao do problema de Riemann, como veremos no
Capitulo 3, definimos o estado Eg = I, por WE, bem como o estado Eg por E, e o
estado Ej5 por GE.

Na Fig. 26(a) exibimos os graficos das velocidades sobre o ramo [E, T*]U[T®, D]
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de H(F) justificando a existéncia do estado By = F; = T, e na Fig. 26(b) o grafico das
velocidades sobre o ramo [B, T¥|U[T®, W] de H(E) justificando a existéncia dos estados
Ex=E, E, = E;, =TF e WP = E;. Este graficos foram feitos para compararmos
com os graficos de velocidades do estado M nas Figs 24(a) e 24(b). Exibimos também
na Fig. 27(a) o grafico das velocidades sobre o ramo [D, T¥]U [T® W] de H(E), para
podermos comparar com a proxima perturbacao a partir do estado E. Nesta mesma
Fig. 27(a) exibimos também a reta de altura \y(E) e dai, como A\ (F) = 0, fica claro
que tomando um estado K no segmento (T¥, WE) de H(F) temos um choque de K
para E que nao é de Lax. No entanto este choque tem perfil viscoso, como pode ser
visto no plano de fase exibido na Fig. 56(a), ou seja, este choque de K para F é um
choque transicional, (ver definigdo no ultimo paragrafo da Se¢ao A.4).

Na Fig. 28 apresentamos também a reta horizontal de altura A\ (E,) = o(E.,, E).
A intersegao desta reta com o grafico da velocidade o ao longo do lado [O, G| define
dois estados que denotamos por P; e por P, satisfazendo as igualdades o(FE,, P;) =
0(E., Ps) = o(E., E) = M(FE,), isto é, E, ¢ extensao-1 dos estados P, e Ps. Na
realidade P; é o estado F' considerado anteriormente, ja que F3 = E, e Py é o estado
Z ainda a ser considerado. Observando estas igualdades temos a caracterizagao de um
choque triplo entre P, E e E, ao mesmo tempo temos um choque triplo entre Py, E

e I, e portanto temos a seguinte cadeia de igualdades
O'(E*,Pg> == O'(E*,E) = O'(Pg,E) == O'(E*,Pl) = O'(Pl,E) == O'(Pl,Pg). (21)

Estes estados P; e Py definidos acima sao de fundamental importancia na cons-
trucao da solucao do problema de Riemann. Eles determinam os extremos do intervalo
para os estados de producao P onde sao usados choques transicionais na solucao do
problema de Riemann aqui considerado. Isto ficard mais claro no Capitulo 3 quando
da construgao da solugao.

Observagao: Comparando a Fig. 23 com a Fig. 25, e a Fig 24 com a Fig. 26 podemos
acompanhar a evolugdo de H(M) para H(E).

Perturbando E ao longo do lado [O, G| no sentido de GG, digamos para um estado
Q, a bifurcagio secundéria em T desaparece e o segmento [E, TF] juntamente com
o segmento [T¥ B] da Fig. 25 dao origem ao ramo local de H(Q) na Fig. 29 (abaixo

do segmento [E,W]), enquanto os segmentos [D,T¥] e [T¥, W] dao origem ao ramo
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nao local (acima do segmento [E, W1]). Note que o ramo local de H(Q) possui apenas
o estado (Yg como extensao-1 do estado @), ja que os estados de indices “ 17 e “ 77
desapareceram depois do colapso entre E;, E; e TF no caso anterior. Enquanto isto o
ramo nao local de H(Q) continua possuindo apenas o estado Q¢ extensdo-2 do estado
Q. Os graficos das velocidades exibidos na Fig. 30 justificam a existéncia dos estados
extensoes (g € Qs. O graficos das velocidades exibidos na Fig. 27 em conjunto com os
graficos das velocidades exibidos na Fig. 30 auxiliam na compreensao da perturbagao
de H(FE) para H(Q). Os graficos das velocidades ao longo do ramo [O,G] de H(Q)
estao exibidos na Fig. 31. Estes graficos além de justificar a existéncia do estado )5
extensao-2 de (), mostram também que o estado () estd se aproximando do ponto
onde a velocidade caracteristica Ay ao longo do lado [O, G] é méaxima, isto &, esté se
aproximando do ponto de inflexao-2 ao longo do lado [O, GI.

Perturbando o estado () mais para abaixo, antes de atingir o estado de inflexao-2,
o estado de indice “ 6 ” no ramo nao local da respectiva curva de Hugoniot aproxima do
lado [O, W] do triangulo de saturagoes. Quando isto ocorre, digamos para um estado
base denotado por R, o ponto Rg extensao-2 do estado R passa a coincidir com W que
também é uma extensao-2 do vértice O. A curva de Hugoniot pelo estado R esté exibida
na Fig. 32. Neste ponto o ramo nao local de H(R) se reduz apenas ao estado Rg = W e
pela Regra do Choque Triplo temos que \p(WC) = o(WP, R) = o(WP,0) = o(R, O).

Perturbando o estado R levemente, temos que a curva de Hugoniot momen-
taneamente deixa de possuir o ramo nao local no interior do triangulo de saturacoes.
Fazemos isto até que o estado base atinja o estado de inflexdo-2 sobre o lado [O, G|,
que denotaremos aqui por 7', como mostrado na Fig. 33. Na realidade, o ramo nao
local de H(T') esté fora do tridngulo de saturagdes. O grafico das velocidades exibido
na Fig. 34(a) mostra a tangéncia entre o grafico da velocidade de choque e o grafico
da velocidade caracteristica-2, exatamente no ponto de méaximo das duas velocidades
e portanto temos a coincidéncia 175 =T

Os graficos das velocidades que justifica a existéncia do estado Tg, extensao-1
do estado T esta mostrado na Fig. 34(b). Daqui para frente ndo mais exibiremos o
grafico das velocidades que justifica a extensao de indice “ 8 ” ja que nao ha mudangas
substanciais em rela¢ao ao grafico exibido na Fig. 34(b).

Ao perturbarmos o estado base para abaixo de T, a extensao-2 de indice “ 57 ao
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longo do lado [O, G] continua a aparecer s6 que a mesma passa a ficar entre o estado
O e o estado base e nao mais entre o estado base e o estado (G, como anteriormente.
Por esta razao trocaremos o indice “ 5 ” pelo indice “ 9 ” para indicar esta extensao-2.
Perturbamos entao o estado 1" até obtermos o estado U tal que o estado de indice “ 97
extensao-2 de U ao longo do lado [0, G] coincida com o estado E. A curva de Hugoniot
por este estado U esta exibida na Fig. 35. Os graficos das velocidades ao longo do lado
[0, G] exibidos na Fig. 36 mostra a coincidéncia entre Uy e E.

Prosseguindo perturbando o estado U no sentido de GG, percebemos que a curva
de Hugoniot segue o mesmo comportamento da curva de Hugoniot do estado U até
que para um determinado estado V' sua extensao-2 no ramo nao local volta a aparecer
exatamente sobre o estado W?. Passaremos a identificar esta extensao-2 pelo indice
“107. Este fato esté ilustrado na Fig. 37. O estado Vj, extensao-2, de V esté justificada
pelo grafico das velocidades na Fig. 38. Daqui para frente, s6 exibiremos o grafico das
velocidades que justifica a extensao de indice “* 9 ” no proprio lado [0, G|, quando
houver uma mudanga no seu comportamento em relagao ao grafico exibido na Fig. 38.
Com a descri¢ao do estado V fica claro que as curvas de Hugoniot por estados P €
(R,V) nao possuem ramos nao locais interiores ao triangulo de saturagoes.

Agora perturbamos o estado base a partir de V', na dire¢do do vértice G, até
o estado base X tal que sua extens@o-2 de indice “ 10 7 atinja o segmento [E, W] da
Hugoniot por £, como exibido na Fig. 39(a) e na Fig. 39(b). Os graficos das velocidades
exibidos na Fig. 40 também justificam a existéncia do estado Xyo, com o(Xy9, X) =
A2(X10), bem como a coincidéncia entre X9 e WE = I, = Eg, ja que a reta na Fig. 40
tem altura exatamente igual & o(WF, E) = \y(W7F). Dai, usando os gréficos da Fig. 40
obtemos uma caracterizacao de choque triplo entre os estados X, E e WE. De fato,
como WE € H(X)NH(E) e temos as igualdades \y(WE) = ¢(WE, X) = o(WE E),
pela Regra do Choque Triplo tem-se que

o(WE . X)=0(WE E) =0(X,E) = \(WEF). (2.2)

Com isto, concluimos a descri¢ao da curva de Hugoniot pelo o estado X.
Se perturbarmos X ligeiramente para abaixo, obteremos pela terceira vez que a
extensao-2, pertencente ao ramo nao local do estado base correspondente, coincidira

com um ponto do conjunto de inflexao-1, s6 que dessa vez com indice “ 10 7. A
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primeira vez desta coincidéncia ocorreu para um estado de indice “ 4 7 cujo estado base
correspondente estava entre os estados I e J. Em seguida esta coincidéncia ocorreu
para um estado de indice “ 6 7 cujo estado base correspondente estava entre os estados
J e M. Vamos denotar este estado base abaixo de X, onde ha esta coincidéncia, por
Y. A curva de Hugoniot pelo estado Y esta ilustrada na Fig. 41. O fato de registrar s6
agora esta coincidéncia deve-se & admissibilidade do choque entre os estados Y e Yig,
0 que nao ocorria para os outros pares correspondentes aos indices “ 47 e “ 6 .

Prosseguindo, perturbamos o estado Y para o estado N tal que o ramo nao local
da sua curva de Hugoniot volta a tangenciar o conjunto de extensao-1 do lado [O, G]
no estado que denotamos por Nij; = Npjp. A curva de Hugoniot pelo estado N estéa
exibida na Fig. 42(a). Para ficar mais claro esta tangéncia exibimos na Fig. 42(b)
uma ampliagao do retangulo contido na Fig. 42(a). Notamos que o estado Nj;3 = Nio
também coincide com o estado 77 = H, = Hs; = M; = Ms. Adotamos agora os
estados de indices “ 11 7 e “ 12 7 para representarem os estados extensoes-1 no ramo
nao local da curva de Hugoniot do estado base correspondente.

Perturbando ligeiramente o estado base para abaixo a partir de N obtemos entao
dois estados de extensao-1, de indices “ 11”7 e 127, sendo que aquele de indice “ 11 ” fica
entre T% ¢ T7 e o de indice “ 12 ” fica entre E, e T”. Continuamos entdo perturbando
o estado base até um estado Z tal que Z;, coincida com E, e Z;; ainda fique entre T
e TP. A curva de Hugoniot pelo estado Z esté exibida na Fig. 43(a). A coincidéncia
entre Z15 e F, = Fy = Fj esta ilustrada na Fig. 43(b). Dada a coincidéncia entre Z;,
e E. temos que Z coincide com o estado Py definido quando de descri¢ao de H(E).

Os graficos das velocidades exibidos na Fig. 44 justificam as extensoes Zig, 211 e
Zho de Z tais que A\o(Z10) = 0(Z10, Z), M(Z11) = 0(Z11, Z) e M(Z1) = 0(Z19, Z). Para
justificarmos a coincidéncia entre Z15 e F, tracamos na Fig. 44(b) uma reta de altura
A (Fy), a qual tangencia o grafico da velocidade de choque no estado Zj, interior
ao retangulo contido no grafico da Fig. 44(a). Com isto, concluimos a descrigdo da
Hugoniot pelo estado base Z.

Seguindo perturbando o estado base a partir de Z para o vértice GG, segue que as
curvas de Hugoniot por estes estados seguem o mesmo comportamento apresentado no
caso do estado Z, sendo que o estado de indice “ 12 ” passa do estado E, e o de indice

“ 11 ” passa do estado T¥. Mais especificamente os estados de ndices “ 8 7 ¢ « 12”7
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tendem ao vértice G e o estado de indice “ 11 ” se aproxima do estado D, interse¢ao da
extensao-1 do lado [O, G] com o segmento [G, D]. Além disto o estado de indice “ 10 ”
tende ao lado [G, W] para coincidir com estado J; definido anteriormente. A Fig. 45
ilustra a curva de Hugoniot pelo estado G, a qual consiste dos segmentos |G, O], [G, D]
e [G,W].

Os gréficos das velocidades que justificam algumas das extensoes do estado G
nao exibiremos pois sao analogos aos que vinhamos mostrando. Vamos apenas exibir
na Fig. 46 os graficos das velocidades sobre o ramo [G, D] para justificar a presenga
do estado Gy; tal que A\ (Gy1) = 0(G11,G). Com isto, terminamos a descrigao do
comportamento geométrico das curvas de Hugoniot por estados sobre o lado [O, G].

Durante toda esta descri¢ao ficou claro o comportamento geométrico das exten-
soes associadas as duas familias caracteristicas do lado [O, G| exibidas na Fig. 7. Na
Fig. 47 indicamos como ¢ feito a correspondéncia (multipla) entre os estados base e suas
extensoes. As extensoes-2 representadas pelos estados de indices “ 47, “ 67 e “ 107
sobre o ramo nao local das curvas de Hugoniot percorrem o conjunto de extensao-2
do lado [0, G]. Portanto a extensdo-2 de [O, G| interior ao triangulo de saturagoes é
descrita 3 vezes enquanto o estado base varia de O para G. Ja as extensoes de indices
U g e 87 117 e 127 dos estados base mostram que o conjunto de
extensao-1 do lado [0, G] é tal que os segmentos [O, D,] e [G, B,] sao descritos duas

7

vezes por extensoes de indices “ 17 e“ 27 e de indices “ 8 7 e “ 127, respectivamente.
Por outro lado, os segmentos [D,, T*] e [T¥,T”] sdo descritos trés vezes por extensoes
de indices “ 17, “ 27 e“ 11 7 e de indices “ 27, “ 77 e “ 11 7, respectivamente e o
segmento [B,,T”’] é descrito trés vezes por extensoes de indices “ 37, “ 87 e “ 12 .

Observacgao: as letras utilizadas neste Capitulo para representarem as perturbacoes
sofridas pelo estado O e que se propagaram até o estado G serviram apenas para

tentar tornar a descricao do comportamente geométrico das curvas de Hugoniot mais

dindmico, nao tendo sentido nenhum fora deste Capitulo.



Capitulo 3

Solucao do Problema de Riemann

3.1 Introducao

Como dito na Introdugao da dissertagao, estamos interessados em resolver o pro-
blema de Riemann (1)-(2) para o modelo de Corey com fungdes de permeabilidade
relativas quadraticas associado ao seguinte problema pratico: considerar um pogo pro-
dutor contendo qualquer mistura do tipo gas/6leo e recuperar parte deste dleo pela
injegdo de uma mistura do tipo dgua/gas. No tridngulo de saturagoes exibido na Fig. 1
os dados de produgao correspondem a um ponto arbitrario P sobre o lado [0, G] e os
dados de inje¢ao a um ponto arbitrario I sobre o lado [G, W].

Na construcao da solucao, primeiramente determinamos os estados de producao
P ao longo do lado [O, G| que definem segmentos disjuntos, cuja construgao da solugao
ocorra de maneira distinta. Estes estados sao chamados de estados especiais. Fixado
entao um estado P representativo num destes segmentos, de maneira analoga determi-
namos estados especiais ao longo do lado [G, W] que definem segmentos disjuntos para
estados de injecao I, cuja construcao da solugao ocorra de maneira distinta. Uma vez
considerados todos os estados representativos de injegao, fixamos um novo estado de
producao e procedemos de forma analoga até que todos os casos representativos, tanto
de produgao como de injecao, tenham sidos considerados.

A metodologia utilizada para determinar a sequéncia de ondas que compoe a

solugdo do problema de Riemann, para cada estado P fixado sobre o lado [O, G| do
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triangulo de saturagoes, ¢ a seguinte

(i)

(i)

(iii)

(vii)

inicialmente determinamos a geometria da curva de Hugoniot por P, obtida ex-

plicitamente no Capitulo 1 e ja discutido em parte no Capitulo 2;

determinamos os estados M € H(P) tais que os choque-2 de M para P, satis-
facam a condic¢ao de entropia de viscosidade, com matriz de viscosidade igual a
identidade, através da analise dos planos de fase dos sistemas de EDO “s corres-

pondentes;

a partir de cada estado M da extensao-2 de P, isto é, com \o(M) = o(M, P)
tal que o choque de M para P seja admissivel, determinamos a curva integral-2
correspondente aos estados que podem ser conectados a M por uma onda de

rarefacao-2;

a partir das informagoes do itens (ii) e (iii), determinamos os estados genéricos
M que podem ser conectados a& P por um choque-2 ou por uma composta-2 (do
tipo rarefagdo/choque). Tais pontos sao representados genericamente através da

curva de onda-2 reversa por P, que ¢ denotada por W2 (P);

fixado um estado de injegao I sobre o lado [G, W], determinamos o estado M, se

existir, definido pela intersec¢ao de W*(I) com W2 (P).

para um estado de injecao I fixado, caso nao haja intersecgao entre WH(I) e
W?2(P), procuramos um estado K numa possivel intersecgao de W(I) com o
segmento da curva de onda transicional reversa do estado E, cuja solucao do

problema de Riemann com U. = E e U, = P tenha velocidade inicial nao

inferior a o (K, E).

baseados nos passos anteriores, descrevemos a sequéncia de ondas que compoe a
solugao do problema de Riemann (1)-(2), para cada estado de produgao P fixado
e de injecao [ arbitrario, levando-se em conta a condicao de compatibilidade

geométrica entre as velocidades das ondas que fazem parte da sequéncia.
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3.2 Estados Especiais para a Construcao da Solucao

Nesta se¢ao determinaremos os estados especiais ao longo do lado [0, G| do trian-
gulo de saturacoes que definem segmentos disjuntos para estados de producao P, cuja
construcao da solucao do problema de Riemann ocorra de maneira distinta. No Capi-
tulo 2 descrevemos o comportamento das curvas de Hugoniot por um estado arbitréario
sobre o lado [0, G]. Entre estes estados, o estado E merece destaque, pois além de ser
um estado especial ele também define outros dois estados especiais ao longo do lado
[0, G] que no Capitulo 2 foram denominados de P, = F e Py = Z. A curva de Hugoniot
pelo estado P esta exibida na Fig. 15(a), sendo que sua extensao-1 de indice “ 3" coin-
cide com o estado E,, que foi definido na descricao do estado E. Veja Fig. 48. Seja £V
o estado na Fig. 48 definido pela interse¢ao do segmento [T#, WF] de H(E) com o ramo
nao local de H(P;). Na Fig. 49 apresentamos os graficos das velocidades de choque
no segmento [F3, Fy] de H(P;) e no segmento [TF, WZF] de H(FE) usando o mesmo
parametro s, para tais segmentos. Desta forma, pela intersecao destes graficos fica
claro que o(EY, P,) = o(EY,E). Considerando a reta de altura \,(E,) = o(FE,, E),
vemos também na Fig. 49 que esta reta cruza o grafico da velocidade de choque
o(-, Py) exatamente no ponto E!. Daf obtemos que o(FE,, E) = o(E!Y, E) e da Regra
de Choque Triplo temos que E}Y € H(E,) e

o(E., EY) = \(E,), (3.1)

mostrando de fato que E, ¢ uma extensdo-1 do estado E". Portanto temos a seguinte

cadeia de igualdades
M(E,) =0(E,,EY)=0(E,, P)=0c(EY,P). (3.2)
De forma anéloga vale
M(E,) =o(E,,EY) =0(E,, E) =o(EY,E), (3.3)
ou ainda

M(E,) =0(EY E)=0(EY,P) =0(E,P). (3.4)

Para o estado Py = Z segue o mesmo tratamento feito para o estado P;.
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Um outro estado especial descrito no Capitulo 2 é o estado 14 denotado por I, no
qual o ramo nao local de H([) fica abaixo do segmento [E, W] tangenciando-o justa-
mente no estado WE = I, como podemos acompanhar na Fig. 19(b). Vamos denoté-lo
por P,. Este estado P; esta relacionado com a utilizacao de choques transicionais na
solucao do Problema de Riemann, como veremos mais adiante.

O estado T descrito no mesmo Capitulo 2 também é um estado especial. Veja
as Figs. 33-34. Este estado T é o ponto do conjunto de inflexdao-2 sobre o lado [0, G|.
Assim, denotaremos este estado 1" por Pj.

Um outro estado especial é o estado U descrito também no Capitulo 2, tal que
sua extensao-2 sobre o lado [0, G] coincide com o estado E, isto é, o(E,U) = A\o(E).
Veja as Figs. 35-36. Denotaremos o estado U por P;.

Temos também o estado X descrito no Capitulo 2, tal que sua extensao-2 de
indice “ 10 7, coincide com o estado W7F e o ramo nao local fica acima do segmento
[E,W]. Veja as Figs. 39-40. Vamos denotar este estado X por Ps.

O estado base Y descrito no Capitulo 2, possui uma extensao-2 de indice “ 10 ”
pertencente ao conjunto de inflexao-1. Veja Fig. 41. Denotaremos este estado Y por
Fs.

Para finalizar temos o estado N descrito no Capitulo 2, onde o ramo nao local
tangencia a extensdo-1 justamento no estado 77, como descrito no Capitulo 2. Veja a
Fig. 42. Este estado N seré denotado por P;.

Dessa forma separando o caso 1, com P = O, mostrado em (AZEVEDO et
al, 2009), os segmentos ao longo sobre o lado [O, G| do tridngulo de saturagoes que
representarao dados de producao P com construcoes distintas da solucao do problema
de Riemann sao: (O, Py, (P1, P, (P, E], (E, Ps], (Ps, Ps], (Py, Ps|, (Ps, Ps], (Ps, Py,
(Pr, Ps] e (Ps, G], os quais estao representados na Fig. 50 juntamente com os conjuntos

de extensao e de inflexao-1.

3.3 Construcao da Solucao do Problema Riemann

A metodologia consiste em fixar um estado de producao P representativo em um
dos segmentos definidos na Secao 3.2 e para este estado considerar todas as possibili-

dades distintas de inje¢ao ao longo sobre o lado [G,W]. Feito isto, fixamos um novo
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estado de producao em outro segmento de [O, G| e procedemos de forma anédloga até
que todos os casos representativos, tanto de producao como de injegao, tenham sido
considerados.

A verificagao da admissibilidade das descontinuidades, pela condi¢ao de entropia
de viscosidade foi feita computacionalmente em que a matriz de viscosidade foi fixada

como sendo a matriz identidade.

Caso 1: Estado de Produgao P = O: Reservatorio Virgem.

Para o estado de producao P coincidindo com o vértice O do triangulo de saturagoes a
solugao do problema de Riemann foi descrito em (AZEVEDO et al, 2009), considerando
todas as possibilidades de injegao ao longo do lado [G, W] podendo ser acompanhada
com o auxilio da Fig. 51. Conforme citado no Capitulo 2, o estado B, é uma extensao-1
dos estados BE e BY exibidos na Fig. 8 e na Fig. 51, ou seja, estes estados satisfazem
o(B,, BS) = \(B,) e o(B,, BY) = \i(B,).

Os estados de injegao que separam segmentos sobre o lado [G, W] do triangulo de
saturacoes com construcoes distintas para a sequéncia de ondas que compoe a solugao
sao 1 Gg, Be IW° , sendo que [ G2 ¢ I sdo obtidos pelas intersecoes das curvas de
onda-1 reversas por G¢ e W com o lado [G, W], respectivamente.

As possibilidades de solu¢ao do problema de Riemann para este caso P = O estao
descritas logo abaixo. Acompanhe com a Fig. 51.

(a) Se I = @G, ou seja, se for injetado gas puro, entdo a sequéncia de ondas que
compoe a solugao do problema de Riemann é dada pela propria solugao da equagao de
Buckley-Leverett com a fungao de fluxo do éleo f, (ou do gés f,) restrita ao lado [O, G|
do triangulo de saturacoes. Portanto, a sequéncia de ondas que compoe a solugao é

dada por uma onda de rarefacio-2 de G para G, seguida de uma onda de choque de

G9 para O, com o(G9,0) = X\ (G?).

(b) Se I € (G,I 09)7 entdo a sequéncia de ondas que compoe a solucdo do problema
de Riemann é constituida de uma composta-1 de I para um certo estado M, com
M no segmento (G, G9) do lado [0, G], seguida de uma composta-2 de M para O. A
composta-1 é formada por uma rarefagao de I para um estado T no segmento (G, TGg)

extensdo-1 do segmento (G, G?) no lado [O, G], seguida de um choque de T' para M,
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com o(T, M) = M\ (T). A composta-2 ¢ formada por uma rarefagao-2 de M para G,
seguida de um choque de G9 para O, com o(G9,0) = X\ (G9).

(c)Sel e [I a? B), ent@o a sequéncia de ondas que compoe a solugdo do problema
de Riemann é constituida por uma composta-1 de I para M, onde M é um estado no
segmento [GZ, BY) do lado [O, G] do triangulo de saturacdes, seguida de um choque-2
de M para O. A composta-1 é formada por uma rarefagao de I para um estado T' no
segmento [T¢% | B,) extensdo-1 do segmento [G2, BY) do lado [0, G], seguida de um
choque de T para M, com o(T, M) = A\ (T). Vale também salientar que se I = 1%
entao 1" = TGg, M = G9 e o choque de GY para O é caracteristico a esquerda com

o(G2,0) = M(GO).

(d) Se I = B, entao como consequéncia da Regra do Choque Triplo, a sequéncia
de ondas que compoe a solucao do problema de Riemann pode ser descrita de trés
maneiras distintas no espago de estados, porém representando a mesma solucao no

espaco fisico-xt.

(i) Composta-1 de B para B, seguida de um choque-2 de BY para O. A composta-1
¢ formada por uma rarefacao de B para o estado B, seguida de um choque de

B, para BY, com o(B,, BY) = 0(BY,0) = \(B.);

w

* )

(ii) Composta-1 de B para B!, seguida de um choque-2 de B! para O. A onda
composta-1 é formada por uma rarefagao de B para o estado B,, seguida de um

choque de B, para BY, com o(B,, BY) = o(BY,0) = \(B.);

(iii) Apenas uma onda composta de B para O, definida pelo segmento de rarefagao

B para B, e por um choque de B, para O, com o(B,,0) = \(B,).

Note que nos trés subitens a velocidade do choque que atinge O é a mesma, assim
como a velocidade final no segmento de rarefacao, o que caracteriza a mesma solugao

no espago fisico-xt.

(e) Sel e (B,I we | entao a sequéncia de ondas que compoe a solugao do problema de

Riemann é constituida por uma composta-1 de I para M, com M sobre o segmento

(BY . WP] do lado [O, W], seguida de um choque-2 de M para O. A composta-1
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¢ formada por uma rarefagao-1 de I para um estado 7', com T sobre o segmento
(B, Tw? ) extensao-1 do segmento (BY, W?] do lado [O, W], e segue por um choque
de T para M, com o(T, M) = M\(T). Observamos também que se I = I entao
T =TV, M= WP e o choque de WP para O é caracteristico a esquerda, com

U(W*an) = )‘2(W*O)

(f) Se I € (I we W), entao a sequéncia de ondas que compoe a solu¢ao do problema
de Riemann ¢ constituida por uma composta-1 de I para M, com M sobre o segmento
(WZ, W) do lado [O, W], seguida de uma composta-2 de M para O. A onda composta-
1 é formada por uma rarefagao de I para um estado 7" sobre o segmento (TW*O W)
extensdo-1 do segmento (WY, W), seguido de um choque de T para M, com o(T, M) =
A (T). A composta-2 é formada de uma rarefacao-2 de M para W2, seguida de um

choque de WO para O, com o(WC,0) = \(WP);

(g) Se I = W, ou seja, se for injetada agua pura, entao a soluc¢ao é dada pela propria
solucdo da equagao de Buckley-Leverett com a fun¢ao de fluxo do 6leo f, (ou da agua
fw) restrita ao lado [O, W] do triangulo de saturagoes. Portanto, a sequéncia de ondas
que compoe a solucao do problema de Riemann é dada por uma composta-2 de W
para O. Esta composta-2 é formada de uma rarefacio-2 de W para W2 seguida de um
choque de WO para O, com (W, 0) = \(WP).

Isto conclui a descrigao da solugao para o caso P = O. Logo abaixo estao descritas
as possiveis solugoes para o problema de Riemann para os demais estados de producao

P ao longo do lado [O, G] do triangulo de saturagoes.

Caso 2: Estados de Produgao P sobre o segmento (O, P]

Primeiramente, fixamos um estado de producao P sobre o segmento (O, P;), onde o
estado P, = F foi definido no Capitulo 2 de forma que o estado F3 extensao-1 de F
coincide com o estado E,. Depois determinamos a curva de Hugoniot reversa pelo
estado P a qual esté ilustrada na Fig. 52. A curva de Hugoniot por P ¢ anéloga a
H(A), onde A é um dos estados ao longo do lado [O, G| descritos no Capitulo 2.

Para ficar claro quem séo os estados Oy, P,, P,, W' e G mostrados na Fig. 52,

fazemos a correspondéncia com a Fig. 11 contendo H(A): Oy = Ay, P, = Ay, P, = As,
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WP = Ay e GP = A;. Os estados O, P,, P,, WP e GT sdo extensdes do estado P
satisfazendo o(O1, P) = M (O1), o(P., P) = M\ (P,), o(P,, P) = M(P,), o(WE, P) =
Ma(WF) e a(GY,P) = X2(GY).

Os segmentos de choque-2 admissiveis na curva de Hugoniot reversa H(P) se-
gundo o critério de viscosidade sdo: (P, GT) e [P,,WF).

O estado P na Fig. 52 ¢ definido como sendo o estado sobre o lado [0, G] de H(P)
tal que P, é extensdo-1 do mesmo, isto &, tal que \;(P,) = o(P,, P%). Para justificarmos
a existéncia deste estado P utilizamos o grafico da velocidade o (-, P) na Fig. 53(a).
A reta de altura A\ (P.) = o(P,, P) corta o grafico da velocidade de choque ao longo
do lado [O,G], em dois estados. Um deles ndo nos interessa pois nao é admissivel
pelo critério de viscosidade. O outro é justamente aquele que estamos chamando de
PE. Dai, temos que PY P, € H(P) e como \(P,) = o(P%, P) = o(P,, P), entao pela
Regra do Choque Triplo segue que

M(P,) = o(P,, P) = o(P¢, P) = o(P,, P%). (3.5)

Utilizando de maneira analoga o grafico da velocidade de choque, justificamos a
existéncia do estado P!V na Fig. 52 ao longo do segmento de choque-2 admissivel do
ramo nao local de H(P) tal que A\{(P,) = o(P,, P!V). Assim novamente, temos uma

*

cadeia de igualdades dada como consequéncia da Regra do Choque Triplo
M(P,) =o(P,,P)=o(P,,PY) =o(PY, P). (3.6)

Os estados P¢ e PV das Figs. 52 e 54 sdo justamente as perturbacoes dos estados BE
e BY das Figs. 8 e 51 respectivamente, quando perturbamos o estado O para o estado
P em questao.

O segmento PO;0y de H(P) na Fig. 52 ¢é irrelevante para o problema de Rie-
mann considerado porque nao ha como atingir um estado M neste ramo por uma
curva de choque ou rarefagao proveniente do lado [G, W] e satisfazendo a condic¢do de
compatibilidade geométrica entre as velocidades.

Atraves dos graficos das velocidades é possivel justificar a compatibilidade geo-
métrica das sequéncia de ondas que compoem a solucao do Problema de Riemann
para o estado de producao P considerado. Para ilustrarmos isto, vamos justificar que

o choque de um estado 7" sobre o segmento [G, P,| extensao-1 do segmento [G, P,]



39

para um estado M sobre o segmento |G, P.| da Fig. 54 satisfaz a compatibilidade
geométrica. Para isso, na Fig. 53(b) construimos o grafico da velocidade de choque
(M, P) (tracejada) com M variando ao longo do lado [G, O] juntamente com o grafico
da fungdo o(7, M) com M variando no segmento [G, E] e T variando no segmento
|G, E,], sendo T a extensao-1 de indice “ 8 7 de M definida no Capitulo 2. Ou seja,
este segundo grafico coincide com o grafico de A;(7T') para T variando no segmento
(G, E,) extensao-1 de [G, E] no lado [G, O].

Note que os gréficos se encontram transversalmente para M = PS e consequente-
mente para 7' = P,, ficando claro que \(T) = o(T, M) < o(M, P) para T sobre o
segmento [G, P.] e M sobre o segmento [G, P¢] da Fig. 53(b), justificando a compat-
ibilidade geométrica entre o(T, M) e o(M, P) nestes segmentos. Da mesma forma a
mesma Fig. 53(b) mostra que um choque (7T, M) com T sobre o segmento (P, F,] e
M sobre o segmento (PS, E] é incompativel com um choque de M para P.

A curva de onda-2 reversa W2 (P) ¢ dada pelos segmentos [G, GL) e (WE W] de
composta-2, pelos segmentos (GL, P) e (P., WF) de choque-2 na Fig. 52. Os segmentos
de composta-2 que constituem a curva de onda-2 reversa sao definidos considerando
a rarefagoes-2 reversa pelos estados W e GP. Resumidamente temos os seguintes
estados especiais em W? (P) mostrados na Fig. 54: P, P, GE' P, PV e WTF.

Com base nos segmentos que constituem a curva de onda-2 reversa W? (P), como
também a compatibilidade geométrica entre as velocidades, determinamos os estados
de injecao que separam segmentos no lado [G, W] do triangulo de saturagoes com
construcgoes distintas das sequéncias de ondas que compoem a solucao do problema de
Riemann. Tomando as curvas de onda-1 reversas pelos estados: G, P, e WF e fazendo
a intersecgao destas curvas com o lado [G, W] obtemos os seguintes estados de injegao:
IGY [P o JWE respectivamente, exibidos na Fig. 54. Ainda com relagao a Fig. 54, o
segmento de curva no interior do tridngulo de saturagoes ligando os estados G, TG ¢
P, corresponde a parte do conjunto de extensao-1 do lado [O, G] definida pelos estados
de indices “ 8 ” nos ramos locais de H(P) com P variando de G' & PS. J4 o segmento de
curva ligando P, a T W corresponde & extensdo-1 do segmento [PV, WF] da curva de
Hugoniot #(P), enquanto o segmento [TW+ W] corresponde & extensao-1 do segmento
[(WZE W] de curva de rarefagao-2, parte de W2 (P).

Passemos entao a descricao da solugao do problema de Riemann para o estado
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de produgao P fixado sobre o segmento (O, P;] e variando os estados de injegdo I nos
segmentos [G, I¢%), [IG% 17", (I7" 1W< ] e (I*, W] do lado [G, W] que acabamos

de determinar. A construgao pode ser acompanhada com o auxilio da Fig. 54:

(a) Se I = G, ou seja, se for injetado gas puro, entao a sequéncia de ondas que compoe a
solucao do problema de Riemann é dada pela propria solucao da equacao de Buckley-
Leverett com a fungdo de fluxo do dleo f, (ou do gas f,) restrita ao lado [0, G| do
triangulo de saturagoes. Portanto, a sequéncia de ondas que compoe a solugao consiste
de uma composta-2 conectando G a P, a qual é dada por uma onda de rarefacao-2 de

G para GT| seguida de uma onda de choque de GT para P, com (G, P) = \(GYT).

(b) Se I € (G, I G*P), entao a sequéncia de ondas que compoe a solugao do problema
de Riemann é constituida de uma composta-1 de I para um certo estado M, com M
sobre o segmento (G, GY) do lado [0, G], seguida de uma composta-2 de M para P.
A composta-1 é formada por uma rarefacao de I para um estado T sobre o segmento
(G, TG extensio-1 do segmento (G, GF) do lado [0, G], seguida de um choque de T
para M, com o(T, M) = \(T). A composta-2 é formada por uma rarefagao-2 de M
para G| seguida de um choque de G para P, com o(GL, P) = \y(GT). Note que se

fizermos I tender a G pela direita, entao reobtemos a solugao descrita no item (a).

(c)Selell G*P, 17 ), entdo a sequéncia de ondas que compoe a solu¢ao do problema
de Riemann é constituida por uma composta-1 de I para M, onde M é um estado
sobre o segmento [GF PY) do lado [O,G] do triangulo de saturagoes, seguida de um
choque-2 de M para P. A composta-1 é formada por uma rarefagdo de I para um
estado T sobre o segmento [T, P,) extensao-1 do segmento [GF, PS) do lado [0, G],
seguida de um choque de T para M, com o(T, M) = A\ (T). Note que se [ = I6%
entao T = TG, M = GT e o choque de G para P é caracteristico & esquerda com
o(GE, P) = X\y(GT), obtendo a solucio limite do item (b) quando se faz I se aproximar

de 167 pela esquerda.

(d) Se I = I Z , entao como consequéncia da Regra do Choque Triplo, a sequéncia
de ondas que compoe a solucao do problema de Riemann pode ser descrita de duas

maneiras distintas no espago de estados, porém representando a mesma solugao no
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espaco fisico-xt.

(i) Composta-1 de 17 para P9 seguida de um choque-2 de PY para P. A com-
posta -1 & formada por uma rarefacao-1 de I 2 para o estado P, seguida de um

choque de P, para PY com A\ (P,) = o(P,, PY) = o(P%, P). Esta solucio & a

*

solugao limite do item (c) quando se faz I tender para [ Py pela esquerda;

(ii) Composta-1 de I para P, seguida de um choque-2 de PV para P. A onda
composta-1 ¢ formada por uma rarefacao-1 de I 2 para o estado P, seguida de

um choque de P, para PV, com A\ (P,) = o(P,, PV) = o(PY, P);

*

Note que nos dois casos a velocidade final de choque que atinge P é a mesma,
assim como a velocidade final sobre o segmento de rarefagao-1, o que caracteriza a
mesma solugao no espaco fisico-rt. Ou seja, a unicidade é consequéncia da cadeia de

igualdades: \(P,) = o(P,, PY) = o(P%, P) = o(P,,PV) = o(PV, P) = o(P,, P).

* *

(e) Se I € (I o v W’ ], entdo a sequéncia de ondas que compoe a solu¢do do problema
de Riemann ¢é constituida por uma composta-1 de I para M, com M sobre o segmento
(PY WPF] da curva de onda-2 reversa W? (P), seguida de um choque-2 de M para P.
A composta-1 é formada por uma rarefacao-1 de I para um estado 1" sobre o segmento
(P, v, ] da extensdo-1 do segmento (P}, WZF] em W2 (P), e segue por um choque
de T para M, com o(T, M) = A\ (T). Observamos que se fizermos I tender a 17 pela
direita entao obtemos a sequéncia (ii) do item (d) acima. Observamos também que
se [ = I entdao T = TW*P, M = WPF e o choque de W! para P ¢é caracteristico a

esquerda, com o(WF P) = X\ (WP).

(f) Se I € (I we W), entao a sequéncia de ondas que compoe a solu¢ao do problema
de Riemann ¢ constituida por uma composta-1 de I para M, com M sobre o segmento
(WE W) da curva de onda-2 reversa W2 (P), seguida de uma composta-2 de M para
P. A composta-1 é formada por uma rarefacao de I para estado T sobre o segmento
(TW+, W) extensdo-1 do segmento (W, W) em W2 (P), seguida de um choque de T
para M, com o(T, M) = A\ (T). A composta-2 ¢ formada de uma rarefacao-2 de M
para W7 seguida de um choque de WY para P, com o(W?F P) = \(W?F). Note

que se fizermos I tender a [ we pela direita, o segmento de rarefagao na composta-2
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desaparecera e ficamos com a mesma solugao limite do item (e);

(g) Se I = W, ou seja, se for injetada dgua pura, entdo a sequéncia de ondas que
compoe a solugao do problema de Riemann ¢ dada por uma composta-2 de W para P.
Esta composta -2 ¢ formada de uma rarefacdao-2 de W para W/ seguida de um choque
de WF para P, com o(WF, P) = X\(WF). Note também que esta solugdo pode ser
obtida como o caso limite para I tendendo a W pela esquerda no item (f).

Isto conclui a descri¢ao da solugao para o estado de producao P sobre o segmento
(O, Py) inclusive mostrando a estabilidade na estrutura da solugdo quando se varia o
estado de inje¢ao I ao longo do lado [G, W]. Observamos que se fizermos P tender ao
estado O ent@o obteremos a mesma soluc¢ao obtida em (AZEVEDO et al, 2009) para
P = O resumido no Caso 1, mais uma vez mostrando a estabilidade estrutural da

solucao.

Caso limite P = P,

As curvas de Hugoniot com base no estado P = P; e com base no estado E estao
exibidas na Fig. 55. Note a semelhanca de H(P;) com rela¢ao ao caso P € (O, Py).
Lembrando que P; coincide com o estado F' do Capitulo 2, veja Fig. 15, temos que o
estado P, = F3 passa a coincidir com o estado F,, como esté ilustrado na Fig. 48, e o
estado P passa a coincidir com o estado E!V'. Temos também a coincidéncia entre os
estados P¢ e E. Sabemos da Secao 2 deste Capitulo que o estado E, é extensdo-1 dos
seguintes estados: E, EY e P, = F. O fato primordial para este caso limite P = P, é
a admissibilidade de choque entre os estados EYY e E o que nao ocorria para o choque
entre os estados PV e PY para P € (O, P;). O plano de fase para o sistema de EDO’s
definido por E}” e por E, obtido numericamente, esta exibido na Fig. 56(a). Portanto
o choque de EY para E ¢ um choque transicional caracterizado pela conexao entre
duas selas sobre o segmento de reta [E, W].

Os estados especiais de H(P;) nas Fig. 55 e na Fig. 57 sao P, £ = PY GT,
E,= P, EY = P" e WF. Além disso, para o caso de injecao I” = PV, a sequéncia
de ondas que compde a solucao do problema de Riemann passa a ter apenas uma, e
nao mais trés, estruturas distintas no espaco de estados, a qual pode ser acompanhada

com auxilio da Fig. 57, isto ¢, s6 temos o caso:
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(d) Se I = [P~ = [P 2 , entao a sequéncia de ondas que compoe a solucao do
problema de Riemann é constituida por uma composta-1 de I = I®* para EYY = PV,
seguido de um choque transicional de E)Y para E, que por sua vez é seguido de um
choque-2 de E para P;. A composta-1 é formada por uma rarefacao de I = I'** para
o estado E, seguida de um choque, de E, para EY | com o(E,, EY) = A\ (E,);
Observagao: Outras trés possibilidades de solu¢oes no espaco de estados represen-

tando a mesma solucao no espaco fisico-zt seriam:

(i) Composta-1 de I = I®* para E = PY, seguida de um choque-2 de E = PY para
P;. A composta-1 ¢ formada por uma rarefacao de I = I”* para o estado E, = P,,

seguida de um choque de E, = P, para E = PY com o(FE,, E) = \{(F.). Porém

*

este choque de F, para E nao é admissivel segundo o critério de viscosidade.

(ii) Composta-1 de [ = [P+ para E}Y = P

* )

seguida de um choque-2 de EY para
P;. A composta-1 é formada por uma rarefacao de I = I® para o estado F,
seguida de um choque, de E, para EYV, com o(FE,, EV) = X\ (E,). Mas o choque

de EY para P, também nao é admissivel segundo o critério de viscosidade.

(iii) Apenas uma onda composta de I = I®* para P, definida pelo segmento de
rarefacdo [I%+ E,] e por um choque de E, para Py, com o(E,, P) = M\ (E,).
No entanto, o choque de F, para P, nao é admissivel segundo o critério de

viscosidade.

Caso 3: Estados de Produgao P sobre o segmento (P, P;]

As curvas de Hugoniot pelo estado P e pelo estado F podem ser vistas na Fig. 58(a).
O estado P na Fig. 58(b) é definido com sendo a intersecgao do ramo nao local da
Hugoniot por P com o segmento [E, W] de #(E). O segmento [TZ, TW+] ¢ justamente
a extensdo-1 do segmento [TF, WE]. J4 o segmento [E,, P, ¢ a extensao-1 do segmento
[E, P] sobre o lado [O, G] descrita por estados de indices “ 37 e “ 8 ” do Capitulo 2,
os quais correspondem a choques nao admissiveis entre os estados 1" sobre o segmento
[E., P.] e estados M sobre o segmento [E, P| correspondentes. De fato, tomando M €
[E,P] eT € [E., P, sobre sua extensao-1 temos o plano de fase do sistema dindmico

definido por M e por T mostrado na Fig. 59(a). A Fig. 59(b) mostra que nao existe
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uma 6rbita saindo do repulsor T' e chegando em M, mas sim uma orbita de T' para uma
sela N e, dai uma oOrbita saindo de N para o atrator M. Esta variedade instavel de N
para 1" é que serve como barreira para nao haver a conexao entre 1" e M, caracterizando
a nao admissibilidade.

Desta nao admissibilidade do segmento [E,, P,] nos resta a tentativa de utilizagao
do segmento de choque transicional [T, WE] ficando claro a diferenga deste caso para
o Caso 1. Resta analisar a questao da compatibilidade das velocidades das ondas
na sequéncia. Na Fig. 60(a), mostramos o grafico da velocidade de choque o(K, F)
com K variando sobre o segmento [T, WE] de H(E) na Fig. 58(b) juntamente com a
reta horizontal de altura o(E, P). Vemos que esta reta corta o grafico da velocidade de

choque justamente para K = P}/, mostrando de fato a coincidéncia entre as velocidades

o(E,P) e o(PY E). Assim da Regra do Choque Triplo temos
o(E,P) = o(PY, E) = o(PY, P). (3.7

Portanto, se considerarmos K sobre o segmento de choque transicional (PY, WE],
nas Fig. 58(b) e na Fig. 60(a), teremos que o(K,E) > o(E, P), o que contraria a
compatibilidade geométrica entre as velocidades das ondas numa sequéncia de choque
transicional seguida de um choque-2 de F para P. Por outro lado, considere K so-
bre o segmento [T%, E}V] na Fig. 58(b) e sua respectiva extensao-1 K, € [E,,TF].
Dai, utilizando os graficos das velocidades o(K, E) e o(K,, K) = A\ (K,) vemos que
M(K,) =0(K,, K) > o(K, E), caracterizando a falta de compabilidade geométrica en-
tre as velocidades numa sequéncia composta-1 de K, para K seguida de um choque
transicional de K para E. Ademais, note também na Fig. 60(b) que a compatibilidade
geométrica entre as velocidades para esta sequéncia de ondas é valida apenas para K
sobre o segmento [EY, WF] e K, sobre o segmento [E,, T"+] da Fig. 58(b).

Voltando a questao dos estados especiais, temos que os segmentos com choque as-
sociados & familia-2 admissiveis de H(P) segundo o critério de viscosidade sao: [P, GT)
e [PY,WF) exibidos na Fig. 58 e na Fig. 61. Os estados GI e W sao extensoes-2 de
P, e portanto o(GT, P) = M\o(GL) e o(WF, P) = X\y(WT). Quanto a H(E) temos os es-
tados Py, E}Y e WP tais que o(Pj, PY) = M (Pg), M(E,) =o(E.,EY) =0(EY | E)
e c(WE E) = \(WE).

Assim, a curva de onda-2 reversa W2 (P), representada na Fig. 61, ¢ dada pelos
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segmentos [G,GEY) e [W, WF) de composta-2, pelos segmentos (GZ, P) e (WF, PY] de
choque-2 e pelo segmento de rarefacao-2 [O, P|. Além disto ha o segmento de choque
transicional [E}Y, P¥'] em W! (E). Resumidamente temos os seguintes estados especiais
mostrados na Fig. 61: P, E, GI, E,, EV Py, PY e WE.

Com base nos segmentos que constituem W2 (P) e W! (E) determinamos os esta-
dos de injegao que separam segmentos no lado [G, W] do tridngulo de saturagdes com
construcoes distintas para a sequéncia de ondas que compoe a solucao do problema
de Riemann. Tomando a curva de onda-1 reversa pelos estados GI', EV PY e WP e
fazendo a intersecc¢ao destas curvas com a fronteira [G, W] obtemos os seguintes estados
de injecdo: IG+, [P« IPE e WY respectivamente.

Passemos a descrigao da solucao do problema de Riemann para um estado de
produgao P (arbitrario) fixado sobre o segmento (P, P,) e estados de inje¢ao I nos
segmentos do lado [G, W] determinados acima.

De acordo com a localizagao de I sobre o lado [G, W] temos os seguintes casos,
os quais podem ser acompanhados com o auxilio da Fig. 61.

(a) Se I = G, ou seja, se injetarmos gas puro, entao a sequéncia de ondas que compoe a,
solugao do problema de Riemann é dada pela propria solugao da equagao de Buckley-
Leverett com a func¢do de fluxo do 6leo f, restrita ao lado [O,G] do tridngulo de
saturacoes. Portanto, a sequéncia de ondas que compoe a solucao é constituida por
uma onda composta-2, a qual é dada por uma onda de rarefacio-2 de G para GT,

seguida de uma onda de choque de G¥ para P, com o(GE, P) = X\, (GE).

(b) Se I € (G,1 G*P), entao a sequéncia de ondas que compoe a solucao do problema
de Riemann ¢ constituida de uma composta-1 de I para M, com M sobre o segmento
(G,GF) de W2(P) no lado [O,G], seguida de uma composta-2 de M para P. A
composta-1 é formada por uma rarefacao de I para um estado T sobre o segmento
(G, TS extensio-1 do segmento (G, GF) do lado [0, G], seguida de um choque de T
para M, com o(T, M) = A\ (T). Na composta-2 é formada por uma rarefacao-2 de M
para G| seguida de um choque de G¥ para P, com o(GE, P) = X\ (GE).

(c)Selell Gl T E+), entdo a sequéncia de ondas que compde a solugao do problema de

Riemann ¢é constituida por uma composta-1 de [ para M, onde M é um estado sobre
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o segmento (G E] de choque-2 de W2 (P) no lado [0, G] do triangulo de saturagoes,
seguida de um choque-2 de M para P. Para [ =1 Gf, este ultimo choque é caracteristico
a esquerda, com o(GT, P) = X\o(GT). A composta-1 é formada por uma rarefacao de I

para um estado 7" sobre o segmento [T° ar E.) extensdo-1 do segmento [G?, F) do lado

[0, G, seguida de um choque de T para M, com o(T, M) = A\ (T).

(d) Se I = I®+, entdo a sequéncia de ondas que compoe a solugao do problema de Rie-
mann é constituida de uma composta-1 de I** para EY, seguida de um choque tran-
sicional de EY para E e depois um choque-2 de E para P com o(EY, E) < o(E, P).
A composta-1 ¢ formada por uma rarefacao de I” para o estado E,, seguida de um
choque de E, para EY, com o(E,, EV) = \(E,).

Observacgao: Uma outra possibilidade de solu¢ao no espacgo de estados representando

a mesma solugao no espago fisico-xt seria:

e Composta-1 de I®* para E seguida de choque-2 de E para P. A composta-1
formada por uma rarefacdo de I%* para E,, seguida de um choque de E, para
E, com o(E,, E) = M\ (FE.) < o(E, P). Porém este choque de E, para E nao é

admissivel segundo o critério de viscosidade.

A unicidade segue do fato que o(E,, E) = o(E,, EV) = o(EY, E) = M\ (E,).

(e) Se I € (IE, I 4 ), entao a sequéncia de ondas que compde a solugdo do problema
de Riemann ¢ constituida por uma composta-1 de I para K, com K sobre o segmento
(EY . PY) de W!(E), seguida de um choque transicional de K para E e depois de
um choque-2 de F para P. A composta-1 é formada por uma rarefacao de I para
um estado T sobre o segmento (E,, P;,) extensao-1 do segmento (EY, PY) de W (E),

seguida de um choque de T para K, com o(T, K) = A\ (7).

(f) Se I = I* 4 , entao a sequéncia de ondas que compoe a solucao do problema de
Riemann ¢ constituida de uma composta-1 de IF. -4 para P}/, seguida de um choque
transicional de P)) para E e depois um choque-2 de E para P ambos com mesma
velocidade. A composta-1 é formada por uma rarefagao de I para o estado P}, seguida
de um choque de P para Py, com o(Py, PY) = M (P});

Observagao: A sequéncia descrita a seguir também seria uma solucao caso o choque
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de PY para P fosse admissivel, mas novamente representa a mesma solucio no espago

fisico-zt devido a Regra do Choque Triplo.

e Composta-1 de I”E para PY, seguida de um choque-2 de PY¥ para P. A

composta-1 ¢ analoga a anterior.

(g) Se I e (IP& ,I"¥], entdo a sequéncia de ondas que compde a solugio do prob-
lema de Riemann é constituida por uma composta-1 de I para M, com M sobre o
segmento (PY, WZF] de W2 (P), seguida de um choque-2 de M para P. A composta-1
é formada por uma rarefagdo-1 de I para um estado 7' sobre o segmento (P, ™" ]
extensao-1 do segmento (P, WF] de W2 (P), e segue por um choque de T para M, com
o(T, M) = A\ (T). Observamos também que se I = I"* entdao T =T+, M = WF ¢

o choque de M para P é caracteristico a esquerda, com o(WF P) = \y(W?F).

(h) Se I € (1 we W), entao a sequéncia de ondas que compoe a solu¢ao do problema
de Riemann ¢ constituida por uma composta-1 de I para M, com M sobre o segmento
(WF W) da curva de onda-2 reversa W2 (P), seguida de uma composta-2 de M para
P. A composta-1 é formada por uma rarefacao de I para estado T sobre o segmento
(TW+, W) extensdo-1 do segmento (WF W) de W2 (P), seguida de um choque de T
para M, com o(T, M) = A\ (T). A composta-2 ¢ formada de uma rarefacao-2 de M
para W7 seguida de um choque de W para P, com a(WF, P) = X\(WF);

*

(i) Se I = W, ou seja, se for injetada agua pura, entdo a sequéncia de ondas que
compoe a solucao do problema de Riemann é dada por uma composta-2 de W para
WP seguida de choque de W para P, com o(WF, P) = \p(WPF).

Caso limite P = P,

A curva de Hugoniot por P = P, esta exibida na Fig. 19(a), onde P, = I. Ela
possui todo o ramo nao local abaixo do segmento [E, W] tangenciando em WF = W7F.
Veja também Fig. 50. A construgdo para este caso é analoga ao P € (P, P»), com
alguns destaques importantes: os estados Py e WL colapsam e passam a coincidir com
o estado W2 onde W esta no ramo [E, W] da curva de Hugoniot pelo estado E. Com
isto, o segmento [I7’ v I | de injegao reduz-se ao estado [ W2 Consequentemente nio

13

temos o item “ g ” do caso anterior, devido a auséncia do segmento [Py, WE] de
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choque-2 de W2 (P).

Ademais valem as igualdades
M WEY=oc(WF E)=0(E,P,) =c(WF,P,). (3.8)

Os estados de injegdo que separam segmentos no lado [G, W] do triangulo de
saturagoes com construgoes distintas para a sequéncia de ondas que compoe a solugao
do problema de Riemann para este caso limite sdo os mesmos para P € (P, P,), exceto
IPE" . Sao eles I6% | [P+ ¢ I+ como mostrados na Fig. 62.

Passemos a descrigao da solugao do problema de Riemann para o estado de pro-
dugao P = P, fixado e de injec¢@o I nos segmentos do lado [G, W] determinados anteri-
ormente. Para I € [G, I¥*] a construcao é anéloga ao caso anterior, por este motivo sera
omitida. Antes de iniciarmos a descrigao, acompanhemos na Fig. 62 as representagoes
das possiveis solugoes, para uma melhor compreensao.

(a) Se I € (IF1 we ), entdo a sequéncia de ondas que compoe a solugao do problema
de Riemann ¢ constituida por uma composta-1 de I para K, com K sobre o segmento
(EY ,WE) de W (E), seguida de um choque transicional de K para E, e depois um
choque-2 de F para P = P,. A composta-1 é formada por uma rarefagao-1 de [
para um estado T sobre o segmento (E,, TV extensdo-1 do segmento (EV, WF) de

W' (E), e segue por um choque de T para K, com o(T, K) = A\ (T).

(b) SeI =1 W entdo a sequéncia de ondas que compoe a solugao do problema de
Riemann é constituida por uma composta-1 de I = [ we para WE, seguida de um
choque de WE para o estado E, com o(WE E) = \y(WPF) e depois de um choque-2 de
E para P = P,. A composta-1 é formada por uma rarefacao de I = I we para o estado

TW+ onde T+ ¢ extensio-1 do estado WE . seguida de um choque de T we para WF,

*
T WE) = M\ (TV);
com U( ) * ) - 1( )7
Observagao: Como nos casos anteriores, uma outra solugao seria:

e Composta-1 de I = e para W%, seguida de um choque de W¥ para P = P,
com o(WE, P) = X\y(WE). A composta-1 é andloga a anterior. Porém o choque de
WPE para P = P, ndo é admissivel. Caso fosse, a unicidade da solucao no espaco

fisico-zt seguiria do fato que \o(WF) = oc(WE P) = o(WF E) = o(FE, P).
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(c) Se I € (1 we ,W), entdo a sequéncia de ondas para a solugdo do problema de
Riemann ¢ constituida por uma composta-1 de I para M, com M sobre o segmento
(WE W) de W' (E), seguida de uma composta transicional de M para E, e depois um
choque-2 de F para P = P,. A composta-1 é formada por uma rarefagao-1 de I para
estado T sobre o segmento (T, W) extensao-1 do segmento (WE W) de W (E),
seguida de um choque de T para M, com o(T, M) = \(T). A composta transicional
¢ formada de uma rarefaciao-2 de M para WF, seguida de um choque transicional de

WE para E, com o(WE, E) = \(WE).

(d) Se I = W, entao a sequéncia de ondas que compde a solugao do problema de
Riemann é dada por uma composta transicional de W para para F, seguida de um
choque-2 de E para P = P,. A composta transicional consiste de uma rarefagao-2 de W

*

para WPF, seguida de um choque transicional de W para E, com o(WE E) = X\ (WE).

Caso 4: Estados de Produgao P sobre o segmento (P, F]

As curvas de Hugoniot por um estado P sobre o segmento (P, E) e pelo estado F
estao exibidas na Fig. 63. Observamos que H(P) possui apenas o segmento [P, GT) de
choque-2 admissivel segundo o critério de viscosidade, sendo que todo o seu ramo nao
local fica abaixo do segmento [E, W] e nao tem papel na construcdo da solugao por nao
possuir choque adimissivel de pontos neste ramo local para P. Assim, as sequéncias de
onda que compoem a solu¢ao do problema de Riemann sao as mesmas do caso limite

P="r.

Caso limite P=F

A curva de Hugoniot pelo estado P = E esta exibida na Fig. 25 e em varias
outras figuras. Lembramos que o estado E corresponde & um estado tal que H(E)
possui o ponto de bifurcacao secundaria-1 denotado por T%. A curva de Hugoniot
(reversa) H(P = F) possui os segmentos de choques admissiveis: (F,GL) de choque-2
ao longo de [0, G] e [T¥,WEF) de choque transicional ao longo do segmento [E, W]. O
estado F, ¢ uma extensdo-1 de E, isto é, o(E,, E) = A\ (F,) bem como ¢é extensdo-1
do estado EY, logo o(E., EV) = M\ (E,).

A curva de onda-2 reversa W2(FE) é constituida pelos segmentos (F,G?T) de
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choque-2, pelo segmento [G, GE] de composta-2 e pelo segmento [O, E] de rarefagao-2.

A curva de onda transicional reversa W (E) é constituida pelos segmentos (T, WF)
de choque transicional e pelo segmento [WF W] de composta transicional, no entanto
devido o fato da compatibilidade geométrica justificado anteriormente apenas a parte
[EY WE) do segmento (T*, WF) & usado na solugao.

Na Fig. 64 a curva por G, T e E, corresponde a extensao-1 do segmento G, E]
descrita pelos estados de indices “ 8 ” no Capitulo 2 e a curva por E,, T WE e W
corresponde & extensdo-1 do segmento [EYY, W] de W! (E).

Em resumo, temos os seguinte estados especiais em H(E), mostrados na Fig. 64:
E,GP E,, EY e WE. Baseados nestes estados especiais temos os seguintes estados de
injecdo que separam segmentos no lado [G, W] cujas solugoes tem estruturas distintas:
IG*P, IP e IW*E, também mostrados na Fig. 64.

As possibilidades de solugao do problema de Riemann para este caso é analoga
ao caso P € (P, E), com apenas uma ligeira mudanca na sequéncia de ondas quando
I € [I%+, W], pois nao temos mais o segmento de choque-2 de E para o estado P como
tinhamos para P € (P,, E). Na Fig. 64 estao exibidas as representagoes das possiveis

solugoes para este caso, e logo abaixo estao descritas as possibilidades.

(a) Se I = @, entdo a sequéncia de ondas que compde a solugdo do problema de
Riemann é dada pela propria solucao da equagao de Buckley-Leverett com a fungao
de fluxo do dleo f, restrita ao lado [O,G] do triangulo de saturagoes. Portanto, a
sequéncia de ondas que compoe a solucao consiste de uma composta-2 conectando G
a E, a qual é dada por uma onda de rarefaciao-2 de G para G¥, seguida de uma onda

de choque caracterisica a esquerda de G¥ para E, com o(GE, E) = X\y(GT);

(b) Se I € (G, I Gf), entao a sequéncia de ondas que compoe a solugao do problema
de Riemann é constituida de uma composta-1 de I para M, com M sobre o segmento
(G,GF) de W? (FE), seguida de uma composta-2 de M para E. A composta-1 é formada
por uma rarefagdo de I para um estado T' sobre o segmento (G,T Gf) extensao-1 do

segmento (G, GT), seguida de um choque de T' para M, com o(T, M) = \(T). A
P

* )

composta-2 é formada por uma rarefacao-2 de M para G., seguida de um choque

caracteristico de GT para F, com o(GE, E) = \o(GT).
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(c)Sel el Gl T E+) | entdo a sequéncia de ondas que compoe a solucao do problema
de Riemann é constituida por uma composta-1 de I para M, onde M é um estado
sobre o segmento (G| E) sobre W? (E), seguida de um choque-2 de M para E. Para
I =1%o choque do estado GT para o estado E é caracteristico a esquerda, com
o(GE E) = \(GP). A composta-1 é formada por uma rarefagao de I para um estado
T sobre o segmento [T E,) da extensdo-1 do segmento [GT, E), seguida de um choque

de T para M, com o(T, M) = \(T).

(d) Se I = I entdo a sequéncia de ondas que compde a solu¢ao do problema de
Riemann é constituida por uma composta-1 de I”* para E!, seguida de um choque
transicional de £V para E. A composta-1 é formada por uma rarefacao de I para o
estado E,, seguida de um choque de E, para EY, com o(E,, EY) = A\ (E,).

Observacao: Uma outra possibilidade de solugao no espaco de estados seria:

e Composta-1 de %+ para E. A composta-1 formada por uma rarefacao-1 de I+
para F,, seguida de um choque de E, para E, com o(F,, F) = A\ (E,). Porém
este choque de F, para F ¢é nao admissivel segundo o critério de viscosidade
e mesmo assim seria a mesma solugdo no espago fisico-zt, porque o(FE,, F) =

o(E,,EV) = \(E.).

(e) Se [ € (IP 1 W ), entdo a sequéncia de ondas que compoe a solugdo do problema
de Riemann ¢ constituida por uma composta-1 de I para K, com K sobre o segmento
(EY WE) de W! (E), seguida de um choque transicional de K para E. A composta-1
¢ formada por uma rarefagao-1 de I para um estado 7" sobre o segmento (E*,TW*E )
extensdo-1 do segmento (EY, WF) de choque transicional de W' (E), e segue por um

choque de T para K, com o(T, K) = A\ (7).

(f) Se I =1 W entdo a sequéncia de ondas que compoe a solucao do problema
de Riemann é constituida por uma composta-1 de I = [ we para WPF, seguida de
um choque de WPF para o estado E, com o(WE E) = X\(WEF). A composta-1 &
formada por uma rarefacao de I = 1 W para o estado T' W onde T+ ¢ extensao-1 do
estado W2, seguida de um choque de W+ para WE, com o(TW+ , WE) = A\ (TV7).

Observamos aqui que o choque de W¥ para E ¢ o limite de um choque transicional
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caracteristico a esquerda;

(g) Sele (I w. , W), entao a sequéncia de ondas para a solugdo do problema de Rie-
mann ¢é constituida por uma composta-1 de I para M, com M sobre o segmento
(WE W) sobre W! (F), seguida de uma composta transicional de M para E. A
composta-1 é formada por uma rarefacao de I para estado T" sobre o segmento (TW*E W)
da extensdo-1 do segmento (W W) sobre W (E), seguido de choque de T para M,
com o(T, M) = X\ (T). A composta transicional é formada de uma rarefagao-2 de M

para WE. seguida de um choque de W2 para E, com o(WEF E) = X\y(WE).

*

(h) Se I = W, entao a sequéncia de ondas que compde a solugao do problema de
Riemann é dada por uma composta transicional de W para para E. A composta
transicional consiste de uma rarefacio-2 de W para W¥, seguida de um choque de WF

para E, com o(WF E) = X\(WF).

Caso 5: Estados de Produgao P sobre o segmento (F, P;]

Primeiramente, lembramos que o estado Ps corresponde ao estado T de inflexao-2 ao
longo do lado [O, G], onde Ay possui valor maximo. A curva de Hugoniot (reversa) pelo
estado P esté exibida na Fig. 65. A curva de Hugoniot H(P) possui apenas o segmento
(P, G?) de choques-2 admissiveis. Neste caso o segmento [E, P] ao longo do lado [O, G]
corresponde a rarefagoes-2, como pode ser visto na Fig. 3(a), enquanto no Caso 4 com
P € (P, FE) o segmento [F, P] corresponde a choques-2. Por isto, a construgao da
solug@o para este Caso 5 se diferencia do Caso 4. Assim, utilizaremos o segmento de
choque transicional [EYY, WF] da curva de onda transicional reversa W! (E) e também
o segmento [E, P| de rarefagao-2 na curva de onda reversa de W? (P) na construgao
da soluc¢@o. Temos também o segmento (P, P,) em H(P) correspondente a choques-1
admissiveis segundo o critério de viscosidade sendo que o(Ps, P) = A (FPs).

Como mostrado na Fig. 66, a curva de onda-2 reversa W2 (P) ¢ dada pelo seg-
mento [G, GT] de composta-2, o segmento (GE| P) de choque-2 e o segmento [0, P) de
rarefagio-2. Resumindo temos os seguinte estados especiais em W? (P) mostrados nas
Figs. 65 ¢ 66: P, P, e E. Temos também os seguintes estados especiais em H(E): Ei,
EV e WE.
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Assim os estados especiais de injecao que definem segmentos com construcoes
distintas para a solucao sao analogos ao caso anterior, acrescido do estado I™*. Con-
forme mostrado na Fig. 66 sao eles : 6%, [P B« ¢ [W¥  Para estados de injecao
Ie[G, 1 Gf], a sequéncia de ondas que compoe a solugao para o problema de Riemann é
analoga ao caso anterior e por este motivo omitiremos. Mesmo assim, ¢ possivel acom-
panhar a construcao na Fig. 66 onde estao exibidas as representacoes das possiveis
solugoes.

De acordo com a localizagao de I sobre o segmento (/ G*P, W] temos os seguintes

Casos:

(a) Se I € (1 Gf, I+, entao a sequéncia de ondas que compoe a solugdao do problema
de Riemann é constituida por uma composta-1 de I para M, onde M é um estado sobre
o segmento (GT', P) de W?(P), seguida de um choque-2 de M para P. A composta-
1 é formada por uma rarefacao de I para um estado T sobre o segmento (TGf,P*)
extensdo-1 do segmento (G| P) no lado [0, G], seguida de um choque de T' para M,
com o(T, M) = M\ (T).

(b) Se I = I™ entdo a sequéncia de ondas que compde a solugao é constituida por
uma composta-1 de I™ para P. A composta-1 ¢ formada por uma rarefacao de I

para o estado P, seguida de um choque de P, para P, com o(P,, P) = A\{(P,).

(c) Se I € (I™,IF+), entdo a sequéncia de ondas que compde a solugao do problema de
Riemann ¢é constituida por uma composta-1 de [ para M, onde M é um estado sobre
o segmento (P, E] de W?(P) no lado [O, G|, seguida de uma rarefagao-2 de M para P.
A composta-1 é formada por uma rarefagao de I para um estado T sobre o segmento
(T E,) extensao-1 do segmento (P, F) no lado [0, G], seguida de um choque de T
para M, com o(T, M) = A\ (T).

(d) Se I = I"+, entao a sequéncia de ondas que compde a solugio do problema de

w

* )

Riemann é constituida de uma composta-1 de I* para EY, seguida de um choque
transicional de EY para E e depois uma rarefacao-2 de E para P. A composta-1 &
formada por uma rarefacio de I” para o estado E,, seguida de um choque de E, para

EY com o(E,,EY) = \(F,) =c(EY,E).
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Observagao: como nos casos anteriores, uma outra possibilidade de solu¢ao no espago

de estados seria:

e Composta-1 de I para E, seguida de uma rarefacao-2 de E para P. A onda
composta-1 é formada por uma rarefacdo-1 de I”* para E,, seguida de um choque
de E, para E, com o(E,, E) = A\(F,). No entanto o choque de F, para E nao
¢ admissivel e mesmo assim terfamos a mesma solucao no espago fisico-xt pois

M(E) = o(B,, E) = o(EY , E) = o(E., EW).

(e) Se I € (IF-I W ], entdo a sequéncia de ondas que compoe a solugao do problema
de Riemann ¢ constituida por uma composta-1 de [ para K, onde K é um estado sobre
o segmento (EY WZF] de W' (E), seguida de um choque transicional de K para F e
depois uma rarefacao-2 de E para P. A composta-1 é formada por uma rarefacao de
I para um estado T sobre o segmento (E,, T"*] extensdo-1 do segmento (E,, WF] de
W (E), seguida de um choque de T para K, com o(T, K) = A(T). Observe que se
I = I"¥ teremos T = TW*E, K = WEF, e o choque de WF para E ¢ o limite de um

choque transicional, com o(WEF, E) = \(WE).

(f) Se I € (I W ,W), entdo a sequéncia de ondas para a solugdo do problema de
Riemann é constituida por uma composta-1 de I para M, com M sobre o segmento
(WE W) de W (E), e depois por uma composta transicional de M para E, seguida de
uma rarefacao-2 de E para P. A composta-1 é formada por uma rarefagao de I para
estado T sobre o segmento (T, W) extensdo-1 do segmento (WZE W) de W' (E),
seguida de um choque de T para M, com o(T, M) = A\ (T'). A composta transicional é
formada de uma rarefacio-2 de M para WF, seguida do limite de choque transicional

de WE para E, com o(WE, E) = \y(WE);

(g) Se I = W, entao a sequéncia de ondas que compoe a solugdo do problema de
Riemann é dada por uma composta transicional de W para o estado E, seguida de

uma rarefacao-2 de F para P. A composta transicional é analoga ao item anterior.

Caso limite P = P
Considere o estado de producao P = P3 sobre o lado [O, G], onde P; é o ponto T’

do conjunto de inflexdo-2 sobre o lado [0, G]. Por isto o estado G dos casos anteriores
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desaparece neste caso; em outras palavras G coincide com o préprio P = Ps. A Fig. 33
exibe a curva de Hugoniot por P; = T. O estado 77 na Fig. 33 é uma extensao-1 do
estado Pj, mas seguindo a notagao deste Capitulo denotaremos 7} por P,, como na
Fig. 67. Como o estado P; nao possui extensao-2 no lado [O, G], ent@o utilizaremos o
segmento [F, P3] de rarefagao-2, como usamos para o Caso 4.

Utilizaremos também, o segmento de choque transicional [EY, WE] da curva de
onda transicional reversa W' (F).

A curva de onda-2 reversa W? () é constituida pelos segmentos [G, P3] e [0, Ps)
de rarefagao-2. O segmento (Ps, P,) de H(P3) corresponde a choques-1 admissiveis.

Em resumo, temos os seguinte estados especiais em W? (P) mostrados na Fig.
67: P3, E, P, e também os estados E,, EYY e WE em H(FE).

Os estados de injegdo que separam segmentos no lado [G, W] do triangulo de
saturagoes com estruturas distintas das sequéncia de ondas que compoe a solucao do
problema de Riemann também estdo mostrados na Fig. 67. Sao eles: I, [® e I we
os quais sao obtidos da mesma maneira que nos casos anteriores.

Dessa maneira, temos as seguintes possibilidades de solugao do problema de Rie-
mann, de acordo com a localizagao do estado I ao longo do lado [G, W] do triangulo
de saturagoes, como pode ser acompanhado com o auxilio da Fig. 67.

(a) Se I = @G, entdo a sequéncia de ondas que compoe a solu¢ao é dada por apenas

uma onda de rarefacao-2 de G para Ps.

(b) Se I € (G, I"™), entao a sequéncia de ondas que compoe a solucdo do problema
de Riemann é constituida de uma composta-1 de I para M, com M sobre o segmento
(G, P;) de W2(P;) no lado [O,G], seguida de uma rarefacio-2 de M para P;. A
composta-1 é formada por uma rarefacao de I para um estado 7' sobre o segmento
(G, P.) extensao-1 do segmento (G, P3) no lado [O, G, seguida de um choque de T
para M, com o(T, M) = X\ (T).

(c) Se I = I entdao a sequéncia de ondas que compoe a solugao do problema de
Riemann é constituida por apenas uma composta-1 de I”* para P;. Esta composta-1 &
formada por uma rarefacao de I™ para o estado P,, seguida de um choque de P, para

P3, com O'(P*,P3> = )\1(P*)
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As possiveis solugoes para I € (IP+, W] sdo anélogas as do Caso 4.

Caso 6: Estados de Producao P sobre o segmento (FPs, P

Considere P um estado de produgao arbitrario sobre o segmento (Ps, P;) no lado (O, G],
onde P, foi definido como sendo o estado U do Capitulo 2 tal que o(U, E) = A\ (E). A
Fig. 68 exibe a curva de Hugoniot (reversa) por esse estado P, bem como H(E). A
curva H(P) possui os seguintes segmentos de choques admissiveis que podem atingir
P: (P,GT) de choque-2 e (P, P.) de choque-1. Como nos casos anteriores os estados
P, e GT sao extensdes do estado P, com o(P,, P) = A\{(P,) e 0(G?, P) = \y(GF). Note
nas Figs. 68 e 69 que GT estd entre P3 e E.

Consideramos também o segmento de choque transicional [EY WF] em H(E).

Baseados nestas informagoes, temos que W2(P) ¢é constituida dos segmentos
[0, GT] de composta-2 e (P, GT) de choque-2, além do segmento [G, P) de rarefagao-2.

Conforme esta mostrado na Fig. 69 os estados especiais que definem construgoes
distintas de solucoes do problema de Riemann sao GF', P, P,, E,, EYV e WE. Os estados
de injegao sobre o lado [G, W] que determinam estruturas distintas nas sequéncias de
ondas sdo ™+, IG%, [P« e I+ s30 obtidos como nos casos anteriores através de curvas
de onda-1 reversas.

Desta forma, temos as seguintes possibilidades de solu¢ao do problema de Rie-

mann que também podem ser acompanhadas com o auxilio da Fig. 69:

(a) Se I € [G,I™], entdo as possibilidades de solugao do problema de Riemann ¢é

analoga ao Caso 5, no mesmo intervalo considerado.

(b) Se I € (I™,I Gf), entao a sequéncia de ondas que compoe a solucao do problema
de Riemann é constituida por uma composta-1 de I para M, com M sobre o segmento
(P,G?) de W2(P), seguido de um choque-2 de M para P. A composta-1 é formada
de uma rarefacio-1 de I para um estado T' sobre o segmento de extensao-1 (P,, T%)

do segmento (P, GT) no lado [0, G].

P - N ~ ~ .
(c) Se I = I% | entao a sequéncia de ondas que compoe a solucio é constituida por

uma composta-1 de I para G seguida de um choque de G¥ para P, com o(GL, P) =
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A2(GT). A composta-1 ¢ andloga aquela do item (b).

(d)Sele (I Gl T E+) | entdo a sequéncia de ondas que compoe a solugdao do problema
de Riemann é constituida por uma composta-1 de I para M, onde M é um estado
sobre o segmento (G| E) de W?(P), seguida de uma composta-2 de M para P. A
composta-1 é formada por uma rarefacao-1 de I para um estado T sobre o segmento
(TS, E,) extensio-1 do segmento (GF, E) no lado [0, G], seguida de um choque de T
para M, com o(T, M) = \(T). A composta-2 é formada por uma rarefagao-2 de M
para GT| seguida de um choque de G para P, com o(GE, P) = X\,(GT).

(e) Se I = IP+ entdao a sequéncia de ondas que compoe a solugdo do problema de

w

* )

Riemann é constituida por uma composta-1 de I para EY, seguida de um choque
transicional de EY para E e depois uma composta-2 de E para P. A composta-1 &
formada por uma rarefacao-1 de I¥* para E, seguida de F, para EY com )\ (E,) =
o(E,,E) =0o(E,., EY).

Observagao: Caso o choque de F, para E fosse admissivel, uma outra solugao no

espaco de estados, representando a mesma, solucao no espaco fisico-xt seria:

e Composta-1 de I®* para E seguida de uma composta-2 de E para P. A onda
composta-1 formada por uma rarefacao-1 de 1% para E,, seguida de um choque

de E, para E, com o(E,, E) = A\ (FE.), e a composta-2 andloga a anterior.

(f) Se I € (I'+ I"¥], entdo a sequéncia de ondas que compde a solucao do problema
de Riemann ¢é constituida por uma composta-1 de I para K, onde K é um estado sobre
o segmento (EY , WZF] de W! (E), seguida de um choque transicional de K para E e
depois de uma composta-2 de E para P. A composta-1 é formada por uma rarefacao de
I para um estado T sobre o segmento (F,, ™= ] extensao-1 do segmento (E,, WE] em
W (E), seguida de um choque de T para K, com o(T, K) = A\ (T). Observe também,
que se I = I temos T = TV e K = W¥E

* )

e o choque de W¥ para E ¢ o limite
do choque transicional, com o(WEF, E) = M\y(WF). A composta-2 é a mesma do item

anterior.

(g) Se I e ({1 W W), entdo a sequéncia de ondas que compoe solu¢ao do problema de

Riemann é constituida por uma composta-1 de I para M, com M sobre o segmento
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(WE W) de W!(FE), seguida de uma composta transicional de M para E, que por
sua vez é seguida de uma composta-2 de E para P. A composta-1 é formada por
uma rarefagao de I para estado T sobre o segmento (T we W) extensao-1 do segmento
(WE W) em Wt (E), seguida de um choque de T para M, com o(T, M) = \(T). A
composta transicional é formada de uma rarefacao-2 de M para WZF, seguida do limite

de choque transicional de W para E, com o(WF E) = \(WF). A composta-2 é

analoga aquela do item (d).

(h) Se I = W, entao a sequéncia de ondas que compde a solu¢ao do problema de Rie-
mann ¢ dada por uma composta transicional de W para E seguida de uma composta-2

de E para P. A composta transicional e a composta-2 sao analogas ao item anterior.

Caso limite P = P,.

De acordo com a defini¢ao de Py = U do Capitulo 2 temos que H(F,), exibida

P

* )

na Fig. 70, é tal que o estado G, , no lado [O,G] extensao-2 de Py, coincide com
o estado E. Este detalhe caracteriza uma construcao distinta daquela apresentada
para P € (Ps, P;) como veremos na constru¢ao das possiveis solugdes do problema de
Riemann para este caso.

Os possiveis segmentos de choques admissiveis em H(P,) sao (Py, E) de choque-2
e (P4, P,) de choque-1. A curva de onda-2 reversa W2 (P,) possui os segmentos [O, E)
de composta-2, (G, P,) de rarefagdo-2 e (F, P;) de choque-2, sendo que o segmento
[0, E) de composta-2 nao sera relevante na construcao. Veja Fig. 71.

Utilizaremos, mais uma vez, o segmento de choque transicional [EY WF] e o de
composta transicional [WE W] sobre Wt (E).

Dessa maneira, os estados especiais que definem construgoes distintas de solugoes
do problema de Riemann exibidos nas Figs. 70 e 71 sao P, P, F, e W*E . Os estados de
injecao sobre o lado [G, W] também mostrados na Fig. 71, que determinam estruturas
distintas nas sequéncias de ondas sao I, I¥+ ¢ I, Todos eles obtidos como nos
casos anteriores via curvas de onda-1 reversas.

As possibilidades de solu¢ao do problema de Riemann para este caso estao des-

critas logo abaixo e podem ser acompanhadas com o auxilio da Fig. 71.

(a) Se I € [G, ], entdo a sequéncia de ondas que compde a solugao do problema de
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Riemann ¢é analoga ao Caso 5 (P = P3), para I no mesmo intervalo considerado.

(b) Se I € (I™, "), entao a sequéncia de ondas que compde a solugiao do problema
de Riemann ¢é constituida por uma composta-1 de I para M sobre o segmento (Py, E)
de W?(P), seguida de um choque-2 de M para P;. A composta-1 é formada de uma
rarefagdo-1 de I para um estado T' sobre o segmento (P, E,) extensao-1 do segmento

(P, E) no lado [0, G].

(c) Se I = I+ entdao a sequéncia de ondas que compoe a solugdo do problema de
Riemann ¢é constituida de uma composta-1 de I®* para EW, seguida de um choque
transicional de EY para E, que por sua vez é seguido de um choque de E para Pj,
com o(E, Py) = \(F). A composta-1 ¢ formada por uma rarefagao-1 de I” para E,,

seguida de um choque de E, para E, com o(F,, E) = A\ (E,).

Observacgao: como nos casos anteriores, terfamos

e Composta-1 de I” para E, seguida de um choque de F para P = P, com
o(E,P;) = Xo(E). A composta-1 formada por uma rarefaciao-1 de I%* para E,,
seguida de um choque de E, para E, com o(E,, E) = A\ (E,).

(d) Se I € (I¥+ I"], entdo a sequéncia de ondas que compde a solucao do problema
de Riemann é constituida por uma composta-1 de I para K, onde K é um estado
sobre o segmento (EY, WE] de W! (E), seguida de um choque transicional de K para
E e depois segue por um choque de F para P, com o(E, P) = X\(E). A composta-
1 é formada por uma rarefacao de I para um estado 7" sobre o segmento (E*,TWE ]
extensdo-1 do segmento (E,, WE] em W! (E), seguida de um choque de T para K, com

o(T, K) = M\ (T). Observe que se I = I teremos T = TW+ | K = WF e o choque de

WE para E & o limite do choque transicional, com o(WE, E) = X\ (WE).

(f) Se I € (1 we W), entao a sequéncia de ondas que compoe a solu¢ao do problema
de Riemann ¢é constituida por uma composta-1 de I para M, com M sobre o segmento
(WE W) de W!(F), seguida de uma composta transicional de M para FE, e posteri-
ormente seguida de um choque de E para P, com o(FE,P) = X\(E). A composta-

1 é formada por uma rarefacdo de I para estado T sobre o segmento (T we W)
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extensdo-1 do segmento (WE W) em W! (E), seguida de um choque de T para M, com
o(T,M) = X\(T). A composta transicional ¢ formada de uma rarefagdo-2 de M para

WE seguida do limite de choque transicional de W para E, com o(WE E) = \o(WE).

(g) Se I = W, entao a sequéncia de ondas que compde a solugdo do problema de
Riemann é dada por uma composta transicional de W para F, seguida de um choque
de E para P, com o(E,P) = X(FE). A composta transicional é anéloga ao item

anterior.

Caso 7: Estados de Produgao P sobre o segmento (Py, P;)

Seja P um estado de produgdo arbitrario sobre o segmento (Py, P5) do lado [O, G],
onde o estado Ps corresponde ao estado X definido no Capitulo 2 como sendo aquele
estado em que sua extensao-2, correspondente ao indice “ 10 ”, pertencente ao ramo
nao local de H(Ps) coincide com o estado W como mostrado na Fig 39. O estado P
esté localizado entre os estados U e X do Capitulo 2, mas para efeito de continuidade
de nossos argumentos exibimos a H(P) na Fig. 72, para P entre V e X do Capitulo 2
e por isto H(P) ja possui um ramo nao local “ entrando ” no tridngulo de saturagoes
pelo lado [O,W]. O estado W! neste ramo nao local corresponde & extensao-2 de
indice “ 10 ” do Capitulo 2. O ramo nao local de H(P) nao possui estados M tais
que o choque de M para P seja admissivel para o critario de viscosidade como usado
neste trabalho, por isto este ramo nao é utilizado na solucao. Note que o estado G¥

bhl

de extensao-2 de P no lado [O, G], correspondente ao indice “ 9 ” no Capitulo 2, esta
entre os estados F e O. Isto implica numa ligeira mudanga na construgao das possiveis
solugoes do problema de Riemann em relagao ao caso anterior como veremos a seguir.

Os possiveis estados M € H(P) tais que o choque de M para P seja admissivel
correspondem aos segmentos (P, GT) de choque-2 e (P, P,) de choque-1. O estado P,
é a extensao-1 de P correspondente ao indice “ 8 7 no Capitulo 2.

A curva de onda-2 reversa W2 (P) é constituida pelos segmentos [GT, 0] de
composta-2 e (P, GT) de choque-2, além do segmento [G, P] de rarefagao-2.

Consideramos também neste caso o segmento de choque transicional [EY WE] e

o de composta transicional (W W] na curva de onda transicional reversa W (E).

Os estados especiais para este caso mostrados nas Figs. 72 e 73 sao: P, E, P,,
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E,., EV ¢ WF. Consequentemente, temos os seguintes estados de injecdo sobre o lado
[G, W] que determinam estruturas distintas nas sequéncias que compoem a solugao do
problema de Riemann. Sao eles I™+, I®+ ¢ [+ como mostrados na Fig. 73.

Assim, temos as seguintes possibilidades de solu¢ao do problema de Riemann,
de acordo com a localizagao do estado I ao longo do lado [G, W], as quais podem ser
acompanhadas com auxilio da Fig. 73.

(a) Se I = G, entéao a sequéncia de ondas que compoe a solucao ¢ dada por uma anica

onda de rarefagao-2 de G para P.

(b) Se I € (G, I™), entao a sequéncia de ondas que compoe a solucio do problema
de Riemann é constituida de uma composta-1 de I para M, com M sobre o segmento
(G, P) de W2 (P) no lado [0, G], seguida de uma rarefagao-2 de M para P. A composta-
1 é formada por uma rarefagdo de I para um estado T sobre o segmento (G, P;)
extensao-1 do segmento (G, P) no lado [0, G], seguida de um choque de T para M,
com o(T, M) = \(T).

(c) Se I = I entao a sequéncia de ondas que compde a solugao é constituida por uma
tinica onda composta-1 de I™* para P. A composta-1 é formada por uma rarefacao de

I+ para o estado P,, seguida de um choque de P, para P, com o(P,, P) = X\ (P,).

(d) Se I € (I, IP+), entdo a sequéncia de ondas que compoe a solugio ¢ constituida
por uma composta-1 de I para M, com M sobre o segmento (P, E) de W?(P) no
lado [0, G], seguida de um choque-2 de M para P. A composta-1 é formada de uma
rarefagao-1 de I para um estado 7" sobre o segmento (P,, F,) extensdo-1 do segmento

(P, E) no lado [O, G], seguida de um choque de T para M, com o(T, M) = X\ (T).

(e) Se I = I®+, entao a sequéncia de ondas que compde a solugio é constituida por uma
composta-1 de I®* para EYV, seguida de um choque transicional de EYV para E, seguido
de um choque-2 de E para P. A onda composta-1 é formada por uma rarefacao-1 de
I para FE,, seguida de um choque de E, para E, com o(E,, E) = \(E,).

Observagao: Como nos casos anteriores uma outra possibilidade de solu¢ao no espago

de estados, representando a mesma solu¢ao no espaco fisico-zt seria:

e Composta-1 de I” para E, seguida de um choque-2 de E para P. A onda
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composta-1 sendo formada por uma rarefacio-1 de I%* para E,, seguida de um
choque de F, para F com \(FE,) = o(E,, E). Porém este choque de E, para F

nao é admissivel.

(f) Se I € (IF+, [W*E], entao a sequéncia de ondas que compoe a solugao é con-
stituida por uma composta-1 de I para K, onde K é um estado sobre o segmento
(EY ,WE] de W! (E), seguida de um choque transicional de K para E, o qual é seguido
por um choque-2 de F para P. A composta-1 é formada por uma rarefacao de I para
um estado T sobre o segmento (E,, TV*] extensdo-1 do segmento (E,, WF] em W (E),
seguida de um choque de T para K, com o(T, K) = A(T). Observe também, que se
I=1"" temos T =TV ¢ K = WZE. e o choque WF para E & o limite de um choque

transicional, com o(WF, E) = \y(WE).

(g) Se I € (I, W), entdo a sequéncia de ondas que compde a solucio é constituida
por uma composta-1 de I para M, com M sobre o segmento (WE W) de W' (E),
seguida de uma composta transicional de M para E, a qual é seguida de um choque-2
de E para P, com o(FE,P) = X(F). A composta-1 é formada por uma rarefagao
de I para estado T sobre o segmento (TW+ W) extensdo-1 do segmento (WZE W)
em W' (FE), seguida de choque de T para M, com o(T,M) = M\ (T). A composta
transicional é formada de uma rarefacao-2 de M para WE, seguida do limite de choque

*

transicional de WF para E, com o(WF E) = X\(WF).

(h) Se I = W, entao a sequéncia de ondas que compode a solugdo do problema de
Riemann é dada por uma composta transicional de W para E, seguida de um choque-2

de E para P. A composta transicional é andloga ao item anterior.

Caso limite P = B
Para este caso limite P = P5 a modificacao que ocorre é apenas relativa ao
ramo nao local de H(P), que como foi dito antes fica todo acima do segmento [E, W]
tangenciando-o exatamente no estado WZ, isto ¢, o estado W! da Fig. 72 passa a
coincidir com WE. Sendo assim, como este ramo nao local nao possui estados M tais

que o choque de M para Ps seja admissivel, nada muda com relagao a construcao da

solugao para P sobre o segmento (Py, Ps).
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Caso 8: Estados de Produgao P sobre o segmento (Ps, P

Seja P um estado de produgao arbitrario sobre o segmento (Ps, Ps) do lado [O, G], onde
o estado Py corresponde ao estado Y introduzido no Capitulo 2 tal que sua extensao-2
no ramo nao local correspondente ao indice “ 10 ” é também um ponto do conjunto
de inflexdo-1 entre T e W da Fig. 50. A curva de Hugoniot por P esta exibida na
Fig. 74. O diferencial deste caso para o caso anterior é que o ramo nao local da curva
de Hugoniot H(P) passa a ter o segmento [PY, WF] de choque-2 admissivel abaixo do
segmento [E, W]. Quanto a Fig. 74(b) o estado P} ¢ definido com sendo a intersecgao
do ramo nao local da Hugoniot por P com o segmento [E, W] de H(E); e o estado
WP corresponde & extensdo-2 de indice “ 10 7 de P, do Capitulo 2 e o estado G¥
corresponde & extensao-2 de indice “ 9 7 de P, do Capitulo 2. O segmento [E,, P}
¢ a extensao-1 do segmento [EY, P}] de choque transicional em H(E); o segmento
[Py, TV é a extensdo-1 do segmento [P}, W7F) de choque-2 em H(P).

A curva de onda-2 reversa W2 (P) formada pelos segmentos [O, GT) e (WF, W] de
composta-2, pelos segmentos (P, E) e [Py, WZF) de choque-2; e pelo segmento [G, P)
de rarefacao-2.

Temos também o segmento de choque transicional [EY WE| da curva de onda
transicional reversa W' (E). Porém segmento (PR, WZE] de W! (E) nio é relevante
devido & incompatibilidade geométrica de velocidades. A justificativa desta incompati-
bilidade ¢ semelhante ao Caso P € (P, ) sendo que (P}, P) = o(E, P) e por esta
razao omitiremos.

Os estados especiais mostrados nas Fig. 74 e Fig. 75 sdo: P, E, E,, EV, P} e
WP,

Com base nos segmentos que constituem W2 (P) e W' (E) determinamos os esta-
dos de injegao que separam segmentos no lado [G, W] do tridngulo de saturagoes com
construcgoes distintas para a sequéncia de ondas que compoe a solucao do problema de
Riemann. Na Fig. 75 eles estdo denotados por: [P, 5+ 7% e IV< .

De acordo com a localizagao de I sobre o segmento [G, W] temos as seguintes pos-

sibilidades para a sequéncia de ondas que compoe a solug¢ao do problema de Riemann,

as quais podem ser acompanhadas com o auxilio da Fig. 75:

(a) Se I € [G,IP+], entdao as possibilidades de solugdo do problema de Riemann ¢é
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analoga ao Caso P € (Py, Ps|, no mesmo intervalo considerado.

(b) Se I € (I, I Ch ), entdo a sequéncia de ondas que compde a solu¢ao do problema
de Riemann é constituida por uma composta-1 de I para K, com K sobre o segmento
[EY PY) de W' (E), seguida de um choque transicional de K para E, que por sua
vez é seguido de um choque-2 de E para P. A composta-1 é constituida por uma
rarefagdo-1 de I para um estado T' sobre o segmento (F,, P;) extensao-1 do segmento

(EY . PY), seguida de um choque de T para K, com o(T, K) = \(T) < (K, E).

(c) Se I = IF o4 , entao a sequéncia de ondas que compoe a solugao do problema de
Riemann é constituida por uma composta-1 de I para PY, seguida de um choque
transicional de P} para E e depois de um choque-2 de E para P. A composta-1 é
formada por uma rarefagao-1 de I para o estado P}, seguida de um choque de P}, para
P} com o(Pj, PY) = M (P});

Observagao: Se o choque de P}/ para P fosse admissivel, entdao terfamos outra possi-
bilidade de sequéncia no espacgo de estados, porém representando a mesma solugao no

espaco fisico-xt:

e Composta-1 de I" 4 para PY, seguida de um choque-2 de P}} para P. A

composta-1 ¢ analoga a anterior.

(d) Se I e (IPE" I"), entdo a sequéncia de ondas que compde a solucdo do pro-
blema de Riemann é constituida de uma composta-1 de [ para M, com M sobre o
segmento (P}, WZF) de W2 (P), seguida de um choque-2 de M para P. A composta-1
é constituida de uma rarefa¢ao-1 de I para um estado T sobre o segmento (Pj;, ™ )
extensdo-1 do segmento (PY,WF) de W2 (P), seguida de um choque de T para M,
com o(T, M) = M\ (T).

(e) Se I =1 we , entao a sequéncia de ondas que compoe a solugao do problema de

W para WP, seguida de choque de WP

*

Riemann ¢é constituida de uma composta-1 de
para P, com o(WF, P) = X\(WZF). A composta-1 é constituida de uma rarefagao-1 de

I para TV | seguida de um choque de 7%+ para WP, com O'(TW*P, Wr) = )\1(TW*P).

*

(f) Se I € (I we W), entao a sequéncia de ondas que compoe a solu¢ao do problema
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de Riemann é constituida de uma composta-1 de I para M, com M sobre o segmento
(WF W) sobre W?(P), seguida de uma composta-2 de M para P. A composta-1 é
constituida de uma rarefagdo-1 de I para um estado 7" sobre o segmento (7' W W)
extensao-1 do segmento (WX, W) de composta-2, seguida de um choque de T para M,
com o (T, M) = M\ (T). A composta-2 é constituida de uma rarefacio-2 de M para W7,
seguida de um choque de W[ para P, com o(WF, P) = \(WF).

(g) Se I = W, entao a sequéncia de ondas que compde a solugdo do problema de
Riemann é constituida de uma composta-2 de W para P. A composta-2 é constituida de
uma rarefagao-2 de W para W7, seguida de um choque de W7 para P, com o(W?F, P) =

A (W)

Caso limite P = F;

A curva de Hugoniot (reversa) por Py esta exibida na Fig. 76. De acordo com
a definigao de Ps (estado Y descrito no Capitulo 2) o estado W[ extensao-2 de P
(de indice 10) coincide com um ponto de interse¢do entre o conjunto de inflexao-1 e a
extensao-2 do lado [0, G]. Com isto, o estado TV extensdo-1 de WF desaparece ja
que passa também a coincidir com WF. Ainda na Fig. 76(b) e 77, o segmento [E,, P;]
corresponde & extensdo-1 do segmento [EY | PY] de H(FE) e o segmento [P}, W] cor-
responde & extensao-1 do segmento [P}, WF] de choque-2 em H(P).

A solucao para este caso é analoga ao caso anterior, exceto para o estado de
injecao I"*" devido a coincidéncia entre os estados TW+ e WPF. Para este estado a
onda composta-1 reduz-se a uma onda de rarefacao-1 de 1 W para WF. Depois temos
um choque de WF para Ps, com a(W?F, Ps) = \o(WF).

Por este motivo nao exibiremos toda a descricao da solu¢ao do problema de Rie-

mann para este caso, mas exibiremos a Fig. 77 que ilustra resumidamente as possiveis

solugoes.

Caso 9: Estado de Produgao P sobre o segmento (Fs, ;]

Seja P um estado de produgao arbitrario sobre o segmento (Fs, P;) do lado [O,G]. O
estado P; foi definido como sendo o estado N do Capitulo 2 tal que o ramo nao local de

H(N) tangencia a extensdo-1 do lado [O, G| justamente no estado 77 = Ny; = Npp. A
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curva de Hugoniot por P esta exibida na Fig. 78. O estado Ps na Fig. 78(b) ¢é definido
pela intersegao do ramo nao local de H(P) com o conjunto de inflexdo-1. Destacamos
que o segmento (P}, Ps) de H(P) fica entre o segmento [E, W] de birfurcagao se-
cundaria e o conjunto de inflexdo-1, enquanto o segmento (Pg, WF) fica abaixo do
conjunto de inflexao-1. O segmento [E,, Pi] é extensdo-1 do segmento [EY P¥] e o
segmento [P, Ps] é extensdo-1 do segmento [P}, Ps].

A curva H(P) possui o segmento (P, P,) de choque-1 admissivel, segundo o
critério de viscosidade. Como nos casos anteriores o estado P, é extensdo-1 (de indice
“87) do estado P, isto &, o(Py, P) = A\ (Ps).

Os segmentos de choque-2 admissiveis de H(P) segundo o critério de viscosidade
sao: (P,GT) e [PY,WP), sendo que o segmento [P, Ps) esta acima do conjunto de
inflexao-1.

A curva de onda-2 reversa W2 (P) relevante em nossa construgao é dada pelo
segmento [0, GT) e (WP W] de composta-2, pelos segmentos (P,GL) e [Py, WF) de
choque-2 e, o segmento |G, P) de rarefagdo-2. O estado Pg exibido na Fig. 79(b) é
definido como sendo intersegao do segmento (W1 W] de composta-2 com o conjunto de
inflexao-1. Chamamos a atengao que o segmento de composta-2 [WF, Pg) fica abaixo
do conjunto de inflexdo-1, enquanto o segmento (Pg, W) fica acima.

Na curva de onda transicional reversa W! (E) temos os segmentos [T7, WF] de
choque transicional e o segmento [W 7, W] de composta transicional, sendo que apenas o
segmento [EY | PY¥] sera utilizado na construgao da solugio, devido a incompatibilidade
geométrica de velocidades de ondas.

Os estados especiais para este caso P € (Ps, P;) sdo: P, E, E,, P, WP Ps e
Pr, os quais estao mostrados nas Figs. 78 ou 79.

Desta forma temos os seguintes estados de injecao sobre o lado [G, W] que deter-
minam estruturas distintas nas sequéncias de ondas que compoe a solucao do problema
de Riemann, como mostrados na Fig. 79. Sao eles [T, IB« P& [Ps W& o [Pr og
quais foram obtidos usando curvas de onda-1 reversas, como nos casos anteriores.

Assim, temos as seguintes possibilidades de solugao do problema de Riemann,
de acordo com a localizagao do estado I ao longo do lado [G, W], as quais podem ser
acompanhadas com o auxilio da Fig. 79.

(a) Se I € [G, I 4 |, entdo as possibilidades de solu¢do do problema de Riemann é
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analoga ao Caso P € (Ps, ), com o estado de injegdo I no mesmo intervalo consi-

derado.

(b) Se I € (IPEV, I7s), entao a sequéncia de ondas que compoe a solugao do problema
de Riemann é constituida de uma composta-1 de I para M, com M sobre o segmento
(PY, Ps) de choque-2 de W?(P), seguida de um choque-2 de M para P. A onda
composta-1 é constituida de uma rarefacao-1 de I para um estado 7" sobre o segmento
(P}, Ps) de extensao-1 do segmento (PR, Ps) de W2 (P), seguida de um choque de T
para M, com o(T, M) = M\ (7).

Esta construcao em que a primeira onda da sequéncia é composta-1 termina aqui
porque o estado Pg é um ponto de inflexdo-1, como definido acima. Assim o proximo
item é o responsavel pela mudanga da construcao da solucao com em relacao ao Caso

P e (Ps, Py

(c)SeIel[IPs I we ), entdao a sequéncia de ondas que compde a solugao do problema
de Riemann é constituida de uma rarefacao-1 de I para M, com M sobre o segmento

[P, I"+") de choque-2 de W2 (P), seguida por um choque-2 de M para P.

(d) SelI =1 w.” , entao a sequéncia de ondas que compoe a solucao do problema de

Riemann é constituida de uma rarefacao-1 de I para WY, seguida de choque de W7’

para P, com o(WZF, P) = \(WPF).

(e) Se (I W IP R] entao a sequéncia de ondas que compoe a solugdo do problema de
Riemann é constituida de uma rarefagao-1 de I para M, com M sobre o segmento
(WP Pgl, seguida de uma composta-2 de M para P. A composta-2 é formada por uma
rarefagao-2 de M para W seguida de um choque de WY para P, com o(WF P) =
Ao (W).

Chamamos a atenc¢ao, novamente, que Pr ¢ um ponto de inflexao-1 como definido

acima.

(f) Se (I™r W), entdao a sequéncia de ondas que compde a solu¢io do problema de
Riemann é constituida de uma composta-1 de I para M seguida de uma composta-2

de M para P. A composta-1 é formada por uma rarefacao-1 de I para um estado T
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sobre o segmento (Pg, W) extensao-1 do segmento (Pg, W) de rarefa¢ao-2, seguida de

um choque de T para M, com o(T, M) = A\ (T). A composta-2 é aniloga ao item e.

(g) Se I = W, entao a sequéncia de ondas que compoe a solugao do problema de

Riemann é constituida de uma composta-2 de W para P analoga ao item e.

Caso limite P = P;
O caso P = P; segue analogamente a solu¢ao do problema de Riemann para o
caso P € (Ps, P;). A tinica mudanca é que os estados Pg e T na Fig. 78 coincidem.

Por esta razao omitiremos a descricao da solucgao.

Caso 10: Estado de Produgao P sobre o segmento (P, Fs]

Considere P um estado de produgao arbitrario sobre o segmento (Pr, Ps) no lado (O, G],
onde Pg foi definido como sendo o estado Z do Capitulo 2 tal que sua extensao de indice
“ 127 coincide com o estado E, de H(E) e também o(E,, P3) = o(E,, P) = A\a(E,). Na
Fig. 80 esté exibida a curva de Hugoniot (reversa) por P, bem como H(E). Frisamos
aqui que este é o caso mais trabalhoso de escrever a solucao devido ao fato da regiao
entre o conjunto de inflexao-1 e o segmento [E, W] proximo do ponto T ser muito
pequena e também envolvendo uma variagdo minima de velocidades. A curva H(P)
possui os seguintes segmentos de choques-2 admissiveis que podem atingir P: (P, GY)
ao longo do lado [0, G], [Py, Pz) e (Px,WF) no ramo nao local e o segmento de
(P, P,) de choque-1. O segmento [Pz, Px) no ramo nao local correspondem a choques
compressivos, os quais nao sao usados na construcao da solucao devido a falta de com-
patibilidade geométrica entre as velocidades. Como nos casos anteriores os estados P,
e GT sdo extensoes do estado P, com o(P,, P) = M\ (P,) e o(G?, P) = \y(GT). Temos
também que os estados Py e Px sao as extensoes-1 de P, que correspondem aos estado
de indices“ 11”7 e* 12”7 descritos no Capitulo 2 para P = Z (veja a Fig. 43(b) mostrando
Z11 e Zyg para o caso P = Z do Capitulo 2). Na Fig. 80(b) o segmento [E,, P}| é
extensao-1 do segmento [EY, P}Y] e o segmento [P}, Pj] é extensdo-1 do segmento
[Pg/ , Pz]. Frisamos aqui que estes segmentos de extensdo sao relativamente pequenos
e que as suas geometrias foram obtidas através de varios experimentos numéricos com

o programa PAKMAN.



69

Os estados Px e P; na Fig. 80(b) sao extensoes-1 dos estados Py e Py, res-
pectivamente. Vamos mostrar que Px ¢é extensao-1 de Py, o outro caso é analogo.
Primeiramente construimos os graficos das velocidades sobre o ramo nao local de H(P)
que estao exibidos na Fig. 81. Lembramos que o estado Px esta bem determinado pela
extensdo-1 de indice “ 12”7 do Capitulo 2 e por isto podemos obter \;(Px) = o(Px, P).
Na Fig. 81(b) a reta de altura A\;(Pyx) corta o grafico da velocidade de choque o(-, P)
no estado P%. Isto define o estado Py em H(P) tal que o(P%, P) = A (Px). Mas
por outro lado, temos o(Px, P) = A;(Px). Desta forma, pela Regra do Choque Triplo
segue que Py € H(Px) e o(Px, P%) = A (Px), como queriamos.

Observagao: Note na Fig. 81(b) a variagdo minima das velocidades numa vizinhanga
de Py.

A curva de onda-2 reversa W2 (P) ¢ dada pelos segmentos (W, W] e [0, GE) de
composta-2, pelos segmentos (P, G|, [P}, Px] e (Px, W) de choque-2 e também o
segmento (P, G] de rarefagao-2. Além de W2 (P) temos também o segmento de choque
transicional [EY, P}Y] da curva de onda transicional reversa W!(FE). Embora nio
esteja representado na Fig. 80(b), frisamos que o estado Ps intersegdo de H(P) com
o conjunto de inflexao-1 esta localizado entre P, e P;. Destacamos que atraves de
experimentos com o programa PAKMAN concluimos que o segmento (P%, Pz] ndo ¢
utilizado na construcaao da solucao devido a falta de compatibilidade geométrica entre
as velocidades dos choques na sequéncia candidata a solugao, ou seja, se usamos um
choque de um estado T" sobre o segmento [Py, P;] & um estado M sobre o segmento
[P%, Pz] e um choque-2 de M para P, entao verificamos que o(T, M) > o(M, P). Ja
os segmentos [TF, EV] e (PY,WF) de choque transicional também néo sao utilizados
devido a falta da compatibilidade geométrica, mas neste caso ¢ mais simples verificar,
basta usarmos os graficos das velocidades de choque a partir das expressoes explicitas
das curvas de Hugoniot como ja frizamos em outros casos.

Dessa maneira temos os seguites estados especiais exibidos na Fig. 82: P, E, EV
E., P}/ Py, Pk, Px e WP, Além do estado Pg definido no caso anterior como sendo a
interse¢ao do conjunto de inflexao-1 com o segmento (WZ W] de composta-2 na curva
de onda reversa W2 (P).

Os estados de injegao sobre o lado [G, W] que determinam estruturas distintas

nas sequéncias de ondas que compoe a solucao do problema de Riemann, também



70

mostrados na Fig. 82 sao [P+, [F- [Pe | [Px WS ¢ [Pr,

As possibilidades de solugao do problema de Riemann para este caso estao des-
critas logo abaixo e podem ser acompanhadas com o auxilio da Fig. 82.
(a) Se I € [G, I 5 |, entdo as possibilidades de solu¢do do problema de Riemann é
anéaloga ao Caso P € (Ps, Ps), com o estado de inje¢do I no mesmo intervalo consi-

derado.

(b) Se I € (IT y 1P X], entao a sequéncia de ondas que compoe a solugao do problema
de Riemann é constituida de uma composta-1 de I para M, com M sobre o segmento
(PY, P%] de choque-2 em W2 (P), seguido de um choque-2 de M para P. A onda
composta-1 é constituida de uma rarefagao-1 de I para um estado 7" sobre o segmento
(P}, Px] extensao-1 do segmento (P}, Px] de W2(P), seguida de um choque de T
para M, com o(T, M) = M\ (T). Se [ = I entdao T = Px e M = P%. Este Caso (b)

¢é responsavel pela mundanca da solugao deste caso em relagao ao caso anterior.

(c) Sel e (I™*,I Wy ), entdo a sequéncia de ondas que compde a solugdo do problema
de Riemann é constituida de uma rarefacao-1 de I para M, com M sobre o segmento

(Px,W?F) de choque-2 em W?(P), seguida por um choque-2 de M para P.

*

(d) Se I € [I wr W], entao as possibilidades de solu¢ao do problema de Riemann é
andloga ao Caso P € (Fs, Pr], com o estado de inje¢do I no mesmo intervalo consi-

derado.

Caso limite P = B
Considere o estado de produgao P = Py sobre o lado [O, G|, onde Py foi definido
na Secao 3.2 deste Capitulo como sendo o estado Z do Capitulo 2 o qual satisfaz a

Regra do Choque Triplo com os estados E e FE,, ou seja,
M(Ey) =0(E, E)=0(FE,, P)=0(E,P).

Na Fig. 43 esta exibida a curva de Hugoniot por Py = Z. Os estados Zg, Zg € Z1p na
Fig. 43 sao os estados P,, G e WP da Fig. 83. Um fato importante neste caso é que
como E, também é uma extensao-1 de EY | isto é, \{(E,) = o(E., EY) temos que os

* )

estados Py, P e E, coincidem, como também os estados Pj, Py e EY ficando claro
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por argumento de continuidade a nao utilizacao do segmento de choque transicional
(EY,WF] da curva de onda transicional W! (F) na construgao da solugao do problema
de Riemann devido a falta de compatibilidade geométrica entre as velocidades. O tnico
estado satisfazendo a compatibilidade geométrica (no limite) é o estado EV = PV =
P%.

A curva de onda-2 reversa W2 (Pg) ¢ dada pelos segmentos [0, GT) e (WF, W]
de composta-2, pelos segmentos [E,, W) e (P,G) de choque-2, além do segmento
|G, Py) de rarefagao-2.

Em resumo, temos os seguinte estados especiais para este caso P = FPg, como
mostrado na Fig. 83: P, E, P,, E, e WF.

Os estados de injegdo que separam segmentos no lado [G, W] do triangulo de
saturacoes com estruturas distintas das sequéncia de ondas que compoe a solugao do
problema de Riemann sdo: I™, I®+ e I+ . Todos estao exibidos na Fig. 83

Baseado nestas informgoes, temos as seguintes possibilidades de solugao do pro-
blema de Riemann, de acordo com a localizagao do estado I ao longo do lado [G, W]
do triangulo de saturacoes. Na Fig. 83 estao exibidas as representacoes das possiveis

solugoes.

(a) Se I € [G,IF"), entdo as possibilidades de solucio do problema de Riemann é

anéaloga ao Caso P € (Ps, Ps), para I no mesmo intervalo considerado.

(b) Se I = IP, entao a sequéncia de ondas que compde a solu¢io do problema de
Riemann pode ser descrita de duas maneiras distintas no espago de estados, porém

representando a mesma solugao no espaco fisico-xt. Sao elas:

e Composta-1 de I = IP* para P = P;. Esta composta-1 é formada por uma
rarefacao-1 de I®* para FE,, seguida de um choque de E, para P = P, com
o(E,, Ps) = M(E,). Admissibilidade de choque de E, para P = Py, pode ser

observada no plano de fases exibido na Fig. 56.

e Composta-1de I = I" para EYY = P!V = P} seguido de um choque transicional
de EY para E, que por sua vez é seguido de um choque-2 de E para P = Ps. A

composta-1 ¢ constituida de uma rarefacao-1 de I = I'”* para F,, seguida de um
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choque de E, para E)Y, com o(E,, EY) = A\ (FE,).

Note que nos dois casos a velocidade final de choque que atinge P = Py é a
mesma, assim como a velocidade final sobre o segmento de rarefagao, o que caracteriza

a mesma solu¢ao no espaco fisico-xt.

(d) Se I € (I"+,W], entdo as possibilidades de solu¢iao do problema de Riemann ¢é
analoga ao Caso P € (P;, Pg), com o estado de injegdo I no mesmo intervalo consi-

derado, lembrando que EYY = P}/ = Py e E, = P}, = Px.

Caso 11: Estados de Produgao P € (Fs, G)

Este caso passa a diferir do anterior devido a nao mais utilizagao de choques transi-
cionais na solucao.

Primeiramente, determinamos a curva de Hugoniot pelo estado P a qual esta
ilustrada na Fig. 84.

Os segmentos relevantes em H(P) de choque-2 admissiveis segundo o critério de
viscosidade sdo: (P,GT] e [P,, WF). Os estados P, P,, WF e GI sdo as extensdes do
estado P satisfazendo o(P,, P) = A\ (P,), o(P,,P) = M (P.), o(WEF, P) = M(WF) e
o(GT P) = X\y(GT). Os estados P, e P, correspondem & extensdo-1 de indices “ 8 7 e
“ 127 do Capitulo 2, respectivamente.

O estado PY na Fig. 84 ¢ definido como sendo o estado sobre o lado [0, G] da
H(P) onde & satisfeita a Regra do Choque Triplo com os estados P e P,. Este estado
P% pode ser melhor caracterizado usando os gréficos de velocidades de choque, mas
nio faremos aqui por ser anélogo ao caso P € (O, P;). Portanto temos, A\ (P,) =
o(P,,P%) = o(P,,P) = o(P%, P).

Assim, a curva de onda-2 reversa W?(P) é dada pelos segmentos [O,GY) e
(WP W] de composta-2, pelo segmento (P, GE] e [P., WF) de choque-2. No entanto os
segmentos [0, GF] e (P, GT) nio serdo usados na construgao como veremos adiante.
Resumidamente temos os seguintes estados especiais em W? (P) mostrado na Fig. 84:
P, PS, P,, P,, WP e Pg, onde Py ¢ definido pela intersecao do segmento (WX W) de

composta-2 com o conjunto de inflexdo-1, sendo que o segmento (Pg, W) fica entre o

conjunto de inflexao-1 e o segmento [E, W].
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Com base nestes estados especiais os estados de injecao que separam segmentos
no lado [G, W] do triangulo de saturagoes com construgoes distintas para a sequéncia
de ondas que compoe a solucao do problema de Riemann, mostrados na Fig. 85, sao
]P*, IP*, IPr o TV

De acordo com a localizacao de I sobre o lado [G, W] temos os seguintes casos,

os quais podem ser acompanhados pela Fig. 85:

(a) Se I € [G,I™], entdo as possibilidades de solugao do problema de Riemann ¢é

anéloga ao Caso P € (Ps, Ps), do mesmo intervalo considerado.

(b) Se I € (I™, 1 P *), entdo a sequéncia de ondas que compoe a solugao do problema
de Riemann é constituida por uma composta-1 de I para M sobre o segmento (P, P%)
de choque-2 em W2 (P), seguida de um choque-2 de M para P. A composta-1 é
formada de uma rarefagao-1 de I para um estado 71" sobre o segmento (P, P,) extensao-
1 do segmento (P, PY) no lado [O,G], seguida de um choque de T para M, com
o(T, M) =X\ (T).

(c)Sel=1 P *, a sequéncia de ondas que compoe a solucao do problema de Riemann
pode ser descrita de duas maneiras distintas no espago de estados, porém representando

a mesma solu¢ao no espaco fisico-xt. Sao elas:

e Composta-1 de I = 1P para P. Esta composta-1 é formada por uma onda de
rarefacdo-1 de I = I para P,, seguida de um choque compressivo de P, para
P, com o(P,, P) = A\ (P,);

e Composta-1 de I = I™ para P%, seguida de um choque-2 de PS¢ para P. A
composta-1 é formada por uma rarefacao-1 de I =1 P. para o estado P, seguida

de um choque de P, para P, com o(P,, P%) = M\ (P,);

A unicidade da solugao no espago fisico-xt mais uma vez segue da Regra do Choque

Triplo, uma vez que \,(P,) = o(P,, PY) = o(P,, P).

*

(d) Sel € (I P. WX ), a sequéncia de ondas que compde a solugao do problema de
Riemann é constituida de uma rarefacao-1 de I para M, com M sobre o segmento

(P,,WF) de choque-2 em W2 (P), seguida de um choque-2 de M para P.

*
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(e) Se I € [I we , W], entdo as possibilidades de solugdo do problema de Riemann
sao analogas ao Caso P € (P;, Pg), com o estado de inje¢ao I no mesmo intervalo
considerado.
Caso limite P =G

Para o estado de producao P = G, isto é, se o reservatorio possuir apenas gas,
entdo com relacdo a Fig. 85, os estados P¢ e P, passam a coincidir com o estado G, o
estado W7 passa a coincidir com o estado I+ no lado [G, W] e com isto a solugao sera
simplesmente a propria solugao de Buchley-Leverett, considerando uma das fungoes de

fluxo f, ou f, restritas ao lado [G,W]. Assim, de acordo com a localizagdo de I no

lado [G, W] temos os seguintes casos:
(a) Se I € |G, [Wf), entao a solugao consiste de um choque-2 de I para P = G.

(b) Se I €[I W W1, entao a solugao consiste de uma composta-2 de I para P = G.
Esta composta-2 é formada por uma rarefagao-2 de I para [ WY e de um choque de
I com o (I, @) = A\y(I™7). Vale salientar que se I = I+ entéo a composta-2 se

reduz ao choque caracteristico a esquerda.



Capitulo 4

Conclusoes e Perspectivas de

Trabalhos Futuros

Conclusoes

Neste trabalho construimos a solucao do problema de Riemann associado a um
sistema de duas leis de conservagao proveniente da modelagem matematica de um es-
coamento trifasico num meio poroso com dados de producao P representando misturas
do tipo gas/oleo e dados de injegao I representando misturas do tipo gas/agua. Con-
cluimos que a partir do estado de producao P = Py até o estado de producao P = Py
nosso trabalho difere substancialmente do trabalho de (GUEDES, 2009) onde foi con-
siderado o estado de produgao representando misturas do tipo agua/6leo. A diferenga
fundamental é que em (GUEDES, 2009) parte do conjunto de inflexdo-1 envolvida
na constru¢ao da solu¢ao coincide com o segmento [G, D] de bifurcagao secundaria
no triangulo de saturagoes. Isto fez com que a intersecao do conjunto de inflexao-1
com o segmento |G, D] e a interse¢do do conjunto de extensao-1 do lado [O, W] com o
segmento |G, D] coincidissem num mesmo ponto, (14 denotado por 7). Ja no nosso
trabalho temos que o estado T (intersecao do conjunto de inflexdo-1 com o conjunto
de extensdo-1 do lado [0, G]) nao coincide com o estado T (interse¢ao do conjunto
de extensao-1 do lado [0, G] com [E, W]), o que fez com que a dificuldade aumentasse
consideravelmente e tivemos que lancar mao de muitos experimentos numéricos com

o programa PAKMAN para chegarmos as solugbes apresentadas no Capitulo 3 para
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P entre Ps e Ps. Uma outra diferenca clara é que em (GUEDES, 2009) o estado de
inflexdo-2 ao longo do lado [O, W] do triangulo de saturagoes coincide com o estado
D tal que H(D) possui uma bifurcagio secundaria no estado TP, enquanto em nosso
trabalho o estado de inflex@o-2 ao longo do lado [O, G], denotado por 7" no Capitulo 2,
ou por P; no Capitulo 3, nao coincide com o estado E tal que H(FE) possui uma bi-
furcacao secundaria no estado TF. Estas duas diferencas com relacio ao trabalho de
(GUEDES, 2009) fez com que o nimeros de casos a serem considerados para o estado

de produgao P aumentasse de 5 para 10 em nosso trabalho.

Perpectivas de Trabalhos Futuros

Dadas as conclusoes acima apresentadas, é interessante para a completude deste
trabalho descrever todas essas solugoes no espago fisico-xt, uma vez que, para algumas
solucoes apresentadas no Capitulo 3 a sequéncia de ondas que compoe a solugao do
problema de Riemann pode ser descrita de duas maneiras distintas no espago de esta-
dos, porém representando a mesma solu¢ao no espaco fisico-rt. Desta forma pode-se
também detectar qual é a mistura 6tima de injecao para obter a recuperacao maxima
de 6leo para cada estado de producao P fixado. Ainda também como trabalho futuro,
deve-se considerar o modelo de um escoamento em que as viscosidade das trés fases sao
todas distintas sujeito & injegao de misturas do tipo dgua/gas para deslocar uma mis-
tura trifasica (dgua, Oleo, gas), a principio para P proximo de O (reservatorio virgem)

e depois ampliar para outros estados no interior do triangulo de saturagoes.



Apéndice A

Resultados Basicos sobre Leis de

Conservacao

Neste Capitulo sao apresentado alguns resultados basicos da teoria de leis de
conservagao e sobre o problema de Riemann de modo que o texto seja o minimo
auto suficiente. Para maiores detalhes consultar (SMOLLER, 1994), (SERRE, 1999),
(DAFERMOS, 2000) entre outros.

Um sistema de n leis de conservagao unidimensional em n-variadveis é um sis-
tema de equagoes diferenciais parciais (EDP), dependendo do tempo e de uma posigao

espacial, da seguinte forma

oU(xz,t)  OF(U(x,t))
ot + ox

em que U € 2 C R” representa as variaveis de estados e F' : 2 — R” ¢ a fungao de

=0, zeR, teR", (A.1)

fluxo associada, normalmente considerada de classe C*(2). Em dindmica dos fluidos o
conjunto 2 é geralmente referido como o espaco de estados e R x R* ¢é referido como
espaco fisico-xt.

Definigao 1.1: O sistema (A.1) é dito hiperbdlico em Q quando a matriz jacobiana de
F, denotada por DF(U) = A(U), tem autovalores reais A\; < Ay < -+ < \,, para todo
U € Q). Se todas as desigualdades forem estritas entao o sistema € dito estritamente
hiperbolico. Um estado onde ocorre a igualdade entre todos autovalores € dito ponto de

singularidade hiperbolica do sistema. No caso de existir uma singularidade hiperbolica
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isolada Uy, tal que DF(U,) seja mailtipla da matriz identidade, o ponto U, é chamado

de ponto umbilico.

A.1 Problema de Cauchy

O problema de Cauchy consiste do sistema (A.1) atrelado & uma condigao inicial

previamente fixada, isto é,
U(z,0) =Uy(x), VxeR. (A.2)

Definicao 1.2: Uma solugao cldssica do problema de Cauchy € uma funcao U : R x
RT — Q C R"™ de classe C' que satisfaga o sistema de equagdoes (A.1) e a condigdio
inicial (A.2).

Definigao 1.3: Uma solugdo fraca do problema de Cauchy (A.1)-(A.2) é uma fungao
UelLl (RxTRY) tal que

// U, )n(s1) + F(U(, 1)), t)dxdt+/ Uo(2)(z, 0)dz — 0,

para toda fungao teste ¢ : R x [0,00) — R™, de classe C* e de suporte compacto em

R x [0, 00).

A.2 Problema de Riemann

O problema de Riemann para o sistema de n leis de conservagao, centrado na
posi¢do x = 0, é um caso particular do problema de Cauchy para o sistema (A.1)
em que a condic¢oes iniciais sao tomadas constantes por partes possuindo um salto na
origem, ou seja,

U_, sex <0
Ulx,t =0)= (A.3)
Uy, sex >0,

em que U_ e U, representam vetores constantes. No caso, U_ é chamado de estado

inicial a esquerda e U, de estado inicial a direita.

A.3 Solucoes Fundamentais

Uma propriedade peculiar ao problema de Riemann (A.1),(A.3) é a independéncia

de escala; queremos dizer com isto que uma mudanga de coordenadas (z,t) — (ax,at),
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para a > 0, nao altera nem o sistema de equagoes nem as condigoes iniciais. Con-
sequentemente é esperado que a solucao do problema de Riemann dependa apenas
da razao £ = z/t. Admitindo uma solugao classica do sistema (A.1), com abuso de

notagao, substituimos U = U(&) no mesmo, obtendo que

AW(©) — ENU'(€) = 0, (A1)

onde I ¢ a matriz identidade do R™ e U’ () denota a derivada de U (). Sendo U'(€) # 0,
da equagao (A.4) segue que U deve ser um vetor caracteristico (& direita) de A(U) =
DF(U) associado a velocidade caracteristica A(U) = £. Isto implica que as solugoes
suaves do sistema (A.1) devem estar sobre as curvas integrais dos campos de autovetores

de A(U). Logo, satisfazem o sistema de equacoes diferenciais ordinarias (EDO),

u'(g) = e'U)), (A.5)
juntamente com a condicao
&= N(U(©)), (A.6)
em que e’ denota um vetor caracteristico (a direita) da matriz Jacobiana A(U), asso-
ciado & velocidade caracteristica A;.
Definicao 1.4: Sejam U_ e U, os dados iniciais & esquerda e d direita, respecti-
vamente, em (A.3). Dizemos que o estado U, € conectdvel ao estado U_ por uma
onda de rarefacao associada @ i-ésima familia caracteristica ou simplesmente por uma
rarefacao-i, se U_ e U, estao na mesma curva integral do i-ésimo campo caracteristico
definido por (A.5) e \;(U(&)) cresce com o pardmentro & ao longo de tal curva integral
no sentido de U_ para U, .

Na Defini¢ao 1.4 acima, impor que \;(U(§)) seja crescente de U_ para Uy quer
dizer que no espago fisico-zt a inclinagao & = x/t deve ser estritamente crescente de
& = N(U-) para & = \;(Uy) de tal forma que as retas caracteristicas de inclinagao
Ai(U(§)) cubram toda a regido entre as retas de inclinagao \;(U-) e \;(Uy). Sendo
& = N\i(U(&)) estritamente crescente e cobrindo toda a esta regiao, podemos inverté-la
e obter a expressao de U(£) como fungao inversa de \'(U(£)) na equagao (A.6), isto é,
podemos escrever U(£) = (N;) 71 (&), VE € [€-,&,].

Definicao 1.5: Uma curva de rarefacao-i por um estado inicial U_ € o conjunto dos

estados U € Q) que podem ser conectados ao estado U_ por uma onda de rarefacao-i.
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Uma solugao do problema de Riemann (A.1), (A.3) por uma rarefagao-i tem a

forma

U_, se x < X\N(U-),
Uz, t) = (N)"Nz/t), se MUt <z < N(Up, (A7)
Uy, se N(Uip)t <.

Chamaremos de velocidades inicial e final da onda de rarefacao-i conectando U_
a Uy as inclinagoes x/t = N\ (U-) e x/t = \;(U, ), respectivamente.

Observagao: uma solugao por uma onda de rarefacao ¢ continua, mas nao é diferen-
ciavel ao longo das retas z/t = \;(U_) e z/t = \;(U,).

Tendo em vista a importancia da monotonicidade da velocidade caracteristica \;
ao longo de uma curva integral do campo caracteristico associado, temos a seguinte
definicao.

Definigao 1.6: O i-ésimo campo caracteristico de A(U) é dito genuinamente nao
linear num subcongunto ' C Q, se VNi(U) - e'(U) # 0, para todo U € . Por outro
lado, se V\;(U) - e'(U) =0, dizemos que o campo € linearmente degenerado.

Complementando os casos extremos da Definicao 1.6, temos o caso de estados
isolados ao longo de curvas integrais nas quais a respectiva velocidade caracteristica
assume valores extremos. Assim temos a seguinte definicao
Definicao 1.7: Um estado Uy é um estado de inflexio ao longo da i-ésima curva
integral caracteristica, ou estado de inflexio-i, se VA (Up)-€'(Uy) = 0 e VN, (U)-€(U) #
0, para todo U satisfazendo (A.5) numa vizinhanga de Uy
Definicao 1.8: O conjunto de todos os pontos Uy de €2 que sao pontos do conjunto de
inflexao-t, € chamado o conjunto de inflexao associado a i-ésima familia caracteristica,
ou simplesmente, conjunto de inflexao-i

Vamos agora, caracterizar as solucoes descontinuas para o problema de Riemann
(A.1),(A.3), mas antes apresentaremos o que significa a palavra choque. Choques séo
descontinuidades do tipo salto que se formam devido a condic¢ao inicial ou ao encontro
(choque) de retas caracteristicas no espago fisico-zt e que se propagam no tempo como
uma certa velocidade oy.

Admitindo uma solucao fraca do problema de Riemann por um choque, temos

como consequéncia do Teorema de Green que os estados & esquerda U_, a direita U,
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e a velocidade de propagacao oy satisfazem a chamada relagao de Hankine-Hugoniot
dada pela expressao

F(U,) = F(U-) = oo(Uy — U_) = 0. (A.8)

No caso, a reta x = oyt no espaco fisico-xt ¢ dita uma reta de descontinuidade da
solucao.

Consideremos U_ fixo na equagao (A.8) com oy e U, variaveis. Com isto, substi-
tuimos oy por o arbitrario em R e U, por U arbitrario em €2 e teremos um sistema de

n equagoes algébricas nas n + 1 incégnitas o e U
HU_,o,U)=FU)—-FU-)—0o(U-U_)=0. (A.9)

Da mesma forma, podemos fixar U, em (A.8) e variar oq e Uy obtendo o sistema
HU;,0,U)=FU,)—FU)—-0o(Uy —U)=0. (A.10)

Definig¢ao 1.9: Fizado Uy € Q, a curva de Hugoniot por Uy, denotada por H(Uy), € o
conjunto dos estados U € () tais que exista o € R satisfazendo a equagao (A.9), ou a
equagdo (A.10), com U_ = Uy ou com U, = Uy, respectivamente.

Quando necessario, a velocidade de propagagao o de uma descontinuidade entre
U_ e U, sera denotada por o(U_,U,) ja ficando implicito que U, esta na curva de
Hugoniot por U_ e vice-versa.
Observagao: normalmente quando fixamos o estado U_, na Defini¢ao 1.9, chamamos
apenas curva de Hugoniot por U_ e quando fixamos U, passamos a chamé-la de curva
de Hugoniot reversa por U, .
Definicao 1.10: Dados os estados U_ e U, no espago de estados ). Dizemos que o
estado U, € conectavel ao estado U_ por uma onda de choque, ou simplemente por um
choque, se U_ e U, estao na mesma curva de Hugoniotl e existe um numero real oy tal
que H(U_,00,U;) = 0.

Uma solugao do problema de Riemann (A.1),(A.3) por uma onda de choque

propagando com velocidade oy € R tem a forma

U_, sex < oot,
Uz, t) = (A.11)
Uy, sex > opt.
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Neste caso, as velocidades inicial e final de uma onda de choque coincidem com a
velocidade oy.

As ondas de rarefacoes e ondas de choque sao chamadas de ondas elementares.

Quando um campo caracteristico deixa de ser genuinamente nao linear um outro
tipo de onda, que também chamaremos elementar, surge como uma combinagao das
duas anteriores, embora no espago fisico-rt tenhamos apenas choques e rarefacoes.
Definicao 1.11: Uma curva composta por um estado inicial U_, associado ao i-ésimo
campo caracteristico, ou composta-i, € o conjunto dos estados U de ) tais que exista
um estado M € ) de maneira que M seja conectdvel a U_ por uma rarefa¢ao-i, e que
U seja conectdvel a M por um choque de velocidade o = \;(M).

Assim, uma solugdo do problema de Riemann (A.1),(A.3) por uma composta-i

tem a forma

U_, sex < \(U-)t,
Uz, t) =< (\) 7 (@/t), se MUt <z < N(M)t, (A.12)
Ui, se (M)t < .
No caso a velocidade inicial de onda composta-i é dada por z/t = A\;(U_) e a velocidade
final por z/t = \;(M) = o(M,U,)

Temos agora condi¢oes necesséarias para a construcao de solugoes U(zx,t) do
problema de Riemann com descontinuidades, todavia estas condi¢oes nao sao sufi-
cientes a construcao desta solucao. Falta ainda tratar a questao da unicidade de
solucao. Assim, devemos impor um critério adicional, ou condi¢ao de entropia, para
selecionar quando uma descontinuidade é admissivel na solu¢ao. Do ponto de vista das
aplicacoes, as solugoes satisfazendo este critério de entropia devem refletir as solugoes
fisicamente corretas. As duas proximas segoes apresentam dois critérios de entropia

bastante conhecidos na literatura.

A.4 Choques de Lax/ Condicao de Entropia de Lax

Em 1957, Lax estabeleceu critérios para a admissibilidade de choques para sis-
temas de leis de conservacao estritamente hiperboélicos e com campos caracteristicos

genuinamente nao lineares, ver (LAX, 1957).
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Definigao 1.12(Condigao de entropia de Lax): Uma descontinuidade entre os estados
U_ e Uy, que se propaga com velocidade o € dita um choque admissivel sequndo a
condi¢ao de entropia de Lax, ou apenas um choque-i de Lax, se satisfaz as sequintes

desigualdades,

)\i—l(U—) <o < )\Z(U_), )\Z(U_,_) <o < )\i+1(U+). (A13)

Note que um choque-i de Lax esta associado a i-ésima familia caracteristica,
no sentido que as retas caracteristicas associadas a i-ésima familia caracteristica se
encontram ao longo da reta de descontinuidade z = ot quando provenientes de lados
distintos desta reta.

No caso particular de duas leis de conservacao estas condigdes resumem-se a
admitir apenas dois tipos de choque, choque-1 e choque-2, definidos a seguir.

Choque-1, denotado por S;.
MUL) <o <M(U2), o< XU). (A.14)

Choque-2, denotado por Ss.

)\2(U+) <o < )\Q(U,), )\1(U+) < 0. (A15)

Para sistemas que nao sao estritamente hiperbolico o critério de Lax é insuficiente
para garantir até mesmo a existéncia de solugao quanto mais a unicidade, como pode
ser visto em (GOMES, 1987) por exemplo. Dai a necessidade de introduzir outras
condicoes de entropia. Na proxima Secao apresentaremos uma condigao de entropia
conhecida como condi¢ao de entropia de viscosidade, introduzida por (GELFAND,

1963).

A.5 Choques Viscosos/Condicao de Entropia de Vis-

cosidade

O sistema de equagoes (A.1) geralmente resulta da simplificagao de sistemas mais

complexos, frequentemente de sistemas da forma

Uy + (F(U)). = e( B, (A.16)
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onde € é uma constante positiva e B(U) uma matriz positiva definida. Fisicamente o
termo direito do sistema (A.16) em geral representa grandezas relacionadas a viscosi-
dades, tensoes capilares ou outras. Com isto a matriz B(U) é conhecida como matriz
de viscosidade e a constante € > 0 como o factor multiplicador. Uma forma de determi-
nar a admissibilidade de uma solugdo do problema de Riemann (A.1), (A.3) por uma
descontinuidade como definida em (A.11) por uma solugao descontinua é verificar se a
solugdo de (A.16) com as mesmas condigoes iniciais (A.3) tende para essa solugao des-
continua quando se faz € tender a zero. Mais especificamente assume-se uma solugao

do tipo onda viajante do sistema (A.16) com condi¢oes iniciais (A.3), ou seja, uma
r — Oot

solugao que depende apenas do parametro & = e tomamos o limite quando e

€

tende & zero.
Para sermos mais precisos considere uma solucao classica do tipo onda viajante
do sistema (A.16) denotada por U¢(z, t) = U (€) e satisfazendo as condigdes de contorno

lim UE)=U_, lim U)=U,.

£——00 §—+o0

Substituindo & em (A.16) obtemos o seguinte sistema de equagoes diferenciais or-

dinarias
au
B<u)d_§ =FU)—-FU_)—ooU —U_). (A.17)
Da relagdo de Hugoniot, como H(U_,00,U;) = 0, segue que dentre os pontos de

equilibrio do sistema auténomo (A.17), encontram-se os estados U_ e U,. Além disso,
todos os pontos de equilibrio do sistema de EDO’s (A.17) estao sobre a curva de
Hugoniot H(U-).

Definigao 1.13 (Condigao de Entropia de Viscosidade): Uma solug¢ao descontinua do
problema (A.1),(A.3) com velocidade de propagagao oy conectando os estados U_ e U,
€ admissivel, sequndo a condi¢cao de entropia de viscosidade, se existir uma orbita do

sistema de equagoes diferenciais ordindrias (A.17) de tal forma que

gggl UuE)=U_, (A.18)
lim U(&) = U,. (A.19)

E—+oo
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Note que esta condicao de entropia nao esta relacionada com uma familia carac-
teristica especifica e, portanto, a condicao de viscosidade é apropriada para sistemas de
leis de conservacao nao estritamente hiperbolicos, como é o caso do sistema considerado
neste trabalho.

Um choque de perfil viscoso em que as retas associadas a duas familias carac-
teristicas distintas se encontram ao longo da curva de descontinuidade no espacgo-zt é
chamado de choque transicional.

No caso de um sistema de duas leis de conservagao chama-se choque transicional,
denotado por Sy, a um choque de velocidade o satisfazendo a condicao de entropia de

viscosidade e que satisfaca:

)\1(U,> <o < )\Q(U,), )\1(U+) <o < )\2(U+) (AQO)

Além destes choques transicionais ilustrados em (A.20) temos também o caso de
choques que tem velocidade o coincidindo com umas das velocidades caracteristicas.
Estes choques sao, por exemplo, obtidos como caso limites de choques de Lax, ou mesmo
casos limites em que uma, ou mais desigualdades em (A.20) tornam-se uma igualdade.

Eles sao admissiveis, desde que satisfagam a condic¢ao de entropia de viscosidade.

A.6 Curvas de onda

Definimos um grupo de ondas como uma sequéncia finita de ondas elementares
conectando os estados U_ e U, , sem estados constantes separando as ondas. Assim, no
caso de uma composta-i o grupo de ondas é formado por uma onda de rarefagao-i de
U_ para M e de choque de M para U, . Dizemos que um grupo de ondas esta associado
a i-ésima familia caracteristica se todas as suas ondas sao relativas a i-ésima familia
caracteristica.

A velocidade inicial de um grupo de ondas é a velocidade inicial da primeira onda
que o forma, enquanto a velocidade final coincide com a velocidade final da tltima
onda que o forma.

Definicao 1.14: Uma curva de onda por um estado inicial U_ associada @ i-ésima
familia caracteristica, ou curva de onda-i, € o conjunto de estados U € €2, que podem

ser conectados a direita de U_ por um grupo de ondas da i-ésima familia caracteristica.
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Uma curva de onda~i por um estado inicial U_ é denotada por W*(U_).

Geometricamente, no espaco de estados €2 uma curva de onda é constituida de
segmentos de curvas de rarefagoes, de curvas de Hugoniot correspondente a choques
admissiveis e de curvas compostas. Da mesma forma podemos fixar o estado a direita
U, e determinar os possiveis estados a esquerda que podem ser conectados & U, por
um grupo de ondas. Neste caso passamos a chamar a curva de onda-i reversa por U,
e a denotamos por W' (U,).

Uma observagao importante é que uma curva de onda por um ponto inicial U_,
é apenas uma representacao no espaco de estados €2, dos possiveis estados que podem
ser conectados & direita de U_, (ou a esquerda U, ) por um grupo de ondas sem estados
intermediarios constantes. Porém, nao significa que todos os estados sobre tal curva
entre U_ e U, aparecem na solugao no espago fisico-xt ao se considerar os dados U_ e
U, no problema de Riemann.
Definicao 1.15: Uma curva de onda transicional por um estado inicial U_, denotada
por WHU_), € o conjunto de estados U € Q que podem ser conectados o direita de
U, por um grupo de ondas possuindo uma onda transicional, ou um limite de onda
transicional. Da mesma forma uma curva de onda transicional reversa, denotada por
W (Uy), é o conjunto de estados U € 2 que podem ser conectados & esquerda de U_
por um grupo de ondas possuindo uma onda ou um limite de uma onda transicional

Uma solugao do problema de Riemann para o sistema (A.1), (A.3) é constituida
de uma sequéncia de grupo de ondas separados por estados constantes, conectando os
estados U_ e U,. Assim, ao se fixar os dados a esquerda U_ e a direita U, , resolver o
problema de Riemann correspondente significa encontrar interseg¢oes tinicas no espago
de estados de curvas de ondas de tal forma que cada estado interse¢ao define um estado
intermediario constante na sequéncia de ondas no espaco fisico-zt. Além disto, quando
a solucao pussuir mais de um grupo de ondas a velocidade no final de cada grupo de
ondas deve ser inferior & velocidade inicial do grupo de onda seguinte, isto é, deve ser
obedecida a chamada condi¢ao de compatibilidade geométrica entre as velocidades das
ondas que compoem a solucgao.

Quando se tem uma solugao do problema de Riemann por uma sequéncia de
dois choques adjacentes, a quebra da compatibilidade geométrica ocorre quando ha a

coincidéncia das duas velocidades de choque. Dai a importancia da Regra do Choque
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Triplo enunciado a seguir

Teorema A.1 (Regra do Choque Triplo:) Seja U- um estado qualquer de §2 tal
que H(U-) possua dois pontos Uy e U, tais que o(U_;Uy) = o(U_; Uy) = 0¢. Entao U,

pertence a curva de Hugoniot por Uy e o(Uy; Us) = oy.

A.7 Conjuntos Relevantes

Dentre os chamados conjuntos especiais para a construgao da solugao do problema
de Riemann para um sistema de leis de conservacao (A.1) vamos destacar apenas os
dois mais relevantes utilizados neste trabalho, além dos conjuntos de inflexao definido
anteriormente.

O primeiro destes conjuntos, chamado de conjunto de bifurcacao secundéria, esté
relacionado com estados para os quais a curva de Hugoniot respectiva possui um ponto
(estado) de bifurcacdo secundaria, isto ¢, um ponto ao longo da curva de Hugoniot
diferente do estado base, onde falha as hipoteses do Teorema da Fungao Implicita que
sao levados a falha das proprias hipoteses de transversalidade no Teorema de Bethe-
Wendroff (WENDROFF, 1972) o qual é enunciado a seguir.

Teorema A.2 (Bethe-Wendroff) Sejam U- € Q, U* € Q e [;(U*) o vetor carac-
teritico a esquerda de A(U*) associado a \;(U*), i € {1,2,...,n}. Suponha que a curva

de Hugoniot por U_ esteja parametrizada por & e que exista & € R tal que U* = U(£*).

Suponha também que 1;(U*) - (U~ — U*) # 0. Entao o(U_;U*) = X\i(U") se, e somente

se, 2—2(5*) = 0. Neste caso ' (U*) = %({*)

O Teorema de Bethe-Wendroff fornece estados onde a velocidade de choque, ao
longo de uma curva de Hugoniot, possui um valor de extremo local, correspondente
aqueles estados onde a velocidade de choque coincide com uma das velocidades carac-
teristicas.

Assim temos a primeira defini¢ao:

Definigao 1.16: O conjunto de bifurcagcio secunddria do sistema (A.1), associado a

i-ésima familia caracteristica denotado por B;, € definido por

Bi={U_€Q:3(c",U)eRxQ, U £U_, HU_,o"U") =0,
XN(U*) =0 e L(U*) - (U_ - U") =0}
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Este conjunto é responsavel pela mudanca da topologia das curvas de Hugoniot,
dependendo da localizacao do estado inicial U_ em relacao a ele.

O segundo conjunto relevante para este trabalho na construgao da solugao do
problema de Riemann considerado é o chamado conjunto de extensao relativo & uma
das familias caracteristicas. Ele associa estados em conjuntos distintos do espaco de
estados () relacionados entre si via o Teorema de Bethe-Wendroff. Ao se considerar
estes conjuntos temos elementos necessarios para a construcao de ondas compostas,
pois para este tipo de onda temos a presenca de um choque caracteristico.

Definigao 1.17: O conjunto de extensao-i de um conjunto B C €2, denotado por E*(B),

€ definido por
E'B)={A€Q:3B€B, J0p€R, con A#B
H(A,O'O,B) == 07 Og = /\z(A>}
Observamos que o conjunto B fixado na Definicao 1.17 pode ser uma parte, ou toda

a fronteira de 2, um conjunto de bifurcagao secundéria, uma curva de Hugoniot, uma

curva de onda ou qualquer outro subconjunto préprio de €.
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Figuras

Figura 1: Triangulo de saturagoes e retas de bifurcacao secundaria.

1

Velocidade: A

(b)

Figura 2: (a) Curvas integrais e conjunto de inflexao associados a familia caracteristica-

1. (b) Grafico da velocidade caracteristica sobre a curva integral-1 pelos estados Uy,
U2 (§] Ug.
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Velocidade: A,

(b)

Figura 3: (a) Curvas integrais e conjunto de inflexdo associados a familia caracteristica-

2. (b) Grafico da velocidade caracteristica sobre a curva integral-2 pelos estados G, Uy

e O.

Figura 4: Curvas integrais e conjunto de inflexdo (pontilhada) associados a familia
caracteristica-2 na vizinhanca do ponto umbilico U.
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Figura 6: (a)Curva de Hugoniot por U, com bifurca¢do secundaria-1. (b) Curva de

Hugoniot por U, com bifurcagao secundaria-2.
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Inflexdo-1 -

da ﬁﬂoﬂte

ira [0

e 'Ekiel1sao'l

Extensdo-2 da fronteira [O,G]

Figura 7: Extensoes do lado [O, G].
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Figura 8: Curva de Hugoniot (tracejada) pelo estado O.
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Figura 9: (a) Gréaficos das velocidades sobre o segmento [0, B] da curva de Hugoniot
por O justificando a existéncia do estado B, tal que o(B,, O) = A\{(B.). (b) Gréficos
das velocidades sobre o lado [O,G] justificando a existéncia do estado G¢ tal que

0(Gs, 0) = X2(Gy).
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Velocidades: o - x1 5

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
Parametrizacéao do lado [O,W] pors

Figura 10: Gréaficos das velocidades sobre o lado [O, W] da curva de Hugoniot por O
justificando a existéncia do estado W2 tal que o(W2,0) = X\y(W2).

Figura 11: Curva de Hugoniot (tracejada) pelo o estado A e as extensoes 1 e 2 do lado

0,G].
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Figura 12: (a) Graficos das velocidades sobre o lado [O, G] da curva de Hugoniot por
A justificando a existéncia do estado As tal que o(As, A) = A2(A45). (b) Gréficos das

velocidades sobre o ramo local de H(A) justificando a existéncia do estado A; tal que

O'(Al,A) = )\1(141)
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Figura 13: Graficos das velocidades sobre o ramo nao local de H(A) justificando a
existéncia dos estados Az, A3 e Ay tais que o(Az, A) = A\ (A2), (A3, A) = A\i(43) e

O'(A4, A) = )\2(144)
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\
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Figura 14: (a) Curva de Hugoniot pelos estados C' (tracejada) e E e, as extensoes do
lado [O, G]. (b) Ampliagao da regido retangular da Fig. 14(a) mostrando a coincidéncia

entre os estados Cy e T'F.

 Parte do segmento [D,B]

Figura 15: (a) Curvas de Hugoniot pelos estados F' (tracejada) e E, e as extensoes F}
a F5 com U(Fl, F) = )\1(F1), U(FQ,F) = )\1(F2), O'(Fg,F) = )\1(F3), O'(F4, F) = )\2(F4)
e 0(F5, F) = Xo(F5) . (b) Ampliagdo da regiao retangular da Fig. 15(a) destacando

que o estado Fy esté localizado abaixo do segmento [E, W].
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Figura 16: Graficos das velocidades sobre o ramo nao local de H(F'), mostrando os
estados extensao de F' com o(Fy, F') = A\ (Fy), 0(F5, F) = M\ (F3) e o(Fy, F) = Xy (Fy).

Extensao-1

\
Ramo ndo local da Hugoniot por H ——

(b)

Figura 17: (a) Curvas de Hugoniot pelos os estados H (tracejada) e E. (b) Ampliagao
da regiao retangular da Fig. 15(a) destacando a coincidéncia entre os estados Hs, Hj

e T7, e também parte da curva integral por Hy = Hy = T,
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Figura 18: (a) Grafico de A sobre parte da curva integral-1 por Hy = Hj e o grafico
de o e de A\; ao longo de parte do ramo nao local de H(H). (b) Ampliagao da regiao

retangular da Fig. 17(a) destacando que Hy estd acima e proximo do segmento [E, W1.
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Extensao-1

Parte do segmento [E,W]

Ramo nao local da// TS
Hugoniot pelo —
estado 1

Extensdo-2

Figura 19: (a) Curvas de Hugoniot pelos os estados I (tracejada) e E. (b) Ampliacao
da regiao retangular da Fig. 19(a) mostrando de fato que I, esta sobre o segmento

(E,W].
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Figura 20: Graficos das velocidades sobre o ramo nao local de H(I) mostrando a
existéncia de Iy tal que o(Iy, I) = Xa(1y).

Figura 21: Curva de Hugoniot (tracejada) pelo o estado J mostrando as extensoes J;,

J4 € J5 com O'(Jl, J) = )\1(J1), U(J4, J) = )\2(J4) € U(J5, J) = )\2<J5)



99

Figura 22: Curva de Hugoniot (tracejada) pelo o estado L mostrando as extensoes Ly,
L5 (§ L6 com O'(Ll, L) = )\1(L1), O'(L5, L) = )\2(L5) (§ O'(LG, L) = )\Q(Lﬁ)

Figura 23: (a) Curvas de Hugoniot pelos estados M (tracejada) e E mostrando as
extensoes My, My, Mg e M7; = Mg tais que o(My, M) = X\ (M), o(Ms, M) = \ao(Ms),
o(Mg, M) = Xo(Mg) € 0(M; = Mg, M) = \(M; = Mg). (b) Ampliacdo da regido

retangular da Fig. 23(a) mostrando a coincidéncia entre os estados My = Mg = T,
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Figura 24: (a) Graficos das velocidades sobre o ramo local da curva de Hugoniot por

M justificando a existéncia do estado M tal que o(My, M) = A\ (My).

(b) Graficos

das velocidades sobre o ramo nao local de H(M) justificando a existéncia dos estados
M7 = Mg e M6 tais que O'(M7 = M87M> = )\1(M7 = Mg) e O'(Mﬁ, M) = )\Q(Mﬁ)

Figura 25: Curva de Hugoniot (tracejada) pelo o estado E.
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Figura 26: (a) Graficos das velocidades sobre o ramo [E, T¥] U [T¥, D] de H(E) jus-

tificando a extensdao B, = E; = TF. (b) Graficos das velocidades sobre o ramo
[B,T¥] U [T¥,W] de H(E) justificando as extensdes Ey = F,, By = F; = TF e
EG = W*E
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Figura 27: (a) Graficos das velocidades sobre

justificando as extensoes Fg =

o ramo [D,T¥] U [TF* W] de H(E)

WE e Ey = E; = TP. (b) Graficos das velocidades

sobre o ramo [E, T¥] U [T, B] de H(E) justificando a extensio Fg = E,.
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Figura 28: Gréafico das velocidades Ay e o sobre o lado [0, G] da curva de Hugoniot
por E mostrando que o(E5, E) = X\o(E5) e o(P1, E) = o(Pr, E) = 0(E,, E) = M\ (E).

Figura 29: Curvas de Hugoniot pelos estados @) (tracejada) e E.
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Figura 30: (a) Graficos das velocidades sobre o ramo nao local de H (@) mostrando a
existéncia do estado Qg tal que 0(Qg, Q) = A1(Qg). (b) Graficos das velocidades sobre
o ramo local de H((Q)) mostrando a existéncia do estado Qg tal que o(Qs, Q) = A1 (Qs).
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Figura 31: Gréafico das velocidades sobre o lado [O, G] da curva de Hugoniot por Q.

Figura 32: Curvas de Hugoniot pelos estados R (tracejada) e E.

Figura 33: Curvas de Hugoniot pelos estados T (tracejada) e E.
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Figura 34: (a) Gréficos das velocidades Ay e o sobre o lado [O, G] de H(T') mostrando
a existéncia do estado T tal que o(T5,T) = Xo(T5). (b) Graficos das velocidades sobre
o ramo local de H(T") mostrando a existéncia do estado Ty tal que (75, T) = A\ (T3).

Figura 35: Curvas de Hugoniot pelos estados U (tracejada) e E.
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Figura 36: Grafico das velocidades Ay e o sobre o lado [O,G] de H(U) mostrando a
existéncia de Uy tal que o(Uy,U) = Ag(Uy) € também Uy = E.

Figura 37: Curvas de Hugoniot pelos estados V' (tracejada) e E.
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Figura 38: Grafico das velocidades Ay e o sobre o lado [O,G] de H(V') mostrando a
existéncia de Uy tal que o(Vy, U) = Ao(Vs).

\\— Ramo nao local da Hugoniot por X

Extensdo-2
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Figura 39: (a) Curvas de Hugoniot pelos estados X (tracejada) e E. (b) Ampliagdo da

regido retangular da Fig. 39(a) destacando a coincidéncia entre os estados X9 e WE.
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Figura 40: Graficos das velocidades sobre o ramo nao local de H(X) e reta de altura
A2 (WE) mostrando a existéncia do estado Xjq tal que o(Xj9, X) = Aa(X10) e também

a coincidéncia entre X9 e WE.

Figura 41: Curvas de Hugoniot pelos estados Y (tracejada) e E.
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Extensdo-2

Curva de Hugoniot por N

Parte do segmento [E,W]

(a) (b)

Figura 42: (a) Curvas de Hugoniot pelos estados N (tracejada) e E. (b) Ampliacao da
regiao retangular da Fig. 39(a) destacando a coincidéncia entre os estados Njj, Nig e
T/,

Extensao-2

Extensdo-1

W Segmento [D,B]

Figura 43: (a) Curvas de Hugoniot pelos estados Z (tracejada) e E. (b) Ampliagao da

regiao retangular da Fig. 43(a) destacando a coincidéncia entre os estados Zi5 e E,.
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Figura 44: (a) Gréficos das velocidades sobre o ramo néo local de H(Z) mostrando a
existéncia dos estados Zyg, Z11 € Z12 tais que 0(Z19, Z) = Xo(Z10), 0(Z11, Z) = M (Z11)
e 0(Z19,7) = M(Z12). (b) Ampliacao da regiao retangular da Fig. 44(a) destacando a

coincidéncia entre a reta de altura A;(FE,) e a velocidade de choque o(Z9, Z).

Figura 45: Curvas de Hugoniot pelos estados G (tracejada) e E.
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Figura 46: Gréafico das velocidades sobre o segmento [G, D] de H(G) mostrando a
existéncia do estado Gy tal que o(Gh1,G) = A\ (G11).

/
4,6,10

Figura 47: Multiplicidade na correspondéncia entre os estados bases do lado [O,G] e

suas extensoes com os indices correspondentes.
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Figura 48: Ampliacao da regiao de interesse das curvas de Hugoniot pelos estados E
e P, = F destacando a coincidéncia entre F3 e E, e o estado EY interse¢io de H(F)

com o segmento [E, W] de H(F).
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Figura 49: Grafico de velocidades.
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Figura 50: Extensoes do lado [O, G| e conjunto de inflexdo-1 (linha pontilhada) desta-

cando os estados T¥ e T”. Estados de produgao ao longo do lado [0, G] que separam

construgoes distintas da solugao do problema de Riemann.
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G

Figura 51: Representacao das diversas possibilidades para a solu¢ao do problema de
Riemann para P = O, de acordo com a localiza¢ao do estado de injegao I ao longo do
lado [G,W].

Figura 52: Curva de Hugoniot (tracejada) pelo estado P no segmento (O, P;).
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Figura 53: (a) Grafico de velocidades o (-, P) sobre o lado [O, G| justificando a existéncia
de PC tal que A\ (P.) = o(P., PY). (b) Grafico das velocidades de choque o(-, P)

(tracejada) e caracteristica A\; (continua) em func¢do do lado [O,G]. Justificando a

compatibilidade geométrica entre as velocidades no segmento [G, P.| extensao-1 do

segmento [G, PY)].
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7 IG 7 B / PG 1

Figura 54: Representacao das diversas possibilidades para a solu¢ao do problema de

Riemann para P € (O, Py, de acordo com a localizagao do estado de inje¢ao I ao longo
do lado [G, W].

Figura 55: Curva de Hugoniot (tracejada) pelo estado P = P; e curva de Hugoniot por
E.
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(a) (b)

Figura 56: (a) Admissibilidade do choque entre EY e E. (b) Ampliacdo da regiao

retangular contida na Fig. 56(a) mostrando a admissibilidade do choque entre E, e Ps.

1 IS

Figura 57: Representacao das diversas possibilidades para a solugao do problema de
Riemann para P = P, de acordo com a localizagao do estado de injecao I ao longo do
lado [G,W].



Figura 58: (a) Curva de Hugoniot (tracejada) pelo estado P no segmento (P, P;) e
curva de Hugoniot por E. (b) Ampliagao da regiao retangular contida na Fig. 58(a).
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Figura 59: (a) Nao admissibilidade entre 7' ¢ M. (b) Ampliagdo da regido retangular
contida na Fig. 59(a).
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Figura 60: (a) Grafico da velocidade de choque sobre parte do segmento [E,W]. (b)
Graficos da velocidade de choque o(-, P) (tracejado) e da velocidade caracteristica
A (K) (continuo), com K e [TE TW-].

Figura 61: Representacao das diversas possibilidades para a solugao do problema de
Riemann para P € (P, P,), de acordo com a localizagao do estado de injegdo I ao
longo do lado [G, W].
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Figura 62: Representacao das diversas possibilidades para a solu¢ao do problema de
Riemann para P = P,, de acordo com a localizagao do estado de injecao I ao longo do
lado [G, W].

Figura 63: Curva de Hugoniot (tracejada) pelo estado P no segmento (P, ) e curva

de Hugoniot por F.
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Figura 64: Representacao das diversas possibilidades para a solu¢ao do problema de
Riemann para P = FE, de acordo com a localizacao do estado de injecao I ao longo do
lado [G, W].

Figura 65: Curva de Hugoniot (tracejada) pelo estado P no segmento (E, P3) e curva

de Hugoniot pelo estado F.
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Figura 66: Representacao das diversas possibilidades para a solugao do problema de
Riemann para P € (F, P;), de acordo com a localizagao do estado de injegao I ao longo
do lado [G, W].
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Figura 67: Representacao das diversas possibilidades para a solu¢ao do problema de
Riemann para P = P3, de acordo com a localizacao do estado de injecao I ao longo do
lado [G, W].

'

Figura 68: Curva de Hugoniot (tracejada) pelo estado P no segmento (Ps, P;) e curva

de Hugoniot pelo estado F.
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Figura 69: Representacao das diversas possibilidades para a solu¢ao do problema de
Riemann para P € (P3, P;), de acordo com a localizagdo do estado de injegao I ao
longo do lado [G, W].

Figura 70: Curva de Hugoniot (tracejada) pelo estado P = P e curva de Hugoniot por
E.
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Figura 71: Representacao das diversas possibilidades para a solugao do problema de
Riemann para P = Py, de acordo com a localizacao do estado de injecao I ao longo do
lado [G,W].

Figura 72: Curva de Hugoniot (tracejada) pelo estado P no segmento (Py, P5) e curva

de Hugoniot pelo estado E.
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Figura 73: Representacao das diversas possibilidades para a solu¢cao do problema de

Riemann para P € (Py, Ps), de acordo com a localizacao do estado de injegdo I ao

longo do lado [G, W].
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Figura 74: (a) Curva de Hugoniot (tracejada) pelo estado P no segmento (Ps, Ps) e
curva de Hugoniot pelo estado E. (b) Ampliacao da regiao retangular contida na Fig.

74(a).
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Figura 75: Representacao das diversas possibilidades para a solugao do problema de

Riemann para P € (Ps, Fs), de acordo com a localizagdo do estado de injegao I ao
longo do lado [G, W].
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Figura 76: (a) Curva de Hugoniot (tracejada) pelo estado P = F; e e curva de Hugoniot
por E. (b) Ampliagao da regido retangular contida na Fig. 74(a).
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Figura 77: Representacao das diversas possibilidades para a solugao do problema de

Riemann para P = Fs, de acordo com a localizacao do estado de injecao I ao longo do
lado [G, W].
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Figura 78: (a) Curva de Hugoniot (tracejada) pelo estado P no segmento (P, P;) e
curva de Hugoniot pelo estado E. (b) Ampliacao da regiao retangular contida na Fig.
78(a), destacando o segmento [F,, P;] de extensao-1 do segmento [EY | PY¥'], bem como
o segmento [P}, Ps] de extensao-1 do segmento [PY, Ps]. Além disso, a inflexao-1 e
T/,
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Figura 79: (a) Representagao das diversas possibilidades para a solugao do problema
de Riemann para P € (P, Pr), de acordo com a localizacao do estado de injegao I ao
longo do lado [G,W]. (b) Ampliagao da regiao retangular contida na Fig. 79(a).
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Figura 80: (a) Curva de Hugoniot (tracejada) pelo estado P no segmento (Pr, Fy) e
curva de Hugoniot pelo estado E. (b) Ampliagdo da regido retangular contida na Fig.
80(a), destacando o segmento [E,, P;] de extensdo-1 do segmento [EY', P}, bem como
o segmento [Py, P;] de extensdo-1 do segmento [P}, Py].
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Figura 81: (a) Graficos das velocidades sobre o ramo nao local de H(P) mostrando
a existéncia do estado WF tal que o(WP, P) = M\(WF). (b) Ampliacdo da regiao
retangular da Fig. 81(a) destacando a coincidéncia entre a reta de altura A\ (Px) e
a velocidade de choque o(P%, P). Além dos estados Py e P% tais que o(Px, P%) =
A (Px)

]wf’ I ] w

Figura 82: (a) Representagao das diversas possibilidades para a solu¢do do problema
de Riemann para P € (P;, Py), de acordo com a localiza¢do do estado de injegao I ao
longo do lado [G, W]. (b) Ampliagao da regido retangular contida na Fig. 82(a).
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Figura 83: Representacao das diversas possibilidades para a solu¢ao do problema de

Riemann para P = Pg, de acordo com a localizagao do estado de injecao I ao longo do

lado [G, W].
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Figura 84: Curva de Hugoniot pelo estado P no segmento (Fs, G).
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Figura 85: Representacao das diversas possibilidades para a solugao do problema de
Riemann para P € (P, G), de acordo com a localizagao do estado de injegao I ao longo
do lado [G, W].
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Baixar livros de Literatura

Baixar livros de Literatura de Cordel
Baixar livros de Literatura Infantil
Baixar livros de Matematica

Baixar livros de Medicina

Baixar livros de Medicina Veterinaria
Baixar livros de Meio Ambiente
Baixar livros de Meteorologia
Baixar Monografias e TCC

Baixar livros Multidisciplinar

Baixar livros de Musica

Baixar livros de Psicologia

Baixar livros de Quimica

Baixar livros de Saude Coletiva
Baixar livros de Servico Social
Baixar livros de Sociologia

Baixar livros de Teologia

Baixar livros de Trabalho

Baixar livros de Turismo



http://www.livrosgratis.com.br/cat_28/literatura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_28/literatura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_28/literatura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_28/literatura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_28/literatura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_28/literatura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_28/literatura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_30/literatura_de_cordel/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_30/literatura_de_cordel/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_30/literatura_de_cordel/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_30/literatura_de_cordel/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_30/literatura_de_cordel/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_30/literatura_de_cordel/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_30/literatura_de_cordel/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_30/literatura_de_cordel/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_30/literatura_de_cordel/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_30/literatura_de_cordel/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_30/literatura_de_cordel/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_29/literatura_infantil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_29/literatura_infantil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_29/literatura_infantil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_29/literatura_infantil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_29/literatura_infantil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_29/literatura_infantil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_29/literatura_infantil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_29/literatura_infantil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_29/literatura_infantil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_32/matematica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_32/matematica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_32/matematica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_32/matematica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_32/matematica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_32/matematica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_32/matematica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_33/medicina/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_33/medicina/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_33/medicina/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_33/medicina/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_33/medicina/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_33/medicina/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_33/medicina/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_34/medicina_veterinaria/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_34/medicina_veterinaria/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_34/medicina_veterinaria/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_34/medicina_veterinaria/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_34/medicina_veterinaria/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_34/medicina_veterinaria/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_34/medicina_veterinaria/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_34/medicina_veterinaria/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_34/medicina_veterinaria/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_35/meio_ambiente/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_35/meio_ambiente/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_35/meio_ambiente/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_35/meio_ambiente/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_35/meio_ambiente/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_35/meio_ambiente/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_35/meio_ambiente/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_35/meio_ambiente/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_35/meio_ambiente/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_36/meteorologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_36/meteorologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_36/meteorologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_36/meteorologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_36/meteorologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_36/meteorologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_36/meteorologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_45/monografias_e_tcc/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_45/monografias_e_tcc/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_45/monografias_e_tcc/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_45/monografias_e_tcc/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_45/monografias_e_tcc/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_45/monografias_e_tcc/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_45/monografias_e_tcc/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_37/multidisciplinar/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_37/multidisciplinar/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_37/multidisciplinar/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_37/multidisciplinar/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_37/multidisciplinar/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_38/musica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_38/musica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_38/musica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_38/musica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_38/musica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_38/musica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_38/musica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_39/psicologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_39/psicologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_39/psicologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_39/psicologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_39/psicologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_39/psicologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_39/psicologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_40/quimica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_40/quimica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_40/quimica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_40/quimica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_40/quimica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_40/quimica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_40/quimica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_41/saude_coletiva/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_41/saude_coletiva/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_41/saude_coletiva/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_41/saude_coletiva/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_41/saude_coletiva/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_41/saude_coletiva/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_41/saude_coletiva/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_41/saude_coletiva/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_41/saude_coletiva/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_42/servico_social/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_42/servico_social/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_42/servico_social/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_42/servico_social/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_42/servico_social/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_42/servico_social/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_42/servico_social/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_42/servico_social/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_42/servico_social/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_43/sociologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_43/sociologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_43/sociologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_43/sociologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_43/sociologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_43/sociologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_43/sociologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_44/teologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_44/teologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_44/teologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_44/teologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_44/teologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_44/teologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_44/teologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_46/trabalho/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_46/trabalho/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_46/trabalho/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_46/trabalho/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_46/trabalho/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_46/trabalho/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_46/trabalho/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_47/turismo/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_47/turismo/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_47/turismo/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_47/turismo/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_47/turismo/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_47/turismo/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_47/turismo/1

