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RESUMO

MODELOS DINAMICOS BAYESIANOS PARA
PROCESSOS PONTUAIS ESPACO-TEMPORAIS

Edna Afonso Reis

Orientadores: Dani Gamerman

Marina Silva Paez

Resumo da Tese de Doutorado submetida ao Programa de Pés-graduacao em Es-
tatistica do Instituto de Matematica da Universidade Federal do Rio de Janeiro
como parte dos requisitos necessarios para obtencao do grau de Doutor em Es-

tatistica.

O estudo de processos pontuais observados no espago e no tempo tem se tornado uma impor-
tante area da Estatistica Espacial. Nesta tese, é proposto um modelo espagco-temporal especi-
ficado por uma seqiiéncia de superficies de intensidades espaciais ligadas no tempo através de
modelos dinamicos, resultando nos denominados processos pontuais espaciais dindmicos. A
inferéncia para esses processos ¢é feita sob a abordagem bayesiana, com utilizacao de métodos
MCMC, como o amostrador de Gibbs e o algoritmo de Metropolis-Hastings. Os modelos e
métodos de estimacao propostos foram intensivamente testados em estudos simulados e apli-
cados em um conjunto de dados experimentais de impulsos elétricos no intestino delgado de
gatos e em um conjunto de dados observacionais dos casos de doencas gastrointestinais no

condado de Hampshire, no Reino Unido.

Palavras-chave: processos pontuais espaco-temporais; modelos dindmicos; inferéncia bayesia-

na; MCMC; mapeamento de doencas.



ABSTRACT

BAYESIAN DYNAMIC MODELS FOR
SPACE-TIME POINT PROCESSES

Edna Afonso Reis

Advisors: Dani Gamerman

Marina Silva Paez

Abstract of doctoral thesis submited to the Graduate Program in Statistics of the
Instituto de Matematica da Universidade Federal do Rio de Janeiro, as required

to the Doctor degree in Statistics.

Point processes in time and space has gained an important role in Spatial Statistics. In
this thesis, a spatio-temporal model is proposed by specifying a sequence of spatial intensity
surfaces linked in time through dynamic models. This is denoted by dynamic spatial point
process. A Bayesian inference approach was adopted and MCMC methods as Gibbs sampler
and Metropolis-Hastings algorithm were used. Models and inference methods were intensively
tested through simulated data. These models were applied to an experimental dataset of
spikes in the small intestine of cats and to an observational dataset of cases of gastroenteric

disease in the county of Hampshire, UK.

Key-words: space-time point processes; dynamic models; Bayesian inference; Monte Carlo

Markov chain; disease mapping.
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Capitulo

Introducao

1.1 Introducao

Uma importante area da Estatistica, conhecida como processos pontuais espaciais, é o
estudo de processos de observacdo de eventos em uma dada regido geografica. Esta area
tem sido estudada tanto do ponto de vista tedrico, onde as propriedades probabilisticas desses
processos sdo analisadas (Cox e Isham, 1980), quanto pelo estudo de propriedades estatisticas,
onde a énfase se da no processo de estimagao da taxa de intensidade dos eventos na regido
(Diggle, 2003).

Um exemplo de observagao nessa drea € o estudo dos locais de moradia de pessoas acometi-
das de uma particular doenca contagiosa. Esse estudo serve para determinar possiveis padroes
de distribuicao geogréafica do risco de contaminacdo. Existem vdrios estudos ja realizados
nessa area, tanto sob o ponto de vista bayesiano quanto sob o ponto de vista freqlientista, em
diversos campos de aplicacdo, como epidemiologia (Diggle, 2000), criminologia (Liu e Brown,
2003), geologia (Ogata, 1998), dentre outros.

Uma extensao relevante do problema consiste em considerar também a dimensao temporal.
Nesse caso, nao s6 o local de ocorréncia é registrado, mas também o momento. Para o exemplo
de mapeamento de doencas descrito acima, esses processos tém a grande utilidade de permitir
a caracterizacdo do processo de espalhamento do risco de contaminacdo. Com isso, é possivel
estabelecer uma estratégia de controle da dispersao da doen¢a na regiao, bem como implantar
um sistema de alarme para deteccao de novos focos ou de previsio do padrao espacial da

doenca em tempos futuros.



Dentro desse enfoque, uma possivel estratégia é a de especificar uma sequéncia de taxas
de intensidades do processo no espaco ligadas através do tempo. A proposta desta tese é
caracterizar de forma ndo-paramétrica a seqiiéncia de taxas de intensidade do processo com
vistas a definicdo de formas apropriadas de estimacdo e previsdo do processo. O objetivo
¢ a formulacao de modelos levando em consideracdo esses aspectos e propondo formas de
inferéncia para eles. Para isso, serd tomada como ponto de partida a modelagem através
de processos gaussianos usada em Gelfand et al. (2005) no contexto de processos espaciais
continuos, acoplada a evolugdo dindmica das taxas de intensidades proposta em Paez (2004) no
contexto de processos pontuais. Os modelos resultantes sdo chamados de processos pontuais
espaciais dindmicos, por terem essa estrutura de evolucdo das taxas de intensidade ao longo
do tempo.

A inferéncia para esses processos é feita sob o ponto de vista bayesiano, com utilizacao
de métodos de amostragem Monte Carlo via Cadeias de Markov (MCMC, na abreviagdo em
inglés). Com isso, serd possivel obter estimativas para a seqiiéncia de taxas de intensidade
e de parametros que estejam presentes na sua especificacgio como, por exemplo, médias e
variancias de evolucao temporal e medidas de correlacdo da dispersao espacial. Além disso,
sera possivel especificar as distribuicGes preditivas para as taxas de intensidade de tempos
futuros, possibilitando a previsdo de futuras ocorréncias de eventos do fenémeno de interesse.

Este capitulo faz uma breve revisdao dos conceitos e métodos estatisticos utilizados no
desenvolvimento da tese, e estd organizado do seguinte modo: na préxima secdo é feita uma
revisao do procedimento bayesiano de inferéncia e na secdo seguinte sdo descritos alguns
métodos computacionais aplicados a inferéncia bayesiana; na Secdo 1.4 é feita uma ilustracdo
destes métodos computacionais no contexto de uma breve revisio de modelos dinamicos;
alguns critérios de selecdo de modelos s3o apresentados na Sec¢do 1.5; finalmente, a Se¢do 1.6

descreve a organizacao dos capitulos da tese.

1.2 Inferéncia Bayesiana

Nesta secdo, sdo apresentados os conceitos basicos da inferéncia bayesiana necessérios ao
entendimento da tese. Para uma discussdo ampla e detalhada sobre o tema, sao recomendados

os livros de Berger (1985), Bernardo e Smith (1994) e Migon e Gamerman (1999).



1.2.1 O Teorema de Bayes

No procedimento bayesiano de inferéncia, a informacdo prévia sobre o vetor de parametros
0, contida na distribuicdo a priori w(0), é combinada com a informag¢3o dos dados y, contida
na fungdo de verossimilhanga f(y|@), resultando na distribuicdo a posteriori m(0 | y). O

teorema de Bayes é a regra desta atualizacao da informac3o sobre os parametros:

f(yl0)n(0)
p(y)

Y

m(0|y) =

onde

ply) = / F(y16)(6) d6.

A influéncia relativa de cada um destes componentes, priori e verossimilhanga, na in-
formagdo a posteriori depende de quanto peso é dado a distribuicdo a priori (o qudo "infor-

mativa”ela é) e do tamanho da amostra.

1.2.2 Analise da Distribuicao a Posteriori

A inferéncia sobre os parametros @ é baseada nas informacdes contidas na distribuicdo a
posteriori, seja através de medidas resumo como média, variancia ou percentis, ou de interva-

los de probabilidade:

Definicdo (Intervalo de Credibilidade): C' é um intervalo de credibilidade 100(1—«)% para

um escalar 6 se [, 7(0|y)dd =1—a, com 0<a <L

Esta definicao é facilmente estendida para a situacao onde 6 é um vetor e C' é uma regiao.
Para um « fixo, o intervalo C' de menor amplitude é aquele que inclui os pontos de mais alta
densidade a posteriori; sdo os chamados intervalos MDP - maxima densidade a posteriori.

A predicdo de uma observacdo futura z, apds a observacao dos dados y, é baseada na

distribuicdo de z|y, chamada de distribuicdo preditiva, dada pela expressdo

f(zly) = / f(=06]y)d6 = / /(210.y)7(6]y) do = / /(210) 7(6]y) b,

na qual a ultima passagem ocorre se z e y sao condicionalmente independentes dado 6.



A densidade a posteriori (0| y) e a distribuicdo preditiva f(z|y) podem ser tdo complexas
a ponto de n3o permitirem a extracdo analitica de informacdes descritivas que exijam inte-
gracdao. Uma maneira de contornar este problema é conduzir a inferéncia baseada na andlise de
uma amostra simulada da distribuicao a posteriori. Na préxima se¢do, sdo apresentados alguns
métodos bastante utilizados de obtencao de amostras da posteriori utilizando-se métodos de

simulacdo estocastica através de cadeias de Markov.

1.2.3 Escolha da Distribuicao a Priori

Migon e Gamerman (1999) apresentam diferentes formas de especificagdo da distribuigdo
a priori dos parametros. A distribuicao a priori pode ser determinada a partir de conhecimen-
tos subjetivos ou através do uso de informagGes sobre o parametro obtidas de experimentos
passados.

Um procedimento indireto é a especificacdo através de formas funcionais de densidades
paramétricas. Os parametros destas formas funcionais da distribuicdo a priori, chamados hiper-
pardmetros, sao escolhidos de modo subjetivo de acordo com informacgdes disponiveis. Um
procedimento sistematico é escolher a forma funcional da distribuicdo a priori de modo que as
distribuicBes a priori e a posteriori pertencam a mesma a familia de distribuicdes, as chamadas

familias de distribuicoes conjugadas:

Definicdo (Familia de Distribuicbes Conjugadas): Seja F ={f(y|0),0 € ©} uma familia de
distribuicGes amostrais (observacionais). Uma classe P de distribuigdes é dita ser uma familia

conjugada com respeito a F se, para todo f € F e p(f) € P, tem-se que w(|y) € P.

As vantagens da conjugacdo sdo especialmente a facilidade da andlise e a possibilidade de
explorar o aspecto sequencial do paradigma bayesiano.

Alguns analistas preferem que a influéncia da informac3o a priori na inferéncia seja reduzida
ao minimo, ou seja, permitem que os dados determinem a regido com maior massa de proba-
bilidade a posteriori. Este é o conceito das prioris ndo-informativas ou de referéncia, também
chamadas de vagas ou planas (flat). Uma priori ndo-informativa pode ser obtida a partir de
uma priori conjugada definindo-se o hiperparametro de escala tendendo a zero e mantendo os
outros constantes. Por exemplo, uma priori Normal com média zero e variancia muito alta é
relativamente plana. Um pardmetro de varidncia pode ter distribuicdo a priori Gama inver-

tida pouco informativa se seus hiperparametros forem escolhidos com valores suficientemente



baixos.

1.3 Métodos MCMC na Inferéncia Bayesiana

A densidade a posteriori m pode ser muito complexa e impossivel de ser amostrada direta-
mente. Com o uso de um método Monte Carlo via cadeias de Markov (MCMC, na abrevia¢do
em inglés) é possivel gerar uma cadeia de Markov ergddica que tenha 7 como distribuicdo
de equilibrio. Assim, apds a convergéncia da cadeia para m, os valores gerados formam uma
amostra desta distribuicdo, que pode ser usada para célculos de Monte Carlo.

Nesta secdo serdo apresentados o amostrador de Gibbs e o algoritmo de Metropolis-
Hastings, utilizados na inferéncia bayesiana dos modelos propostos nesta tese. Uma ampla
discussao destes e de outros métodos, com sua aplicacdo em diversos modelos, é encontrada

em Gamerman e Lopes (2006).

1.3.1 Amostrador de Gibbs

Com o objetivo de obter uma amostra da distribuicdo a posteriori 7(61,...,04|y), o
amostrador de Gibbs (Gelfand e Smith, 1990) simula sucessivamente e repetidamente das
distribuicGes condicionais completas de cada componente dados os demais componentes, ou
seja, gera valores de 0; de n(0; | 0_;,y), ¢ =1,...,d, onde 6_; = (01,...,0;_1,0;41,...,04)".
Assume-se que estas distribuicdes s3o de facil amostragem direta.

Os passos deste esquema de amostragem sdo:

1. Inicialize o contador de iteracdes da cadeia em j=1 e atribua valores iniciais

00—, 0.

2. Obtenha um novo valor 89 = (99), - ng))’ através da geragao sucessiva de valores

09~ (0,105, 6097V y),

05 ~ n(02]07,057, .05 y),

9&]) ~ 7T(‘9d|9§])7"96(i]_)17y)7



3. Mude o contador de j para j+1 e retorne ao passo 2 até que a convergéncia da cadeia

seja atingida.

A medida que o numero de iteracdes cresce, a cadeia aproxima-se da sua condicao de
equilibrio. Quando a convergéncia ¢ atingida, o valor resultante 09 ¢ uma observacao de 7.

Assim, na prética, a cadeia é iterada um numero suficientemente grande de itera¢des
(digamos, J) tal que se possa assmuir que a convergéncia foi atingida. Este é o chamado
periodo de burn in. Os valores 0(‘]), e 0™) s30 tomados como uma amostra da distribuicao
a posteriori de 8. Como os valores seqlienciais nesta amostra sdo autocorrelacionados, é usual
tomar uma sub-amostra sistemdtica dos valores, por exemplo, a cada k > 1 itera¢les, para
reduzir este efeito.

A convergéncia pode ser muito lenta devido a alta correlagdo entre os elementos de 6.
Uma solug&o para este problema é definir subconjuntos (chamados blocos) dos elementos de

0 que sao amostrados conjuntamente.

1.3.2 Algoritmo de Metropolis-Hastings

Novamente, o objetivo é gerar um valor de 6 de uma distribuicdo m(f). No procedi-
mento de inferéncia bayesiana, esta distribuicao pode ser a posteriori de ¢ ou algumas das
distribuicdes condicionais completas de #; no amostrador de Gibbs, quando estas ndo sdo de
facil amostragem direta. A idéia do algoritmo de Metropolis-Hastings (Metropolis et al., 1953;
Hastings, 1970) é amostrar um valor de 6 da densidade ¢(x |y) (chamada de densidade da
proposta) da qual a gera¢do de valores é possivel ou mais facil.

Os passos deste esquema de amostragem sao:

1. Inicialize o contador de iteracdes da cadeia em j=1 e atribua um valor inicial #(%;
2. Obtenha um novo valor ¢ para 6 gerado da distribuicdo g(¢|0U—Y);

3. Avalie a probabilidade de aceitacao do novo valor, dada por

m(¢) a0V V]9) }

a0V ¢) = min{ 1, 7(0U-1D) q(p|0U-D)

Se o novo valor é aceito, ) =¢; caso contrario, 8¢ =9U-1);



4. Mude o contador de j para j+1 e retorne ao passo 2 até que a convergéncia da cadeia

seja atingida.

Apds a convergéncia da cadeia para sua condicao de equilibrio, digamos, na iteragao J,
os valores G(J),...,B(M) constituem-se em uma amostra (correlacionada) da distribuicdo a
posteriori de 6.

Em geral, a taxa de aceitacdo dos valores novos é ajustada para cerca de 50% através
da definicdo de uma constante sintonizadora da probabilidade de aceitacdo do valor proposto,
geralmente associada a variancia da densidade da proposta g.

Assim como no amostrador de Gibbs, a amostragem dos parametros @ também pode ser

feita em blocos de seus elementos.

1.3.3 Avaliacao da Convergéncia da Cadeia

A teoria de MCMC nos garante que a cadeia de Markov ird eventualmente produzir uma
amostra da distribuicdo alvo se a cadeia é rodada por um tempo suficientemente longo. A
questdo de dificil resposta é saber quao longo é suficiente para garantir a convergéncia.

Existem métodos formais de verificacdo da convergéncia das cadeias, como o procedimento
de Geweke (1992) e a estatistica de Gelman e Rubin (1992), modificada por Brooks e Gelman
(1998). Entretanto, nenhum destes métodos é conclusivo, fornecendo apenas indicios de
convergéncia.

Um modo informal simples de verificagdo da convergéncia é a analise das séries temporais
de varias estatisticas derivadas da cadeia de Markov, como somas, médias ou indices Uteis
na descricdo dos dados. Considera-se que a cadeia aparentemente convergiu quando a série
temporal destas estatisticas estabiliza-se.

Do mesmo modo, pode-se analisar a trajetéria de pelo menos duas cadeias independentes
(definidas por diferentes valores iniciais) dos préprios pardmetros e verificar se todas convergem

para o0 mesmo ponto de estabilidade.

1.4 Modelos Dindmicos

Modelos dinamicos sao uma ampla classe de modelos de regressao e de séries temporais nos

quais os parametros mudam com a passagem do tempo. Eles incluem como caso particular



os modelos estaticos, nos quais esta mudanca temporal n3o existe.
Nesta secao serdo apresentados os modelos dinamicos e seus procedimentos de inferéncia
utilizados na tese. Detalhes da modelagem, aplicacbes e extensa discussao do assunto podem

ser encontrados no livro de West e Harrison (1997) e no recente artigo de Migon et al. (2005).

1.4.1 Modelos Dinamicos Lineares

Os modelos dinamicos lineares consistem em uma equac¢do de regressao relacionando os
parametros as observacoes e uma equacao relacionando entre si os sucessivos parametros da

regressao:

Equac3o das observacdes: y = F'0, + e, e ~ NI[0; Vi];

Equacdo do sistema: 0, = Gib_1 + w, wy ~ N[0; Wy,

onde {y;} é uma seqiiéncia de observa¢des no tempo, condicionalmente independentes dados
Vi e o vetor de parametros de estado 0;, I; é um vetor de varidveis explicativas e G; é uma
matriz que descreve a evolucdo dos parametros de estado. O modelo é completado com a
especificacdo de uma priori normal para 6.

A seguir sao apresentados dois exemplos dos chamados modelos de tendéncia.

Exemplo 1.1: O mais simples dos modelos dindmicos é o chamado modelo polinomial de
primeira ordem, no qual o nivel da série temporal permanece localmente estdvel, mas varia a

longos intervalos de tempo. Este modelo é descrito por:

Y = W T+ &, e ~ N[0; Vi];

e = M1 T Wi wr ~ N[0; Wy,

onde yi; é escalar. Este modelo é obtido a partir do modelo geral definindo F;=1e G;=1.

Exemplo 1.2: O modelo polinomial de segunda ordem permite que haja um crescimento no



nivel da série com a inclusao do parametro escalar (3;:

Yo = M T €, e ~ N[0; V3]
e = f—1 + Bio1 + wie, wir ~ N[0; Wy,
By = B + wa, war ~ N[0; Wy

Este modelo é obtido a partir do modelo geral tomando F; = ((1)) e Gy = ((1] }) Ambos

modelos serdo utilizados no Capitulo 4.

Quando V; e W, sdo conhecidos, a inferéncia pode ser feita analiticamente e as densidades
a posteriori sdo normais. O algoritmo Filtro de Kalman (Anderson e Moore, 1979) fornece as
distribuicGes em tempo real de 6;|D;, Vt, com D;={y1,...,y:}. Os detalhes desta inferéncia
seqlencial sao mostrados no Apéndice A.1.

Quando V; e W, s3o desconhecidos, a inferéncia ndo pode ser feita de forma analitica.
Dentre as diversas alternativas existentes para se realizar uma inferéncia aproximada, destacam-
se os procedimentos baseados em métodos MCMC (Migon et al., 2005). No Apéndice A.2,
é descrito o algoritmo Forward Filtering Backward Smoothing (FFBS), proposto por Carter e
Kohn (1994) e Frithwirth-Schnatter (1994). Este é o esquema utilizado na amostragem do

componente temporal nos modelos espaco-temporais propostos no Capitulo 4.

1.4.2 Modelos Dinamicos Lineares Generalizados

West et al. (1985) estenderam o modelo dindmico linear para situa¢des nas quais as
observacoes da série temporal pertencem a ampla familia exponencial de distribuicées. A
variavel aleatéria Y; tem uma distribuicao pertencente a familia exponencial se sua funcdo de

densidade (de probabilidade) puder ser escrita na forma

Pyl ne, Vo) = exp {V, 7! [yeme—b(m)] } alye,Va),

onde 7, e V; sdo parametros definidos de acordo com a distribuigdo especifica; b(n;) e a(y,V;)
sdo fungdes conhecidas e yy = E(Y;|n,) =V (n).

Desse modo, o modelo dinamico linear generalizado é definido pelos seguintes compo-
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nentes:

Equacio das observacdes: p(ye| 7)) o< exp {V;_l [ymt—b(nt)]} ,

g(u) = Ft/9t§

Equacdo do sistema: 0, = Gibi_1 + wy, wy ~ N[0; Wy,

onde g é uma funcdo de ligacdao conhecida, continua e mondtona que projeta y; na reta real.

A inferéncia pode ser feita via métodos MCMC. Entretanto, a distribuicdo condicional
completa dos estados 0 = (6, ...,07)" ndo é conhecida. Para amostrar desta distribui¢3o,
Gamerman (1997) sugere o uso de blocos dos 6, fazendo uma reparametrizagcdo em fungdo
dos erros wy =601 e wy=60,—G10,_1,t=2,...,T. A amostragem ¢é feita em funcdo destes erros,
evitando, assim, a lenta convergéncia da cadeia devido a forte correlacdo entre os estados
0;. A reconstrucdo dos estados originais é feita facilmente através da relacdo 6; = w; e
etzzf:1< o Gt_kﬂ) Wi t=2, T,

Ravines (2006) propde um esquema de amostragem eficiente na inferéncia bayesiana em
modelos dindmicos ndo normais e n3o lineares, denominado CUBS (abrevia¢do de Conjugate
Updating Backward Sampling). Os resultados obtidos mostram que o esquema proposto
é eficiente no sentido de reduzir significativamente o tempo computacional e ser de facil

implementacao.

1.5 Selecao de Modelos

A escolha entre diferentes propostas de modelos é uma etapa fundamental na analise de con-
juntos de dados. Se “todos os modelos sdo errados, mas alguns sao dteis” (Box, 1976), dentre
estes modelos (teis deve-se identificar aqueles que descrevam adequadamente a informacao
nos dados e/ou fornecam previsdes eficazes. Ainda que as ferramentas computacionais nos
habilitem a ajustar modelos cada vez mais complexos, ndo se deve perder de vista o critério
da parcimonia e a interpretabilidade do modelo.

Medir a complexidade de um modelo é mais do que contar o nimero de parametros quando
se trata da comparacao de modelos com efeitos fixos contra modelos que também incluem
efeitos aleatérios ou ainda entre modelos n3o encaixados. E o caso dos modelos hierarquicos

complexos nos quais o nimero de parametros n3o estd definido claramente.
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A seguir sdo apresentados dois conhecidos critérios de selecado de modelos - DIC e EPD,

que serao utilizados neste trabalho.

1.5.1 DIC - Deviance Information Criterion

O DIC foi proposto por Spiegelhalter et al. (2002) como uma generaliza¢do do critério de
informacdo de Akaike - AIC (Akaike, 1973).

Considere um modelo com um vetor de observagdes y = (y1,...,¥,) € um vetor de
pardmetros 0, cuja fungdo de verossimilhanca é denotada por p(y|@). A deviance do modelo
é definida por D(0)=—2log[p(y|0)].

A média a posteriori da deviance, denotada por Ey, [D(8)], pode ser pensada como uma
medida bayesiana de ajuste ou adequacdo do modelo. O nidmero efetivo de pardmetros no
modelo é definido como sendo a diferenca entre a média a posteriori da deviance e a deviance

avaliada nas médias a posteriori dos parametros:
pp=Eg, [D(0)] — D[Ey, ()] .

Quanto menor o valor de pp, menor é a complexidade do modelo.
O DIC é entdo definido como a soma destes dois componentes - uma medida da bondade

do ajuste e uma penalizacao pela complexidade do modelo:
DIC = Ey,, [D(6)] + pp.

Dentre os modelos comparados, aquele com menor valor de DIC é considerado o mais ade-
quado.
O DIC é um critério de facil implementacdo em procedimentos de ajuste de modelos via

MCMC. Sejam 8V, ... 0 uma amostra da distribuicio a posteriori p(0|y),

1 — 1 —
N — — ) 0) — il R
D= MZD(QJ) e D(O)_D<MZIBJ>,
j:
tem-se que DIC = 2D — D(0).
Em geral, tanto o componente pp quando o DIC s3o valores positivos. Entretanto, a

componente pp pode ser negativa se a fungdo de verossimilhanga n3o for log-concava; quando
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ha conflito entre a distribuicdo a priori e a funcao de verossimilhanca; ou ainda se a distribuicao
a posteriori dos parametros € muito assimétrica ou simétrica bimodal, de modo que a média
a posteriori ndo seja uma boa medida de tendéncia central. O valor do DIC também pode ser
negativo se a deviance é negativa, o que ocorre quando a densidade de probabilidade é maior
que um. Entretanto, este fato ndo interfere no uso do critério na comparacdo de modelos,

pois o foco estd na diferenca entre seus valores, nao no valor do DIC propriamente.

1.5.2 EPD - Expected Predictive Deviance

Gelfand e Ghosh (1998) apresentam o EPD, um critério preditivo cujo objetivo é escolher,
dentre os modelos ajustados, aquele que fornece a melhor predicdo de réplicas dos dados

observados. A idéia é amostrar um “novo” conjunto de dados da distribuicdo preditiva:

Wlu) = [ 16216561 w)de

onde y é visto como uma réplica (ou predicio) da observagdo ;. Uma vez definida uma
funcdo de discrepancia D(y”™,y) entre os dados observados e preditos, o critério escolhe o
modelo que minimiza a esperanca a posteriori desta discrepancia.

No caso de modelos normais, uma funcdo de discrepancia adequada é a soma de quadrados

D(y™,y)=(y"—vy)'(y"—y), levando ao cdlculo explicito do EPD por
n n ,
EDP =Y Var(YNy) + Y [EQN ) — v

i=1 i=1

O modelo com menor valor de EPD é escolhido como o mais adequado.
Em modelos com verossimilhanca de Poisson, a funciao perda sugerida é a deviance usual

adaptada para comparar dados reais e suas réplicas:

D(y",y) —22 vilog(yi/y) = (i—y) ] -

Uma correcao no caso de contagens baixas é dada por

D*(y",y) —22 (yi+0.5) log[(yi+0.5)/ (5 +0.5)] — (yi—y.") ]

=1
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O valor de EPD ¢é entdo dado pela média de D*(y”, y) baseada em amostradas repetidas da
distribuicdo preditiva de y” .
O critério EPD também é de facil implementacdo em algoritmos MCMC de amostragem

da distribuicao a posteriori dos parametros do modelo.

1.6 Organizacao da Tese

Este texto é composto de mais seis capitulos. O Capitulo 2 apresenta uma introducao aos
conceitos basicos dos processos pontuais no espaco e/ou no tempo. O Capitulo 3 apresenta
uma proposta de modelagem espacial. Os modelos espaco-temporais sdo propostos e estudados
no Capitulo 4. Estudos de simulacdo dos modelos propostos sdo apresentados no Capitulo 5,
enquanto sua aplicacdo a conjuntos de dados reais sdo mostrados no Capitulo 6. Finalmente,
o Capitulo 7 resume as conclusdes do trabalho e aponta caminhos para pesquisa futura nesta

importante drea da Estatistica.
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Capitulo

Processos Espaciais

2.1 Introducao

Muitos dos fendmenos estudados nas diferentes dreas do conhecimento, como satde piublica,
meio-ambiente, geologia, estudos de criminalidade, dentre outras, apresentam variabilidade das
observacoes sobre o espaco e o tempo.

Nos dltimos anos tem havido um grande crescimento de técnicas e modelos estatisticos
para analisar conjuntos de dados espaco-temporais. Tais dados sdo utilizados para detectar
padroes significativos de uma varidvel na regido, estudar sua evolucao temporal, bem como
fazer previsoes.

Neste capitulo, primeiramente sdo apresentados os conceitos basicos sobre processos es-
paciais e os tipos de dados espaciais gerados a partir deles. Na Secdo 3 é apresentado o
processo gaussiano. Os processos pontuais espaciais estudados na tese sdo introduzidos na
Secdo 4. A Secdo 5 introduz os processos espaco-temporais. A Secdo 6 discute a necessidade
de discretizacdo do espaco para a inferéncia.

As definicdes adotadas neste texto, baseadas em Diggle (2003), ndo sdo defini¢des formais.
Serd introduzida apenas a teoria basica para a compreens3o do assunto. Para definicdes com
maior rigor matematico, ver por exemplo, Cressie (1993) para processos espaciais em geral, e

Daley e Vere-Jones (2003) ou Mgller e Waagepetersen (2003 e 2007) para processos pontuais.
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2.2 Processos Espaciais

Um processo estocdstico com dominio no espaco é chamado um processo espacial. Um

processo espacial é definido por
{Z(s):s€ D cC R}, (2.1)

onde D é um conjunto de indices e Z(s) é o atributo de interesse na localizagdo s. Por sim-
plicidade, a dimensdo de D sera considerada igual a 2, representando observacdes no plano.
A natureza do conjunto D permite a definicao de trés principais tipos de dados espaciais, de

acordo com Cressie (1993):

1. Dados Geoestatisticos
Z(s) é uma varidvel aleatéria observada nas localizagdes s € D, onde D é fixo e continuo.
Exemplos: medicdes do volume de chuva em estacdes meteoroldgicas de um estado, medicoes

do nivel de um poluente atmosférico em pontos de uma cidade.

2. Dados de Area
Z(s) é uma varidvel aleatéria observada nas localizagdes s € D, onde D é fixo e discreto.
Exemplos: nimero de casos de uma doenca por municipio de um estado, niimero de furtos de

veiculos por bairro de uma cidade.

3. Arranjos Pontuais

Z(s) é uma varidvel aleatdria observada nas localizagdes s € D, onde D é um conjunto
aleatdrio de indices.

Exemplos: as localizagdes de focos de incéndio em uma floresta, as residéncias com focos do

mosquito Aedes aegypti em uma cidade.

Nesta tese, sdao estudados modelos para arranjos pontuais. Entretanto, um importante
modelo para dados com D continuo, o processo gaussiano, serd utilizado na definicao de

componentes dos modelos propostos e, portanto, é apresentado na préxima secao.
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2.3 O Processo Gaussiano

O processo gaussiano no plano é definido como o processo estocéastico z(-) na regido
DeR?, com D fixo e continuo, tal que, para n>1 e localizacdes espaciais 51, ..., S,, 0 vetor
(z(s1),...,x(sy,)) tem distribuicdo Normal multivariada com vetor de médias m e matriz de
variancias e covariancias X..

As suposicoes usuais sao:

e estacionariedade, que implica que m=ul e ¥=0>R, onde R é uma matriz de correlacdes
tais que r; = p(s;—s;;0) para uma fungdo de correlagdo adequada p (Vide subse¢do a

seguir.);

e isotropia, que implica que a fun¢do de correlagdo py depende apenas da distancia ||s;—s;||

entre as localizagdes s; e s;.

A notacao

z(:)| p,0%0 ~ PG [p;0%p(-0)]

serd utilizada neste texto para denotar um processo gaussiano estacionario e isotrépico com

média , varidncia o2

e funcdo de correlagdo espacial p. A suavidade na variacdo espacial
depende essencialmente da funcdo de correlagdo espacial. Em geral, estruturas suaves podem
ser obtidas com a defini¢cdo, via especificacao de 6, de valores altos para a correlagcdo espacial
entre localizagdes préximas.

Gamerman et al. (2007) descrevem a classe de processos gaussianos dindmicos, que sdo
obtidos como uma extensao dos processos gaussianos, quando se introduz o componente do
tempo, ou como uma extensdo dos modelos dinamicos, quando a dimensao espacial é intro-
duzida. Estes processos podem ser usados como prioris de alguns componentes de diferentes
modelos espaco-temporais, como nos modelos de regressdo (Gelfand et al., 2005), na andlise

fatorial espacial dindmica (Salazar, 2006) e nos processos pontuais espago-temporais estudados

no Capitulo 4 desta tese.

2.3.1 Simulacao de Dados de Processos Gaussianos

H3& varios métodos disponiveis para simulagdo de um campo aleatério gaussiano (Lantuéjoul,

1994). O processo gaussiano pode ser simulado usando-se métodos Monte Carlo. O dominio
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infinito da regido de simulagdo é representado por uma grade Gy = {c1, ...,cy }, na qual cada
célula ¢; tem drea a;, € o processo é aproximado por seus valores da distribuicao gaussiana
de dimens3o finita nas N células da grade. Se o processo tem intensidade e agregacdo
moderados, as propriedades de pequena escala do campo gaussiano nao s3o tao importantes,
podendo ser adotada uma discretizacdo mais “grosseira”. O erro resultante da discretizacdo
também depende da suavidade das realizagcdes do campo gausssiano, sendo menor quando a
funcao de correlacao espacial decresce lentamente com a distancia.

A geracdo de processos gaussianos estd implementada em linguagens de programacgao
como o R (R Development Core Team, 2004) que tem disponiveis, por exemplo, as bibliotecas

RandomFields (Schlather, 2001) e geoR (Ribeiro e Diggle, 2001).

2.3.2 Familias de Funcoes de Correlacao Espaciais

Se o processo espacial for assumido isotrdpico, a fungdo de correlagdo espacial p(d) serd
funcdo apenas da distancia euclidiana d entre duas localizacdes. E desejavel que esta funcdo

satisfaca as seguintes propriedades:
1. p(d;0) é mondtona n3o-crescente em d;
2. p(d;0)—0 quando d— o0;
3. Pelo menos um dos parametros em 6 controla a taxa com que p decai para zero.

Ha diversas familias de funcdes de correlacdo espaciais, dentre elas as mais conhecidas e

utilizadas s3o descritas a seguir.

Familia Exponencial Poténcia:

p(d; 0) = exp{—(d/¢)"},

onde 0 = (p,k), » >0 é o parametro de escala e k € (0;2]. Quando k=1, tem-se o caso
particular da funcdo de correlacdo exponencial, xk = 2 corresponde a funcdo de correlacdo

gaussiana.
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Familia Esférica:

1—2(d/o) + 5(d/9)* ,0<d< ¢;

0 ,d > o,

p(d; p) =

onde §=¢ >0 é o parametro de escala.

Familia Matérn (Matérn, 1986):

om0 = () (2)

onde = (p,k), ¢ >0 é o pardmetro de escala e k>0 é o pardmetro de forma; a fungdo I'(-) é a
funcdo gama e K, é a funcdo modificada de Bessel do terceiro tipo de ordem x (Abramowitz e
Stegun, 1972). As fun¢des exponencial e gaussiana também pertencem a esta familia, quando

k=0.5 e k— 00, respectivamente.

2.4 Processos Espaciais Pontuais

Um processo espacial pontual Z(s), s€ D, onde D é um conjunto aleatério de indices, é
um processo estocastico que governa a distribuicdo (localizagdo) e o nimero de realiza¢des de
um fendmeno nesta regido do espaco. Tal processo espacial difere-se dos outros dois tipos de
processos espaciais pelo fato de que o componente estocdstico primario é a propria localizacao
espacial das observages. O conjunto das localizagdes espaciais observadas « = {z1,...,x,}
é chamado de arranjo pontual e cada uma delas é usualmente chamada de evento, para
distingui-las de pontos arbitrarios no plano, denotados por s.

Os conceitos de média e covariancia dos processos continuos sdo definidos, para os pro-
cessos pontuais, em funcdo dos efeitos de primeira e segunda ordens. A fungdo de intensidade
de primeira ordem é uma medida de uniformidade e envolve o nimero médio de eventos por
unidade de drea no ponto s (Diggle, 2003):

A(s) = lim Z1Z009)

_— 2.2
|ds|—0 |d3‘ ’ ( )

onde E| | denota o valor esperado, ds é uma regido infinitesimal em torno do ponto s e |ds|

é a area desta regido. A fungdo de intensidade de segunda ordem é uma medida da estrutura
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de dependéncia entre as localizagdes s; e s; (Diggle, 2003):

ldsi| lds;|—~0 |ds;| |ds;]

Ao (8i,55) =

Um processo pontual espacial é dito ser fracamente estacionario se o processo € invariante

em localizacao, isto é,
)\(8) =\ VseD (S )\2(81',5]‘) = )\Q(h) Vsi,sj S D,

onde h = s; —s; é o vetor bidimensional da mudanga em localizagdo espacial do ponto s;
ao ponto s; (Diggle, 2003). Isto equivale a dizer que o niimero esperado de eventos em
uma localizacao arbitraria é constante e a dependéncia entre os eventos em duas localizagbes
quaisquer depende apenas do vetor diferenca h e ndo das localizagdes especificas s; e s;.

A funcdo de covariancia fracamente estacionaria pode ser definida como anisotrdpica ou
isotrépica. Um processo isotrdpico € invariante sob translacdo e rotacao em um angulo qual-
quer, ou seja, sua funcdo de covariancia ndo depende da direcdo de h, que pode ser substituido

por h=||s;—s;||, a distancia euclidiana entre s; e s;.

2.4.1 Tipos de Arranjos Pontuais

Basicamente s3o considerados trés tipos basicos de arranjos pontuais: agregado, regular e
aleatorio. A Figura 2.1 mostra uma realizacdo simulada de cada um destes tipos.

No arranjo pontual agregado, como o préprio nome diz, os eventos aparecem formando
diversos agrupamentos no espaco. E freqlientemente observado quando as sementes de planta
sdo espalhadas nas proximidades da planta-m3e. O oposto direto da agregacdo é o arranjo
regular, no qual os eventos ndo ocorrem (ou tém uma probabilidade muito baixa de ocorrer)
dentro de uma certa distancia uns dos outros, como, por exemplo, os centros das células
biolégicas. No arranjo aleatdrio os eventos se distribuem no espaco de maneira completamente
a0 acaso.

Arranjos pontuais heterogéneos podem surgir, por exemplo, da observacao das posicoes de
plantas onde a fertilidade do solo exibe uma variagdo espacial. Se é assumido que a fertilidade
é um campo aleatério que varia espacialmente, mas que, condicional a fertilidade do solo (e

possivelmente a outros fatores ambientais) as localizages das plantas sdo independentes, o
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Figura 2.1: Os tipos basicos de arranjos pontuais espaciais. Da esquerda para a direita: agregado,
regular e aleatério.

modelo apropriado é um processo com intensidade (de primeira ordem) variando no espago e
intensidade de segunda ordem nula. Por outro lado, se ha dependéncia entre as plantas (como
competicdo), é natural pensar em um processo que tenha termos de interac3o.

Dentre os varios tipos de processos pontuais que geram arranjos pontuais agregados, reg-
ulares ou aleatérios, sao apresentados neste texto apenas os processos que serao importantes
na compreensao da modelagem proposta neste trabalho. Nestes processos, ndo ha efeito de
interacdo entre os eventos. Assim, a eventual agregacao dos eventos é atribuida unicamente

a heterogeneidade na intensidade do processo.

2.4.2 Alguns Modelos para Processos Espaciais Pontuais

O mais simples dos processos espaciais pontuais é aquele em que n3o ha efeitos de primeira
nem de segunda ordens: a intensidade é constante no espaco e os eventos nao interagem
espacialmente. Esta situacdo, chamada de aleatoriedade espacial completa, define o processo

de Poisson homogéneo.

Processo de Poisson Homogéneo

Neste processo pontual, o nimero de eventos N em uma regido planar limitada A C :?
é uma varidvel aleatéria Poisson com média A|A|, sendo |A| a drea de A; adicionalmente,
condicionadas a intensidade, as contagens de eventos em regides disjuntas sdo independentes.
Este processo tem A(s) = X e Aa(s;, 8;) = A%, ou seja, € estaciondrio e isotrépico.

Pela definicao do modelo, a funcido de verossimilhanca de A ndo depende da localizacdo dos
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eventos € ={x1, ..., x, } na regido A, mas apenas do nimero de eventos n, sendo proporcional
a

[(A;n) o exp{=A|A[} (A[A])".

O processo de Poisson homogéneo ¢é (itil como base de comparacdo, mas pouco realistico
para aplicagdes. Ainda que n3o haja interacdo espacial entre os eventos, raramente se tem
homogeneidade na intensidade. Assumindo eventos independentes, mas com a intensidade
A(s) variando no espago, um padrdo pontual espacial pode ser modelado através do processo

de Poisson ndo-homogéneo.

Processo de Poisson Nao-Homogéneo

Nele, o ndmero de eventos em uma regido A C R*? tem distribuicdo de Poisson com média
1(A)= [, A(s)ds e, para regides disjuntas, as contagens de eventos sdo independentes. Este
€ um processo nao-estaciondrio, mas tem apenas efeitos de primeira ordem: a aglomeracdo
dos eventos é resultante da heterogeneidade da intensidade, ndo da atragdo entre eventos.

A fungdo de verossimilhangca de A(-), baseada no conjunto de eventos = {z1,...,x,}

observados na regido A, é proporcional a

I\ &) exp{—/Ax\(s)ds}H)\(z).

zex

Processo de Cox

Cox (1955) apresentou o processo de Poisson duplamente estocdstico, para o qual a su-
perficie de intensidade também é assumida ser estocastica. Assim, seja A={A(s):s € S} um
campo aleatério ndo-negativo. Se a distribuicao condicional de Z dado A=\ é um processo
de Poisson em S com fun¢do de intensidade A(s), entdo Z é um processo de Cox dirigido por
A. O processo pontual resultante é estacionario e isotrépico se, e somente se, o processo A o
é.

A decisao sobre a aleatoriedade ou nao da fungdo intensidade, ou de parte dela, depende
de questdes cientificas do fendmeno e/ou conhecimento prévio da aplicagdo em particular.
Quando apenas uma realizagdo do processo pontual estd disponivel, ndo se consegue distin-

guir um processo de Cox de um processo de Poisson ndo-homogéneo.
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Processo de Cox Log-Gaussiano

No processo pontual de Cox, se log[A(-)] = ®(-) é um processo gaussiano, o processo
pontual resultante é denominado processo de Cox log-gaussiano (Mgller et al., 1998).

Desse modo, a funcdo de verossimilhanca do processo de Cox log-gaussiano decorre dire-
tamente da fun¢do de verossimilhanca do processo de Poisson ndo-homogéneo, sendo dada

por

0:2) o expd = [explotas | [T expiota),

zZEx
na qual x={x,...,x,} é a localizagdo dos eventos observados na regido S.
Esta verossimilhanca ndo é analiticamente tratavel, pois depende de um nimero infinito

de varidveis aleatérias {¢(s), s€ S}.

2.4.3 Simulacao de Dados de Processos Espaciais Pontuais

A geracao de conjuntos de dados simulados do processo de Poisson homogéneo e suas
extensdes é geralmente simples e estd implementada em vdarios programas computacionais
de andlise estatistica, como o R (R Development Core Team, 2004), que tem disponiveis as
bibliotecas Splancs (Rowlingson e Diggle, 1993) e Spatstat (Baddeley e Tuner, 2005).

A geracdo de um arranjo pontual do processo Poisson com intensidade A em uma regido
D tem dois estagios: (i) uma contagem N da distribuicdo de Poisson com média \ é gerada;
(i) as posicdes dos N eventos sdo determinadas pela simulagdo de pontos independentes e
uniformes em D.

Lewis e Shedler (1979) propdem gerar um processo de Poisson ndo-homogéneo com fun¢io
de intensidade A(z),x € D através de algoritmo baseado em amostragem por rejeicdo. Na
sua forma mais simples, este algoritmo consiste em gerar um processo de Poisson homogéneo
com intensidade A = maz{\(x);x € D} e reter cada evento gerado com probabilidade
A(@) Arna-

O processo de Cox log-gaussiano pode ser simulado usando-se métodos Monte Carlo
(Mgller e Waagepetersen, 2003). Assim como sua definicdo, a simulagdo do processo de
Cox log-gaussiano envolve duas etapas. Primeiramente, o campo gaussiano ® é simulado nas
N subregides que particionam a regidao de estudo e, dada sua realizagdo (25: (qz@l, ...,(ZSN),
geram-se N contagens de Poisson independentes com médias S\i = q; exp(@), onde a; é a

area da i-ésima subregido, para t=1, ..., N.
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2.5 Processos Pontuais Espaco-Temporais

Um processo pontual espago-temporal é um processo estocastico que tem como realizagcdes
pontos com coordenadas aleatdrias no espaco e no tempo. Estes processos pontuais podem
ser considerados como um hibrido de um componente espacial e um componente temporal
(Dorai-Raj, 2001). Estendendo a defini¢do Z(s) em (2.1) para incluir o tempo, obtem-se a

seguinte definicdo de um processo pontual espaco-temporal:
{Z(s,t) : s€ DCR*t€[0,T]CR}, (2.3)

onde D é um conjunto aleatério de indices.

Segundo Schoenberg et al. (2002), um processo pontual espago-temporal Z é caracteriza-
do unicamente pelo seu processo de intensidade condicional A. Assim como em (2.2), a
intensidade \(s,t) do processo na localizagdo espacial s e no tempo ¢ pode ser pensada como
a freqgliencia com a qual os eventos sdo esperados ocorrer em torno de uma localizagdo (s, t)
no espaco e tempo, condicionada na histéria a priori do processo até o tempo ¢, denotada
por H;. Formalmente, A(s,t) pode ser definida como a esperan¢a condicional limite, como
explicado a seguir. Fixe qualquer ponto (s,t) no espago-tempo, onde s= (s, 53) € R%. Seja
B o conjunto (t,t+A4) X (51,81 +A41) X (82, 89+ Ag), onde A é o vetor (Ay, Ay, Ags).

Entao
As.t) = lim E[Z(Ba)| )] /|A] (2.4)

se este limite existe.

O conjunto de dados observados deste processo é chamado de arranjo pontual espaco-
temporal, sendo formado pelo registro £ = {(z1,t1), ..., (zn,t,)} das localizagdes espaciais z;
e respectivo tempo de ocorréncia t; dos n eventos.

Arranjos pontuais espago-temporais sao freqiientemente analisados com negligéncia ao
componente temporal, através da investigacao das propriedades de primeira e segunda ordens
do processo espacial separadamente para cada periodo de tempo. Esta abordagem oferece uma
visdo limitada da evolucdo do padrao espacial através do tempo, pois, sem a incorporacao direta
de uma relagdo temporal entre todos os arranjos espaciais observados, muito da inferéncia sobre

o processo pode ser perdido.
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Fishman e Snyder (1976) definem e estudam uma classe geral de processos pontuais no
espago-tempo a qual chamam de analitica. Dorai-Raj (2001) introduz vérios tipos de processos
pontuais espaco-temporais juntamente com suas correspondentes definicdes de intensidade de
primeira e segunda ordens. Ele propde estimadores das intensidades espago-temporais de
primeira ordem usando a técnica de densidades de kernel.

Nas aplicacOes desta tese, os eventos serdao analisados com a informacdo de espaco e
de tempo. Alguns estudos agregam a informagdo do tempo, ou seja, analisam apenas a
informacdo da localizagdo espacial do eventos, como nos modelos do Capitulo 3. Qutros
estudos observam o tempo de ocorréncia sem observar a localizagao espacial, ou seja, fazem
a agregacdo no espaco. Paez e Diggle (2006), por exemplo, usam processos dindmicos para
modelar processos de Cox agregados no espaco. Gamerman (1992) apresenta um modelo
dindmico para anadlise estatistica em processos pontuais com eventos registrados apenas no
tempo e informacgado de covaridveis. A intensidade do processo é assumida constante em cada
um dos intervalos de tempo e a inferéncia bayesiana é feita através de uma analise sequencial

da informac3do nestes intervalos sucessivos.

2.6 Inferéncia via Discretizacdo no Espaco e/ou Tempo

Os modelos para processos pontuais estudados nesta tese sdo definidos em espaco continuo.
Entretanto, a inferéncia via verossimilhanca é muito dificil de ser feita com espaco continuo.
Uma solucao é a “discretizacao espacial”. A regido de estudo é dividida por uma particao
Gv={ci,...,cn}, na qual cada célula ¢;, i=1,..., N, tem centréide com coordenadas s;. A
varidvel aleatdria passa a ser a contagem de eventos Y}, ocorridos na i-ésima célula.

Este procedimento é adotado, por exemplo, em Mgiller et al. (1998), Brix e Mgller (2001)
e Bené&s et al. (2002), nos quais o campo gaussiano é aproximado por uma step function,
obtida via discretizacao da regido espacial em uma grade, para que entdo o cdlculo de sua
distribuicdo a posteriori possa ser aproximado por um método MCMC.

A definicao da particdo no espaco pode ser feita de vdrias maneiras. Uma delas é sobrepor
na regiao de estudo uma grade regular, como exemplificado na Figura 2.2. A regido “dis-
cretizada” € constituida da unido das células obtidas pela intersecao da regido original com a
grade. Deve-se notar que as células das bordas da regido original terdao area menor do que a

células centrais, o que deve ser incorporado no modelo.
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Figura 2.2: Exemplo de constru¢do de uma grade regular sobreposta a regido de estudo.

Nos arranjos pontuais espaciais com forte agregacao dos eventos, o uso de uma grade
regular na discretizacdo parece ineficaz devido a criacdo de um grande nimero de células sem
registro de eventos e outras, do mesmo tamanho, mas com um grande nimero de eventos.
Uma solucdo seria construir uma grade com células de tamanho menor nas dreas de mais alta
ocorréncia de eventos, o que tornaria mais refinada a estimacdo da intensidade nestas regioes.

Heikkinen e Arjas (1998 e 1999), por exemplo, utilizam uma particdo formada pelos
poligonos de diferentes tamanhos obtidos na construcdo da tesselagem de Voronoi a par-
tir dos eventos observados ou gerados especificamente para esta construcao. Eles estudam
modelos n3o-paramétricos para processos de Poisson nao-homogéneos nos quais a funcao de
intensidade é assumida constante nos poligonos.

A tesselagem de Voronoi pode ser informalmente definida do seguinte modo. Dados n
pontos distintos em uma regido planar S, pode-se atribuir a cada ponto s; um poligono
consistindo da parte de S que é mais proxima de s; do que de qualquer outro dos n — 1
pontos. Este conjunto de poligonos é chamado de tesselagem de Voronoi (ou Dirichlet).

A Figura 2.3 mostra a discretizacdo por uma grade regular e via tesselagem de Voronoi
para com um arranjo pontual ficticio. Os poligonos de Voronoi sdo menores nas dreas com
mais alta intensidade de eventos, o que certamente contribui para obtencdo de um mapa de
intensidades estimadas mais refinado nestas dreas. Entretanto, esta construgdo resulta que
todas as células da discretizacdo tém apenas um evento. A informacdo sobre a intensidade
do processo, que na grade regular cabia a contagem de eventos por célula, torna-se a drea da

célula poligono.
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Eventos Grade Regular Tesselagem de Voronoi

Figura 2.3: Exemplo de construcdo da tesselagem de Voronoi. Da esquerda para a direita: eventos
observados na regido, grade regular sobreposta a regido, tesselagem de Voronoi sobre-
posta a regido.

O mesmo tipo de raciocinio se aplica a discretizagdo no tempo. O periodo de observacio
no tempo € dividido em intervalos. Registra-se, entdo, Y|; 4, o nimero de eventos na i-ésima
célula no t-ésimo intervalo de tempo. A decisdo de se criar intervalos de tempo equiespacados
ou n3o pode pode depender da agregacdo dos eventos no tempo. Se os eventos tém uma
forte agregacao em alguns periodos de tempo, o uso de intervalos equiespacados pode gerar
intervalos com poucos eventos observados.

Alguns estudos foram feitos para verificar o efeito da discretizacdo no tempo ou no espaco.
Paez e Diggle (2006) estudam as conseqiiéncias de se trabalhar com diferentes niveis de
discretizagdo temporal no processo pontual de Cox agregado no espago e concluem que, quanto
maior a discretizacdo dos dados no tempo, maior é a variancia a posteriori dos parametros de
variancia e correlacdo temporal do processo, ndo afetando, entretanto, a estimacao da média do
processo. Considerando apenas a observacdo dos eventos no espaco, Waagepetersen (2004)
demonstra analiticamente que as posterioris aproximadas das log-intensidades, calculadas a
partir dos processos de Cox log-gaussianos discretizados, convergem para as posterioris exatas
quando as dreas das células da grade tendem a zero. No Capitulo 3 é apresentado um estudo de
simulacdo mostrando o efeito de diferentes escalas de discretizagcdo para o modelo apresentado

naquele capitulo.
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Capitulo

Modelos para Processos Pontuais Espaciais

3.1 Introducao

Neste capitulo, é estudado um modelo para a intensidade do processo pontual em eventos
observados apenas no espaco, sem informacdo de tempo de ocorréncia.

Os livros classicos sobre processos pontuais espaciais usualmente lidam com arranjos pon-
tuais relativamente pequenos, nos quais os métodos nao paramétricos baseados em estatisticas
descritivas tém um importante papel na analise. Nos ultimos anos, os avancos dos métodos
estatisticos computacionais, particularmente o MCMC, tiveram um grande impacto no desen-
volvimento dos procedimento de inferéncia para processos pontuais espaciais. O foco mudou
para inferéncia baseada na verossimilhanca em modelos paramétricos, frequientemente depen-
dendo de covaridveis, e muitas vezes contendo também efeitos aleatdrios.

Baddeley et al. (2006) redne diversos estudos de casos em modelagem de processos
espaciais, bem como os mais recentes avangos tedéricos e metodoldgicos na teoria de processos
pontuais no espaco. No contexto de mapeamento de doencas, sao interessantes os estudos
de Diggle (2000) e Richardson (2003).

O modelo estudado neste capitulo foi proposto por Ben&s et al. (2002) no contexto
de mapeamento do risco de doencas. Considera-se a situacdo na qual toda estrutura de
dependéncia espacial é devida apenas a heterogeneidade espacial na intensidade do processo,
e ndo a interacdo direta entre os eventos. Os exemplos de tais processos pontuais sdo o
processo de Poisson ndo-homogéneo e o processo (log-gaussiano) de Cox, introduzidos no

Capitulo 2.
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Este capitulo esta organizado do seguinte modo. Na préxima secao é apresentado o modelo
espacial que servira de base para a modelagem espaco-temporal apresentado no Capitulo 4. Na
Secdo 3.3 s3o apresentados os aspectos computacionais da inferéncia bayesiana implementada
para o modelo. A Secdo 3.4 apresentada estudos de simulagdo preliminares dos modelos e
métodos de estimacdo. Nas se¢des finais sdo apresentados estudos de simulagdo para investigar
o efeito da discretizacdo espacial necessaria para a conducao da inferéncia e da utilizacao de
prioris de referéncia. Os desenvolvimentos algébricos e estudos de simulacdo deste capitulo
serviram como ponto de partida para a inferéncia nos modelos espaco-temporais do préximo

capitulo.

3.2 Modelo Espacial

Seja Z um processo pontual espacial definido em S € %2, uma subregio no plano, para o

qual considera-se o seguinte modelo hierdrquico:

e No primeiro nivel, Z é assumido ser um processo de Cox com fung¢do de intensidade A,
modelada pelo produto da intensidade da populacdo \y(s) (ou qualquer outra varidvel

deterministica da intensidade) e da fung¢do de risco A(s):

A(s) = Xo(s)A(s), VseS. (3.1)

e No segundo nivel, é proposto um modelo log-linear para a fun¢do de risco A(s) que
incorpora informagdes de covaridveis espaciais d(s) e um processo Gaussiano estacionario

e isotrdpico ¢(s):

log(s) = 6(s) + Bd(s), com  6() ~ PG [0;0% p(0)] (32)

no qual 3 é o vetor de coeficientes de regressio desconhecidos, o é a varidncia do
processo espacial e p(h;0) é uma funcdo de correlagdo espacial com pardmetro 6 que
depende apenas da distancia h entres as localizacdes no espaco. Os efeitos espaciais
¢(s) levam em conta a variagdo espacial ndo-explicada pelas covaridveis e a incerteza

na estimacdo da intensidade da populacao.
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e No terceiro nivel, é escolhida uma distribui¢cdo de probabilidade a priori para os parametros

desconhecidos do estdgio anterior, denotada por

(8,02, 0). (3.3)

O caso especial do modelo sem covaridveis, no qual 3'd(s)= /3, é a prépria definicio do
modelo de Cox log-gaussiano. As covaridveis podem estar associadas diretamente ao evento
observado no ponto s, como, por exemplo, caracteristicas pessoais de individuos identificados
como casos de uma doenca, ou indiretamente ao préprio local de observacdao, como, por
exemplo, uma caracteristica ambiental.

Este modelo de efeitos fixos pode ser estendido para um modelo de efeitos aleatérios com
variacao no espaco, ou seja,

B'(s)d(s)

Esta idéia é explorada nos modelos de Assungdo et al. (1999) e Gamerman et al. (2003) para
dados de drea e de Gelfand et al. (2003) e Paez et al. (2004) para dados geoestatisticos.
Seja o arranjo espacial observado © = (xy,...,x,), com z;, i=1,...n, representando as
coordenadas espaciais do i-ésimo evento. A distribui¢do gaussiana de ¢(-) é vista como uma
priori e a distribuicdo condicional de Z dados (¢(-),3,0%,6) como a verossimilhanga, que,

dados ¢(-) e 3, ndo depende de o2 e 6:

plx|o(-),B) x exp{—/s/\o(s) explo(s)+8'd(s)] ds } H/\O(z) exp [¢p(2)+08'd(z)]. (3.4)

zex

Como mencionado na Se¢do 2.4.2, esta verossimilhanga n3o é analiticamente tratdvel, pois
depende de um ndmero infinito de varidveis aleatérias {¢(s), s€ S}.
A distribuicao a posteriori de ¢(-) é resultante da combinagdo, via teorema de Bayes, de

um processo Gaussiano como priori para ¢(-) com sua verossimilhanca em (3.4).

3.3 Aspectos Computacionais da Inferéncia

Assim como Benés et al. (2002), Mgller et al. (1998) e Brix e Mgller (2001), para viabilizar
a inferéncia do modelo (3.1)-(3.3), é adotado o procedimento de discretizagdo espacial do
processo: a regido de estudo é dividida por uma particdo Gy = {ci,...,cn}, na qual cada

célula ¢;, i=1,..., N, tem centréide com coordenadas s; e area a; (que incorpora também a
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densidade populacional). As varidveis aleatérias passam a ser as contagens de eventos Y}, i=
1,..., N, ocorridos nas N células da particao. O modelo espacial discretizado assume que,
condicionalmente a intensidade do processo nas células, estas contagens sao independentes,

levando a

pym [ Ag) o eXP{—aM[i}}'Aﬁ[}”, i=1,...,N,
log(A) = B'dy + ¢p, i=1,...,N,

¢ = (dp), .. ov) ~ N[0;0°Ry],

no qual dyj = (dipy, ..., dkp))" é o vetor de covaridveis associadas a i-ésima célula, 8 =
(01, ..., Bi)" é o vetor de coeficientes de regressdo desconhecidos, 0 é um vetor de compri-
mento N com elementos iguais a zero e Ry= [Ri,j]{i7j:17,,,7N} ¢ a matriz N XN de correlacGes
espaciais entre as células, com R;; = p(||s; —s;|;0), i,j = 1,...,N, para uma fung¢do de
correlacdo espacial p(-) apropriadamente escolhida.

O objetivo € inferir sobre o vetor dos efeitos espaciais ¢, seus hiperpardmetros o2 e 0, e
sobre o vetor dos coeficientes de regressdo 3. A funcao de verossimilhanca é proporcional a

i=1 =1

N
U, Biy) = [ plyy | 4. 8) eXP{Z [_a[z‘}eﬁldmwm + Y (B'dy) + ¢[i])}}
e a distribuicao a priori por

(¢, B,0%,0) = 7(B) (¢|c*,0) 7(c*,0),

assumindo-se que os coeficientes de regressdo (3 e os hiperpardmetros o2 e 6 s3o independentes
a priori. Assim, a densidade a posteriori conjunta dos efeitos aledtorios e parametros do modelo
é

p(#,B.0%01y) < U(¢,Biy) n(B) ($|o*,0) w(c?) 7(0).

Esta distribuicdo de densidade n3o pertence a uma familia de distribuicdes conhecidas, qualquer
que seja a forma funcional das prioris. Desse modo, a inferéncia sobre os efeitos aleatérios e
demais parametros do modelo é feita através de uma amostra desta distribuicao a posteriori,
que serd obtida através dos amostradores de Gibbs e de Metropolis-Hastings. Os detalhes do
procedimento de amostragem s3ao mostrados nas subse¢des a seguir.

A distribuicdo a posteriori da log-intensidade pode entao ser computada usando-se métodos
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MCMC. Benés et al. (2002), Mgller et al. (1998) e Brix e Mgller (2001) usam o amostrador de
Gibbs e o algoritmo de Metropolis-Hastings para amostrar da posteriori dos hiperparametros
e o algoritmo de Langevin-Hastings para amostrar da posteriori do vetor de log-intensidades.
Nesta tese, serd usado o amostrador de Gibbs e o algoritmo de Metropolis-Hastings para

amostrar os hiperparametros e os efeitos espaciais, como descrito a seguir.

3.3.1 Amostragem dos Efeitos Espaciais

A distribuicdo condicional completa do vetor de efeitos espaciais ¢ = (¢, ..., P[n])’ é dada

por
. 2 [N ) / ¢/R;1
p(dly) o U Biy) m(d]0.0) ox expy—Ale? +y'd— BT 0

com A= (aleﬁd[l], ...,aNe'BdW)/ e e?= (e¢[1], - e¢[N1),. Esta distribuicdo ndao conjuga com
a distribuicdo a priori Normal multivariada de ¢, ndo pertence a uma familia de densidades
conhecida e tem dificil amostragem direta.

Inicialmente, foi experimentada a aplicagdo do esquema Metropolis-Hastings para amostra-
gem conjunta dos elementos ¢y, ..., ¢|n). Entretanto, as diversas propostas de densidades
tentadas nos estudos de simulacao resultaram em um ndmero muito baixo, por vezes nulo,
de valores propostos aceitos, mesmo para um grande nimero de iteracdes. Também foi
experimentada a amostragem de blocos destes ¢ ‘s, sem sucesso mesmo para blocos pequenos,
com apenas quatro elementos. Mais informacGes sobre estas tentativas sdo encontradas no
Capitulo 7.

Decidiu-se, desse modo, fazer a amostragem de cada ¢y;), i =1,..., N, individualmente.
Defina ¢ = (o), -, Gi—1))s Pfit1]s ---» @), © vetor das log-intensidades excluida aquela da

célula 7. A distribuicdo a priori condicional completa de ¢y; € dada por

Oyl pigs 02,0 ~ N[M; Vi), i=1,...,N,

com M;=B/H '¢_; e V; =0°(1-BjH; 'B,),

onde H; é a matriz de correlacées Ry extraidas as i-ésimas linha e coluna, B; é o vetor formado

pela i-ésima linha de Ry sem a i-ésima coluna, para i=1,..., N.
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A distribuicao condicional completa da log-intensidade ¢(;) é dada por:

pe(P) | B1—ip, By ¥, i) o< p(y | b, B) 7( | d-iy, 07 0), i=1,...,N,
(¢p— M;)? } ‘

o exp{ _aie,@/d[i]Jr(b[i] + y[i]¢[i] _ 57

O esquema de Metropolis-Hastings é usado para amostrar desta distribuicdo. Apresentamos
duas propostas de densidades para amostragem: a proposta da priori condicional e a proposta
da posteriori de modelos lineares generalizados mistos (MLGM).

Na proposta da priori condicional, um novo valor qﬁ, t=1,..., N, é amostrado da densidade
a priori condicional aos valores correntes das demais log-intensidades e dos hiperparametros,
ou seja, da distribuicdo Normal com média M; e variancia V;. A probabilidade de aceitacao

do valor proposto é igual a min{1, oy (¢y;)}, com
N % .
a1 (Ppy) = exp{—a[ﬂeﬁd“] <e¢[i] — ed)[ﬂ) + (¢f£ - %/]) y[i]} ) 1=1,...,N.

A densidade proposta da posteriori MLGM para ¢y; é aquela apresentada em Gamerman
(1997) e detalhada no Apéndice A.3. Nela, o novo valor gzﬁf;g é amostrado da distribui¢do

Normal com média Mq‘{ e variancia V¢V, com

- - —1
MY = VY (M/Vir gn/VY) e VY = (1Y) (35)
¢>¥]+5d[¢]

N Ve Yu) — @€
Yy = O+

e VYV = (aefuPm
a,eltPd ' ’
i

e probabilidade de aceita¢do do valor proposto é igual a min{1l, as(¢y;)}, na qual

N v
2V 2V

Vo N2 N _ V2 VN —1/2
X exp{—< 1] ¢) +< ] ¢) }<i> , 1=1,..., N,

na qual M}’ e V}V sdo dados pelas expressdes em (3.5) substituindo-se gz% por gbf;g.



33

3.3.2 Amostragem do Coeficiente de Regressao

Os coeficientes de regressao (3, k=1, ..., K, sdo assumidos independentes entre si a priori,

com distribuicGes a priori marginais Normais:
ﬁkNN[agk;b%k] 5 k)zl,,K

Defina B_,. = (51, -, Br—1, Brs1, - P ), ou seja, o vetor 3 dos coeficientes de regressdo
excluido By; e d_yy = (duif), -, di—13), di41ji]s -, dii))’, © vetor das varidveis explicativas para
a i-ésima célula da particao espacial.

A distribuicdo condicional completa de (3, é dada por

Pe(Bi| By 9. 0%, 0,y) o< (9, B; ) ()

—a 2
X exp{ Zaeﬂd]+¢ +ﬁka[l]dkM 252 ﬂk) },

que ndo pertence a uma familia de distribuicdes conhecida. Desse modo, a amostragem de
O € feita através do esquema de Metropolis-Hastings: a cada iteracdo da cadeia do MCMC,
um novo valor para 3, (denotado 1) é amostrado, em fun¢do do valor da iteragdo anterior
(denotado 3}), de uma distribuicio proposta Normal (Y | 3Y) com média 3} e variancia

r (que também é a constante sintonizadora da taxa de aceitagdo dos valores propostos).

Aceita-se este valor proposto com probabilidade igual a min{1, «(f3x)}, na qual

pe(B | 60y) | a(B 1B
pe(BY | &,y) "~ a(BY | BY)

N N 2 _(aV _ 2
+ (B =6 > ydrg — (B ~as,) = Py —ap.) 1,
i=1

a(Br)

N
— exp{— ZAi(eﬁljcvdk[i] _ eﬁ;‘gdk[i]) +
=1

2

com A; = a;e®itP-rid-ril O processo de amostragem continua até que se obtenha con-
vergéncia da cadeia.
O procedimento de amostragem descrito acima, no qual cada coeficiente (3, é amostrado

individualmente, pode ser modificado para que [, ..., Bk sejam amostrados conjuntamente.
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3.3.3 Amostragem dos Parametros do Processo Espacial

Os parametros o2 e 0, relacionados a distribuicdo dos efeitos espaciais ¢, s3o assumidos
independentes a priori com distribuicdes marginais gama invertida e gama, respectivamente, e

denotadas por
o? ~Gllgsivs] e 0 ~G g

A parametrizacdo da densidade G[g;v] é tal que f(z) = v9/T'(g) =9 e, =z >0, g >
0, v>0, que tem esperanca igual a g/v e varidncia igual a g/v?. Na densidade GI[g;v], a
parametrizacdo é tal que f(z)=v9/T'(g) 2~ “e /% x>0, g>0, v>0, que tem esperanca
igual a v/(g—1), se g>1, e variancia igual a v?/[(g—1)*(9—2)], se g>2.

O amostrador de Gibbs foi escolhido para atualizacdo dos valores destes parametros indi-

vidualmente. O pardmetro o2 possui densidade condicional completa Gama Invertida:

pe(0®[0,¢,8,y) o w(¢p|o*,0) m(c?)

N 1 'Rt
x (0.2)—(934‘?4‘1) exp{__2 |:US _|_ W] } , 0.2 > 07
g

N /R—l
s 020, ~ Gf{gﬁg;vﬁwy

A cadeia o2

é entdo formada pela amostragem, a cada iteracdo, diretamente de sua densidade
condicional completa.
A densidade condicional completa de 6, entretanto, ndo pertence a uma familia de dis-

tribuicdes conhecida:

pe(0 ] 0% ¢,8,y) o« w(¢lo®,0) x(6)
/! p—1
o 99*1]1%9\’% exp{—vte — M} , 0>0.

202

Desse modo, é utilizado o esquema de amostragem de Metropolis-Hastings: a cada iteracao
da cadeia, um novo valor para 6 (denotado V) é amostrado, em funcio do valor da iteracio

anterior (denotado "), da densidade proposta ¢(6¥|#"") log-Normal com parametros log8" —

% e wy, de modo que seu valor esperado é E(6Y|0") = 6 e seu coeficiente de variagdo

é OV (ON|6Y) = (e —1)"/2, onde wy é a constante sintonizadora da taxa de aceitacio de
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novos valores. Aceita-se este valor proposto com probabilidade igual a min{1, «(6)}, na qual

p(6” | %, 0)  q(6” |6Y)

O ) @ o)

com q(6N | 0Y) = (2mwy) 2 exp{—ﬁ (logh™ — log” +w9)2} e q(0Y | 6) definido de

modo analogo trocando-se 8" por #" na expressio anterior, de modo que

1 2 2
exp{—Q—wo {(log@v — logd" + %) — <l099N — logh" + %) } } X

X

<ol a0 - 0) - o (@ Rlo - 9Rye) |

O processo de amostragem continua até que se obtenha convergéncia da cadeia.

3.4 Estudos de Simulacao

Nesta secao, sao apresentados os resultados de dois estudos de simulagdo conduzidos para a
verificacdo da eficacia de estimacao da metodologia proposta no trabalho em arranjos espaciais
gerados do modelo (3.5).

A regido de simulagcdo é o quadrado S = [0, 1] x [0, 1], aproximado aqui por uma grade
regular com 100 células. O processo gaussiano de ¢ = (¢, ..., ¢piog))’ foi gerado com a funcio
de correlagdo espacial exponencial p(h;0)=exp(—0h) e valores escolhidos de 3, 0% e § em
cada exemplo.

No MCMC foram geradas duas cadeias, definidas por diferentes valores iniciais, com 100
mil iteracOes cada. As amostras a posteriori sao formadas pelos 1000 valores tomados a cada
50 das dltimas 50 mil iteracoes.

O programa Ox (Doornik, 2002) foi utilizado para a codificacdo dos algoritmos.

Exemplo 3.1: Covariavel sem estrutura espacial.

O processo de Cox log-gaussiano foi simulado com 02 =2, § =4 e 3=1,5 e valores da
covaridvel d gerados independentemente da densidade uniforme entre 1 e 5. A Figura 3.1

mostra os eventos gerados sobrepostos as imagens de ¢, 3d e a soma destes dois termos.
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@ Bd @+pd

—2,6e—1e0-1 26 1,5:0304,5-6 17,5 —1,1e2e4,5-7 10,1

Figura 3.1: Exemplo 3.1: Mapa dos eventos gerados sobrepostos as imagens dos valores reais dos
Gy, Bdpy) e ¢y + Bdp) nas 100 células da grade.

Dois conjuntos de prioris para (3, 0% e 0 foram definidos: as chamadas pouco informativas
(embora bem localizadas), nas quais o valor esperado e o desvio padrdo sdo iguais ao valor
real do pardmetro, o que resulta em 3~ N[1,5;(1,5)?], 0> ~GI[3;4] e 0 ~G[1;0,25]; e as
chamadas muito informativas, com 3~ N[1,5;(0,15)%], 02 ~ GI[102;202] e 6 ~ G[100; 25],
resultado da escolha da esperanca igual ao valor real do parametro e do desvio padrao corres-
pondente a um décimo deste valor.

A Figura 3.2 mostra os resultados da amostragem dos ¢j; referentes apenas a proposta da
densidade priori condicional no Metropolis-Hastings, com prioris pouco informativas, pois os
resultados da proposta da posteriori MLGM e/ou prioris muito informativas sdo visualmente
idénticos a estes. A estimacgdo das log-intensidades ¢y;) + (3d|;) e dos termos ¢y;) isoladamente
mostrou-se bastante eficaz.

Os parametros 3, i, 0% e  também foram bem estimados, como pode ser verificado pelos
histogramas de suas amostras a posteriori (Figura 3.3). Apesar da variabilidade ser muito
alta nas amostras a posteriori de o2 e 6 quando prioris pouco informativas foram escolhidas
para eles, o intervalo de valores mais frequentes em cada distribuicao engloba o valor real do

parametro.
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Figura 3.2: Exemplo 3.1: Resultados de estimac3do dos efeitos espaciais. Na primeira linha, diagramas
de dispersao dos valores reais versus médias a posteriori dos ¢y; e ¢p;) + (dj; nas 100
células da grade.
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Figura 3.3: Exemplo 3.1: Histogramas das amostras a posteriori do coeficiente de regressdo e dos
hiperpardmetros, com prioris pouco informativa (primeira linha) e muito informativa
(segunda linha). O trago vertical marca o valor real do pardmetro.

Exemplo 3.2: Covariavel com forte estrutura espacial.

Na mesma situagdo do Exemplo 3.1, fixou-se 02 =2, #=4, $=>5 e uma covaridvel dj;; com
forte estrutura espacial, como pode ser visto na Figura 3.4. Ao contrario do Exemplo 3.1, o
arranjo espacial gerado reproduz mais fielmente a distribuicdo espacial do termo da regressao

do que a distribuicao espacial do processo ¢.

@ Bd o+pd

—2,6e0e—1e0 1,2 2,6 0 e1,5¢3,5-5,0 8,0 201,803,555 9

Figura 3.4: Exemplo 3.2: Mapa dos eventos gerados. Eventos gerados sobrepostos as imagens dos
valores reais dos ¢;), 8d}; e ¢p;) + Bdj;) nas 100 células da grade.
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As figuras 3.5 e 3.6 mostram os resultados da amostragem dos ¢(; no Metropolis-Hastings
apenas da proposta da densidade priori condicional que, assim como no exemplo anterior, sdo
idénticos aos resultados da outra proposta de amostragem. Neste exemplo, a superficie das
log-intensidades ¢;+3d};) € melhor estimada do que a superficie dos ¢y;.

Na Figura 3.6, verifica-se que os parametros também foram bem estimados com as prioris

pouco informativas escolhidas, a saber: 3~ N[5;(2.5)?], 02 ~GI[6;10] e 6 ~G[4;1].

@ @+ pd
N © -
.
- — : ©
Y L[] .“ L]
< -
7 . 3 e .
.
o e o&.l .'"..' A
TS % -
. (] L/ .
o~ _0. © e )
b ~
| | | | [ | | | | | [
-2 -1 0 1 2 -2 0 2 4 6 8

—2.6e—1e0+1,2 2.6 261,803,555 9

Figura 3.5: Exemplo 3.2: Resultados de estimacado dos efeitos espaciais. Na primeira linha, diagramas
de dispersao dos valores reais versus médias a posteriori dos ¢y; e ¢;) + (Bdj; nas 100
células da grade. Na segunda linha, imagens dos valores reais e, na terceira linha, imagens
das médias a posteriori.
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Figura 3.6: Exemplo 3.2: Histogramas das amostras a posteriori do coeficiente de regressdo e dos
hiperparametros. O traco vertical marca o valor real do pardametro.

3.5 Prioris de Referéncia

Berger et al. (2001) propdem uma priori de referéncia para os pardmetros de processos
espaciais em espaco continuo modelados como processos gaussianos com funcao de média
descrita por um modelo linear e funcdo covaridncia descrita por uma funcio de correlagdo
espacial (por exemplo, exponencial, esférica, etc.) com poucos pardmetros desconhecidos.

O modelo espacial para processos pontuais descrito em (3.1-3.3) tem sua fungdo de log-
intensidade descrita como um processo gaussiano desta natureza. Desse modo, a priori de
referéncia dos hiperpardmetros deste processo no modelo discretizado ¢ ~ N [X3;02 Ry

poderia ser aproximada pela priori de Berger et al. (2001) por

6
w(30%0) x "D para (8.0%6) € Wx(000).x(0.00)  (36)
1/2
com w(f) {tr(Wgz)— [tT(Wg)]Q} ,
n—p
na qual W) = SFFR;' P, P = I - X(X'R,'X)'X'R,"

e Sit = (6/60) Ry denotando a matriz obtida diferenciando-se Ry elemento por elemento.

Exemplo 3.3: O modelo espacial com XG=1p e fungdo de correlagdo espacial exponencial,

com p=1, 0?=1 e =0, 8 foi simulado na regido quadrada [0, 1]x 0, 1] dividida em uma grade

regular com 100 células. Tem-se que Ry[i,j]=e % e SFi,j] = —dij e %, sendo d;; a

distancia entre os centrdides s; e s; das células i e j da grade.
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A Figura 3.7 mostra as densidades das prioris de referéncia marginais de o2 e f com duas
especificacbes Gama Inversa e Gama, respectivamente. Para cada uma das especificacbes de
prioris foram simuladas cadeias de tamanho 150 mil. As amostras finais das posterioris dos
parametros sdo formadas por 1000 valores tomados a um intervalo de 50 itera¢des apés 100 mil
iteracSes. Os histogramas destas amostras a posteriori sdo mostrados na Figura 3.8. Pode-se
concluir que, neste exemplo, a forma da distribuicdo a posteriori e o intervalo de valores de

maior densidade ndo se modifica significativamente entre as especificacdes a priori.

o ]
—
[Te)
-
© . o o
S 7 Referéncia o Referéncia
Gama Inv.(1/2,1/2) Gama(1,1)
© | Gama Inv.(1/3,1/3) o Gama(1/2,1/2)
. S £ 3
8 2 o
o < o
S 0
o
8
N o
S
8
o | S
e T T T T T o T T T T T
0 1 2 3 4 0 1 2 3 4
o 8

Figura 3.7: Exemplo 3.3: Especificacdes de prioris para o2 e 6.

3.6 Efeito da Discretizacao no Espaco

Em algumas situagbes pode ser necessario substituir a discretizacao espacial do processo,
feita originalmente por uma grade com grande nimero de células, por outra grade com um
nimero menor de células. Os valores gerados ou estimados da intensidade do processo para
a grade maior precisam, assim, ser reproduzidos para o mapa com nimero menor de células.
Neste caso, adotamos a média dos valores das log-intensidades ¢ nas células da grade maior
que compoem cada célula da grade menor como uma estimativa para o valor de ¢ naquela
nova célula. Ou seja, o valor aproximado para a intensidade A\, =log(¢) na k-ésima célula

resultante da unido de ny células da grade anterior é dado por

M) | (37)

Ty

Ao = log(y,) = log <
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Figura 3.8: Exemplo 3.3: Histogramas das amostras da posteriori de 0% e ) geradas a partir das trés
especificacoes de prioris da Figura 3.7.

Com o objetivo de estudar o efeito da discretizacdo espacial na estimacdo da intensidade
do processo espacial latente, é descrito a seguir um estudo de simula¢ao no qual a inferéncia
sobre o processo espacial é feita em diferentes niveis de agregacdao de um processo pontual

gerado a partir do nivel mais refinado.

Exemplo 3.4: Um estudo de simulacao foi realizado para ilustrar a aplicacdo da aproximacao
proposta em (3.7). O processo gaussiano ¢ foi gerado com =5 (intercepto, sem covaridveis),
0 =2, =8 e funcdo de correlacdo espacial exponencial na regido quadrada [0,1] x [0, 1]
dividida por uma grade regular com 900 células.

A primeira linha de mapas da Figura 3.9 mostra estes valores gerados e os valores aproxi-
mados para as grades menores com 225 e 100 células, resultantes do agrupamento das células
da grade original em grupos de quatro e nove células adjacentes, respectivamente. A aplicacdo
de (3.7) preservou as principais caracteristicas espaciais da grade original nas grades menores.

A abordagem bayesiana de inferéncia descrita na Secdo 3.3 foi conduzida com prioris
o ~GI[1,1], 0 ~G[1,1] e 7(3) oc 1. Foram geradas cadeias MCMC com 150 mil itera¢des.
As amostras das posterioris sdo formadas por 1000 valores tomados a cada 50 das 50 mil

iteracOes finais. As médias da distribuicdo a posteriori mostraram-se bastante proximas dos
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Valores Reais
o

0,43,804,8-5,8 8,8 09,0

Figura 3.9: Exemplo 3.4: Mapas dos processos gaussianos e eventos gerados. Na primeira linha,
valores reais do processo gaussiano ¢ gerados na grade com 900 células (coluna da
esquerda) e aproximados para as grades com 225 células (coluna do meio) e 100 células
(coluna da direita). Na segunda linha, médias das distribui¢des a posteriori para as
respectivas grades. Os eventos gerados estdo sobrepostos em todos os mapas.

valores reais (Figura 3.10) e reproduziram o padréo espacial da log-intensidade em todos os

niveis de discretizagdo (Figura 3.9).

Grade 9000 Grade 225 Grade 100
- =
o b | — f“ i w -
= . e ity = :
(= a [=] . .
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Figura 3.10: Exemplo 3.4: Resultados de estimac3o dos efeitos espaciais. Diagramas de dispersio
dos valores reais do campo gaussiano ¢ do exemplo 1 e de suas estimativas dadas pelas
médias a posteriori nas grades com 900, 225 e 100 células espaciais, respectivamente.
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Capitulo

Modelos para Processos Pontuais

Espaco-Temporais

4.1 Introducao

Um arranjo pontual espacial formado pelas localizacdes de eventos em uma regiio do Rt>
é, freqlientemente, o resultado de um processo dindmico que ocorre no tempo tanto quanto
no espaco. Por exemplo, o processo pontual das localizacdes de certo tipo de arvore em uma
floresta evolue no tempo a medida que novas arvores nascem e arvores velhas morrem.

Um processo pontual espago-temporal poderia ser obtido a partir de qualquer processo
pontual no espago R? tratando o tempo como um eixo espacial adicional (ou seja, em R3), ou
ainda, tratar a dimensao temporal como a marca de um processo pontual espacial marcado.
Entretanto, esta abordagem falha ao nao explorar a natureza unidirecional do tempo, uma
caracteristica nao encontrada no dominio espacial, no qual as dependéncias ocorrem em todas
as direcoes.

Recentemente, foram propostos alguns procedimentos para andlise de arranjos pontuais
espago-temporais, cada um motivado por uma aplicacao particular. Uma importante distincao
na pratica estd entre arranjos pontuais espaciais para os quais 0os eventos ocorrem continu-
amente no tempo, e aqueles para os quais a escala do tempo é genuinamente discreta ou
estd discretizada pelo registro agregado dos eventos em periodos de tempo. A modelagem
em tempo discreto é exemplificada em Diggle et al. (2005a) pelo estudo dos registros anu-

ais da distribuicdo espacial dos casos de tuberculose bovina em Cornwall. A modelagem em
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tempo continuo é exemplificada pelo modelo de Diggle et al. (2005b) para os casos de doenca
gastrointestinal em Hampshire, no Reino Unido.

Brix e Diggle (2001) descrevem uma classe flexivel de processos pontuais espago-temporais
baseada em modelos de Cox log-gaussianos. No contexto de mapeamento de doencas, a
intensidade do processo no espaco e tempo é definida pela equacdo A(s,t) = p(s)w(s,t), na
qual p(s) é um processo deterministico descrevendo a variagdo espacial da populagdo e 7 (s, t)
é a funcdo de risco, definida por um processo espago-temporal de Ornstein-Uhlenbeck, descrito
no tempo através de equacgdes diferenciais estocdsticas. A inferéncia, uma tarefa dificil neste
contexto, foi feita com estimadores de momentos. Nessa modelagem, tanto o espagco como o
tempo s3o definidos como continuos, mas tratados de forma discretizada na inferéncia.

Um modo intuitivamente natural de especificar um modelo espaco-temporal para um pro-
cesso pontual é através de sua intensidade condicional em cada localizacdo e tempo dada a
histéria do processo até este tempo.

No contexto de processos espaciais continuos, Gelfand et al. (2005) fazem a modelagem
de fendmenos espaco-temporais através de processos gaussianos, onde o espaco é visto como
continuo (dados geoestatisticos) e o tempo é tomado como discreto. A idéia é enxergar os
dados como uma série temporal de processos espaciais, adaptando o esquema de modelos
dindmicos a um modelo espago-temporal univariado com coeficientes variando espacialmente.
Assim, a variavel resposta y(s,t), observada na localizagdo espacial s€ S={s1,...,sn.} € no
tempo t €T ={t1,...,tn,}, € modelada por covaridveis cujos coeficientes variam no espago e

no tempo segundo o modelo

y(s,t) = x(s,t)~(s,t) + €(s,t), e(s,t)~NJ[0;0?], independentes

7(57 t) = /Bt + B(Sv t)
A evolucao dos estados é descrita por

By = Bi1 +my, 1,~N[0;%,] independentes

B(s,t) = B(s,t—1) + w(s,t), w(s,t)~ PG multivariados independentes.

A modelagem da variagdo espacial, incorporada no modelo a partir dos erros w(s, t), é baseada
na hipdtese de isotropia.

Em processos pontuais, se o objetivo é analisar unicamente a variagao temporal de pro-



46

cessos continuos, pode-se trabalhar com a agregacao da intensidade do processo no espaco.
Paez (2004) propde um processo de Cox continuo no tempo, cuja intensidade a cada periodo
de tempo ¢ € definida por A(t), representando a intensidade média do processo no espago para
t fixo. Uma forma de definir A(t) é pelo produto da intensidade populacional p(t), suposta-
mente conhecida, e a fun¢do de risco 7(t). A autora propde um modelo log-gaussiano para a
funcdo de risco m(t), incorporando um processo autoregressivo no tempo, (), e covaridveis
x(t) que tratam a variagdo temporal ndo explicada por p(t), tal que 7(t) =exp{~(t)+8='(t)}.
Supde-se que a correlagdo entre y(t;) e ¥(;), para t; e t; periodos de tempo tais que t; <t;,
depende da distancia temporal (¢;—t;).

A proposta neste capitulo é agregar as abordagens de Brix e Diggle (2001) e Paez (2004)
para processos pontuais com a abordagem de Gelfand et al. (2005) para processos continuos.
Na préxima secao, este modelo espaco-temporal é especificado em detalhes. Na se¢do seguinte
s3o apresentados os aspectos computacionais da inferéncia em alguns casos especiais. Estu-
dos com dados simulados destes modelos sao mostrados no préximo capitulo e aplicacGes a

conjuntos de dados reais sdo apresentadas no Capitulo 6.

4.2 Modelos Espaco-Temporais

O modelo espacial apresentado no Capitulo 3 pode ser estendido para incluir a dimensao
do tempo. Seja o processo pontual espaco-temporal Z(s,t), para o qual s sdo as coordenadas
espaciais em uma regido SCR? e t€[0,7T] é o instante de tempo.

Assume-se que Z(s,t), para cada t fixo, é um processo de Cox com fun¢&o de intensidade

A(s,t) modelada por

log[A(s,t)] = p(t) + ¢(s) + (s, 1), (4.1)

onde u(t) é a tendéncia temporal, comum a todos os pontos no espaco, ((s) é o efeito
puramente espacial, comum a todos os instantes de tempo, e ¢(s,t) sdo os efeitos espago-
temporais, especificos de cada ponto e tempo. Cada um destes efeitos pode ser decomposto
em um componente deterministico e outro estocastico. O modelo é entdo completado com a

especificacao de distribuicOes a priori para os parametros dos componentes destes trés efeitos.
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4.2.1 Modelos para a Tendéncia Temporal

A tendéncia temporal p(t) do modelo (4.1) pode ser modelada livremente, com a com-
binacao de componentes deterministicos e estocasticos, dependéncia em covaridveis que tomam
diferentes valores ao longo do tempo.

O modelo deterministico é representado por:

u(t) = £(t)'8, (4.2)

onde B é o vetor de coeficientes de regressdo e F’(t) é um vetor de covaridveis medidas no

tempo ou o préprio tempo, como no seguinte caso particular:

u(t) = Bo + bit. (4.3)

Outro caso particular importante, que merece destaque, é aquele em que o nivel da intensidade

do processo ndo muda com tempo, ou seja, a tendéncia temporal é constante:

p(t) = p (4.4)

No modelo estocastico, a tendéncia temporal pode, por exemplo, ter evolucao dinamica:

u(t) = FB(t), (4.5)
B(t) = G Bt-1) + v(t), v(t) ~ N[0;Q],

onde 3(t) é o vetor de estados no tempo ¢, F; e G; sdo matrizes conhecidas e 0 é um vetor com
elementos iguais a zero. Neste caso, assume-se que a observacao dos eventos foi feita a tempo
discreto ou discretizado. Um exemplo desta especificacdo é o modelo dindmico polinomial de

primeira ordem
e = fhe—1 + Vg, v~ N|[0;W?], t=2,..,T, p1~ N o5 5] (4.6)

que contém o modelo (4.4) como caso particular ao se tomar iy = u e fazendo w? — o e

2
Ty — O0.

Outro exemplo da especificagdo em (4.5) é o modelo dindmico polinomial de segunda
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ordem

Mt = 1 +ﬁt—1 =+ vy, UtNN[Oaw%} ) t:27 "'aTa MlNN[MO7Tg] ) (47)

Br = Bi—1 + v, VtNN[O;Wg} , t=2,..,T, ﬁwN[ﬁo;ﬂﬁ] . (4.8)

4.2.2 Modelos para os Efeitos Espaciais

Assim como a tendéncia temporal, os efeitos puramente espaciais ((s) do modelo (4.1)
podem ser escritos pela soma de componentes deterministicos ((4(s)) e estocasticos ((.(s)).
A parte deteministica destes efeitos espaciais pode, por exemplo, envolver covaridveis

definidas em cada localizac3o espacial, mas que nao variam no tempo:

Cd(s) = w(s)/a7

e a parte estocastica pode ser definida, por exemplo, por um processo gaussiano na regiao de

estudo:

Ce(-) ~ PGl0;7*; pe( 1))

4.2.3 Modelos para os Efeitos Espaco-Temporais

Os efeitos espago-temporais ¢(s,t) do modelo (4.1) sdo usualmente descritos como pro-
cessos espaciais gaussianos independentes no tempo.

Seguindo o trabalho de Paez (2004), a proposta nesta tese é modelar ¢(-,t), t=1,...,T,
como processos gaussianos (estaciondrios e isotrdpicos no espaco) autorregressivos e esta-

ciondrios no tempo

¢(S7t) = 77¢<37t_1) +w(57t)> w('ut)NPG [05 (1_772)023p¢(';9)] ) (4'9)

onde 0 <1 < 1 é o pardmetro de correlagio temporal e ¢(-,1) ~ PG [0;0%; py(+;0)]; ou

ndo-estacionarios no tempo

(s, t) = ¢(s,t—1) +w(s, t), w(-, t)~PG [0;0% pu(-;0)] , (4.10)
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com (-, 1)~ PG [0;7% py (3 7)].

As equagdes de evolugdo em (4.9) e (4.10) se aplicam ao caso usual de agrupamento
dos arranjos espaciais em intervalos de tempos equiespacados. AdaptacOes nestas equacoes
€ nas expressOes para a estimagao dos parametros podem ser feitas para que elas também se

apliquem ao caso mais geral de tempos ndo-esquiespac¢ados.

4.3 Aspectos Computacionais da Inferéncia

A inferéncia bayesiana via métodos MCMC nos modelos espago-temporais é feita através
da discretizacdo do espaco em N células e a T" intervalos de tempo discretos e equiespacados.
Assume-se que as contagem de eventos Y}; ;) na i-ésima célula (com area unitdria) e no t-
ésimo intervalo de tempo (de comprimento unitdrio) sdo, condicional a intensidade do processo

Alis), independentes entre as células espaciais e intervalos de tempo, e que

p(y[i,t} |)\[i,t]) x e it /\g[!l.[lﬁt], i1=1,....N, t=1,...T, (411)

log (Nig) = myg + Ppug-

Nesta secao sdo mostrados os detalhes de célculos das distribuicGes condicionais completas

dos seguintes casos particulares dos modelos para a tendéncia temporal s:

e Dois modelos deterministicos

Constante:  puy = p, t=1,....T,

Linear no tempo:  puy = By + Bit, t=1,...,T,
e Dois modelos estocasticos com evolucao temporal dinamica polinomial

1la ordem: Mg = Mfe—1) + Uy, Vg NN[O;wﬂ , t=2,...,T, f1) NN[,UO; 702} ;
2a ordem: ) = pp—1y + By + U1, Ui NN[O;W%] s t=2,...T, M[l]NN[#O;ToQ} )

By = Bi—1) + vapy, Vo ~N[0sw3 ], t=2,.., T,  Buy~N|[Bo;rg) -

Estes modelos sdo combinados com o modelo de efeitos espaciais ¢|;;) autorregressivos e
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estaciondrios no tempo, ou seja,
Gra] = NPa—1] + €1y com € g~N[0;(1=1*)0Re], t=2,...T, e ¢ y~N[0;0°Ry],

onde 0 é um vetor de comprimento N com elementos iguais a zero e Ry = [R; ;] j=1,..N}
com R; ;j=p(||si—s;||;0), é a matriz NxN de correlagdes espaciais entre as células, para uma

funcdo de correlagdo espacial isotrépica p(+; @) apropriadamente escolhida.

4.3.1 Modelo de Tendéncia Constante

Assume-se que, no modelo (4.11),

g = s t=1,....T; (4.12)
Gl = NPpi—1] + €ra,  €g~N[0;(1-n*)o*Re|, t=2,...T, (4.13)

¢[-,1] ~ N[Q;UQRG] .

Para facilitar a inferéncia, o modelo é reparametrizado definindo-se ¢y; = log(Ay4),

ou, equivalentemente,

o = 1lp + ¢pygs t=1,...,T; (4.14)

Aplicando na equacdo (4.13) a substituicdo dada na equacgdo (4.14), verifica-se que o modelo

reparametrizado é um modelo dindmico linear autorregressivo,

P = e+ (A=n)pl + ey, (4.15)
com €[4 ~ N[Q; (1—772)02}29] , independentes Vit =2, ..., T,

€ P~ N[lﬂ ; UQR@] .

Note que a densidade a priori condicional completa de ¢ é

T
W(QO | H, 1, U2a ‘9) = 7-‘-(90[-,1] | Ky 1, 027 9) ’ H ™ (SD[J] | Pl1]s -es PLot—1]5 K5 7, 0-27 e)
t=2

= 7T(¢[~,1] | Ly 0-27 9) : H W(@L,t] | 90[~,t—1] s by 174 027 0) ) (416)

t=
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onde as distribui¢des deste produtdrio sdo as Normais do modelo (4.15).
Os componentes deste modelo sdo a média i, os efeitos ¢ = (go’m], ...,gp’[,7T])’, e seus

hiperparametros 7, o e 0, que tém distribuicio a posteriori proporcional a

p (e, 1m,0%0]y) < p(yle) - m(elu,n,0%0) n(u) - n(n,o>0). (4.17)

Para fazer inferéncia sobre (4.17), serdo utilizados métodos MCMC de amostragem. Para
isso, as condicionais completas de cada parametro ou bloco de parametros precisa ser calculada.
Neste modelo, todos os efeitos/pardametros serdo amostrados individualmente de sua condi-
cional completa, diretamente ou através de Metropolis-Hastings. Os calculos s3o mostrados

a seguir.

Amostragem de ¢:

Como no modelo espacial do Capitulo 3, a amostragem das log-intensidades é feita individu-
almente para cada célula i e tempo ¢. Deste modo, definindo ¢_; _;; como o vetor ¢ excluido

o efeito 4, a distribuicdo condicional completa da log-intensidade (; ;; € proporcional a

T N
(@il i, 1, 0% 0,9) o< plyle) m(eplpm, 0% 60) o T[] [p(vialei)
t=1 i=1
T
I, 027 0) Hﬂ- ((;0[,t]| ¢[~,t—1]7ﬂan70279)

t=2
o< p(Yp.gl @) (Ol o i—1:1m,0%0)

x 7 (¢p)

X W(go[.7t+1]|cp[.i],u,n,aQ,Q) ) (4.18)

Definindo ;s 4= (11,4, - Pli-1,, Pli+1,4» - P[N,g)) © vetor das log-intensidades no tempo

t excluida aquela da célula i, tem-se que

Pl | ermi1ps 1, 0% 0,9) o< p(ypa i) (Pl @i, s n, 0% 0) (i | s m, 0% 0)
(¢ —K;)? } .

o< exp {—6%’” + Y1)l — 20,
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Pe( i | Proi—as 11,050, 9) o< D(Yig | @) T(Oun | Ploias Pra—1]s sy 05 0)

X ﬂ-(gp[i,t] | gp[—i,t]7 90[~,t+1]7 1, 027 6)

X exp {—6%’” + Y g —

(S%’,t] _Lit)2
2F;

} , t=2,...,T—1;

peleim |1 a1, 0%0,9) o< p(ypr | eim) m(our | rims Opr—1ps s 1, 07 0)

onde H; é a matriz de correlacdes Ry extraidas as i-ésimas linha e coluna, B; é o vetor formado

X exp {—6“’“’“ + Y11 —

(SO[i,T} _EiT)2
2W;

pela i-ésima linha de Ry sem a i-ésima coluna, e

M; = MJFBz‘Hi_l(SO[—i,l}—Ml) e
Ei = npis—1 + (I=n)ul + Bz‘Hiil
Fy = {@pipy —(1=n)pl + BiHi_l
Ki = Qi(MV '+ FuZh) e

Ly = P(E,W '+ FuZ7') e P

Vi=0*(1-B;H; ' B)),
[ (90 [—4,t] — )

[ (i —pd) —
(Vi +zh)
(

N(ipy—pl) ] e

(QDH,tH} —pul) } } n

V[/i—l 4 Zi—1>—1

1

VVi: (1_772)%7

€ Zi:77_2VVi>

As duas propostas de densidades para amostragem da posteriori Metropolis-Hastings sao

as mesmas do modelo espacial. Na proposta da priori condicional, um novo valor gof\i’t) é

amostrado da densidade a priori condicional aos valores correntes das demais log-intensidades

e dos hiperparametros, ou seja, da distribuicao

Qi | Prei,—as 11, 07

.

N[ K;; Q;], t=1,
0 ~ < N[Ly P, t=2,..,T—1,
N[ElTv WZ]? t:Tu

\

(4.19)

com probabilidade de aceitagdo do valor proposto igual a min{1l, a1 (i)}, na qual

N
a1(ppg) = exp{— (e‘p[i,tl —

%4
e%’,t]) + (@fxt] - @Eg,t]) y[z’,t]} .

Na proposta da posteriori MLGM, o novo valor gofxﬂ € amostrado da densidade Normal
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com média M e varidncia V)" tais que

Y RN
M;/ = V(pV (mw/vw + ?][i,t]/V[XtO e V@V - (1/W + 1/V[Z‘/t]) ) (4.20)
v v Y — e#li . .
y[i,t} == SO[i,t} -+ ’T e ‘/[i,t] —e w[ivtlj
e’ [it]

m, € v, sdo, respectivamente, a média e varidncia da distribuicdo a priori condicional de

@iy, dadas na equagdo (4.19). A probabilidade de aceitagdo do valor proposto é igual

min{l, as(@gy)}, na qual

N \4
az(ppig) = exp {— (6“”“*ﬂ - 6“’“’”) + (Pl — i) y[i,t})} x

v N2 N V2 N\ —1/2
©r; - M o - M V4
NP by (1)

2V 2VY vy

na qual M) e V.Y sdo dados pelas expressSes em (4.20) substituindo-se ¢/ por @i} ;.

Amostragem de

De acordo com (4.17), a distribuicdo condicional completa de i é dada por

pe(l@,n,0%0,y) < w(e|p,n,0%0) (1),

ou seja, nao depende das contagens de eventos y. Deste modo, a inferéncia sobre i pode ser

conduzida enxergando-se as equacdes (4.15) como o modelo de regressdo
0, = Xp +e, e~N[0O;W],

onde &, = (6,,,...,0,, )", com

e12 7 Yer
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X= e W=diag(c® (1-n)o?, ..., (1= n)o*) ® Ry,

(1-n)1

NTx1

onde diag(o?, (1-7n)o?, ..., (1— n)o?) é uma matriz diagonal de dimenso 7.

Com a escolha da distribui¢cdo a priori p~ Nla,;b?], a distribui¢do condicional completa

il

de 1 é dada por

pe(p]8g,m,0%0) o< p(8,|p,m,0%0) m(w)
1 P 1 _
x exp{—§(5@—X/L)W 1(6¢—X,u)} exp{—ﬁ(u—a#)Q(bi) 1}

_ 2
e exp{—%} ,
I

onde

M, = Cu (X'W 6, +aub,?)

— CM {U—Ql/Re—l

Cp = (XWX +0.%)

T
pryt+(1=n)(1-1%) IZ Pr,t-1])

t=2

+ aubf}

-1

_ {U_Ql/Re_ll[1+(T_1>(1_77)2(1_772)_1] + 6;2}71 .

Ou seja, p ] (p,n,0%0,y) ~ N[M,;C,]. Desse modo, a amostragem de ;1 pode ser feita

diretamente de sua distribuicdo condicional completa.

Amostragem de 7, 0% e 0:

Os hiperparametros 7, 02 e  sio assumidos independentes a priori, ou seja, a densidade

a priori 7(n,02,0) é o produto das densidades a priori marginais, escolhidas tais que

n ~ Ulayb,], 0<a,<b, <1,
2~ Gllgsivg) e

0 ~ Glgi; vy

Em cada iteragdo da cadeia MCMC, uma vez amostrados ¢ e u, os valores de ¢ sao
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recuperados através da equagao ¢y = ;) — . Defina:

o1 = oL,

8 = g —ndpiy t=2,..,T

A distribuicio condicional completa da variancia o2 é dada por

pe(0® [, 1,0, ¢, y) o 7(@p|n, 0% 0) w(c?)

1
o (o) (o) exp{—ﬁ

T

Us+z(5t]}, 0'2>07
t=1
TN 1 d

gs—i-T; U5+§ ((51+(1—7]2)1 Z(St>] ,

ou seja, 02 | (U7N79;¢7y> ~ GI

sendo portanto, de facil amostragem direta.
O parametro 17 é amostrado via Metropolis-Hastings, pois sua distribuicdo condicional

completa,

pe(n| @, 1,0%,0,y) o w(e|n,o 0) w(n)

T
_ N(T-1) Oy
o (1—772) 3 exp{ 122_} [@n,bn] (n),

t=2

é de dificil amostragem direta. Dessa forma, a cada iteracdo da cadeia, um novo valor para n
(denotado n?) é amostrado da densidade proposta U|0; 1] e aceito com probabilidade igual a

min{l, a(n)}, na qual

ot = [0 exp{% [t =ty } |

t=2

A distribuicdo condicional completa de € também é de dificil amostragem direta:

pe(@|n, 1, 0% ¢, y) o« w(p|n,o?,0) n(6)

T
1
x 09t—1|R9|_% exp{—vté’ ~ 52 (51 + (1 —n*)"t Z(St> } , 6>0.

t=2

Desse modo, no algoritmo de Metropolis-Hastings, um novo valor 6 (denotado QN) € amostrado,

em func3o do valor da iteragdo anterior (7", da densidade proposta log-normal com pardmetros
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logh¥ —%2 e wy, de modo que seu valor esperado é E(6M6")=0"" e seu coeficiente de variagdo
é OV (ON]6V) = (ev—1)'/?, sendo wy a constante sintonizadora da taxa de aceitacio de novos.

Aceita-se este valor proposto com probabilidade igual a min{1, «(6)}, na qual

|R9N| _% QN 9 N 1% 1 N |4
alf) = (|R9x/| gV ) e —v (0 — 6 )—@(51 —0/) ¢ X

1 2 2
X exp {_Q_we {(log@v — logd™ + %) — <l0g9N — logh" + %) } } )

4.3.2 Modelo de Tendéncia Deterministica Linear

Assume-se que, no modelo (4.11),

py = Po + Pi-t, t=1,..,T; (4.21)
GLa] = NPLa—1] + €4, e[wt}NN[Q?(l—??Q)aQRg}, t=2,...,T, (4.22)

¢ry ~ N[0;0%Ry].

A reparametrizacdo também é feita definindo-se ¢y; y = log(A[i4), ou, equivalentemente,

DLy = l,u[t] + ¢[.’t], t:1,...7T. (423)

Aplicando na equagdo (4.22) a substituicdo dada na equagdo (4.23), verifica-se que o modelo

reparametrizado é um modelo dinamico linear autorregressivo,

O = NPr—y + [(A=n)fo+ Et—n(t—=1))5i]1 + €.q, (4.24)

com €4~ N[0;(1-n*)0’Ry], independentesV ¢ =2,...,T,

e oy~ N[(Bo+5)1,0°Re].

Os componentes deste modelo sdo os efeitos = (4,0{.’1], s gpf,ﬂ)’, os parametros 3= (05, 51)’

e os hiperparametros 7, o2 e 0, que tém distribuicio a posteriori proporcional a

p(@.B8,1,0%0y) x plyle) we|B,n 0%0) n(B)-n(n,o%0). (4.25)

Para fazer inferéncia sobre (4.25), serdo utilizados métodos MCMC de amostragem. Para

isso, as condicionais completas de cada parametro ou bloco de parametros precisam ser cal-
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culadas. Neste modelo, todos os efeitos e parametros serao amostrados individualmente de
sua condicional completa, diretamente ou através de Metropolis-Hastings. Os calculos s3o

mostrados a seguir.

Amostragem de 8=, 51)":

De acordo com (4.25), a distribuicdo condicional completa de 3 é dada por

pe (Ble,n,0%0,y) < n(p|B.n,0°0) n(B),

ou seja, ndo depende das contagens de eventos y. Deste modo, a inferéncia sobre 3 pode ser

conduzida enxergando-se as equagdes (4.24) como o modelo de regressdo

0, = XB + ¢, e~NI[0; W],

onde &, = (5:01, ...,5:0T)’ , com
6901 = @1
Ope = QL] — NP -1, t=2,..,T,
1 1
1-n)1 2—n)1
X = ( 77)— ( 77)— e W= diag(0'27(1—77)0'2,..,,(]_— n)02)®R07

A=m1 (T—(T-1n)1)

onde diag(o?, (1-n)o?, ..., (1— n)o?) é uma matriz diagonal de dimensdo T.
Com a escolha da distribui¢do a priori 3~ N|by; Bo|, a distribuicdo condicional completa

de 3 é dada por

pe (Bl84,n,0°%0) x p(d,]B8,n,0%0) =(B)
x exp{—%((;@—Xﬁ)'W_l((s@—Xﬁ)} exp{—%(ﬁ—bo)’Bgl(ﬂ—bo)}

~ exp{—%(,@—Al)'Bll(ﬁ—fh)) ,
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com Ay =By (X'W6, + By'b) e Bi= (X' WX + Bo_l)_l. Ou seja, B | ¢, 1,020 ~
N [Ay; By]. Desse modo, a amostra de 3 pode ser feita diretamente de sua distribuigdo

condicional completa.

Amostragem de ¢:

Como no modelo de tendéncia constante, os efeitos ¢ sdo amostrados individualmente.
Verifica-se na equagdo (4.24) que o vetor .4 depende apenas de ¢ através de o[ ;1] e

@[, 1+1]- Assim, a densidade condicional completa de ;s € dada por

pc(go[i,t} ’ SD[—i,—t]v ﬁ7 n, 027 97 y) (8 p(y ‘ 90) ’ W(gp ’ /87 n, 027 6)
o< p(yg | eig) - ™ (Pig | e, ere-1), 8. m,0°,6)

X ﬂ-(@[i,t] |90[—i,t}7 90[~,t+1]7,3a7770279) .

Desse modo, a amostragem de cada ;5 via Metropolis-Hastings € idéntica a de ¢y do

modelo de tendéncia constante, a menos das seguintes alteracGes nas médias

M; = ppy+ BiH; " (om0 — pl)
Ey = 0@+ (g — nip—1) 1+ BiH; ' [ oo — n@i—ie—1 — (g — nige-1)1 |

Fye = n" { [ Plit+1] — M[t} — NHje— 1])1] + B;H; [ Pl—it] — ¢[—zt+1]+( [t]—nu[t_u)l]}-

Amostragem de 7, 0% e 0:

Em cada iteracdo da cadeia MCMC, uma vez amostrados ¢ e u, os valores de ¢ sdo recuper-

ados e a amostragem de 7, o2 e  é ent3o feita como no modelo de tendéncia constante.
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4.3.3 Modelo de Tendéncia Dinamica Polinomial de Primeira Ordem

Assume-se que, no modelo (4.11),

L = M- + Vs v~ N[0;w?] t=2,..,T, (4.26)
gy ~ N po; 73] 5

Ol = ndra—y + ety g~ N[0 (1-n")o"Re], ¢
GLa ~ N[Q;O'ZRQ] )

I
\’l\D
~

(4.27)

A reparametrizacao deste modelo ¢ a mesma do modelo anterior: define-se ¢y; =

log(A;,), ou, equivalentemente,

oL = Lpyg + O, t=1,...,T. (4.28)

Aplicando na equagdo (4.27) a substituicdo dada na equagdo (4.29), verifica-se que o modelo

reparametrizado é um modelo dindmico linear autorregressivo,

Q1 = Nera— + Ly —npp—) + € g~ N[0;(1=n*)o’Ry],  (4.29)
my = pp-y v, v ~ N[0;w?]

ppy ~ Nlpoi 5] e el ay ~ N[Lppgo® Ryl -

Os componentes deste modelo sao os efeitos ¢ = (¢] )., [ 71)'s B = (k)5 -y )" € 08

hiperpardmetros 7, 02, 0 e w?, que tém distribuicdo a posteriori proporcional a

p ((Pa 1, 027 87 w? | y) X p(y | 80) ’ 7T((p | 1, 027 6) ’ ﬂ-(l‘l’ | w2) ’ 7T(w2) : 77(7]7 027 9) (430)

Para fazer inferéncia sobre (4.30), serdo utilizados métodos MCMC de amostragem. Neste
modelo, os efeitos temporais g s3o amostrados conjuntamente através de uma adaptagao
do algoritmo FFBS. Os efeitos espaco-temporais ¢ e demais pardmetros sao amostrados
individualmente de sua condicional completa, como nos modelos anteriores. Os célculos s3o

mostrados a seguir.
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Amostragem de pu:

Dentro da amostragem no MCMC, o modelo (4.29) pode ser visto com um modelo
dinamico linear no qual as “observacdes” sao os efeitos ¢[;;) € os “parametros de estado”
sdo os efeitos temporais ji;;). Desse modo, uma adaptagdo do algoritmo FFBS, descrita a

seguir, € usada para amostrar pp, t=1,....T.

Passo FF: Filtro de Kalman

Definindo-se D; = {¢[.1], .-, ¢4}, este passo faz a passagem de p(up—1) | Di—1) para
p(pg | Dy), sucessivamente parat =1,..., 7.
De (426), ) ’,U/[t—l]ythl ~ N[/Jl[t_l];wﬂ €, definindo 1] ‘ Dt,1 ~ N[mt,l;ct,l]

tem-se

2
M) mMi—1 Ci—1tw” ¢

| Dioy ~ N
Ht—1] my—1 Ct—1 Ct—1

E por (4.29), 90[»,t] ],u[t], N[t—l}a thl ~ N[l(,u[t] _nﬂ[t—l}) —+ n@[-,t—l] ) (1—772)(72R9}. Entao

LIt l(l—ﬁ)mt—l +NP[ -1 T Xt-1 (1—77)Ct—1l
ppy || Dy~ N my v, etw? e . (4.31)
i—1] Mgy (I=n)cr1l” ¢y Ct-1

com Yo =[(1-2n+n*)c1+w?11+(1-n)0?Ry e xe1=[(1—n)cr1+w?]1

ASSIm, M[t] ‘ @[.,t]ythl — ,u[t] ’Dt ~ N [mt;ct}, t= 27 ...,T7 (432)

my = mea + X Vot (91 =0 e — L =n)mea),
¢ = crtw’ — X T Xea;
pry | epa, Do = ppy| Do~ Nmg;el, (4.33)
my = pio + 1'75(0? Ry + 11'75) " (0p.2) — 1 1t0)
-

¢ =15 — Urd(0* Ry + 11'13) 175
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Passo BS: Suavizagdo Retropectiva

Para este passo, € necessdria a obten¢do da distribuicdo de up), t=1,..,7T, condicional a

Hft41]s -y H[T] € DTZ{(,O[H”, ey QO[.7T]}. Mas note que

p(M[tﬂ Ht4+1]5 -+0s M[T],DT) x p(li[t}a K1) -+o5 B[T]5 PLot+1]5 -+0s 90[~,T],Dt)
X p((:p[-,t-&-l]; ooy T H[t41]5 -+0s N[T]‘ M[t]aDt) p(ﬂ[t]| Dt)
o< P(Pr 1)y oo L1 Bl s s 4105 Ds)
< p(Hie)s - )l i De) p (| D)

X p(%0[~,t+1]|M[t]7ﬂ[t+1]’Dt) p(lu’[t—i—l]|u[t]7Dt) p(M[tﬂ Dt) 5 por (4.29)

o< PP a41)s i), | De)

X p(ﬂ[t|ﬂ[t+1] Pl t+1] Dt)

(

x p #[t}|M[t+1],Dt+1)- (4.34)

Quase todas as passagens acima sdo triviais, baseadas na aplicacdo direta da regra de multi-
plicacdo p(z,y, z) =p(x |y, 2)p(y| 2)p(2), para qualquer colecdo de quantidades aleatérias =,

yez.

Passo BS.1:  Obtencdo de p(jufyg | ptjp41] Dig1), parat = 1,...,T—1.

Substituindo ¢ por ¢ + 1 na distribuicdo conjunta (4.45) obtida no Filtro de Kalman, obtem-se

i | 1) Pl Do = g | ), Degr ~ N [ngs vy (4.35)
com ng = mt‘i‘AtBt/_lCt € UV = Ct_AtBt_%;;
T, Xt P[] —l(l —T])mt — NP1

At:[l’(l—n)ct ¢ |, Bi= e C,=
Xi Gtw? M) — M

Passo BS.2:  Obtenc¢ao da amostra de p.
(a) Amostre | Dy da N [myp;cr) em (4.46) e faga t = T—1,;
(b) Amostre pp|pier1, Devr da N [ng;v] em (4.48);

(c) Decresca t para t—1 e retorne ao passo (b) até t=1.
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Amostragem de w?:

Assumindo a priori que w? ~G1|[g,,; v,,], a distribuicdo condicional completa de w? (que depende

apenas de p) é dada por:

T
pe (@) o m(plw o 7d) m(w?) o []m(uig | pp-n o) - (@)

t=2

Cifirton{ BB [orenent )

t=2

1 1 —
T—1
et 2o ]
w 2 —
T
T—-1 1
2 . 2
= wlp ~ GI gw‘i‘T, Uw+§tzz2:<:u’[t]_,u[t—1]) ]

Neste caso, a amostragem de w? é feita diretamente da sua condicional completa.

Amostragem de ¢, 1, 02 e 0:

O procedimento ¢ idéntico aquele do modelo de tendéncia linear.

4.3.4 Modelo de Tendéncia Dinamica Polinomial de Segunda Ordem

Assume-se que, no modelo (4.11),

g = Mpp-1 + ﬁ[tfl] + U1y, Uiy NN[O;w;ﬂ , t=2,...T, U NN[/LO; T(ﬂ , (4.36)
By = Bi—1) + vapy, Vo ~N[0;w3 ], t=2,...,T, Bu~N[Bo;ry]. (4.37)
Grag = NOpi—1] + €y g~N[0;(1=n")0’Ry], t=2,..,T, (4.38)

<Z5[-,1] ~ N[Q;UQRH] .
Definindo 6; = (p4, Byy)’ as equagdes (4.36) e (4.37) podem ser reescritas como

0, = GO_1 + vy, vy ~ N[O;W] e O ~ N[My;To),

com

1 1 ) w2 0 7 0
G: ) U[t] = H ) W: ! ) M(]: o € TOZ 0
0 1 Vs 0 w? Bo 0 k2
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Novamente, definindo . = 1+ ¢ e g=(10), o modelo em (4.36) e (4.37) pode ser

escrito como
o= 190 + oy (4.39)

Qt = Get_l + /U[ﬂ (440)
Substituindo as expressdes (4.38) e (4.40) na equagdo (4.39), tem-se

oLy = 19(GO +vy) + @pi—1) + €1.4), t=2,...,T,
= 1(pp_1) + Byp—1) + V1) + NPi—1] + €14
= 1(npp—1y + (L=n)ptp—1] + Bi—1) + Vi) + NP 1—1] + €[4
= 0 pp—y + Opi—1) + 1 [(p—1 + Bp—y + v1pg) — Mp—1)] + €
= 0L+ L — ) + €,

e .y = 190 + o = Lup +epa.

Assim, o modelo reparametrizado é o modelo dindmico linear autorregressivo

1] | 0,¢v,,D,y ~ N [7790[~,t—1}+(ﬂ[t]_nﬂ[t—l])l;(1_772)0'2R0} (4-41)

P | 67¢17D0 ~ N [,U[l]l; 02R9:|

com @ = (0, 0y)'s D1 = {@p]s o PLo-1)} € Py = (n,0%,60). Deve-se notar que,
na distribui¢cdo condicional em (4.41), a dependéncia em (0{1}, ...,QfT})’ se resume apenas ao
conhecimento de /i) e fi;—1), como no modelo de primeira ordem.
Os componentes deste modelo sdo os efeitos ¢ = (gpﬁ’l], ...,(,pf,ﬂ)’, o= (ppy, - )
2

B = (B, .-, Br))’ e os hiperparametros 7, 02, 0, w? e w2, que tém distribuicdo a posteriori

proporcional a

p(p.p.B.m,0%0,wi, wily) o« p(yle) nlelp,B,n,02%0) a(p, Blwi,ws) (4.42)
x (wi) - mw3) - w(n, 0% 6).

Para fazer inferéncia sobre (4.42), serdo utilizados métodos MCMC de amostragem. Neste
modelo, os efeitos temporais (u, 3) sdo amostrados conjuntamente através de uma adaptagdo
do algoritmo FFBS. Os efeitos espaco-temporais ¢ e demais parametros sdo amostrados

individualmente de sua condicional completa, como nos modelos anteriores. Os célculos s3ao
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mostrados a seguir.

Amostragem de 0; = (u4, 5;)

Dentro da amostragem no MCMC, o modelo (4.41) pode ser visto com um modelo
dinamico linear no qual as “observacdes” sdo os efeitos ;] € os “parametros de estado” sdo
os efeitos temporais ¢j;;. Do mesmo modo que no modelo de primeira ordem, uma adaptacao
do algoritmo FFBS, descrita a seguir, é usada para amostrar 0, t=1,...,T"

Primeiramente, deve-se escrever oy. 4| fi, ftj—1], Di—1 em fungdo da O e Oy

g =) = 1 0)(57) =00 0) () = (10) 0y =1 (00) - = 8 =900

e, assim, obter que

O | 0, 0p—11, 1, Do ~ N g +196 — 19 0p—u)l; (1—n*)o’Ry)].  (4.43)

Passo FF: Filtro de Kalman

Definindo-se D; = {¢}.1], .., ¢4}, este passo faz a passagem de p(0;_q) | Di—1) para

p(0p | Dy) sucessivamente para t = 1,..., 7.

Parat=1:

De (4.39), 01 ~ N[Mo; Tp] e, de (4.41), o[} | O ~ N[1g0); 0*Ry]. Desse modo, tem-se

] 1gMy| |1gTog'l'+0*Re 1gTo
9[1} M, Tog'l! To
e, assim,
Oy | p1, Do = Oy | D1 ~ N [My; G (4.44)

My = Mo+ Tog'l'(1gTog'l + UQR@)fl(SO[-,l] — 1gM,),

Cy = Ty —Togd'V(1gTog'l + 0°Re) "1 gTo.
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Parat=2,..1T:

De (4.39), 0 |0i—1), Di—1 NN[GH[t_l]; W} e, definindo O_1)| Dy ~ N[M;_1; C;_1)] tem-se

O Dyy ~ N GM,;_y ; GO, G'+W GO,y
Or—1) M, Cia G’ Ci—y

E por (4.43), Pt | Q[t], Q[t—1]7 Dy y ~N [T]QO[.7t_1]+(g Q[t] —7799[t—1])l; (1—772)0'2R9]. Assim,

L4 1(gGMy—ngM1)4+n@peay| | T Xi-1 Vi1
O || D1 ~ N GM,, XL, GOG'+W GO,y ||, (4.45)
‘9[t—1] M, 72_1 Ca G’ Cia
com Tt,1 = l [g (GthlG/—i‘W—i‘Tfthl —QT]Gthl)] l/+(1—7])02R9,

Xee1=1[g (GthlG/—FW—ﬁGthl)],

Y1 = 1[g (GCr1—1 Ca)].

Assim,
O | o1 Deor = 0| Dy ~ N[Mi; G, t=2,..,T, (4.46)
M, = GMyy + Xg—lfrt_—ll [@[-,t} —NP[- 1) —1(gG My1—ng M)

Cy = GC,1G'+GW G — X\ T X1

Passo BS: Suavizacdo Retropectiva

Assim como no modelo de primeira ordem (equag&o 4.34), também neste modelo obtém-se

W(Q[t] | 9[t+1]7 ceey Q[T], DT) o T 9[1&], 9[t+1]7 ceey Q[T], SO[.’tJrl], ceey 90[.7T], Dt)

X TP t+1]5 -5 P, TT 0[t+1]7 ey Q[T] |9[t]7 Dt) 7T(9[75] |Dt)
xX T [

Pl t+1]5 -+ P, T) ‘ 9[t+1]7 ceny H[T], QM, Dt>

X TP t+1) |0[t], 0[t+1]7 Dt) 7T(¢9[t+1] |0[t], Dt) W(Q[t} |Dt), por (4.41)

(
(
(

7 (Op41), ey 0121 |0, De) 7 (6 | D)
(o1

o¢ (e Oppa)s O | De) o< 7 (0 Oy, 11y, De)
(

o (0 | 0417, Detr) - (4.47)

Quase todas as passagens acima sao triviais, baseadas na aplicagdo direta da regra de multi-
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plicacdo p(x,y,2)=p(z|y, z2)p(y | 2)p(2), para qualquer cole¢do de quantidades aleatérias z,

yez.

Passo BS.1:  Obtengdo de 7 (0 |0t+1), Dit1), parat =1,...,T—1.

Substituindo ¢ por t+1 na distribuicdo conjunta (4.45) obtida no Filtro de Kalman, obtem-se

9[t] ’9[t+1}>90[~,t+1]7Dt = e[t} ’9[t+1}aDt+1 ~ N[Nt;WL (4-48)
com Nt = Mt+AtBt_1Et € % Ct At %;,

A [ e G/i| B Tt Xt E Plt+1] — NP _l<g G Mt—ng Mt)
t— |7, t ) t— ) t—
t x; GCG'+W Opee1) — GMyq
Passo BS.2:  Obtenc3o da amostra de 6, ..., O7.
(a) Amostre 0| Dy da N [Mp; Cr| em (4.46) e faga t = T—1;
(b) Amostre 0y |0;41, Dy da N [Ny; Vi) em (4.48);

(c) Decresga t para t—1 e retorne ao passo (b) até t=1.

Amostragem de w? e w3:

Assumindo a priori que w? ~GI[g,1;v.1], a distribuicdo condicional completa de w? (que

depende apenas de p e 3) é dada por:
T
pe (@i |p.B) o m(w|B,wi) m(wi) oo [ (s | =y, By i) - 7 (w7)
t=2
a o1 1 (M[t] — M) — 5[t—1])2 2\ —(gw1+1)
x H (wi) zexp{—— 5 | (wp) T eap 4 —
t=2 w1
1 T
Vw1 5 Z i) — H[t—1) — 5[1:—1})2] }
=2

T—1 1
guw1 + o0 Ve + 5 Z (,u[t]—/i[t—l]—ﬁ[t—u)Q ] :
t=2

X (w%)_%_(gwl‘f‘l) exp {_%
Wi

= wi|mB ~ GI

E, assumindo a priori que w3 ~ GI[g.2;v.2], a distribuicdo condicional completa de w?

(que depende apenas de 3) é dada por:

f



67

T
pe(@3|8) o m(Blwi) m(w3) o< JT7 (Bl Bu-nwi) -7 (wd)

=2
T N 2
x H {(wg)_é exp{—wig—( 4 Qﬁ[t_l]) }} . {(wg)—(gm—%l) exp{—%}}
t=2
1 Z
Vw2 + 22 (B — Bie-1))

T-1 1
Juw2 + 5 ;o Vw2 B Z (Bry —5[t—1])2 ] .
=2

2\ — =L —(gua+1) 1
x (w 2 erp{ ——

= w|B ~ GI

Amostragem de ¢, 1, 02 e 0:

O procedimento é idéntico aquele do modelo de tendéncia linear (e dindmico de primeira

ordem).

4.4 Sumario

Neste capitulo, foi proposto um modelo log-linear para a intensidade de processos pontuais
espaco-temporais com decomposicdo de componentes em efeitos puramente temporais, efeitos
puramente espaciais e efeitos variando no espaco e no tempo. Cada um destes trés tipos de
efeitos pode ser modelado por componentes deterministicos e/ou estocasticos.

Os célculos do procedimento de bayesiano de inferéncia via MCMC foram apresentados
em detalhes para varios casos particulares deste modelo. O préximo capitulo mostra estudos

com dados simulados destes modelos particulares.
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Capitulo

Estudos de Simulacao

5.1 Introducao

Este capitulo é dedicado a apresentacao de estudos de simulagdo conduzidos com os mod-
elos propostos no capitulo anterior. Nestes estudos, observacoes dos processos pontuais sao
geradas, em uma regido ficticia, de acordo com escolhas arbitrarias dos parametros do modelo.

O principal objetivo destes estudos é verificar a eficiéncia dos metddos de estimacao,
valendo-se do fato de que os valores reais dos parametros sdo conhecidos. Adicionalmente,
pode-se medir a velocidade de convergéncia das cadeias MCMC e o tempo de processamento
dos algoritmos.

Nestes estudos, serdo simulados conjuntos de dados do modelo (4.1), proposto no capitulo
anterior, para o logaritmo da intensidade A(s,t) do processo na localizagdo espacial s e no

tempo t:

log[A(s, )] = u(t) + ((s) + (s, ). (5.1)

Cada uma das sec¢des deste capitulo é dedicada a um dos seguintes modelos para a tendéncia
temporal p(t) : constante (modelo (4.4)), deterministica linear (modelo (4.3)), estocastica
dindmica polinomial de primeira (modelo (4.6)) e segunda ordens (modelo (4.7-4.8)). Em
todos os casos, os efeitos espaco-temporais ¢(s,t) sdo modelados por processos gaussianos
autorregressivos (modelo (4.9)). Como na Segdo 4.3, nestes estudos simulados os efeitos
puramente espaciais ((s) sdo especificados como nulos, embora seja muito facil a incorporagdo

de efeitos espaciais ndo-nulos nos modelos daquela se¢do.
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5.2 Tendéncia Temporal Constante

Nesta segdo, assume-se que, no modelo (5.1), a tendéncia temporal constante p(t) =
, Vt e efeitos espaco-temporais ¢(s,t) modelados como processos gaussianos autoregressivos

estaciondrios no tempo

Bs.1) = no(s. ) +w(s,t), W 1)~PG [0;(1-7P)o% pe(:0)] . (52)
com 0<n<1e ¢(-,1)~PG[0;0% p(;0)], ou ndo-estaciondrios no tempo

O(s.1) = o(s.t-1) +w(sit). w1~ PG [0:0% pul6)] (5.3)

com ¢(-, 1)~ PG [0; 7% py (3 7))

A regiao de simulagao é uma regido quadrada dividida por uma grade regular com N =
100 células (10x 10) com areas unitarias, em 7' = 10 periodos de tempos equiespagados de
comprimento unitario.

O primeiro conjunto de dados foi gerado com tendéncia temporal constante =1 e
SUCESSIVOS Processos gaussianos ¢r.;, estacionarios no tempo (modelo (5.2)), gerados com
n=0,67, 02=1, §=0,8 e fungio de correlagio espacial exponencial ps(h)=e""’. A Figura
5.1 mostra os valores gerados das log-intensidades (¢j; 4+ 4¢) nas células ao longo do tempo.
Na Figura 5.2 é mostrada a seqliéncia de arranjos pontuais espaciais nos intervalos de tempo,
totalizando 1987 eventos.

Foram escolhidas distribuicdes a priori vagas para p e 1, a saber, m(u) <1 e n~U]|0; 1].
Para 02 e  foram definidos dois conjuntos de prioris: as chamadas pouco informativas, nas
quais o valor esperado e o desvio padrao sdo iguais ao valor real do parametro, o que resulta
em 0% ~G1[3;2] e 0~G]1;1,25]; e as chamadas muito informativas, com o2 ~GI[102;101]
e 0 ~ G[100; 125], resultado da escolha da esperanca igual ao valor real do pardmetro e do
desvio padrao correspondente a um décimo deste valor.

O segundo conjunto de dados foi gerado com tendéncia temporal constante =0 e suces-
Sivos processos gaussianos ¢y. ;1, nao-estacionarios no tempo (modelo (5.3)). O processo inicial
¢[.1) foi gerado com os valores 0?2=1, 0=0,8 e funcio de correlacio espacial exponencial
ps(h) = e, para t =2,...,10, os sucessivos processos ¢, foram gerados com 7% = 0,9,

hoy

v = 0,6 e fungdo de correlagdo espacial exponencial p,(h) = e~ A Figura 5.3 mostra
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os valores gerados das log-intensidades (¢ 4+ ) nas células ao longo do tempo e a Figura
5.4 mostra a sequéncia de arranjos pontuais espaciais nos intervalos de tempo, totalizando
17873 eventos. A comparacao das Figuras 5.1 e 5.3 mostra a caracteristica nao-estaciondria
do segundo modelo, evidenciada no aumento da variabilidade dos valores dos efeitos ¢ ao
longo do tempo. Além disso, o nimero de eventos gerados ao longo do tempo manteve-se
aproximadamente constante no modelo estacionario (Figura 5.2), mas aumentou bastante no
modelo n3o-estacionario (Figura 5.4).

Do mesmo modo que no primeiro conjunto de dados, para o segundo modelo foi escolhida

2 e pardmetro de correlacdo

a priori () < 1 e dois conjuntos de prioris para as variancia o
espacial 6: pouco informativas, com o? ~ GI[3;2], 0 ~ G[1;1,25], 72 ~ GI[3;1,8] e v ~
G[1;1,67]; e muito informativas, com %~ GI[102;101], § ~G[100; 125], 72 ~GI[102;90, 9]
e v~ (G[100; 166, 7].

Para cada um dos quatro modelos definidos (modelo estaciondrio com prioris pouco e
muito informativas; modelo n3o-estacionario com prioris pouco e muito informativas) foram
geradas duas cadeias de tamanho 50 mil, resultantes de dois diferentes conjuntos de valores
iniciais para os parametros. As duas amostras a posteriori de cada parametro sao compostas
de 1000 valores tomados a cada 25 da segunda metade das respectivas cadeias.

Foram utilizadas as duas propostas de densidades de amostragem dos ¢;;; no algoritmo
de Metropolis-Hastings definidas no Capitulo 3: proposta da priori e proposta MLGM.

Os resultados da inferéncia com as amostras da proposta da priori sdo mostrados nas figuras
5.5 a 5.7 para o modelo estacionario, e nas figuras 5.8 a 5.10 para o modelo n3o-estaciondrio.
Os resultados da proposta MLGM s3o visualmente idénticos a estes mostrados e, por isso,
foram suprimidos.

As estimativas tomadas das amostras a posteriori para os efeitos ¢ tiveram uma boa
concordancia com os valores reais, tornando-se mais precisas a medida em que a intensidade
aumenta. As médias a posteriori parecem reproduzir bem o padrdo espacial destes efeitos.
Também as estimativas dos hiperparametros ficaram muito préximas a seus valores reais usados
na geracao dos dados, mesmo para as prioris consideradas pouco informativas. A diferenca
entre as duas especificacdes de prioris surgiu apenas na maior varibilidade dos valores nas
amostras a posteriori relacionadas a especificacao de prioris pouco informativas.

Estes resultados sugerem que os métodos de estimacdo propostos s3o adequados para

dados dos processos pontuais espaco-temporais estudados.
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Modelo estaciondrio: valores gerados das log-intensidades (¢j; +/) nas 100 células da
grade em 10 intervalos de tempo. A linha tracada é a média dos valores em cada tempo.
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Figura 5.2: Modelo estacionario: eventos gerados nos 10 intervalos de tempo.
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t

Figura 5.3: Modelo nio-estacionario: valores gerados das log-intensidades (¢[i7t]+u) nas 100 células
da grade em 10 tempos. A linha tracada é a média dos valores em cada tempo.

Figura 5.4: Modelo n3o-estaciondrio: eventos gerados nos 10 intervalos de tempo.
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Figura 5.5: Modelo estacionario: histogramas das amostras a posteriori dos hiperpardmetros. Os
graficos na primeira coluna sdo relativos as prioris pouco informativas 0 ~ GI[3;2] e
0~ G[1;1,25]. Os gréficos na segunda coluna s3o relativos as prioris muito informativas
% ~ GI[102;101] e 6 ~ G[100;125]. Em ambos os casos foram escolhidas a prioris
m(p)oxl e n~UJ0;1]. O trago vertical marca o valor real do parametro.
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Figura 5.6: Modelo estaciondrio: inferéncia dos efeitos ¢ nas 100 células nos 10 tempos. A primeira
e a terceira colunas mostram as médias a posteriori versus os valores reais; a segunda
e quarta colunas mostram os valores reais em ordem crescente (em vermelho) e seus
respectivos intevalos de 90% de credibilidade. A leitura da seqiiéncia dos tempos é feita
da esquerda para direita, de cima para baixo.
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Valores Reais Médias a Posteriori Valores Reais Médias a Posteriori

Figura 5.7: Modelo estacionario: imagens dos valores reais e médias a posteriori das log-intensidades
(¢pi,g +#) nas 100 células nos 10 tempos. Os valores sdo crescentes de vermelho a
amarelo-claro. A leitura da sequiéncia dos tempos é da esquerda para direita, de cima

para baixo.
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Figura 5.8: Modelo ndo-estacionario: histogramas das amostras a posteriori dos hiperpardmetros. Os
graficos na primeira coluna s3o relativos as prioris pouco informativas 02 ~GI[3;2], 6 ~
G[1;1,25], 72~ GI[3;1,8] e y~GJ1;1,67]. Os graficos na segunda coluna s3o relativos
as prioris muito informativas o2 ~ GI[102;101], § ~ G[100;125], 72 ~ G1[102;90,9] e
~v~G[100; 166, 7]. Em ambos os casos foram escolhidas a prioris w(pu)x1 e n~U[0;1].
O traco vertical marca o valor real do pardmetro.
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Figura 5.9: Modelo n3o-estaciondrio: inferéncia dos efeitos ¢ nas 100 células nos 10 tempos. A
primeira e a terceira colunas mostram as médias a posteriori versus os valores reais; a
segunda e quarta colunas mostram os valores reais em ordem crescente (em vermelho)
e seus respectivos intevalos de 90% de credibilidade. A leitura da seqliéncia dos tempos
é feita da esquerda para direita, de cima para baixo.
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Figura 5.10: Modelo n3o-estaciondrio: imagens dos valores reais e médias a posteriori das log-
intensidades (¢j; ;) +x) nas 100 células nos 10 tempos. Os valores sdo crescentes de
vermelho a branco. A leitura da sequiéncia dos tempos é da esquerda para direita, de

cima para baixo.
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5.3 Tendéncia Temporal Deterministica Linear

Nesta se¢do, assume-se que, no modelo (5.1), a tendéncia temporal linear no tempo

ILL(t) :50+/61 't7 Vta

e efeitos espago-temporais ¢(s,t) modelados como processos gaussianos autoregressivos esta-

cionarios no tempo

¢(s,t) = no(s,t-1) +w(s,t), w(,t)~PG [O; (1_772)023p('39)]

com 0<n<le ¢(-,1)~PG[0;0% p(-;0)].

A regido espacial da simulagdo é um quadrado dividido em uma grade regular com N =400
células (20 x 20), cada uma com &rea unitaria. A janela de observacdo no tempo é formada
por T'=20 intervalos de tempo equiespacados.

Os valores escolhidos para os pardmetros foram 3y = —2, 3, =0,15, 02=0,1, 6 =0,2
e n=20,8 A Figura 5.11 mostra os mapas com os valores dos efeitos espaciais ¢} € a
localizagdo dos eventos gerados.

As prioris pouco informativas escolhidas foram: o2 ~ GI[1;1],  ~ G[1;1], n~UJ[0;1] e
B= (0o, 1) ~N[0; 0,1I]. Foram geradas duas cadeias de tamanho 100 mil, uma para cada
conjunto de valores iniciais dos parametros. As duas amostras a posteriori de cada parametro
sao compostas de 1000 valores tomados a cada 50 da segunda metade das respectivas cadeias.

A Figura 5.12 mostra os resultados para os parametros o2, 6, n, 3y e 1. A inspec3o visual
do trago das cadeias (lado esquerdo da figura) para estes pardmetros ndo mostra sinais de
que as cadeias ndo tenham convergido. Verifica-se, nos histogramas das amostras a posteriori
(lado direito da figura), que os resultados da estimagdo destes pardmetros foram bastante
satisfatorios.

Os resultados de estimagdo dos efeitos espaciais ¢j; ;) sdo mostrados na Figura 5.13. A
comparacao das estimativas dadas pelos médias a posteriori mostra que a estimacao também
foi satisfatdéria para estes efeitos. Verifica-se que a variacao das estimativas é maior para os
efeitos mais baixos, o que era esperado, dado que estes efeitos estdo relacionados a células

com menor nimero de eventos.



Figura 5.11: Modelo com tendéncia temporal linear: mapas dos efeitos espaciais reais ¢y. 4,
para t=1,...,20, e localizacdo dos eventos gerados.
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Figura 5.12: Modelo com tendéncia temporal linear: resultados de estimag¢do dos hiperpardmetros
a2, 0, m, By e . Lado esquerdo: tracos da duas cadeias geradas, mostradas a cada
100 iteragdes. Lado direito: histogramas das duas amostras a posteriori.



82

5 o 5 o
g g
8 o | . 8 o |
Q ) * o o 'y
© 1 p 1
0 ()]
] _ @ _
' T T T T ! T T T T
-15 -0.5 05 1.0 -15 -05 05 1.0
reais reais
© (o]
N N —
[0 - 0 |
o N o N
P A P H
I I I I I I I I I I
0 2000 4000 6000 8000 0 2000 4000 6000 8000

Figura 5.13: Modelo com tendéncia temporal linear: resultados de estimacao dos efeitos espaciais
¢[i,y) nas duas amostras geradas. Lado superior: diagramas de dispersdo dos valores
reais versus as médias a posteriori. Lado inferior: médias a posteriori (em vermelho),
intervalos de 90% de credibilidade (em azul) e valores reais (em preto). Os valores no
eixo das ordenadas est3do dispostos em ordem crescente dos valores reais.
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5.4 Tendéncia Temporal Dinamica Polinomial de Primeira Ordem

Nesta secdo, assume-se que, no modelo (5.1), a tendéncia temporal estocastica dindmica

de primeira ordem
Mg = Hp—1] + Vpy, vy ~N[0;w?], t=2,., T,  pp~N|po;7g],

e efeitos espago-temporais ¢(s,t) modelados como processos gaussianos autoregressivos esta-

cionarios no tempo
Qb(S, t) =1 ¢<57 t_]-) + W(S, t)7 W(', t) ~PG [07 (1_7]2)02; p(7 6)]

com 0<n<1e ¢(,1)~PG|0;0% p(-;0)].

A regido espacial e janela temporal da simulagao sao as mesmas do modelo de tendéncia
linear (V=400 células e T'=20 tempos).

Os valores escolhidos para os parametros foram 02 =0,1, §=0,2, n=0,8 e w?=0,01.
A Figura 5.14 mostra as somas dos efeitos espaco-temporais ¢[;;) € temporais p reais e
localizacdo dos eventos gerados em cada intervalo de tempo.

As prioris pouco informativas escolhidas foram o2 ~ GI[1;1], 0 ~ G[1;1], n ~ U|[0;1] e
w? ~GI[1;1]. Foram geradas duas cadeias de tamanho 100 mil, uma para cada valor inicial
das quantidades a serem estimadas. As duas amostras a posteriori de cada pardmetro sdo
compostas de 1000 valores tomados a cada 50 da segunda metade das respectivas cadeias.

A Figura 5.15 mostra os resultados para os parametros o2, #, n e w?. A inspec3o visual
do trago das cadeias (lado esquerdo da figura) para estes pardmetros ndo mostra sinais de
que as cadeias ndo tenham convergido. Verifica-se, nos histogramas das amostras a posteriori
(lado direito da figura), que os resultados da estimagdo destes pardmetros foram bastante
satisfatorios.

Os resultados de estimagdo dos efeitos espaciais ¢j; ;) sdo mostrados na Figura 5.16. A
comparacao das estimativas dadas pelos médias a posteriori mostra que a estimacao também
foi satisfatdria para estes efeitos. Verifica-se novamente que a variacdo das estimativas é maior
para os efeitos mais baixos. Da mesma forma, a Figura 5.17 mostra que os efeitos puramente

temporais /i foram muito bem estimados.
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Figura 5.14: Modelo com tendéncia temporal dindmica polinomial de primeira ordem: mapas das
somas dos efeitos espaciais ¢[. ; e temporais up reais, para t =1, ..., 20, e localizagdo
dos eventos gerados.
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Figura 5.15: Modelo com tendéncia temporal dindmica polinomial de primeira ordem: resultados de
estimacdo dos hiperparametros o2, , n e w?. Lado esquerdo: tracos da duas cadeias
geradas, mostradas a cada 100 iteracGes. Lado direito: histogramas das duas amostras

a posteriori.
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Modelo com tendéncia temporal dindmica polinomial de primeira ordem: resultados
de estimagdo dos efeitos espaciais ¢;;) nas duas amostras geradas. Lado superior:
diagramas de dispersdo dos valores reais versus as médias a posteriori. Lado inferior:
valores reais (em preto), médias a posteriori (em vermelho) e intervalos de 90% de
credibilidade (em azul). Os valores no eixo das ordenadas estdo dispostos em ordem
crescente dos valores reais.
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Figura 5.17: Modelo com tendéncia temporal dindmica polinomial de primeira ordem: resultados
de estimag3o dos efeitos temporais ji;) nas duas amostras geradas: valores reais (em
alaranjado), médias a posteriori (em vermelho) e intervalos de 90% de credibilidade (em
azul).

5.5 Tendéncia Temporal Dinamica Polinomial de Segunda Ordem

Nesta secdo, assume-se que, no modelo (5.1), a tendéncia temporal estocéstica dindmica

iy = p—1) + Bp—1) + v, v ~N[Oswi], t=2, T, pu~N[po; 75 ],

B = Bie—1) + vapgs Vo~ N[0;w3] , t=2,.., T,  Buy~N|[fo; kj) -

e efeitos espago-temporais ¢(s,t) modelados como processos gaussianos autoregressivos esta-

cionarios no tempo
QS(S?t) = ﬁ¢(37t—1) + w(87t)7 w('v t)NPG [0; (1_772)02; p('; ‘9)}

com 0<n<1le ¢(-,1)~PG[0; 0% p(-;0)].
A regido espacial e janela temporal da simulacdo sao as mesmas dos dois modelos anteriores

(N =400 células e T'=20 tempos).
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Os valores escolhidos para os pardmetros foram 02=0,1, #=0,2, n=0,8, w?=0,01 e
w2 =0,0025. A Figura 5.18 mostra as somas dos efeitos espaco-temporais @i, € temporais
ty reais e localizagdo dos eventos gerados em cada intervalo de tempo.

As prioris pouco informativas utilizadas foram o? ~ GI[1;1], 6 ~ G[1;1], n ~ U[0;1],
wi~GI0,1;0,1] e wi~GI0,1;0,1]. Foram geradas duas cadeias de tamanho 100 mil, uma
para cada valor inicial das quantidades a serem estimadas. As duas amostras a posteriori de
cada pardmetro sao compostas de 1000 valores tomados a cada 50 da segunda metade das
respectivas cadeias.

A Figura 5.19 mostra os resultados para os pardmetros 02, 0, 1, w? e w3. A inspec3o visual
do trago das cadeias (lado esquerdo da figura) para estes pardmetros ndo mostra sinais de
que as cadeias nao tenham convergido. Verifica-se, nos histogramas das amostras a posteriori
(lado direito da figura), que os resultados da estimagdo destes pardmetros foram bastante
satisfatorios.

Os resultados de estimagdo dos efeitos espaciais ¢j;;) sdo mostrados na Figura 5.20. A
comparacdo das estimativas dadas pelos médias a posteriori mostra que a estimagcdo também
foi satisfatdria para estes efeitos. Verifica-se que a variacao das estimativas é maior para os
efeitos mais baixos, o que era esperado, dado que estes efeitos estdo relacionados a células
com menor nimero de eventos. Da mesma forma, a Figura 5.21 e 5.22 mostram que os efeitos

puramente temporais pj e S foram bem estimados.

5.6 Conclusoes

Os resultados dos estudos simulados mostraram que os modelos podem ser bem reconheci-
dos pelos dados, com um boa concordancia das estimativas com os valores reais.

Embora existam algumas técnicas de verificacdo da convergéncia das cadeias, optou-se por
verifica-la pela observacao do tracos de duas cadeias independentes em alguns parametros.
N&o foi possivel armazenar todas as cadeias de todos efeitos (seriam, por exemplo, 8045 cadeias
no Gtimo modelo). A convergéncia das cadeias ¢ atingida em um ndmero relativamente baixo
de iteracdes, tendo em vista o grande niimero de efeitos e parametros a serem estimados.

Os algoritmos foram codificados no programa Ox (Doornik, 2002) e rodaram em com-
putador doméstico (processador AMD Athlon XP 2200, 1.8Ghz, 1.0 GB RAM). O tempo de
processamento de cada cadeia é muito grande, cerca de 100 horas para os casos com as grades

de 400 células e 20 intervalos de tempo.
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Um estudo mais amplo teria diferentes combinacdes de parametros, prioris e com réplicas

em cada um destas combinagdes, mas o tempo dispendido seria muito grande para o prazo

disponivel.
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Figura 5.18: Modelo com tendéncia temporal dindmica polinomial de segunda ordem: mapas das
somas dos efeitos espaciais ¢|. ;| e temporais u reais, para t=1,...,20, e localizagdo

dos eventos gerados.



o Q o
S ? g
o > >
g 1 2 8- s 8-
=] =]
3 15
o b =
=R " 8- t g
[To)
[
e o - o -
o
S 008 010 0.2 008 010 0.12
o T T T T T T
o} 200 400 600 800 1000 o? a?
© & m
S - o
— o —
—
g 1 z 8 - z 8 -
S o S o |
< g g v
o I
o [N S’r ] [ g _
~ & &
g
o - o -
2 0.10 0.25 0.10 0.25
T T T T T T
0 200 400 600 800 1000 e 2]
o _
o (=5}
8 -
—
OD' ] o
o ©
3 o 2
= o - =
CR g o
S g § %7
<3 g g
o _|
0 o
© N
<
o o -
w |
o 070 075 080 0.85 070 075 080 0.85
T T T T T T
o] 200 400 600 800 1000 n n
o o
=h ]
8
| > >
° - § 8+
© g - g
2 g 8
o b b=
w w
I‘b g | 8 i 8 -
S
N
o 4
S o - o -
g, 000 001 002 003 004 000 001 002 003 004
T T T T T T
0 200 400 600 800 1000 o o
o o
3 g 7 5
o 4
o
S S
- > > o
o 2 o 2 S
g g © g
o o o
o 1] o [
o, [ < 7 [ o
3 3 -
o
3 &
o
5
o — o —
]
S - 0.0022 0.0030 0.0022 0.0030
s T T T T T 1
0 200 400 600 800 1000 w? o?

90

Figura 5.19: Modelo com tendéncia temporal dindmica polinomial de segunda ordem: resultados
de estimacdo dos hiperparametros o2, 0, 1, w? e w3. Lado esquerdo: tragos da duas
cadeias geradas, mostradas a cada 100 itera¢bes. Lado direito: histogramas das duas

amostras a posteriori.
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Modelo com tendéncia temporal dindmica polinomial de segunda ordem: resultados
de estimag3o dos efeitos temporais ji;) nas duas amostras geradas: valores reais (em
alaranjado), médias a posteriori (em vermelho) e intervalos de 90% de credibilidade (em
azul).
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Modelo com tendéncia temporal dindmica polinomial de segunda ordem: resultados
de estimagdo dos efeitos temporais (J; nas duas amostras geradas: valores reais (em
alaranjado), médias a posteriori (em vermelho) e intervalos de 90% de credibilidade (em
azul).
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Capitulo

Aplicacoes

6.1 Introducao

Neste capitulo sdo apresentadas duas aplicagées dos modelos propostos no Capitulo 4 a
conjuntos de dados reais analisados na literatura. O primeiro conjunto de dados foi analisado
por Diggle et al. (2005b) para vigilancia epidemiolégica em tempo real dos casos de doenca
gastrointestinal em Hampshire, no Reino Unido. A segunda aplicacdo consiste na anadlise
de dados de neuro-gastroenterologia, o ramo da medicina que estuda o funcionamento dos

neurdnios no intestino. Os dados foram analisados originalmente em Faes et al. (2006).

6.2 Analise Espaco-Temporal dos Casos de Doenca Gastrointestinal em Hampshire

O projeto AEGISS (Ascertainment and Enhancement of Gastrointestinal Infection Surveil-
lance and Statistics) vem sendo desenvolvido na Grd-Bretanha com o objetivo de reduzir a
ocorréncia de doencas gastrointestinais. No condado de Hampshire, foram registrados 10752
casos de infecgdo gastrointenstinal n3o-especifica nos anos de 2001 a 2003. Um caso da
doenca é definido como qualquer chamada telefonica ao servico de orientagdo médica NHS
Direct relatando sintomas infecgcdo gastrointenstinal. Cada caso é identificado pela localizagcdo
residencial da pessoa (coordenadas geograficas) e pela data da chamada.

A Figura 6.1 mostra o mapa do condado com a localizagdo espacial dos casos nos trés
anos de estudo. Os eventos estdo concentrados na regido sul, area de mais alta densidade

populacional.
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2001 2003

Figura 6.1: Mapa do contorno do condado de Hampshire e eventos observados em cada ano.

Diggle et al. (2005b) analisaram os casos didrios dos dois primeiros anos, com foco
na vigilancia sanitdria em tempo real para deteccdo precoce de variacoes localizadas nao-
explicadas na intensidade espaco-temporal A(s, t) na localizacdo espacial s no tempo t. O mod-
elo proposto por eles é um processo de Cox log-gaussiano n3o-estaciondrio com decomposicao
multiplicativa da log-intensidade em log [A(s,t)] = u(t)+C(s)+¢(s,t). Os componentes p(t)
e C(s) descrevem, respectivamente, as variacGes puramente temporal e puramente espacial na
incidéncia normal da doenga e sdo tratados como deterministicos. S(s,t) =exp{¢(s,t)} é um
componente estocastico nao-observavel que representa desvios espaco-temporalmente localiza-
dos, sendo modelado como um processo de Cox log-gaussiano estacionario, cujos parametros
sdo estimados pelo método dos momentos propostos em Brix e Diggle (2001).

O padrido espacial de chamadas ao servico de assisténcia ndo segue necessariamente aquele
da populagao sob risco da doenca. Portanto, o uso de contagens de populagao de censos para
estimar a intensidade populacional A\o(s)=exp{((s)} ndo é adequado. Diggle et al. (2005b)
usam a distribuicao espacial de todos os casos dos dois anos de estudo para estimar o padrao
de variacao espacial normal da incidéncia da doenca. Nesta tese, os casos do primeiro ano
de observacdo foram usados para estimar a distribuicdo espacial da populacdo sob risco e os
modelos do Capitulo 4 foram aplicados aos casos dos dois anos seguintes.

Nesta tese, considera-se inicialmente a analise espaco-temporal dos totais de casos nos
24 meses dos anos de 2002 e 2003 (Figura 6.2). A discretizagdo espacial é definida pela in-
tersecdo da regido de estudo com uma grade regular com 270 células sobreposta a ela (Figura
6.3), totalizando 168 células validas. Como para as células sobrepostas a borda da regido
a intersecdo ndo é total, definimos a drea efetiva ay;; como a proporcao da célula i que se

sobrepde a regido, para 1=1, ..., 168.
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Figura 6.2: Totais de casos mensais nos trés anos do estudo.
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Figura 6.3: Grade regular com 270 células sobreposta a regido de estudo.

A distribuicao espacial de todos os casos de 2001 é usada na estimacdo da intensidade
populacional Ag; em cada célula 4, através de

12
N _ Zt:1 Yt

N +8, i=1,..,168, t=1,..,24,
aji

onde yj; ) € o ndmero de casos na i-ésima célula da grade no t-ésimo més e § = 10~* é uma
correcao necessdria para que o modelo nao atribua intensidade nula as células sem casos em

2001.
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A intensidade do processo em cada célula ¢ e més ¢, \j; 4, € modelada por
log P‘[i,tﬂ = log [a[iﬂ + log[;\o[i]] + pp + Py, 1=1,..,168, t=1,..,24,
para a qual a tendéncia temporal 1) € modelada por
pp = Bo + Bit,  t=1,...,24.
Definindo ¢y 4y = (01,4, ---» Pvyy)’, @ equagdo de evolugdo no tempo é dada por
Pra] = NPLi—1] + W4, wig~N[0; (1-n")o°Re], t=2,...,24,

onde 0<n<1, 02>0, >0, 0¢é um vetor de comprimento 168 com elementos iguais a
zero € Rg=[R; j|{ij=1,..168), com R; j=exp{f|s;—s;||}, é a matriz 168 x 168 de correlagbes
espaciais entre as células, modeladas pela funcido de correlacdo exponencial. Assume-se a
priori que ¢p. 1)~ N [0;0%Ry).

Foram escolhidas as prioris de referéncia do Capitulo 3 para 3= (0, 51)’, 0? e 0, e U[0; 1]
para 7. No processo de amostragem via MCMC, foram geradas, para cada modelo, duas
cadeias de tamanho 100 mil, definidas por diferentes valores iniciais das quantidades a serem
estimadas. Como as duas cadeias convergiram para o mesmo ponto, a amostra final de cada
parametro foi formada por 500 valores tomados a cada 100 no terceiro quarto das duas cadeias.

Os histogramas das amostras a posteriori dos hiperparametros s3o mostrados na Figura 6.4.
O coeficiente linear do tempo, (31, foi estimado pontualmente por -0,02, mostrando a tendéncia
descrescente da intensidade dos casos. O parametro de correlacdo temporal entre os efeitos
espaciais, 17, mostrou-se de valor moderado, com média a posteriori igual a 0,55. O pardmetro
0, relacionado a correlacdo espacial na funcao exponencial, foi estimado pontualmente em
0,22, valor que significa uma correlacao igual a 0,33 para os pares de dreas mais préximas
entre si, ou seja, areas adjacentes a norte, sul, leste ou oeste.

A Figura 6.5 mostra os mapas das médias a posteriori dos efeitos espaciais ¢[; ;4 em cada
més. Estes efeitos parecem nao ter uma estrutura espacial. De fato, o indice de autocorrelacao
espacial | de Moran (Bailey e Gatrell, 1995) foi significante (a 5%) em menos da metade
dos meses. Isto sugere que a estimacdo da populagido sob risco usando os préprios casos
incorporou toda a informacdo espacial da dispersao da doenca, restando apenas um ruido

branco no espaco. Enquanto ndo houver um modo mais eficaz de estimar a densidade espacial
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da populagao sob risco, sem usar os préprios casos da doenca, nao ha como aplicar modelos
mais elaborados para estes dados. Por exemplo, poderiam ser utilizados os casos de outra
doenca, ndo relacionada a infec¢Bes gastrointentinais, que sejam reportados pelo mesmo tipo

de sistema telefénico, para estimar a distribuicao espacial das chamadas telef6nicas.
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Figura 6.4: Histogramas das amostras a posteriori dos hiperparametros.
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Figura 6.5: Mapas das médias a posteriori dos efeitos espaciais ¢; ; para os 24 meses de observagdo.
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6.3 Evolucao Espaco-Temporal de Impulsos Elétricos no Intestino Delgado

O intestino delgado finaliza o processo de digestdo, absorve os nutrientes e conduz os
residuos para o intestino grosso. As células nervosas existentes na parede do intestino delgado
emitem sinais que controlam os movimentos coordenados de contracao de sua parede muscular,
fazendo com que o contelido resultante da digestdo seja empurrado ao longo do trato intestinal.

Dois padrdes de atividade elétrica sdo importantes neste processo: as ondas lentas (slow-
waves) e os impulsos (spike potentials). Uma onda lenta age como um sinal de marca-passo
que induz o musculo a contra¢do. Os impulsos superimpostos as ondas lentas determinam a
forca e duracdo da contracao muscular.

Uma questao de interesse sobre este processo é saber se existem areas com incidéncia mais
alta de impulsos, comparadas com outras areas. Outra questdo é o entendimento das carac-
teristicas temporais e espaciais da ocorréncia de impulsos durante sucessivas ondas lentas. Es-
pecificamente, deseja-se saber se as areas com atividades elétricas mais intensas sao as mesmas
ao longo das ondas lentas sucessivas. Desse modo, a modelagem da distribuicao espaco-
temporal dos impulsos pode ajudar no entendimento do mecanismo de geracdo e propagacao
dos movimentos intestinais.

No experimento descrito em Faes et al. (2006), um segmento do intestino delgado foi
removido de sete gatos e suas atividades elétricas espontaneas foram observadas durante o
periodo de um minuto, usando-se 240 eletrodos dispostos em uma grade regular (10x24)
na superficie do tecido. A Figura 6.6 ilustra a atividade elétrica para um gato, medida pelo
nimero de impulsos em cada célula da grade em 13 sucessivas ondas lentas. Este foi o tnico
dos sete conjuntos de dados disponibilizado pelos autores do artigo original.

Este é um exemplo de um processo pontual original que foi observado, por razdes de
instrumento de medicdo, com os dados ja discretizados na forma de contagens. Embora os
impulsos possam ocorrer em qualquer ponto do tecido, sua medicao através de um ndmero
limitado de eletrodos fez com que eles pudessem ser registrados apenas como contagens na

area de percepcao do eletrodo.
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Figura 6.6: Ndmero de impulsos na grade espacial com 10 x 24 células no intestino de um gato,

durante 13 ondas-lentas sucessivas.

impulsos na célula, que varia de 0 a 5 impulsos.

A drea do circulo é proporcional ao nimero de
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Para tratar desses dados, foi adotado o procedimento descrito a seguir. Seja yj; 4 o nlimero
de impulsos ocorridos na i-ésima célula da grade espacial e na t-ésima onda lenta. Assume-se

que o logaritmo da intensidade A[; ;) do processo é modelada por

109[)\[1',15]] = Up + Pug, 1=1,...,240, t=1,...,13.

Trés modelos foram ajustados a tendéncia temporal i;:

Modelo 1 (Constante) : pig =
Modelo 2 (Linear): p = Po + Bi-t, t=1,...,13;
Modelo 3 (Dindmica de 1% Ordem) :  ppy = pp—1y+ve, v ~ N[0;w?], t=1,...,13.

Para os efeitos espaco-temporais ¢, = (qb[l,t], ...,(;5[240,1&])/ foi escolhido o modelo com

processos gaussianos autoregressivos estacionarios no tempo:

Py = NPria] + Wy, com w[_,t]wN[Q; (1—772)0239}, t=2,...,13,

¢y ~ N[0;0°Ry],

com 0<n<1 e elementos da matriz de correlagbes espaciais Ry definidos pela fungdo de
correlacao exponencial.

Foram escolhidas as prioris de referéncia do Capitulo 3 para i, 8= (5o, 31), 02, 0 e W?
e UJ0; 1] para 1. No processo de amostragem via MCMC, foram geradas, para cada modelo,
duas cadeias de tamanho 100 mil, definidas por diferentes valores iniciais das quantidades a
serem estimadas. Como as duas cadeias convergiram para o mesmo ponto, a amostra final
de cada parametro foi formada de 1000 valores tomados a cada 100 na segunda metade das
duas cadeias.

A Tabela 6.1 mostra a média e o intervalo de credibilidade de 90% das amostras a posteriori

dos pardmetros (3, (1, i, 02, 0, n e W?

relativos a cada um dos trés modelos (e outros dois
modelos definidos seguir). Os histogramas destas amostras a posteriori (figuras 6.7 a 6.9)
mostram distribuicdes a posteriori unimodais bem comportadas em todos os modelos. A
medida de correlacdo temporal dos efeitos espaciais entre duas ondas lentas sucessivas é dada
pelo parametro 7, estimado pontualmente por 0,8, 0,7 e 0,75, respectivamente para os trés

modelos. O pardmetro o2 foi estimado pontualmente em 0,6 para os trés modelos. Estes

resultados semelhantes eram esperados, pois 0> mede a variabilidade entre os efeitos espaciais
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em cada tempo t. Do mesmo modo, para 6, pardmetro relacionado a correlagdo (puramente)
espacial na funcao exponencial, ndo se esperava resultados diferentes entre os modelos. De
fato, ele foi estimado pontualmente em 0,15, valor que significa uma correlagdo igual a 0,86
entre os pares de dreas mais préximas entre si, ou seja, dreas adjacentes (distancia entre
centréides igual a 1 unidade) e uma correlagdo igual a 0,02 entre os pares de dreas mais
distantes entre si, ou seja, dreas localizadas nos vértices opostos nas diagonais da regidao de
estudo (distancia entre centrdides igual a 26 unidades).

A intensidade dos impulsos ao longo das sucessivas ondas lentas é caracterizada pelos
efeitos temporais yi; (Figura 6.12, para os modelos 2, 3 e outros dois modelos definidos seguir).
No primeiro modelo, p foi estimado por -0,3. No segundo modelo, a estimativa de p; € uma
combinacdo das estimativas de 3y e (31, e gerou um tendéncia temporal linear decrescente,
com nivel médio um pouco menor que a estimativa do modelo 1. O histograma da amostra a
posteriori do coeficiente linear 3; mostra que o valor zero tem alta densidade, o que significa
que este efeito do tempo em p; n3o parece ser significativo. Para o modelo 3, as estimativas
de y; se mostraram aproximadamente constantes ao longo das ondas lentas.

A Figura 6.13 mostra os envelopes de estima¢do (média amostral e intervalos de credibili-
dade de 90%) dos efeitos ¢;, agrupados nas 13 ondas lentas (para os modelos 1, 2, 3 e outros
dois modelos definidos seguir). A forma destes envelopes ndo se mostrou como esperado nos
estudos simulados, nos quais a amplitude dos intervalos aumentou com a média a posteriori
dos efeitos. Nesta aplicacdo, no entanto, ha uma inexplicada inversdo desta relacdo a partir
de certo valor da média a posteriori.

A Tabela 6.2 mostra os resultados dos critérios de selecao de modelos DIC e EPD para
estes trés modelos (e outros dois modelos que serdo apresentados a seguir). Embora os
valores sejam muito parecidos, o modelo com tendéncia temporal dindmica de primeira ordem
obteve os menores valores, sendo, portanto, o escolhido dentre este trés modelos segundo este
critérios.

Entretanto, antes de escolher o modelo 3 como o mais adequado para este conjunto de
dados (dentre as alternativas testadas), decidiu-se verificar a necessidade de se usar uma
estrutura autorregresiva nos efeitos espaco-temporais ¢j; ;.

Desse modo, considerando o modelo dinamico de primeira ordem para a tendéncia tem-
poral sz (modelo 3), foram ajustados dois modelos mais simples para os efeitos espaco-

temporais ¢; ;. Um destes modelos assume que estes efeitos sdo puramente espaciais, ou

seja, dpi,q="C[q, Vt,
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Modelo 3b (Puramente espaciais): (= (Cy, .-, C[240]), ~ N[0;0%Ry].

O outro modelo ajustado é um caso particular do modelo 3, tomando-se o parametro de
correlagdo temporal 7 igual a zero. Ou seja, este modelo assume que os efeitos ¢j; ;) sao

independentes no tempo:

Modelo 3c (Efeitos livres): ¢4 ~ N [0;0%Ry], independentes para t=1,...,13.

Os resultados da estimacg&o dos hiperpardametros (figuras 6.10 e 6.11), da tendéncia tempo-
ral (Figura 6.12) e dos efeitos espaciais (Figura 6.13) sdo bastante semelhantes aos resultados
dos demais modelos.

Os valores dos DIC e EPD destes dois modelos (Tabela 6.2), se comparados aos valores
obtidos do modelo 3, levam a conclusdo de que este modelo é mais adequado a este conjunto
de dados. Além disso, deve-se notar que os resultados de estimacao do parametro de correlacao
temporal 7 dos efeitos espaciais ¢ no modelo 3 descartam o modelo 3c (que assume 7 =0),
pois 1 é estimado com valores distantes de zero. Desse modo, os modelos propostos nesta
tese, com efeitos espaciais especificos em cada tempo e com estrutura autoregressiva, levam
a um melhor ajuste.

Entretanto, o padrdo espacial dos efeitos espaco-temporais ndo parece se modificar sig-
nificativamente entre os modelos 1, 2, 3 e 3c, como pode ser visto nas figuras 6.14 e 6.15.
Assim, pode-se concluir que os diferentes resultados de estimacdo da tendéncia temporal n3o
afetaram as estimativas dos efeitos espago-temporais. A Figura 6.16 mostra que, para o
modelo escolhido, a variabilidade dos efeitos ¢ também tém estrutura espacial.

Somando a estes efeitos espaco-temporais a tendéncia temporal, s3o obtidas as estimativas
do logaritmo das intensidades A[;;), ou seja, do nimero esperado de impulsos nas células da
grade em cada onda lenta.

Faes et al. (2006) ndo sdo conclusivos sobre a tendéncia temporal da intensidade dos
impulsos, talvez por terem chegado a mesma conclusdo que este estudo de que n3o ha efeito
aparente do tempo na seqiiencia analisada de onda lentas. Assim como em Faes et al. (2006),
a inspecdo visual dos mapas dos efeitos espaco-temporais leva a conclusao de que os impulsos
elétricos claramente tendem a ocorrer em algumas dreas e ndo em outras, o que significa que
as contracoes musculares ndo estdo distribuidas de maneira homogénea na parede intestinal.

Além disso, as dreas com maior ocorréncia de impulsos sao as mesmas ao longo das ondas-
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lentas, ou seja, guardam uma dependéncia temporal. Segundo os fisiologistas co-autores do
artigo original, esta constatacao tem importantes implicagdes no entendimento da motilidade

intestinal nos mamiferos.

Tabela 6.1: Médias a posteriori e Intervalo de Credibilidade de 90% para os hiperpardmetros.

Modelos
1 2 3 3b 3c

po -0,21 [-1,58;1,21]

Bo 0,46 [-0,77;-0,13]

b -0.01 [-0,03;0,01]

o2 0,57[0450,70] 0,52 [0,40,0,64] 0,62 [0,50;0,75] 0,62 [0,48;0,76] 0,63 [0,47;0,79]

9 0,14[0,10,019] 0,14 [0,10;0,19] 0,14 [0,09;0,20] 0,14 [0,09;0,20 0,16 [0,10;0,23]
0,79 [0,71,0,87] 0,69 [0,62;0,76] 0,74 [0,67;0,82]

W? 0,10 [0,07;0,14] 0,10 [0,07;0,13] 0,10 [0,06:0,13]

Tabela 6.2: Resultados dos critérios de selecao de modelos.

Modelo 1 2 3 3b 3c
DIC 7580 7542 7510 7691 7779
EPD 5015 5011 5008 5082 5091




105

2
K o
o
o S -
n — «
< - ©
% o g g n
:g_ 9 — =8_
2 2 8 1
o _
0 o _|
[Ye)
o - o -
[ I I I ] [ I I I I ]
-2 -1 0 1 2 0.3 0.4 05 0.6 0.7 0.8
Média= -0.21 e 1C(90%)=[ -1.58 ;1.21 ] Média= 0.57 e 1C(90%)=[ 0.45;0.7 ]
o
S
o ®
S
g o ©
(3] (3]
c 2 o
S g &
o o
o o 9]
= (s} &=
— o
S
o -
[Te)
o o
[ I I ] [ I I I I I 1
0.05 0.10 0.15 0.20 0.65 0.75 0.85 0.95
Média= 0.14 e IC(90%)=[0.1;0.19] Média=0.79 e IC(90%)=[0.71 ;0.87 ]

Figura 6.7: Histogramas das amostras a posteriori dos hiperparametros do modelo 1.



Bo

o
g g -
o o
Ire} Q 7
3 3 8
£ g g <
5 9 3
g g g
o
Irs) o _|
Irs)
o o
[ I I I I I 1
-1.0 -08 -06 -04 -02 00 0.2 -0.06 -0.04
Média= —0.46 e IC(90%)=[ -0.77 ; —=0.13 ]
2
o
o
Ire}
o Y
re)
« o
§ &
% o 'g 3
c Te] u:) -
:g - 3 o
g 8 g S
3 3
o o
[ I I I I 1
0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.10

Média= 0.52 e 1C(90%)=[ 0.4 ; 0.64 ]

freqlencia

106

B

[ I I I I 1
-0.02 0.00 0.02 0.04

Média= -0.01 e 1C(90%)=[ -0.03 ; 0.01]

[ I |
0.15 0.20

Média= 0.14 e 1C(90%)=[0.1;0.19]

0.55 0.60 0.65 0.70 0.75 0.80 0.85

Média= 0.69 e 1C(90%)=[ 0.62;0.76 ]

Figura 6.8: Histogramas das amostras a posteriori dos hiperparametros do modelo 2.



2
G 0
S
S &
Y
o 3
g O g —
) )
B fe ] o
5 21 g ©
3 - 3
o - o
[ T T T 1 I T T 1
0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.05 0.10 0.15 0.20
Média= 0.62 e IC(90%)=[ 0.5;0.75] Média= 0.14 e IC(90%)=[ 0.09;0.2]
2
n ®
g - G
)
© S g
e 8 2 o
2} N [} -
P} 3
g g
= 3 = 3
o - o
[ I I I I I 1 [ I 1
0.60 0.70 0.80 0.90 0.05 0.10 0.15
Média= 0.74 e IC(90%)=[ 0.67 ;0.82] Média= 0.1 e IC(90%)=[ 0.07 ; 0.14]

Figura 6.9: Histogramas das amostras a posteriori dos hiperparametros do modelo 3.

107



108

2
G 0
o
g - 8 -
o
g - g -
s 384 3 8 4
c - c —
[9) ()
3 o =g_ o
g o - 9 o
o _| o _
Y] Yol
o - o -
[ I I I I ] [ I I I ]
04 05 06 07 08 09 0.05 0.10 0.15 0.20 0.25
Média= 0.62 e IC(90%)=[ 0.48 ;0.76 ] Média= 0.14 e 1C(90%)=[0.09;0.2]
2
Q)

freqlencia
100 150 200

50

[ I I I I 1
0.06 0.08 0.10 0.12 0.14 0.16

Média= 0.1 e IC(90%)=[0.07 ; 0.13]

Figura 6.10: Histogramas das amostras a posteriori dos hiperparametros do modelo 3b.



109

200
|
200
|

150
I

150
|

freqUencia
100
|
freqliencia
100
l

8 - 8
o - o -
l T T T T T I | I T T I |
03 04 05 06 07 08 09 10 0.05 0.10 0.15 0.20 0.25
Media= 0.63 e 1C(90%)=[0.47 ;0.79] Média= 0.16 e 1C(90%)=[0.1;0.23]
2
®
o
o —
[Sp]
(=]
© o
5 ~
o
(]
3 -
o
£ o
o —
Q
Te]
o -

[ I 1
0.05 0.10 0.15

Média= 0.1 e 1C(90%)=[0.06;0.13 ]

Figura 6.11: Histogramas das amostras a posteriori dos hiperpardmetros do modelo 3c.



110

Modelo 2 Modelo 3

—Y——

0.0
|
0.0
|

Mt
-0.6
|

Mt
-0.6
|

-1.2
-12

Modelo 3b Modelo 3¢

Mt

-0.6 0.0
] ]
Mt

-0.6 0.0
] ]

-1.2
-1.2

Figura 6.12: Médias a posteriori (em vermelho) e intervalos de 90% de credibilidade (em azul) dos
efeitos temporais fi(;.



111

Modelo 1 - amostra 1 Modelo 2 - amostra 1

o
e

0|
v |

o | -
e |

o pd

< o <

v |

o o

g
o

0 O | g

S -
]
2

T T T T T T T ! T T T T T T T
0 500 1000 1500 2000 2500 3000 0 500 1000 1500 2000 2500 3000
ordenagéo ordenagéao
Modelo 3 - amostra 1 Modelo 3b - amostra 1

15

0
-05 00 05 10 15
1 | | |
Y
00 05 1.0 2
\ \ \ \

0 500 1000 1500 2000 2500 3000

o

50 100 150 200

ordenagéo ordenacéo

Modelo 3c — amostra 1

15 20

1.0

0.0 05

-1.0

T T T T T
500 1000 1500 2000 2500 3000

o

ordenacgao

Figura 6.13: Médias a posteriori (em vermelho) e intervalos de 90% de credibilidade (em azul) dos
efeitos espaco-temporais ¢[; ;. Os valores no eixo horizontal estdo ordenados pela
magnitude da média a posteriori.



Modelo 1 Modelo 2 Modelo 3c

-
1l
=

t =

-
1l
N

l—+
1
w

=Ty

§

-
1}
N

-
1l
o

E

-
1
(o)
-
1]
()

g
i

—+
1}
I~
—+
1}
I~

—0.67 « —0.33 ¢ —0.15 o 0.18 o 1.52

112

Figura 6.14: Mapas das médias a posteriori dos efeitos espago-temporais ¢|; ;) dos modelos 1, 2, 3 e
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Capitulo

Consideracoes Finais e Trabalhos Futuros

7.1 Consideracoes Finais

Nesta tese, foram propostos modelos espaco-temporais para a intensidade de processos
pontuais especificados por uma sequencia de superficies de intensidades espaciais ligadas no
tempo através de uma evolugao dindmica. A tendéncia temporal pode ser modelada livre-
mente; por exemplo, pode ser assumida constante, ou ser escrita como uma funcdo deter-
ministica de covaridveis medidas em cada intervalo de tempo, ou ainda, pode ser descrita
por um modelo dindmico, dentre outras possibilidades. A inferéncia é feita sob a abordagem
bayesiana completa, através de métodos de simulagago MCMC, como os amostradores de Gibbs
e Metropolis-Hastings.

Os resultados de estudos simulados mostram que os modelos e métodos de estimacdo
propostos sao adequados para modelar conjuntos de dados gerados por processos pontuais
espaco-temporais, pois as estimativas tomadas das amostras a posteriori tiveram uma boa
concordancia com os valores reais. Aplicamos os modelos aos dados de infeccdo gastroin-
tenstinal em Hampshire e aos dados do estudo da evolucao espacial e temporal de impulsos
elétricos no intestino delgado de gatos.

Considerou-se a situacdo na qual toda estrutura de dependéncia espacial é devida apenas
a heterogeneidade espacial na intensidade do processo, e n3o a interacao direta entre os
eventos. Entretanto, os modelos propostos também podem ser Uteis na anélise descritiva da
distribuicdo espacial de eventos gerados de processos com interacao espacial direta entre os

eventos. De fato, Schoenberg (2005) conclui que, mesmo que o verdadeiro processo pontual
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espaco-temporal sendo estimado n3o seja Poisson, um estimador baseado na maximiza¢ao da

funcao de verossimilhanca do processo de Poisson é consistente sob certas condicGes simples.

7.2 Trabalhos Futuros

Os resultados satisfatérios obtidos até o momento estimulam a extens3o deste trabalho
em diversas direcoes. Uma destas extensdes é a utilizacdo da discretizacdo espacial através
de Tesselagem de Voronoi, descrita na Secao 2.6, para aplicagdes nas quais a agregacdo dos
eventos é bastante acentuada.

Pretende-se ampliar o conjunto de estudos simulados do Capitulo 5 com o acréscimo de
mais casos particulares do modelo geral. Para analisar a capacidade de estimacao dos modelos,
seria interessante se fazer estudos nos quais o conjunto de dados é gerado de um modelo mais
complexo e se ajusta um modelo mais simples, e vice-versa.

Outros trabalhos futuros de interesse sdo descritos a seguir.

7.2.1 Eficiéncia Computacional do Processo de Inferéncia

O esquema de amostragem individual dos efeitos espago-temporais ¢[;;) adotado neste
trabalho demanda grande tempo computacional. Isto porque na geracdo da cadeia de cada
®li,y), 0s parametros de sua distribuicdo da proposta mudam sempre que as matrizes H; e B;
sdo recalculadas, ou seja, sempre que 6 (e/ou ) sdo atualizados. O problema é que a inversdo
das N matrizes H; de dimensdao N —1, é muito demorada.

Uma solugdo é aproximar a matriz de correlagées do processo gaussiano por uma matriz
banda diagonal, ou seja, uma matriz com valores nulos exceto por aqueles localizados na
diagonal principal e suas adjacéncias (Rue e Tjelmeland, 2002). A caracteristica altamente
esparsa da matriz banda diagonal permite o uso de algoritmos de inversao mais rapidos. Esta
construcdo envolve dois passos: a permutacao da matriz de correlacbes de modo que os
elementos de maior valor fiquem na diagonal principal e em suas adjacéncias (Rue, 2001); a
aproximacao desta matriz permutada por uma matriz banda diagonal.

Knorr-Held e Rue (2002) propdem algoritmos para amostragem em blocos em modelos
hieraquicos com campos aleatérios markovianos gaussianos (CAMG “s) com o objetivo de au-

mentar a eficiéncia do MCMC. Os resultados do artigo indicam que os maiores beneficios sdo
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obtidos quando cada pardmetro e seus respectivos hiperparametros sdo atualizados conjun-
tamente em um unico bloco, juntamente com o uso dos métodos de amostragem répida de
CAMG s de Rue (2001).

Outra solugdo para redu¢do do tempo de processamento computacional é dispensar a
demorada geracdo de longas cadeias no MCMC e buscar uma aproximacdo analitica dos mo-
mentos das densidades marginais a posteriori dos hiperparametros e dos componentes do
processo latente, como proposto em Rue e Martino (2006) para modelos hierdrquicos de
CAMG’s. Atraves de exemplos, estes autores mostram que o custo computacional destes
esquemas deterministicos sdo muito baixos se comparados a alternativa via MCMC, especial-
mente se hd um ndmero pequeno de hiperparametros. Os autores argumentam ainda que
estes resultados podem ser aplicados para modelos hierarquicos de CAG s, como o processo
de Cox log-gaussiano, através da aproximacdo da matriz de covaridncias por uma matriz banda

diagonal, como descrito anteriormente.

7.2.2 Analise de Residuos

Assim como nos modelos de regressao usuais, nos modelos para processos pontuais o uso
eficaz da anadlise de residuos torna possivel encontrar caracteristicas dos dados que ndo foram
capturadas pelo modelo.

Baddeley et al. (2005) apresentam uma andlise dos residuos para processos pontuais
espacos-temporais em modelos ETAS (Epidemic Type Aftershock-Sequences), comumente
utilizados para descrever ocorréncias de terremotos. Nestes modelos, assume-se uma intensi-
dade n3ao homogénea para o processo e uma dependéncia direta entre os eventos. No caso
de terremotos, esta dependéncia ocorre porque um abalo inicial provoca outros abalos em sua
volta em um curto intervalo de tempo, gerando um arranjo pontual do tipo agregado. Os
autores definem residuos chamados de primeira e segunda ordens, com a fungdo especifica de
auxiliar a investigacdo da direcao apropriada na qual o modelo pode ser melhorado.

Nos modelos propostos nesta tese, a andlise de residuos poderia ser desenvolvida para
verificar a adequacdo dos modelos para descrever as propriedades de primeira ordem, dado que

os modelos assumem que n3o ha efeito de segunda ordem.
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Apéndice A

A.1 O Filtro de Kalman

Considere o modelo dinamico linear normal definido por

y = F6, + e, e ~ N[0; V4],

0, = Gibi_1 + wy, wy ~ N[0; Wy,

com { F;, Gy, V;, W} conhecido Vt=1, ..., T. Defina D; = D;_1N{y;}, que denota a informagdo
até o tempo t; Dy representa a informacdo a priori de que 6; ~ Nay; Ry].
Os trés passos do Filtro de Kalman (Anderson e Moore, 1979) sdo descritos a seguir.

Sucessivamente para t=1,2, ..., T, faca:

1. Evolugao: Passagem de p(0, 1| D, 1) para p(6;| D;_1).
Denotando ;1| D; 1 ~ N[my_1;C;_41], sabendo que 6;|0; 1 ~ N[G:0;_1; W] e que

p(9t|Dt—1) = /p(9t|9t—1)p(0t—1|Dt—1) do;_,

tem-se que esta distribuicdo a priori 6, D; 1 ~ Nlas; Ry,

com at:Gtmt_l (S Rt:GtCt_lG;“‘Wt-

2. Previsao: Obtencdo de p(y:|D;—1).
Como yt|9t ~ N[Ftlet; ‘/t] (S 9t|Dt—1 ~ N[at; Rt] , de

p(4| Dir) = / p(4:62) p(6: | Dr_y) db,

tem-se que esta distribuigdo preditiva é y; | D;—1 ~ N|[f; Q4,
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com ft:Ft/at e Qt:Ft/RtFmLVt-

3. Atualizacdo: Passagem de p(6;|D;_1) para p(6;| Dy).
Como y;| Dy ~ N[fi; Q] € 0:|Dy—1 ~ Nlag; Ry, de

p(et | Dt) X P(Qt | Dt—l) P(yt | Dt—l)

tem-se que esta distribuicdo a posteriori é 0, | D; ~ N[my; C],

com my=a; + RtFtQt_l(yt_ft)r Ot:Rt—RtFtQt_lFt/Rt.

A.2 O Algoritmo FFBS

O algoritmo FFBS-Forward Filtering Backward Smoothing (Carter e Kohn, 1994; Frithwirth-
Schnatter, 1994), é um esquema MCMC de amostragem da distribui¢do a posteriori em mod-
elos dinamicos.

Considere o modelo dindmico linear normal definido por

v = F 0, + «, e ~ N[0,; V],

Ht = Gtet—l + We, Wt N[O, W] (S 91 ~ N[(ll; Rl]
Baseado no fato de que a densidade a posteriori pode ser escrita como
7T<817"'79T7V7W|DT) X 7T<017"'78T|‘/7W7-DT)'ﬂ-(v?W‘DT) (Al)

com Dr={yi,...,yr}, o FFBS atualiza os pardmetros em dois blocos, um deles formado por
(01, ..., 01)e o outro formado por (V,W).

Além disso, pode ser mostrado que
T-1
(b1, ....00| V.W,Dr) = w(0r|V,W, Dr) H T(0¢] Ops1, V. W, Dy),

t=1

onde
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QT | ‘/7 W, DT ~ ]V[TI’LT7 CT] (A2)
€, para tzla"'7T_]-7 0t| 0t+17‘/7W7-Dt ~ N[m:’O:L
m; = CHGW ™ 0,1+C'my) e CF = (GW TG +C7H) T,

onde m; e C; sdo, respectivamente, a média e a variancia da distribuicdo atualizada de 6, no
Filtro de Kalman. Desse modo, a atualizacdo do bloco (64, ...,607) é feita em duas etapas: a
primeira etapa é a andlise seqliencial “para frente” do Filtro de Kalman e a segunda etapa é
a suavizag¢do “para tras’ da equagdo (A.2).

Resumindo, os passos do esquema FFBS de amostragem da posteriori (A.1) s3o:

1. Inicializacao: inicialize o contador de iteracGes da cadeia em j=1 e atribua valores

iniciais (0%, V() W),

2. Amostragem de (6, ...,0r):
(a) Amostre 7 da distribuicio 67| VU~Y WU-Y Dy (do Filtro de Kalman)
e faca t=T-1;
(b) Amostre 6, da distribuicio 6, | 8%, VG~ W=D D, dada em (A.2);

(c) Decresca t para t—1 e retorne ao passo (b) até t=1;

3. Amostragem de V e W: V) e W) s30 amostrados sucessivamente de suas respectivas

condicionais completas p(V | 89, WU~ Dy) e p(W| 09, VD, Dy,

4. Atualizacao: Mude o contador de j para j+1 e retorne ao passo 2 até que a convergéncia

da cadeia seja atingida.

A.3 Algoritmo de Gamerman (1997)

Sejam Y;, 1 =1,2,...,n, varidveis aleatérias com funcdo de densidade de probabilidade
pertencente a Familia Exponencial da forma p(y; | n;) o exp {yin;—b(n;)}, onde n; é um
pardmetro desconhecido e b(7;) uma fun¢do conhecida. Defina u; = E(Y; | n;) =b'(n;) (a

primeira derivada) e assuma que as Y; “s sdo condicionalmente independentes dadas as médias

1

Hi'S.
Considere o modelo de regressdo g(u;) = i3, no qual g é uma fungdo que projeta f;

na reta real, x; s3o os valores das variaveis regressoras e 3 sao os coeficientes de regressao
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desconhecidos. Desse modo, o objetivo da inferéncia é estimar (3.
Com escolha de uma distribuicdo a priori normal para 3, com vetor de médias j € matriz

de variancias Yy, a distribuicdo a posteriori é dada por

m(Bly) o eXp{—%(ﬁ—uo)’Eol(ﬁ—uo)+Z[ymi—b(m)]}’

i=1

na qual o termo da verossimilhanca depende dede 3 através de n;, i=1,....n.

A idéia da vers3o bayesiana do algoritmo IRLS, adaptado por West et al. (1985), é modelar
9(y;) ~ N(M;,V;) através da expansdo de Taylor de g(y;) em torno de M, aproximada por
g(yi) = g(M;) + (y;— M;) g(M;). Definem-se as variaveis de trabalho

vi = 9(M;) + (yi— M;) g(M;),
que sao tais que
M;=EB(g)=g(M) =28 e Vi=Var(y) =g (M)] Var(y).
Fazendo 9= (41, ..., ) e V =diag(V4, ..., V,,), a combinacio do modelo de regressio
y|B~N[XS; \7] com a distribuicdo a priori resulta na seguinte aproximacao para distribuicao

a posteriori
B9~ Nlug L], com pp=Ss(55 o+ X'V7'g) e Tp= (55" + X'VIX) 1 (A3)

Gamerman (1997) propde usar esta densidade a posteriori como a densidade da proposta
no algoritmo de Metropolis-Hastings.

Os passos deste esquema de amostragem sdo:

1. Inicialize o contador de iteragdes da cadeia em j=1 e atribua valor inicial B(O);

2. Obtenha um novo valor 3" para 3 gerado da distribuicdo em (A.3), cuja fung¢do de

densidade de probabilidade é denotada por ¢(8*|3Y~Y);

3. Avalie a probabilidade de aceitacao do novo valor, dada por

a8V, B%) = mm{ 1 (5| y) .q(ﬁ(jil) | 5°) } .

C (B y) e8| BYTY)

Se o novo valor é aceito, BY) = 3*; caso contrario, BY) =3V~

4. Mude o contador de j para j+1 e retorne ao passo 2 até que a convergéncia da cadeia

seja atingida.
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