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Resumo

Sejam T > 0, Q um aberto limitado do R com fronteira I' e p um nimero real tal que

N
p>2se N=1,2e2<p< 286N23.

Considere-se o problema associado a uma Equacao Nao-Linear do Telégrafo:

(

v+ = Aut+u+ WP = f em Q
u=0 sobre X =TIx]0,T]|
u(z,0) = up(x) em

W (2,0) =uy(z) em €

\

onde Q ¢ o cilindro do RN*! dado por Q = Q x ]0, T[, com fronteira lateral ¥ = I" x |0, T[.
A uiu’—aueu”—azu
=9 " T o

Neste trabalho investiga-se a existéncia e unicidade de solugoes fracas para o problema

(P), usando-se os métodos de Faedo-Galerkin, da Monotonia de Operadores e da Energia.

Palavras-chaves: Equacao Nao-Linear do Telégrafo, dominio cilindrico, solugoes fracas.
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Abstract

Let T > 0, Q a bounded open set of RV with boundary I' and p a real number where

p>2if N=12and2<p< it N > 3.

N -2
Consider the problem associated with a nonlinear telegraph equation:

(

v+ v —Autu+ P =f in Q
u=0 on X =TIx]0,T][
u(z,0) = up(x) in €
W (z,0) =wu(z) in O

where Q is the cylinder of RN*! defined by Q = Q x ]0,T[, with lateral boundary
0 0?
¥ =T x]0,T[. Here v’ = 8_1; and u” = 8—;;
In this work we investigate the existence and uniqueness of weak solutions of problem (P).

For that, we use the Faedo-Galerkin, monotone operators and energy methods.

Key Words: Nonlinear Telegraph Equation, cylindrical domain, weak solutions.
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Introducao

O trabalho pretende mostrar a existéncia de uma solucao fraca para o seguinte problema:
u +u —Autu+ [P = f em Q= Qx]0,T]
u=0 sobre X =Tx]0,T]|
u(z,0) = ug(x) em €

W (z,0) =uy(z) em £

\

2N
sendop>2seN§2€2<p§N

5 se N >3, Q c RN um aberto limitado com fronteira
regular I' e u : Q — R uma funcdo u = u(z,t) que depende de z € Q e t > 0.

O problema (P) refere-se a uma Equacao Nao-Linear do Telégrafo num espago de dimensao
N com coeficientes constantes. Este modelo é estudado em livros classicos de Fisica
Matematica. A motivagao fisica para este modelo é o fluxo de eletricidade num cabo. O
modelo é obtido pela aplicagao da Lei de Ohm. Obtém-se uma equagao para a intensidade da

corrente e uma outra para o potencial elétrico. Ambas do tipo

a2_w+ba_w+ —aQ_w
g T TAOU T G

No problema (P), u refere-se a corrente elétrica e f a densidade das forcas externas.

Dentre a extensa bibliografia sobre este assunto, podemos citar R. Dautray, J.L. Lions [3],
G.Prodi[12] e, recentemente, G.M. de Araijo, S.B. de Menezes, R.B. Gizman [5] que mostram
a existéncia de uma solucao periddica para o sistema (P) via Regularizacao Eliptica.

A proposta deste trabalho é provar, através da imposigao de algumas condicoes, a existéncia

e a unicidade de uma solugao fraca para o problema (P).



Capitulo 1

Resultados Preliminares

O problema abaixo refere-se a uma Equacao Nao-Linear do Telégrafo num espaco de
dimensao N com coeficientes constantes.
u +u —Autu+ [P = f em Q= Qx]0,T]
u=0 sobre X =TIx]0,T]
w(z,0) = ug(x) em £

W (z,0) =uy(z) em §

\

2N
sendop>ZSeN§2e2<p§N

5 se N >3, Q c RY um aberto limitado com fronteira
regular I' e u : ) — R uma fungao u = u(z,t) que depende de z € Q et > 0.

Impondo-se certas condi¢goes mostrar-se-a a existéncia de uma solucao fraca para o sistema

(P).
Definicao 1 (Solugio Fraca) Dada

f € L*0,T; Hy(Q))
ug € Hy(Q) N H*(Q)
uy; € Hy ().
Uma funcao u na classe
w € L0, T; Hy(2) N H*(Q))

u' € L0, T; Hy(Q)) N LP(0,T; LP(Q))

2



¢ denominada solug¢do fraca do problema pontual (P) se verificar

d, , d / _
2 (W (), v) + — (ult), v) + ((u(t), v) + (u(t), v) + (Au'(t), v) = (f(t), v)

em D'(0,T) para todo v € H{ () N H*(Q), u(x,0) = up(z), v'(x,0) = uy(z) e z € Q.
Na definicao acima introduzimos um operador A tal que
Au'(t) = [u/ ()P~ (1).

Durante este trabalho consideraremos (, ), |, |, ((,)) e ||, ||, respectivamente, produto interno

e norma usuais em L*(Q) e em Hj (). Assim,

(u,v) :/Qu(a:)v(a:)da:

ul = [ u(o)s
((u,v)) :/QVqudx

lull _/ Vuldz.
Q

Consideraremos (, ) um par de dualidade entre X e X', sendo X’ o dual topolégico de X.

2
, Ou , 0w
E escreveremos, ' = — e u’ =

ot T oo
A seguir, provaremos algumas propriedades referentes ao operador A.

1.1 Operador A

Considere o operador

A:LP(Q) — LP(Q)

definido por Au = |u[P">u onde u € LP(2). Mostremos as seguintes propriedades:

Propriedade 1: A é mondtono.

Seja O(A\) = |AP72\. Logo, &'(\) = (p — 1)|A\|P=2 > 0, pois, p > 2. Assim, concluimos que

A é crescente. Dal, dados u,v € LP(2) tem-se que



(Au — Av,u —v) = / [JulP~*u — [v[P~?0] [u — v] dz > 0.
Q

Portanto, A é mondétono.

Propriedade 2: A é limitado.

Sejam u,v € LP(2), entao,

|(Au, v)| = ‘/ u|P~2uvdx
Q

< [ P ulpoids
Q

— [ 1l olas
Q

Usando a Desigualdade de Holder e observando que

1 1 1 p—1
—F—=1l=—-=—=p=p(p-1)
p p p p

s 74 ()
) ((/Q '“'pdﬂf) ) [ollzvey

-1
e e

tem-se que

=

Portanto, A é limitado.

Propriedade 3: A é hemicontinuo.

Lembremos que
Au = |ulP?u.
Para mostrar que A é hemicontinuo, prova-se que
A= (A(u+ M), w)

4



é continua para quaisquer u, v, w € LP(Q) fixos, porém, arbitrarios.

Assim, seja \, uma sucessio real tal que )\, — Ao € R quando n — oo. Da,
(A + M), w) — (A + Agv), w / (@) + Ao (2) P2 (u(x) + Ao (z) Jw(z)da
/ lu(@) + Aov(@) P2 (u(x) + Aov(z) yw(z)da
= /QHU( ) + A(2) 7 (u(z) + Av (@) = [ule) + dov(@) P (u(z) + Aov(@))]w(@)d.
Seja 6(€) = [€P~2¢, entdo,
0(&) = 0(n) = (p— DIEP2(E—n)

para algum £*. Aplicando este resultado com & = u(z) — A\ v(x) e n = u(x) + Aov(z) resulta

que
[(Alu+ Apv), w) — (Au+ Aov), w)| = |(p — 1) /Q €772 (A = Ao)v(a)w(w)dx
<(-1 /Q [lu(a) + [Xal[o(@)] + [u(@)] + [Xol[o(@) [ [Ao = Aol [v(2)|w(w)|dx
< |[An = Ao|C Uﬂ yu(x)\”yv(x)uw(x)\der/ !u(x)!”!v(w)l\w(x)\dx}

<t ([ o)™ () (i)
= AlC (/Q (lo(a)lP*)*" e d‘r) (/ lv(w !pd.r)p </Q !w(a:)\r)dx);

= e = 20lC [l ol oyllwllzocey + el lollzrioy el o] — 0, se n— oo

Portanto, A é hemicontinuo.

Propriedade 4: A é coercivo.

Observe que para u € LP(2) tem-se que

(Au, u) :/Q|u|p_2uudx :/Q|u|pdx = ||U||I£p(g)

o que demonstra a propriedade. [ |



Capitulo 2

Existéncia e Unicidade de Solucoes

Neste capitulo mostraremos a existéncia e a unicidade de uma solugoa fraca para o

problema (P). Assim, temos o seguinte teorema:

Teorema 1 Sejam

p>2se N <2

N
236]\723

2<p<
f € LX0,T: HY())
ug € Hy(Q) N H*(Q)
u; € Hy(9).
Entao, existe uma unica u : Q — R na classe
u € L®(0,T; Hy(Q) N H*(Q))
u' € L0, T; Hy(Q)) N LP(0,T; LP(Q))

satisfazendo

(0, )+ 5 (u(t), 0) + (D), 0)) + (ult), ) + (Al (), 0) = (F(0) )
em D'(0,T) paratodo v e HJ(Q)NH?(Q)

u=0 em X

u(z,0) = ug(x)

' (x,0) = uq(z).




Demonstragao: (Existéncia)

Para mostrar a existéncia da solugao, usaremos o método de Faedo-Galerkin. Para isto
consideraremos (w,) a base de H}(Q) N H?(Q) constituida de vetores préprios de —A com
respectivos valores préprios A,. Seja V,, = [wy,wy, ..., wy] o subespago gerado pelos m

primeiros vetores da (w,) e
)= gm(t)w; (2.1)
j=1

solugao do problema aproximado

(W 0), 1) + (e (8),105) + (e (0) 03)) + (o 8), ) + (A (8), 05} = ((0) )
i=1,2....m

uom — ug  forte em  HY(Q) N H?(Q) (2.2)
Uy — up  forte em  H(Q)

Um(0) = U € u,(0) = uim

onde (Auy, (), w;) = (Jug, (8)[P~up, (t), w;).
O sistema aproximado (2.2) possui solu¢ao wu,,(t) em [0,ty[, t,m, > 0 e as estimativas que
serdo obtidas permitirdo estender a solu¢ao a todo intervalo [0,7], usando o Teorema de

Carathéodory.

Estimativas a Priori

Estimativa 1

Por (2.1) tem-se que
£) = Gjm(t)wy. (2.3)
j=1

Multiplicando (2.2) por gj,,(t) e somando de j =1 a j = m obtém-se

m

D (), G (Owy) A+ (1 (1), g (E05) + (i (£), G (D)03)) + (1t (£), G (H)105)

j=1

([t (2000, (1), G (E)0)] = D 1(F, G (1)

Jj=1



Assim, por (2.3) tem-se que

(W (8), 1 () (U (£, 113 (8)) 4 (i (£), 113, (£))) 4 (um (1), 11, (£))

o (Aug, (1), g, (1)) = (f (), i, (1)) (2.4)
Observando que
(0 (1), (1)) = 5 o (1)
(tya (), 1y (1)) = g, (1)
(), (1))) = 5 T (DI
! ld 2
(m(t), um (8)) = 5 2 [um(t)]

(A, (£), 1, (1)) = Nl (DI, ()

Assim, tem-se em (2.4) que

1 d 2 2 1 d 2 d 2 / P _ /
S O + 1 (OF + 5 Zlun @ + 52 [ OF + [y DI o) = (£, (0):

Como f € L?(0,T; H}(Q)), logo, f € L¥ (0,T; L” (Q)). Entdo, pode-se escrever

1d , . , 1d , 1d )
ST OF + [P + 5 llum O + 50
£ O 0 < IOl It (Ol o0 (25)

2 1/p
Multiplicando e dividindo o lado direito da desigualdade acima por (—) , obtém-se
p

1/p
1Ol Tl = (2) 1Oy (5)" Il

Assim, pela Desigualdade de Young, tem-se que

IO (

2 P ||U;n(t)||ipsz
Ol IOl < (2 )=

p 4 2
(2O IOl
p 4 2 '
2\ 5 1
Fazendo c_ (2 .—, (2.5) torna-se
2 p) 7V
1d,, o , 1d , 1d )
— (¢
O+ IO g lomOF + glun)

+ Huin(t)!lip(mS—Hf()HL,,(Q) QHU (DI,

8



E, portanto,

1d 1d

2 dt 2dt
1, C ,

S O o) < S IO

Sl + unOF + 5 — @O + 5 =l ()]

Desta forma, multiplicando a desigualdade acima por 2 e integrando de 0 a ¢, com

t €10,t,], temos

t d t t d t d
/0£|u;n(s)]2ds+2/0 \u'm(s)|2ds—|—/0 £|]um(s)||2ds+/0 %‘Um(SNQdS

t t
N /0 () s < C /0 L2 .
Assim,

[t () = [aa3, (0)]* + 2/0 [t () *ds + i () I* = et (O)I* + [0 (£)]* = |11 (0)

t t
[ I s < € [ 1A 0

Dali, tem-se que
t t
[, ()] + 2/0 [t (8)[*ds + [[m (DI + [ (8)]* +/0 5 (1T, 0y s < [t () + (|2 (0)
t
2 P
un(OF +C [ I s < o0
pois,
J € L*(0,T; Hg () € LV (0, T L(Q))
U (0) = ugm — up forte em Hy (Q) N H?(Q), logo, |[u.,(0)|| < K;
logo, |um(0)] < K

ul (0) = Uy, — uy em Hy(Q), logo, ||u), (0)|] < K3

logo, |u;,(0)] < Kj.



Assim, obtém-se

!, é limitado em L>°(0,T; L*(2))
u! é limitado em L*(0,T; L*())

Uy, 6 limitado em L>°(0,T; Hy(€2))
Uy, 6 limitado em L>°(0,T; L*(2))

u,,, é limitado em LP(0,T; LP(2)).

m

Agora, note que, pelo fato de A ser limitado, tem-se para u,v € LP()) que
-1
[(Au, v)| < [[ull7s 1ol eg)-

Logo,

1w, () o0y = sup (A, (8), 0(D)] < sup (g, (8)][7 00 [0 ()| 2r(e.

llvll<1 [vll<1

Dai, resulta que

1A, (D)l 1 @) < N (D175
E, assim, tem-se que

At (D11 0y < i () e
Lembrando que (p — 1)p’ = p, obtém-se

1At (DI < i (D)

E, portanto,
T , T
| IO e < [ 10yt <

pois, u,, é limitado em LP(0,T, LP(2)). Portanto,

Au!, é limitado em LF'(0,T, L (Q)).

10
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Estimativa 11

Sejam —Aw; = A\jw;. Visto que u,,(t) = Zg}m(t)wj, tem-se que
=1

— A, Z T (D (=Aw;) = g (A0, (2.12)

Multiplicando (2.2) por gj,,(t)A; e somando de j = 1 a j = m, obtém-se

D L (1) G (OAjw5) + (U (1), G (DA j105) + (1), G (D A20)

J=1

+ (1), G (DN j05) + ([t (P20, (8), G (A j05)] = Y [, G ()N 07)]
J=1
Logo, por (2.12) pode-se escrever

(W (£), = A, (£)) + (g, (£), =Dty (1)) + (i (£), = Aty () + (i (£), — A (1))
+ (g, ()12, (8), =D, () = (F(2), — A, (1)),

Dali, tem-se que

E, assim, obtém-se

1d
o 2 2 , L0 2, @ 2
e (I + T () 5 et () 5 0]

+Z/[ A e e e (U]

)

dx > 0, tem-se que

(t)} Ouy, (t)

ou!
— D]l (¢) P2
Observando que ; /Q {(p )t (1)] ox ox;

ld 1 2 2 2 1d 2 !
- t —— A —— ||y, < t), t))).
Integrando de 0 a ¢, obtém-se

1/tdn ' (s)7d +/t|| ' ()| +1/td|A ()
— — |U S S Uu S S — —_ u S S
2 ), ds™ ™ o 2 Jy ds' "

5 | gl < [ () wnts))is

11



Dali, temos que
L 2 L. 2 i 2 1 2 1 2
Sl @1 = 5 llum ()7 + i i ($)Pds + S Aun(t)]” = 5 [Aunm(0)]

1 2 1 2 1 ! 2 1 ! ! 2
@I = SO < 5 [ 15(s)Pds + 5 [t (s)Pds.
0 0

E, portanto,
1 1 [t 1 1 1 1
glluin(tﬂ\? + 5/0 [, ()2 ds + glAum@)I2 + gllw(t)H2 < §HulmH2 + §|Au0m\2

1 1 /[t
+ ol + 5 [ 1£(6)Pds < oo
0

Obtém-se, desse modo, as seguintes estimativas

ul 6 limitado em L*°(0,T; Hy(S2)) (2.13)
!, é limitado em L*(0,T; H}()) (2.14)
Uy, 6 limitado em L>°(0,T; Hy(2) N H?(2)). (2.15)

Observando que ||t ()| m2@) < ClAun(t)| e [Auy(t)] < K, segue que uy, é limitado em
L>(0,T, H*(Q)).

Assim, por (2.6), (2.7), (2.8), (2.9), (2.10), (2.11),(2.13),(2.14) e (2.15) tem-se que

ul — ' fraco * em L>(0,T; L*(Q2))

m

ul, — u' fraco em L*(0,T; L*(2))

[\
—_
N

Uy, — u fraco * em L*°(0,T; Hy (1))

N}
—_
oo

Uy — u fraco * em L™(0,T; L*(Q))

[N}
—
=

u,, — u' fraco em LP(0,T; LP(Q))

Au!, — y fraco em L” (0,T; L” (Q))

[\
[\
—_

ul — u' fraco * em L>(0,T; Hy(S2))

m

[\]
DO
[\

ul, — ' fraco em L*(0,T; H}(Q))

~—~~ ~—~ ~~~ ~~ o~
[\ [\
DO [\
w (a)

~—_— ~— Y Y~ ~— N~ Y ~— —

U, — u fraco * em L™(0,T; Hy () N H?*(Q)).

12



Seja 0 € D(0O,T), entao, por (2.17) obtém-se

/O(ugl(t),wj)e(t)dte/o (u'(t), w;)0(t)dt. (2.25)

Agora, note que

T

A(%ﬁ%%ﬁ@ﬁ—@%@AWWQ —A(%ﬁ»wwww

- [ et e
Mas, como i i
- [ on— - [ wio.wena.
E, por sua vez

- [ @O =~ o.w0)] + [ @0
_ /0 (" (1), w0 () dt.
Resulta que . .
/O(U%(t%wj)g(t)dt%/o (u"(t), wy)0(t)dt. (2.26)
Por (2.18) obtém-se
/D((um(t),wj))G(t)dt—>/0 (u(t), w;))0(t)dt. (2.27)
Por (2.19) obtém-se
/0 (o (1), 0;)0(t)dt — /0 (u(t), w;)0(8)dt. (2.28)
Por (2.23) obtém-se
/0((U§n(t)’wj))9(t)dt—>/o (' (t),w;))0(t)dt. (2.29)
E por (2.21) obtém-se
/0 (Aul, (£), w;)0(t)dt — /O (0, w;)0 (). (2.30)

13



Agora, observe o seguinte

u' e L®(0,T; H () C LP(0,T; HL(Q)) c LP (0,T; L” (Q)),

pois, p > 2 e, portanto, H}(Q) C LP(Q) C LY ().

Observe, também, que

Y € LY (0,T: I (),
we L®0,T; H (Q) N H*(Q)) c LP(0,T; HL(Q)) € LP(0,T; L” (Q))
f e L*0,T; HY(Q)) c LP(0,T; L ())
—Au € L=(0,T; L*(Q)) C L¥ (0, T; L* (Q)).
Assim, tem-se que
W'+ — Autu+x = fem D(0,T; LF(Q)),
isto é,
W =f—u 4+ Au—u—xemD0,T;L”(Q)).

Como o segundo membro estd em LP'(0,T;LP(Q)), resulta que a funcio u” pode ser

identificada por uma funcao de L¥ (0, T; L¥ ()). Assim, tem-se que

W' U — Au+u+x = fem LP(0,T; L7 (Q)). (2.31)

Agora, verifiquemos os dados inicias.

Note que

W' € L®(0,T; Hy () € LP(0,T; Hy(Q))
W e LP(0,T; LY () c LP(0,T; H ()

14



implica que

u' € C°[0, T); L*(R2)).
Analogamente,
u € L®(0,T; Hy(Q)H*(Q)) C L>(0,T; Hy () € L (0,T; Hy ()

W' € L(0,T; Hy(Q)) C LV (0,T; Hy () C LF(0,T; H(Q))

implica que

u € C°([0,T]; L*(Q)).

Logo, faz sentido calcular v e v/ em 0 e T

Agora, mostrar-se-a que u(0) = uy.

Seja 6 € C[0,T] com 6(0) =1 e §(T) = 0. Da Equagiao Aproximada obtém-se
/0 (y, (1), w;)8 (t)dt + /0 (ty, (1), w;)0' (t)dt +/0 ((um(t),wj))e’dt+/0 (U, w;)0' (t)dt
" /0 (Aud (£), w8 (t)dt = /0 (F(t), w))8 ().

Integrando por partes o terceiro termo, tem-se que
|t wear + [ 0.0 @+ (n®.w00]) ~ [ (.00
+ /O(um(t),wj)e’(t)dtJr/O <Au;n(t),wj>9’(t)dt=/0 (f(t),w;)0'dt.

Dai, resulta que

/0 (ul (£), ;)0 (£)dt + / (u (£), 107)0'(£)dE — (11 (0),105)) — / (1 (£), w;))0E)

+ /O(um(t),wj)é’/(t)dtJr/o (Au;n(t),ij’(t)dt—/o (f(t),w;)0'(t)dt.

Fixando j e tomando o limite quando m — oo, tem-se que

| oo [ .o m (@000 - [ @@

+ /O (u(t), w;)0 (£)dt + /0 (s w3 ()t = /0 CF(8), ;)0 ()t (2.32)

15



Agora, multiplicando (2.31) por w;0" € LP(0,T; LP(£2)) e integrando de 0 a 7', obtém-se
T T T T
/ (W (£), w8 (D)t + / (u (), w6 ()t + / (= Aut), w;)0/ (1)t + / (u(t), w;)0' (1)t
0 OT ; 0 0
T / ()0 (t)dt = / (F (1), ;)0 (1),
0 0

/OT(U ),w;)0'(t)dt  + /OT ), w;)0'(t dt—l—/OT((u(t),wj))e’(t)dt
+ /OT ), w;)0'(t dt—i—/OT<X,wj)9’(t)dt:/OT(f(t),w].w/(t)dt.

Integrando por partes o terceiro termo, obtém-se

T

- / (' (1), w;))0(t)dt
4—A £),w;)0'(t ﬁ+A(%%W@ﬁ:A<ﬂm%W@ﬁ

/OT(u ), w8 (t)dt + /OT ), w0 (t)dt + ((u(t), w;))0(t)

0

Assim, tem-se que
/0 (" (), wy)0 (1)t + / ) w0 (1)t — ((u(0), wy)) / (@ (1), wy))0(E)

/0 (ult), w6 (£)dt + / (w0 (1)t = / (F(E), )0 ().
(2.33)

De (2.32) e (2.33), resulta que lim,, oo ((4n(0),w;)) = ((u(0),w,)), Vj. Como ug, =
Um(0) — uq forte em Hj(Q) N H*(Q), tem-se pela unicidade do limite que

u(0) = uo.

Agora, mostrar-se-4 que u/(0) = u;.

Seja 6 € C'[0,T] com 0(0) =1 e §(T) = 0. Da Equacdo Aproximada, obtém-se que

A m+AT ﬁ+AZ@MMWW@ﬁ

o [ o [ i= [ 0w
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Integrando por partes o primeiro termo, tem-se que

(w00, = [ OO [ 0.wp0d+ [ 0.w)00

+ /O(Um(t),wj)ﬁ(t)dt—l—/o (Au;n(t),wﬁ@(t)dt:/o (f(t),w;)0(t)dt.

Como, por defini¢ao, #(0) =1 e (T) = 0, tem-se que
—(u(0), ;) — / (ut (£), )0 ()t + / (ul (1), ;)0 + / (), ;)0
+ /0 (um(t), w;)6(t)dt +/0 (Au’m(t),wj>9(t)dt = /0 (f(t),w;)0(t)dt.

Fixando j e tomando o limite quando m — oo, obtém-se

m—0o0

- Jim (@) — [ (W 6), w01 + / (u0), w0t + / ((ule), w0
+ /OT(u(t),wj)H(t)dt + /OT(X,wj>6’(t)dt = /OT(f(t),wj)H(t)dt. (2.34)
Agora, seja fw; € LP(0,T; LP()), sendo, novamente, § € C'[0,7] com 6(0) = 1 e
0(T) = 0. multiplicando (2.31) por fw; e integrando de 0 a T', obtém-se
KTw%ﬂﬂWW@Mt—%Léawﬁ%wﬂﬂwﬁ%:AZ—AU@)wﬁﬂwmﬁiATW@Lwﬁﬂﬂﬁ
v [ o= [ oo

Integrando por partes o primeiro termo, tem-se que

T

|, — [ wowenas [wonni [ oo

+ /O(U(t),wj)e(t)dt+/0 <X,wj)9(t)dt:/0 (f(t),w;)0(t)dt.

Dali, obtém-se

T T T

W)~ [ @O0 [ e)e0d [l

4—A<mm%w@ﬁ+é<%Ww@ﬁzﬁ<ﬂmww@ﬁ. (2.35)

De (2.34) e (2.35) resulta que lim,, o (u,,(0), w;) = (' (0),w;), Vj. Como uy,, = u,,(0) — u;

forte em H;(f), tem-se pela unicidade do limite que
u'(0) = uy.

17



Agora, mostrar-se-a que Au'(t) = x.

Como A é mondtono, tem-se que para toda ¢ € LP(0,T; LP(Q2))
T
| i) - Agui (0 - )it 20,
0
isto é,
T T
| @0 - it~ [ (A, 0) - it 20,
0 0
portanto,

/0 (Add (£), (1))t — / (Aud (8), @)dt — / (Al () — @)t > 0 (2.36)

Yo € LP(0,T; LP()).

Da Equacao Aproximada, obtém-se
/0 (! (1), (D))t + / (o (£), (1))t + / (o (£). 1 ()l + / (i (1), 1 (£))
o [ o= [ .o

Dai, tem-se que

1 (rd T 1 (1d 1 (Td
= [ —|ul,(t)|?dt L())dt —/—mt2dt —/—thdt
5 | glnPe + [P [ Sl g [ Gl

Assim, obtém-se

1 1 T 1 1 1
“|ur, (T = =]up, (0) +/ |y, () [Pdt + = [t (T)]]? = 5 [tn (0)[|* 4 5 |t (T)
2 2 0 2 2 2

= S0P+ [ (A, 0.0t = [ ey

isto é,

| @i = [ o= SR + Sl OF - [P

— DI + S O = Sl TIP + )P, (237)
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Substituindo (2.37) em (2.36), obtém-se

[ .ot = S (OOF + 51 OF = [ 0t = Sl (DI + 5 0)

1

= Sl DF + 5l O)F = [ (A .phde = [ (gt = o) >0, (2.38)

De (2.16) tem-se que existe £ € L*(Q) tal que
ul (T) — & fraco em L*(€2).

Mostrar-se-a4 que u/(T') = €.
Seja 6 € C'[0,T] com 6(T) =1 e 6(0) = 0. Da Equagdo Aproximada, obtém-se

/0 dt + ' t)dt + /OT((um(t),wj))e(t)dt

/
o [ wpoars [ it= [ go.wpotoy

Integrando por partes o primeiro termo, resulta que

(w00, = [ 0o [ 0.0+ [ 0000

+ /O(um(t),wj)é(t)dt+/0 (Au’m(t),wj>0(t)dt:/o (f(t),w;)0(t)dt.

Como, por defini¢ao, (7)) =1 e 6(0) = 0, tem-se que
(o (T) ;) — / (ul (£), w;) (1)t + / (ul (1), wy)dt + / (i (), w;))0(1)
+ /0 (um(t),wj)e(t)dt —I—/O (Au%(t),wﬁ@(t)dt = /0 <f(t),wj>0(t)dt.

Fixando j e tomando o limite quando m — oo, obtém-se

lim (u,,(T),w;) — /O(U’(t),wj)e’(t)dt+/0 (u’(t),wj)é(t)dt+/0 ((u(t),w,;))d(t)dt

m—0o0

T T T
+ [ e+ [ ocuoa= [ 239
0 0 0
Agora, seja w; € LP(0,T; L*(Q)) sendo, novamente, § € C*[0,T] com §(T) = 1 e 6(0) =
Multiplicando (2.31) por fw; e integrando de 0 a T, obtém-se

/0 (W(), w)O(t)dt + /0 (! (1), w;Y0(t)dt + /0 (—Au(t), w)0()dt + /0 (ult), w;)0(t)dt
= [ tewana= [
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Integrando por partes o primeiro termo, tem-se que

T

(u/(1), w))0(t)|

0

-/ (W (0), )0 (1)t + / (u(0), wp)0(0)de + / " ((ut) w0y
+ [ oo+ [ oo = [,
Dai, resulta que
W)~ [ s [ [ oo
+ /OT(u(t),wj)H(t)dt + /OT<X,wj>9(t)dt = /0T<f(t),wj)9(t)dt. (2.40)
Logo, por (2.39) ¢ (2.40) tem-se que

i (u,(T), w;) = (u/(T), w), V).

Como u/,(T) — £ fraco em L?*(Q2). tem-se pela unicidade do limite que
u'(T) =¢&.

Portanto,

ul (T) — u/(T) fraco em L*(€2). (2.41)

m

Por (2.19) existe a € L*(Q), tal que
U (T) — « fraco em L*(Q).

Mostrar-se-4 que u(7") = a.

Seja 6 € C'[0,T] com 6(T) =1 e 6(0) = 0. Da Equagdao Aproximada, obtém-se
[ thoaowa + [ wwowa+ [ (. w)ow
+ /0 (U (1), w;)0(t)dt +/0 (A, (t),w;)0(t)dt = /0 (f(t), w;)0(t)dt.

Integrando por partes o segundo termo, tem-se que
[ttt w000, = [ 0w @i+ [ (oo
+ /O(Um(t),wj)e(t)dt—i—/o <Au;n<t>,wj>e(t)dt:/0 (F(8),w;)6(t)dt.

20



Dai, restlta que
[t )~ [ @0 [ oo

+ /OT(um(t),wj)e(t)dH/0T<Au;n(t>,wj>e(t>dt:/OT<f(t),wj>9(t)dt.
Fixando j e tomando o limite quando m — 0o, obtém-se

/()vT(U//<t);wj)9(t)dt + lim (un(T),w;) — / )¢ dt+/()~T

m—00

n /OT(u(t) )0t )dH/ X ;)0 /oT

Multiplicando (2.31) por fw; € LP(0,T; LP(Q2)) e integrando de 0 a 7', obtém-se

(2.42)

[ o+ [ aompna [,
b [ s [ ocwpa= [ oo
Integrando por partes o segundo termo, tem-se que
/OT(u”(t),wj)G(t)dt + ’ —/ ), w;)0'(t )dt+/0T((u(t),wj))9(t)dt
+ /()T(u(t),wj)e(t)dt + /OT(X,wj>9(t)dt = /OT(f(t),wj>9(t)dt.
Dad, restlta que
[ eeoapna + wmo) - [ woueois [ oo

+ /O(u(t),wj)e(t)dt+/0 (X,wj)e(t)dt:/O (f(t),w;)0(t)dt.
(2.43)

De (2.42) e (2.43) tem-se que
i (7). 03) = (u(T), ), Vi
Como u,,(T) — «a fraco em L?(Q2), tem-se pela unicidade do limite que
uw(T) = a.
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Portanto,

U (T) — u(T) fraco em L*(Q) (2.44)

Por (2.22), existe v € Hj () tal que
Uy, (T) — 7 fraco em H;(€2).

Mostrar-se-a que u(T") = 7.
Seja 6 € C'[0,T] com 6(T) =1 e 6(0) = 0. Da Equagdao Aproximada obtém-se

/0T<u;;<t>,wj)9'(t)dt + /OT(u;n(t),wj)G’(t)dt—l—/OT((um(t),wj))Q’dt+/OT(um,wj)Q'(t)dt
b [ = [ 0.0 0
Tntegrando por partes o terceiro termo, tem-se que
/ (), w it + / (0,100 0+ (1 (0 0))000)| - / (1), wy)0(0)
+ /OT(um(t),wj)e’(t)dH/0T<Au;n(t),wj>9’(t)dt:/0T<f(t),wj>0’dt.
Dai, resulta que
[ 6t Oas [0t 08 O+ )~ [ 0,000
+ /OT(um(t),wj)G’(t)dt—Ir/OT(Au’m(t),wj)H'(t)dt:/OT(f(t),wj)Q’(t)dt.
Fixando j e tomando o limite quando m — oo, obtém-se

/ 0, w0t + / W0, w0 @t + Tim (T, 03)) — / (w0 w00t
+ /OT(u(t),wj)e’(t)dt+/OT(X,wj>9’(t)dt:/OT<f(t),wj>0’(t)dt. (2.45)
Multiplicando (2.31) por w;@' € LP(0, T; LP()) e integrando de 0 a T', obtém-se
/0 0, o)Wt /0 (), w0 (1) + /0 CCAut), ) (1)t + /0 (t), w0 (0t
v [ o= [ oo
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Dali, resulta que

Integrando por partes o terceiro termo, obtém-se

T T
/ (W"(t),w)0' (D)t + / ), w;)0 (t)dt + (( ‘ - / )0(¢)dt
0 0

v [ . ﬁﬁ[@w%%% /Xﬂmwwww

0

isto é,
A 0.0+ [ z%wcwuuﬂwm—A«mWwwm
+ / dt+/T (x,w;)0'(t / (f(t), w;)0'(t)dt. (2.46)
De (2.45) e (2.46) temos

lim ((u,(T), ;) = (u(T),w,)), V.

m—00

Como u,,(T) — v fraco em H{ (), tem-se pela unicidade do limite fraco que

u(T) = 7.

Portanto,

Uy (T) — u(T) fraco em Hy (). (2.47)

De (2.41) tem-se que

|u/(T)|2 < liminf|u'm(T)\2
—[/(T)]* > —liminf [ (T)[?

—|W/(T)]* > limsup {—%W;H(T)F} (2.48)
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Analogamente, de (2.44) e (2.47) tem-se que

3P 2t [ (T (2.9

M 2 e [~ F). (250)

Tomando o lim sup em ambos os membros de (2.38) e usando (2.20) e (2.21) obtém-se
T 1 1 T
| r@aenar + timsu l—é\u;n(T)F] + Sl O)F + tim sup [—/ |u;n(t)|2dt}
0 0
: 1 o 1 2 1 1 2
4 timsup |l ()| + 5llu(0) [+ lmsup |l (7)

+ 5l = [t = [ aeo - >0

Usando as desigualdades obtidas em (2.48), (2.49) e (2.50), tem-se que
[ tnaend — Su@p s SR +imsw |- [0kl
— TP + SO ~ Su(T)P + ()P
- /0<X,g0>dt—/0 (Ap,u'(t) — p)dt > 0. (2.51)

Por (2.31) faz sentido escrever
(W"+u — Au+u+x,a) = (f a), Va € LP(0,T; LP(S2)).
Em particular, como u' € LP(0,T; LP(2)) tem-se que
W' +u — Au+u+x,u) = (f,d).
E, dai, obtém-se
(W (8), ' (£)) + (u'(8), 0 (1)) + (=Dult), w'(t)) + (u(t), v () + (x, v (1)) = (f(1), u' (1))

Assim, tem-se que

1d
2dt

S P+ O + 5o SO + (o (1) = (0.0,

lu(®)]* +

Integrando de 0 a T, resulta que

%/O jtl ()2t + /0 |U/(t)’2dt+%/0 %||u(t)||2dt+%/0 %W)pdt
[ = [ o
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T

, 1 1
o (Ot + 5 (T = S O] +

T

+
S— S—

(oo (£))dt = / (F(t), 4 (B)dt,
isto é,

| wwras [Cacwoia = [ - g+

Su(T)P + S (O

1 2
+ Sl - 5

Substituindo (2.52) em (2.51), tem-se que

| B
§|U(T)| —§|U(0)|

SO ~ 3 u(T)

imewp [~ [ o]+ [ oo [ o

T
- | o) - gt 0
0
Agora, note que
T
2 2
| W@k = i
T
2 2
/ |, (1% dt = |y, 17200 7.120))-
0
Logo, por (2.17) tem-se que
||u/||%2(O,T;L2(Q)) < lim inf [”u;nH%?(O,T;L?(Q)) :
Entao, obtém-se
—timinf |[[uf 20,22z + 110200 <
Dai, resulta que
lim sup |:_Hu;nH%2(O,T;L2(Q))i| + HUIH%%O,T;L?(Q)) <

Portanto,
T T
lim sup [—/ |u;n(t)|2dt} —i—/ |u'(t)2dt < 0.
0 0
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De (2.54) em (2.53) tem-se que

[ owtonar= [ oupa = [t - ga o

Logo,
T T
| e - = [ - g 2o
0 0
Portanto,
T
/ (x — Ap,u'(t) — @)dt > 0, Vo € LP(0,T; LP(92)).
0
Agora, sejam o(t) = u/(t) — \v(t), A > 0 ev € LP(0,T; LP(Q2)) arbitrario. Obtém-se, entao,

o seguinte resultado na desigualdade acima

/0 (x — AW/ (t) — Mv(t)), /' (t) — (u/'(t) — Av(t)))dt > 0.

Logo, ,
/0 (x — AU/ (t) — Mo(t)), Av(t))dt > 0.

Dividindo por A, obtém-se

T

/ (x — AGL(E) = Ao(8)), v())dt > 0. (2.55)

0

Agora, devemos mostrar que

T T
| o= A =z emide — [ - Av, vy
0 0

quando A — 0. Observe que pela propriedade 2 do operador A e pela desigualdade
(a+b)P < 2°71(aP + IP) tem-se que

A0 = 2D oDl = [ 1A = Aolo)ole
< [ W0 = 2Oty IO
< [ OO lor + IOl @l
< [ 22Oty + P RO IOt
= [ O + Mol O ot

T
201/0 \|U'(t)|ﬁp(lm||v(t)”m(mdf+02/O (O] At
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Como v/, v € LP(0,T; LP(2)), temos que ||u(t)||zr() € LP(0,T), logo, ||u(t)||7, LP(Q) c L (Q)
e [[v(t)||r) € LP(0,T). Segue-se da Desigualdade de Holder que

At o) et oM < & izt ) ([ o >||Lp<m);

T
+ O ||U(t)||lzp(ﬂ)dt
0

KA () = Ao (@), v(E)| 1oy < K,

Jun

portanto,

isto é,
(A(u'(t) — Mo(t)),v(t)) é integrdvel. (2.56)

Além disso, para cada t € [0,T], t fixado, tem-se pela hemicontinuidade de A que

(A(W'(t) — M(t),v(t)) — (Ad'(t),v(t)) (2.57)

quase sempre em [0, 7], quando A\ — 0.

Por outro lado, para cada t € [0, 7], ¢ fixado tem-se que

[{(Au('t) = do(t)), v(t)]

IA

I (£) = Mo() 1oy 1o (@) | ooy

(' () llzec) + Ao o))"~ ()] o)
272 (|[u' (O ey + |Mp*1Hv(t)\ Do) lo@) | zre)
(Culld )70y + Callo® ey Il @)l o)

T

T
= 01/0 ' (e o (t )||Lp(9)dt+02/0 [0 (E) 170 () (2-58)

Note que ||/ (t)[[], () € L (0,T) e |[v(t)l|zo(@) € LP(0,T). Assim [[u(t)|[}, o [[v(t)llzoe) €

INIA

LY(0,T) e como ||v(t )HLP(Q) € L'(0,T), resulta que o segundo membro de (2.58) é integravel
quase sempre em [0, 7).
Segue-se entao, do Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue aplicado a (2.56),

(2.57) e (2.58), que
/O<A( W () = Mo(®), v(t)dt — / (A (¢

portanto,

/O<X—A(u’() () H/ (x — Au' (1), (1)) dt (2.59)
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para toda v € LP(0,T; LP(€2)). Assim tem-se por (2.55) que
T
/ (x— Ad(t),0())dt >0, Yo e LP(0,T; LP(Q)). (2.60)
0
Tomando, em particular, —v € LP(0,T; L*())) tem-se por (2.60) que
T
/ (x — Au'(t),v(t)) dt <0, Yo € LP(0,T; LP(Q2)). (2.61)
0
Segue-se de (2.60) e (2.61) que
T
0< / (x — Au'(t),v(t)) dt <0, Yo e LP(0,T; LP(Q)),
0

isto é,
T
/ (x— Ad(®),0(®)) dt =0, Yo e LP(0,T; ().
0
Assim, obtém-se

X—Au =0 em LF(0,T;L"(Q)).

Portanto,

Au' =y em LP(0,T;L"(Q)).

(Unicidade)

Sejam u e v funcoes satisfazendo as condigoes do Teorema 1. Logo, tem-se que

u +u' — Au+u+ Au' = f em LP(0,T; LP (Q)) (2.62)
V" + v — Av+ v+ Av' = fem LP(0,T; LP'(Q2)) (2.63)
u(0) = v(0) = ug (2.64)
w'(0) = v'(0) = uy. (2.65)

Logo, por (2.62) e (2.63) tem-se que

(W — ")+ (0 — ') — A(u—v) + (u—v) + (A’ — Av') = 0 em L7 (0,T; L' (Q)).
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" "

Seja, w = u — v, logo, w' = v — v e w = u" —v". Agora, note que para todo

z € LP(0,T; LP(S2)) faz sentido escrever

(W"(t), 2(t)) + (W', 2(t)) + (—Aw(t), 2(t)) + (w(t), 2(t)) + (Ad'(t) — AV'(t), z(t)) = 0. (2.66)

Em particular, tomemos z = w’ em (2.66), obtém-se

(w(t), w'(t)) + (w'(t), w'(t)) + (w(t), w'(£))) + (w(t), w'(t))
+ (Au'(t) — AV'(t), 4/ (t) — /(1)) = 0.
Dai, resulta que

1d 1d
Z w2+ ==
5 g v+ 5=

Como |[w/(t)[* > 0 e (Au'(t) — Av'(¢),u/(t) — v'(t)) > 0, tem-se que

1d 1d 1d

! 2 2 2
z . —— <0.

5 W OF + 1w/ (O] + [w(t)]* + (Au'(t) — Av'(2), ' (t) — (1)) = 0.

Integrando de 0 a ¢, onde ¢ € [0, 7], e multiplicando por 2 obtém-se

bd b d bd
—|w'(t)[*dt — t2dt/—t2dt<.
| gwwras [ SlooPa+ [ Suwpa<o
Logo,

[w' ()] = [w' (O)F + [w®)* = [lw(0)]* + [w(®)]* — [w(0)|* < 0.

Note que por (2.53) e (2.65) tem-se que

w(0) = (u—v)(0) =u(0) —v(0) =up —ug =0

w'(0) = (v —v)(0) = «'(0) = v'(0) = ug —uyg = 0.
Logo,
W' ()] + [[w(®)|I* + lw(t)]* < 0.
Assim, ||w(t)|| = 0 para todo ¢ € [0,T]. Dai,
u(t) —v(t) =0

para todo t € [0,T]. Portanto,

para todo t € [0,7.
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