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Abstract

A proper coloring of a graph isla-coloringif each color class containstavertex that is,
a vertex that has at least one neighbour in each other cass.clTheb-chromatic numbeof
a graphG = (V,E), denoted by, (G), is the greatest integ&rsuch thaiG admits ab-coloring
with k colors. Them-degreeof G, denoted byn(G), is the largest integen such thaiG hasm
vertices of degree at least— 1. Note thaty,(G) < m(G). This text is a survey oh-colorings
of graphs. Moreover, we present original results for a spetass of graphs, that we called
tight graphs. A grapi® is m-tightif it has exactlym = m(G) vertices of degree exactm— 1.
Determining theb-chromatic number of artight graph is a NP-hard problem. We introduce
the notion ofb-closureandpartial b-closureof a m-tight graph and we use these concepts to
develop polynomial algorithms for subclassesretight graphs. These results lead to a general
method that can be used to obtain similar results in othgrhgdasses. We also study the
b-chromatic number of thiexicographic producof graphs. In this sense, we show the exact
values for the product [Ky|, whereT is a tree, and examine the valyg(G[K]), whereG is a
m-tight graph. We also show that tieacti, graphs where every two distinct cycles have at most
one vertex in common, atecontinuous.

Keywords: graph theory, vertex colorindg-colorings,m-tight graphs b-closure, lexico-
graphic productb-continuity.



Resumo

Uma coloracao propria de um grafo & uimaolorago se cada classe de cor contém um
b-vértice ou seja, um vértice com pelo menos um vizinho em cada umauwdess classes de
cor. Onumero b-croraticode um grafdG = (V, E), denotadg,(G), & o maior inteirck tal que
G admite uméa-coloragao conk cores. Om-graudeG, denotadan(G), & o maior inteiran tal
queG possuimveértices de grau maior ou iguaha— 1. Observe qug,(G) < m(G). Neste texto
apresentamos alguns resultados acerch-gatoracdes de grafos. Aléem disso, introduzimos os
resultados que obtivemos estudando uma classe de gragshgmamos de grafos-estritos.
Um grafo ém-estritose possui exatamente= m(G) vértices densos, cada um de grat-

1. Determinar o niumerb-cromatico de grafosnestritos € um problema NP-dificil. Nos
introduzimos a nocao de-fechoe deb-fecho parcialde um grafom-estrito e utilizamos estes
conceitos na obtencao de algoritmos polinomiais paralaskes dos grafas-estritos. Estas
demonstracdes sugerem um método geral, que pode smaddiha demonstracao de resultados
similares em outras classes de grafos. Estudamos tamb&merob-cromatico doproduto
lexicograficode grafos. Determinamos o valor exato do produii€y], ondeT & uma arvore e
examinamos o valgy,(G[K] ), ondeG & um grafan-estrito. Demostramos ainda quega&tos
grafos tais que quaisquer dois ciclos distintos possuemaxano um vertice em comum, S0
b-continuos.

Palavras-chave:teoria dos grafos, coloragcao de vérticegolora¢des, grafosrestritos,
b-fecho, produto lexicograficdy-continuidade.
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1 Introducao

Umak-colorag@o, ou simplesmenteoloracdo, de um grafds = (V, E) & uma fungao sobre-
jetorac:V(G) —{1,2,...,k}, ke N. Os valores(1,2,....k} sdo denominadosores A classe
de cor G € o conjunto dos vértices de coloridos com a cor. Uma coloracao @ropria se
vértices adjacentes recebem cores distintas. As cd@esage que tratam essa dissertacao sao
proprias. Onimero cronatico de G, denotado pox (G), € o menor valok tal que existe uma
k-coloracao dés.

O problema de determinar o nUmero cromatico de um graforgrecaplicacdes, por exem-
plo, em problemas de alocagao de frequéncias [19] e @dogsonento [12], além de problemas
de computacao [8] e matematica [42]. Com respeito a ¢exigade do problema, determinar
se um grafo admite uma coloracao céneores, para um valdk dado, € um problema NP-
completo [20]. Na verdade, esse problema é tao difi@ gmenos que P = NP, nao existe um
algoritmo de aproximacao polinomial para o nUmero aboo de um grafo. Uma grande quan-
tidade de algoritmos, exatos ou nao, tém sido proposte@aplo dos presentes em [22,23,37].

Uma coloracao de um grafo € urbaolora@ose cada classe de cor possui um vértice com
pelo menos um vizinho em cada uma das outras classes de covéttloe que satisfaz essa
propriedade & urb-véertice O nUmero b-croratico de um grafoG, denotado pog,(G), € o
maior inteirok tal queG admite uméb-coloracao conk cores.

Uma motivagao para essas definicdes & a seguinte £3ena coloracdo de um graf®e
existe uma classe de cor, digan@ssemb-vértices, entao podemos recolorir cada vértice em
Ci com uma das cores que nao aparece em sua vizinhanca, deawareea coloracao obtida
permanece propria. Além disso, como todos os vértice€esdo recoloridos, a coloragcao
obtida utiliza uma cor a menos que a coloracao inicial.ghuub repetir esse procedimento até
encontramos umk-coloracao, situacao em que o mesmo deixa de ser aelic@ nUmerdo-
cromatico des € uma medida do pior caso (isto &, 0 caso em que utilizama@sa@ oquantidade
de cores) do procedimento descrito, quando aplicado ao Graf

As b-coloracdes foram primeiramente investigadas em [2€8lpsde entao, tém sido estu-



dadas por diversos autores [2, 10, 25, 34, 36]. Decidir serafio gdmite umdo-coloracao com
k cores, ondé& & um valor dado como entrada, € um problema NP-completommpara grafos
bipartite conexos [36].

As b-colora¢cdes sao o assunto principal deste texto. Aptases alguns resultados impor-
tantes relacionados &scoloragdes e introduzimos os resultados que obtivermdsrgyo deste
trabalho de mestrado. Em particular, nossos resultadsrtrdeb-colora¢cdes de uma classe
de grafos, que denominamos grafoestritos. Antes de definir a classe dos grafesstritos,
necessitamos introduzir a nocao megrau. Om-graude um grafoG, denotado pom(G), &

0 maior valorm tal queG possuim vértices com grau superior ou iguaha— 1. Um vértice
com grau superior ou igualra(G) — 1 & um vérticedenso Observe que em todacoloragao
de G comk cores, og-vértices possuem grau superior ou iguél-al, uma vez que possuem
vizinhos em cada uma das outkas 1 classes de cor. Consequentemente, & facil vengGe

& um limite superior pargy(G).

Um grafo ém-estritose possum = m(G) vértices densos, cada um de grau-1. A
reducao utilizada em [36] implica que o problema de deadium grafan-estritoG satisfaz
Xb(G) = m(G) & NP-completo. Por outro lado demonstramos que este pnalj@de ser re-
solvido em tempo polinomial quando restringimos nosso®gras arvores, aos complementos
de grafos bipartite e os grafé%-esparsos. Com excecao do caso dos complementos de gra-
fos bipartite, esses resultados nao sao originais. tantice 0 método geral sugerido por essas
demonstragOes pode ser utilizado para provar resulsdolares em outras classes de grafos.

Também investigamos o comportamento do nantecoomatico do produto lexicografico
de grafos. Determinamos o valor gg(T[Ky]), ondeT [K] & o produto lexicografico de uma
arvoreT pelo grafo completo de ordeka Estudamos ainda o valgp(G[K]), ondeG[K] & o
produto lexicografico de um grafo-estritoG pelo grafo completo de ordeke caracterizamos
alguns casos em qug(G[Ky]) < m(G[K]).

O texto esta organizado da seguinte forma. No Capitulao2irgfoduzidas as definicdes
e notagOes de teoria dos grafos utilizadas ao longo do.téXbo Capitulo 3 sao definidas as
b-coloracOes e apresentadas algumas considerac@ea des mesmas. O Capitulo 4 trata da
complexidade de alguns problemas sdieploracdes de grafos. No Capitulo 5 sao introdu-
zidos os conceitos de-espectro é-continuidade de grafos e alguns resultados relacionados
a esses conceitos. Em particular, um primeiro resultadginadi nosso & apresentado neste
capitulo, mostrando que os cactos bamntinuos.

Nos capitulos seguintes apresentamos nossas princgréisbaicdes. No Capitulo 6 in-
troduzimos os grafosrestritos e apresentamos os resultados que obtivemosaohresmos.



No Capitulo 7 sao expostos nossos resultados acercanderob-cromatico do produto lexi-
cografico de grafos. Finalmente, no Capitulo 8, as cofekig trabalhos futuros sao apresen-
tados.
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2 Definicdes e Notago

2.1 Preliminares em teoria dos grafos

Um grafo G& um panV,E), ondeV & um conjunto deérticese E CV xV um conjunto de
arestas A cardinalidade d& (G) é aordemde G, e a cardinalidade d&(G) o tamanhaode G.
Utilizamos a notagaav para indicar a aresta, v). Dada uma arestav € E(G), dizemos que 0s
vérticesu e v sao as suasxtremidadesOs grafos considerados neste texto nao possagns
(arestas com extremidades idénticas) e ra@estas mltiplas (duas arestas com as mesmas
extremidades). Alem disso as arestas nao sao orient@adas significa quav e vudenotam a
mesma aresta.

SejaG = (V,E) um grafo. Seuve E(G), entdou e v sdovizinhosem G. O conjunto de
todos os vizinhos de um vértiees V(G), denotado poNg(V), & chamado deizinhangadev.
O grau dz(v) de um vérticer € V(G) € a cardinalidade ddg(v). Utilizamos as notacdds(v)
ed(v) sem especificar a que grafo nos referimos, quando o mesmeraséro no contexto. O
grau minimod(G) & o valor do menor grau dentre os vértice$3d@o passo quegrau maximo
A(G) € o valor do maior grau dentre os vérticedldJm grafo &-regular, 1 <k < |V(G)|—1,
se todos seus vértices possuem duaD complementde um grafds, denotado po, & o grafo

comV(G) =V(G) eE(G) ={(u,v) | (u,v) ¢ E(G)}.

Dizemos queH ésubgrafodeGseV(H) CV(G) eE(H) C {uve E(G) |[u,veV(H)}. Se
E(H) ={uve E(G) |u,ve V(H)}, H & umsubgrafo induzidale G. Por outro lado, sél nao &
subgrafo induzido d&, entao dizemos que é H-livre, ou queG & livre deH.

Um caminhoem um grafoG & uma sequéncia de vértices distinps (vi,Vo, ..., V) tais
que {(v1,v2), (V2,V3), ..., (\k_1,%)}< E(G). Dizemos quev; e vk sdo as extremidades do
caminhop. O grafoG & conexose existe um caminho entre quaisquer dois vértices distore
G. Umacomponente conexde G é um subgrafo conexo maximal. Denotamosghist(u,Vv), a
distinciadeu av, a quantidade de arestas do menor caminho ermxe O caminho de ordem,k
denotadd, € o grafo com vérticeg () = {vi,Vvo,...,w} e arestag (R) = {(v1,V2), (v2,Vv3),
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...,(Vk,]_,Vk)}.

Um ciclo em um grafdG consiste em uma sequéncia de vértices distintogvs, Vo, ..., Vi)
tais que{(vi,Vv2), (V2,v3), ..., (Vk_1,V%), (Vk, V1) } € E(G). O ciclo de ordem k& o grafo de-
notadoC, cujos vértices sav (Cy) = {vi1,V2,...,} e arestak (Cy) = {(v1,V2), (V2,V3), ...,
(Vk—1,Vk), (W, v1) }. Um grafo é ditoaciclico se ele ndao possui um ciclo como subgrafo.

O grafo completo de ordem, mMenotado poK,, € o grafo em que todo par de vértices
distintos esta ligado por uma aresta. Unpligue de cardinalidad&k em um grafoG & um
conjunto dek vértices dois a dois adjacentes &n Denotamos pow(G) a cardinalidade da
maior clique deG. Um conjunto independenteée cardinalidad& em G & um conjunto de
vértices dois a dois nao adjacentes ®@mA cardinalidade do maior conjunto independente de
G é denotada pan (G).

Um emparelhamentde um grafds = (V, E) consiste em um conjunto de aresths E(G)
tais que nenhum par de arestas npossui extremidades em comum. Um vérticea&urado
por M se ele & a extremidade de alguma arestdenizemos queM &€ umemparelhamento
perfeitose ele satura todas os vértices\é(®).

Um grafo aciclico &€ chamado dleresta Umaarvore &€ uma floresta conexa. Um grafo €
bipartite se 0 seu conjunto de vértices pode ser particionado em dojsrtos independentes.
E fato conhecido gue um grafo & bipartite se e somente sposBui um ciclo de ordem impar
como subgrafo.

Um grafo écordal se ndao contém ciclos induzidos de tamanho maior do que dvéstice
v em um grafdG é ditosimplicial sev e sua vizinhanca formam uma cligue @&nUmaordem
de elimina@o perfeitaem um grafoG &€ uma ordenacao dos vértices do mesmo tal que, para
cada verticey, v € simplicial no subgrafo d& induzido porv e os vértices que o sucedem na
ordem. Um grafo & cordal se e somente se ele possui uma orleliminacao perfeita [18].

Dizemos qués € umcactosse quaisquer dois ciclos eBpossuem no maximo um veértice
em comum. Um graf@ & umbloco se a remocao de um vértice @eresulta em um grafo
conexo. Umbloco de um grafo & um subgrafo que & um bloco e & maximal com relagao a
esta propriedade. Um grafo € um cactos se e somente se tmmodal mesmo consiste de uma

aresta ou de um ciclo.

Um cografoé um grafoP-livre. Um grafo éPs-esparscse qualquer conjunto de 5 vértices
de G induz no maximo unP,;. Assim, a classe dos graf@s-esparsos contém estritamente a
classe dos cografos.
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Figura 2.1: Um exemplo de um cactos

2.2 Coloracio de \ertices

Umak-colora@o, ou simplesmenteoloragdio, de um grafds = (V, E) & uma fungao sobre-
jetorac:V(G) —{1,2,...,k}, ke N. Os valores(1,2,....k} sdo denominadosores A classe
de cor G & o conjunto dos vértices d& coloridos com a cor. Uma coloracao @ropria se
vértices adjacentes recebem cores distintas. Sempreogueferimos a uma coloracao de um
grafo neste texto, pressupomos que a mesma seja propria.

O nimero cronatico de G, denotado pok (G), € o menor inteirdk tal queG admite uma
k-coloragao. Determinar se um grafo admite uma colaragimk cores, para um valdk
dado como entrada, & um problema NP-completo [20]. Corsegmente, determingr(G),
dado um grafdG, € um problema NP-dificil. Na verdade, a menos que P = 4B, aXiste
um algoritmo de aproximagao polinomial para o nUmeronatco de um grafo [38]. Uma
grande quantidade de algoritmos de coloracao, exatofioutém sido propostos, a exemplo
dos presentes em [22,23, 37].

Obviamentey (G) < A(G) + 1, pois um vértice possui no maxindocores distintas em sua
vizinhanca e consequentemeite 1 cores sao suficientes para colorir todos os vértices. Um
importante resultado & o seguinte:

Teorema 2.1(Brooks [4]) Seja G um grafo conexo. B, x(G) < A(G), a menos que G seja
um cicloimpar ou um grafo completo, situags em qug (G) = A(G) + 1.

Como geralmente estamos interessados em minimizar a dadetde cores utilizadas em
uma coloracao de um grafo, & natural considerar cod@®em que a cdré associada a um
vértice se, e somente se, todas as cores menorassgoeatribuidas a algum de seus vizinhos.
De maneira formal, pode-se definir:
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Definicao 2.2(Coloracao de Grundy). Uma coloracaa de um grafoG € umacoloraggo de
Grundyse todo vérticey € V(G) satisfazc(v) =i < V1< j <i,Jue N(v) tal quec(u) = j .

Pode-se mostrar que uma coloracao & uma coloracaouwrgsse, e somente se, a mesma
pode ser obtida pelo algoritmo guloso aplicado a algumanagieo dos vértices do grafo. O
algoritmo gulosorecebe um grafo cujos vértices estao ordenados e sedeirado a cada
vértice a menor cor que nao é usada nos seus vizinhos qeeedem na ordem.

Sec & umay(G)-coloracao des, o algoritmo guloso aplicado a uma ordém, vo, ...,
Viv(a)|), ondei < j implica quec(vi) < c(vj), fornece uma coloracao de Grundy que utiliza
X(G) cores. Consequentemente, encontrar uma coloragaox¢@n cores de um graf@
se resume a encontrar uma ordenacao adequada de secessv@ue minimize o numero de
cores utilizadas pelo algoritmo guloso. O seguinte paté&meede o pior caso, com relagao a
quantidade de cores utilizadas, da aplicacao do algogmoso a um grafo:

Defini¢do 2.3(NUmero de Grundy). O nUmero de Grundge um grafds, denotado por (G),
€ omaior valork para o qualG possui um&-coloracao de Grundy.

Se um veértice recebe a doem uma colorac¢ao de Grundy, entao ele possui vizinhasieol
dos com cada uma das cores €m...,i — 1}, implicando que 0 mesmo possui no minimel
vizinhos. Assim, pode-se mostrar que:

X(G) <IN (G)<A+1

O namero de Grundy foi primeiramente estudado por Christ&elkow [9], e o leitor
interessado em mais referéncias pode encontra-las gm [47

2.3 Pre-colora@o de \ertices

Umapré-coloragiode um grafdG &€ uma fungag. : W —{1,2,....k}, ondewW C V(G) é o
conjunto dosvértices peé-coloridosde G eV (G)\W & o conjunto dosértices descoloridode
G. Observe que podemos t&f= 0.

Dada uma pré-colora¢gm de um grafoG, em geral desejamos decidir se a mesma pode

serestendidaa uma coloracao propria do mesmo. De maneira formal:
PRE-COLORACAO (PrEXT)

Instancia: GrafoG = (V,E), o conjunto dos vértices pré-coloriddsC V(G) e uma pré-
coloragaop: : W —{1,2,...,k}.
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Questo: Existe uma coloracao propr@a V(G) —{1,2,...,k} tal quepc(v) = c(v), para
todove W?

Listamos agora alguns resultados conhecidos acerca ddecodgule de PrEXT. Para tanto
suponha qu&V;,Ws, ..., sao os subconjuntos & cujos vértices sao pré-coloridos com as
cores 12, ...,k, respectivamente. Além disso, considéeferEXT como o problema PrEXT com
a restricao adicional de qu&/| </, 1<i <k.

No caso em qu&/ = 0, PrEXT corresponde ao problema de determinds selmite uma
coloracao propria cork cores, que ja comentamos ser NP-completo. Os resultagomtes
encontram-se listados em [44]. PrEXT & NP-completo emograipartite, mesmo quando
|W| = 3. De fato, & NP-completo mesmo em grafos planares bipapidtrak = 3. Em grafos
perfeitos o problema & polinomial quandp= 0, parai > 3, e|\W,| < 1. Caso contrario, & NP-
completo. PrEXT & polinomial em cografos, grafos split mptementos de grafos bipartite.

Estamos particularmente interessados na complexidadePdEXT, pois esse problema
esta relacionado ao método que apresentamos no CaituBegue do que foi exposto no
paragrafo anterior que 1-PrEXT & polinomial em cografyrafos split, e complementos de
grafos bipartites. Aléem disso, 0 mesmo & polinomial enfiagrBy-esparsos [28], grafos cordais
[11] e complementos de grafos de Meyniel [44]. Por outro JddBrEXT € NP-completo em
grafos perfeitos [44].
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3 b-coloragdes de grafos

3.1 Defini@o

Considere uma coloracao de um grafo obtida por um métadégger, como o algoritmo
guloso. Com o intuito de reduzir a quantidade de cores atiisz nessa coloracao, varias es-
tratégias podem ser propostas. Em particular, pode-stdarar as seguintes estratégias:

e Estratégiaa: Se existem duas classes de X@ tais queX UY & um conjunto indepen-
dente, podemos colorir os véerticesMe&om a cor da class¥, dessa forma eliminando
uma classe de cor.

e Estratégiab: Se existe uma classe de ¢otal que cada vértice possui pelo menos uma
cor (diferente da sua) que nao aparece em sua vizinhaadanms recolorir todos 0s
vértices enX, eliminando portanto a classe de ¢ar

)
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m
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Figura 3.1: Aplicacao da estratégia

As Figuras 3.1 e 3.2 ilustram uma aplicacao dessas egiaat”

Obviamente, existem casos em que essas estratégiasdgin per aplicadas. Pode aconte-
cer de nenhuma das classes de cor da coloracao consideradacompativeis com a estratégia
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Figura 3.2: Aplicacao da estratédia

a (resp. estratégib). Assim, apos um namero finito de aplicacdes da egfiate(resp. es-
tratégiab), encontramos uma coloracao que nao pode ser melhooadagio da mesma. Isso
acontece, no caso da estratég{@esp. estratégib), se a coloracao encontrada satisfaz:

Definicao 3.1(a-coloragao). Umak-coloragaoc de um grafoG & umaa-colorag@o se, para
quaisquer, j (1 <i# j <Kk), existemu, v tais queu € Cj,v € Cj e (u,v) € E(G).

Definicao 3.2(b-coloracao). Umak-coloracaa de um grafds € umab-coloragose, para todo
i(1<i<K), existeu € G tal que, paratodg(l < j <k, j #i), existev € Cj com(u,v) € E(G)
(dizemos ques € umb-vértice da cofr).

As coloracdes resultantes, nas Figuras 3.1 e 3.2, sdaopdae dea-coloragOes e dé-
coloragoes, respectivamente. Os seguintes paramaedsm o pior caso de aplicacao das
estratégias descritas:

Definicao 3.3(NUmero a-cromatico). O niumero a-croratico de um grafoG, denotado por
Xa(G), & omaiorvalork para o quals possui uma-coloracao conk cores.

Definicao 3.4(NUmero b-croméatico). O niumero b-croratico de um grafoG, denotado por
Xb(G), € omaior valork para o quals possui uméd-coloragao conk cores.

O nameroa-cromatico foi primeiramente definido em [24]. Em [5] & rrado que o pro-
blema de determinar 9 (G) > k para um dado valdecé NP-completo, mesmo no caso em que
G & uma arvore. Algoritmos aproximativos para o nunmgemomatico podem ser encontrados
em [7].

O nUumerob-cromatico foi primeiramente definido em [29], por Irvingv&nlove, e tem
sido amplamente estudado [2, 10, 25, 34, 36].

Para um grafds, as seguintes desigualdades sao validas, uma ve@ g@® admite uma
coloragao com menos gg G) cores:
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Os valores(a(G) e xp(G) podem ser arbitrariamente maiores q&). O grafo da Figura
3.3 éuma arvore (e portanto satisfgz) = 2) e admite umd-coloracao, que também é uma
coloragao, com 5 cores. Esse exemplo pode ser facilmengrglizado, de maneira a obtermos
grafos comya(G) e xp(G) arbitrariamente maiores qugG).

1

Figura 3.3: Um grafo coqy(G) =2 exa(G) = xp(G) =5

3.2 Compara@o com outros paametros de colora@o

Uma vez que ad-coloragdes sao o assunto principal deste texto, &alatnalisarmos
as relacdes existentes entre o nUmerromatico de grafos e outros parametros de coloracao

conhecidos, tais como 0 nUmeaeromatico e o niumero de Grundy.

A estratégiaa, como definida na secao anterior, & uma generalizag@sidatégi®d. Con-
sequentemente, unilecoloracao & necessariamente w@loracao, e a seguinte desigualdade
vale para todo grafG:

Xb(G) < Xa(G)

Logo, considerando esses parametros apenas como limies@es para o numero cro-
matico de grafos, pode-se afirmar que o nantecoomatico € um aprimoramento do nimero

a-cromatico.

Por outro lado, apesar de a primeira vista haver certa bamgd entre as coloracdes de
Grundy e a-coloragdes, pode-se mostrar que 0s paramgi@s) e (G) nao estao relacio-
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Figura 3.4: Respectivamentg|G) =4 < xp(G) =5el(H) =3> xp(H) =2

nados. Isso & ilustrado na Figura 3.4.

As seguintes desigualdades resumem essas consideracdes
X(G) < Xb(G) < Xa(G)

X(G) < xb(G),MN(G) <A+1

3.3 Om-grau de um grafo

SejaG um grafo que admite umacoloracaa comk cores. Nesse caso, ha pelo mekbs
vértices ent, um para cada classe de cor. Alem disso, estes vérticesgroggrau superior ou
igual ak— 1, pois os mesmos tém vizinhos é&m 1 classes de cor. Assim, se para algum valor
k' > 0, o grafo em questao nao conté&hvértices com grau superior ou iguaka- 1, pode-se
afirmar que ele nao admitecoloracdes cor’ cores. Consequentemente, 0 maior vélcal
queG possuik vértices com gralk — 1 & um limite superior para o numepecromatico deG.
Essa ideia é utilizada em [29] para definir o seguinte patém

Defini¢do 3.5(m-grau). O m-graude um grafdG é o valorm(G) = maxk | existemk vértices
emG com grau superior ou igualke—1}.
Por exemplo, na Figura 3.4 temwéG) = 5, ao passo qua(H ) = 3. Chamamos os vértices

de G com grau superior ou igualra(G) — 1 de vérticeslensose os demais deao-densos

SejaG um grafo e suponha qU&G) = {vi,Vo,...,Vn}, onded(vy) > d(v2) > ... > d(Vp).
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E facil de ver quan(G) & o maior valoii tal qued(v;) > i — 1. Dessa forma, a-grau de um
grafo pode ser calculado em tempo polinomial. Aléem disema@ para todo vértice € V(G)
temos quel(v) < A(G), pode-se concluir que(G) < A(G), para todo grafes.

O grafo da Figura 3.3 satisfag,(G) = m(G) = 5. Ja o grafo da Figura 3.5 satisfaz
Xb(Ka4) = 2 < m(Ks4) = 5. Pode-se mostrar que o grafo completo bipaKite satisfaz
M(Kx k) — Xo(Kk k) = k— 1, implicando que os dois parametrasgrau e numerd-cromatico,

podem ser arbitrariamente distantes para um mesmo grafo.

Figura 3.5: O grafo completo bipartike 4 satisfazm(Ks 4) =5 € Xp(Ks4) =2

3.4 Peculiaridades da®-coloragdes

As b-colorac¢des possuem algumas particularidades intaresss quando comparadas a ou-
tros tipos de coloragoes.

E fato conhecido que, 3¢ & um subgrafo induzido d& e x(H) = k, entaox(G) > k. E
esse fato que motiva a definicao de grafos criticos panalolggma de coloracao tradicional.
Um grafo ék-critico se ele & minimal com relacao a propriedade possuir nigrematicok.
Assim, qualquer graf® que satisfag (G) > k contém, necessariamente, um subgkadaitico.
No caso da®-coloragdes, pode-se mostrar que:

Proposicao 3.6( [36]). Para qualquer valor positivo n, existe um grafo G e um submnadlu-
zido H de G tal quegih(H) — xp(G) > n.

Idéia da demonstra@p. Pode-se mostrar que o graf® obtido do grafo bipartite completo
Kntanta por meio da remocao de um emparelhamentande3 arestas possui nUmebs
cromatico 2. Alem disso, ele contékh como subgrafo induzido, onde & o grafo obtido

do grafo bipartite complet&,;3n+3 por meio da remogao de um emparelhamento perfeito.
Pode-se mostrar qyg(H) = n+ 3. Nesse casgp(H) — xo(G) =n+3—-2=n+1. O
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O grafo da Figura 3.6 € um dos grafos apresentados na deagatstla Proposicao 3.6.
No grafo dessa figura, a remocao de dois vértices resultzne grafo com numerb-cromatico
significantemente maior que o do grafo original. Essa cariatica dag-coloracdes inibe uma
abordagem por meio de grafos criticos, como é feito no dasmloracao tradicional. O fato
de um grafdG conterH como subgrafo induzido, ongg(H) > k, ndo implica que(,(G) > k.

( 7

Figura 3.6: O grafd satisfazx,(G) = 2, mas contéril, ondex,(H) =4

Uma outra singularidade déscoloracdes € apresentada agora. Dado um @safém-se
que o mesmo admite colorac¢des ckoores, para todo valér> x (G). Entretanto, no caso das

b-coloragdes, temos:

Figura 3.7: Um grafo que s6 admibecoloragdes cork € {2,4} cores

Proposicao 3.7( [36]). Para qualquer valor positivo n, existe um grafo G que possoau
b-colorago com k cores se, e somente se{R, n}.

Idéia da demonstra@p. O grafoG obtido do grafo bipartite complet, , por meio da remogao
de um emparelhamento perfeito satisfaz a propriedadeatizse] O

O grafo da Figura 3.7 posshcoloracdes exclusivamente com 2 ou 4 cores, e faz parte da
familia de grafos que & utilizada na demonstracao dad3igao 3.7. Em [1], os autores afirmam
nao ter conhecimento de nenhuma outra definicao de g@aloreom uma propriedade similar.
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Essa caracteristica dascoloracdes & a principal motivagao do Capitulo Sdeotratamos da
b-continuidade de grafos.
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4  Complexidade de problemas
relacionados ab-coloragoes

4.1 Definicdo dos problemas

Os seguintes problemas sao considerados no restantedpgtéo:
B-COLORACAO
Instancia: GrafoG = (V,E), inteirok > 0.

Questo: Existe umab-coloracao dés que utilizek cores?

B-CROMATICO
Instancia: GrafoG = (V,E), inteirok > 0.

Questio: xp(G) > k?

Claramente B-CROMTICO se reduz a B-COLORARGO, afinal responder sg,(G) > k
equivale a questionar se existe ulmeoloragao cont cores, para cada valor deue satisfaca
k<1 <m(G). Entretanto, nao & bbvio, & primeira vista,x3€G) ajuda a decidir S& possui
umab-coloragao conk cores.

Na Sec#o 4.2, as complexidades de B-CROMCO e B-COLORAGAO s&o analisadas
e, na Secao 4.3, estudamos a complexidade dos mesmoocrENtstancias sao restritas a
arvores. Nessa secao, apresentamos a demonstragéie dembos sao polinomiais em arvores
[29]. Para tanto utilizamos um importante conceito, quegdizamos no Capitulo 6, o de

arvore pivoteada.
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4.2 Complexidade no caso geral

No artigo em que introduziram &scoloragoes, Irving e Manlove também demonstram:

Teorema 4.1( [29]). Dado um grafo G= (V,E) e um inteiro k, determinar sg,(G) > k &
NP-completo, mesmo sekx(G) + 1.

A demonstracao desse resultado ndo é apresentadatexdste Os autores utilizam uma
reducao polinomial de B-COLORAKD ao seguinte problema:

Cobertura por 3-Conjuntos (C3C)

Instancia: ConjuntoS={s1,%,...,S}, onden = 3k para algumk > 0, e uma cole¢ao
T ={T1, T2, ..., Tm} de subconjuntos d§ onde|T;| = 3 para cada

Quesfio: T possui uma cobertura exata p&a Isto &, existe um conjunfé’ C T dek
conjuntos dois-a-dois disjuntos cuja uniao stja

Uma vez que C3C & NP-completo [20], B-CRAWICO e B-COLORACAO também o
sao. Além disso, a reducao apresentada pelos autoptisangue & NP-completo decidir se
Xb(G) = X(G) para um grafds qualquer, um indicio de que os grafos cgpiG) = x(G) nao
possuem uma estrutura simples de ser reconhecida. Essadtt@ o estudo dos grafds
perfeitos, primeiramente estudados em [25]. Um grdbeperfeitose todo subgrafo induzido
H do mesmo satisfax(H) = xp(H) e éb-imperfeitocaso contrario. O leitor interessado em
resultados acerca de gratmperfeitos pode consultar [25, 26,40]. Uma interessantgectura
& proposta em [26], visando caracterizar os grafos quengdimaisb-imperfeitos.

Uma outra reducao € apresentada em [36], provando quebkemas B-CROMTICO e
B-COLORACAO sao dificeis mesmo quando restritos a grafos bipartimexos:

Teorema 4.2( [36]). Dado um grafo G= (V,E) e um inteiro k,& NP-completo decidir se
existe uma b-colordip de G com k cores em grafos bipartites conexos, mesme-3g(l6) =
AG)+ 1.

Demonstrago. Obviamente, o problema pertence a NP. Para mostrar suampletode apre-
sentaremos uma reducao do seguinte problema. Dado umlgpedrtite 3-requlaG = (V,E)
tal queV(G) = AUB, existe uma coloracado d&com 3 cores tal que cada vértice A@ossui
um vizinho de cada cor? A NP-completude desse problema mydacimente derivada do
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problema de decidir se um grafo 3-regular admite uma cghorde suas arestas com 3 cores,
que & NP-completo [27].

SejaG = (AUB, E) um grafo 3-regular bipartite cok— 3 vértices na particaa. E mos-
trado agora como construir um novo grafo biparkitex partir deG. Sejamvy, Vo, ...,Vk_3 0S
vértices na particad e N(v1) ={wy,wp,w3}C B a vizinhanc¢a de/;. Adicione conjuntos in-
dependente¥;,V, e V3, cada um de cardinalidade- 4, a partiCacA e conectey; a todos 0s
vértices emV;, i = 1,2, 3. Finalmente, adicione um conjunto independ&yite {wa, ..., wy} aB
e conectey; a todos os vértices eWv\{w; 3} parai=1,...,.k— 3.

Mostramos agora quid possui uméabd-coloracao conk cores se, e somente $g,admite
uma coloracao na quBlrecebe 3 cores e cada vérticeAlpossui vizinhos com cada uma das
3 cores utilizadas na coloracao Be

Suponha qué& admita uma coloragao como especificada anteriormentsm Alisso, sem
perda de generalidade, considefe;) = i, parai = 1,2,3. Partimos desta coloracao Bee
obtemos umé-coloracdo ded comk cores. Atribua cores aos vértices\deVs, V3 de modo
quew; seja umb-vértice de cof, parai = 1,2, 3. Alem disso, faca(v;) = c(wi3) =i+ 3, para
i=1,..,k=3, ec(v) =k, para os demais vérticesdle A. Procedendo dessa manewaé um
b-vértice de coi + 3,i =1,....k— 3. Além disso, é facil de ver que esta coloracao é padp
Logo, existe umd-coloracao déd comk cores.

Agora, suponha quEl possua umd-coloracao conk cores. Entaow;,Wo, Ws, Vg, ..., Vk
sao osh-vertices, uma vez que o restante dos vértices possuiigienior ak — 1. Sem perda
de generalidade, seg@w;) =i, parai = 1,2,3 ec(v;) =i+ 3, parai = 1,...,k— 3. Note que
d(vi) = k—1, parai =1,...,k— 3. Portanto, os vértices eW = {Wy,....,wy} sado coloridos
comk — 3 cores distintas. Suponha que exista um vérticé\eéoolorido com a cor 1, digamos
c(wg) = 1. Uma vez que os vértices ém\w, sao adjacentes\g, e uma vez que(vy) = 4,
nenhum vértice eV possui cor 4. Consequentemente, deve haver pelo menos ricevée
em (B\W)\{w1,w», w3} colorido com a cor 4. Pode-se recolorir o grafo fazedda,) = 4,
c/(w) =1, paraw € B comc(w) = 4, ec/(v) = c(v) no caso dos demais vértices. Essa nova
coloracao & umé-coloracao conk b-vértices, pois cads;, i = 2,....k— 3, & adjacente &,
e possui um vizinho de cor 4 na coloragao original. Alémssdj nada muda na vizinhanca
devi. Se existem vértices eV coloridos com as cores 2 ou 3, modifique a coloracao de
maneira analoga. Ao final os vértices BeW s&o coloridos pelas cores2le 3, de maneira
que cada vertice dey,...,vx_3 tem um vizinho de cada cor eWv. Logo, o resultado esta
demonstrado. O
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Observe que, analogamente ao que ocorre com os grafos gfazeah x,(G) = x(G),
esse resultado indica que os grafos ggy{G) = A(G) + 1 ndo possuem uma estrutura simples
de ser reconhecida.

Como B-CROMATICO & NP-completo, & natural abordamos este problemarngio de
algoritmos aproximativos. Entretanto, até 0 momentosgoonhece nenhum algoritmo apro-
ximativo para o problema. O seguinte resultado afirma quéneendb-cromatico de um grafo
nao pode ser aproximado a um fator 1203— &, parag > O.

Teorema 4.3([10]). O nUmero b-cromtico de um grafo &o & aproxinavel a um fator%’— g,

para qualquere > 0, a menos que P = NP.

Na secao seguinte, apresentamos a demonstracao de@ROBATICO e B-COLORA-
(;AO sao polinomiais em arvores. B-CRGWIICO pode ser resolvido em tempo polinomial
em grafos-esparsos [3]. Em [36], € mostrado que existe apenas umrgorijnito de grafos
k-regulares com nUmetmcromatico menor quk+ 1, para um valor fixdk > 0. Esse resultado
serviu de motivacao para o resultado em [32]: com exxegdd grafos, todo grafo 3-regular
possui nimerd-cromatico 4. Em [36] & demonstrado que B-COLORKTE polinomial para
k = 3 em grafos bipartites planares e conexos e €& deixado ernoabproblema de estender
este resultado pate= 3 em grafos bipartites conexos. Até 0 momento nao se cerdneom-
plexidade dos problemas quando restritos a grafos cordais.

4.3 O nimero b-cromatico dearvores

Diversos problemas em grafos que sao NP-completos em sumaslécdes originais sao
polinomiais quando suas instancias sao restritas/asem. O problema de determinar o nUmero
b-cromatico de um grafo ndao & uma excecao e nesta segaostrado que 0 mesmo pode
ser resolvido em tempo polinomial nesse caso. Os resulaglosapresentados encontram-se
em [29], onde os autores demonstram gyer ) € {M(T),m(T) — 1}, para uma arvor&. No
mesmo artigo & demonstrado que o vaefT) pode ser calculado em tempo polinomial. Para
tanto, & mostrado que as Unicas arvores que satisfgg@m < m(T) sdo as que se enquadram
na seguinte definicao:

Definicao 4.4(Arvore pivoteada). Uma arvoreT = (V,E) é pivoteada s& possui exatamente
m(T) vértices densos e um vértice espegjajue chamamos davo, satisfazendo:

e vV NAao é denso.
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e Todo vértice denso & adjacentg au a um vértice denso adjacente. a

e Qualquer vértice denso adjacente@a outro vértice denso tem grayT) — 1.

O

Figura 4.1: Um exemplo de arvore pivoteada, aofil ) = 4

Na figura 4.1 temos um exemplo de arvore pivoteada. Naompddeer dois pivds em uma
arvore, pois isso implicaria na existéncia de um ciclo msma, uma contradicao. O seguinte
resultado determina o nUmepecromatico das arvores pivoteadas:

Teorema 4.5([29]). Seja T umaarvore pivoteada. Eidio x,(T) =m(T) — 1.

Demonstrago. Primeiramente deve-se mostrar quenao admite um#-coloracao conm =
m(T) cores. Sej&’ ={v1, V2, ...vim} 0 conjunto de vértices densosTe suponha, por absurdo,
queT possui uma-coloragacc comm cores. Nesse caso, 0 conjuiMbé necessariamente o
conjunto dosh-vértices dec, uma vez que existem apenasvértices densos. Suponha, sem
perda de generalidade, ques) =i, 1 <i <m. Sejav o pivd deT e sejac(v) = k. Nesse
caso,Vx hao é adjacente\g e portanto existe um vértiog tal qued(v) = m—1 evu, Vg €

T. Entretanto isso implica que possui dois vizinhos coloridos com a dgre uma vez que
d(x) = m—1, temos que; nao éb-vértice dec, uma contradi¢ao, ja que existem apenmas
vértices densos.

Serad mostrado agora que admite umab-coloragao conm— 1 cores. Considere que
V(T) = {v1,V2,...,Vn} & ordenado de maneira qué={v,...,vim} Seja o conjunto dos vértices
densos{vy,...,Vp} € 0 conjunto de veértices densos adjacentgse{vy,...,Vq}, para algum
g < p, € o conjunto dos vértices densos adjacentegue possuem ao menos um vértice denso
como vizinho. Sep = 1, v & vizinho de apenas um veértice denso, digamosAssim,w &
necessariamente vizinho dos— 1 vértices densos restantes, o que significadug > m,
uma contradicdo com a Defini¢cdo 4.4. Logo, temos nedassante que > 2, em uma arvore
pivoteada. Por outro ladqg,> 1, pois do contrarigp = m, ev & vértice denso, uma contradi¢ao.

Comop>2eq> 1, os vértices/; e v, sao adjacentes\a Além disso, para algum,
p+1<r <m, existe um vértice densg adjacente a;,. Facgac(vi) =i, para 2<i <m,



27

c(v) =r, ec(v1) = 2. Todos os outros vértices permanecem descoloridos. rdfoss agora
como estender essa pré-coloracao em byroaloracao conm— 1 cores del. Para 2<i < m,
sejaR ={2,3,...,m}\{i} (ascores necessias para a vizinhanca de).

SejaCi ={c(vj) : 1< j <nevj e N(vi) ev;j nao foi coloridg o conjunto dasores existentes
navizinhanca dej\e sejaJ; ={v; :m+1 < j <nevj € N(v;) evj nao foi coloridg o conjunto
dosvértices descoloridos adjacentes ja Devido a pré-coloracao apresentadanao é adja-
cente a dois vértices da mesma cor. Portanto té@ps |Uj| =d(vi)) >m—1>m—-2=|Rj|.
Umavez qu€i C R, segue quii| > [R\Ci|. Entao, s&\Ci ={r},...,r}, }, para algunm; >0,
podemos escolher um conjuntd;,...,uf,} CUj e fazerc(uij) = r'] para 1< j < n;,. Esse pro-
cesso nao atribui a mesma cor a dois véertices adjacensts,que dois vertices adjacentes e
nao-densos nao podem ser ambos adjacentes a verticeEsdBiste processo também nao atri-
bui mais de uma cor a um mesmo vértice, pois nenhum par tiee®densos tem um vizinho

comum nao-denso (exceto pelo pwaue ja esta colorido).

Os Unicos veértices de grau superior ou iguai-a 1 sdo ognvértices densos, e 0S mesmos
estdo coloridos. Assim, qualquer vérticgue permanece descolorido satistdz) < m— 1,
e consequentemente é facil estender nbssaloragao parcial ao restante do grafo, bastando
atribuir a cada vértice descolorido uma cor ausente naigidhanca. Dessa forma, obtemos
umab-coloracao conm— 1 cores deT. O

Resta examinar o que ocorre em uma arvore nao-pivotEad2ode ocorrer, neste caso,
que existam mais de(T) vértices densos, e portanto pode-se realizar diferestedhas dos
vértices que farado o papel tevértices em uma-coloracdo conm(T) cores. Dependendo da
escolharealizada, podemos recair em uma situacao sénglae ocorre nas arvores pivoteadas.
Por exemplo, no grafo da Figura 4.2, os vértices defsois, c,d,e} nao podem ser ok-
vértices de umé-coloracao com 5 cores, pois neste caso ndo ha nenhwolh&sle cor para
0 Vvérticev que leve a um#é-coloracdo d& comm(T) cores (observe que 4 cores diferentes
devem aparecer nas vizinhangasaed). A seguir, definimos uma escolha “ruim” de vértices
densos em uma arvore nao-pivoteada:

Definicdo 4.6. SejaT = (V,E) uma arvore, e sejg’ o conjunto de vértices densos de
Suponha qu¥” seja um subconjunto dé& com cardinalidaden(T). EntaoV” obstruialgum
vérticev € V\V” se:

1. Cada vertice e” & adjacente & ou a um vértice ert” adjacente &; e

2. Qualquer vertice e’ adjacente & e a outro vértice erd” tém graum(T) — 1.
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Figura 4.2: O conjuntda, b, c,d, e} obstruiv, enquantda, b, c,e, f} & um conjunto bom

Nos referimos & como umveértice obstrido porV”.

Similarmente ao que ocorre nas arvores pivoteadas, sejrarawore nao-pivoteads,
um vérticev & obstruido por um conjuny’ ([V'| = m(T)) de vértices densos, entao os vértices
emV’ nao sdo od-vértices de umd-coloragdo deT com m(T) cores. Porém, com® &
nao-pivoteada, o Gnico caso em que isso & possivelddquamos uma quantidade maior do
que m(T) de vértices densos (caso contrad,eé o conjunto dos vértices densos Tee v
se enquadra na definicao de pivd, contradizendo o fataidd @ nao-pivoteada), e podemos
escolher outro conjunto de vértices densos para desempepapel dé-vértices. A seguinte
definicao caracteriza uma “boa” escolha dos vérticesaede uma arvore nao-pivoteada:

Defini¢do 4.7(conjunto bom). SejaT = (V,E) uma arvore, &' o conjunto de vértices densos
de T. Suponha qu&” & um subconjunto d&’ com cardinalidaden(T). EntaoV” & um
conjunto bontom respeito d se:

1. V" nao obstrui nenhum vértice evi\V”; e
2. Qualquer vertice € V\V” tal qued(u) > m(T) & adjacente a algume V" comd(v) =

m(T)—1.

Na figura 4.2, o conjuntéa,c,d,e, f} & um exemplo de conjunto bom. Resta demonstrar

gue em uma arvore pivoteada sempre existe um conjunto bom:

Lema 4.8([29]). Se T= (V,E) & umaarvore réo-pivoteada, edip existe um conjunto bom em
T.

Demonstrago. SejaV’ o conjunto dos veértices densosTHePode-se escolher um subconjunto
V" deV’, com|V”| = m, tal que cada vértice em\V” possui grau inferior an. Tal conjunto
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sempre existe, pois o contrario implica na existéncia des lem vertices com grau superior ou
igual am, o que nos leva m(T) > m, uma contradicdo. Seja={vi,vs,...,Vy}, € suponha que
seus elementos estejam ordenados de maneir&que{vi, Vo, ...,vm}. V" necessariamente
obstrui algum vérticey € V\V”, pois caso contrario/” &, por definicao, um conjunto bom.
Sem perda de generalidade, suponhawgue, ..., v, para algunp < m, sejam os elementos
deV” adjacentes & e quevy, Vs, ..., Vg, para algung < p, sejam os elementos ¥’ que sao
adjacentes ae a pelo menos um outro elementowle Note quep > 2, caso contrario teriamos
d(v1) > m, ja que cada um dos vertices, ..., vy, deve ser adjacentewa (pela propriedade 1
da Definicao 4.6), o que contradiz a propriedade 2 da Défindc6. Além dissog > 1, caso
contrariop = m, implicando quel(v) > m, o que contradiz a escolhadé. Consequentemente,
existe um vértice; € V", para algunm, p+1 <r <m, adjacente &;. Consideramos dois casos:

Caso 1:v é denso. Entad(v) = m— 1 pela escolha de¢”. SejaW = (V/"\{v2})U{v}.
Também pela definicdo d&’, o Gnico vértice que nao esta &hque pode ter grau superior ou
igual amév,. Masv; é adjacentewe W, ed(v) = m—1, e portant&V satisfaz a propriedade 2
da Definicao 4.7. Alem disstV satisfaz a propriedade 1 da Definicao 4.7, pois nenhuticeér
w e V\(WU{v,}) adjacente a;, para algumj, p+1 < j <m, pode ser obstruido p¥v, ja que
v esta a distancia 3 de. Nenhum vérticav € V\W, adjacente &;, para algumj, 1 < j <p,
pode ser obstruido pdV, pois existey, € V", 1 < k < p, adjacente & a uma distancia 3 ds,
ja quep > 2. Finalmente, nenhum vértieeemV\W, adjacente & pode ser obstruido puv,
ja quev, esta a uma distancia 3 de

Caso 2: v nao & denso. SP/'| = mentaoT & uma arvore pivoteada com piwd uma
contradicao. LogolV’| > me existeu € V'\V”. SejaW = (V”\{v1})U{u}. Suponha qu&V
obstrua algum vértice, digamas No maximo um vértice que nao pertenc®¥Vapode estar
presente no caminho entre um par de vértices nao-adgscem\V, isto €, apenas o vértice
Masv; ¢ W ev ¢ W estdo no caminho entxe € W ev; € W. Esta contradi¢ao implica quWg
satisfaz a propriedade 1 da Definicao 4.7. Alem di¥ésatisfaz a propriedade 2 da Definicao
4.7,jaqued(v) < m—1ed(vy) = m—1, e portanto qualquer vértice fora\detem grau menor
quem. ]

Finalmente, pode-se demonstrar:

Teorema 4.9([29]). Se Té umaérvore rio-pivoteada, edo x,(T) = m(T).

Demonstrago. SejaW ={v1,Va,...,Vm}, ondem = m(T), um conjunto bom com respeitola
(este conjunto existe, pelo Lema 4.8). Atribua aicao vérticev;, 1 <i < m. Mostramos que
esta pré-coloracao pode ser estendida altew@oracao parcial d&’ onde cada vértice denso é
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b-vértice, para entdo demonstrarmos que a Ultima levaahroloracao conm cores do grafo
inteiro.

SejaU = N(W)\W. Particionamos o conjuntd em subconjuntos da seguinte maneira: um
vérticeu € U é ditointernose existem vérticeg, v emW, a uma distancia no maximo 3 um do
outro, comu no caminho entre eles. Caso contrarie U & chamad@xterno Primeiramente
estendemos nossa coloragcao aos vértices internoseriposiente aos vertices externos, para
entéo estendé-la aos vértices\igJ .

Suponha, sem perda de generalidade, Gue, ...,vy, estao indexados de maneira que,
sei < |, entaov; tem pelo menos tantos vizinhos internos quantoSuponha que os vértices
V1,...,Vp possuem ao menos dois vizinhos internos,\que, , ..., Vq tém exatamente um vizinho
interno, e qué/g,1,...,Vm NA0 possuem vizinhos internos. Note que um ou ambos casjunt

P={vq,...,vp} €Q={Vp;1,,...,Vq} podem ser vazios.

Iniciamos colorindo os vizinhos internos descoloridos/gele maneira sequencial, de 1
atéq. Primeiro lidamos com os vizinhos internos g, ...,vp (presumindo qué # 0). A
demonstracao € realizada por induc¢aoi e@omo passo indutivo, suponha que p, e que 0s
vizinhos internos des, ..., V;_1 sao coloridos de maneira que:

e se umvizinho interna recebe cok durante a coloragao dos vértices internosjdentao
0 caminho deai a vy passa pov;.

e nenhum par de vizinhos de algum vértiggpossui a mesma cor.

e nenhum par de vértices adjacentes possui a mesma cor.

Mostramos agora como colorir 0s vizinhos internos desmserdey; de maneira que essas
propriedades continuam validas.

Sejamxy, ..., Xs 0s vertices em questdo. Para cgda < j <s, uma vez que; & interno,
existe um verticer, € W comg; # i, tal quev, esta a uma distancia no maximo 2xjee x;
esta no caminho de avg,. Consequentemente, os vertiegs ..., V¢, Sao todos distintos.

Caso 1:s> 1. Sejads, ...,ds uma permutacao das coms...,Cstal qued; #¢, 1<i<s e
aplique a codj ao verticexj, 1 < j <s. Entao, & facil de verificar que as propriedades desgjada
ainda valem.

Caso 2: s=1. Comoyv; tem pelo menos dois vizinhos internos, existe algum vizinho
interno, digamog, ja colorido, digamos com a cdr Atribua a cord ax; e a corc; ay. Entao,
novamente, é facil verificar que as propriedades contmelidas.
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Agora lidamos com os vizinhos internos descoloridosga, ..., Vg, supondo qué) # 0.
Sejamzy, ..., z tais vértices. Entao nenhwypossui mais de um vizinho emy, ..., z, e portanto
ao atribuirmos cores 3, no maximo um vizinho de cada vértigeé colorido. Para nossos
propositos é suficiente mostrar que ao atribuir uma coda varticezj, tenhamos:

e a coloracao parcial & propria; e

e nenhunv; de grau exatamenta— 1 possui dois vizinhos de uma mesma cor.

Para escolher uma cor paza considere o conjunto de cor€s={c | v¢ € N(zj)}U{c |
3d|N(vq) evg € N(zj) ed(vg) = m—1), onde 1< c,d < m. Dado que escolhemos uma cor
c ¢ C, as propriedades sao satisfeitas. CSe{1,2,...,m}, entdoz; & pivd, uma contradi¢ao
com o fato deT’ ser nao-pivoteada. Logo, sempre ha uma escolha de camiigb para cada
z;. Note que cada;, p+1 <r <@, possui apenas um vizinho interno colorido dessa forma,
de maneira que s&v;) > m, no maximo dois vértices adjacenteg,gpossuem a mesma cor.
Tendo completado este passo, todos os vértices intertémsasoridos.

Agora lidamos com os vértices remanecente¥ deomecando com um conjunto signifi-
cante dos vértices externos de Os vizinhos externos de cada vértigel <i < m, podem
ser coloridos de maneira independente, pois estes \@ri&® sao adjacentes entre si e nem a
nenhum vértice colorido, a menosgeSed(vi) = m—1, entao todos os vértices internosyle
possuem cores distintas, edi@;) > m, entdo no maximo dois vértices internoswleossuem
a mesma cor. Assim, pode-se formar conjurRo€; e U; como os da prova do Teorema 4.5,
de maneira que podemos escolher cores para 0s vizinhoa@xtday;, assegurando qug se
torne umb-vértice. Esse argumento se aplicaa cada<i <m.

Finalmente, pode-se estender a coloracao para oseg&remanescentes do grafo. Qual-
quer vértice descoloridoremanescente no grafo deve satisfafey < m— 1. Do contrario, se
d(v) > m, entao pela propriedade 2 da Defini¢cao 4.&,adjacente a algum vértice &thcom
graum— 1, de maneira que ja esta colorido. Para um vértieede grau menor que, temos
gue pelo menos uma dascores nao ocorre na sua vizinhanca. Dessa forma, podestws ¢
o restante dos vértices com as cores que nao aparecem swizdohancas. Assim, obtemos
umab-coloracao dd commecores. O

Logo B-CROMATICO & polinomial em arvores. Além disso, as demonsteadornecem
algoritmos polinomiais para o calculo decoloracbes conm— 1 e comm cores, respecti-
vamente no caso de arvores pivotedas e nao-pivoteadata &w®lisar a complexidade de B-
COLORACAO. No Capitulo 5, que trata dacontinuidade de grafos, apresentamos o resultado
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de que, dado um grafo cord@le umab-coloracao do mesmo cokicores, pode-se obter em
tempo polinomial uméa-coloragcao d& comk— 1 cores, s& > x(G)+1. As arvores sao grafos
cordais. Logo, dados uma arvofFee um valork, para responder seadmite uméabd-coloragao
comk cores basta determinar o valor gig T) e verificar se Z k < xp(T). Consequentemente,
B-COLORACAO é polinomial em arvores.
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5 ADb-continuidade de grafos

5.1 Ob-espectro de grafos

No Capitulo 3, a Proposicao 3.7 afirma que, para qualcaler positivon existe um grafo
G tal que o0 mesmo possui unfiecoloragao comk cores se, e somente dec{2,n}. Esta
caracteristica ddscoloracdes motiva a seguinte defini¢cao:

Definicao 5.1(b-espectrg. O b-espectrale um grafoG = (V,E) & o conjuntdS,(G) ={k | G

admite umab-coloracao conk cores.

Em [36], é questionado para quais conjuntos de inte&dresistem grafos corg,(G) = S.
Respondendo a esta questao, em [2] € demonstrado que:

Va2 Vo

v
v3

4
v KL Vi
3 LS

v

V3 V2
vz Vi

Figura 5.1: Um grafo corb-espectro{2, 4,6}

Teorema 5.2( [2]). Para todo conjunto finito &o-vazio IC N\{0,1} existe um grafo G tal que

$(G) =1.
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Esboco da demonstrag. Denotamos o grafo obtido do grafo completo biparkig, pela
remocao de um emparelhamento perfeito ccb?ﬁg (note que, independente da escolha do em-
parelhamento perfeito, este grafo &€ Gnico, a menos deoidmmos). Alem disso, dados dois
grafosG eH, denotamos pojoin(G, H) o grafo correspondente a uniado@eH, acrescido de
todas as arestas entre os dois grafos. Mais precisanjeiméz,H) = (V(G)UV(H),E(G)U
E(H)u{uv|ue G,ve H}). Como citado na Proposicao 3%(Kj, ,) ={2, p}. Pode-se mostrar
facilmente ques,(join(G,H)) ={k+K | ke $(G),K € S(H)}.

Mostramos agora como construir um grafo c§m= |, para um conjunto finito nao-vazio
| ¢ N\{0,1}. E suficiente considerar o conjunitdal que o menor elemento do mesmo & 2,
pois do contrario, quandmin(l) = o > 2, se existe um grafo cotmespectrds,(G) ={2,n; —
(a—2),...,np—(a—2)} entaoS,(join(G,Kgq_2)) ={a,ny,...,np}. Podemos portanto restrin-
gir nossa atencao a apenas 3 casos:

Caso 1:1 ={2}. E suficiente consideras = K.

Caso 2:1 ={2,n;}. E suficiente considerarmos o grafo obtidokig, pela remogzo de
um emparelhamento perfeito, que podemos mostrar facibeEsuiS, (Kn, n,) ={2,n}.

Caso 3:1 ={2,ny,...,np},onde 2< n; < ... <np e p> 2. Construimos um grafo copH-1
conjuntos independentes disjuntos. Este gfafe (Uipzo\/i,Uip:lVi) é definido da seguinte
forma (para um exemplo, considere a Figura 5.1):

=

n n
. VO :{Vé,...,vop},vp :{Vl,...,Vpp}

N

Vie{l,...,p—1}LV :{Vil,_”,vinifl}
3.Vl,jcom1< j<npe 1<l <np, (Vh,vh) EEp | # |

4. Vie{l,...,p—1},vl,jcom2< j<ni—1lel<I <np, (v'o,vij)eEi@I # ]

(621

Vie{l,..,p—1}, 9 €{2,..,m— 1}, (V,V') € E.
Pode-se ver qué satisfaz as seguintes propriedades:

(a) Qualquer aresta tem exatamente uma extremidadg éveja 3, 4 e 5).
(b) O grafo induzido po¥pUVp € isomorfo eKr’]p,np (veja 3).

(c) Vi €{1,...,p—1}, o grafo induzido po¥;U{V}, ...,vi '} & isomorfo &, 1,1 (vejasd
eb).
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(d) Vi €{1,...,p— 1}, o grafo induzido pofvg, ...,vgp}u(\/i\{vil}) é o grafo completo bipar-
tite Knp—(ni—1),n—2 (veja 4).
(e) Vi €{1,...,p— 1} ndo existe uma aresta conectando um vértice do confuptay ...,vg”}

avi (veja 4 e 5).

Mostramos agora quelsespectro d& él.

Pela propriedade (a); & bipartite, e logox(G) = 2, 0 que nos garante que qualquer
coloracao deés com 2 cores & umb-coloragao. Comd@ contém apenasy, vertices de grau
superior ou igual ap, nao existemb-coloracbes deG com mais den, cores. Para todo
ke{l,...,p—1 nbs definimos umb-colora¢aacy de G comny cores:

o Vje{l . n— 1}, olv)) = alv)) = |
o Vje{n,...,np}, ck(vé) =1

o Vie{l,...,p}, comi #Kk, VeV, c(v) =ng

Claramenteyi €{1,...,p— 1}, cx € umab-coloragcdo de>. Os vérticesdh-cromaticos sao
v(l), ...,\/gk_l,v%,. Finalmente, uma-coloragao conmy, cores pode ser obtida da seguinte forma:

o Vje{l,...np}, cp(Vd) = cp(vh) = ]

o Vi, 1<i<p Vje{l,..,n—1}cp(V) =]

Obviamentegy, &€ umab-coloragéo conm, cores dé€s. Com isso, mostramos que $,(G).
A demonstracao de qu(G) C | pode ser encontrada em [2].

5.2 Grafosb-continuos

Pode-se classificar os grafos entre 0s que possuem e 0S @®ssEuem unb-espectro
continuo, segundo a definigcao:

Definicao 5.3(Grafo b-continuo). Um grafoG & b-confnuose §,(G) & um intervalo, isto &,
$(G) ={ke Z[ X(G) <k < Xb(G)}.

Os grafos cordais, por exemplo, d&continuos, como demonstrado a seguir:
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Teorema 5.4( [17] e [46]). Os grafos cordais@o b-contnuos.

Demonstrago. E suficiente demonstrar que se um grafo co@lpbssui uma-coloracio com
k> x(G) cores, entao ele também possui uma ¢éoA1 cores.

SejaG um contra-exemplo. Considere umx@olora¢do conk > x(G) cores, e seja um
vértice simplicial deG. Note quev nao pode ser urb-vértice, pois sua vizinhanga induz uma
cliqgue de no maximg (G) — 1 < k— 1 vértices. Remova do grafo. Se ainda existe um
vértice para cada uma dkglasses de cores, continue a remover vertices até queatas as
cores possuam utmvértice. Suponha que o Gltimo vértice removidovpe que a cor deé 1.
Denote o grafo assim obtido pGf.

Entao existem verticew,,Wo,...,Ws (S> 1) na vizinhanca de tais que cada um desses
vértices & o Unicd-vértice da sua cor, e tais quee o Unico vizinho remanescente de cor 1.
Suponha quev; € de cork. Altere a cor dew; para 1, e a de todos os outros vértices de cor
k para uma cor distinta (eles nao ddwértices da cok e portanto isso & possivel). Como
Wy, ...,Ws induz uma cliquews, ..., Ws Sao agord-vértices para &-coloracao dé&5’ comk — 1
cores.E facil ver gue podemos colorir os vertices removidos poawor qualquer que Ihe falte
em sua vizinhanca, obtendo assim upmaaoloracao dé€s comk — 1 cores.

0

Esse resultado € abrangente, uma vez que a classe dosagnafais engloba as arvores, os
grafos de intervalo e os grafos split, por exemplo. Outrssltados similares sao os seguintes:

Teorema 5.5( [43]). A menos do cubo $e do grafoCyg, qualquer grafo 3-regulaé b-
confinuo.

Teorema 5.6( [46]). Seja G um grafo planar conexo com cintura pelo menos 5 e sejaG).
Se G corém m ertices densosiyvo, ..., tais que distvi,vj) > 5, para todo i# j, ento
Xb(G) = m(G) e Gé b-contnuo.

Ao final deste capitulo demonstramos que os cactodsamtinuos, utilizando uma de-
monstracao similar a utilizada em [43], para demonsjugras arvores samcontinuas.

E natural guestionar a complexidade do problema de deeidimsgrafo é-continuo. Mais
formalmente, analisamos agora o seguinte problema:

B-CONTINUIDADE

Instancia: GrafoG = (V,E).
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Questio: G é b-continuo?

Intuitivamente, & de se esperar que B-CONTINUIDADE sejaddmpleto. No entanto,
pode-se questionar se o problema é facil quando saodidasb-coloracdes d& com x(G) e
Xb(G) cores, juntas a instancia do mesmo. Este nao é caso, mastoa o resultado:

Teorema 5.7( [2]). Decidir se um grafo G b-contnuo & NP-completo, mesmo quandios
fornecidas b-coloraes conmy (G) e xp(G) cores juntasa instincia do problema.

5.3 b-continuidade dos cactos

Em [43] & demonstrado que as arvores bamntinuas. Nesta secao, € apresentada uma
demonstracao similar, desta vez mostrando que os cadscontinuos. Para tanto, se faz
necessaria a seguinte definicao, introduzida em [43]:

Definicao 5.8(vértice extremqg). SejaG um grafo, ec umab-coloragao dés. Um b-vértice
dec & umvértice extremae o grafo obtido pela remocao dpossui uma componente conexa
CP que contém todos os demais/értices dec. Esta componente éa@mponente b-croatica
gerada por v

O seguinte lema assegura a existéncia de vértices exdremgualqueb-coloracao de um
cactos:

Lema 5.9. Sejam G um cactos e ¢ uma b-coldtagde G. Erdo, G possui pelo menos dois

vertices extremos.

Demonstrago. SejaB ={v1,Vz, ...,V } 0 conjunto de veérticeb-cromaticos dés com res-
peito ac e sejadmax = ma)(/hngBdiSt(Vi,Vj), ondedist(u,V) representa a distancia entre os
vérticesuevemG.

Suponha quéist(vy,Vq) = dmax. Mostramos agora que e vq sao vertices extremos. Do
contrario suponha, sem perda de generalidade,vgu@o & vértice extremo e que portanto
G\{} possui pelo menos duas componef@iee C, tais que ambas contépavértices. Supo-
nha queC, contém o veérticey. Entao, o caminho e devq a qualqueb-vertice enmC; passa
por vy, o que contradiz o fato d#ist(vy,Vq) = dmax O

Finalmente, pode-se demonstrar:
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Teorema 5.10.0s cactos &o b-contnuos.

Demonstrago. SejaG um cactos, e sejaumab-coloracao d& comk > 3 cores. Mostramos
que podemos reduza a umab-coloragaoc’ de G com apena& — 1 cores. De acordo com
o Lema 5.9,G possui pelo menos dois vértices extremos. Sajan vértice extremo d& e
suponha, sem perda de generalidade,@uea cor dev. Alem disso, considere que € a cor
de um vértical adjacente & e pertencente & componetkeromaticaCl.

ComoG & um cactos, pode-se recolorir o grﬁQC\? com as coresp, C3 € ¢4, de maneira
que qualquer véertice adjacent® possui coic, oucs. Consideramos dois casos:

Caso 1:0 verticev € o Unico verticd-cromatico da coc; emc, e portanto a coc; perdeu
seu Unicdb-vértice. Entao, para cada vértiecolorido com a cocy, temos que uma das cores
Cp,Cs,...,Cx NA0 aparece em sua vizinhanca. Loggode ser recolorido com uma cor distinta
decs, que nao ocorre em sua vizinhanga. Nesse caso, obtemols-cofaracao com as cores

C2, C3, ..., Ck.

Caso 2: O veérticev nao € o Unicd-vértice de corc; emc. Nesse caso, a coloragao que
obtivemos & umé-coloracao do grafo cotkicores onde a classe de €rpossui unb-véertice
a menos. Podemos entao escolher um novo vértice extreplc@ranovamente a mesma ideia.
Cada vez que um vértice extremo é recolorido, uma dasedaiss cor perde exatamente um
b-vértice. Portanto, apd6s um nimero finito de passos, weadres deve perder todos 0s seus
b-vértices, o que nos leva ao caso 1.

Podemos entao reduzir qualqueecoloragao de tamanHoa umab-coloracao de tamanho
k—1, para todk, 4 < k < b(G). Temos, para um cact@ quex(G) =2 oux(G) = 3. Logo,
para qualquer valoy (G) < k < b(G), existe uma-coloracao conk cores do cactos. O
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6 Asb-coloragdes de grafosn-estritos

6.1 Grafosm-estritos

Neste capitulo sao examinadadasoloracdes dos seguintes grafos:

Definicao 6.1(Grafo m-estrito). Dizemos que um graf@ &€ m-estritose ele possui exatamente
m(G) vértices densos, cada um de grau exatamaf®@ — 1.

E natural questionar se B-CROMICO e B-COLORAGAO, os problemas definidos no
Capitulo 4, sao polinomiais quando restritos a grafesstritos. A resposta negativa & dada por
meio do seguinte resultado:

Teorema 6.2.Seja G um grafo m-estrito bipartite conex®um problema NP-completo decidir
sexb(G) = m(G).

Demonstrago. O grafoH apresentado na demonstracao do Teorema 4.2 & bipaditexo e
m-estrito. Além disso, a reducao é realizada sobre olenad de decidir sgp(H) =m(H). O

A complexidade do problema no caso em que os grafos possugrau fixo € tratada a
sequir:

Teorema 6.3. Seja k um inteiro fixo e G um grafo m-estrito tal quéGn< k. Neste caso,
decidir sexp(G) = m(G) pode ser feito em tempo polinomial.

Demonstrago. SejaV’ ={veV(G) | vé um vértice denso em ou & adjacente a um vértice denso
emG}. Observe que, como um vértice densdigossui exatamenta(G) — 1 vizinhos,|V'| <
k(k—1). Além disso, uma vez que existem exatamente m(G) vértices densos no grafo,
qualquer-coloragdo dé&s comm(G) cores, restrita aos vértices &M, & umab-coloracao de
G[V’] comm(G) cores. Por outro lado, untacoloragdo deé5V'] comm(G) cores pode ser
facilmente estendida aos vértices ¥/, uma vez que 0os mesmos possuem grau inferior a
m(G) — 1. Assim, decidir se,(G) = m(G) equivale a decidir s@,(G[V’']) = m(G). Como
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m(G) <k, a Gltima questao pode ser respondida em tempo polinppuil existem no maximo
mV'l < kV'I < Kk(k=1) atribuicBes possiveis dentreragG) cores para os vértices e&iV’]) e o
resultado segue. O

No restante deste capitulo sao introduzidas as nogie$etho e deb-fecho parcial de um
grafom-estrito. Alem disso, a no¢ao de arvore pivoteada @gedizada por meio da definicao
de grafom-estrito pivoteado. Por sua vez, essa definicao & uldizaara caracterizar uma
classe de grafos que satisfazgpiG) < m(G). Usamos d-fecho (e ob-fecho parcial) para
elaborar algoritmos polinomiais para o problema de des#i,(G) = m(G), ondeG pertence
a determinadas subclasses dos grafastritos.

6.2 Ob-fecho

A idéia por tras da nocao defecho consiste em relacionar, dado um grafestrito, o seu
namerob-cromatico com o niumero cromatico de $efecho. Ob-fecho de um grafon-estrito
é definido a seguir:

Definicao 6.4 (b-fecho de um grafom-estrito). SejaG um grafom-estrito. Ob-fecho de
G, denotadoG*, é o grafo com conjunto de vértic®§G*) = V(G), e conjunto de arestas
E(G*) = E(G) U {uv| u ev sao vértices densos e@} U {uv| u e v sao vértices com um
vizinho denso comum el@}.

O numerob-cromatico de um grafon-estritoG esta relacionado comq(G*) da seguinte

forma:

Lema 6.5. Se Gé um grafo m-estrito, eéid xp(G) = m(G) se e somente 5gG*) = m(G).

Demonstrago. Suponha qué& sejam-estrito, conxp(G) = m=m(G). Sejac umab-coloragao
de G comm cores. Visto quan < w(G*) < x(G*), temos que mostrar apenas qué uma
coloragao propria d&* para concluir que((G*) = m(G). Considere uma arests € E(G*).
Seuv e E(G), uma vez que & uma colora¢ao propria de, temosc(u) # c(v). Suponha,
portanto, quaiv ¢ E(G). Seu e v sdao ambos densos €8) como existem apenas vértices
densos, temos quéu) # c(v). Seuouv é nao-denso, a Defini¢cao 6.4 implica quev possuem
um vizinho denso em comum, digamdsem G. Como todo vértice denso d& possui grau
m—1 ec & umab-coloracaop e v devem possuir cores distintas enlLogo,c & uma coloracao
propria deG*, e portantgy(G*) = m.
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Por outro lado, seje uma coloragao propria d& commcores. Nesse caso, co¢G) C
E(G*), ¢ & também uma coloracao propria@e Resta apenas demonstrar que cada classe de
cor dec’ emG possui unb-vértice. Como os vertices densos@€ormam uma clique ers*,
eles devem receber cores distintas@nilém disso, para um vértice dendale G, temos que
Ng(d) & uma clique enG*. Consequentementeé umb-vértice. Assimxp(G) = m. O

Comow(G*) > m(G) implica quex (G*) > m(G), temos:

Corolario 6.6. Se Gé um grafo m-estrito &,(G) = m(G), en&o w(G*) = x(G*) = m(G).

Figura 6.1: Dois grafos com, < me 0s seus respectivbsfechos

Na Figura 6.3 sao ilustrados dois grafos e os seus respgbtiiechos. Nesta figura, as
arestas escuras sao as arestas adicionadas entresvéeitsms e as tracejadas as que sao adi-
cionadas na vizinhanca de cada vértice denso. As denegtaarpertencem ao grafo original.
Note que os grafos do exemplo satisfazgyiG) < m(G), e ambos possuem cliques de tama-
nho superior an(G) nos seus respectivissfechos (os vértices destas cliques sao indicados na
figura por um retangulo), implicando extG*) > m(G).
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Figura 6.2:G & cordal, nao-pivoteado, e satisfgg G) < m(G) e x(G*) > w(G*) = m(G)

No Capitulo 4, mostramos que o conceito de arvore pivetéflindamental para deter-
minarmos o0 nUmerb-cromatico das arvores. No que segue, vamos generatigaradnceito,
com o intuito de caracterizar uma familia de grafesstritos satisfazendg,(G) < m(G):

Definicao 6.7 (Grafo m-estrito pivoteadg. SejaG um grafom-estrito. Dizemos qué& é
pivoteado se existe um conjunitbC V(G) de vértices nao-densd$y| = k, e um conjunto de
vértices densoB C V(G), |D| = m—k+ 1, que satisfazem:

e Para qualquer par,ve N, u é adjacente &, ou existe um vértice densoque € adjacente
aueav; e

e Para qualquer pare N, d € D, u & adjacente d ouu e d sao ambos adjacentes a um
vértice densav (observe quev pode nao pertencer).
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Mostramos agora como a no¢ao de grafo pivoteado est@chieate ligada a existéncia de
cligues grandes, ou seja, de cardinalidade superiorgrau, nob-fecho de grafos:

Teorema 6.8.Se G& um grafo m-estrito, edb Gé um grafo pivoteado se e somentes&*) >
m(G).

Demonstrago. Primeiro, suponha qué & um grafo pivoteado, e sejalhe D 0os conjuntos
apresentados na Definicao 6.7. Mostramos que os véetiiedk D formam uma clique erg*.
Sejamu,ve NUD. Seu,v € D, pela Defini¢ao 6.4 temos que € E(G*). Seue N,ve NUD,

a Definicao 6.7 implica que aw € E(G), ou existe um vértice denso que é adjacente a ambos.
Segue, da Definicao 6.4, que em ambos casas E(G*). Assim, o conjuntdNUD & uma
clique de cardinalidaden+1 emG* .

Por outro lado, suponha que(G*) > m. SejaSC V(G*) uma cliqgue de tamanhm+ 1
emG*. SejaN ={v e S|v é nao-denso er@} eD ={ve S|vé densds}. Mostramos agora
que os conjuntosl e D satisfazem a Definicao 6.7. Considere um pare S. Seu,v e D
nao ha nada a demonstrar, pois a Definicao 6.7 nao imgsbecdes entre os vértices De Se
ue N,ve DUN, temos queaiv e E(G) ouud,vd € E(G), para algum vértice densbe V(G).
Logo, os conjuntodl e D satisfazem a Definicao 6.7. O

Corolario 6.9. Se Gé um grafo m-estrito pivoteado, &aty,(G) < m(G).

Demonstrago. ComoG é pivoteado, o Teorema 6.8 determina qu&*) > m(G), e portanto
X(G*) > m(G). Finalmente, o Lema 6.5 garante gugG) < m(G). O

Logo, para um grafo pivoteadd temosx,(G) < m(G). Intuitivamente, espera-se que
existam grafos que satisfacgniG*) > m(G), mas naaw(G*) > m(G). O grafoG da Figura
6.2 ém-estrito, cordal e ndo-pivoteado, porém satigfgc) < m(G). Em contraste com o que
acontece com os grafos pivoteados, onde uma clique de tamsaphkrior an(G) & formada no
b-fecho dos mesmos,lefecho do grafo da Figura 6.2 possui tamanho de clique 7, oragém
um buraco impar (formado pelos cinco vértices ndo-dedsocomponente maior d&), que
acarreta eny(G*) > 7.

6.3 Algoritmos polinomiais para classes espéas de grafos

Relacionar o nimert-cromatico de um graf@ com o niumero cromatico dé* pode
ser inttil, uma vez que determinar este Ultimo parametuon problema NP-dificil. De fato,
mesmo quando o nUmero cromatico @gode ser determinado em tempo polinomial, este
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pode nao ser o caso pdea. Por exemplo, d-fecho de um grafo perfeito nao necessariamente
é perfeito. Esse & o caso do grafo na Figura 6.2. Uma mameiridva de contornar esse
problema consiste em acrescentar o nUmero minimo pskE\arestas dwfecho de um grafo.
Com esta motivacao, definimoseecho parcial como segue:

Definicao 6.10(b-fecho parcial de um grafom-estrito). SejaG um grafom-estrito. Ob-fecho
parcial deG, que denotamadSy , & o grafo com vérticeg(G*) =V (G) e aresta& (G*) = E(G)
U {uv| uevsao vértices com um vizinho denso comum@®in

Figura 6.3: Dois grafos corg, < me 0s seus respectivbsfechos parciais

De maneira similar a que ocorre no casoldfecho, ob-fecho parcial de um graf®
também esta relacionado a existéncia de determinadasacdes ents},, o que & mostrado a
seqguir:

Lema 6.11. Seja G um grafo m-estrito. B x,(G) = m(G) se e somente se agrolora@o
de x(Gp) onde cada &rtice denso em G recebe uma dentre g&hprcores distintas pode ser
estendida ao restante do grafo.

Demonstrago. O Lema 6.5 afirma que, para um grafeestrito G, x,(G) = m(G) se e so-
mente sex(G*) = m(G). Nosso resultado segue trivialmente, observando-sexjuemite
umam(G)-coloracdo propria se e somente se 0s veértices queesiEns des sao coloridos
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com m(G) cores distintas, pois os mesmos formam uma cliqueznfpela definicao dé-
fecho). O

No restante deste capitulo apresentamos um método geeatipcidir, dado um grafio-
estritoG, sexp(G) < m(G). Obviamente, uma vez que este & um problema NP-completsono
método s6 pode ser aplicado a subclasses dos graésdritos. Consideraremos nas proximas
secoes arvores, complementos de grafos bipartites@sgiaesparsos como ilustracdes para o
nosso método. Os resultados que apresentamos sao aospara arvores (Como mostramos
no Capitulo 4) e para grafé%-esparsos (veja [3]). Entretanto, para os complementosafiesy
bipartites 0 mesmo nao era conhecido (uma caracteonzpgéa os complementos de grafos
bipartites comy,(G) = k, dada em [35], ndo leva a um algoritmo polinomial para o |emia
em questao).

6.3.1 Arvores
Lema 6.12.Se Té umaarvore m-estrita, erto Tg € cordal.

Demonstrago. Por contradi¢ao, suponha g possui um ciclo induzido de tamankgk > 3.
SejaC ={v1,Vy, ..., W} este ciclo (0nde;V; 1 meq K SA0 as arestas do mesmo). Afirmamos que,
para cada pavi, Viiimod g » €XiSte um caminho enfi que conecta; a Vi, ymod y- COMO
ViVit1(mod k € E(Tp), temos queVi 1mod ¥ € E(T), € a afirmacao é satisfeita, ou existe um
vertice densdal € V(T) tal quevidi, diVi . 1imod ¥ € E(T), € nesse caso nossa afirmacao também
é satisfeita. Observe que, uma vez Queo possui cordasg; ndo pode ser adjacente a nenhum
outro vértice deC além devi e Vi 1(modK - E facil ver, a partir dessas observacdes, que existem
dois caminhos distintos entwe e v, emT, contradizendo o fato de qdeé uma arvore. [

Teorema 6.13.Se Té umaarvore m-estrita, podemos decidir em tempo polinomighgé ) =
m(T).

Demonstrago. SejaSo conjunto dos vertices densos Bee T; o seub-fecho parcial. Pelo
Lema 6.11, para decidir 9&(T) = m(T) & suficiente colorir os vértices eédtomm(T;) cores
distintas e verificar se esta coloracao parcial pode senésla ao restante do grafo. O grafo
T, € cordal, de acordo com o Lema 6.12, e portanto podemosceersie a coloragao pode ser

estendida em tempo polinomial [11]. O
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6.3.2 Complementos de grafos bipartites

Lema 6.14. Se Gé um grafo m-estrito e complemento de um grafo bipartit&edt tambem
€ o complemento de um grafo bipartite.

Demonstrago. SejaV(G) = XUY, ondeX e Y sao cliques enG. ComoV(Gp) =V(G), e
uma vez qué(G) C E(Gyp), os conjuntoxX eY também sao cliques e, e portantdsy, € o
complemento de um grafo bipartite. O

Teorema 6.15.Seja G= (V,E) um grafo m-estrito e complemento de um grafo bipartitedgnt
existe um algoritmo polinomial para decidir gg(G) = m(G).

Demonstrago. SejaG um grafom-estrito e complemento de um grafo bipartite, e &j@ seu
b-fecho. Pelo Lema 6.5¢,(G) = m(G) se e somente sg(G*) = m(G). O Lema 6.14 assegura
queG* & o complemento de um grafo bipartite, e portanto perfeito grafoG’ € perfeitose
X(H) = w(H), para todo subgrafo induzidé de G’), podemos determinar o valor qgG*)
em tempo polinomial [21]. O

6.3.3 GrafosPs-esparsos
Lema 6.16. Se Gé um grafo m-estritoPesparso, edto G, &€ P-esparso.

Demonstrago. SejaG um grafom-estritoPs-esparso, e suponha, por contradicao, Gy@ao
e Py-esparso. Entao existe pelo menos Bmnduzido emG, que nao existe er®, uma vez
queG é Py-esparso. SejR ={v1,V2,V3,V4}, ondeviva, VoV, Vavy € E(G]g), um talPy emGp,.

Mostraremos que, se iSso ocorre, existe um conjunto detisegique induz doiBy’s distintos
emG. Para tanto, consideramos 0s seguintes casos:

Caso 1l:vivp € E(G), vav3 € E(G) e vavs ¢ E(G). Podemos concluir ques e v4 sao
ambos adjacentes a um vértice demse V(G). Note queviw ¢ E(G) (resp. vow ¢ E(G)),
caso contrario teriamos a arestiy E(G‘g) (resp.vovy € E(G’lg)), eP nao poderia ser uii,
induzido emGy,. Portanto{vy, V2,3, W, V4} induz umPs em G, uma contradicao.

Caso 2:v1vo € E(G), wov3 ¢ E(G) evavs € E(G). Entaovs e vz sdo ambos adjacentes a
um vértice densav € V(G) (pela definicao dé-fecho). Note quenw,vaw ¢ E(G), pois isto
implicaria quevivs € E(Gp) (resp. vovs € E(Gp)), pela definiciao dé-fecho parcial. Dessa

maneirayi, Vo, W, V3, V4 induz umPs emG, e temos a contradicao desejada.
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Caso 3:vivo ¢ E(G), vov3 € E(G) evavg ¢ E(G). Comovyvs ¢ E(G), entdovs e v, Sao
ambos adjacentes a um vértice demgoc V(G). Além disso,wyv3 ¢ E(G) (resp. wiva ¢
E(G)), pois isto significaria queivs € E(Gy) (resp.vava € E(Gp)), € P ndo seria uni, em
Gp. Por um argumento semelhante, temoswauev, sao ambos adjacentes a um vértice denso
W, € V(G) (observe quewn; e wp sdo distintos, pois do contrario, teriamos a aresta €
E(Gp)). Casowiw, ¢ E(G), {v1, W1, V2,V3,W,} € umPs emG. Casow,w; € E(G), 0 conjunto
{v1,W1, V2, W2, Va} possui doify’s. Dessa forma, em ambos casos obtemos uma contradigao.

Caso 4:v1vr ¢ E(G), wovz ¢ E(G) e vavy € E(G). Como nos casos anteriores, existem
vértices densos, Wp € V (G) tais queviwy, Vowg, VoWa, VaWp € E(G), eViWo, VaWa, VaWyq , VaWg
¢ E(G). Sewiwp € E(G), {v1,W1,Wz,V3,Va} induz umP; emG. Do contrario, sevyw, ¢ E(G),

o conjunto{vy, Wy, V2, Wo, v3} induz umPs; emG. Em ambos casos, temos uma contradi¢ao.

Caso 5:v1v2 ¢ E(G), vovz ¢ E(G) e vavs ¢ E(G). Novamente, por argumentos simila-
res aos que utilizamos nos casos anteriores, existente®rtiensosvy,ws, w3 € V(G) tais
que V1W1, VoWy, VoWo, VaWo, VaW3, VaW3 € E(G), € VaWi,VaW1,ViWo, VaWo, ViW3, VoW ¢ E(G).
Sewyws € E(G), o conjunto{vy,wi,Ws,V3,Va} induz doisPys’'s em G. Sewyws ¢ E(G) e
WiWo, WoWs3 € E(G), entdo o conjuntévy, Wi, Wo, W3, Vs } induz doisPy’'s emG. Sew;ws, Wiwo
¢ E(G) ewows € E(G), 0 conjunto{v, w1, Vo, Wo, W3} induz doisPy’s emG. Sew;ws, WiWo,
Wows ¢ E(G), 0 conjunto{vy, Wy, Vo, W, v3} induz doisPy’s emG. Finalmente, seiws, Wy, ¢
E(G) ewows € E(G), 0 conjunto{vy, Wy, Vo, Wo, W3} induz doisP,’s emG. Em todos os casos,
obtemos uma contradicao. O

Teorema 6.17.Se Gé& um grafo m-estrito Pesparso, erdo, existe algoritmo polinomial para
decidir sexp(G) = m(G).

Demonstrago. SejaSo conjunto dos vértices densos Gee G, o seub-fecho parcial. Pelo
Lema 6.11, para decidir 9g(G) = m(G) & suficiente colorir os vértices eBtomm(G) cores
distintas e verificar se esta coloracao parcial pode senésla ao restante do grafo. O grafo
Gy, éPs-esparso, de acordo com o Lema 6.16, e portanto podemosaesé a coloracao pode
ser estendida em tempo polinomial [28]. O
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7 O numerob-cromatico do produto
lexicografico de grafos

7.1 O produto lexicografico

De maneira geral, o produto de dois grafos, diga@asH, € o grafo cujo conjunto de
vértices &/(G) x V(H) e cujas arestas sao determinadas em fun¢c@&(@¢ e E(H). Dentre
0s produtos mais conhecidos pode-se citpramluto cartesianpo produto diretoe o produto
lexicograficode grafos. ColoragOes de grafos obtidos por meio destekifms tém sido am-
plamente estudadas e o leitor interessado pode consuliar [3

Em [34] asb-coloragOes de grafos obtidos por meio do produto camessao examinadas.
Apresentamos neste capitulo os resultados que obtivecensaado numerd-cromatico do
produto lexicografico de grafos.

O produto lexicografico & definido como segue:

Definicao 7.1(Produto lexicografico). O produto lexicograficds[H| dos grafosG eH & o
grafo com vértice¥ (G[H]) =V(G) xV(H) e aresta& (G[H]) ={((a,x), (b,y)) | abe E(G),
oua=bexye E(H)}.

Alguns exemplos sao apresentados na Figura 7.1. Nessa figde-se observar que 0s
grafosG[H] e H[G] podem ser distintos e que portanto o produto lexicografcoacomutativo.

SejamG e H grafos, e considere o produ@&H]|. Sev € V(G), o conjuntoX(v) ={u €
V(G[H]) | u= (v,w) ew € H} & oconjunto dos &rtices com origem em enquantoXN(v) =
Uweng(v) X (W) & oconjunto dos &rtices com origem em um vizinho def facil de ver que,
parau,v € V(G), temosX(u) N X(v) = 0. Alem dissoV (G[H]) = Uyeg X (V).

Denotamos poG[H](v) o subgrafo deG[H] induzido pelos vértices e¥(v). Pode-se
verificar, pela Definicao 7.1, que[H|(v) & isomorfo aH e portanto pode-se referirG{H](v)
como acopia de H com origem em v
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G H G[H]

L | U

Figura 7.1: O produto lexicografico de alguns grafos

No restante deste capitulo nos concentramos em deterowador dex,(G[H]) em fungao
dos valoresxy(G) e xp(H). Tendo esse objetivo em vista, mostramos no lema a seguiv com
b-coloragcdes d&[H| podem ser obtidas a partir Becoloracdes existentes e H:

Lema 7.2. Sejam G e H grafos. Se G e H admitem b-coléeszcom p e q cores, respectiva-
mente, eréto GH| admite uma b-color&dp com p q cores.

Demonstrago. Sejacg umab-coloragao dé& cujas cores safl, 2,...,q}. Além disso, sej&;,
para 1<i < g, um conjunto de cores com cardinalidgaleConsidere que esses conjuntos de
cores sao escolhidos de maneira QueiCy = 0, paraj # k. No que segue, & apresentada uma
b-coloragao dé5[H] que utiliza agp- q cores emJ;j<4Ci.

Dado um vérticer € V(G), G[H](v) & isomorfo aH e portanto existe umia-coloracao de
G[H](v) com p cores. Reproduza essa coloracao@id](v), utilizando as cores do conjunto
Ci, ondei = cg(v). Denote porcg ) a coloragao d&[H| obtida procedendo dessa forma com
cada vértice d¥ (G).

Afirmamos quecgy) € propria. Do contrario, suponha quev), (U',V) € V(G[H]) sao

vértices adjacentes com cores idénticasog;. Seu = U, entao(u,v), (U,V') € V(G[H](u)),
e ab-coloragao deH assegura quéu,v) e (U,V) recebem cores distintas. Logo# U. Se
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Ca(u) # Co(U), entdoCe, ) NCeywy = 0, € as cores deu,v) e (U,V) sao necessariamente
distintas entgy). Logo,cg(u) = cs(U') e uma vez queg é propriaud ¢ E(G). Nesse caso,
a Definicao 7.1 implica quéu,v) e (U,V) sdo adjacentes e@[H| se e somente se= U e
W € E(H), uma contradigao com o fato de que* u'. Logo, cg) € propria.

Mostramos agora qugs € umab-coloracao dé&s[H]. Para tanto € suficiente mostrar que
toda cor entgy) possui unmb-vértice. Considere a coe suponha, sem perda de generalidade,
quei € Cx e queu é ob-vertice de cok emcg. Pela maneira como definimegy, o grafo
G[H](u) foi colorido de maneira que existe um vértiggv) € G[H|(v) que éb-vértice de
cori com relacao as cores e@y. Afirmamos que(u,v) possui um vizinho de cok’, para
1<K #i<p-g. Suponha, sem perda de generalidade, lqueC;. Set =k, ja haviamos
comentado quéu,Vv) & b-vértice com relagao as cores €p e a afirmacao é satisfeita. Resta
considerar o casb# k. Comou & b-vértice emcg, 0 mesmo possui um vizinho, digamos
u € V(G), tal quecg(Uu) =t. Pela Definicao 7.1(u,v) & adjacente a todos os vértices em
G[H](U). Portanto, uma vez que todas as coresCGermparecem en®[H](U) ek € G, (u,v)
possui um vizinho colorido com a ckrem CgjH] € a afirmacao é satisfeita. Consequentemente,
toda classe de cor dgyy; possui unb-vertice, e o lema esta demonstrado. O

Como consequéncia do Lema 7.2, temos:

Corolario 7.3. Sejam G e H grafos. E&b x,(G[H]) > xb(G) - xp(H).

Uma vez quey,(Kk) = k, temos também:

Corolério 7.4. Seja G um grafo. EAD x,(G[Kk]) > k- xb(G).

7.2 O produto G[K]

De agora em diante restringimos nosso estudo ao pr@sligd. Iniciamos por determinar
o valorm(G[Ky]):

Lema 7.5. Para todo grafo G, niG[Ky]) = k- m(G).

Demonstrago. Suponha, por absurdo, quégG[Ky]) > k-m(G). Considere um vértice denso
(u,v) € V(G[Ky]). Pela Definicao 7.1 temos qdgy;((u,V)) = k- dg(u) +k— 1. Alem disso,
como supomos que(G[Ky]) > k- m(G), é valida a desigualdade dg(u) + k—1 > k- m(G).
Dividindo pork em ambos lados da desigualdade, obtemosigue) > m(G) — 1+ % Uma
vez que o grau de um vértice &€ um nimero inteiro, pode-selgio quedg(u) > m(G). Dessa
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forma, todo vértice denso e@[H| é originado por um vértice de grau superior ou igual &)
emG. Como supomos que existem maiskden(G) vértices densos e@[H|, e uma vez que
um vérticeu € G origina exatamentX(u)| = k vértices enG[H], existem mais dJ—fim((kB¢ >
m(G) vértices distintos en® que originam algum vértice denso &fH|. Consequentemente,
existem mais den(G) vértices com grau superior ou iguafr@G) emG, um absurdo. O

Finalmente, pode-se determinar o valor do prodsit€| no caso em qug,(G) = m(G):

Teorema 7.6.Seja G um grafo tal qug,(G) = m(G). Ento xp(G[Ky]) = k- m(G).

Demonstrago. E uma consequéncia direta do Corolario 7.3 e do Lema 7.5. O

7.2.1 Arvores

Nesta sec¢ao, o produfblKy], ondeT & uma arvore, & examinado. No Capitulo 4 foi
mostrado que uma arvore nao-pivoteddaatisfazy,(T) = m(T). Portanto, nesse caso, 0
Teorema 7.6 afirma qug,(T [Kk]) = k-m(T). Resta determinar o que acontece quando a arvore
em questao é pivoteada. Necessitamos da seguinte defimigtes de prosseguirmos:

Definicao 7.7 (vértice obstruido). SejaT uma arvore pivoteada. Um vértice denso €né
obstruido se & adjacente ao pivd e a algum vértice demn$o d

No que segue, para uma arvore pivotedddeterminamos o valoy,(T[Ky]) em funcéo do
parametran(T) e da quantidade de vértices obstruidos existente§.eRara tanto, primeira-

mente mostramos o seguinte limite superior:

Lema 7.8. Seja T umaarvore pivoteada com qévtices obstridos. Endio xp(T[Ky]) < k-
m(T) — K].

Demonstrago. SejaT uma arvore pivoteada cujo pivo € o vérticeSuponha, por contradicao,
quec & umab-coloragao dé [Ky| com| cores,| > k-m(T) — ('é}. Nesse caso pode-se supor,
sem perda de generalidade, g (v)) ={1,2,...,k}. Comoc & uma coloracao propria, se
u & um vértice denso el adjacente a, c(X(u)) Nc(X(v)) = 0. Logo, qualqueb-vértice
de c colorido com uma das cores no conjur{X(v)) é originado por um vértice que nao &
vizinho dev, e que consequentemente & vizinho de um vértice obetdgil. Existem apenag
vértices obstruidos e, e consequentemente existe pelo menos um vértice abstdigamos

d € T, com mais de('é} cores no conjuntd1,2,....k} que aparecem em(XN(d)). Porém
nesse caso existem mais (c@ cores repetidas es{XN(d)). Consequentemente, nenhum dos
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k véertices emX(d) & b-vértice, afinal os mesmos possuem gkaun(T) — 1. Logo, restam
apenak-m(T) — k véertices densos que podem berértices ent. Entretanto ja foi observado,
na demonstracdo do Teorema 4.5, que toda arvore piaisaskui pelo menos dois veértices
obstruidos, e portanig> 2. Consequentemente,m(T) —k <1 =k-m(T) — ('6‘1, e portanto

C nao & umd-coloracao. O

Finalmente determinamos o valgg(T [Ky]), quandol & uma arvore pivoteada:

Teorema 7.9.Seja T umaarvore pivoteada com qévtices obstridos. En&o x,(T[Ky]) =
k-m(T)—[£].

Demonstrago. O Lema 7.8 afirma qug,(T[Ky]) < km(T) — ('a‘] Resta demonstrar qUeKy]

admite umab-coloracéo conk-m(T) — ('a‘} cores.

Seja{dy,dy,...,dq} 0 conjunto dos veértices obstruidos @e e seja{wy, wo,...,Wg} um
conjunto de vértices tais qug & um vizinho denso dd;, 1 <i < g. Observe que sd; &
adjacente a mais de um vértice denso, o véricé escolhido arbitrariamente. Mostramos
agora como construir umacoloracaac de T[Ky] comk-m(T) — ['6‘1 cores.

Sejav o pivd deT. Atribua cores arbitrariamente aos vértices ¥(w), de tal forma que
c(X(v)) ={1,2,....k}. SejaS,,S,...,§ uma particao das cores er(X(v)), onde|S;| = ('é},
S| < ('aﬂ , para 2<i < q. Associe cores arbitrariamentés vértices enX(w; ), de maneira que
S Cc(X(w)), paracada ¥ i <g. Umavez quev, 1 <i < g, ndo é adjacente\a nenhum par
de vértices adjacentes coloridos possui cores idéntisbua cores aos veértices ex(d;) e
X(dz), de modo quék+1,k+2,....k+ ('é} tCc(X(dy)) e{k+1,k+2,....k+ ['6‘1 HC c(X(dp)).
O vérticed; nao € adjacente @, pois do contrarialy, d> e v formam um ciclo enT. Assim,
a pré-coloracao é propria. Rest&arm(T) —k—2- ['é} vértices densos descoloridos e pode-se
colorir os mesmos com cores distintas no conjufite- ['é},k-i— f'é} +1,...k-m(T)— ('é}}.
E facil de ver que, de acordo com a pré-coloracao deserénhum vértice denso possui mais
do que('é} cores repetidas em sua vizinhanca. I1sso ocorre porquaunerbrtice denso é

adjacente a dois vertices gfwy,Wo, ...,Wq} € nem a ambos vértices e dy.

Agora estendemos a pré-coloracao obtida no paragnaéoiar de maneira que todo vértice
denso sejd-vértice. Para tanto, consideramos cada vértice densaigaa nao &-vértice e
colorimos sua vizinhanga de maneira apropriada, para orgaseno se tornb-vértice. Além
disso, desejamos assegurar que seja mantida a proprieglgde denhum vértice denso possui
mais de('é} vizinhos com cores repetidas. Sdjam vértice denso que nadoérsértice em nossa
pré-coloracao, e considere os conjurfies{u € N(d) | u ndo esta coloridp Q ={ve N(d) | v
esta coloridg e R={k € C | k # c(d) e a cork nado & cor de nenhum vizinho dg. Uma
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vez qued é denso/N(d)| > k-m(T) —1 e como nenhum vértice denso possui maisrgi]e
cores repetidas em sua vizinhanga, temos|@lie- |P| > k-m(T) — [£] e |R| < k-m(T) — [£].
Pode-se atribuir cada cor éfRa exatamente um vizinho dk escolhido de maneira arbitraria.
Resta assegurar que procedendo desta forma obtemos umeg@olque ainda & propria. Até o
momento 0s Unicos vertices que estao coloridos sao@&guorigem em um vértice denso, ou
em algum vizinho de um vértice denso. Como nenhum par deeggéradjacentes e nao densos
podem ser ambos adjacentes a um vértice denso, nossacéolgrarcial permanece propria.
Além disso, os vizinhos de qualquer vértice denso diterded nao sao afetados. Repetindo o
mesmo procedimento para 0s outros vértices densos, obigmeo € umab-coloracao parcial

de T [Ky].

Note que alguns vértices nao-densos podem permaneasialddos. Mas esses vértices
possuem grau no maximoem—k— 1, pois eles possuem grau no maxime-2 emT. Assim,
podemos associar aos mesmos alguma cor que nao aparegaewizshancas. 0J

7.2.2 Grafosm-estritos

Nesta se¢ao o produpa(G[Kk]) & analisado, ond& & um grafom-estrito. Novamente, é
suficiente considerar os grafos co@(G) < m(G), uma vez que o Teorema 7.6 determina que
Xb(G[Ky]) = k-m(G), quandox,(G) = m(G).

Lema 7.10. Se Gé um grafo m-estrito, eddb GKy| &€ m-estrito.

Demonstrago. Deve-se mostrar quB[Ky] possuim(G[Ky]) vértices densos e que 0S mesmos
possuem gram(G[Ky]) — 1. Pelo Lema 7.5, temos que(G[Ky]) = k- m(G). Além disso,
se(u,v) & um vértice denso eB[Ky], dgjnj((U,V)) = Kk-dg(u) +k—1>k-m(G) — 1, o que
implica queu & denso. Uma vez qué & mrestrito,dg; ((u,v)) = k- m(G) — 1. Para ver que
nao existem mais do que m(G) vértices densos ef3[H] basta observar que, pela Defini¢ao
7.1, um vértice denso d& origina exatok vértices densos e@[K]. O

Assim, seG é mrestrito, o grafoG[K| & tambénm-estrito e consequentementd-decho
deGIKy], G[Kk]*, esta bem definido. Pode-se mostrar que:

Lema 7.11. Seja G um grafo m-estrito. B GKy]* & isomorfo a G[Ky].

Demonstrago. Primeiro deve-se mostrar qyé G[Ky|*) =V (G*[K]). A Defini¢ao 6.4 afirma
queV (G[Ky]*) = V(G[K]) e portanto, pela Definicao 7.Y,(G[K]*) =V (G) x V(K). Por
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outro lado, as Defini¢des 6.4 e 7.1 implicam YU&* [Ky]) =V (G*) x V (Kx) =V (G) x V (Ky).
Logo,V (G[Ky]*) =V (G*[Ky]).

Resta mostrar qUE(GIKy|*) = E(G*[Ky]). Para tanto, & suficiente mostrar gya,v),
(U,V)) € E(G*[Ky]) se e somente séu,v), (U,V)) € E(G[Ki]*). Por conveniéncia, assuma
quee = ((u,v), (U,V)). E facil ver queE(G[Ky]) C E(G*[Ki]) e E(G[Ky]) C E(G[K]*). Logo,
seec E(G[Ky]), temos trivialmente quec E(G*[Ky]) ee € E(G[Kk]*). Assim, podemos supor
quee ¢ E(G[K]). Alem disso, pode-se supor que# U, pois do contrario tém-se necessaria-
mente ques € E(G[K]).

Suponha que € E(G*[Ky]). Comoe ¢ E(G[K]), pode-se concluir quau ¢ E(G) euu €
E(G*). De acordo com a Defini¢ao 6.4, se isso ocorre significa quesa/ sdo ambos densos,
ou sao ambos adjacentes a um vértice densGef@asou e U sejam densos ef@, é facil de
observar quéu,v) e (U,V) sao densos eB[Ky|. Consequentemente, a Definigdo 6.4 implica
quee € E(G[Ky]*), como queriamos demonstrar. De modo similay &) sédo adjacentes a
um veértice densav € V(G), a Definigao 7.1 implica queu,v) e (U,V) sdo adjacentes a todos
os veértices enX(w) no grafoG[Ky]. Uma vez queX(w) & um conjunto de vértices densos em
G[Ky], a Defini¢cao 6.4 implica que< E(G[Ky]*), como desejado.

Suponha agora ques E(G[Kg]*). Nesse caso, com®¢ E(G[K]), a Definicdo 6.4 implica
que ou(u,v) e (U,V) sao ambos densos, ou ambos adjacentes a um vértice dei@&&gnSe
(u,v) e (U,V) sao ambos densos eBjKy], a Defini¢ao 7.1 implica que e U sdo densos em
G. Consequentemente a Definicao 6.4 asseguraidue E(G*). Finalmente, a Defini¢ao 7.1
implica que(u,v) e (U,V) sao adjacentes e®*[Ky|. Resta considerar o caso em quev) e
(U,V) sdo adjacentes a um vertice denso, digamps, emG|[Ky]. Nesse caso, coma,y) &
denso enG[Ky], o vérticex & necessariamente denso &mpela Definicdo 7.1. Uma vez que
u# U, a Definicdo 7.1 implica qua e U sdo ambos adjacentesxano grafoG. Logo, pela
Definicao 6.4uu € E(G*). Finalmente, a Definicdo 7.1 assegura qaekE (G*[K]).

Pode-se entao demonstrar:

Teorema 7.12.Seja G um grafo m-estrito pivoteado. Batx,(G[Ky]) < k-m(G).

Demonstrago. Uma vez qués é pivoteado, o Teorema 6.8 implica quwéG*) > m(G). Conse-
quentemente, & facil de ver qugG* [Ky]) > k-m(G) e portantgy (G*[Ky]) > k-m(G). Suponha,
por contradicao, qug,(G[Ky]) = k- m. Nesse caso, o Lema 6.5 afirma que&[Ky]*) = k-m.
Finalmente, pelo Lema 7.11, temos qBfKy|* = G*[Ki] e portantox (G[Kk]*) = x(G*[Kk]),
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uma contradigao.

7.3 Considera@es acerca do produto lexicogafico

Os resultados nas sec¢des anteriores podem sugerir guaeéra geral, se um grafo satis-
faz xp(G) < m(G) entdo é valida a desigualdagg G[Ky]) < k-m(G). Veremos agora que isso
nao € verdade para todo grafo.

O grafo de Petersen, que iremos denotarf@& o grafo com conjunto de vérticésP) =
{Uo, Uz, ..., Ug, Vo, V1, ..., Va} € conjunto de arest& P) ={UiU; 1 1(mods), UiVi, ViVi+2(mods) | 0 <1 <
4}. Pode-se verificar que o grafo de Petersen & cubico, ppésugro cromatico 3 e satisfaz
Xb(P) =3 <m(P) = 4. Alem disso, pode-se mostrar que:

Teorema 7.13(Linhares Sales, Maffray [41])Seja P o grafo de Petersen e=k1 um inteiro.
Entio mP[Ky]) = 4k e:

4K, se ké par
Xb(P[Ky]) = {

4k—1, sekéimpar

Como visto na Secao 7.2.1, o produtg( T [Ky]) depende fortemente de propriedades es-
truturais da arvore em questao. No caso do grafo de Peiexgmaridade do valde é o Unico
fator determinante dgy,(P[Ky]).

E natural questionar que caracteristicas do grafo de Seetefeterminam este comporta-
mento singular com relacao ao produto lexicografico.ePselverificar que o grafo de Petersen
€ 0 Unico dentre os quatro grafos clbicos que satisfagé@®) < 4 com esse comportamento.
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8 Considerages finais e trabalhos
futuros

Estudamos als-coloragdes por meio de diferentes abordagens. No quefese iaos grafos
m-estritos, conseguimos obter algoritmos polinomiais pledir sex,(G) < m(G) quando
G & uma arvore, um grafBs-esparso ou o complemento de um grafo bipartite. Como citado
anteriormente, a exce¢ao dos complementos de grafasgtib#s, esses resultados nao sao ori-
ginais. Entretanto, o método geral sugerido por essas ninagdes pode ser utilizado para
provar resultadors similares em outras classes de grafos.

Além disso, generalizamos o conceito de arvore pivotadafmindo a familia dos grafaos-
estritos pivoteados. Mostramos que esses grafos satisfag€&) < m(G) e que isso acontece
devido a existéncia de cliques com tamanho supena& emG*. Por outro lado, observamos
que existem grafostestritos ndo pivoteados que satisfazgifG) < m(G). Dessa forma, uma
guestao em aberto consiste em caracterizar os gnatEsritos nao pivoteados que satisfazem
Xb(G) < m(G), o que equivale a caracterizar os grafesstritos tais qugp(G) = m(G).

Com relagao ao produto lexicografico de grafos, consegsideterminar exatamente o
valor de x,(T[Kk]), ondeT & uma arvore. Seria interessante obter resultados sa®ikEm
grafos com estrutura semelhante a das arvores. Em partiom problema em aberto consiste
em determinar o valor dg,(G[K]), quandoG & um cactus ou um grafo cordal. Finalmente,
uma outra questao em aberto consiste em caracterizarfos ¢ quexp(G[Kk]) = K- xp(G).
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