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Ah, essas cordas de aco

Este minusculo braco

Do violao que os dedos meus acariciam
Ah, este bojo perfeito

Que trago junto ao meu peito

S6 voce violao

Compreende porque perdi toda alegria
E no entanto meu pinho

Pode crer, eu adivinho

Aquela mulher

Até hoje esta nos esperando

Solte o teu som da madeira

Eu voce e a companheira

Na madrugada iremos pra casa

Cantando...

Agenor Oliveira (Cartola)



Resumo

Neste trabalho vamos estudar existéncia, unicidade e comportamento assintotico de solucao

fraca global do problema misto de evolucao (P)

[ u, — a(l(u)Au = fi(v) em Q=Qx (0,T)

vy —a(l(v)Av = fo(u) em Q=Q x (0,7)

(P) < u(t)=v(t)=0 sobre > =00 x (0,T)
u(z,0) = up(x) em
| v(7,0) = vo(x) em

Onde a : R — IR ¢é um operador continuo, f; € Lip,,, com f; : OxR—Ri=12c¢
[: L*(Q)) — IR ¢ uma forma linear e continua.

A existéncia sera feita via método de Faedo-Galerkin, teorema de compacidade de Aubin-
Lions e algumas desigualdades relevantes da Analise Funcional, para unicidade, usaremos o

método tradicional e para o comportamento assintotico usaremos o método da energia.

Palavras Chaves: Existéncia, Unicidade, Solucao Fraca Global , Comportamento Assintético



Abstract

In this work we study the existence, uniqueness and asymptotic behaviour of global weak

solutions for the mixed evolution problem (P)

[ u — a(l(u)Au = fi(v) in Q=Qx (0,T)

vy —a(l(v))Av = fo(u) in Q@ =Q x (0,T)

(P) < u(t)=v(t)=0 on Y, =00x(0,7T)
u(z,0) = up(x) in Q
| v(7,0) = vo(x) in

Where a : R — IRis a continuous operator, f; € Lip,,, with f; : OxIR— Ri=1,2and

[: L?(Q) — IRis a continuous linear form.

For the existence we used Faedo Galerkin Method, Aubin Lions’ theorem of compactness,
important inequalities of Functional Analysis, while for the uniqueness we used the standard

method and for the asymptotic behaviour we used the energy method .

Keywords: Existence, Uniqueness, Global Weak Solution, Asymptotic Behaviour
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Introducao

O objetivo deste trabalho é estudar a existéncia e unicidade de solugao fraca global, bem como
decaimento exponencial para o sistema nao linear de equagoes diferenciais parciais com acopla-
mento na fonte (P) da seguinte forma:

(uy — a(l(u)Au = fi(v) em Q=Q x (0,T)

vy —a(l(v)Av = fo(u) em Q=0 x(0,T)

(P) < u(t)=v(t)=0 sobre Y =00 x (0,7T)
u(z,0) = up(x) em €2
[ v(7,0) = vo(x) em €

O sistema (P) se originou a partir do problema misto (F), por meio de um acoplamento na

fonte, onde:

up — a(l(u))Au= f(u) em Q =02 x(0,7)

(P) | u(z,t) =0 sobre > =00 x (0,T)

u(z,0) = ug(x) em

O problema (F) foi estudado em sua parte estaciondria e evolutiva por Corréa, Menezes e
Ferreira [5], onde o mesmo descreve diversos modelos que aparecem em vérias situagoes fisicas.
Por exemplo, quando queremos estudar a questao relacionada com a cultura de bactérias u, a
equacao em questao pode descrever a populacao dessas bactérias, sujeita ao espalhamento onde

o coeficiente de difusao a é suposto dependente da populagao inteira.

Nos capitulos 1 e 2 fizemos uma introducao preliminar a alguns resultados e defini¢oes de
Analise Funcional e Espagos de Sobolev respectivamente. No capitulo 3 é que de fato estudamos

o trabalho proposto em questao, onde se mostra a solvabilidade e o comportamento assintético.



Capitulo 1

Prolegdmenos de Analise Funcional

1.1 Espacos Métricos

Definicao 1.1.1: Define-se uma métrica em um conjunto M, a funcao d : M x M — IR
que faz associar a cada par (z,y) € M x M um ntmero real d(z,y), demominado a distancia de

x a y. Para tal funcao, considerando-se z,y, 2 € M devem ser satisfeitas as seguintes condigoes:

) d(z,x) =

dy) Se z # y entdo d(z,y) > 0
)
)

d3 ( ) (yv )

dy) d(x, 2) < d(z,y) + d(y, 2)
Podemos condensar as propriedades d; e dy, dizendo simplesmente que d(z,y) > 0 e
d(z,y) = 0 se, e somente se, z = y, a propriedade d3 nos diz que d é uma fungao simétrica e
por fim dy trata da desigualdade do triangulo.

Agora podemos dizer que, um espago métrico é um par (M, d), onde M é um conjunto e d uma

métrica. Quando nao houver ambiguidade, vamos simplesmente nos referir ao espago mértrico M

Exemplo 1.1.1: Considere X um conjunto arbitrario e f : X — IR uma funcao real. Sabe-
mos que f é dita limitada em X se existe uma constante k = k¢ > 0, de modo que |f(x)| < k

para todo x € X

Indicando por B(X;IR) o conjunto das fungdes limitadas f : X — IR podemos neste

conjunto definir uma métrica, pondo para f, g € B(X;IR) arbitrérias,

d(f,g) = sup |f(z) — g(z)|

zeX

13



Esta métrica é denominada métrica da convergéncia uniforme ou do sup. Temos portanto

que B(X; R) munido da métrica do sup é um espac¢o métrico

1.1.1 Espacos Normados

Os espacos normados sao um caso partibular de um espago métrico.

Seja E' um espago vetorial real, uma norma é uma aplicacao || || : E — IR, que satisfaz:
i) ||€|l = 0 para todo £ € E e ||£]| = 0 <= £ = 0 (comprimento positivo)

it) ||l = ||| para todo € € E e A € IR (dilatac@o)

ii1) |€ + C|| < |I€]l + |I<]| para todo &, ¢ € E (desigualdade do triangulo)

O par (]| - ||, E) é denominado um espago normado.

Observacao 1.1.1: Note que a definicao de espago normado exige que F seja um espago
vetorial. Em particular todo espaco normado é um espago métrico. E facil verificar que toda

norma, define ou induz uma métrica d em FE, basta por: d = || — ]|, onde £,0 € E.

Exemplo 1.1.2: Definamos L'(a,b) como sendo o espago de todas as fungoes definidas sobre

la, b] integraveis a Lebesgue. E f4cil verificar que este é um espago normado. Basta muni-lo da

seguinte aplicagao:
| || - L'(a,b) — TR, dada por:

b
1l = / () |de

a qual vé-se facilmente que é uma norma.

1.1.2 Espacos Métricos Completos

Seja (M, d) um espago métrico. Uma sequéncia (z,),en € dita de Cauchy no espago métrico M,

se dado £ > 0, de modo arbitrério existe N € N, tal que para todo n,m > N = ||z, — x| < &

Definicao 1.1.2: Um espaco métrico é dito completo, quando toda sequéncia de Cauchy

14



nele é convergente.

Exemplo 1.1.3: Seja o espa¢o métrico M = C(a,b) o conjunto das fungdes continuas sobre

o intervalo [a, b] com a métrica:

d(f,g) = sup |f(z)— g(z)]

z€la,b]
Afirmamos que C(a, b) é um espa¢o métrico completo

Com efeito, seja f,, uma sequencia de Cauchy em C(a, b), entao para todo € > 0 existe N > 0

tal que

n,m > N = d(fn, fm) <&,
ou seja,

n,m> N = sup |fu(z) — fu(z)] <€
z€[a,b]

Sabemos que na reta real IR toda sequéncia de Cauchy é convergente, teremos portanto que

para cada z, (f,(x))nen converge, isto é, f,(z) — f(x)

Denotemos por f(x) o limite em questao. Para mostrarmos a completeza de C(a,b), basta
verificar a continuidade de f. Com efeito, seja ¢ > 0, devido a convergéncia existem N; e N, tais
que:

n> N = |fal@) = f(@)] < 5, da mesma forma, n > No = [£,(y) = ()] <

Tomemos, N = max{Nj, No}. Da continuidade de f,, e usando o fato de ser de Cauchy, entao

existe 0 > 0, tal que:
€
|'Tj - y| <d= |fn(x) - fn(y)| < g

Da desigualdade triangular, segue-se que:

[f(2) = F)l < [f (@) = ()] + [ fulz) = fu(®)] + [nly) = F(W)]

15



Agora, tomando n > N e |z — y| < J, vem que:

Donde tem-se a continuidade de f. Dessa forma f € C(a,b), o que mostra que a sequéncia

de Cauchy f,, convergiu no préprio espago e isso acaba por demonstrar a completeza de C(a, b)

1.2 Espacos de Banach

Um espaco normado E ¢é dito um espago de Banach, se o mesmo é completo, isto é, se toda

sequéncia de Cauchy converge em F.

Vamos a partir de agora estender o conceito de convergencia. O que faremos é enfraquecer

nossa condi¢ao de convergéncia. Vejamos:

Se a sequéncia (z,) é convergente, entao para toda fungao continua F' teremos que F'(x,)
também é convergente. Definiremos entao uma condicao mais fraca que a anterior. Em vez de
exigir que a convergencia se realize para toda func¢ao continua, exigiremos apenas para as lineares
e continuas. Diremos dessa forma que uma sequéncia x,, converge fracamente para z, se f(x,)
converge para f(x), para todas as fungoes lineares e continuas definidas nela. Este espago é

denominado espaco dual.

1.2.1 O Espaco Dual

Definigao 1.2.1: Denotemos por E’ o conjunto das fungoes f : E — IR lineares e continuas,
isto é:

E'={f:FE— R f é linear e continua}. O conjunto E’ é chamado o dual de E.

Proposicao 1.2.1: Uma aplicacao linear f é continua se, e somente se, ela é limitada.
Demonstracao:
Com efeito, pela continuidade de f teremos que para todo ¢ > 0 existe 6 > 0 tal que:

[zl <6 = [f(2)] <€

16



) )
Isso significa que para cada y € F, Wy satisfaz a condicao: HﬂyH < 9, dai entao
) )

segue-se que:

)
f (Wy) ‘ <e=|f(y)| < %HQH, donde concluimos que f é uma funcao limitada.
Yy

De maneira reciproca, vamos supor que f seja limitada. Mostraremos que f deve ser continua.
Lembremos que f é limitada se existe C' > 0 tal que |f(x)| < C||z||. Portanto, para todo € > 0,

existe 0 > 0 tal que se:

|z —y|| <6 = |f(z) — f(y)| < e. Basta tomar 6 = % e aplicar a linearidade de f

1.2.2 Espacos Reflexivos

Assim como construimos o espaco dual de um espaco vetorial, também podemos construir o

espago dual do dual. Isto é:
E'"={f:F — IR f ¢é linear e continua}

Este espaco E” é também um espaco normado e completo. A norma do espaco bidual esta

dada por:
[fll =" sup  f(g)

geE" [|gll+<1

Em geral dado um espaco vetorial £ qualquer, podemos definir o espaco dual e bidual. In-

clusive podemos relacionar o espaco E' com o bidual E**, através da seguinte aplicacgao:
J:E— FE' o+ J(x) € E, onde J(z): E' — IR

Definimos de forma natural: (J(z), f) = f(z), para todo f € E’
Note que J é uma isometria entre os espacos E e E”
Com efeito,

[J(@)]lse = sup  (J(x),f) = sup (f,z)=|z]

feE | fll+<1 FEE|IfIIx<1

17



De onde obtemos uma aplicacao injetora entre os espacos E e E”. A aplicacao J é chamada
de projecao canonica. Nao é verdade, em geral, que J definida acima, seja sobrejetora. Os

espacos nos quais J seja sobrejetora sao chamados de Reflexivos.

Definicao 1.2.2: Seja F um espago de Banach, diremos que F é um espago reflexivo, quando

a aplicacao J definida acima é sobrejetora.

Definicao 1.2.3: Diremos que um espago normado E é separavel, se existe um subconjunto

enumeravel e denso em F.

1.3 Os Espagos L”(1)

Vamos agora introduzir os espagos LP, o que nos serd de grande importancia como ferramenta.
Faremos uma breve definicao e mostraremos alguns resultados relevantes para o que se segue.
Aqui fixaremos um espac¢o de medida (2, M, 1) e identificamos fungées mensurdveis que sao

iguais quase sempre.

1.3.1 Definicao e Principais Resultados

Seja p € IR 0 < p < 00, definimos:

LP(Q)={f:Q — R f é mensurdvel e |f|P € L'(Q)}

Considerando agora p = oo tem-se:

L>*(Q) ={f:Q — IR f é mensurdvel e 3 ¢ > 0 tal que [f(z)] < ¢ q.s em Q}

Definimos também as normas: || - ||, : LP(Q) — IR", para 0 < p < o0 e || - [, para

p = 0o, dadas respectivamente por:

1/p
1fll» = </Q If(fff)lpdu) e |[fllc=1inf{c:|f(z)| <c gs. emQ}

Para efeito ilustrativo, mostremos a seguir que, para 0 < p < oo, LP(£2) é um espago vetorial

el - ||, de fato é norma.

Notagao: Se 1 < p < oo denotamos por g o nimero definido por:
1 1

a) —+-=1sel<p<oo
p q

18



b)g=1l,sep=occeqg=oc0sep=1

O numero p é denominado expoente conjugado de q.

Lema 1.3.1 (A Desigualdade de Young): Se 1 < p < oo e a,b sdo nimeros reais nao

negativos entao:

1 1
ab < —aP + =b?

P q
a igualdade s6 ocorre quando aP = b?

Prova: Se p(t) = (1= \) + XM — 1t} = (1) =1 —t*"1) ese A —1 <0 temos que:
o () <Oparat<1

o O'(t) >0 parat>1

Logo para t # 1, temos (t) > (1) = 0, de onde (1 — ) + A\t > t*

(a igualdade sé vale se t = 1)

p

Se b # 0 a desigualdade segue substituindo ¢ por Z—q. Por outro lado, se b = 0 o lema ¢ trivial.

Lema 1.3.2 (Desigualdade de Hélder): Sejam f € LP(Q2) e g € L4(2), com 1 < p < o0.
Entao f,g € LY(Q) e:

/ Faldz < [ lLlgll
Q

Prova: Os casos p =1 e p = oo seguem de modo imediato. Agora se 1 < p < oo temos que:
1 1 . .

lf(@)||lg(z)| < =|f(x)]? + —|g(z)|?, devido a desigualdade de Young.
p q

Dessa forma, temos que:

1 1
/ Fglde < 11 + gl
Q p q

mostrando portanto, que f.g € L'(Q). Substituindo f por Af, A > 0, segue-se que

19



AP 1
, 111 + A—quHqu

| \raldo <

Por outro lado, minimizando o lado direito da desigualdade acima para A € (0,00), temos

q/p

que o minimo ocorre para A = || f]| 72 |lgl|% e o resultado segue.

Teorema 1.3.1 (da Convergéncia Dominada de Lebesgue):

Seja (f,), uma seqiiéncia de funcoes integraveis definidas em X. Suponha que:

1. (fn), converge q.s. para uma funcao real, mensuravel, f.

2. Existe uma fungao integravel g, tal que |f,| < g, Vn. Entao, /fd,u = lim/fnd,u.

Demonstragao: Ver [3]

Teorema 1.3.2 (Representacao de Riez)

Sejam 1 < p < o0 e ¢ € (LP). Entdo existe um tnico u € L* tal que:
)= [usvrer

Além disso, ||ul| . = |loll 1

Demonstragao: Ver [16]

Como conseqiiéncia destes resultados temos as seguintes identificagoes:
i) L2 = (L?)

i) LP' = (LPY

Demonstracao: Ver [16].

Dizemos que uma seqiiéncia (,) converge para ¢ em LP (Q) se |l¢, — @[ — 0,1 <p <

00. Se p e ¢ sao indices conjugados, isto é, % + % =1com 1 < p < oo, entao o dual topologico

de LP (), que denotaremos por [LP (Q)]', é o espaco L?(2). No caso de 1 < p < 0o o espaco

vetorial L? () é separdvel e, para 1 < p < 0o, LP () é reflexivo.

20



Definicao 1.3.1: Seja H um espaco de Hilbert. Chama-se base Hilbertiana de H uma

seqiiéncia de elementos (w,) de H tais que:

i) |wn| =1 VYn, (Wn,wm) = 0 Vn,m, m # n;

ii) O espago gerado pela (w,) é denso em H.

A seguinte proposigao estabelece que a convergéncia em L (€2) d& origem a uma convergéncia

pontual.

Proposigao 1.3.1: Sejam 2 C R™ um aberto, 1 < p < oo, u € LP(Q) e (up)pey Uma
seqliéncia em LP (Q2) convergindo para u em LP (€2). Entao existe uma subseqiiéncia de (uy),

ainda denotada por (uy), tal que:

i) up (r) — u(x), ¢.s. em Q;
ii) |ug (x)] < h(x), ¢.s. em Q, Vk € N, com h € L? ()

Demonstracao: Ver [3].

1.4 Outros Resultados Importantes

A seguir enunciaremos algumas defini¢oes e resultados, de grande relevancia, que serao uti-

lizados posteriormente.

Definicao 1.4.1 (Convergéncia Fraca): Sejam £ um espaco de Banach e (u,), .y uma

sequéncia de F. Entdoo u, — u se, e somente se, (¢, u,) — (p,u),Yu € E

Definigio 1.4.2 (Convergéncia Fraca Estrela): Sejam E um espaco de Banach, p € E'e

(¢v), ey uma seqiiéncia de E'. Diz-se ¢, — ¢ fraco * se, e somente se, (¢, u) — (@, u),Yu € E

Teorema 1.4.1 - (Banach - Steinhaus):

Sejam E e F dois espagos de Banach. Seja (T});e; uma familia (ndo necessariamente enu-

meravel) de operadores lineares e continuos de £ em F.

Suponhamos que sup || 1;X|| < oo,V x € E. Entao: sup ||T;X || zer < 00
iel i€l

Dito de outro modo, existe uma constante C' tal que ||T;z|| < Cljz|, Ve e EeViel
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Demonstragao: Veja [3]

Proposicao 1.4.1: Seja E um espaco de Banach e (x,) uma sucessd@o em F. Se verifica:

(D) [en = 2 em o(E, E)] [(f,2n) — (f,2),V f € E]
(IT) Se x, — x fortemente, entao x, — x fracamente para o(E, E’)
(III) Se z,, — = fracamente para o(FE, E’), entdo ||x,| ¢ limitada e ||z| < liminf ||z,||

(IV) Se z,, = x fracamente em o(E, E') e se f,, — f fortemente em E'(isto é, || f,— f|lzr — 0),
entéo <fn7 $n> - <f7 l’>

Demonstragao: Veja [3]

Observagao 1.4.1- A parte (III) da proposi¢ao (1.1) é uma consequéncia do teorema de

Banach-Steinhaus.

Proposicao 1.4.2 - Seja F um espago de Banach e (f,,) uma sucessao em E’. Se verifica:

D) [fo = f em o(E', B)l<= [(fa, @) — (f,2),V = € E]

IT) Se f,, — f forte, entao f, — f em o(E', E")

(

(

(IIT) Se f, — f em o(E', E"), entdo f, = f em o(E', E)

(IV) Se f,, = f em o(E', E), entdo | f,|| esta limitada e || f|| < liminf || f,||.
(

V) Se Se f, = f em o(E' E) e se x, — x fortemente em F, entdo (f,,x,) — (f, ).

Demonstragao: Ver [3]

Teorema 1.4.2: Seja E' um espaco de Banach separdvel e seja (f,) uma sucessao limitada

em E’. Entéo existe uma subsucessao (f,,) que converge na topologia o(E’, E).

Demonstracao: Veja [3]
Teorema 1.4.3 (Banach-Alaoglu):
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Sejam E um espaco de Banach separavel e E' o seu dual topolégico. Entao o conjunto:
Br ={f € E';||f]| <1} é compacto na topologia fraca estrela.

Demonstracao: Ver [16].

Lema 1.4.1: (Compacidade de Aubin-Lions): Sejam 1 < p; < o0, ¢ = 0,1 e By, B, B;
espacos de Banach sendo que By e B sao reflexivos tais que B <% B B ("i> indica imersao

compacta). Para 0 < T < oo, consideremos o espago
W ={w; we L"0,T;By) e w € LP(0,T; By)}, com a norma
Jwllw = lellues 0560 + Nl 105 Entiio
(I) W é um espago de Banach
(I1) W <> LP(0, T} B)

Demonstragao: Ver [16]

Observagao 1.4.1: Como conseqiiéncia da Compacidade de Aubin-Lions, temos que se
(uy), N ¢ uma seqiiéncia limitada em L (0, T'; By) e (u;,), . uma seqiiéncia limitada em L* (0, T’ B)
entao (u,),cy € limitada em W. Dali, segue que existe uma subseqiiéncia (u,, ), N de (u,) tal

que u,, — u forte em L? (0,T; B).

Teorema de Carathéodory - Prolongamento de Solucao

O préximo resultado, é de grande importancia para solugao de nosso problema principal, visto
que, nos permite prolongar a solucao, ou seja, a solucao se torna global. Vejamos primeiramente

algumas condicoes para depois enunciarmos e demonstrarmos o teorema a seguir.

Sejam D ¢ IR®™ ¢ f: D — IR". Dizemos que f satisfaz as condicoes de Carathéodory sobre
D se:

i) f(t,z) é mensurdvel em t, para cada z fixo;
i1) f (t,x) é continua em z, para cada t fixo;

i11) Para cada compacto K em D, existe uma fungao real integravel mg (¢) tal que:

|f ()| < mi (t),V (L, ) € D (1.1)
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Consideremos o retangulo R = {(t,z) € R |t — to| < a,|z — x| < b} , com a,b > 0.

Teorema 1.4.4 (Carathéodory): Seja f : R — IR satisfazendo as condigdes de Carathéodory
sobre R. Entao, sobre algum intervalo |t — t5| < 3 (8 > 0), existe uma solu¢do do problema de

valor inicial:

X' = f(t,X)
(1.2)
X (to) == XO
Prova: Vamos mostrar para o caso t > 7. Definimos a funcao M
M(t)=0 (t<T) (1.3)
t
M(t) = / m(s)ds (1 <t <71+a) (1.4)

M ¢ continua e nao decrescente, pois m(t) > 0

M(t)=0

Portanto, (t,£ &+ M(t)) € R para algum intervalo 7 <t < 7 + 3. Escolhendo 5 de modo que

T+ < 7+ a definimos as seguintes aproximacoes ¢; (j = 1,2,...) por:

pi(t) = ¢ <T§t§r+§) (1.5)
oi(t) = €+ /:_ﬁ/j £ (5, 05(5))ds <r + ? ct<r+ 5) (1.6)

Note que ¢y (t) =€Vt € (1,74 )

Fixado j > 1 a integral em (1.6) s6 tem sentido se:

g g g 20

T<t—=<T+- 7+ <t<T+—
J J J J

Dal segue, que em (1.6) tem-se ¢; continua em 7 < ¢ < r+§, e, pelo exposto acima, desde que
J

2
(t,€) € R a equacao (1.6) define ¢; como uma fungao continua no intervalo 7 + é <t<T+ —ﬁ
J J

e além disso, temos:
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t—0B/j t—p3/j
oi(t) =€+ / £ (5, 0())ds = ;1) — €] = / £(5,0(s))ds

t—B/j t—B/J
lp;(t) —&] < / |f(s,0(s))|ds = |p;(t) —&] < / m(s)ds, por (1.1) e, portanto,

os(t) — €] < M (t - @.) (17)

J

Afirmacgao:

©;(t) é uma funcao continua em 7 < t < 74 (. Provamos essa afirmagao usando indugao finita
Para n =1 ok!

k
Suponha que para n = k, ¢; esteja definida em 7 <t < 74 —ﬁ para 1 < k < j. Assim temos
J

que:

ks

pi(t) =&+ /T_J f(s,0;(8))ds.

(k+ )T

J

p , P p T
De modo andlogo, concluimos que ¢;(t) é continua em 7+ — <t < 7+ . Portanto,

(k+1)7

. B fécil ver que g, satisfaz (1.7).
J

@;(t) é continua em 7 <t <74

Segue-se entao que, por indugao, (1.6) define ¢; como uma funcao continua em 7 <t < 7443,

para todo 7 € N satisfazendo:

blt) = § T§t§7+§
l0s(t) =&l < M(t—?) T+§§t§7+ﬁ
Afirmagao:

@; € equicontinua

Devemos mostrar que dado € > 0 existe 6 > 0 tal que para quaisquer t1, t5 tais que |ty —ts| < §

temos |p;(t1) — p;(t2)| < € Vj. Sabemos que:

25



wwn—%@nshdﬁ—g)—MQris\

J

Sendo M continua em [7, 7 + 3] vem que M ¢é uniformemente continua. Logo,

J J J J

Donde segue nossa afirmacao.

Afirmacao:

¢; € equilimitada

Note que |p;(t) =& < M (t— é) VjeN
J

Sendo M continua em [7, 7 + (] logo limitada, entao existe C' > 0 tal que |M(t)| < C. Desde

que:

g
i)~ € <1 (-5
Segue que |;(8)] < |¢] + C Vj €N
Desta forma, a sequéncia (p;) esta nas condigdes do teorema de Arzela-Ascoli, Assim existe

uma subsequéncia (y;, ) que converge uniformemente em [7, 7 + ] para uma funcao continua .

Mostremos que tal fungao limite, é solugao de (1.2)

Sendo f(t, ) continua em x para cada t fixo decorre que: f(¢,p;, (t)) — f(t, (1)) Vt € R

Usando (1.1) segue que: |f(t, ;) ()] < m(t)

Desde que m(t) é Lebesgue integravel a fungdo f estd nas condigoes do teorema da con-

vergéncia dominada de Lebesgue, resultando portanto:

i, [ s n0ds = [ oot

k—o0
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Para todo t € [1, 7 + 3] temos:

t

%Nhﬁ+/ﬂm%®m—[ £(5, 03 (5))ds

—B/ 3k

Quando, k£ — oo o segundo termo integral tende a zero, e usando as consideracoes anteriores

vem que:

t
o) =&+ [ flsiplo)ds
Donde segue o resultado.

Corolario 1.4.1 (Prolongamento de solugao):

Seja D = [0,w] x B, com 0 < w < 00, B ={zx € R |z| <b}, b > 0 e f nas condigdes de
Carathéodory. Seja ainda ¢ (t) uma solucao de:
X' =f(tX)

X (0) = Xo, |Xo| <0.

Suponhamos que em qualquer intervalo I onde ¢ (¢) esta definida, se tenha, |p (¢)| < M, para

todo t € I, M independente de t e M < b. Entao ¢ tem um prolongamento até [0,w] .

Demonstracao: Ver [10].

Lema 1.4.1 (Lema de Gronwall) : Sejam ¢,? : [a,b] — IR fungdes continuas e nao-

negativas.
t t
Se p(t) < a—i—/ 0 (s)1(s)ds, (com a > 0), entao: ¢ (t) < aexp [/ P (s) ds} .Vt € a,b].
Em particular, ¢ (t) é limitada e se &« = 0, entdao ¢ = 0.

Demonstracgao:

t
Fazendo w () = a + / ¢ (s)1 (s)ds, decorre da hipdtese que ¢ (t) < w(t) e pelo teorema
fundamental do calculo, seczgue que w' (t) = ¢ (t) ¥ (). Logo, w' (t) < w (t) 1 (), donde segue:

W' (t)

—= <Yt
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Integrando a ultima desigualdade de a até t, obtemos:

/at : <(ss>) = /:‘” (5) ds

Assim,

[ i< [so

Portanto,

In (i‘:ééé) < /:7,0(3) ds, isto &,
t)gaexp(/atdz(s)ds), € fa,b

Desta desigualdade e de ¢ (t) < w(t), segue o Lema.

Lema 1.4.2: Seja v (t) continua e ndo-negativa em [0, 7. Se:
t
v (t) <Cp + CQ/ [’y (t) + (t)2] ds, 0 <t <T, entao existem Ty > 0 e C > 0 tais que:

v(t) < CVte [0, Ty Cy,Cy > 0.

Demonstragao:

Sejam ¢ (t) = /t [ (t) +~ (t)2] dseY (t) = C1+ Cop ().
Decorre da hipotese que:

v () < Cr+ Cop (1)

Ou ainda,

V2 () < [Cr+ Copp (1))

E pelo Teorema Fundamental do Calculo segue,
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@' (t) =7 (1) +7(t)’, logo,
P () <Y (1) + Y () (1.8)
Por outro lado, Y (t) = Cyg' (t) < Co[Y (t) + Y? (t)], daf segue:

Y () <Gy () +Y* ()], 0<t<T (1.9)

Observando que:

d /

pr Y (t)e "] =Y (t)e " + CLY (t) e ' e aplicando em (1.9), segue

d —cat 2 —cat

o [V (t)e "] < CoY?(t)e (1.10)

Integrando a ultima desigualdade de 0 até T' e notando que Y (0) = (Y, resulta:

t
Y (t) < Cre® + CgeCQt/ Y2 (s)e 2%ds (1.11)
0

t
Seja z (t) = / Y2 (s)e “%ds. Assim resulta de (1.11) que Y () < [C) + Coz (t)] et e,
0

novamente pelo Teorema Fundamental do Calculo:
2 () = Y2 (t) e 2%dt

Logo,

3 (t) < eat
[C + Coz ()] —

2 (t) < [Cy + Coz (1)]” e, donde segue,

Integrando a ultima desigualdade de 0 até ¢, obtemos:

t ! t
/ z (t) : dt S / 602tdt
0 [Cl + CQZ (t)] 0

Dai segue,
1 n 1 < ec2t 1 ou ainda 1 S 1 ec2t 1
—_—— + — — —,ouanda, ———— > — — —
[Cl + OQZ (t)] 01 - CQ CQ [01 + CQZ (t)] 01 02 02

Agora suponha que,
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1 602t+1>0 1+1>ec2t
Cl CQ Cg Cl 02 02

<= 02t<ln(1+%>
Ch

Logo,

1 Co
—Inl14+ =2
t<C2n( —|—Cl>

1 C!
Seja T = aln (1 + é) onde T > 0

Escolha Tj tal que 0 < Ty < T, entao 0 <t < Tj isto implica que:

1 ezt + 1
Ci Gy (O

-1
} , ou ainda, C7 4+ Csz (t) < [_ _
Assim,

Y (1) < (Cy + Coz (1)) 2!

Por outro lado,

1 exTo
t cat < | = — .
(Cl+022())6 ~ |:Ol 02 —|—02:|6

coTp

Portanto,

Y () <C, 0<t<T,

Desta desigualdade e v (t) = Y (), segue o Lema
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Capitulo 2

Introducao a Teoria das Distribuicoes e
aos Espacos de Sobolev

Neste capitulo vamos introduzir a teoria de Distribuicoes e os Espacos de Sobolev, tais topicos,
nos permitem extender o conceito de solucao de uma e.d.p. No que se segue, estaremos fazendo
defini¢oes, notacgoes, proposicoes, lemas e teoremas que servirao de base tedrica para o bom
entendimento do problema principal. Dessa maneira, nao nos preocuparemos com todas as
demonstracoes dos resultados utilizados de forma preliminar, mas mencionaremos o referencial

bibliogréafico para posterior consulta.

2.1 Teoria das Distribuicoes Escalares
2.1.1 Espacos Funcoes Testes

Sejam 2 C R™ um aberto limitado e ¢ : 2 — R, uma funcao continua. Denominamos
suporte de ¢, ao fecho, em €2, do conjunto dos pontos x pertencentes a €2 onde ¢ nao se anula.

Denota-se o suporte de ¢ por supp (). Simbolicamente, tem-se:

supp (p) = {x € Q; ¢ (z) # 0} em .
Usando a definigao conclui-se que o supp (¢) é o menor fechado fora do qual ¢ se anula e

valem as seguintes relagoes:

1) supp (¢ + ) C supp () U supp ()
2) supp (wy) C supp () N supp ()

3) supp (A\p) = A supp (¢), A € R — {0}.
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Exemplo 2.1.1: Seja ¢ : (0,1) — Rtal que p(z) =1,Vz € (0,1) :

Verifica-se que o supp (¢) = (0,1),nd0 é um conjunto compacto.

Neste nosso estudo, damos um destaque especial as fungoes ¢ : {2 — IR, com suporte com-
pacto contido em €2 que , sejam infinitamente diferenciaveis. Com esse intuito defininamos o

espagos C°(€2), como sendo o espago vetorial das fungoes indefinidamente diferencidveis e su-

porte compacto contido em 2. Os elementos de C§°(€2) sao denominados fungoes testes em (2.

Exemplo 2.1.2: Dados zg € R", r > 0, denotamos por B, (zp) a bola aberta de centro

xg deraior, isto é, B, (xo) = {x € R™; ||z — xo|| <7} . Se B, (x¢) C Q, define-se ¢ : 2 — R por:

2
exp 57— ) e |z — xo|| <7
[ = o™ =7

0 se ||z — zol| > 7.

p(r) =

Neste exemplo, verificamos que supp (@) = B,.(zo) é um compacto e que C§°(2) é ndo vazio.
O espago C3°(Q2) é de grande importancia para o nosso estudo, visto que estamos interessados

em estudar funcionais lineares continuos definidos em C§°(£2)

Observacao 2.1.1: Por um multi-indice, entendemos, uma n-upla o = (ay,...,q,) de
nimeros inteiros nao negativos. Denotamos por |a| = a3 + - -+ + a,, a ordem do multi-indice e

por D o operador derivacao parcial, de ordem |«/,

olel

[e5)
oy ... O0gn

D =

Para a = (0,...,0), temos por definicao D%p = ¢

A seguir daremos nogoes de convergéncia em C§°(€2), tornando-o um espago vetorial topolégico.

2.1.2 Convergéncia em C{°({)
Dizemos que uma sucessao (¢n)nen de fungoes em C§°(€2) converge para ¢ em C3°(2) quando

forem satisfeitas as seguintes condigoes:

i) Existe um conjunto compacto K C 2 tal que

supp (p) C K e supp(p,) C K,Vn € N
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it) D*p, — D*p uniformemente em K para todo multi-indice «.

O espago vetorial C§° (Q2), junto com a nogao de convergéncia definida acima é um espago

vetorial topolégico que denotamos por D(2), e é denominado espagos das fungoes testes.

Observagao 2.1.2: Sendo €2 limitado, obtemos D(Q2) — LP(2) V p, tal que 1 < p < o0,

com imersao continua e densa. De fato, dado ¢ € D(2), temos que:

/Q o (@) dr < suplp (o) m (Q) < oo

z€Q

Isto prova a inclusao algébrica. Para a continuidade, seja p,, — ¢ em D(Q2). Mostraremos que:

on () — ¢ ()]? dz — 0 note que,

Q

[ Jon (@)= ¢ @ do = /K on () — ¢ ()P da

Logo pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue,

lim [ o (2) — ¢ (@) de = Tim [ |o, (2) — ¢ (2)" dz
Q K

n—oo n—oo

:/K lim [, (2) — o (2)[" dz = 0

n—oo
Podemos ainda mostrar que a imersao anterior é densa. Para isso ver [12]

2.1.3 Distribuicoes Escalares

Com o intuito de generalizar o conceito de funcoes sobre 2, introduz-se o conceito de dis-

tribuigoes escalares.

Denomina-se distribui¢ao escalar sobre (2 a toda forma linear e continua sobre D(2), isto é,

uma funcéo 7' : D(2) — R que satisfaz as seguintes condigoes:

i) T'(ap + B¢) = oT'(p) + BT () Vip,1p € D(Q) Vo, f € R.

it) T é continua, isto é, se (¢,), oy converge para ¢, em D (), entao T (¢,) — T (¢) em IR
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O valor da distribuicao 7' na fungao teste ¢, é denotado por (T, ¢). Muniremos o espago

vetorial das distribuicoes escalares da seguinte nocao de convergéncia:

Considera-se o espaco de todas as distribuigoes sobre 2. Neste espaco, diz-se que a sucessao
(T,)ven, converge para T, quando a sucessao ((T,,)), oy converge para (T, ¢) em IR para toda
v € D(2). O espago das distribuigdes sobre 2, com esta nogao de convergéncia é denotado por
D'(Q).

As distribuicoes que aparecem com mais freqiiéncia sao aquelas definidas a partir de funcoes

localmente integraveis.

Definicao 2.1.1: Diz-se que uma funcao u : 2 — R ¢é localmente integravel em 2.quando u
¢é integravel 4 Lebesgue em todo compacto K C 2. O espago das fungoes localmente integraveis

¢ denotado por L}, (€2). Em simbolo temos:

loc

uell () / lu(z)| dz < oo para todo compacto K C .
K

Exemplo 2.1.3: Seja u € L}, (Q) e definamos T, : D(2) — R por:

(Tu ) = / u(z)p (z) d

Q

Nestas condigoes T, é uma distribuicao escalar sobre ).

De fato, nao ¢ dificil mostrar a linearidade de T, pois segue da linearidade da integral.

Resta-nos mostrar que T, é continua; seja dada uma seqiiéncia (¢,) de funcoes testes sobre

veN

2 convergindo em D (£2) para uma funcao teste . Entao:

(s 00) — (T )] = (T 00 — 0| = / u(@) (o0 — ) (a) de
Q
< [1u@) (0, — ) @) do

<suple, ol [ fu(o)]ds—0.
Q
Pois, ¢, — ¢ uniformemente.

A distribuicao T;, assim definida é dita “gerada pela fungao localmente integravel u”e, usando
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Lema Du Bois Raymond, tem-se que 7,, é univocamente determinada por u, no seguinte sen-

tido: T,, = T, se, e somente se, u = v quase sempre em {). Neste sentido identificamos u com a

1

e (£2) das fungoes localmente integraveis pode ser visto como parte

distribuicao T}, e o espago L
do espaco das distribuicoes D ().

Lema 2.1.1 (de Du Bois Raymond): Seja u € L, (Q2). Entao T,, = 0 se, e somente se,

loc

u = 0 quase sempre em ().

Demonstracao: ver [12].

1

1.(€2), como pode ser

Vale ressaltar que existem distribuicoes nao definidas por fungoes de L

visto no exemplo a seguir.

Exemplo 2.1.4: Seja xy um ponto de €2 e definamos a fungao d,, : D (2) — IR dada por:

< Oz90 0 >= @(x0)

E f4cil verificar que 9., € uma distribuigao. Tal distribuicao é conhecida por Distribuicao
de Dirac, em homenagem ao fisico inglés Paul A.M. Dirac (1902-1984). Entretanto, mostra-se

que a distribui¢ao d,, nao é definida por uma fungao w € L}, (Q2), isto é, nao existe u € L}, (Q2)

tal que:

/Q u(@)p(x)dz = p(zo), Y € D ()

De fato, suponhamos que a distribuigao d,, é definida por alguma fungao

u € L (Q). Entao tem-se:

loc

< By p > / w(@)p(x)dz = (o), Yo € D(Q)

Tomando & € D () definida por: &(z) = ||z — z0||* ¢(z), segue-se que:

€(20) =< Gy, & S /Qu(x) Iz — 20| p(x)dx = 0,¥E € D ()

Portanto, tem-se ||z — zo||” u(x) = 0 quase sempre em €, logo u(z) = 0 quase sempre em 2,

isto é, < 0, >= 0,V € D (), ou seja, p(zg) =0, ¢ € D(Q), que é uma contradicao.
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Com essa nogao de convergéncia, D (£2) passa a ser um espago vetorial topoldgico e temos a

seguinte cadeia de injecoes continuas e densas:

D(Q) = LY (Q)— L. () =D (Q),1<p< o

2.1.4 Convergéncia e Derivada Distribucional

Com o intuito de estudar os espagos de Sobolev, introduz-se o conceito de derivada distribu-

cional para objetos de D’'(Q2)

A motivagao no conceito de derivada fraca e, posteriormente, o conceito de derivada distribu-
cional, dado por Sobolev, se deve a formula de integracao por partes do Calculo, sendo este

conceito generalizado para distribui¢oes quaisquer em D’ (2).

Seja T uma distribuigao sobre €2 e @ um multi-indece. A derivada (no sentido das distribuigoes

de ordem « de T é definida como sendo o funcional linear:

DT : D () — IR tal que:

(DT, ) = (=1)*N(T, D¢) ,p € D(Q)

Segue da definicao acima que cada distribuigao 7" sobre {2 possui derivadas de todas as ordens.

1

loe (§2) possuem derivadas de todas as ordens no sentido das distribuicoes.

Assim as funcgoes de L

Observe que a aplicagao:

D*:D'(Q2) - D' (Q)
é linear e continua no sentido da convergéncia definida em D’ (Q2). Isto significa que:

lim 7, =T em D'(Q) entdo lim DT, = D*T em D' (Q)

V—>00 V—>00

Observacgao 2.1.2: Outro resultado interessante a ser mercionado é que a derivada de uma

1
loc

1

loe (§2), como mostra o exemplo a seguir.

fungao Lj,.(€2), que nao é, em geral, uma fungao L

Exemplo 2.1.5: Seja u a funcao de Heaviside, isto é, u é definida em IR e tem a seguinte

forma:
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() = 1 se x>0
o 0 se <0’

assumindo qualquer valor em z = 0.

1
loc

S & L. (), basta verificar que u' = dy.

loc

(2) mas sua derivada v’ = dy nao pertence a L}, (). Como

Esta fungao u pertence a L loc

De fato:

00 0
<u,p>=—<u,p >:—/ gp/(a:)da::/ ¢ (x)dz = @(0) = by, >,V € D(Q)
0

o)

Tal fato, motivara a definicao de uma classe significativa de espacos de Banach de funcoes,

conhecidos sob a denominagao de Espacos de Sobolev.

Observagao 2.1.3: Se u € C*(IR"), para cada |a| < k , entdo a nogio de derivada no sentido

classico coincide com a nocao derivada no sentido das distribuigoes, isto é:

DOT, = Tpe,¥ || < k,

é uma conseqiiéncia simples da férmula de integracao de Gauss.

2.2 Espacos de Sobolev

Apresentaremos nesta secao uma classe de espacos fundamentais para o estudo das Equacoes

Diferenciais Parciais, que sao os espacos de Sobolev.

2.2.1 O espago H™ (92)

Seja €2 um aberto do IR" com fronteira bastante regular I'. Foi observado na se¢ao anterior
que se u € LP (), u possui derivadas de todas as ordens no sentido das distribui¢oes. Viu-se
que D%u nao é, em geral, uma distribuicao definida por uma funcao de LP (2), pois estamos
interessados em espagos de distribuigoes u € LP (€2) cujas derivadas distribucionais permanegam

em L (£2); tais espagos serao denominados Espacos de Sobolev.
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O espago vetorial LP (), 1 < p < 00, é 0 espago das (classes de) fungoes reais v : Q@ — R,

mensuraveis, tais que |v|” é integrével a Lebesgue em ).

Este espaco quando munido da norma:

1/p
ol = ( [ty dx) |

é espago de Banach Ver [3].

O conjunto de todas as fungoes mensuraveis v essencialmente limitadas em €2 é denotado por

L*> (Q), define-se a norma de v por:

||v||LOO(Q) = supess |v (z)],Yv € L™ (Q)

O espago L™ (Q2) é também um espaco de Banach Ver [3].

No caso particular onde p = 2, temos que L? (2) é um espaco de Hilbert. Neste caso o produto

interno ¢ dado por:

cuja norma induzida é:

1/2
W = (/ |u|2d:z:)
12(0) 0

Dados um inteiro m > 0 e 1 < p < 00, 0 espago de Sobolev de ordem m sobre €2, é o espaco
vetorial denotado por W™P (1), constituido das fungoes v € LP (§2) para as quais D%u € LP (€2),

para todo multi-indice a, com |a| < m. Em simbolo temos:
Wmr (Q) ={ue LP () : D*u € LP(Q), Vo, multi-indice, com |o| < m}

O espago W™P (§2) serd munido da norma

1/p

||uHWmaP(Q) = Z ||D°‘u||ip(m 1<p<oo

la|<m
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esep=0o0

HUHWWOO(Q) = Z ||Dau||LO°(Q)

la|<m

Em ambos os casos WP (Q) é um espaco de Banach.
O espago W™P () é um espago reflexivo se 1 < p < 0o e separavel se 1 < p < oo.

No caso particular em que p = 2, o espagco W™?2 (Q) é um espaco de Hilbert, denotamos por

H™ (), isto é,

H™ (Q) = {ue L*(Q); Du € L2 (9) Va, |a] <m}
as derivadas D, evidentemente, no sentido das distribuigoes.

Define-se em H™ ()) o produto escalar:

(u, ) gm) = Z (D%u, D%)L2<n> dx,Yu,v € H™ (),

‘a|ng

com norma induzida por este produto escalar dada por:

1/2

il = | 3 [ (Do, o

laj<m

Mostra-se que H™ (§2) é espago de Hilbert separdvel.ver [11]

Para se ter uma idéia mais apurada dos espagos de Sobolev, descrevemos alguns casos par-

ticulares.

Em dimensao n = 1, temos,

/ ,d
H'(a,b) = {u € L*(a,b)iu € L (a )}, o' = =

Neste caso

iy = [ la O de+ [ @
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Em dimensao n > 2, teremos

ou c
ébvi

H'(Q) = {u € 12 (Q);

e neste caso,

n au 2
HuH?p(Q) :/Q[u (xl,xz,...,xn)]zdxld:vQ...dxn—l—Z/Q <% (a:l,:cQ,...,a:n)) dridzsy ... dz,,
i=1 t

ou, de modo mais conciso, escrevemos

2 2
el = / ul?de + / Yl da
Q (9]

E oportuno observar que, embora o espago vetorial das fungoes testes D (2) seja denso em
LP(Q), 1 < p < oo, em geral ele ndo é denso em W™P (Q). Isto ocorre porque a norma de
Wm™P (§2) é “bem maior’que a norma de LP(Q2) e por isso W™P () possui menos seqiiéncia
convergentes. Isto motivou a definicdo dos espagos Wi"* (€2) como sendo a aderéncia de D ()

em W™P (). No caso p = 2 denotaremos esta aderéncia por Hj" ().

Os espagos W™ () e, em particular os espagos H{" (£2), desempenham papel fundamental

na Teoria dos Espacos de Sobolev e por conseguinte, na Teoria das EDP’s.
O Trago em H' (Q)

Demonstra-se que as fungoes de H™ (£2) podem ser aproximadas na norma de H™ (£2), por
funcao de D (ﬁ), onde D (ﬁ) é o conjunto {p}; ¢ € D(IR")} que se pode definir a restricio a

fronteira I' de . Dada ¢ € H' (), consideremos uma seqiiéncia (,),c, em D () com

¢, — ¢ em H' ()

Definimos o operador o : H' (2) — L? (T) por

70 () = lm @i,
—00

sendo o limite considerado na norma de L? (T'). O operador 7y, denominado operador de trago,
que é continuo, linear cujo o nicleo é H (). De forma mais simples escrevemos o[, em vez

de Yo assim podemos caracterizar o espaco Hg (Q) por: H} (Q) = {p € H' (Q); ¢, =0}. A
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generalizacao do operador de trago para os espagos H™ (£2) ocorre de forma natural e, no caso

m = 2, temos:

0
1 @) ={o e (@) =0, G =0}

O dual topoldgico do espago W™ (2) representamos por W4 () se 1 < p < 0o com p e

q indices conjugados. Se ¢ € W™™4(Q), entao |, € D' (Q).

Quando p = 2, W™ (Q) é denotado por HZ* (Q), cujo dual recebe a notacdo H™™ (Q). A

seguir anunciaremos sem demonstrar o teorema que caracteriza o W=7 (1) .

Teorema 2.2.1: Seja T' € D' (). Entao, T'€ W~ (Q) se, e somente se, existem fungoes
Ja € L7(Q) tais que T = Z D%g,.

laj<m

Demonstragao: ver [9]

Proposigao 2.2.1: [Caracterizagao de H~'(Q)] Se T for uma forma linear continua sobre
H} (), entao existem n + 1 fungoes ug, uy, . . ., u, de L? (), tais que:

=1

Demonstracao: ver [15]

De posse destes dois resultados podemos concluir que se u € H} (), entdao Au € H™(Q),

sendo o operador A : H} () — H~'(Q), linear, continuo e isométrico.

Lema 2.2.1:(Desigualdade de Poincaré) Seja  C IR' um aberto limitado em alguma diregao.

Se u € H} (Q2), entao existe uma constante C' > 0 tal que
2 2
[ulz2 ) < C[Vulle()

Demonstragao: Suponhamos 2 C R", limitado na dire¢ao do eixo ;. Sendo v € H} (1),

existe uma sucessao (¢, ),en de fungoesde D(R) tal que ¢, — v em Hj (L), isto é,
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op, ov

0, — v em L*(Q) e 92 om

m L*(Q), i=1,2,...,n

Como €2 é limitado, existem a e b € IR tais que Vo € 0 a < proj x < b onde a proj z é

a projegaode x sobre o eixo coordenado 1, agora dado ¢ € D (), e v (a,x1,...,2,) = 0. Temos:
T agp
(,D(Il,IQ,...,l'n): aé— (5 T2y .y X )d§

E da desigualdade de Schwartz, obtemos:

2 2

"0y (€, 29, ., n)| dE

o s(b—@/ﬂba—@

|<,0(m1,:t2,...,13n)|2: ( . (95

(&, :L‘g,...,xn)d§>

Aplicando o Teorema de Fubini temos:

2

/ |g0($17$2,...7$n)|2dl’< d€d$
Q

85 gal’%"'wrn)

2

dp
< b—a2/ — (&, x9,...,2,)| dx
b= [ |5 ()
Portanto,
n 8 2 1/2
¥
|90|L2(Q) < (b—a) [Z . ]
j=1 J1L2(Q)

Logo,

2 2
|u|L2(Q) <C |VU|L2(Q)

Observacgao 2.2.1: Utilizando desigualdade de Poincaré podemos concluir que em Hj (2),

as normas ||ul| g1 (q) € [Vulpz g sdo equivalentes.

De fato, consideremos a norma em H} (). Se v € H}(Q), tem-se:

2 2
10111 ) = 1V[720) + [VVIT2i) = [VOlL2q)
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Da desigualdade de Poincaré-Friedrichs, obtém-se:

2
||U||%11 o < (1+0) |VU‘L2(Q)
()

Conclui-se das desigualdades acima que em Hg(2), as normas [|v]|g1(q) € [V 12() SA0 equi-

valentes.

2.3 Espacos L?(0,T; X) e Distribuicoes Vetoriais

Sejam X um espago de Banach real, com a norma || - ||x , 7 um ntimero real positivo e xg a
fungao caracteristica do conjunto E. Uma funcao vetorial ¢ : |0, T[ — X, é dita simples quando
assume apenas um nimero finito de valores distintos. Dada uma fungao simples ¢ : (0,7) — X

com representacao canonica

k

p(t) = Xupi

i=1
onde cada F; C (0,7) é mensuréavel, i = 1,2,...,k, e os conjuntos F; sdo dois a dois disjuntos,
m(E;) <ooep € X,i=1,2,... k, definimos a integral de ¢ como sendo o vetor de X dado

por

| ewd = mE)e

Dizemos que uma fungao vetorial u : (0,7) — X é Bochner integravel (B — integravel) se

existir uma seqiiéncia (,) de funcgoes simples tal que:

veN
(i) ¢, — uwem X, qsem (0,7);
T

(id) ~lim ; lx () = @m ()]l x dt = 0

k,m—00

Neste caso, a integral de Bochner de u, é por defini ¢ao, o vetor de X dado por

T T
/ u(t)dt = lim [ o, (t)dt
0

n—oo 0

onde o limite é considerado na norma de X.
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Uma fungao vetorial u : (0,7") C IR— X ¢é fracamente mensurdvel quando a fun¢ao numérica
t— (®,u(t)) for mensurdvel, V® € X', onde X’ é o dual topoldgico de X; dizemos que u é forte-

mente mensuravel quando u for limite quase sempre de uma seqiiéncia (¢, ), de fungdes simples.

veN

Em particular, quando u for fortemente mensuravel, entao a aplicagdo t — ||u ()|, ¢ integravel

a Lebesgue.

Aqui denotaremos por LP (0,7;X),1 < p < oo, o espago vetorial das (classes de) funcoes
w: (0,T) — X fortemente mensurdveis e tais que a fungao t — ||u (¢)|% ¢ integravel & Lesbegue

em (0,7"), munido da norma

T 1/p
el ooy = ( [ o dt)
0

Quando p =2 e X = H é um espago de Hilbert, o espago L? (0,T; H) é também um espago

de Hilbert cujo produto interno ¢ dado por

(4, 0) p2(0,7:m1) :/0 (uls),v(s))y ds

Por L*> (0,T; X) representaremos o espaco de Banach das (classes de) fungoes
u:(0,7) CR— X,

que sao fortemente mensuraveis e tais que t — ||u (¢)|| € L*(0,7). A norma em L* (0,7;X)

¢é definida por

HUHLOO(O,T;X) = SUPESSyc)o 1] [u(®)]] x

Quando X é reflexivo e separdvel e 1 < p < oo, entao LP (0,7; X) é um espago reflexivo e
separavel, cujo dual topoldgico se identifica ao espago de Banach L7 (0,7; X’), onde p e ¢ s@o
indices conjugados, isto é, ]—1) +% = 1. No caso, p = 1, o dual topoldgico do espago L' (0,T; X) se

identifica ao espago L (0,7; X’). A dualidade entre esses espagos é dada na forma integral:
(u, U>(LP(O,T;X))'><LP(O,T;X) = (u, U)LLI(O,T;X’)XLP(O,T;X)

Defini¢ao 2.3.1: Uma funcao f :[0,7] — X ¢ integravel se existe uma seqiiéncia {Sk}, de

fungoes vetoriais simples, tal que,
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T
/ 152(6) — F(B)lxdt — 0, com & — oo
0

se f ¢é integravel, define-se

T T
/ f(t)dp = lim Sk(t)dt
0

k—o0 0

T
A expressao / f(t)du é dita integral de Bochner de f, em relacao a p.
0

Exemplo 2.3.1: Sejam u € LP(0,7;X), 1 < p < o0, e p € D(0,T). Consideremos a
fungao T, : D (0,T) — X, definida por

T, (o) = / u(s) ¢ (5) ds,

onde a integral é calculada no sentido de Bochner em X. A aplicagao T, é linear e continua de
D(0,7) em X e por esta razao é denominada distribuigao vetorial. A distribui¢ao 7, é univoca-
mente determinada por u e, neste sentido, podemos identificar v com a distribuicao 7T, por ela

definida e, portanto, L? (0,7; X) — D’ (0,T; X) com inje¢ao continua e densa.

O espago das aplicagoes lineares e continuas de D (0,7) em X é denominado espago das dis-

tribuicoes vetoriais sobre (0,7) com valores em X, o qual denotaremos por D’ (0,7 X).

Defini¢ao 2.3.1: Seja T' € D' (0,75 X). A derivada de ordem n é definida como sendo a

distribuigao vetorial sobre (0,7") com valores em X dada por

arr n d"p
2 o= ({1 L” T

Por C°([0,T];X), 0 < T < oo, estamos representando o espago de Banach das fungoes

continuas u : [0,7] — X munido da norma da convergéncia uniforme

||u||00([O,T];X) = tgﬁ% [Ju (t)]lx

Por C? ([0,T]; X), denotaremos o espago das fungoes u : [0, 7] — X fracamente continuas,

isto ¢, a aplicacdo t — (v, u (t)) x» x ¢ continua em [0,7],Vv € X".
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Quando X = H é um espago de Hilbert, a continuidade fraca de u é equivalente a continuidade

da aplicagao t — (u (t),v)y, v € H.

2.4 Um Resultado de Regularidade

Vamos enunciar e demonstrar um teorema sobre regularidade, que sera de grande importancia
para garantir as condigoes do teorema de existéncia, antes porém, precisamos de trés lemas auxi-

liares, os quais omitiremos as devidas provas (ver [11]). Vejamos:

Lema 2.4.1: Se v e L*(0,T,X), v € L*(0,T,X") e § € C~([0,T]), entao:

d

1) a(u, mMx =W, nxx neX

d
2 _ — !/ /
) dt(Gu) Ou’ + 0'u

Lema 2.4.2: Consideremos o espaco de Hilbert W = {u; uw € L*(0,T;X) e v’ € L*(0,T; X")},

como oproduto interno

(u, v)w = (u,0)r2(0,1;x) + (W, V) L200,7,x7)

Entao o conjunto dos vetores v = 0n com 0§ € C* ([0,7]) e n € X é total em W.

Lema 2.4.3: Seja u € W e consideremos um numero real 0 < a < 7. N6s estendemos a
funcao u ao intervalo (—a,T + a), da seguinte forma
u(—t) se —a<t<0
u(t) = ¢ u(t) se 0<t<T
u2T' —t) se T <t<T+Ha

- d
Entao, claramente u € L*(—a,T + a; X), onde d—? € L*(—a, T +a; X'

Teorema 2.4.1:(de Regularidade) Seja Y um espago de Hilbert tal que X — Y, X é denso

em Y e aimersao de X em Y é continua. Tem-se:

46



i) Se u € W entdao u € C°([0,7];Y)

i1) Se w,v sdo fungodes satisfazendo 7) entdo a funcao t — (u(t),v(t))y é absolutamente

continua e vale a seguinte igualdade:

d

2 (), o)y = (W' (1), v(t))xox + (u(t), v'(8)xx,

onde a derivada no primeiro membro da igualdade é a derivada no sentido das distribuigoes

sobre (0,7) da fungao (u(t),v(t))y
Demonstragao:
i) Entendemos a fungdo u como no Lema 2.4.3. Entao

ue Ll*(—a,T+a;X) et € L*(—a, T+ a; X").

Definamos a fungao w = 6(t)u(t), onde 6 é uma funcao real continuamente diferenciavel tal

que # =1 em [0,7] e § = 0 em uma vizinhanca de —a e T' + a.
Consideremos a funcio j € C*(IR;IR) tal que j(t) > 0, j(t) = 0 para |t| > 1, j(—t) = j (),
/j(t)dt =1 e j é decrescente em [0, 00)
R

11
Seja j,(t) = vj(vt), entdo j,(t) >0 Yv € N, j,(—t) = j, (1), supp j, C {—;, ;] e

/ +°° J(t)dt =1

o0

Definamos a sucessao de fungoes

T+a
w,(t) = / Ju(t — s)w(s)ds

—a

Entao: w, — wem L*(IR; X) e w!, — w’ em L*(IR; X’), e por restrigao a intervalo [—a, T+a],

resulta
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o w, —w em L*—a,T+a;X)

o w, —w em L*(—a,T+a;X’)

Desde que, w se anula numa vizinhanca de —a e 7T + a, entao

T+a—e

w,(t) = / Ju(t — s)w(s)ds

—a+e

onde € > 0 independe de v € N. Em particular,

TH+a—e
w,(—a) = / Ju(—a — s)w(s)ds

—a+te

Desde que, j, ¢ par Yv, vem que
T+a—e
w,(—a) = / Ju(a+ s)w(s)ds
—a+e
Como s € [—a+¢,T+a—c¢| entdo a+s € [e,T + 2a — ¢] e portanto, se tomarmos v tal que

1
— < &, tem-se que Yv > vy, j,(a+ s) = 0. Assim, w,(—a) =0 Vv > v.
Y

Por outro lado, notando-se que w/,(t) € X, temos:

t

Sl (t) = wy(t)[[§-ds = / 2(wy, (5) = wy,(s), wu(s) — wy(s))ds

—a

De onde resulta que:
e (w,) ¢ uma sucessao de Cauchy em C° ([—a,T + a];Y)

Portanto, modificando os valores w(t) nos conjuntos de medida nula, encontra-se que w(t) € Y’

e |lw,(t) — w(t)|ly — 0 uniformemente em [—a,T + a], ou seja, w € C°([—a,T + al;Y) e por
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restricao ao intervalo [0,7], obtém-se w € C°([0,T];Y). Mas, em [0,7] w = @& = u. Logo
ue CO(0,T);Y).

Segue portanto o resultado.

i1) Para esta demonstragao indicamos [10], onde se usa os lemas 2.4.1 ¢ 2.4.2.
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Capitulo 3

O Sistema Acoplado

3.1 Apresentacao do Problema de Evolucao

Neste capitulo, temos como objetivo estudar a existéncia de solucao fraca global , unicidade

e decaimento exponencial para o sistema (P) dado abaixo:

up — a(l(u))Au = fi(v) em Q=Qx(0,7)

vy —a(l(v)Av = fo(u) em Q=0 x(0,T)

(P) < u(t)=v(t)=0 sobre > =00 x (0,T)
u(z,0) = ug(x) em
[ v(7,0) = vo(x) em €2

Aqui €2 denota um aberto limitado do IR", n > 1, com fronteira 02 = I'. Para cada real fixo,

porém arbitrario 7" > 0, Q denota o cilindro @) = 2 x (0,7") com fronteira lateral >~ =T x (0,7).

A existéncia sera feita, via método de Faedo Galerkin, teorema de compacidade de Aubin-

Lions e alguns resultados importantes de Andlise Funcional.
O procedimento consiste em:

i) Definir o problema (P) em um espaco de dimensao finita, de forma conveniente, onde

teremos um novo problema, que serd denominado problema aproximado (PA)

ii) Mostrar que o problema aproximado (PA), possui solucao local; a qual denominaremos
solugao aproximada. Para existéncia de solugao aproximada, transformaremos o sistema referente
ao problema aproximado, em um sistema matricial; o qual serd equivalente a um sistema de edo’s

de 1* ordem. Dessa forma poderemos usar o Teorema de Existéncia de Carathéodory.

iii) Obter estimativas a priori sobre a sequéncia de solugoes aproximadas. Dessa maneira
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poderemos fazer a “passagem ao limite”e assim prolongar as solugoes ao intervalo [0, 7]

iv) A passagem ao limite é o tultimo passo, onde vamos mostrar, a partir das estimativas
a priori, que a sequéncia de solucoes aproximadas, converge numa topologia conveniente para

solugao do problema (P).

No que se segue, utilizaremos as seguintes notagdes: (( , )); || - |; (, ); | - |, para
designar o produto interno e a norma em H}(Q2) e L?(f2) respectivamente. Aqui estamos con-
siderando o espago Hj(€2), munido da “norma do gradiente”, ou seja, se u(t) € HJ(f2), entao
|lu(t)|| = |[Vu(t)]. Também, estamos considerando H~'(2) como sendo o dual topolégico de

HQ).

3.2 Hipodteses

Assumiremos as seguintes hipdteses:

Hi) fi: Q@ xR— IR i = 1,2 sdo Lipschitzianas, ou seja, existem constantes 7; > 0, i = 1,2,

tais que:
1fi(s) = fi(t)| < yils —t| ¥V s,t € Re f;(0) =0

Hs) A aplicacao a : IR — IR é continua, com 0 < m < a(t), para todo ¢t € IR, sendo m > l;

At

v = max{~y;, 72}, onde A\; é o primeiro auto-valor associado ao operador —A.

Hs3) 1: L*(Q2) — IR, é uma forma linear e continua, isto ¢, 3g € L*(Q) tal que:
l(u) =l,(u) = / g(z)u(x)dx Yu € L*(Q)
0

H4) O operador a ¢ lipschitz-continuo, com constante A, isto é: |a(t)—a(t')| < Ajt—t'|V ¢, € R

3.3 Existéncia de Solucao Fraca Global

Teorema 3.3.1 - Considerando as hipGteses Hy - Hs e (ug, vo) € L*(Q) x L*(Q), entdo existe

um par de fungoes (u,v) tais que:
i) (u,0) € [L2(0, 7 H(@) 0 C(0.T): 22(@)]
i) (u ) € (L2(0.T: H‘l(Q)))2

iii) u(0) = up e v(0) = vy
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);i(u hy) + a(l /Vu Vhldx—/fl Yhydz

)jt(v ha) + a(l /VU Vthx—/fQ Yhodz

Para toda hy, hy € H}(Q) no sentido D'(0,T)

No que se segue, para demonstragao dos itens (i) e (iii) do Teorema 3.3.1, estaremos usando

o resultado sobre regularidade (Teorema 2.4.1).

3.3.1 Problema Aproximado

Consideremos {w; }jen como sendo um conjunto ortonormal completo de Hg(€2), formado por
auto-vetores do operador —A e {\;};cn a correspondente sequéncia de auto-valores, em outras

palavras,{w; }jcn é uma base Hilbertiana de Hj(Q)

Para cada m = 1,2,3, ..., vamos considerar o conjunto V,, = [wy, ws, ..., w,,] como sendo o
subespago gerado por wy, ws, ..., Wy,. O problema aproximado (PA), associado a (P) consiste em

encontrar uma solugao sob a forma:

(U (), U () = (Z O (t)w;(z ,Zq» ) € Vi X Vi,

sendo os coeficientes ©;,,, ®;,, de classe C*, determinados de modo a satisfazer (PA):
(Ups h1) = a(l(um)) (At ha) = (f1(vm), ha) (3.1)
(PA) (U;m h2) - a(l(vm))(Avm, h2) = (f?(um)a h2) (32)

{Um(0), 0, (0)} = {ugm, vom} em L*(9),

para todo hy,ho € V,, e j=1,....m

Aqui, ug, € Vo, sa0 aproximacoes de ug e vy respectivamente, isto é, sendo ug e vy perten-
centes a L?({2), podemos aproxima-las por combinagoes lineares finitas dos w;, ou seja, existem
Qjm, Bjm € R(j = 1,...,m) tais que:

m

U = Z QjmWw; — g, forte em L?(2)
=1

Vom, = Z Bimw; — vy, forte em L*(Q)

J=1
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Logo tem-se ,,(0) = ugm € vym(0) = vo. E como existe uma tinica combinagao linear de

vetores da base V,,, segue-se que 0;,,(0) = ajm, € ©;,(0) = Bjm, (7 =1,...,m).

Substituindo u,,(t), v, (t) e hihy = w;(z), para i = 1,...,m, em (PA), e usando o fato de que

{w;} em H(Q) temos:

(ﬁi@%@mw@ﬂmwo—w&(iﬁ@mﬂMqu)@%ﬁiem@mwm)mm@)

= (filvm), wi(x))

NgE
N
=
=
£
O
N
—
—
e
—
&
3
=
E
O
\_/
S
&
—

(iq’;m(t)wj(w),wi(x)) — a(l( .

= (fa(um), wi()),
ou seja,
(O (t) = Nja(l(um))Ojm(t) = (fi(vm),w)) (3-3)
] Om0) = (G =1,...,m)
(PA)
O () = Aja(l(vm)) Pjm () = (f2(um), w)) (3.4)
| ®5(0) = B (5= 1)

Forma Matricial

Vejamos agora a adequacao de nosso problema a forma matricial, onde, por questao de sim-
plificacdo trabalharemos apenas com a equacao (3.3) de (PA), para (3.4) o resultado é andlogo.

Vejamos:

Fazendo j = 1 até m em (3.3), teremos o seguinte sistema na forma matricial:

@/m @1m (fl(vm)7w1>

Oy, | | Mol ! O | | (ilum)iw

®£er 0 Ama(l(m)) @;m (f1 (Um:>7 Wy )
ou seja,
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X'= AX + B, onde se tem:

llm @1m (fl(vm)a wl)
. /Qm ’A: Ala(l(um)) 0 ’X: @2m e (fl(’Um),UJQ)
O 0 Ama(l(tm)) O (Fo () t0)

Observe que podemos escrever:

X'=AX+B=F(tX)

(3.5)
X(0)=Xo, onde Xo=[am Qom ... Qmm ]T
Temos portanto um sistema matricial equivalente a um sistema de edo’s de 1* ordem.

Mostremos que o sistema (3.5) encontra-se nas condigoes de Carathéodory.
Verificando as Condigoes de Carathéodory para o sistema (3.5):

1) Fixemos X:
Nosso objetivo aqui, € mostrar que as matrizes A e B sao mensuraveis em t. Vejamos:

Observe que a matriz A é formada, pelos elementos: A\;a(l(u.,)) com j = 1,2, ...,m. Como por
‘Hs3, [ ¢ uma forma linear e continua e por Hy o operador a é continuo, segue-se que a composi¢ao
a(l(uyy,)) também é continua; logo Aja(l(u,,)) também o serd para j = 1,2, ..., m. Dessa forma A

¢ mensuravel em ¢.

Agora, observemos que B é formada pelos elementos (fi(vy,), w;), com j =1,2,....m. Como
f1 € Lip,,(s) e w; € Hj(Q), configura a continuidade de (f1(v,,),w;) consequentemente a con-

tinuidade de B e por conseguinte sua mensurabilidade.

2) Fixemos t:

Mostremos agora, que F' é continua em X.

De fato, note que B é continua em X, pois é constante em relacao a X.

Agora, para continuidade de AX, basta verificarmos que A é continua em X. Vejamos:
Seja Hj(X) =0;, (j=1,2,...,m) a projecao R" — IR, que é continua.

Tomemos o(X) = [[.(X)w;,

J
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Para cada t fixo, como: u,,(t) = zm: O ,m(t)w;, podemos considerar a funcao:
j=1
X — a(l(um)) = a(l(Z @jm(t)wj>> = a(l(Z H(X)wj>>,

J=1 Jj=1 7

ou seja,

X — a<l<H1 wy + ... —i—Hmwm))

Pela hipdtese Hs, o fato de que combinagao linear de funcao continua também é continua e

a composicao de fungoes continuas é continua, entao A é continua em X.

Desta maneira fixado ¢, a fun¢ao F'(t, X) é continua em X

3) Seja K um compacto de D = [0,T] x E, onde se tem:

E={XeR™; |X]

IRle S 77 7 > 0}

Devemos mostrar que existe uma funcao real mg(t), integravel em [0, 77, tal que:

| F(t, X)||gmx: < mg(t), ¥V (t,X) € D.

Sabemos que em IR, k € N, todas as normas sao equivalentes, entdo consideraremos || - |[,q
a norma do maximo em IR,

Como F(t,X) = AX + B, segue-se que:

L X lmxa < [AX x4 [[Bllmsa

Porém, como ||AX||;nx1 < ||Allmxm|| X ||mx1, entéo:

L Xl < T Allmscm [ X llmscx 4 [[Bllmxa

Como X € E, temos que || X ||mx1 < 7. Dessa maneira, a desigualdade acima fica:
IE @ X lmsxa < A Almxm + [[Bllmsx

Observe que \ja(l(uy,)), com j = 1,2,...,m sao fungdes continuas. Dessa maneira, todas as

entradas da matriz A sdo limitadas por uma constante. Portanto || Alxm < C (C > 0).
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Agora, em relagao a matriz B, todas as suas entradas em valor absoluto, sao iguais a:

|(f1(vm), wi)| < [fr(om)]|w;| = [ f1(vm)].

Finalmente, temos que:
[E(t, X)lmx1 <7.C + | fr(vm)] = mi(t).

Aqui, my(t) é integravel em [0, 7], pois C' é constante e f; € Lip,,(s).

Concluimos portanto, que o sistema (3.5) satisfaz as condigbes de Carathéodory, e entao

existe uma solugao {u,(t), v, (t)} € [0,tm) X [0,tm), tm < To.

Satisfeitas as condic¢oes exigidas pelo Teorema de Carathéodory, passaremos a proxima etapa

(estimativas a priori) onde poderemos prolongar a solugao u,,(t), v, (t) ao intervalo [0, T

No que se segue, C;, 1 =0,1,2,3,4,5,6,7,8, denotam constantes positivas e independentes

de m e t.

3.3.2 Estimativas a Priori

Estimativa I:

Tomemos hy = u,, e hy = v, nas equagoes (3.1) e (3.2) do sistema aproximado PA, dessa

maneira, temos:

(U tm) — a(U(tm)) (At wm) = (f1(Vm), Um) (3.6)
(Vs V) — a(l(vin)) (AU, V) = (f2(tm ), V) (3.7)
Agora,
d 2 d / / _ /
E|um| = E(urmum) = (Upys Uin) + (Ui Up,) = 2(yyy, ),
logo
1 d 2 . . . .
(ul ) = §%|um| e pela primeira identidade de Green
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/(—Au)vdx— / Vu.Vudr = /v%dl“, obtemos:

Q Q r ov

(=AU, Upy) = /(—Aum)umd:v = / V. Vdz = |Vii|? = ||t |?
e 0

Portanto, podemos escrever (3.6) como sendo:

1d

§E|UW|2 + a(l(um))[uml* = (f1(Vm), wm) (3.8)

De maneira inteiramente analoga, temos:

1d

§£|vml2Jra(l(vm))||vm||2 = (fa(um), vm) (3.9)

Adicionando as equagoes (3.8) e (3.9), integrando de 0 a ¢, obtemos:
[ 5t tonl? s+ [ {attumllaml? + attton) e}

= [ {iem) ) + ) s (3.10)

Portanto,

[t (£)2 + o (£) 2 + 2 / {atCm) lm? + a(@(wn)) o }ds
= /0 {(fl(vm)vum) + (f2(um)>vm)}d3 + [tm(0)] + [0 (0)]

Utilizando a hipotese Hy neste ultimo resultado, obtemos:

[l ol s < [ a1+ altom)) ol s

Assim,

[tm () + [vm (D) + 2m / {2+ o2 s < 2 / {010 t) + (fo(ttm) V) s
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+um (0) + [vm (0) | (3.11)
Agora usando em (3.11) Cauchy-Schwarz, obtemos :

m 2 m 2 2 t m 2 m 2 d _2 t m) O md

) + o (O + 2 [+ ol s < 2 [ a0) = £l

£2 [ 1) = L0l lomlds + o+ oo (312)
0

Por 'H;, temos:

t t
(O + o O + 21 [ ([l + ol )ds <2 [ s
0 0
t
+2/ et [0 + [tt0mn[? + [0 ?
0

Assim,

t t
1+ om0+ 20 [ (P + ) s < 47 [ ol + o+ feon? (313
0 0
Pela desigualdade fundamental temos:
t t
47/ [t ||Um|ds < 2 [/ (‘U’m‘2 + |vm’2>ds]
0 0
Logo de (3.13), segue-se que:
t t
O+ lem @ + 20 [ (il + o) ds <27 [ (un? + o) s
0 0
+|u0m|2 + |'UOm|2 (314)

Observe agora, que —Au,, = Au,,, compondo com u,,, temos:
(=AU, U) = A1 (U Unn),
logo

58



1
[ |[* = A fum[* = Jum|* = A—lllumll2

Portanto, podemos reescrever (3.14) como sendo:

t 2 t
(O + fon O + 2 [ ([l + o) s < 37
0 At Jo

+|u0m|2 + |UOM|2

Resultando dessa maneira em

9 t
o + o O + (2= 3) [ (lunl? + ]2} < fion? + oo
0

A1

2
Desde que por Hsy, temos A\; > l, entao <2m — )\—7> >0
m 1

Como ug,, — Uy € Vo, — Vo forte em L?*(2) entao:

|u0m’2 + ‘UOm’2 S 0127
ou seja,

|t () + Jm (t)]* < CF
Donde se tem:

um(t)|? < CF e |um () < CF
Dai, segue-se que: |un,(t)| < C) e |v,(t)| < Cy

Desde que, por (3.17)
supess|u, (t)] < C e supess|vy,(t)| < Cy
Entao,

U (t) € vy (t) sao limitadas em L>(0,T; L%(Q))
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Além disso,

t
[ Gl + folyis < c: (319
De (3.19), segue-se que:

t t
/ | ||?ds < Cy e / | ||Pds < Cy
0 0

Portanto,

U (t) € vy (t) sao limitadas em L2(0,T; H} (Q)) (3.20)

Estimativa II:

Usando o sistema (P) como referéncia e seu respectivo problema aproximado (PA), tem-se:

= a(l(tm) At + f1(vm) € HY(Q) (3.21)

V= a(l(vn)) Avy, + folum) € HH(Q) (3.22)

Observe que —a(l(u,))Au,, define um elemento de H~(Q2), dado pela dualidade:

< — a(l(tnm)) Atym, h1> = a(l(uy)) /ﬂ VYV, . Vhidr ¥ hy € Hi () (3.23)

De forma anéloga tem-se:

< — a(l(vm)) Ay, h2> = a(i(vp)) /Q Vo Vhode ¥ hy € HL(Q) (3.24)

Usando o fato de que —a(l(tny,)) A, —a(l(vy,))Av,, € H71(Q), ou seja, pertencem ao dual
topolégico de H} (), isto é, sdo formas lineares e continuas, concluimos que ambos os termos

sao limitados.

Como: Uy, v, € L*(0,T; L*(Q2)), entao,
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fi(om), f2(um) € L2(0,T; L*(Q)) — L(0,T; L*(2))

Com efeito,

/Qm(v )|dz /Q\fl(m f1<0)\x</9%\v 0d %/Q!v\x

1/2
< Csm </ |Um|2)
Q

Analogamente,

/Q o)z = / foltn) — Fa(0)dz < / oltts — O]z = / |

1/2
< Cyya </ ’umP)
Q

Concluimos portanto, que:

(ul,) e (vl,) sao limitadas em L?(0,7; H'(2))

m

3.3.3 Passagem ao Limite

Das estimativas I e II, anteriormente discutidas, obtemos os seguintes resultados:

« (um) e (vy,) sao limitadas em L*°(0,T; L*(Q))
. (um) € (vy,) sao limitadas em L*(0,T; H}(Q))

. (u})) e (v),) sao limitadas em L*(0,T; H~(Q))

m

(3.25)

(3.26)

(3.27)

(3.28)

(3.29)

(3.30)

Agora, pelo corolario de Banach-Alouglu-Bourbaki, podemos extrair uma subsequéncia de

(um) € (vm) que ainda denotaremos por (u,,) e (v,,) tais que:

« Uy, — u fraco estrela em L>(0,T; L2(12))
« Uy v fraco estrela em L®(0,T; L*(9))

« Uy — u fraco em L2(0,T; HJ(2))
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. Uy, — v fraco em L*(0,T; Hy(Q))
Consequentemente:
T T
/ (um,hl)dt—>/ (u, h)dt ¥ hy € L=(0,T; L2())
0 0
T T
/ ((tm, h))dt —>/ ((u, hy))dt ¥ hy € L*(0,T; Hy (Q))
0 0
T T
/ (U, ho)dt — / (v, hy)dt ¥ hy € L™(0,T; L*(Q))
0 0
T T
/ (v, o))t —>/ (v, ha))dt ¥ hy € L2(0, T: H(Q))
0 0
Por (3.30) segue:

. (u),) — ' fraco em L*(0,T; H'(Q2))

. (v),) — v fraco em L?*(0,T; H1(Q))

(3.34)

(3.35)

(3.36)

(3.37)

(3.38)

(3.39)

(3.40)

Usando as convergéncias (3.31), (3.32), (3.39) e (3.40) e o Lema de Compacidade de Aubin-

Lions, onde se toma: By = H} (), B = L*(Q) e By = H(Q) segue:

« (uy,) — u forte em L?(0,T; L*(Q)))  para todo T > 0

. (v,) — v forte em L2(0,T; L*(Q)) para todo 7' > 0

Mostremos agora que:

/0 (Fulom) ) — (fi(0), b)JB(E)dE — 0 Y 6 € D(0.T)) e ¥ hy € L2(Q)

Seja T' um nimero positivo tal que supp(6) C [0,7]. Entao:

/0 ((Fum)s ) — (fo(0), h)JO(E)dE = / (f1 (0m) — f1(0), )08 dt
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Observemos que ao usarmos a desigualdade de Cauchy-Schwarz em (3.44), vem que:

A(ﬁma<mmmwwﬁsA(mem—ﬁwwmwmmw (3.45)

Aplicando em (3.45) a hipétese H;, o fato de L2(0,T; L*(Q)) — L'(0,T; L*(2)) e a desigual-

dade de Cauchy-Schwarz tem-se:

T T 1/2 1/2
/0 /Q|f1(vm)—fl(v)thHQ(t)\da:dtg6’571/0 {/Q|vm—v|2d:v} X {/Q|h1|2dar} dt

Aplicando novamente a desigualdade de Cauchy-Schwarz neste ultimo resultado, e con-

siderando a convergéncia (3.42) obtemos:

T 1/2 1/2
0571/ {/ [V, —U|2d36} X {/ |h1|2d:c} dt
0 Q Q
T 1/2 T 1/2
< Csm (/ / |V, — v|2dxdt) X (/ / |h1|2dxdt) <e
0 Q 0 Q

Portanto, obtemos:

/0 [(f1(vm), h1) = (fi(v), h1)]0(t)dt < €

Segue dessa forma o resultado

De forma andloga tem-se:
| () ) = (o). )00t — 0 ¥ 0 € D([0.7)) ¥ b € 12(2) (3.46)

Precisamos mostrar agora, que:

a(l(n) /O ' /Q Vit Vhn6(t)dt — a(l(u)) /0 ' /Q V. Vhi(t)dt (3.47)

Para todo 6 € D ([0, T]) e para todo h; € L*(2)
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E suficiente provarmos que:
a(l(upm)) — a(l(u)) em L*(0,T) V T >0 (3.48)
Devido a continuidade de a basta mostramos que:
[(tp,) — l(u) forte em L2(0,T) (3.49)
De fato, pois:
T T T

/ () — 1(u)) 2t = / Uty — )2t < 05/ upn — ul?dt < ¢

0 0 0

Este ultimo resultado, decorre da convergéncia (3.41)

Estas convergéncias implicam que podemos tomar limites no problema aproximado (PA), e

assim verificarmos as condigoes (7), (i), (i77) e (iv) do teorema 3.1.1
Com efeito,

Multiplicando (3.1) e (3.2) por 6(t) € D(0,T) e integrando de 0 & T, obtemos:
T T T

[ b1t~ [ ) (S (et = [ (o). (01 (3.50)
0 0 0

/0 (v;n,hz)e(t)dt—/o a(l(vm))(Avm,hg)G(t)dt:/o (Foltm), h)0(t)dt (3.51)

Faremos os cédlculos da passagem ao limite, apenas para equagao (3.48), (3.49) segue de forma

andloga. Vejamos:

Tomando o limite quando m — oo, tem-se:
T T T
ot [ o) dumsed = [ () mot
0 0 0

Fazendo as integracoes em separado, vem que:

0

/OT(u’, h)O(t)dt = (u, hl)Q(t)‘T _ /OT(U, h)8 (1)dt = <% (u, hy) ,9(t)>
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- / (1 (u)) (D, )O(E) = —(a(i(u))( D, 1), B(2)
/0 (f1(0), h)B()dE = ((f(0). hr), B(1))

Podemos entao reescrever (3.50) e (3.51) como sendo:

(G 01 600) ) = (a1 (B ), 66) = (). i) 018 e D'0.T) (352
(5 (0:12) 000 ) = (@00, ha), (0) = (00, ). 6(0) ema D7) (353
Logo,

2 (u,10) = alf)) (B ) = (fi(0). ) 0 sentido de D(0,7) 3.54)
& (v,1ha) — all()) (D0, hs) = (fo(u), ) mo sentido de D/(0,T) (3.55)

3.3.4 Verificacao das Condicoes Iniciais

Do resultado de regularidade temos que:
u,v € C°(0,T; L*()) (3.56)

Dessa maneira, faz sentido calcularmos u(0) e v(0). Consideremos ¢ € C'(0,T;IR), com

0(0) =1 e O(T) =0

Da convergeéncia (3.35) obtemos:
T T
/ (ul,, 2)0dt — / (v, 2)0dt, onde z € L*(Q) (3.57)
0 0
Integrando por partes (3.57) podemos escrever:

(um(t),z)ﬁ(t)—(um(O),z)H(O)—/O (U, 2)0'dt — (u(t),z)@(t)—(u(O),z)@(O)—/O (u, 2)0'dt
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Dessa maneira, temos:

—(um(0), 2) —/0 (U, 2)0'dt — —(u(0), 2) —/0 (u, 2)0'dt (3.56)

Usando a convergéncia (3.35) em (3.58) temos:

(um(0), 2) — (u(0), 2)

Como ug,, converge forte para uy em L?(f2), consequentemente fraco em L*(Q2). Desta

maneira:
<u0m7 Z) ? (u07 Z)
Da unicidade do limite tem-se:

(u(0), 2) — (uo, 2) Vz € L*()

Portanto,

u(0) = g (3.59)
Analogamente,

v(0) = vy (3.60)

3.4 Unicidade

Teorema 3.4.1 ( de Unicidade): Para obter a unicidade de solugdes, consideraremos a

hipétese Hy.
Demonstragao:

Sejam {uy,v1}, {ug, va} : [0,T] — L*(Q), fungoes vetoriais solugoes de (P), temos entao:
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%(ul,hl)—i—a(l(ul))/QVul.Vhldq;:/Qfl(vl)hldx (3.61)
%(u%hl)+a(l(uQ))/QVuQ.Vh1dx:/Qfl(vg)hldx (3.62)
%(Ul,f@)m(z(vl)) /Q Voy.Vhydz = /Q fo(ur) hoda: (3.63)
%(vg,h2)+a(l(02)) /Q Vy.Vhydz = /Q fo(ug)hoda (3.64)

Fagamos: (3.61) — (3.62) e (3.63) — (3.64), para obter:

%((ul —ug),hy) + a(l(uy)) /Q Vui Vhydr — a(l(us)) /Q VusVhidx

- /Q (f1(01) = fo(vn))hude (3.65)

%((Ul — v2), ha) 4+ a(l(vy)) /Q Vo, Vhgdr — a(l(vs)) /Q Vv Vhodx

- /Q (o) — folus)hade (3.66)

Agora, fazendo hy(t) = ui(t) — ua(t) e hy = v1(t) — v2(t) e adicionando as equagdes (3.65) e
(3.66), obtemos:

1d 1d
——|u; — u2|2 + ——|v — ’U2|2 + a(l(uy)) / VuiV(up — ug)dzr + a(l(vy)) / Vi V(v — vy)dx
2 dt 2 dt o o

—a(l(us)) /Q VsV (11 —ug)dz —a(l(vy)) /Q VsV (01 —v)dar /Q (Fu(01) = f1(02)) (1 — )

n / (alun) = folus)) (01 — v3)de (3.67)

Antes de darmos continuidade, mostremos a seguinte identidade:

%((m —uy), hy) + a(l(ul))/QV(ul — ug)Vhydx = <a(l(uQ)) — a(l(ul))> /QVuQVhldx
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+/Q(f1(v1) — f1(vg))hadx (3.68 — a)
Com efeito,pois:

(aliu2)) — a(ie)) /Q Vo Vhde + /Q (Fu(01) — Fi(v2))hadz = a(l(up)) /Q Vi Vhida
—a(l(ul))/QVUQ.Vhldij/Qfl(vl)hld:B—/Qfl(vg))hldx:a(l(uz))/QVuQ.Vhlda:

2

d
—a(l(w)) / V. Vhnde + =
Q

Uy, hl) + a(l(ul)) /Q VU,1VhldLU - i(UQ, hl)
—a(l(uQ))/QVUQ.Vhldx.

Segue portanto o resultado.

De forma anéloga, tem-se:

%((m — v2), ha) + a(l(ve)) /Q V(vy — v9)Vhedr = (a(l(vg)) - a(l(vl))) /QVvQVthx
+ [ (alw) = ol o (3.68 1)

Voltando ao nosso problema, usemos o fato de f; € Lip(~;), i = 1,2 e modulando (3.65) e

(3.66) chegamos as seguintes inequagoes:

%%ml — ug|* + a(l(uy)) /Q IV (uy — up) Pda
< ‘(a(l(uz)) - @(l(ul))) ‘ /Q [Vus|[V(ur — us)|dz + 7 /Q o1 — s jur — up|da (3.69)
1d

——|vy — val? + a(l(v /Vv—v 2dx
5o — ol i) [ 90— w2)
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< |(attte2)) = atw)| [ 90V (01 = wldo 2 [ fus = wallor — s (3.70)
Q Q
Vamos agora adicionar as inequagoes: (3.69) e (3.70) e assim obter:

——\ul—u2|2+§alvl—1}2\ + a(l(uy) /\V uy — ug)|Pdz + a(l(vy) /\V v) — vy)|*dx

< |(atttun)=atit)) | [ 190V (a—ua)ide-+|(attte)=attt0)))] [ [F0llP(01=02)ido
" /Q lv1 — val|uy — ugldz + 2 /Q |uy — us||vy — voldx (3.71)

Apliquemos em (3.71)a hipdtese Hy a desigualdade de Cauchy-Schwarz e a hipétese Hy, dai

entao vem que:

1d 1d

2dt|u1 — up|? + 2dt|v1 —va|* + m|lur — up|]* + mljvy — val?

< Ay|l(ur) = Hug)[|Juzll[Jur — ual| + Asll(v1) — I(ve)|[[va]l[lvr — vall
—i—%/ |v1 — vg|ug — u2|dx+72/ |uy — us||vy — voldx
Q Q
< Cslur — ug|||ual||lur — vzl + Crlvr — val||va||[[vr — v + ’Y/ [ur — up||vy — voldz (3.72)
Q

Aplicando-se a desigualdade de Young em (3.72), temos:

1d 1d
5%‘“1 —ug|® + 5@’01 — 0o + m|luy — us|]* + mljvy — vol?
m 62 3
< Dl =l + Sllon = vl + S5 JualPlus — wal? + o Py — vl
m 2 M 2 i 2 2 ? 2 2
+27[ur — ug||vy —vo| < 5’|U1—U2H +§HUl—U2H +%HU2H |1 — s +%HU2H |1 — va
+7{|u1 — ugl® + v — 1)2|2} (3.73)
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Note que neste tltimo resultado aplicamos novamente a desigualdade fundamental.

Finalmente chegamos a:

1d 1d
Sl — waf? 4 S oy — ol m{ flur — w4 oy — ealf?}
Cz C2
< = aalP+ o= el { Sl o = { S ol 42 s = P70
Fagamos:

G812 CZ o ,
o(t) = —||ual]” + 2y e &(t) = —||va]|* + 2, daf resulta:
m m
d d
—|uy — ug)? + —|v1 — va]® < @(t)|ur — up|?® + £(t)|v1r — vo? (3.75)
dt dt
Seja M(t) = sup{¢(t),£(t)}, em [0, 7], entao:
d d
—|uy — ug)? + —|v1 — va]® < M{|uy — ug|* + |v1 — v2|?*} (3.76)
dt dt
Integrando (3.76) de 0 a t, obtemos:
t
g — ug|* + [vg — va]? — |u1(0) — uz(0)> — |v1(0) — v2(0)> < / M{|uy — ug|* + |vg — vo* }dx
0
Denominando-se a = |u;(0) — ug(0)|? + |v1(0) — v2(0)?, tem-se:
t
lug — ug|® + |v1 — 1a]? < +/ M{|uy — us? + |v1 — vo|*Yda
0
Tomemos, p(t) = |u; — ua|* + |v1 — v2|?, daf entdo:

p(t) <« +/0 M(s)p(s)ds (3.77)

Aplicando-se a desigualdade de Gronwall em (3.77), obtemos:
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ot <aes| [ tM<s>ds}

Como u1(0) = uz(0) e v1(0) = v9(0), tem-se a = 0 e sendo p(t) limitada entdo p = 0, isto é,
|U1 — UQ|2 + ‘Ul - U2’2 =0 Vte (O,t)
Portanto, |u; — us| = vy — ve| = 0, ou seja:

uy(t) = ug(t) e vi(t) = va(t)

3.5 Decaimento Exponencial

Provaremos agora, que a solu¢ao do problema (P) decai exponencialmente quando ¢t — oo,

mais precisamente, mostremos que a energia associada ao sistema decai de forma exponencial.

Aqui consideramos a energia potencial associada a (P) como sendo:

1
E(t) = 5{lulzz + vlz=}

Em outras palavras, precisamos mostrar que existem constantes 6 > 0 e A > 0 tais que:
E(t) < §E(0)e™

Com efeito, tomemos o problema (P) compondo a primeira equagdo com u e a segunda com

v, resulta portanto em:

(ur, w) = all(w))(Au, u) = (fi(v),u) (3.78)
(v, 0) = a(l(v))(Av,v) = (fa(u),v) (3.79)

Pelos resultados expostos na primeira estimativa, podemos reescrever (3.78) e (3.79) como

sendo respectivamente:

Ld, o 2 _
gl + o) Ve = [ A)uds (3.50)
1d, 5 2
3l + at)IVoR = [ fwoda (3.51)

Adicionando as equagoes: (3.80) e (3.81), obtemos:
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%E(t) + a(l(u)|[Vul* + a(l(v))|Vv]* = /Q{fl(v)u + fo(u)v}da (3.82)

Desde que por Hy m < a(t), entao de (3.82) obtemos:

%E(t) < —m (|Vu]* + [Vv]?) + /Q{fl(v)u + fo(u)v}dx (3.83)
Por 'H; temos:
[ Lh@yut fatwyeyds < [ {15100 = ROl + 1falw) = 0l
< [ flolla + relullelyds = G +2) [ fulolas

Aplicando a desigualdade de Young nesta ultima igualdade, e usando Hs obtemos:
[t ptodds < (P572) (uf + lie) <o (s + o)

Finalmente, podemos reescrever (3.83) como:

CE() < —m (Vul + (o) + 7 (jul}s + o) (3.84)

Apliquemos a desigualdade de Poincaré, para assim, obtermos:

CB(t) < —mCs (jul}s + Iof3a) + 7 (ulfs +offs) = —(mCs =) (ulfa +olls) — (385)

Tomemos § > 0, de modo que:

mCs —~v>6>0

Dessa forma, m > max {Clg’ )\11}

d
Assim, de (3.85), vem que: EE(t) < —0E(t), logo:
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E(t) < Coe™® Vt > 0, onde Cy = E(0) (3.86)

Segue portanto o resultado requerido.
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Consideracoes Finais

Diante dos resultados obtidos, conseguimos mostrar a existéncia, unicidade e ainda, o com-
portamento assintético para (P) mostrando dessa maneira, que a solugdo decaimento exponen-

cialmente com o tempo.

Para trabalhos futuros, podemos estudar a estabilidade, ou seja, a dependéncia continua
dos dados iniciais, dessa forma mostraremos que o problema encontra-se bem-posto. Segundo
o matematico Hadamard, se um problema tem uma tnica solucao e se pequenas perturbacoes
nos dados de entrada, provocam pequenas perturbacoes nos resultado entao o mesmo é dito

bem-posto.
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