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COM EFEITO TÉRMICO E CONDIÇÕES
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Resumo

Neste trabalho estudamos a existência e unicidade de soluções fracas e fortes bem como o de-
caimento exponencial e polinomial da energia para o Sistema de Placas de Kircchoff (1.1)-(1.7)
com efeito térmico e condições de fronteira não local. Mostramos que a dissipação produzida pelo
efeito memória não depende do presente valor do gradiente da temperatura, isto é, mostramos
que a dissipação produzida pelo efeito memória é forte o suficiente para produzir o decaimento
exponencial da solução desde que as funções relaxamento também decaiam exponencialmente.
Quando as funções relaxamento decaem polinomialmente, mostraremos que a solução decai poli-
nomialmente com a mesma taxa.



Abstract

In this work we study the existence of weak and strong global solutions and the exponential
and polynomial decays of the energy to a system for Kirchhoff plates equations with thermal
and nonlocal conditions working at the boundary. We show that the dissipation produced by
the memory effect not depend on the present values of temperature gradient, that is, we show
that the dissipation produced by memory effect is strong enough to produce exponential decay
of the solution provided the relaxation functions also decays exponentially. When the relaxation
functions decays polynomially, we show that the solution decay polynomially with the same rate.
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3.1 Decaimento Exponencial . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 37
3.2 Decaimento Polinomial . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 45

BIBLIOGRAFIA 52



Introdução

0.1 Aspectos gerais

Neste trabalho discutiremos a existência, unicidade e regularidade de soluções, bem como o

comportamento assintótico da energia associado ao seguinte sistema das equações das placas de

Kirchhoff na presença de efeito térmico e condições de fronteira não local

utt + ∆2u+ α∆θ = 0 em Ω × (0,∞) (1.1)

θt − ∆θ − α∆ut = 0 em Ω × (0,∞) (1.2)

θ = 0 sobre Γ × (0,∞) (1.3)

u =
∂u

∂ν
= 0 sobre Γ0 × (0,∞) (1.4)

∂u

∂ν
+

∫ t

0
g1(t− s)

(

B1u(s) + ρ1
∂u(s)

∂ν(s)

)

ds = 0 sobre Γ1 × (0,∞) (1.5)

u−

∫ t

0
g1(t− s)

(

B2u(s) + α
∂θ

∂ν
(s) − ρ2u(s)

)

ds = 0 sobre Γ1 × (0,∞) (1.6)

u(x, 0) = u0(x), ut(x, 0) = u1(x), θ(0, x) = θ0(x) em Ω. (1.7)

Aqui por Ω estaremos denotando um domı́nio aberto limitado do R
2 com fronteira Γ regular

e suponhamos que Γ = Γ0 ∪ Γ1 tal que Γ0 ∩ Γ1 = ∅, ambas com medida positiva e ν = (ν1, ν2)

o vetor unitário normal exterior à γ, por τ = (−ν1, ν2) o vetor unitário tangente. Consideremos

por B1 e B2, os segintes operadores diferenciáveis.

B1u = ∆u+ (1 − µ)B1u,
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B2u =
∂∆u

∂ν
+ (1 − µ)

B2u

∂τ
,

onde µ ∈]0, 1
2 [ é o raio de Poisson e

B1u = 2ν1ν2
∂2u

∂x∂y
− ν2

1

∂2u

∂y2
− ν2

2

∂2u

∂x2

B2u = (ν2
1 − ν2

2)
∂2u

∂x∂y
+ ν1ν2(

∂2u

∂y2
−
∂2u

∂x2
).

Nas equações (1.1) e (1.2), u denota o deslocamento transversal da placa, θ a diferença de

temperatura. Em (1.5) e (1.6) as funções relaxamento g1, g2 ∈ C1(0,∞) são positivas e não-

decrescentes e α, ρ1 e ρ2 são constantes positivas. Também, assumiremos que existe x0 ∈ <2 tal

que

Γ0 = {x ∈ Γ; ν(x).(x− x0) ≤ 0}, Γ1 = {x ∈ Γ; ν(x).(x− x0) > 0}. (1.8)

Considerando m(x) = x− x0, a compacidade de Γ1 implica que existe δ0 > 0 tal que

m(x)ν(x) ≥ δ0 > 0, ∀x ∈ Γ1.

RESULTADOS ANTERIORES ASSOCIADOS AO SISTEMA (1.1)-(1.7).

O Sistema de equações das placas de Kirchhoff com dissipação foi estudado por diferentes

pesquisadores. Todos eles consideram essencialmente três mecanismos dissipativos:

a)A dissipação de atrito, obtida pela introdução de um ”damping de atrito”que pode agir

sobre todo o domı́nio, na fronteira ou parte da fronteira ou em alguma vizinhança localizada da

fronteira;

b)A dissipação térmica obtida pelo acoplamento da equação do CALOR.

A estabilidade exponencial de soluções foi provada por [4, 5, 16].

Finalmente a dissipação viscoelástica dada pelo efeito memória como em [22].

O ”damping de atrito”é o mecanismo dissipativo mais simples. Ele age sobre todo o domı́nio Ω

Tavares, Carla Cristina de Souza PPGME/UFPA
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ou em alguma parte estratégica do domı́nio(damping localizado).

Foi provado por [2, 3, 4, 8, 12, 13, 14, 15, 16, 19, 20, 24] que a energia de primeira-ordem decai ex-

ponencialmente para zero quando o tempo vai para o infinito.

A dissipação térmica, produzida pela lei de Fourier para a temperatura é mais interessante

que o ”damping de atrito ”tanto do ponto de vista f́ısico como do matemático. Aqui as condições

de fronteira fazem um papel importante , não por influenciarem no comportamento assintótico,

mas por causa das mudanças formidáveis nos aspectos matemáticos, tornando mais dif́ıceis a

análise assintótica. A estabilidade exponencial de soluções foi provada por [4, 5, 16].

Finalmente, o efeito memória sobre o tensor de tensão produz um mecanismo dissipativo

satisfatório que depende da função relaxamento (ver [22]). Eles provaram que a energia decai

uniformente exponencialmente ou algebricamente com a mesma taxa de decaimento da função

relaxamento, isto é, quando a função relaxamento decai exponencialmente, a energia correspon-

dente também decai exponencialmente. Por outro lado, quando a função relaxamento decai

polinomialmente então a energia correspondente também decai polinomialmente e com a mesma

taxa.

A principal contribuição do presente trabalho é mostrar que apesar do efeito térmico con-

siderado, só a dissipação dada pelo efeito memória prevalece no final, isto é, os mecanismos

dissipativos presentes no sistema competem entre si e só o mais fraco é ativo no final.

Como é bem conhecido, a presença de efeito térmico produz dissipação para a energia. Assim,

deveriamos esperar que para alcançar a estabilidade uniforme para a energia não fosse necessário

a adição de alguma dissipação mecânica. Na realidade isto é o que ocorre para muitos sistemas

de equações das Placas de Kircchoff na presença de efeito térmico onde a taxa uniforme de

decaimento foi obtida sem qualquer dissipação mecânica, veja [9].

Na clássica teoria linear de termoelásticidade a lei de Fourier é usada para descrever a condução

do calor num corpo. Esta teoria tem dois problemas principais. Primeiro é incapaz de levar

em conta o efeito memória que pode prevelecer em alguns materiais, particularmente, a baixa

temperatura. Segundo, a parte parabólica correspondente do sistema prediz um resultado irreal:

Tavares, Carla Cristina de Souza PPGME/UFPA
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A perturbação térmica produzida em um ponto do corpo se espalha imediatamente para todo o

corpo. As observações levam a acreditar que para materiais com memória a lei de Fourier não

é um bom modelo e que devemos procurar outras relações constitutivas mais gerais que levem

em considerações o fluxo de calor produzido em materiais com memória. Aqui no lugar da lei de

Fourier seguimos o modelo introduzido por Gurtin-Pipkin [7].

Desse modo, com o objetivo de completar os trabalhos [5, 9, 10] trabalharemos com efeito

memória que age somente na fronteira . A principal diferença é que essa dissipação não depende

sobre o presente valor do gradiente da temperatura; ela é de natureza não local dada por duas

convoluções da função relaxamento sobre a fronteira . Sendo assim, mostramos que a energia

decai exponencialmente para zero desde que g1, g2 decaiam exponencialmente para zero. Quando

g1, g2 decaem polinomialmente, mostramos que a correspondente energia do sistema (1.1)−(1.7)

também decai polinomialmente para zero com a mesma taxa de decaimento. Isso significa que

o efeito memória produz dissipação forte, resultando em taxa uniforme de decaimento para a

energia.

O método usado é baseado na construção de um conveniente funcional L satisfazendo

d

dt
L(t) ≤ −C1L(t) + C2e

−γt ou
d

dt
L(t) ≤ −C1L(t)1+

1
α +

C2

(1 + t)1+α
,

para algumas constantes positivas C1, C2, γ1 e γ1.

Note que pela condição (1.4) a solução do sistema (1.1)-(1.7) pertence ao seguinte espaço.

V = {u ∈ H2(Ω) : u =
∂u

∂ν
= 0 sobre Γ0}.

Definimos a seguinte forma bilinear

a(u, v) =

∫

Ω

{∂2u

∂x2

∂2v

∂x2
+
∂2u

∂y2

∂2v

∂y2
+ µ

(∂2u

∂x2

∂2v

∂y2
+
∂2u

∂y2

∂2v

∂x2

)

+ 2(1 − µ)
∂2u

∂x∂y

∂2v

∂x∂y

}

dxdy.

Como Γ0 6= Ø temos que a norma de a(u, u) em v é equivavlente a norma em H2(Ω) , isto é,

Tavares, Carla Cristina de Souza PPGME/UFPA
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C0||u||H2(Ω) ≤ a(u, u) ≤ C1||u||H2(Ω),

onde C0 e C1 são constantes positivas.

Lema 1. Para uma u ∈ H4(Ω) e u ∈ H2(Ω), temos

∫

Ω
(∆2u)vdx = a(u, v) +

∫

Γ

{

(B2u)v − (B1u)
∂u

∂ν

}

dΓ

�

Demonstração. Ver [14,16].

As notações usadas neste trabalho são padrões e seguem as encontradas no livro de J. L. Lions

[18]. Na sequência por C, algumas vezes por (C1, C2, ...), denotamos várias constantes positivas

independentes do tempo ou das condições iniciais. Este trabalho foi organizado do seguinte

modo: no Caṕıtulo 1 são enunciados alguns teoremas de compacidade e algumas desigualdades

que serão fundamentais para o desenvolvimento do trabalho. Alguns desses resultados serão

demonstrados e outros sua demonstração será omitida porém indicada a bibliografia adequada.

No caṕıtulo 2, estabeleceremos a existência, unicidade e regularidade de soluções fortes para o

problema (1.1)− (1.7). Para isso usaremos o método das aproximações de Galerkin, seguindo as

idéias introduzidas por J. L. Lions [18] e o Lema 2.5; resultado crucial para a demonstração da

unicidade de solução fraca (ver [11]). Finalmente no caṕıtulo 3, estudaremos a estabilidade das

soluções fortes para o sistema (1.1) − (1.7). Mais precisamente, mostraremos que a dissipação

dada pelo efeito memória é forte o suficiente para produzir decaimento uniforme exponencial

ou polinomial, desde que as funçoes relaxamento g1,g2 também decaiam exponencialmente ou

polinomialmente. Usaremos a técnica dos multiplicadores introduzida por Komornik [11] e Lions

[18] juntamente com alguns lemas técnicos e algumas idéias técnicas.

Tavares, Carla Cristina de Souza PPGME/UFPA



Caṕıtulo 1

Preliminares

Neste caṕıtulo apresentaremos alguns resultados básicos que serão utilizados nos caṕıtulos

posteriores.

1.1 Teoria das Distribuições Escalares

1.1.1 Espaços das Funções Testes

Sejam Ω ⊂ R
n um aberto limitado e ϕ : Ω → R uma função cont́ınua. Denominamos suporte

de ϕ ao fecho em Ω do conjunto dos pontos x pertencentes a Ω onde ϕ não se anula. Denotamos

o suporte de ϕ por supp (ϕ). Simbolicamente, temos que

supp (ϕ) = {x ∈ Ω;ϕ (x) 6= 0} Ω

Conclúımos que o supp (ϕ) é o menor fechado fora do qual ϕ se anula e valem as seguintes

relações:

1. supp (ϕ+ ψ) ⊂ supp (ϕ) ∪ supp (ψ),

2. supp (ϕψ) ⊂ supp (ϕ) ∩ supp (ψ),

3. supp (λϕ) = λ supp (ϕ), λ ∈ R − {0}.

Aqui, daremos destaque especial às funções ϕ : Ω −→ R com suporte compacto contido em Ω

que sejam infinitamente diferenciáveis. Com esse objetivo definimos o espaço C∞
0 (Ω) como sendo

o espaço vetorial das funções indefinidamente diferenciáveis com suporte compacto contido em

Ω. Os elementos de C∞
0 (Ω) são denominados funções testes em Ω.
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Observação 1.1.1. Por um multi-́ındice, entendemos, uma n-upla α = (α1, . . . , αn) de números

inteiros não negativos. Denotamos por |α| = α1 + · · ·+αn a ordem do multi-́ındice e por Dα o

operador derivação parcial, de ordem |α|,

Dα =
∂|α|

∂α1
x1 . . . ∂

αn

xn

.

Para α = (0, . . . , 0), temos por definição D0ϕ = ϕ.

1.1.2 Convergência em C
∞
0 (Ω)

Dizemos que uma sucessão (ϕn)n∈N de funções em C∞
0 (Ω) converge para ϕ em C∞

0 (Ω) quando

forem satisfeitas as seguintes condições:

( i ) Existe um conjunto compacto K ⊂ Ω tal que

supp (ϕ) ⊂ K e supp(ϕn) ⊂ K, ∀n ∈ N.

( ii ) Dαϕn −→ Dαϕ uniformemente em K para todo multi-́ındice α.

O espaço vetorial C∞
0 (Ω) juntamente com a noção de convergência definida acima é um espaço

vetorial topológico que denotamos por D(Ω) e é denominado espaços das funções testes.

Denota-se por Lp(Ω), 1 ≤ p < ∞, o espaço das funções reais u : Ω −→ R mensuráveis tais que

|u|p são Lebesgue integráveis em Ω. O espaço Lp(Ω) é um espaço de Banach com a norma

‖u‖p
Lp(Ω) =

∫

Ω
|u|pdx.

Quando p = ∞, L∞(Ω) denota o espaço de Banach de todas as funções reais essencialmente

limitadas com norma

‖u‖∞ = sup
x∈Ω

ess|u(x)|.

Quando p = 2, L2(Ω) é um espaço de Hilbert com produto interno

(u, v) =

∫

Ω
u(x)v(x)dx,

e norma induzida

|u|2 =

∫

Ω
|u(x)|2dx.

Tavares, Carla Cristina de Souza PPGME/UFPA
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Observação 1.1.2. Sendo Ω limitado, obtemos D(Ω) ↪→ Lp(Ω), para todo p, tal que 1 ≤ p <∞

com imersão cont́ınua e densa. De fato, dado ϕ ∈ D(Ω) temos que

∫

Ω
|ϕ (x)|p dx ≤ sup

x∈Ω
|ϕ (x)|p µ (Ω) <∞.

Isto prova a inclusão algébrica. Para a continuidade, suponhamos que ϕn → ϕ em D(Ω).

Mostraremos que

∫

Ω
|ϕn (x) − ϕ (x)|p dx→ 0.

Notemos que

∫

Ω
|ϕn (x) − ϕ (x)|p dx =

∫

K
|ϕn (x) − ϕ (x)|p dx ≤ µ(Ω) sup

x∈K
|ϕn(x) − ϕ(x)|p → 0 quando n→ ∞.

Para a demostração de que a imersão anterior é densa veja [17].

1.1.3 Distribuições Escalares

Com o objetivo de generalizar o conceito de funções sobre Ω, introduziremos o conceito de

distribuições escalares.

Denominamos distribuição escalar sobre Ω a toda forma linear e cont́ınua sobre D(Ω), isto é,

uma função T : D(Ω) −→ R que satisfaz as seguintes condições:

( i ) T (αϕ+ βψ) = αT (ϕ) + βT (ψ), ∀ϕ,ψ ∈ D (Ω) , ∀α, β ∈ R.

( ii ) T é cont́ınua, isto é, se (ϕν)ν∈N
converge para ϕ, em D (Ω), então

T (ϕν) −→ T (ϕ) em R.

O valor da distribuição T na função teste ϕ será denotado por 〈T, ϕ〉. Considere no espaço

vetorial das distribuições escalares a seguinte noção de convergência:

Tavares, Carla Cristina de Souza PPGME/UFPA
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A sucessão (Tν)ν∈N converge para T quando a sucessão (〈Tν , ϕ〉)ν∈N
converge para 〈T, ϕ〉 em

R, para toda ϕ ∈ D(Ω).

O espaço das distribuições sobre Ω, com esta noção de convergência, será denotado por D ′(Ω).

As distribuiçoes que aparecem com mais freqüência são aquelas definidas a partir de funções

localmente integráveis.

Definição 1.1.1. Uma função u : Ω −→ R é localmente integrável em Ω quando u é integrável

à Lebesgue em todo compacto K ⊂ Ω. O espaço das funções localmente integráveis é denotado

por L1
loc (Ω). Em śımbolo temos

u ∈ L1
loc (Ω) ⇐⇒

∫

K

|u(x)| dx <∞,

para todo compacto K ⊂ Ω.

Lema 1.1.1 (Du Bois Raymond). Seja u ∈ L1
loc(Ω). Então Tu = 0 se, e somente se, u = 0

quase sempre em Ω.

Demonstração: veja [18].

A distribuição Tu assim definida é dita ”gerada pela função localmente integrável u”e, usando

o Lema de Du Bois Raymond temos que Tu é univocamente determinada por u no seguinte

sentido: Tu = Tv se, e somente se, u = v quase sempre em Ω. Neste sentido identificamos u

com a distribuição Tu e o espaço L1
loc (Ω) das funções localmente integráveis pode ser visto como

parte do espaço das distribuições D
′

(Ω) .

É importante ressaltar que existem distribuições não definidas por funções de L1
loc(Ω). Veja

o exemplo seguinte.

Com essa noção de convergência D
′

(Ω) é um espaço vetorial topológico e temos a seguinte

cadeia de injeções cont́ınuas e densas

D (Ω) ↪→ Lp (Ω) ↪→ L1
loc (Ω) ↪→ D

′

(Ω) , 1 ≤ p <∞.
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1.1.4 Convergência e Derivada Distribucional

Com o objetivo de estudar os espaços de Sobolev introduzimos o conceito de derivada dis-

tribucional.

A motivação do conceito de derivada fraca e, posteriormente, o conceito de derivada distribu-

cional dado por Sobolev, se deve a fórmula de integração por partes do Cálculo, sendo este

conceito generalizado para distribuições quaisquer em D′ (Ω), por L.Schwartz. Veja [23].

Seja T uma distribuição sobre Ω e α um multi-́ındice. A derivada no sentido das distribuições

de ordem α de T é definida como sendo o funcional linear

DαT : D (Ω) → R

tal que

〈DαT, ϕ〉 = (−1)|α| 〈T,Dαϕ〉 , ∀ϕ ∈ D (Ω) .

Segue da definição acima que cada distribuição T sobre Ω possui derivadas de todas as ordens.

Assim as funções de L1
loc (Ω) possuem derivadas de todas as ordens no sentido das distribuições.

Observe que a aplicação

Dα : D′ (Ω) → D′ (Ω)

é linear e cont́ınua no sentido da convergência definida em D′ (Ω). Isto significa que

lim
v−→∞

Tv = T em D′ (Ω) então lim
v−→∞

DαTv = DαT em D′ (Ω) .

Observação 1.1.3. Outro resultado interessante a ser mencionado é que a derivada de uma

função de L1
loc (Ω) não é, em geral, uma função de L1

loc (Ω) como mostra o exemplo a seguir.

Exemplo 1.1.1. Seja u a função de Heaviside, isto é, u é definida em R e tem a seguinte forma

u(x) =

{

1 se x > 0
0 se x < 0

,

assumindo qualquer valor em x = 0. Esta função pertence a L1
loc (Ω), mas sua derivada u′ = δ0

não pertence a L1
loc (Ω).

De fato

< u
′

, ϕ >= − < u,ϕ
′

>= −

∫ ∞

0
ϕ

′

(x)dx = ϕ(0) =< δ0, ϕ >, ∀ϕ ∈ D (Ω) .
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1.2 Espaços de Sobolev 12

Tal fato motivará a definição de uma classe significativa de espaços de Banach de funções

conhecidos sob a denominação de Espaços de Sobolev.

Observação 1.1.4. Se u ∈ Ck(Rn), para cada |α| ≤ k , então a noção de derivada no sentido

clássico coincide com a noção derivada no sentido das distribuições, isto é

DαTu = TDαu, ∀ |α| ≤ k.

É conseqüência da fórmula de integração de Gauss.

1.2 Espaços de Sobolev

Apresentaremos nesta seção uma classe de espaços fundamentais para o estudo das Equações

Diferenciais Parciais. Esta classe é conhecida como espaços de Sobolev.

1.2.1 O espaço H
m (Ω)

Seja Ω um aberto do R
n com fronteira Γ regular. Foi observado na seção anterior que se

u ∈ Lp (Ω), u possui derivadas de todas as ordens no sentido das distribuições. Observamos que

Dαu, em geral, não é uma distribuição definida por uma função de Lp (Ω). Estamos interessados

em espaços de distribuições u ∈ Lp (Ω) cujas derivadas distribucionais permaneçam em Lp (Ω).

Tais espaços são denominados Espaços de Sobolev.

Dados um inteiro m > 0 e 1 ≤ p ≤ ∞, o espaço de Sobolev de ordem m sobre Ω é o espaço

vetorial denotado por Wm,p (Ω) constitúıdo das funções u ∈ Lp (Ω) para as quais Dαu ∈ Lp (Ω),

para todo multi-́ındice α com |α| ≤ m. Em śımbolo temos

Wm,p (Ω) = {u ∈ Lp (Ω) : Dαu ∈ Lp (Ω) , ∀α, com |α| ≤ m} .

Em Wm,p (Ω) considere a norma

‖u‖W m,p(Ω) =





∑

|α|≤m

‖Dαu‖p
Lp(Ω)





1/p

, 1 ≤ p <∞

e se p = ∞

‖u‖W m,∞(Ω) =
∑

|α|≤m

‖Dαu‖L∞(Ω) .
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Em ambos os casos Wm,p (Ω) é um espaço de Banach. O espaço Wm,p (Ω) é um espaço reflexivo

se 1 < p < ∞ e separável se 1 ≤ p < ∞. No caso particular em que p = 2, o espaço Wm,2 (Ω) é

um espaço de Hilbert, sendo denotado por Hm (Ω), isto é,

Hm (Ω) =
{

u ∈ L2 (Ω) ;Dαu ∈ L2 (Ω) , ∀α, com |α| ≤ m
}

.

O Traço em H1 (Ω)

Em [18], é demonstrado que as funções de Hm (Ω) podem ser aproximadas na norma de

Hm (Ω) por função de D
(

Ω
)

, onde D
(

Ω
)

={ϕ|
Ω

;ϕ ∈ D (Rn)}. Dada ϕ ∈ H1 (Ω), consideremos

uma seqüência (ϕν)ν ∈N
em D

(

Ω
)

com

ϕν −→ ϕ em H1 (Ω) .

Consideremos o operador γ0 : H1 (Ω) −→ L2 (Γ) definido por

γ0 (ϕ) = lim
k→∞

ϕk|Γ = ϕ|
Γ
,

sendo este limite considerado na norma de L2 (Γ) .

O operador γ0 denominado operador traço é cont́ınuo, linear e seu núcleo é H1
0 (Ω). De forma

mais simples escrevemos ϕ|
Γ

em vez de γ0(ϕ). Assim, podemos caracterizar, o espaço H1
0 (Ω) por

H1
0 (Ω) =

{

ϕ ∈ H1 (Ω) ; ϕ|
Γ

= 0
}

. A generalização do operador traço para os espaços Hm (Ω)

ocorre de forma natural e no caso m = 2, temos

H2
0 (Ω) =

{

ϕ ∈ H2 (Ω) ; ϕ|
Γ

= 0,
∂ϕ

∂ν

∣

∣

∣

∣

Γ

= 0

}

.

O dual topológico do espaço W
m,p
0 (Ω) representamos por W−m,q (Ω) se 1 ≤ p < ∞ com

1

p
+

1

q
= 1. Se ϕ ∈ W−m,q (Ω), então ϕ|D(Ω)

∈ D
′

(Ω). Quando p = 2, Wm,2
0 (Ω) será denotado

por Hm
0 (Ω) cujo dual é H−m (Ω).

O teorema seguinte caracteriza o espaço W−m,p (Ω) .

Teorema 1.2.1. Seja T ∈ D′ (Ω). Então, T ∈W−m,p (Ω) se, e somente se, existem gα ∈ Lq (Ω)

tais que T =
∑

|α|≤m

Dαgα.

Demonstração: veja [17].
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1.3 Equações de Volterra

Nesta seção será feita uma introdução à teoria das equações integrais de Volterra.

Definição 1.3.1. Uma equação integral de Volterra linear de primeira ordem é toda equação da

forma

f(t) = g(t) +

∫ t

0
k(t, s)f(s)ds, (1.1)

sendo g(t) e k(t, s) funções dadas.

Teorema 1.3.1. Seja k(t, s) uma função cont́ınua em 0 ≤ s ≤ t ≤ T, T > 0 e g(t) uma função

cont́ınua em 0 ≤ t ≤ T. Então, existe uma única função cont́ınua f : [0, T ] −→ R satisfazendo

f(t) = g(t) +

∫ t

0
k(t, s)f(s)ds.
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Demonstração: Existência

A demonstração é baseada nas aproximações sucessivas de Picard. Para isto, considere a seguinte

sequência de funções

{f0, f1, f2, . . . , fn, . . .},

sendo

f0(t) = g(t),

f1(t) = g(t) +

∫ t

0
k(t, s)g(s)ds,

... =
...

fn(t) = g(t) +

∫ t

0
k(t, s)fn−1(s)ds,

com n = 1, 2, . . . . Desta forma,

fn(t) = g(t) +

∫ t

0
k(t, s)fn−1(s)ds,

fn−1(t) = g(t) +

∫ t

0
k(t, s)fn−2(s)ds.

Portanto,

fn(t) − fn−1(t) =

∫ t

0
k(t, s)[fn−1(s) − fn−2(s)]ds.

Definindo a sequência ϕn(t) = fn(t) − fn−1(t) com ϕ0(t) = g(t) temos

ϕn(t) =

∫ t

0
k(t, s)ϕn−1(s)ds.

Logo

fn(t) =
n
∑

i=0

ϕi(t).

Sejam G e K constantes positivas tais que

|g(t)| ≤ G, 0 ≤ t ≤ T, |k(s, t)| ≤ K, 0 ≤ s ≤ t ≤ T.

Afirmação.

|ϕn(t)| ≤
G(Kt)n

n!
, 0 ≤ t ≤ T, n = 0, 1, . . . .

A demonstração será feita por indução. Para n = 0 temos

|ϕ0(t)| = |g(t)| ≤ G =
G(Kt)0

0!
.
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Suponha que a propriedade seja válida para n = i. Resta mostrar que é válida para n = i + 1.

Por hipótese, temos

|ϕi(t)| ≤
G(Kt)i

i!
.

Para n = i+ 1, obtemos

|ϕi+1(t)| = |

∫ t

0
k(t, s)ϕi(s)ds|

≤

∫ t

0
|k(t, s)| |ϕi(s)|ds

≤

∫ t

0
K
G(Ks)i

i!
ds

≤
GKi+1

i!

∫ t

0
sids.

Assim

|ϕi+1(t)| ≤
G(Kt)i+1

(i+ 1)!
.

O que conclui a demonstração. Portanto, vale a seguinte desigualdade

n
∑

i=0

G(Kt)i

i!
≤

∞
∑

n=0

G(KT )n

n!
= GeKT .

Desta forma, pelo teste M de Weirstrass, a série
∞
∑

n=0

ϕn(t) é absoluta e uniformemente conver-

gente. Denotando por f(t) =
∞
∑

n=0

ϕn(t), conclúımos que f é cont́ınua. De fato, seja t0 ∈ [0, T ].

Então,

lim
t→t0

f(t) = lim
t→t0

∞
∑

n=0

ϕn(t) =
∞
∑

n=0

lim
t→t0

(ϕn(t)) =
∞
∑

n=0

ϕn(t0) = f(t0)

o que mostra a continuidade de f. A função f é solução da equação integral de Volterra dada

em (1.1). Com efeito,
m
∑

n=1

ϕn(t) =

∫ t

0
k(t, s)

(

m
∑

n=1

ϕn−1(s)

)

ds.

Fazendo m→ ∞ e usando a convergência uniforme, obtemos

lim
m→∞

m
∑

n=1

ϕn(t) =

∫ t

0
k(t, s) lim

m→∞
(ϕn−1(s)) ds,
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ou

f(t) − g(t) =

∫ t

0
k(t, s)f(s)ds,

isto é,

f(t) = g(t) +

∫ t

0
k(t, s)f(s)ds.

Unicidade

Suponha que existam funções f1, f2 cont́ınuas satisfazendo (1.1). Portanto,

|f1(t) − f2(t)| = |

∫ t

0
k(t, s)(f1(s) − f2(s)ds|. (1.2)

Pela continuidade de f1 e f2, existe C > 0 tal que

|f1(t) − f2(t)| ≤ C , 0 ≤ t ≤ T.

Substituindo a expressão acima em (1.2) obtemos

|f1(t) − f2(t)| ≤ KCt, 0 ≤ t ≤ T.

Repetindo esse processo n-vezes em (1.2), obtemos

|f1(t) − f2(t)| ≤
C(Kt)n

n!
, 0 ≤ t ≤ T.

Fazendo n→ ∞ vem que lim
n→∞

C(Kt)n

n!
= 0. Assim, conclúımos que

f1(t) = f2(t).

�
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1.4 Equação Resolvente

Vimos pelo teorema anterior que dada g ∈ C([0, T ]) existe uma única f ∈ C([0, T ]), tal que

f(t) −

∫ t

0
k(t, s)f(s)ds = g(t)

Desta forma, podemos considerar o operador

K : C[0, T ] −→ C[0, T ]

f 7−→ K[f ] = f(t) −

∫ t

0
k(t, s)f(s)ds.

O operador K é linear e bijetivo. De fato,

K é linear.

K[f1 + λf2] = f1(t) + λf2(t) +

∫ t

0
k(t, s)(f1(s) + λf2(s))ds

= f1(t) + λf2(t) +

∫ t

0
k(t, s)f1(s)ds+ λ

∫ t

0
k(t, s)f2(s))ds

= f1(t) +

∫ t

0
k(t, s)f1(s)ds+ λ(f2(t) +

∫ t

0
k(t, s)f2(s)ds)

= K[f1] + λK[f2].

K é bijetivo.

A sobrejetividade segue do fato que, dada g ∈ C[0, T ], pelo teorema de existência e unicidade,

existe uma única f ∈ C[0, T ] tal que K[f ] = g. A injetividade é obtida de maneira análoga,

pois K[f ] = 0 pode ser interpretada como a equação K[f ] = g sendo g ≡ 0 e pelo teorema de

existência e unicidade existe uma única f ∈ C[0, T ] que satisfaz essa equação, a saber f(x) = 0.

A função k(t, s) é chamada núcleo do operador de Volterra. Notemos que, como foi definido,

ϕ1(t) =

∫ t

0
k(t, s)ϕ0(s)ds, de onde segue que

ϕ2(t) =

∫ t

0
k(t, s)ϕ1(s)ds

=

∫ t

0
k(t, s)

∫ s

0
k(s, τ)g(τ)dτds

=

∫ t

0

∫ t

τ
k(t, s)k(s, τ)g(τ)dτds

=

∫ t

0

∫ t

τ
k(t, s)k(s, τ)dsg(τ)dτ,
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pois o integrando é cont́ınuo em 0 ≤ τ ≤ s ≤ t. Assim

ϕ2(t) =

∫ t

0
k2(t, τ)g(τ)dτ,

sendo

k2(t, τ) =

∫ t

τ
k(t, s)k(s, τ)ds.

Indutivamente

ϕn(t) =

∫ t

0
kn(t, s)g(s)ds ∀n ≥ 1,

sendo k1(t, s) = k(t, s), kn(t, s) =

∫ t

s
k(t, τ)kn−1(τ, s)dτ para n ≥ 2. Como fn(t) =

n
∑

i=0

ϕi(t)

temos

fn(t) =

∫ t

0
rn(t, s)g(s)ds,

sendo rn(t, s) =
n
∑

i=1

ki(t, s). Usando a continuidade da função k temos, |k(t, s)| ≤ K. analoga-

mente podemos mostrar que |kn(t, s)| ≤
Kn(t− s)n−1

(n− 1)!
.Dáı, segue que a série r(t, s) =

∞
∑

n=1

kn(t, s)

é absoluta e, portanto, uniformemente convergente. A função r(t, s) é chamada o núcleo resol-

vente de k(t, s).

Teorema 1.4.1. Se k(t, s) e g(t) são cont́ınuas então a única solução cont́ınua de (1.1) é dada

por

f(t) = g(t) +

∫ t

0
r(t, s)g(s)ds.

Demonstração. Das relações anteriores

∫ t

0
r(t, s)g(s)ds =

∫ t

0

∞
∑

i=1

ki(t, s)g(s)ds.

Como a série converge uniformemente podemos permutar a ordem d somatório com a integração,

obtendo
∫ t

0
r(t, s)g(s)ds =

∞
∑

i=1

∫ t

0
ki(t, s)g(s)ds =

∞
∑

i=1

ϕi(t) = f(t) − g(t),

ou seja,

f(t) = g(t) +

∫ t

0
r(t, s)g(s)ds.

�
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Observação 1.4.1. O teorema anterior mostra que o operador inverso K−1 tem a forma de

uma equação integral de Volterra, ou seja

K−1 : C[0, T ] −→ C[0, T ]

g 7→ K−1[g] = g(t) +

∫ t

0
r(t, s)g(s)ds.

1.5 Outros Resultados Importantes

A seguir enunciaremos mais alguns resultados que serão utilizados posteriormente.

Definição 1.5.1 (Convergência Fraca). Sejam E um espaço de Banach e (uν)ν∈N
uma seqüência

de E. Temos que uν ⇀ u fracamente se, e somente se,

〈ϕ, uν〉 → 〈ϕ, u〉 , ∀u ∈ E
′

.

onde é E′ o dual topólogico de E

Definição 1.5.2 (Convergência Fraca Estrela). Sejam E um espaço de Banach, ϕ ∈ E
′

e

(ϕν)ν∈N
uma seqüência de E

′

. Temos que ϕν −→ ϕ fraco estrela se, somente se,

〈ϕν , u〉 → 〈ϕ, u〉 , ∀u ∈ E.

Lema 1.5.1 (Lema de Gronwall). Sejam ϕ,ψ : [a, b] → R funções cont́ınuas e não-negativas,

α ≥ 0. Se

ϕ (t) ≤ α+

∫ t

a
ϕ (s)ψ (s) ds,

então,

ϕ (t) ≤ α exp

[∫ t

a
ψ (s) ds

]

, ∀t ∈ [a, b] .

Em particular, se ψ (t) é limitada e se α = 0, então ϕ ≡ 0.

Demonstração

Se α > 0, chamemos w(t) = α +

∫ t

a
ϕ(s)ψ(s)ds. Observe que w(a) = α, w(t) ≥ α > 0 e

ϕ(t) ≤ w(t). De w′(t) = ϕ(t)ψ(t) ≤ ψ(t)w(t), obtemos
w′(t)

w(t)
≤ ψ(t).
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Integrando entre a e t obtemos

lnw(t) − lnw(a) ≤

∫ t

a
ψ(s)ds

ln
w(t)

α
≤

∫ t

a
ψ(s)ds

w(t)

α
≤ exp

∫ t

a
ψ(s)ds

onde conclúımos que ϕ(t) ≤ w(t) ≤ α exp

∫ t

a
ψ(s)ds.

Se α = 0, e ψ é limitada, do caso anterior conclúımos que ϕ(t) ≡ 0.

�.
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Caṕıtulo 2

Existência, Unicidade e Regularidade de

Soluções

Neste caṕıtulo estabeleceremos existência e unicidade para as soluções do sistema (1.1)-(1.7),

bem como a regularidade da solução, consideremos os operadores

(g ∗ ϕ)(t) =

∫ t

0
g(t− s)ϕ(s)ds,

(g�ϕ)(t) =

∫ t

0
g(t− s)|ϕ(t) − ϕ(s)|2ds

onde ∗ denota a convolução. Uma importante relação entre esses dois operadores é dado pelo

seguinte Lema.

Lema 2.1. Para g, ϕ ∈ C1([0,∞[; R) temos

(g ∗ ϕ)(t)ϕt =
1

2
g′2ϕ−

1

2
g(t)|ϕ(t)|2 −

1

2

d

dt

[

g2ϕ− (

∫ t

0
g(s)ds)|ϕ|2

]

.

Demonstração. Diferenciando o termo (g2ϕ)(t), obtemos

d

dt
g2ϕ(t) =

∫ t

0
g′(t− s)|ϕ(t) − ϕ(s)|2ds

−2

∫ t

0
g(t− s)ϕt(t)ϕ(s)ds+

(

∫ t

0
g(t− s)ds

) d

dt
|ϕ|2.

Dáı, segue que

2

∫ t

0
g(t− s)ϕt(t)ϕ(s)ds = −

d

dt

{

g2ϕ−

∫ t

0
g(t− s)ds|ϕ(s)|2

}

+

∫ t

0
g′(t− s)|ϕ(t) − ϕ(s)|2ds− g(t)|ϕ|2.
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Logo,

(g ∗ ϕ)(t)ϕt =
1

2
g′2ϕ−

1

2
g(t)|ϕ(t)|2 −

1

2

d

dt

[

g2ϕ− (

∫ t

0
g(s)ds)|ϕ|2

]

.

�.

O nosso objetivo, agora, é determinar uma expressão apropriada para B1u e B2u sobre a fonteira.

Para isso usaremos as condições de fronteira (1.5) e (1.6) do sistema .

Derivando a equação (1.5) em relação a t, obtemos

∂ut

∂ν
+ g′1 ∗

(

B1u+ ρ1
∂u

∂ν

)

+ g1(0)
(

B1u+ ρ1
∂u

∂ν

)

= 0.

Dáı, resulta

(

B1u+ ρ1
∂u

∂ν

)

+
1

g1(0)
g′1 ∗

(

B1u+ ρ1
∂u

∂ν

)

= −
1

g1(0)

∂ut

∂ν
. (2.1)

Analogamente, derivando (1.6) em relação a t, obtemos

(B2u+ α
∂θ

∂ν
− ρ2) +

1

g2(0)
g′2 ∗ (B2u+ α

∂θ

∂ν
− ρ2u) =

1

g2(0)
ut. (2.2)

Aplicando o operador inverso de Volterra em (2.1) − (2.2) obtemos

B1u+ ρ1
∂u

∂ν
= −

1

g1(0)

{∂ut

∂ν
+ k1.5 ∗

∂ut

∂ν

}

,

B2u+ α
∂θ

∂ν
− ρ2u =

1

g2(0)
{ut + k2 ∗ ut},

onde o núcleos resolventes ki, i = 1, 2 são soluções de

ki +
1

gi(0)
g′i ∗ ki = −

1

gi(0)
g′i.

Notemos que

k1 ∗
∂ut

∂ν
=

∫ t

0
k1(t− s)

∂ut

∂ν
(s)ds

= k1(t− s)
∂u

∂ν
(s)
∣

∣

∣

t

0
−

∫ t

0
k′1(t− s)

∂u

∂ν
(s)ds

= k1(0)
∂u

∂ν
− k1(t)

∂u0

∂ν
+ k′1 ∗

∂u

∂ν
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e

k2 ∗ ut =

∫ t

0
k1(t− s)ut(s)ds

= k2(t− s)u(s)
∣

∣

∣

t

0
−

∫ t

0
k′2(t− s)u(s)ds

= k2(0)u− k2(t)u0 + k′2 ∗ u.

Assim, denotando por η1 = 1
g1(0) e η2 = 1

g2(0) podemos reescrever B1u e B2u da seguinte forma

B1u = −ρ1
∂u

∂ν
− η1

{∂ut

∂ν
+ k1(0)

∂u

∂ν
− k1(t)

∂u0

∂ν
+ k′1 ∗

∂u

∂ν

}

, (2.3)

B2u = −α1
∂θ

∂ν
+ ρ2u+ η2{ut + k2(0)u− k2(t)u0 + k′2 ∗ u}. (2.4)

Porém, como estamos interessados nas funções relaxamento que decaiam exponencialmente ou

polinomialmente e as condições de fronteira (2.3) e (2.4) que envolvem os núcleos resolutivos k1

e k2, seria interessante saber se ki, (i = 1, 2) possui as mesmas propriedades de g1 e g2. Essa

questão é respondida pelo lema abaixo.

Sejam h uma função relaxamento e k seu núcleo resolvente tal que

k(t) − k ∗ h(t) = h(t). (2.5)

Lema 2.2. Se h é uma função cont́ınua e positiva, então k também é uma função cont́ınua e

positiva. Além disso,

1. Se existem constantes positivas C0 e γ, com C0 < γ, tal que

h(t) ≤ C0e
−γt,

então a função k satisfaz

k(t) ≤
C0(γ − ε)

γ − ε− C0
e−εt,

para todo 0 < ε < γ − C0.

2. Se p > 1 , Cp = supt∈IR+

∫ t
0 (1 + t)p(1 + t − s)−p(1 + s)−pds e existe C0 com C0Cp < 1,

satisfazendo

h(t) ≤ C0(1 + t)−p,
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então a função k satisfaz

k(t) ≤
C0

1 − C0Cp
(1 + t)−p.

Demonstração. A continuidade da função k segue imediato da identidade (2.5).

Supondo t = 0 em (2.5) segue que

k(0) − k ∗ h(0) = h(0) > 0,

pela definição de convolução segue que

k ∗ h(0) = 0 ⇒ k(0) = h(0) > 0.

Considere t0 = inf{t ∈ R
+ : k(t) = 0} então , se t ∈ [0, t0[, k(t) > 0.

Agora , seja t ∈ R
+ , e tomemos t = t0 em (2.5) segue dáı que

k(t0) − k ∗ h(t0) = h(t0) ⇒ −k ∗ h(t0) = h(t0),

mas isto contraria o fato de h ser uma função positiva, portanto k(t) > 0 ∀ t ∈ R
+. Seja ε uma

constante fixa, tal que 0 < ε < γ − c0 e definamos

kε(t) = eεtk(t) e hε(t) = eεth(t). (2.6)

Multiplicando (2.5) por eεt, obtemos

kε(t) = hε(t) + eεt(k ∗ h(t)). (2.7)

Note que eεt(k ∗ h(t)) = kε ∗ hε(t), além disso

hε(t) ≤ C0e
t(ε−γ) ≤ C0. (2.8)

De (2.7) e (2.8) temos

kε(t) ≤ hε(t) +

∫ t

0
kε(t− s)C0e

s(ε−γ)ds. (2.9)
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Tomando o sup em (2.9) com s ∈ [0, t], resulta

sup
s∈[0,t]

kε(t) ≤ sup
s∈[0,t]

hε(s) +

∫ ∞

0
C0e

s(ε−γ)ds sup
s∈[0,t]

kε(s). (2.10)

Notemos que,

∫ ∞

0
C0e

s(ε−γ)ds = lim
λ→∞

∫ λ

0
C0e

αsds

= C0 lim
λ→∞

(
e(ε−γ)λ

ε− γ
−

1

ε− γ
)

=
C0

γ − ε
. (2.11)

Dáı, substituindo (2.8) e (2.11) em (2.10), obtemos

sup
s∈[0,t]

kε(s) ≤ C0 +
C0

γ − ε
sup

s∈[0,t]
kε(s),

ou seja,

sup
s∈[0,t]

kε(s)(
γ − ε− C0

γ − ε
) ≤ C0.

Segue-se que

k(t) ≤
C0(γ − ε)

γ − ε− C0
e−εt.

�.

Para demonstrar o item 2, consideremos

kp(t) = (1 + t)pk(t) e hp(t) = (1 + t)ph(t).

Multiplicando a equação (2.5) por (1 + t)p, obtemos

kp(t) = hp(t) +

∫ t

0
k(t− s)h(s)ds(1 + t)p (2.12)
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ou seja,

kp(t) = hp(t) +

∫ s

0
kp(t− s)(1 + t− s)−p(1 + t)p(1 − s)−php(s)ds (2.13)

pois,

k(t− s) = (1 + t− s)−pkp(t) e h(s) = (1 + s)−php(s).

Multiplicando, h(t) ≤ C0(1 + t)−p por (1 + t)p resulta

hp(t) ≤ C0. (2.14)

Assim, tomando o sup de (2.13), com s ∈ [0, t]

sup
s∈[0,t]

kp(s) ≤ sup
s∈[0,t]

hp(s) + sup
s∈[0,t]

kp(s) sup
s∈[0,t]

hp(s)

∫ t

0
(1 + t− s)−p(1 + t)p(1 − s)−pds.

Devido a condição para C0, obtemos

sup
s∈[0,t]

kp(s) ≤ sup
s∈[0,t]

hp(s) + C0Cp sup
s∈[0,t]

kp(s),

isto é,

sup
s∈[0,t]

kp(s)(1 − C0Cp) ≤ sup
s∈[0,t]

hp(s). (2.15)

Substituindo (2.14) em (2.15) obtemos

sup
s∈[0,t]

kp(s) ≤
C0

1 − C0Cp
.

Portanto,

kp(t) ≤
C0

1 − C0Cp
.

Segue dáı que

k(t) ≤
C0

1 − C0Cp
(1 + t)−p

�.
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.

2.1 Existência

Definição 2.1. Dizemos que o par (u, θ) é uma solução fraca do sistema (1.1) − (1.7) quando

u, ut ∈ L∞(0, T : V (Ω) ×H1(Ω)),

θ ∈ L∞(0, T : L2(Ω))

e satisfaz

−

∫ T

0

∫

Ω
utψtdxdt+

∫ T

0
a(u, ψ)dt+ α

∫ T

0

∫

Ω
θ∆ψdxdt

=

∫

Ω
u1ψ(., 0)dx

−η1

∫ T

0

∫

Γ1

{∂ut

∂ν
+
(ρ1

η1
+ k1(0)

)∂u

∂ν
− k1(t)

∂u0

∂ν
+ k′1 ∗

∂u

∂ν

}∂ψ

∂ν
dΓ1dt

−η2

∫ T

0

∫

Γ1

{

ut +
(ρ2

η2
+ k2(0)

)

u− k2(t)u0 + k′2 ∗ u
}

ψdΓ1dt, (2.16)

−

∫ T

0

∫

Ω
θφtdxdt+

∫ T

0

∫

Ω
∇θ∇φdxdt− α

∫ T

0

∫

Ω
∇u∇φtdxdt

=

∫

Ω
θ(0)φ(0)dx+ α

∫

Ω
∇u(0).∇φ(0)dx. (2.17)

com , ψ ∈ C1([0, T ] : H2(Ω)) tal que ψ(., T ) = 0 e φ ∈ C1([0, T ] : H1
0 (Ω)) tal que φ(., T ) = 0.

Como conseqüência do teorema do traço temos que a forma

(u,w) 7→ a(u,w) +

∫

Γ1

(

ρ1
∂u

∂ν

∂w

∂ν
+ ρ2uw

)

dΓ1

é estritamente coerciva em V . Veja [14].

O funcional de energia do sistema (1.1)-(1.7) é dado por

E(t, u, θ) :=
1

2

∫

Ω
|ut|

2dx+
1

2
a(u, u) +

1

2

∫

Ω
|θ|2dx

+
1

2

∫

Γ1

(

ρ1

∣

∣

∣

∂u

∂ν

∣

∣

∣

2
+ ρ2|u|

2
)

dΓ1

+
η1

2

∫

Γ1

(

k1(t)
∣

∣

∣

∂u

∂ν

∣

∣

∣

2
− k′1�

∂u

∂ν

)

dΓ1

+
η2

2

∫

Γ1

(

k2(t)|u|
2 − k′2�u

)

dΓ1.
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Teorema 2.1. Sejam ki ∈ C2(0,∞) tal que ki,−k
′
i, k

′′
i > 0 para i = 1, 2. Se (u0, u1, θ0) ∈

V × L2(Ω) × L2(Ω) então existe uma única solução fraca do sistema (1.1)-(1.7).

Demonstração. A prova deste teorema é baseada no método de Faedo-Galerkin. Seja wj , j ∈ N,

uma base do V e zj , j ∈ N uma base de H1
0 (Ω) ∩H2(Ω). Sejam um(., t) ∈ Wm e θm(., t) ∈ Zm,

onde Wm e Zm são subespaços gerados pelos n primeiros vetores w1, w2, ..., wm e z1, z2, ..., zm,

respectivamente.Do teoremas de existência de soluções locais para E.D.O de primeira ordem nos

segue que existe uma única solução local

um(., t) =
m
∑

j=1

hj,m(t)wj(.),

θm(., t) =

m
∑

j=1

fj,m(t)zj(.),

do sistema aproximado
∫

Ω
um

ttwjdx+ a(um, wj) − α

∫

Ω
∇θm∇wjdx

= −η1

∫

Γ1

{∂um
t

∂ν
+
(ρ1

η1
+ k1(0)

)∂um

∂ν
− k1(t)

∂um
0

∂ν
+ k′1 ∗

∂um

∂ν

}∂wj

∂ν
dΓ1

−η2

∫

Γ1

{

um
t +

(ρ2

η2
+ k2(0)

)

um − k2(t)u
m
0 + k′2 ∗ u

m
}

wjdΓ1, (2.18)

∫

Ω
θm
t zjdx+

∫

Ω
∇θm.∇zjdx+ α

∫

Ω
∇um

t .∇zjdx = 0 (2.19)

para j = 1, ...,m com dados iniciais

um(., 0) = u0,m → u0 em V,

um
t (., 0) = u1,m → u1 em L2(Ω),

θm(., 0) = θ0,m → θ0 em L2(Ω).

A extensão desta solução para todo intervalo [0, T ], 0 < T < ∞ é uma consequência da estima-

tiva a seguida.
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Estimativa a priori

Multiplicando (2.18) por h′j,m e somando em j obtemos

∫

Ω
um

tt u
m
t dx+ a(um, um

t ) − α

∫

Ω
∇θm∇um

t dx

= −η1

∫

Γ1

{∂um
t

∂ν
+
(ρ1

η1
+ k1(0)

)∂um

∂ν
− k1(t)

∂u0,m

∂ν
+ k′1 ∗

∂um

∂ν

}∂um
t

∂ν
dΓ1

−η2

∫

Γ1

{

um
t +

(ρ2

η2
+ k2(0)

)

um − k2(t)u0,m + k′2 ∗ u
m
}

um
t dΓ1.

Dáı, segue que

1

2

d

dt

∫

Ω
|um

t |dx+
1

2

d

dt
a(um, um) − α

∫

Ω
∇θm∇um

= −η1

∫

Γ1

{∣

∣

∣

∂um
t

∂ν

∣

∣

∣

2
+
(ρ1

η1
+ k1(0)

)∂um

∂ν

∂um
t

∂ν
− k1(t)

∂u0,m

∂ν

∂um
t

∂ν
+ k′1 ∗

∂um

∂ν

∂um
t

∂ν

}

dΓ1

−η2

∫

Γ1

{

|um
t |2 +

(ρ2

η2
+ k2(0)

)

umum
t − k2(t)u0,mu

m
t + k′2 ∗ u

mum
t

}

dΓ1. (2.20)

Agora, multiplicando (2.19) por fj,m e somando em j temos

∫

Ω
θm
t θ

mdx+

∫

Ω
∇θm∇θmdx+

∫

Ω
∇um

t ∇θmdx = 0,

de onde vem que

1

2

d

dt

∫

Ω
|θm

t |2dx+

∫

Ω
|∇θm|2dx+

∫

Ω
∇um

t ∇θmdx = 0. (2.21)

Somando (2.20) − (2.21) encontramos

∫

Ω
um

tt u
m
t dx+ a(um, um

t ) +
1

2

d

dt

∫

Ω
|θm

t |2dx+

∫

Ω
|∇θm|2dx

= −η1

∫

Γ1

{∣

∣

∣

∂um
t

∂ν

∣

∣

∣

2
+
(ρ1

η1
+ k1(0)

)∂um

∂ν

∂um
t

∂ν
− k1(t)

∂u0,m

∂ν

∂um
t

∂ν
+ k′1 ∗

∂um

∂ν

∂um
t

∂ν

}

dΓ1

−η2

∫

Γ1

{

|um
t |2 +

(ρ2

η2
+ k2(0)

)

umum
t − k2(t)u0,mu

m
t + k′2 ∗ u

mum
t

}

dΓ1. (2.22)

Usando o Lema 2.1, temos

∫

Γ1

k′1 ∗
∂um

∂ν

∂um
t

∂ν
dΓ1 = −

1

2
k′1(t)

∫

Γ1

∣

∣

∣

∂um
t

∂ν

∣

∣

∣

2
dΓ1 +

1

2

∫

Γ1

k′′1�
∂um

∂ν
dΓ1

−
1

2

d

dt

∫

Γ1

[

k′1�
∂um

∂ν
−
(

∫ t

0
k′(s)ds

)∣

∣

∣

∂um
t

∂ν

∣

∣

∣

2]

dΓ1, (2.23)
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e

∫

Γ1

k′2 ∗ u
mum

t dΓ1 = −
1

2
k′1(t)

∫

Γ1

|um|2dΓ1 +
1

2

∫

Γ1

k′′2�umdΓ1

−
1

2

d

dt

∫

Γ
[k′2�u

m −
(

∫ t

0
k′(s)ds

)

|um|2]dΓ1. (2.24)

Substituindo (2.23) e (2.24)em (2.22) obtemos a seguinte desigualdade

d

dt
E(t, um, θm) +

∫

Ω
|∇θm|2dx ≤ CE(0, um, θm).

Integrando a desigualdade acima em [0, t] e levando em consideração as condições iniciais de um

e θm concluimos que

E(t, um, θm) +

∫ t

0

∫

Ω
|θm|2dxdt ≤ C, ∀t ∈ [0, T ], ∀m ∈ N.

Da estimativa acima concluimos que

um → u fraco-estrela em L∞(0, T : V ),

um
t → ut fraco-estrela em L∞(0, T : L2(Ω)),

θm → θ fraco-estrela em L∞(0, T : L2(Ω)),

∇θm → ∇θ fraco em L2(0, T : L2(Ω)).

Multiplicando a equação (2.19) por β ∈ C1[0, T ], tal que β(T ) = 0 e integrando em [0, T ] temos

−

∫ T

0

∫

Ω
um

t wjβtdxdt+

∫ T

0
a(um, wj)β − α

∫ T

0

∫

Ω
θm
t βt∆wjdxdtdt

= −

∫

Ω
u0,mwjβt(0)dx+

∫

Ω
u1,mwjβ(0)dx

−η1

∫ T

0

∫

Ω

{∂um
t

∂ν
+
(ρ1

η1
+ k1(0)

)∂um

∂ν
− k1(t)

∂u0,m

∂ν
+ k′1 ∗

∂um

∂ν

}∂wj

∂ν
βdΓ1dt

−η2

∫ T

0

∫

Ω

{

um
t +

(ρ2

η2
+ k2(0)

)

um − k2(t)u0,m + k′2 ∗ u
m
}

wjβdxdt.

Visto que

um → u forte em L2(0, T ;L2(Ω))

e usando a densidade do conjunto {wjβ : j ∈ N, β ∈ C1([0, T ])} em C0([0, T ] : H2(Ω)) ∩
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C1([0, T ] : L2(Ω)) concluimos a prova de (2.17). Analogamente, multiplicando (2.20) por β

temos

−

∫ T

0

∫

Ω
θmzjβtdxdt+

∫ T

0

∫

Ω
∇θm.∇ztβdxdt− α

∫ T

0

∫

Ω
∇um.∇ztβtdxdt

=

∫

Ω
θ0,mzjβ(0)dx+ α

∫

Ω
∇u0,m.∇zjβ(0)dx.

Fazendo m → ∞ obtemos (2.18). Desta forma completamos a prova da existência de solução

fraca.

�.

2.2 Unicidade

Sejam (u1, θ1) e (u2, θ2) duas soluções de (1.1) − (1.6) com os mesmos dados iniciais. Tomando

(u, θ, ) = (u1 − u2, θ1 − θ2), obtemos o seguinte sistema com dados iniciais nulos

utt + ∆2u+ α∆θ = 0 em Ω × (0,∞)

θt − ∆θ − α∆ut = 0 em Ω × (0,∞)

θ = 0 em Γ × (0,∞)

u =
∂u

∂ν
= 0 sobre Γ0 × (0,∞)

u0(x) = u1(x) = θ0(x) = 0 em Ω.

Com as condições de fronteira (2.3) e (2.4)

B1u = −ρ1
∂u

∂ν
− η1

{∂ut

∂ν
+ k1(0)

∂u

∂ν
− k1(t)

∂u0

∂ν
+ k′1 ∗

∂u

∂ν

}

,

B2u = −α1
∂θ

∂ν
+ ρ2u+ η2{ut + k2(0)u− k2(t)u0 + k′2 ∗ u}.

Multiplicando a primeira equação do sistema acima por ut, integrando sobre Ω e usando o

Lema 2.1 e a Fórmula de Green, obtemos

1

2

d

dt

∫

Ω
|ut|

2dx+
1

2

d

dt
a(u, u) +

∫

Γ1

{(B2u)ut − (B1u)
∂ut

∂ν
)}dΓ1

+α

∫

Ω
∆θutdx = 0. (2.25)
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Agora, multiplicando a segunda equação do sistema por θ e integrando sobre Ω, obtemos

1

2

d

dt

∫

Ω
|θ|2dx+

∫

Ω
|∇θ|2dx− α

∫

Ω
∆utθdx = 0. (2.26)

Somando (2.25) e (2.26), resulta que (u, θ) satisfaz

d

dt
E(t, u, θ) = −

η1

2

∫

Γ1

(

2
∣

∣

∣

∂ut

∂ν

∣

∣

∣

2
+ k′′1�

∂u

∂ν
− k′1(t)

∣

∣

∣

∂u

∂ν

∣

∣

∣

2)

dΓ1

−
η2

2

∫

Γ1

(

2|ut|
2 + k′′2�u− k′2(t)|u|

2
)

dΓ1 −

∫

Ω
|∇θ|2dx, (2.27)

onde

E(t, u, θ) =
1

2

∫

Ω
|ut|

2dx+
1

2
a(u, u) +

1

2

∫

Γ1

(

ρ1

∣

∣

∣

∂u

∂ν

∣

∣

∣

2
+ ρ2|u|

2
)

dΓ1 +
1

2

∫

Ω
|θ|2dx

+
η1

2

∫

Γ1

(

k1(t)
∣

∣

∣

∂u

∂ν

∣

∣

∣

2
− k′1�

∂u

∂ν

)

dΓ1 +
η2

2

∫

Γ1

(k2(t)|u|
2 − k′2�u)dΓ1.

Integrando a equação (2.27) no intervalo [0, t] . Obtemos

E(t, u, θ) = E(0, u, θ) −
η1

2

∫ t

0

∫

Γ1

(

2
∣

∣

∣

∂ut

∂ν

∣

∣

∣

2
+ k′′1�

∂u

∂ν
− k′1(t)

∣

∣

∣

∂u

∂ν

∣

∣

∣

2)

dΓ1 dt

−
η2

2

∫ t

0

∫

Γ1

(

2|ut|
2 + k′′2�u− k′2(t)|u|

2
)

dΓ1 dt−

∫ t

0

∫

Ω
|∇θ|2dxdt. (2.28)

Levando em consideração os dados iniciais nulos e as hipóteses do teorema 2.1 sobre ki, con-

clúımos que u1 = u2 e θ1 = θ2 o que conclui a demonstração da unicidade.

�.

2.3 Regularidade

Para mostrar a regularidade de soluções usaremos o seguinte Lema.
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Lema 2.5. Suponhamos que f ∈ L2(Ω), g ∈ H
1
2 (Γ1) e h ∈ H

3
2 (Γ1) então , a solução de

a(u,w) =

∫

Ω
fwdx+

∫

Γ1

gwdΓ1 +

∫

Γ1

h
∂w

∂ν
dΓ1, ∀w ∈ H2(Ω)

satisfaz

u ∈ H4(Ω).

Demonstração. Veja [17]

Teorema 2.2. Seja ki ∈ C2(0,∞) tal que ki,−k
′
i, k

′′
i ≥ 0 para i = 1, 2. Se (u0, u1, θ0) ∈

H4(Ω) ∩ V × V × [(H1
0 (Ω) ∩H2(Ω))] e satisfaz as condições de compatibilidade

B1u0 = −ρ1
∂u0

∂ν
− η1

∂u1

∂ν
, B2u0 = −α

∂θ0

∂ν
− ρ2u0 + η2u1 sobre Γ1. (2.29)

então a solução de (1.1) − (1.7) tem a seguinte regularidade

(u, ut, θ) ∈ C([0, T ] : (H4(Ω) ∩ V ) × V × (H1
0 (Ω) ∩H2(Ω)).

Demonstração. Derivando a equação (2.18) em relação a t, temos

∫

Ω
um

tttwjdx+ a(um
t , wj) − α

∫

Γ1

∇θm
t ∇wjdx =

−η1

∫

Γ1

{∂um
tt

∂ν
+
(ρ1

η1
+ k1(0)

)∂um
t

∂ν
+ k′1 ∗

∂um
t

∂ν

}∂wj

∂ν
dΓ1

−η2

∫

Γ1

{

um
tt +

(ρ2

η2
+ k2(0)

)

um
t + k′2 ∗ u

m
t

}

wjdΓ1.

Multiplicando a equação acima por h′′j,m(t) e somando em j obtemos

∫

Ω
um

tttu
m
tt dx+ a(um

t , u
m
tt ) − α

∫

Γ1

∇θm
t ∇um

tt dx =
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−η1

∫

Γ1

{∂um
tt

∂ν
+
(ρ1

η1
+ k1(0)

)∂um
t

∂ν
+ k′1 ∗

∂um
t

∂ν

}∂um
tt

∂ν
dΓ1

−η2

∫

Γ1

{

um
tt +

(ρ2

η2
+ k2(0)

)

um
t + k′2 ∗ u

m
t

}

um
tt dΓ1.

Dáı, resulta

1

2

d

dt

∫

Ω
|um

tt |
2dx+

1

2

d

dt
a(um

t , u
m
t ) + α

∫

Γ1

θm
t ∆um

tt dx =

−η1

∫

Γ1

{∂um
tt

∂ν
+
(ρ1

η1
+ k1(0)

)∂um
t

∂ν
+ k′1 ∗

∂um
t

∂ν

}∂um
tt

∂ν
dΓ1

−η2

∫

Γ1

{

um
tt +

(ρ2

η2
+ k2(0)

)

um
t + k′2 ∗ u

m
t

}

um
tt dΓ1. (2.30)

Por outro lado, derivando (2.19) em relação a t, obtemos
∫

Ω
θm
tt zidx+

∫

Ω
∇θm

t ∇zidx+ α

∫

Ω
∇um

tt∇zidx = 0.

Multiplicando a equação acima por f ′j,m e somando em j temos:

∫

Ω
θm
tt θ

m
t dx+

∫

Ω
∇θm

t ∇θm
t dx+ α

∫

Ω
∇um

tt∇θ
m
t dx = 0.

Dáı segue que

1

2

d

dt

∫

Ω
|θm

t |2dx+

∫

Ω
|∇θm

t |2dx = α

∫

Ω
θm
t ∆um

tt dx. (2.31)

Somando (2.31) e (2.32) , segue-se

1

2

d

dt

∫

Ω
|um

tt |
2dx+

1

2

d

dt
a(um

t , u
m
t ) +

1

2

d

dt

∫

Ω
|θm

t |2dx+

∫

Ω
|∇θm

t |2dx =

−η1

∫

Γ1

{∂um
tt

∂ν
+
(ρ1

η1
+ k1(0)

)∂um
t

∂ν
+ k′1 ∗

∂um
t

∂ν

}∂um
tt

∂ν
dΓ1

−η2

∫

Γ1

{

um
tt +

(ρ2

η2
+ k2(0)

)

um
t + k′2 ∗ u

m
t

}

um
tt dΓ1.

Usando o Lema (2.1) obtemos

d

dt
E(t, um

t , θ
m
t )dx

+

∫

Ω
|∇θm

t |2dx =

−
η1

2

∫

Γ1

{

2
∣

∣

∣

∂uttm

∂ν

∣

∣

∣

2
− k′1(t)

∣

∣

∣

∂um
t

∂ν

∣

∣

∣

2
+ k′′1�

∂um
t

∂ν

}

dΓ1

−
η1

2

∫

Γ1

{

2|uttm |2 − k′2(t)|u
m
t |2 + k′′2�um

t

}

dΓ1.
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Integrando a expressão acima em [0, t] obtemos

E(t, um
t , θ

m
t ) +

∫ t

0

∫

Ω
|∇θm

t |2dxdt ≤ E(0, um
t , θ

m
t ),

de onde segue que

(um
tt , u

m
t ) é limitado em L∞(0, T ;L2(Ω) ×H2(Ω))

(θm
t ,∇θ

m
t ) é limitado em L∞(0, T ;L2(Ω) × L2(Ω))

Usando a equação (1.2) e tomando a projeção Pm sobre o subespaço Zm = [z1, ..., zm] concluimos

que

Pm(∆θm) = θm
t − αPm(∆um

t )

e portanto

∆θm é limitada em L∞(0, T ;L2(Ω)).

A estimativa acima implica que

(um
tt , u

m
t , θ

m
t ) → (utt, ut, θt) fraco-estrela em L∞(0, T ;L2(Ω) ×H2(Ω) × L2(Ω)).

Da equação (1, 2) com θt,∆ut ∈ L2(Ω) e usando a regularidade eliṕıtica temos que θ ∈ L∞(0, T ;H2(Ω)∩

H1
0 ). Integrando por partes a equação (1.1) com relação ao tempo usando a fórmula de Green e

a identidade de Green obtemos

a(u,w) = −

∫

Ω
uttw +

∫

Ω
∇θ.∇wdx

+η1

∫

Γ

{

−
∂ut

∂ν
− k1(0)

∂u

∂ν
+ k1(t)

∂u0

∂ν
− k′1 ∗

∂u

∂ν

}∂w

∂ν
dΓ

−η2

∫

Γ
{ut + k2(0)u− k2(t)u0 + k′2 ∗ u}wdΓ.

para toda w ∈ H2(Ω). Pelo Lema 2.5 obtemos que

u ∈ L∞(0, T ;H4(Ω)).

que conclui a prova do teorema.

�.
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Caṕıtulo 3

Comportamento Assintótico

Neste caṕıtulo, mostraremos que a solução do sistema (1.1) − (1.7) decai exponencialmente e

polinomialmente quando o tempo vai ao infinito, com uma taxa de decaimento dependente da

taxa de decaimento dos núcleos resolventes k1 e k2.

3.1 Decaimento Exponencial

Nesta seção mostraremos que a solução do sistema (1.1)-(1.7) decai exponencialmente desde que

os núcleos resolventes satisfaçam

ki(0) > 0, k′i(t) ≤ −C1ki(t), k′′i (t) ≥ −C2k
′
i(t), i = 1, 2 (3.1)

para todo t ≥ 0 e C1 e C2 constantes positivas.

Considerando E(t) = E(t, u, θ), temos

d

dt
E(t) = −

η1

2

∫

Γ1

(

2
∣

∣

∣

∂ut

∂ν

∣

∣

∣

2
+ k′′1�

∂u

∂ν
− k′1(t)

∣

∣

∣

∂u

∂ν

∣

∣

∣

2
− 2k1(t)

∂u0

∂ν

∂ut

∂ν

)

dΓ1

−
η2

2

∫

Γ1

(2|ut|
2 + k′′2�u− k′2(t)|u|

2 − 2k2(t)u0ut)dΓ1 −

∫

Ω
|∇θ|2dx.

Notando que

2k1(t)
∂u0

∂ν

∂u

∂ν
≤ k2

1(t)
∣

∣

∣

∂u0

∂ν

∣

∣

∣

2
+
∣

∣

∣

∂u

∂ν

∣

∣

∣

2
,

2k2(t)u0ut ≤ k2
2(t)|u0|

2 + |ut|
2

obtemos

d

dt
E(t) ≤ −

η1

2

∫

Γ1

(∣

∣

∣

∂ut

∂ν

∣

∣

∣

2
+ k′′1�

∂u

∂ν
− k′1(t)

∣

∣

∣

∂u

∂ν

∣

∣

∣
− k2

1(t)
∣

∣

∣

∂u0

∂ν

∣

∣

∣

2)

dΓ1

−
η2

2

∫

Γ1

(|ut|
2 + k′′2�u− k′2(t)|u|

2 − k2
2(t)|u0|

2)dΓ1 −

∫

Ω
|∇θ|2dx, (3.2)
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Esta desigualdade será usada posteriormente.

Lema 3.1.1. Para toda ϕ ∈ H4(Ω) temos

∫

Ω
(m.∇ϕ)∆2ϕdx = a(ϕ,ϕ) +

∫

Γ1

[

(B2ϕ)m.∇ϕ− (B1ϕ)
∂

∂ν
(m.∇ϕ)

]

dΓ1

+
1

2

∫

Γ1

m.ν
[(∂2ϕ

∂x2

)2
+
(∂2ϕ

∂y2

)2
+ 2µ

∂2ϕ

∂x2

∂2ϕ

∂y2
+ 2(1 − µ)

( ∂2ϕ

∂x∂y

)2]

dΓ1.

Demonstração. Veja [14].

Introduziremos os funcionais

N1(t) =
1

2

∫

Ω
|u|2dx+

1

2
a(u, u) +

1

2

∫

Γ1

(

ρ1

∣

∣

∣

∂u

∂ν

∣

∣

∣

2
+ ρ2|u|

2
)

dΓ1.

e

ψ(t) =

∫

Ω

(

m.∇u+
1

2
u
)

utdx.

O Lema seguinte tem grande importância na construção do funcional desejado.

Lema 3.1.2. A solução forte do sistema (1.1) − (1.7) satisfaz

d

dt
ψ(t) ≤ −λ1N1(t) + C

∫

Γ1

{∣

∣

∣

∂ut

∂ν

∣

∣

∣

2
+ k2

1(t)
∣

∣

∣

∂u

∂ν

∣

∣

∣

2
+
∣

∣

∣k′1 �
∂u

∂ν

∣

∣

∣

2}

+ k2
1(t)

∣

∣

∣

∂u0

∂ν

∣

∣

∣

2}

dΓ1

+C

∫

Γ1

{|ut|
2 + k2

2(t)|u|
2 + k2

2(t)|u0|
2}dΓ1 + Cε

∫

Ω
|∇θ|2dx,

onde λ1,C e Cε são constantes positivas. Aqui � indica

(k � h) =

∫ t

0
k(t− s)(h(t) − h(s))ds.

Demonstração. Derivando ψ em relação a t, usando a equação (1.1) e fazendo ϕ = u no Lema

3.1 obtemos

d

dt
ψ(t) =

∫

Ω

(

m.∇ut +
1

2
ut

)

utdx+

∫

Ω

(

m.∇u+
1

2
u
)

uttdx

=

∫

Ω

(

m.∇ut +
1

2
ut

)

utdx+

∫

Ω

(

m.∇u+
1

2
u
)

(−∆2u− α∆θ)dx. (3.3)
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Usando o Teorema de Gauss temos

∫

Ω

(

m.∇ut +
1

2
ut

)

utdx =
1

2

∫

Γ1

(m.v)|ut|
2dΓ1 −

∫

Ω
|ut|

2dx. (3.4)

Por outro lado temos

∫

Ω

(

m.∇u+
1

2
u
)

(−∆2u− α∆θ)dx = −a(u, u) −

∫

Γ1

{B2u(m.∇u) − B1u
∂

∂ν
(m.∇u)}dΓ1

−
1

2

∫

Γ1

m.ν

[

(

∂2u

∂x2

)2

+

(

∂2u

∂y2

)2

+ 2µ
∂2u

∂x2

∂2u

∂y2
+ 2(1 − µ)

(

∂2u

∂x∂y

)2
]

dΓ1

(3.5)

−α

∫

Γ1

(m.∇u)
∂θ

∂ν
dΓ1 + α

∫

∇(m.∇u)∇θdx

Usando o Lema 1.1 e novamente a Identidade de Green obtemo

∫

Ω

1

2
u(−∆2u− α∆θ)dx = −

1

2
a(u, u) −

1

2

∫

Γ1

{(B2u)u+ (B1u)
∂u

∂ν
}dΓ1 (3.6)

−
α

2

∫

Γ1

u
∂θ

∂ν
dΓ1 −

α

2

∫

Ω
∇u.∇θdx

Substituindo as equações (3.4), (3.5) e (3.6) em (3.3) obtemos

d

dt
ψ(t) =

1

2

∫

Γ1

(m.v)|ut|
2dΓ1 −

1

2

∫

Ω
|ut|

2dx−
3

2
a(u, u)

−

∫

Γ1

B2u(m.∇u+
1

2
u)dΓ1 +

∫

Γ1

B1u
∂

∂ν
(m.∇u−

1

2
u)dΓ1

−
1

2

∫

Γ1

m.ν

[

(

∂2u

∂x2

)2

+

(

∂2u

∂y2

)2

+ 2µ
∂2u

∂x2

∂2u

∂y2
+ 2(1 − µ)

(

∂2u

∂x∂y

)2
]

dΓ1

−α

∫

Γ1

∂θ

∂ν
(m.∇u+

u

2
)dΓ1 + α

∫

Ω
∇θ.(∇(m.∇u) −

1

2
∇u)dx. (3.7)

Usando a hipótese (1.9) temos

∣

∣

∣

∣

α

∫

Ω
∇θ.(∇(m.∇u) −

1

2
∇u)dx

∣

∣

∣

∣

≤ εa(u, u) + Cε

∫

Ω
|∇u|2dx (3.8)

onde ε uma contante positiva. Segue do Teorema do Traço que
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∣

∣

∣

∣

∫

Γ1

(B2u + α
∂θ

∂ν
)(m.∇u+

1

2
u)dΓ1

∣

∣

∣

∣

≤ ε||u||2H2(Ω)

+Cε

∫

Γ1

|B2u+ α
∂θ

∂ν
− ρ2u|

2dΓ1 −
(ρ2

4
− Cερ

2
2

)

∫

Γ1

|u|2dΓ1. (3.9)

Usando a hipótese (1.8) temos

∣

∣

∣

∣

∫

Γ1

B1u
∂

∂ν
(m.∇u−

1

2
u)dΓ1

∣

∣

∣

∣

≤ Cε

∫

Γ1

∣

∣

∣

∣

B1u+ ρ1
∂u

∂ν

∣

∣

∣

∣

2

−
(ρ1

4
− Cερ

2
1

)

∫

Γ1

∣

∣

∣

∣

∂u

∂ν

∣

∣

∣

∣

2

dΓ1 + εa(u, u)

+ε

∫

Γ1

m.ν

[

(

∂2u

∂x2

)2

+

(

∂2u

∂y2

)2

+ 2µ
∂2u

∂x2

∂2u

∂y2
+ 2(1 − µ)

(

∂2u

∂x∂y

)2
]

dΓ1. (3.10)

Substituindo as condições as desigualdades (3.8), ( 3.9) e (3.10) em (3.7) e usando as condições

de fronteira (2.3) e (2.4) a qual podemos reescrevê-la da seguinte forma

B1u+ ρ1
∂u

∂ν
= −η1

{∂ut

∂ν
+ k1(t)

∂u

∂ν
− k′1 �

∂u

∂ν
− k1(t)

∂u0

∂ν

}

,

B2u− ρ2u+ α
∂θ

∂ν
= +η2{ut + k2(t)u− k′2 � u− k2(t)u0}.

Concluindo a demontração do teorema. �.

Lema 3.1.4 Seja f uma função real positiva de classe C1. Se existem constantes positivas γ1,γ2

e C0 tal que

f ′(t) ≤ −γ2f(t) + C0e
−γ1t,

então existem constantes positivas γ e C tal que

f(t) ≤ (f(0) + C)e−γt.
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Demonstração. Primeiramente, suponhamos que γ2 < γ1. Definimos F (t) por

F (t) := f(t) +
C0

γ1 − γ2
e−γ1t.

Derivando F (t) obtemos

F ′(t) := f ′(t) −
γ1C0

γ1 − γ2
e−γ1t

≤ −γ1f(t) + C0e
−γ1t +

C0

γ1 − γ2
e−γ1t

≤ −γ1f(t) −
γ0C0

γ1 − γ2
e−γ1t

Da hopótese sobre f ′ vem que

F ′(t) ≤ −γ2F (t).

Dáı
d

dt
lnF (t) ≤ −γ2.

Integrando de 0 a t obtemos

ln
F (t)

F (0)
≤ −γ2t

Isto é

f(t) +
C0

γ1 − γ2
e−γ1t ≤

[

f(0) +
C0

γ1 − γ2

]

e−γ2t

Como

C0

γ1 − γ2
e−γ1t > 0 pois γ2 < γ1 Segue que

f(t) ≤
(

f(0) +
C0

γ1 − γ2

)

e−γ2t.

Tomando
C0

γ1 − γ2
e−γ1t = C e γ2 = γ segue

f(t) ≤ (f(0) + C) e−γt.

Agora, assumiremos que γ2 ≥ γ1 isto implica que −γ2 ≤ −γ1.
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Como

f ′(t) ≤ −γ2f(t) + C0e
−γ1t

Resulta

f ′(t) ≤ −γ1f(t) + C0e
−γ1t

Isto é

f ′(t)eγ1t + f(t)eγ1t ≤ C0 ⇒ [f(t)eγ1t]′ ≤ C0

Integrando de 0 de t e obtemos

f(t) ≤ (f(0) + C0t)e
−γ1t. (3.11)

Como

t ≤ (γ1 − ε)e(γ1−ε)t para 0 < ε < γ1 e t suficientemente grande .

Substituindo a expressão acima em (3.11) segue

f(t) ≤ (f(0) + C0(γ1 − ε)e(γ1−ε)t)e−γ1t.

Ou seja

f(t) ≤ (f(0)e−γ1t + C0(γ1 − ε))e−εt.

Como

ε < γ1 para todo t > 0 segue que εt < γ1t logo −εt > −γ1t.

Assim

f(t) ≤ [f(0) + C0(γ1 − ε)] e−εt
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Considerando C = C0(γ1 − ε) e γ = ε resulta

f(t) ≤ (f(0) + C)e−γt.

Concluindo a demonstração do teorema �.

Consideremos o funcional de Lyapunov, que será de fundamental importância para e estudo

do decaimento da solução do sistema (1.1) − (1.7)

L(t) = NE(t) + ψ(t)

com N > 0. Podemos verificar a seguinte desigualdade

q0E(t) ≤ L(t) ≤ q1E(t) (3.12)

para as constantes positivas q0 e q1. Vamos demonstrar o principal resultado deste caṕıtulo.

Teorema 3.1. Suponhamos que o dado inicial (u0, u1, θ0) ∈ H2(Ω) × L2(Ω) × L2(Ω). Se os

núcleos resolventes k1 e k2 satisfazem a condição (3.1) e ρ1, ρ2 são constantes positivas, então

existem constantes positivas C e γ tal que

E(t) ≤ Ce−γtE(0)

para todo t ≥ 0.

Demonstração. Demonstraremos o teorema para soluções fortes , isto é, para soluções com

dados (u0, u1, θ0) ∈ (H4(Ω) ∩ V ) × V (×(H1
0 (Ω) ∩H2(Ω)) satisfazendo as condições de compati-

bilidade (2.29), a conclusão do resultado segue por argumentos de densidade.

Dos Lemas (3.1.1) − (3.1.3) temos

d

dt
L(t) = N

d

dt
E(t) +

d

dt
ψ(t). (3.13)

Usando as hipóteses (3.1) obtemos as seguintes desigualdades

k′′1�
∂u

∂ν
≤ C2k

′
1�

∂u

∂ν
,

k′′2�u ≤ C2k
′
2�u,

k′1(t)
∣

∣

∣

∂u

∂ν

∣

∣

∣

2
≤ −C1k1(t)

∣

∣

∣

∂u

∂ν

∣

∣

∣

2
,

k′1(t)|u|
2 ≤ −C1k1(t)|u|

2.
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Usando as desigualdades acima e a desigualdade de Poincarè na desigualdade (3.2) obtemos

d

dt
E(t) ≤ −

η1C

2

∫

Γ1

{∣

∣

∣

∂ut

∂ν

∣

∣

∣

2
− k′1�

∂u

∂ν
+ k1(t)

∣

∣

∣

∂u

∂ν

∣

∣

∣

2
− k2

1(t)
∣

∣

∣

∂u0

∂ν

∣

∣

∣

2}

dΓ1

−
η1C

2

∫

Γ1

{|ut|
2 − k′2�u+ k2(t)|u|

2 − k2
2(t)|u0|

2}dΓ1

−C

∫

Ω
|θ|2dx−

1

2

∫

Ω
|∇θ|2dx.

(3.14)

Por outro lado, pelo Lema 3.1.3, vem que

d

dt
ψ(t) ≤ −λ1N1(t) + C

∫

Γ

{∣

∣

∣

∂ut

∂ν

∣

∣

∣

2
+ k1(t)

∣

∣

∣

∂u

∂ν

∣

∣

∣

2
− k′1�

∂u

∂ν
+ k2

1(t)
∣

∣

∣

∂u0

∂ν

∣

∣

∣

2}

dΓ

+C

∫

Γ
{|ut|

2 + k2(t)|u|
2 − k′2�u+ k2

2(t)|u0|
2}dΓ. (3.15)

Substituindo (1.14) e (3.15) em (3.13) resulta

d

dt
L(t) ≤ −λ2E(t) + CN(k1 + k2)

2E(0). (3.16)

Escolhendo N suficientemente grande obtemos

d

dt
L(t) ≤ −λ2E(t) + CNR2(t)E(0),

onde R(t) = k2 + k1 e λ2 uma pequena constante positiva.

De (3.12) obtemos
d

dt
L(t) ≤ −

λ2

q1
L(t) + CNR2(t)E(0).

Considerando −γ1 =
−γ2

q0
< 0 e C0e

−γ1t = CNE(0)R2 > 0. Portanto de acordo com o

Lema 3.1.4 existem constantes positivas C e γ tais que

L(t) ≤ {L(0) + C}e−γt.

para C, γ > 0.

Como

q0E(t) ≤ L(t).

Tavares, Carla Cristina de Souza PPGME/UFPA



3.2 Decaimento Polinomial 45

Segue que

q0E(t) ≤ (L(0) + C)e−γ1 (3.17)

Além disso temos

L(t) ≤ q1E(t), ∀t

Logo

L(0) ≤ q1E(0). (3.18)

Substituindo (3.18) em (3.17) e escolhendo uma constante q3 positiva de modo que C ≤ q3E(0)

resulta,

E(t) ≤ (
q1 + q3

q0
)E(0)e−γt.

Consedere C = (
q1 + q3

q0
) segue,

E(t) ≤ Ce−γtE(0), ∀t ≥ 0.

Concluindo a demonstreação do teorema.

�.

3.2 Decaimento Polinomial

Aqui, nossa atenção será na taxa de decaimento uniforme quando os núcleos resolventes k1 e k2

decaem polinomialmente com uma taxa do tipo (1+t)−p. Neste caso, mostraremos que a solução

também decai polinomialmente com a mesma taxa. Consideremos as seguintes hipóteses

k(0) > 0, −k′i(t) ≤ −b1k
1+ 1

p

i (t), k′′i (t) ≥ b2[−k
′
i(t)]

1+ 1
p+1 , i = 1, 2 (3.19)
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onde p > 1 e b1 e b2 constantes positivas.

Os Lemas seguintes são de fundamental importância para a obtenção do decaimento polinomial.

Lema 3.2.1. Seja m e h funções integráveis, 0 ≤ r < 1 e q > 0. Então, para t ≥ 0

∫ t

0
|m(t− s)h(s)|ds ≤

(

|m(t− s)|1+
1−r

q |h(s)|ds
)

q

q+1
(

|m(t− s)|r|h(s)|ds
) 1

q+1
.

Demonstração. Fazendo

v(s) := |m(t− s)|1−
r

q+1 |h(s)|
q

q+1 w(s) := |m(t− s)|
r

q+1 |h(s)|
1

q+1 ,

para t > 0 arbitrário, porém fixo. Segue-se, facilmente que

|v(s)w(s)| = |m(t− s)| |h(s)| =⇒

∫ t

0
|v(s)w(s)|ds =

∫ t

0
|m(t− s)| |h(s)|ds.

Usando a desigualdade de Hölder para δ =
q + 1

q
e δ∗ = q + 1 vem que

∫ t

0
|m(t− s)h(s)| ds ≤

[∫ t

0
(|m(t− s)|1−

r

q+1 |h(s)|
q

q+1 )
q+1

q ds

]

q

q+1

[∫ t

0
(|m(t− s)|

r

q+1 |h(s)|
1

q+1 )q+1ds

]
1

q+1

,

de onde segue o resultado �.

Lema 3.2.2 Denotamos por (φ1, φ2) =

(

∂u

∂v
, u

)

onde u é a solução de (1.1)− (1.7). Então para

p > 1, 0 ≤ r < 1 e t ≥ 0), temos

(

∫

Γ
|k′i|�φidΓ

)
1+(1−r)(p+1)
(1−r)(p+1)

≤ 2
(

∫ t

0
|k′i(s)|

rds||φi||
2
L∞(0,t,L2(Γ))

) 1
(1−r)(p+1)

∫

Γ
|k′i|

1+ 1
p+1 �φidΓ

e para r = 0 obtemos

(

∫

Γ
|k′i|�φidΓ

)
p+2
p+1

≤ 2
(

∫ t

0
||φi(s, .)||

2
L2(Γ)ds+ t||φi(s, .)||

2
L2(Γ)

)p+1
∫

Ω
|k′i|

1+ 1
p+1 �φidΓ,

para i = 1, 2.

Demonstração. As desigualdades acima são consequências do Lema 3.2.1 para

m(s) := |k′i(s)|, h(s) :=

∫

Γ1

|φi(t, x) − φi(s, x)|
2dΓ1, q := (1 − r)(p+ 1)
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com t fixo.

Caso r > 0.

Temos que

|k′i|�φi =

∫ t

0
|k′i(t− s)| |φ(t, x) − φ(s, x)|2ds.

Dáı, resulta que

∫ t

0
|k′i(t− s)||φ(t, x) − φ(s, x)|2ds ≤

(

∫ t

0
|k′i(t− s)

1+ 1−r

(1−r)(p+1) ||φ(t, x) − φ(s, x)|2ds
)

(1−r)(p+1)
(1−r)(p+1)+1

.

(

∫ t

0
|k′i(t− s)|r|φ(t, x) − φ(s, x)|2 ds

) 1
(r+1)(r+1)+1

.

Isto é,

|k′i|�φi ≤
(

∫ t

0
|k′i(s)|

r|φ(t, x) − φ(s, x)|2ds
)

(1−r)(p+1)
(1−r)(p+1)+1

.

(

|k′i|
1+ 1

p+1 �φi

)
(1−r)(p+1)

(1−r)(p+1)+1

sendo

∫ t

0
|k′i(t− s)|rds =

∫ t

0
|k′i(s)|

r ds.

Agora, usando a desigualdade elementar 2ab ≤ a2 + b2, obtemos

|k′i|�φi ≤ 2
(

∫ t

0
|k′i(s)|

rds||φ||2L∞(0,T ;L2(Γ1))

)
(1−r)(p+1)

(1−r)(p+1)+1
.

(

|k′i|
1+ 1

p+1 �φi

)
(1−r)(p+1)

(1−r)(p+1)+1
.

Elevando ambos os membros à potência (1−r)(p+1)+1
(1−r)(1+p) segue o resultado.

Caso r = 0

Temos que

∫ t

0
|k′i(t− s)||φ(t, x) − φ(s, x)|2ds

≤
(

∫ t

0
|k′i(t− s)

1+ 1
(1)(p+1) ||φ(t, x) − φ(s, x)|2ds

) 1
p+2

·
(

∫ t

0
|φ(t, x) − φ(s, x)|2 ds

)
p+1)
p+2

.

Como |φ(t, x) − φ(s, x)|2 ≤ 2(|φ(t, x)|2 + |φ(s, x)|2), segue que

|k′i|�φi ≤ 2
(

∫ t

0
|φ(t, x)|2 + |φ(s, x)|2ds

) 1
p+2

.
(

|k′i|
1+ 1

p+1 �φids
)

p+1
p+2

.
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Assim

|k′i|�φi ≤ 2
(

∫ t

0
||φ(t, x)||2L2(Ω) + ||φ(s, x)||2L2(Ω)ds

) 1
p+2

.
(

|k′i|
1+ 1

p+1 �φids
)

p+1
p+2

.

Elevando ambos os membros à potência p+2
p+1 segue o resultado . �.

Lema 3.2.3 Seja f ≥ 0 uma função diferenciável satisfazendo

f ′(t) ≥ −
C1

f(0)
1
α

f(t)1+
1
α +

C2

(1 + t)β
f(0), ∀t ≥ 0

para as constantes positivas C1, C2, α, e β tal que

β ≥ α+ 1.

Então existe uma constante C > 0 tal que

f(t) ≤
C

(1 + t)α
f(0), ∀t ≥ 0.

Demonstração. Denotamos por

F (t) = f(t) +
2C2

α
(1 + t)−αf(0).

Deferenciando esta função, temos

F ′(t) = f(t) − 2C2(1 + t)−α+1f(0)

≤ −
C1

f(0)
1
α

f(t)1+
1
α − C2(1 + t)(−α+1)f(0)

≤ −
C

f(0)
1
α

[

f(t)1+
1
α +

( f(0)

(1 + t)α

)1+ 1
α

]

≤ −
C

f(0)
1
α

F (t)1+
1
α .

Dáı vem que

F (t) =
F (0)

(1 + Ct)α
≤

C

(1 + t)α
f(0)

Portanto

f(t) ≤
C

(1 + t)α
f(0)
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�.

Teorema 3.2.1 Suponhamos (u0, u1, θ0) ∈ H2(Ω)×L2(Ω)×L2(Ω). Se os núcleos k1 e k2 satis-

fazem a condição (3.12) e ρ1, ρ2 são constantes positivas então existe uma constante positiva C

tal que

E(t) =
C

(1 + t)p+1
E(0).

Demonstração. Demonstraremos o teorema para soluções fortes, isto é, para soluções com

dados iniciais (u0, u1, θ0) ∈ H4(Ω) ∩ V ) × V × (H1
0 (Ω) ∩ H2(Ω) satisfazendo as condições de

compatibilidade (2.29). O resultado segue usando os argumentos de densidade.

Usando as hipóteses (3.19) podemos reescrever desigualdade (3.2) da seguinte forma

d

dt
E(t) ≤ −

η1C

2

∫

Γ1

{∣

∣

∣

∂ut

∂ν

∣

∣

∣

2
+ [−k′1]

1+ 1
p+1 �

∂u

∂ν
+ k

1+ 1
p

1 (t)
∣

∣

∣

∂u

∂ν

∣

∣

∣

2
− k2

1(t)
∣

∣

∣

∂u0

∂ν

∣

∣

∣

2}

dΓ1

−
η1C

2

∫

Γ1

{|ut|
2 + [−k′2]

1+ 1
p+1 �u+ k

1+ 1
p

2 (t)|u|2 − k2
2(t)|u0|

2}dΓ1

−C

∫

Ω
|θ|2dx−

1

2

∫

Ω
|∇θ|2dx (3.20)

onde C é uma constante positiva. Usando a hipótese (3.19) novamente, vem que existe uma

outra constante positiva C > 0 tal que

∣

∣

∣
k′1 �

∂u

∂ν

∣

∣

∣

2
≤ C[−k′1]

1+ 1
p+1 �

∂u

∂ν
, |k′2 � u|

2 ≤ C[−k′2]
1+ 1

p+1 �u.

Usando esta estimativa o lema (3.1.2) e escolhendo N grande, de (3.20) − (3.21) obtemos

d

dt
ψ(t) ≤ −λ1N1(t) + C

∫

Γ1

{|ut|
2 + k

1+ 1
p

2 (t)|u|2 + [−k′2]
1+ 1

p+1 �u+ k2
2(t)|u0|

2}dΓ1

+C

∫

Γ1

{∣

∣

∣

∂ut

∂ν

∣

∣

∣

2
+ k

1+ 1
p

1 (t)
∣

∣

∣

∂u

∂ν

∣

∣

∣

2
+ [−k′1]

1+ 1
p+1 �

∂u

∂ν
+ k2

1(t)
∣

∣

∣

∂u0

∂ν

∣

∣

∣

2}

dΓ1. (3.21)

Escolhendo N grande, de (3.20) − (3.21) resulta que

d

dt
L(t) ≤ −λ2N (t) − λ1

∫

Γ1

(

[−k′1]
1+ 1

p+1 �
∂u

∂ν
+ [−k′2]

1+ 1
p+1 �u

)

dΓ1 + CNR2(t)E(0). (3.22)

para λ2 > 0 onde

N (t) = N1(t) +

∫

Ω
|θ|2dx.
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Fixemos 0 < r < 1 tal que 1
p+1 < r < p

p+1 . Nesta condição, pela hipótese (3.12) temos

∫ ∞

0
[−k′i]

r ≤ C

∫ ∞

0

1

(1 + t)r(p+1)
<∞ ∀ i = 1, 2.

Usando a estimativa acima e o Lema (3.2.2) resulta que

∫

Γ
[−k′1]

1+ 1
p+1 �

∂u

∂ν
dΓ1 ≥ CE(0)

− 1
(1−r)(1+p)

(

∫

Γ1

[−k′1]�
∂u

∂ν
dΓ1

)1+ 1
(1−r)(1+p)

, (3.23)

∫

Γ1

[−k′2]
1+ 1

p+1 �udΓ1 ≥ CE(0)
− 1

(1−r)(1+p)

(

∫

Γ1

[−k′2]�udΓ1

)1+ 1
(1−r)(1+p)

. (3.24)

Por outro lado, como a energia é limitada temos

N (t)
1+ 1

(1−r)(1+p) ≤ CE(0)
1

(1−r)(1+p)N (t). (3.25)

Substituindo (3.23) − (3.25) em (3.22) obtemos

d

dt
L(t) ≤ −CE(0)

− 1
(1−r)(1+p)N (t)

1+ 1
(1−r)(1+p) + CNR2(t)E(0)

−CE(0)
− 1

(1−r)(1+p)

{(

∫

Γ1

[−k′1]�udΓ1

)1+ 1
(1−r)(1+p)

+
(

∫

Γ1

[−k′2]�udΓ1

)1+ 1
(1−r)(1+p)

}

.

Considerando a desigualdade (3.12) obtemos

d

dt
L(t) ≤ −

C

L(0)

1
(1−r)(p+1)

L(t)
1+ 1

(1−r)(1+p) + CNR2(t)E(0). (3.26)

Portanto, pelo Lema (3.2.3) obtemos

L(t) ≤
C

(1 + t)(1−r)(p+1)
L(0). (3.27)

Como (1 − r)(p+ 1) > 1 resulta, para t ≥ 0, as seguintes estimativas

t||u(t, .)||2L2(Γ1)
+ t
∣

∣

∣

∣

∣

∣

∂u(t, .)

∂ν

∣

∣

∣

∣

∣

∣

2

L2(Γ1)
≤ CtL(t) <∞,

∫ t

0
||u(s, .)||2L2(Γ1)

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∂u(s, .)

∂ν

∣

∣

∣

∣

∣

∣

2

L2(Γ1)
≤ CL(t) <∞.

Usando a estimativa acima no Lema (3.2.2) com r = 0, obtemos

∫

Γ1

[−k′1]
1+ 1

p+1 �
∂u

∂ν
dΓ1 ≥

C

E(0)
1

1+p

(

∫

Γ1

[−k′1]�
∂u

∂ν
dΓ
)1+ 1

1+p

,
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∫

Γ1

[−k′2]
1+ 1

p+1 �udΓ1 ≥
C

E(0)
1

1+p

(

∫

Γ1

[−k′2]�udΓ1

)1+ 1
1+p

.

Usando essas desigualdades e os mesmos argumentos como em (3.26) obtemos

d

dt
L(t) ≤ −

C

L(0)
1

p+1

L(t)
1+ 1

1+p + CNR2(t)E(0).

Aplicando o Lema (3.2.3) obtemos

L(t) ≤
C

(1 + t)p+1
L(0).

Usando a desigualdade (3.11) concluimos que

E(t) ≤
C

(1 + t)p+1
E(0)

�.
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