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”Aquilo que o homem semear, isso mesmo colherd.”

Epistola de Paulo.



Resumo

Neste trabalho estudamos a existéncia e unicidade de solugoes fracas e fortes bem como o de-
caimento exponencial e polinomial da energia para o Sistema de Placas de Kircchoff (1.1)-(1.7)
com efeito térmico e condigoes de fronteira nao local. Mostramos que a dissipacao produzida pelo
efeito meméria nao depende do presente valor do gradiente da temperatura, isto é, mostramos
que a dissipagao produzida pelo efeito memoria é forte o suficiente para produzir o decaimento
exponencial da solucao desde que as fungoes relaxamento também decaiam exponencialmente.
Quando as fungoes relaxamento decaem polinomialmente, mostraremos que a solucao decai poli-
nomialmente com a mesma taxa.



Abstract

In this work we study the existence of weak and strong global solutions and the exponential
and polynomial decays of the energy to a system for Kirchhoff plates equations with thermal
and nonlocal conditions working at the boundary. We show that the dissipation produced by
the memory effect not depend on the present values of temperature gradient, that is, we show
that the dissipation produced by memory effect is strong enough to produce exponential decay
of the solution provided the relaxation functions also decays exponentially. When the relaxation
functions decays polynomially, we show that the solution decay polynomially with the same rate.
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Introducao

0.1 Aspectos gerais

Neste trabalho discutiremos a existéncia, unicidade e regularidade de solugoes, bem como o
comportamento assintotico da energia associado ao seguinte sistema das equacoes das placas de

Kirchhoff na presenca de efeito térmico e condigoes de fronteira nao local

Uy + A%u+aAd =0 em Qx (0,00) (1.1)
0 — A0 — aAu; =0 em 2 x (0,00) (1.2)
60 =0 sobre I' x (0,00) (1.3)
ou
u=o = 0 sobre Ty x (0,00) (1.4)
ou t Ou(s)

W +/0 g1(t — s) (‘Blu —|—p1 0(s) )ds 0 sobre T'; x (0,00) (1.5)

t
u —/ g1(t — s) (‘Bgu( )+ ozf — pau(s) ) ds =0 sobre I'; x (0,00) (1.6)

0
u(z,0) = up(x ), ut(x 0) =ui(z), 0(0,z) =6p(z) em €. (1.7)

Aqui por € estaremos denotando um dominio aberto limitado do R? com fronteira I' regular
e suponhamos que I' = I'g UT; tal que Ty N T} = (), ambas com medida positiva e v = (v, 2)
o vetor unitario normal exterior & 7, por 7 = (—vq,v2) 0 vetor unitdrio tangente. Consideremos

por B1 e By, os segintes operadores diferencidveis.

Biu = Au+ (1 — p)Byu,
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0Au Bou
Bou=g, TA-mT
onde p €]0, 5[ é o raio de Poisson e
0u 5 0%u 5 0%u
Blu = 21/11/2m - 7/187y2 — VQW
0%u 0*u  0%u
2.2
BQU = (Vl — V2)8Tay + V1V2(87y2 — W)

Nas equagoes (1.1) e (1.2), u denota o deslocamento transversal da placa, 6 a diferenca de
temperatura. Em (1.5) e (1.6) as funcdes relaxamento g1,g2 € C!(0,00) sdo positivas e nao-
decrescentes e o, p1 e py sdo constantes positivas. Também, assumiremos que existe zo € 2 tal

que
Io={zel;v(x).(zr—x9) <0}, T1={zel;v(x).(zr—x9) >0} (1.8)
Considerando m(z) = = — xp, a compacidade de I'; implica que existe dy > 0 tal que

m(z)v(z) > o9 > 0,Vx € I'y.

RESULTADOS ANTERIORES ASSOCIADOS AO SISTEMA (1.1)-(1.7).

O Sistema de equacoes das placas de Kirchhoff com dissipagao foi estudado por diferentes
pesquisadores. Todos eles consideram essencialmente trés mecanismos dissipativos:

a)A dissipacao de atrito, obtida pela introducao de um ”damping de atrito”que pode agir
sobre todo o dominio, na fronteira ou parte da fronteira ou em alguma vizinhanca localizada da
fronteira;

b)A dissipagao térmica obtida pelo acoplamento da equagao do CALOR.

A estabilidade exponencial de solugoes foi provada por [4, 5, 16].
Finalmente a dissipagao viscoelastica dada pelo efeito meméria como em [22].

O ”damping de atrito”é o mecanismo dissipativo mais simples. Ele age sobre todo o dominio 2

Tavares, Carla Cristina de Souza PPGME/UFPA
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ou em alguma parte estratégica do dominio(damping localizado).
Foi provado por [2,3,4,8,12,13,14, 15,16, 19, 20, 24] que a energia de primeira-ordem decai ex-

ponencialmente para zero quando o tempo vai para o infinito.

A dissipagao térmica, produzida pela lei de Fourier para a temperatura é mais interessante
que o "damping de atrito ”tanto do ponto de vista fisico como do matematico. Aqui as condigoes
de fronteira fazem um papel importante , ndo por influenciarem no comportamento assintético,
mas por causa das mudancas formidaveis nos aspectos matematicos, tornando mais dificeis a

andlise assintética. A estabilidade exponencial de solugoes foi provada por [4,5, 16].

Finalmente, o efeito memoria sobre o tensor de tensao produz um mecanismo dissipativo
satisfatério que depende da fungao relaxamento (ver [22]). Eles provaram que a energia decai
uniformente exponencialmente ou algebricamente com a mesma taxa de decaimento da funcao
relaxamento, isto é, quando a fungao relaxamento decai exponencialmente, a energia correspon-
dente também decai exponencialmente. Por outro lado, quando a funcao relaxamento decai
polinomialmente entao a energia correspondente também decai polinomialmente e com a mesma

taxa.

A principal contribui¢ao do presente trabalho é mostrar que apesar do efeito térmico con-
siderado, s6 a dissipacdo dada pelo efeito meméria prevalece no final, isto é, os mecanismos
dissipativos presentes no sistema competem entre si e sé o mais fraco é ativo no final.

Como é bem conhecido, a presencga de efeito térmico produz dissipagdo para a energia. Assim,
deveriamos esperar que para alcancar a estabilidade uniforme para a energia nao fosse necessario
a adicao de alguma dissipacao mecanica. Na realidade isto é o que ocorre para muitos sistemas
de equacoes das Placas de Kircchoff na presenca de efeito térmico onde a taxa uniforme de
decaimento foi obtida sem qualquer dissipa¢ao mecéanica, veja [9].

Na classica teoria linear de termoelasticidade a lei de Fourier é usada para descrever a conducao
do calor num corpo. Esta teoria tem dois problemas principais. Primeiro é incapaz de levar
em conta o efeito memoria que pode prevelecer em alguns materiais, particularmente, a baixa

temperatura. Segundo, a parte parabdlica correspondente do sistema prediz um resultado irreal:

Tavares, Carla Cristina de Souza PPGME/UFPA
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A perturbagéo térmica produzida em um ponto do corpo se espalha imediatamente para todo o
corpo. As observacoes levam a acreditar que para materiais com memoria a lei de Fourier nao
¢ um bom modelo e que devemos procurar outras relacoes constitutivas mais gerais que levem
em consideracoes o fluxo de calor produzido em materiais com memoria. Aqui no lugar da lei de
Fourier seguimos o modelo introduzido por Gurtin-Pipkin [7].

Desse modo, com o objetivo de completar os trabalhos [5,9,10] trabalharemos com efeito
memoria que age somente na fronteira . A principal diferenca é que essa dissipacao nao depende
sobre o presente valor do gradiente da temperatura; ela é de natureza nao local dada por duas
convolugoes da fungao relaxamento sobre a fronteira . Sendo assim, mostramos que a energia
decai exponencialmente para zero desde que g1, g2 decaiam exponencialmente para zero. Quando
g1, g2 decaem polinomialmente, mostramos que a correspondente energia do sistema (1.1) — (1.7)
também decai polinomialmente para zero com a mesma taxa de decaimento. Isso significa que
o efeito memoéria produz dissipacao forte, resultando em taxa uniforme de decaimento para a

energia.

O método usado é baseado na construgao de um conveniente funcional £ satisfazendo

d d
L) S —CIL(H +Coe " ou ZL(1) < —CiL(t) e +

G
(14t)tta’

para algumas constantes positivas C'1, Ca, v1 € 1.

Note que pela condigdo (1.4) a solugao do sistema (1.1)-(1.7) pertence ao seguinte espago.

V={u e H2(Q):u:gu20 sobre T'o}.
v

Definimos a seguinte forma bilinear
/ 0%u 0*v  0%*ud?*v ud*v  0%ud*v 0%u 0%
a(u,v) = | { n( Jdady
Q

i i i T 21 — ) —— = 7
02022 T oo Mo T oy 8:L'2) 20— )y 5 By s

Como Iy # @ temos que a norma de a(u,u) em v é equivavlente a norma em H?2((Q) , isto é,

Tavares, Carla Cristina de Souza PPGME/UFPA
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Collullp2 (@) < alu,u) < Cillullg2(q),

onde Cj e (' sao constantes positivas.

Lema 1. Para uma u € H*(Q) e u € H%(Q2), temos

/Q(AQU)vdx = a(u,v) + /F {(%gu)v - (‘Blu)g:j}dl“

Demonstragao. Ver [14,16].

As notagdes usadas neste trabalho sao padroes e seguem as encontradas no livro de J. L. Lions
[18]. Na sequéncia por C, algumas vezes por (C1,Cs,...), denotamos varias constantes positivas
independentes do tempo ou das condicbes iniciais. Este trabalho foi organizado do seguinte
modo: no Capitulo 1 sdo enunciados alguns teoremas de compacidade e algumas desigualdades
que serdao fundamentais para o desenvolvimento do trabalho. Alguns desses resultados serao
demonstrados e outros sua demonstragao serd omitida porém indicada a bibliografia adequada.
No capitulo 2, estabeleceremos a existéncia, unicidade e regularidade de solugoes fortes para o
problema (1.1) — (1.7). Para isso usaremos o método das aproximagcoes de Galerkin, seguindo as
idéias introduzidas por J. L. Lions [18] e o Lema 2.5; resultado crucial para a demonstragao da
unicidade de solugao fraca (ver [11]). Finalmente no capitulo 3, estudaremos a estabilidade das
solugoes fortes para o sistema (1.1) — (1.7). Mais precisamente, mostraremos que a dissipacao
dada pelo efeito memoria é forte o suficiente para produzir decaimento uniforme exponencial
ou polinomial, desde que as fungoes relaxamento ¢1,go também decaiam exponencialmente ou
polinomialmente. Usaremos a técnica dos multiplicadores introduzida por Komornik [11] e Lions

[18] juntamente com alguns lemas técnicos e algumas idéias técnicas.

Tavares, Carla Cristina de Souza PPGME/UFPA



Capitulo 1

Preliminares

Neste capitulo apresentaremos alguns resultados bésicos que serao utilizados nos capitulos

posteriores.

1.1 Teoria das Distribuicoes Escalares
1.1.1 Espacos das Funcgoes Testes
Sejam 2 C R™ um aberto limitado e ¢ : 2 — R uma func¢ao continua. Denominamos suporte

de ¢ ao fecho em €2 do conjunto dos pontos x pertencentes a {2 onde ¢ nao se anula. Denotamos

o suporte de ¢ por supp (¢). Simbolicamente, temos que

supp (¢) = {z € Q0 (z) #0} Q

Concluimos que o supp (p) é o menor fechado fora do qual ¢ se anula e valem as seguintes

relagoes:

L. supp (¢ + ) C supp (@) U supp (1),
2. supp (pp) C supp () N supp (),

3. supp (\p) = A supp (p), A € R — {0}.

Aqui, daremos destaque especial as fungoes ¢ : £ — R com suporte compacto contido em €2
que sejam infinitamente diferencidveis. Com esse objetivo definimos o espago C§°(£2) como sendo
o espaco vetorial das funcoes indefinidamente diferencidveis com suporte compacto contido em

2. Os elementos de C5°(2) sao denominados fungdes testes em (2.
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Observagao 1.1.1. Por um multi-indice, entendemos, uma n-upla o = (a1, ..., ay,) de nimeros
inteiros ndo negativos. Denotamos por |a| = a1+ -+ ay, a ordem do multi-indice e por D% o

operador derivacao parcial, de ordem |a|,

gled

1 (0770
x1 -+ Oxp,

D =
Para o = (0,...,0), temos por defini¢cio D¢ = .
1.1.2 Convergéncia em C§°(€)

Dizemos que uma sucessao (¢n)nen de fungoes em C§°(§2) converge para ¢ em C§°(§2) quando

forem satisfeitas as seguintes condicoes:

(i) Existe um conjunto compacto K C € tal que

supp (@) C K e supp(en) C K, ¥n € N.

(ii ) D%, — D%y uniformemente em K para todo multi-indice .

O espaco vetorial C§° (2) juntamente com a nocao de convergéncia definida acima é um espago
vetorial topoldgico que denotamos por D(2) e é denominado espagos das fungoes testes.
Denota-se por LP(Q2), 1 < p < oo, o espago das fungdes reais u : 8 — R mensurdveis tais que

|u|P sao Lebesgue integraveis em 2. O espaco LP({2) é um espaco de Banach com a norma

iy = [ luld.
Q

Quando p = oo, L*(Q) denota o espago de Banach de todas as fungoes reais essencialmente
limitadas com norma

|u|loo = sup ess|u(x)|.
e

Quando p = 2, L%(Q) é um espaco de Hilbert com produto interno

(u,v):/Qu(:E)v(:E)d:I:,

e norma induzida
uf? = [ Ju(o)Pda.
Q

Tavares, Carla Cristina de Souza PPGME/UFPA
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Observagao 1.1.2. Sendo Q limitado, obtemos D(Q2) — LP(Q), para todo p, tal que 1 < p < oo

com imersao continua e densa. De fato, dado ¢ € D(Q) temos que

/ o ()" da < sup | (z)[P 1 (2) < oo.
Q e

Isto prova a inclusao algébrica. Para a continuidade, suponhamos que p, — ¢ em D(Q).

Mostraremos que

/m (2) — ¢ (&) dz — 0.
Q

Notemos que

[ lon@) =@z = [ Jou (@) = o @] do < 0l supon(x) ~ p(@) 0 quando n— ox.
Q K zeK
Para a demostragao de que a imersao anterior é densa veja [17].

1.1.3 Distribuicoes Escalares

Com o objetivo de generalizar o conceito de fungoes sobre €2, introduziremos o conceito de
distribuicgoes escalares.
Denominamos distribui¢ao escalar sobre € a toda forma linear e continua sobre D(€2), isto é,

uma fungao T : D(2) — R que satisfaz as seguintes condigoes:
(i) T(ap+ByY)=al(p)+BT(), Ve, b eD(Q), Va,BER.
(ii ) T ¢ continua, isto é, se (¢,), ¢y converge para ¢, em D (£2), entdo

T(py) — T (p) em R.

O valor da distribuicao T' na funcao teste ¢ serd denotado por (T, ¢). Considere no espago

vetorial das distribuigoes escalares a seguinte nocao de convergéncia:

Tavares, Carla Cristina de Souza PPGME/UFPA



1.1.3 Distribuicoes Escalares 10

A sucessao (1,),en converge para T quando a sucessao ((1,,¢)),cy converge para (T, ) em
R, para toda ¢ € D(2).
O espago das distribuigoes sobre €2, com esta noc¢ao de convergéncia, serd denotado por D'().
As distribuicoes que aparecem com mais freqiiéncia sdo aquelas definidas a partir de funcoes

localmente integraveis.

Definigcao 1.1.1. Uma funcdo u :  — R € localmente integrdvel em £ quando u € integrdvel

a Lebesgue em todo compacto K C . O espago das fungoes localmente integrdveis € denotado

1

loe (82). Em simbolo temos

por L

u € L, (Q) < / lu(z)| dz < oo,
K

para todo compacto K C Q.

Lema 1.1.1 (Du Bois Raymond). Seja u € L} (). Entio T, = 0 se, e somente se, u = 0

quase sempre em ).

Demonstragao: veja [18].

A distribuicao T, assim definida é dita ”gerada pela funcao localmente integravel v”e, usando
o Lema de Du Bois Raymond temos que T, é univocamente determinada por u no seguinte
sentido: T, = T, se, e somente se, u = v quase sempre em §). Neste sentido identificamos u
com a distribuicao T, e o espaco Llloc (Q) das fungoes localmente integraveis pode ser visto como
parte do espaco das distribuicoes D’ Q).

E importante ressaltar que existem distribuigoes nao definidas por fungdes de L}OC(Q). Veja
o exemplo seguinte.

~ ~ . / 7 . 7’ . .
Com essa nogao de convergéncia D (2) é um espago vetorial topoldgico e temos a seguinte

cadeia de injecoes continuas e densas

D(Q) = LP () — L}, (@) = D' (@), 1 < p < .

Tavares, Carla Cristina de Souza PPGME/UFPA
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1.1.4 Convergéncia e Derivada Distribucional

Com o objetivo de estudar os espacgos de Sobolev introduzimos o conceito de derivada dis-
tribucional.

A motivacao do conceito de derivada fraca e, posteriormente, o conceito de derivada distribu-
cional dado por Sobolev, se deve a férmula de integragdao por partes do Calculo, sendo este
conceito generalizado para distribuigoes quaisquer em D’ (£2), por L.Schwartz. Veja [23].

Seja T' uma distribuigao sobre 2 e v um multi-indice. A derivada no sentido das distribuigoes

de ordem « de T é definida como sendo o funcional linear
DT :D(Q) — R
tal que
(DT, ¢) = (-1)*(T, D), ¥p € D(Q).

Segue da definigdo acima que cada distribuicao 1" sobre {2 possui derivadas de todas as ordens.
Assim as funcoes de LllOC () possuem derivadas de todas as ordens no sentido das distribuigoes.

Observe que a aplicacao
D*: D' (Q) - D (Q)
é linear e continua no sentido da convergéncia definida em D’ (Q). Isto significa que

lim T, =T em D'(Q) entao lim D*T, = D*T em D' (Q).

vV—00 vV—>00

Observacao 1.1.3. Outro resultado interessante a ser mencionado € que a derivada de uma

1

loc (82) como mostra o exemplo a seguir.

funcdo de L. () ndo €, em geral, uma fungdo de L

Exemplo 1.1.1. Seja u a fun¢do de Heaviside, isto €, u € definida em R e tem a sequinte forma

{1 se x>0

u(z) = 0 se x<0’

1

loe (82), mas sua derivada v’ = g

assumindo qualquer valor em x = 0. Esta func¢do pertence a L
ndo pertence a L (Q).

loc
De fato

<u,p>=—<uQ >:—/ ¢ (x)dz = (0) =< &y, >, Vo € D(Q).
0

Tavares, Carla Cristina de Souza PPGME/UFPA



1.2 Espacgos de Sobolev 12

Tal fato motivard a definicdo de uma classe significativa de espacos de Banach de funcoes

conhecidos sob a denominacao de Espagos de Sobolev.

Observagao 1.1.4. Se u € C¥(R™), para cada || < k , entdo a nogdo de derivada no sentido

cldssico coincide com a noc¢ao derivada no sentido das distribuicoes, isto €
DaTu = TDaua \V/|Oé| < k.

E conseqiiéncia da formula de integracdo de Gauss.

1.2 Espacgos de Sobolev

Apresentaremos nesta secao uma classe de espagos fundamentais para o estudo das Equacoes

Diferenciais Parciais. Esta classe é conhecida como espacos de Sobolev.

1.2.1 O espago H™ ()

Seja 2 um aberto do R™ com fronteira I' regular. Foi observado na secao anterior que se
u € LP (), u possui derivadas de todas as ordens no sentido das distribui¢oes. Observamos que
D%u, em geral, nao é uma distribui¢ao definida por uma fungao de L? (2). Estamos interessados
em espagos de distribui¢oes u € LP () cujas derivadas distribucionais permanegam em LP ().
Tais espacos sdo denominados Espacos de Sobolewv.
Dados um inteiro m >0e 1 <p < oo, o espago de Sobolev de ordem m sobre €2 é o espaco
vetorial denotado por W™P (§2) constituido das fungoes u € LP (Q2) para as quais D% € LP (),

para todo multi-indice o com |a| < m. Em simbolo temos
WP (Q) ={ue LP(Q): D € LP (Q),Va, com |a| <m}.

Em W™P () considere a norma
1/p

HUHWWP(Q) = Z ‘|Dau||ip(9) ,1<p<oo

laj<m

esep=o00

lllyregy = S 1D%ull o gy -

|ao|<m

Tavares, Carla Cristina de Souza PPGME/UFPA
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Em ambos os casos WP () é um espaco de Banach. O espago W™P () é um espago reflexivo
se 1 < p < oo e separdvel se 1 < p < co. No caso particular em que p = 2, o espaco W2 () é

um espago de Hilbert, sendo denotado por H™ (£2), isto é,

H™(Q)={ue L*(Q); D € L* (Q),Va, com |a| <m}.

O Traco em H'(Q)
Em [18], é demonstrado que as fungoes de H™ (2) podem ser aproximadas na norma de
H™ (Q) por fungao de D (), onde D (Q) :{go\ﬁ ;i € D(R™)}. Dada ¢ € H' (), consideremos

uma seqiiéncia (), ¢y em D (Q) com
0, — ¢ em H'(Q).
Consideremos o operador g : H' () — L?(T") definido por
0 () = lim erl = ¢l

sendo este limite considerado na norma de L? (T).

O operador g denominado operador traco é continuo, linear e seu ntucleo é H & (Q). De forma
mais simples escrevemos | em vez de Yo(y). Assim, podemos caracterizar, o espago H} (Q) por
H (Q) = {cp € H' (Q); ol = 0}. A generalizacao do operador trago para os espacos H™ (2)

ocorre de forma natural e no caso m = 2, temos
H§ () = {sOGHQ(Q);sO!F =0, 81/‘ ZO}-
r

O dual topoldgico do espago WP () representamos por W™ (Q) se 1 < p < oo com

1 1 /
—+ - =1 Sepe W ™1(Q), entdo ¢, €D (2). Quando p = 2, WS”’Q (2) serd denotado

p q
por Hy* (2) cujo dual é H~™ ().

O teorema seguinte caracteriza o espago W~""P ().

Teorema 1.2.1. Seja T € D' (). Entdao, T € WP (Q) se, e somente se, existem g, € L1 ()
tais que T'= > D%g,.

la<m

Demonstracgao: veja [17].

Tavares, Carla Cristina de Souza PPGME/UFPA
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1.3 Equacoes de Volterra

Nesta secao serd feita uma introducao a teoria das equacgoes integrais de Volterra.

Definicao 1.3.1. Uma equacao integral de Volterra linear de primeira ordem € toda equag¢do da

forma

m%w®+AMWU@® (11)

sendo ¢(t) e k(t,s) funcoes dadas.

Teorema 1.3.1. Seja k(t,s) uma fungao continua em 0 < s <t <T,T >0 e g(t) uma funcao

continua em 0 < t <T. Entao, existe uma tunica fungdo continua f : [0,T7] — R satisfazendo

f@zdﬂ+£k@@ﬂww

Tavares, Carla Cristina de Souza PPGME/UFPA
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Demonstragao: Existéncia

A demonstracao é baseada nas aproximagoes sucessivas de Picard. Para isto, considere a seguinte

sequéncia de fungoes

{anflan)"'afna"'}a

sendo

A = o)+ [ Kes)a(s)s

fnt) = g(t) —i—/o k(t,s)fn—1(s)ds,
comn =1,2,.... Desta forma,

t
fn(t) = g(t) +/0 k(t,s)fn—1(s)ds,

fn—1(t) = g(t) + ; k(t, s) fa—2(s)ds.

Portanto,

Ful®) = s = [ k) uma(5) = Fuals)ds.
Definindo a sequéncia @, (t) = fn(t) — fn—1(t) com po(t) = g(t) temos
on(t) = /0 k(t,s)pn—1(s)ds.

Logo

Sejam G e K constantes positivas tais que
g <G, 0<t<T, |k(s,t)| <K, 0<s< t<T.
Afirmacao.

G(Kt)"
n!

lon(t)] < , 0<t<T n=0,1,....

A demonstracao sera feita por inducgao. Para n = 0 temos

G(Kt)°
o

Tavares, Carla Cristina de Souza

PPGME/UFPA
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Suponha que a propriedade seja valida para n = i. Resta mostrar que é valida para n =i + 1.

Por hipdtese, temos
G(Kt)
il

|pi(®)] <

Para n =7 + 1, obtemos

i@ = | /0 K(t, 5)pi(s)ds|

IN

[ e ol
/ % KS

GK'™! :
< S / s'ds.
1. 0

G’(Kt)i"'l
(i+ 1)

O que conclui a demonstracao. Portanto, vale a seguinte desigualdade

IN

Assim

lpiv1(t)] <

Z”: Kt <ZG(KT) KT

=0 n=0

Desta forma, pelo teste M de Weirstrass, a série Z ©n(t) é absoluta e uniformemente conver-
n=0

gente. Denotando por f(t) = Z(pn(t), concluimos que f é continua. De fato, seja to € [0,T].

Entao,

t—to Hto - Ut to

lim f(t) = lim Zgon = > lim (pn(t)) = Z(Pn(t()) = f(to)
n=0

o que mostra a continuidade de f. A funcdo f é solucdo da equagao integral de Volterra dada

T;Son(t) :/0 k(t, s) <ng1 @n1(5)> ds

Fazendo m — oo e usando a convergéncia uniforme, obtemos

m (1.1). Com efeito,

m

m t
Jim 37 pu(t) = [ k() Jim (onms(9)ds.
n=1

Tavares, Carla Cristina de Souza PPGME/UFPA
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0ot = [ Kt 90701
isto &,

10 =90+ [ K1)
Unicidade

Suponha que existam fungoes f1, fo continuas satisfazendo (1.1). Portanto,
1) = o)l = | Rt 9)(a(s) — fols)dsl (1:2)
Pela continuidade de fi e fa2, existe C' > 0 tal que
[f1(t) = o) <C, 0<t<T.
Substituindo a expressao acima em (1.2) obtemos
[f1() = fo()] < KCt, 0<t<T.

Repetindo esse processo n-vezes em (1.2), obtemos

O(Kt)"

n!

|f1(t) — f2(t)] < , 0<t<T.

C(Kt)™
Fazendo n — oo vem que lim (K?) = 0. Assim, concluimos que

n—oo  nl

f1(t) = f2(t).

Tavares, Carla Cristina de Souza PPGME/UFPA
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1.4 Equacao Resolvente

Vimos pelo teorema anterior que dada g € C([0,7]) existe uma tnica f € C([0,T7]), tal que
10— [ K51 525 = g0
Desta forma, podemos considerar o operador
K :C[0,T] — CI0,T]

¢
fr— KU = 10 = [ k9 f(5)ds
O operador K ¢ linear e bijetivo. De fato,

K é linear.

t
KIfi+AR] = A+ A0 + [ () + Aalo)ds
0
t t
= f1 (t) + )\fz(t) + / k(t, S)fl (S)dS + A k(t, s)fg(s))ds
0 0
t t
= A0+ [ KA TG0 + [ HEs)s)ds)
0 0
= K[fi] + AK[f2].
K é bijetivo.

A sobrejetividade segue do fato que, dada g € C[0,T], pelo teorema de existéncia e unicidade,
existe uma tunica f € C[0,T] tal que K[f] = g. A injetividade é obtida de maneira andloga,
pois K[f] = 0 pode ser interpretada como a equagdo K|[f] = g sendo g = 0 e pelo teorema de
existéncia e unicidade existe uma tnica f € C[0,T] que satisfaz essa equagao, a saber f(z) = 0.

A funcao k(t,s) é chamada nicleo do operador de Volterra. Notemos que, como foi definido,

t
p1(t) = / k(t, s)po(s)ds, de onde segue que
0

plt) = [ ke
_ /Otk:(t, 5 /Osk’(s,T)g(T)des
_ /0 t / it $)k(s, Vg (r)drds
_ /0 t / Kt )k (s, 7)dsg(r)dr,

Tavares, Carla Cristina de Souza PPGME/UFPA
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pois o integrando é continuo em 0 < 7 < s < t. Assim

t
palt) = [ katt g ()i
0
sendo
t
k:g(t,T):/ k(t,s)k(s,T)ds.
Indutivamente

t
on(t) :/0 kn(t,s)g(s)ds ¥Yn > 1,

t
sendo ki(t,s) = k(t,s), kn(t,s) = / k(t,T)kn—1(7,s)dr para n > 2. Como f,(t) = ngl-(t)
temos

fult) = /0 r(t, $)g(s)ds,

n
sendo r,(t,s) = Zki(t, s). Usando a continuidade da fungao k temos, |k(t,s)| < K. analoga-
i=1
Km (t _ S)nfl
(n—1)!

é absoluta e, portanto, uniformemente convergente. A funcao r(¢,s) é chamada o ntcleo resol-

o
mente podemos mostrar que |k, (t, s)| < . Dai, segue que a série r(t, s) = Z kn(t,s)
n=1

vente de k(t, s).

Teorema 1.4.1. Se k(t,s) e g(t) sao continuas entdo a unica solu¢ao continua de (1.1) é dada

por

Demonstracao. Das relagoes anteriores

o0

/Or(t,S)g(S)dSZ/O Zki(t,S)g(S)ds.

i=1
Como a série converge uniformemente podemos permutar a ordem d somatoério com a integracao,

obtendo
/ r(t,s)g(s)ds = Z/ kilt, s)g(s)ds = Y ¢ilt) = f(t) — g(t),
0 i=170 i=1

ou seja,

Tavares, Carla Cristina de Souza PPGME/UFPA
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Observacao 1.4.1. O teorema anterior mostra que o operador inverso K~' tem a forma de

uma equagdo integral de Volterra, ou seja
K~':Cl0,T] — C[0,T]

»—>_1: trsss.
g K ﬂﬂ+A(uMUd

1.5 Outros Resultados Importantes

A seguir enunciaremos mais alguns resultados que serdo utilizados posteriormente.

Definicao 1.5.1 (Convergéncia Fraca). Sejam E um espago de Banach e (u,), oy uma seqiiéncia

de E. Temos que u, — u fracamente se, e somente se,
((p,uy>—><<p,u>, VUEE
onde é E' o dual topdlogico de E

Defini¢ao 1.5.2 (Convergéncia Fraca Estrela). Sejam E um espago de Banach, ¢ € E'e

(¢v),en wma seqiiéncia de E'. Temos que p, — © fraco estrela se, somente se,
(pv,u) = (p,u), Vue kL.

Lema 1.5.1 (Lema de Gronwall). Sejam ¢,v : [a,b] — R fungdes continuas e nao-negativas,

a>0. Se

¢®§a+/¢®W®M&

entao,

t
¢ (t) < aexp {/ gb(s)ds] , Vtela,bl.
Em particular, se 1 (t) € limitada e se « =0, entdao ¢ = 0.

Demonstracao
t

Se o > 0, chamemos w(t) = « +/ ©(s)(s)ds. Observe que w(a) = a, w(t) > a > 0 e

X 0

w(t)

Tavares, Carla Cristina de Souza PPGME/UFPA
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Integrando entre a e ¢ obtemos

Inw(t) — Inw(a) S/ P(s)ds

lnwg) < /t P(s)ds

) ey [ st

t
onde concluimos que ¢(t) < w(t) < aexp/ P(s)ds.
a

Se a =0, e ¢ é limitada, do caso anterior concluimos que ¢(t) = 0.

Tavares, Carla Cristina de Souza PPGME/UFPA



Capitulo 2

Existéncia, Unicidade e Regularidade de
Solucoes

Neste capitulo estabeleceremos existéncia e unicidade para as solugoes do sistema (1.1)-(1.7),

bem como a regularidade da solugao, consideremos os operadores

(g )t) = / ot - )p(s)ds,
@30 = [ ot = s)lelt) ~ o(o) s

onde * denota a convolugdo. Uma importante relacao entre esses dois operadores é dado pelo

seguinte Lema.

Lema 2.1. Para g, € C!([0,00[;R) temos

1d

@ eOv = 5000~ 00l - 3 |99~ ([ aasle?].

Demonstragao. Diferenciando o termo (g0¢p)(t), obtemos

i = t / — S — S 2 S
900(0) = [ 4/t =9)le(0) - pls)d

2 g(t— Detpls)ds + / (e — 5)ds) g

Dai, segue que

d

2 [ ot setiptits = —{ave- [ ott-syistots))

t
+ / gt — $)[(t) — o(s)[2ds — g(t)|o*
0
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Logo,

t
(9% 0O = 590 — 300107 = 5 1 |99 — ([ aas)ol].

0.

O nosso objetivo, agora, é determinar uma expressao apropriada para Biu e Bou sobre a fonteira.
Para isso usaremos as condicoes de fronteira (1.5) e (1.6) do sistema .

Derivando a equagao (1.5) em relac@o a ¢, obtemos

gutJrgl (‘Blu+plg )+91(0)(%1U+Plgu) =0.

Dai, resulta

ou 1 ou 1 Ou
B — )+ —=g9* (B —) = —. 2.1
( 1u+p18u)+g1(0)gl*< 1u+p181/> g1(0) ov 21)
Analogamente, derivando (1.6) em relacao a ¢, obtemos
00 1 00 1
B — = b (B — = = — . 2.2
(Bout sy~ po) + s (Bout ol — o) = (2.2)
Aplicando o operador inverso de Volterra em (2.1) — (2.2) obtemos
ou 1 Ouy ouy
B — = ———+k —
1u+play 91(0){31/ s ov }’
00 1
— = = — k
%2u+aay poul 92(0){ut+ 9k U}y
onde o ntcleos resolventes k;,i = 1,2 sao solugoes de
1 1
k; + g; x k= — g;.
9:(0) 9i(0)
Notemos que
8Ut t 8ut
kyx — = ky(t — d
= t—s ‘ —/ s)%(s)ds
B 8u Ouyg , 8u
= g, —klg, +h50
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t
ko xuy = / k1 (t — s)ue(s)ds
0

— - s)u(s)‘; _ /0 Kyt — s)u(s)ds
= ko(0)u — ka(t)up + kb * u.

Assim, denotando por 71 = g%(()) en = g%(o) podemos reescrever Biu e Bou da seguinte forma

B ou Ouy ou Oug ,  Ou
B = —pigy—m{, RO~ kO R (23)
00
Bou = —a1ge + paut no{us + k2 (0)u — ko(t)uo + kb x u}. (2.4)

Porém, como estamos interessados nas fungoes relaxamento que decaiam exponencialmente ou
polinomialmente e as condicoes de fronteira (2.3) e (2.4) que envolvem os nucleos resolutivos kq
e ko, seria interessante saber se k;, (i = 1,2) possui as mesmas propriedades de g; e go. Essa
questao é respondida pelo lema abaixo.

Sejam h uma funcao relaxamento e k seu nicleo resolvente tal que

k(t) — kx h(t) = h(t). (2.5)
Lema 2.2. Se h é uma funcao continua e positiva, entao k& também é uma fungéo continua e
positiva. Além disso,

1. Se existem constantes positivas Cy e 7, com Cy < 7, tal que

h(t) < Coe_’yt,

entao a fungao k satisfaz

CO(’Y — 6) e €t

k(t) <
()_7_6_00

para todo 0 < e < v — Cp.
2. Sep>1,C, = sup,ps fg(l +t)P(1 +t —s)"P(1 4+ s)"Pds e existe Cy com CoCp < 1,

satisfazendo

h(t) < Co(1+1)77,

Tavares, Carla Cristina de Souza PPGME/UFPA
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entao a funcao k satisfaz

k(t) 141)7P.

<
1 —CoC)p
Demonstragao. A continuidade da funcao k segue imediato da identidade (2.5).

Supondo t = 0 em (2.5) segue que

k(0) — k  h(0) = h(0) > 0,

pela definicao de convolugao segue que

k*h(0) =0 = k(0) = h(0) > 0.

Considere to = inf{t € R* : k(t) = 0} entao , se t € [0,to[, k(t) > 0.

Agora , sejat € Rt | e tomemos ¢t = tg em (2.5) segue dai que
k(to) —k x h(t()) = h(t()) = —kx h(to) = h(to),

mas isto contraria o fato de h ser uma fungao positiva, portanto k(t) > 0 Vt € RT. Seja ¢ uma

constante fixa, tal que 0 < € < v — ¢ e definamos

ke(t) = e“k(t) e  he(t) =eTh(t). (2.6)

Multiplicando (2.5) por e, obtemos

ke(t) = he(t) + e (k * h(t)). (2.7)
Note que e (k * h(t)) = ke * he(t), além disso
he(t) < Coete™) < . (2.8)
De (2.7) e (2.8) temos

ke(t) < he(t) + / Ut — $)Coe" s, (2.9)
0
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Tomando o sup em (2.9) com s € [0,t], resulta

sup ke(t) < sup he(s) + / Coe* ™ Mds sup ke(s). (2.10)
s€(0,t] s€[0,t] 0 s€[0,t]

Notemos que,

[e%S) A
/ Coe®“Mds = lim/ Coe“®ds

0 A—0o0 Jo
6(57’7))‘

1
- li -
ol ey "=
Co
= . 2.11
— (211)
Dai, substituindo (2.8) e (2.11) em (2.10), obtemos
sup ke(s) < Co+ Co sup ke(s),
s€[0,t] Y~ € selo,t]
ou seja,
—e—C
sup ke(s)(———2) < Co.
s€[0,t] Y€
Segue-se que
Co(v —€) _q
k(t ¢
( ) Y — €— C()
L.
Para demonstrar o item 2, consideremos
kp(t) = (1 +t)Pk(t) e  hy(t) = (1 +t)Ph(t).
Multiplicando a equagao (2.5) por (1 + ¢)?, obtemos
t
kp(t) = hy(t) + / k(t — s)h(s)ds(1 + t)P (2.12)
0
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ou seja,
kp(t) = hy(t) + /S kp(t —s)(1+t—s)"P(1+t)P(1 —s) Phy(s)ds (2.13)
0

pois,

k(t—s)=(14+t—15)Pky(t) e h(s)=(1+s)Phy(s).

Multiplicando, h(t) < Cy(1 +t)7P por (1 + ¢t)? resulta

hy(t) < Co. (2.14)

Assim, tomando o sup de (2.13), com s € [0, ]

t
sup kp(s) < sup hy(s)+ sup kp(s) sup hp(s)/ (I+t—s5)PQ1+t)P(1—s) Pds.
s€0,t] s€[0,t] s€[0,t] s€[0,] 0

Devido a condicao para Cjy, obtemos

sup kp(s) < sup hy(s) + CoCp sup kp(s),

s€[0,t] s€[0,t] s€[0,t]
isto é,
sup kp(s)(1 — CoCp) < sup hp(s). (2.15)
s€[0,t] s€[0,¢]

Substituindo (2.14) em (2.15) obtemos

Co
sup kp(s) < ———.
s€[0,t] p( ) 1 - CoCyp

Portanto,
Co
k(t) < ——.
p( )< 1-— C()Cp
Segue dail que

Co _
k(t) < 1+¢)7P

0 < T=grg 1+
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2.1 Existéncia

Definigao 2.1. Dizemos que o par (u, ) é uma solucao fraca do sistema (1.1) — (1.7) quando
w,up € L0, T : V(Q) x HY(Q)),

0 € L>(0,T : L*(Q))

—/OT/Qutwtda?dt—&—/OTa(u,w)dt+oz/0T/Q€Awdxdt

e satisfaz

:/ulw(.,O)dw

—771/ /F 8ut +k1(0))gu—k1( )38111/0 + K * ay}?’dﬂdt

_772/0 /r ug + (n—z + kg(()))u — ko (t)up + kb * u}de‘ldt, (2.16)
_ /O ! /Q Ot + /0 ' /Q VOV $dadt — a /0 ' /Q VuVidadt

_ /Q 6(0)6(0)dz + a /Q Vu(0).V(0)da. (2.17)

com , 1 € CH[0,T] : H*(2)) tal que ¥(.,T) =0e ¢ € CH([0,7] : H}()) tal que ¢(.,T) = 0.
Como conseqiiéncia do teorema do traco temos que a forma

( aﬁaﬂ + ,02UU)> dl'y

(u,w) — a(u,w) +/ 01 5 5y

Iy
é estritamente coerciva em V. Veja [14].

O funcional de energia do sistema (1.1)-(1.7) é dado por

Bt u,0) = /|ut]2dx+ Lo, u) /ye| da
1
L 9u dr
+2/F1 (m\a ] + polul?) T
M 0 ou
n - T
2 ) (kl ‘ s, )d !

2 2 /
—= ko(t — k50w | dTy.
+5 N ( 2(t)|ul 5 u) 1

Tavares, Carla Cristina de Souza PPGME/UFPA



2.1 Existéncia 29

Teorema 2.1. Sejam k; € C?(0,00) tal que k;, —k., k! > 0 para i = 1,2. Se (ug,u1,6p) €
V x L*(Q) x L?*() entdo existe uma tnica solugio fraca do sistema (1.1)-(1.7).

Demonstracao. A prova deste teorema ¢ baseada no método de Faedo-Galerkin. Seja wj,j € N,
uma base do V e zj,j € N uma base de Hg(Q) N H2(Q). Sejam u™(.,t) € Wy, e 0™(.,t) € Zyp,
onde W, e Z,, sao subespagos gerados pelos n primeiros vetores wiy, ws, ..., Wy, € 21, 22, ...) Zm,

respectivamente.Do teoremas de existéncia de solugoes locais para E.D.O de primeira ordem nos

segue que existe uma Unica solugao local

u" (1) = hjm(Ow;(),
j=1

0" (1) =D fim()z(),
j=1
do sistema aproximado
/ upwide + a(u™, wj) — a/ V0" Vw;dx
Q Q

B ouy” p1 ou™ oug* ., Ou™ Ow;
_—m/rl{ +(m Fh1(0) S — k()0 + ko Ly

Oov 0 0 ov
—772/ {u@” + <@ + k2(0)>um — ko (t)ug’ + kb * um}wjdfl, (2.18)
Iy 2
/ 0" zjdx + / VO™ N zidx + a/ Vui".Vzjdr =0 (2.19)
Q Q Q

para j = 1,...,m com dados iniciais
u™(.,0) =ugm — ugp em V,
u(.,0) = urm — up em L%(9),
0"(.,0) = 0om — 0o em L*(Q).

A extensao desta solugao para todo intervalo [0,7],0 < T' < oo é uma consequéncia da estima-

tiva a seguida.
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2.1 Existéncia

Estimativa a priori

Multiplicando (2.18) por h;m e somando em j obtemos

/u%‘u?dw—l—a(um,u?‘) —a/ VO™V dx

Q Q

_ ouy" P1 ou™ Ouo.m ,  Ou™y ou®

_ m/rl{ o +(m+k1(0)> o = i) }au dT,

_ m P2 m_ , o
772/F1 {u +(77 ko (0) )™ — K (t)un m + K u™ fuadT,

Dai, segue que

2dt/|t|x+2dt u /v vu
ou™ oduy® Oug,m Ouy” i ou™ ouy” } dr,

=-n [ {15+ ( 1+k1<0>)07$“““>vﬁ v oy

1 / [P (22 4 ko0) )™ — k(e s + Ky 5 ™} (2.20)
Iy T2
Agora, multiplicando (2.19) por fj, e somando em j temos
/Glnﬁmda:—i—/ VHmVGmda:—l—/ Vu*'V§"dx = 0,
Q Q Q
de onde vem que
th/ yedeer/ |vo™| dx—i—/ Vu"Vo™dz = 0. (2.21)
Somando (2.20) — (2.21) encontramos
/Quttutd:r—l—a(u U th/w ]dac—i—/!VH ?dx
ouy” ou™ ou” OQugm Oui" 8um ouy”
=— k1 —— —ki(t + Ky ar
nl/rl{‘ ’*( +ha(0)) 5T () B gy 0
(2.22)

—772/ {2 + (77 I (0) U — Ra(t)uo " + K+ w " fdTy.
Iy 2

Usando o Lema 2.1, temos
ou™ oul 1 ou” ou™
AP ) .V / gur ‘ dr / ko2 gr
/1_‘1 1* 67/ 87/ 1 21()1"1 1+ T, a 1

i 0% ([vom) 5 e
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e
/ m, m 1 / m|2 1 /" m
ko« u™utdly = —§k1(t) |u™|“dI'; —|—§ koOu"™dlM
't I't I't
1d / m ! ! m|2
——— [ [k0u™ — ( k (s)ds)\u |“]dT;. (2.24)

Substituindo (2.23) e (2.24)em (2.22) obtemos a seguinte desigualdade

iE(t,um,Qm) +/ IVO™|2dz < CE(0,u™, ™).
dt o

Integrando a desigualdade acima em [0, t] e levando em consideragao as condigoes iniciais de u™

e 0™ concluimos que
t
E(t,u™,0™) +/ / 0™ 2dxdt < C,Vt € [0,T],¥Ym € N.
0 JQ
Da estimativa acima concluimos que

u™ — wu fraco-estrela em L°(0,T:V),
u® — u; fraco-estrela em L%°(0,T : L*()),
" — 0 fraco-estrela em L*(0,T : L*(Q)),

VO™ — V0 fraco em L*(0,T:L*(Q)).

Multiplicando a equacdo (2.19) por 3 € C1[0,T], tal que 3(T) = 0 e integrando em [0, 7] temos

T
/ /ut wjﬂtd:cdt—i-/ a(um,wj)ﬂ—oz/ /Hznﬂtijd:cdtdt
0o Jo

= /UOmwjﬁt( )dx—i-/ul,mwjﬁ(o)dw

8ut ou™ Oug,m , 8u ow;
—n / JAGE + (B4 1) G~ k0 o + b+ G} S parar
—1)2 / / uy”® + k:g((]))um — ka(t)uop.m + kb * um}wjﬁdxdt.

Visto que

u™ — u forte em L*(0,T;L*(Q))

e usando a densidade do conjunto {w;3 : j € N,3 € C1([0,T]))} em C°([0,7] : H*(Q)) N
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CY([0,T] : L*Q)) concluimos a prova de (2.17). Analogamente, multiplicando (2.20) por j

T T T
—/ /szjﬂtdxdt—i—/ /VGm.Vztﬁdwdt—a/ /Vum.Vztﬁtdxdt
0 Q 0 Q 0 Q

:/Hoymzjﬁ(O)dm—l—a/Vuo,m.szB(O)dx
Q Q

temos

Fazendo m — oo obtemos (2.18). Desta forma completamos a prova da existéncia de solugao

fraca.

0.

2.2 Unicidade

Sejam (u',8') e (u?,6?) duas solucdes de (1.1) — (1.6) com os mesmos dados iniciais. Tomando

(u,0,) = (u' —u?,0" — 62), obtemos o seguinte sistema com dados iniciais nulos

ug + A%u+ A =0 em Q x (0,00)
0y — A —aAuy =0 em  x (0,00)

=0 em I x (0,00)
ou
uzaz() sobre Ty x (0,00)

uo(x) =ui(z) =6p(z) =0 em £

Com as condicoes de fronteira (2.3) e (2.4)

B ou Ouy ou Oug , Ou
Bru = pl% nl{@u +k1(0)8u kl()a R 8V}7
00
Bou = maw + pau+ mp{ur + k2 (0)u — ka(t)uo + K + u}.

Multiplicando a primeira equacao do sistema acima por wuy, integrando sobre €2 e usando o

Lema 2.1 e a Férmula de Green, obtemos

8ut
2dt/ ]ut| dx + §@a(u u) + Fl{(l’)’gu)ut (Blu) )}dF1

+a/ Abuidr = 0. (2.25)
Q
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Agora, multiplicando a segunda equacao do sistema por @ e integrando sobre 2, obtemos

th/ 0% dx +/ |V d:v—a/Autde—O (2.26)

Somando (2.25) e (2.26), resulta que (u, #) satisfaz

d oom Ouy "o ou ;| O0u |2
th(t,u,@) ) ( ‘ + MU v — k) 61/‘ >dF1
e (2\ut|2 + ki Ou — kg(t)\uyz dry — / |VO|?dz, (2.27)
2 Jr, Q

onde

Bt u,0) /]ut| de + a(u u)—i-;/ (m( } + paful?) Dy + /|e| do

m e P ou 2 g
5 ) <k1(t)‘ay KO >dF1+ | (a(@)luf® — KO,

Integrando a equagao (2.27) no intervalo [0, t] . Obtemos

E(t,u,0) = E(0,u,0) //F 8“’* k”DgZ k’l()gzwdn dt

—// 2|ut]2+k:’2’Du—ké(t)|u|2)dF1 dt—//|Vc9|2d:cdt. (2.28)
2 Jo Jr, 0o Jo

Levando em consideragao os dados iniciais nulos e as hipéteses do teorema 2.1 sobre k;, con-

1

clufmos que u' = u? e 6! = 62 o que conclui a demonstracio da unicidade.

2.3 Regularidade

Para mostrar a regularidade de solugoes usaremos o seguinte Lema.
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Lema 2.5. Suponhamos que f € L?(2), g € H%(Fl) ehe H%(Fl) entao , a solugao de

a(u,w):/fwda;+/ gwdFl—i—/ ha—wdfl,VwGHQ(Q)
Q I, r, Ov

satisfaz

u € HY(Q).

Demonstragao. Veja [17]
Teorema 2.2. Seja k; € C%(0,00) tal que k;, —k!, k! > 0 para i = 1,2. Se (ug,u1,6p) €
HY(Q)NV x V x [(HE(Q) N H%(Q))] e satisfaz as condigdes de compatibilidade

ou ou 00
BLug = —pla—yo — nla—;, BLug = —aa—yo — paugy + nmeuy sobre T'q. (2.29)

entdo a solugao de (1.1) — (1.7) tem a seguinte regularidade
(u,u,0) € C([0,T] : (HHQ)NV) x V x (HI(Q) N H*(Q)).
Demonstragao. Derivando a equagao (2.18) em relagao a t, temos

/ uppwide + a(uy, wj) —a [ VO'Vw;de =
Q I

oup} P1 oui® ,  Oui"\ Ow;
- — — — — t——drl’
n /Fl{ ov + (m +k1(0)) ov TR ov } v al'

—7)2/ {ugt1 + (Q + kQ(O))U;n + kb * ugn}wjdf‘l.
r 2

Multiplicando a equagao acima por h;”m(t) e somando em j obtemos

/ng}tu?;‘da: +a(u”, uif) — o - VO;"Vugdr =
1
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B oug} p1 ou" ., Oui\ Ougy
m/rl{ % +<7]1 +k1(0)> v TR, v } % dl'

—172/ {u?} + (% + kQ(O))U;ﬂ + kb * u{”}u?}dfl.
I 2

Dal, resulta

2 pn / ul |* da —|— = (u?,u;’fn) +a [ 0 Aufidr =

I
B gy ouy” , Ouf™\ Oup}
m/rl{ﬁu—i_(n +k()>8 TR 81/}81/drl
o m P2 m / m,m
2 /Fl {utt + (772 + kg(O))Ut + kb * uy }utt dry. (2.30)

Por outro lado, derivando (2.19) em relacao a t, obtemos
/ 07 zidx +/ VOV z;dx —I—a/ Vuy Vzide = 0.
Q Q Q

Multiplicando a equagao acima por f]’ m € somando em j temos:

/ 0707 dx +/ VoO;"V O dx + a/ Vuy Voi'dr = 0.
Q Q Q

Dai segue que
th/ 0 2 da +/ |vom de:a/ 0 Auda. (2.31)
Q
Somando (2.31) e (2.32) , segue-se

1d vd . . 1d [, . -
57 . e+ 5 Gl szt/ 7 |2dx+/ V6P Pdr =
— — —+k — +k dF
n /1“1{ v + <771 + 1(0)) v i ov } ov
— m @ m / m m
72 /1“1 {utt + (772 + k‘z(O))ut + ko * uj }uttdfl.
Usando o Lema (2.1) obtemos

dE(t uyt, 07 )dx

/ (VO |2 dx =

6Uttm ’ 8u§”2 " aut
-1 — K MO Lar
2 r { ‘ ’ ) al/ + ! a } 1
_mn m|? — 2
> ). {2lugm 2 = Ky(8) P + K§Ou” }ars.

PPGME/UFPA
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Integrando a expressao acima em [0, t] obtemos
t
Bt ", 0 + / / VO Pdadt < (0, w0,
0 JQ
de onde segue que

(uf, uf) é limitado em L°°(0,T; L?(2) x H2(Q))
(0, V™) é limitado em L>(0,T; L3(Q) x L?(2))

Usando a equagao (1.2) e tomando a projecao P,, sobre o subespago Z,, = [z1, ..., 2m] concluimos
que

P (AO™) = 07" — aPy (Auf™)
e portanto
AO™ é limitada em L*>(0,T; L*(Q2)).
A estimativa acima implica que
(u, ul™, 0) — (uge, ug,0;) fraco-estrela em L0, T; L*(Q) x H?(Q) x L*(Q)).

Da equacdo (1,2) com ¢, Auy € L?(2) e usando a regularidade elipitica temos que § € L>(0, T; H?(Q)N
H&) Integrando por partes a equacao (1.1) com relacao ao tempo usando a férmula de Green e

a identidade de Green obtemos

a(u,w) = —/ (o +/ VO.Vwdx
Q Q
Ouy ou Oug ,  Ouy ow
i /F { o kl(o)ay +hailt) o P * 31/} aydr

—1)2 /{ut + k2(0)u — ko (t)ug + kb * ujwdr.
r
para toda w € H%(Q). Pelo Lema 2.5 obtemos que
u € L0, T; HY()).

que conclui a prova do teorema.
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Capitulo 3

Comportamento Assintético

Neste capitulo, mostraremos que a solugao do sistema (1.1) — (1.7) decai exponencialmente e
polinomialmente quando o tempo vai ao infinito, com uma taxa de decaimento dependente da

taxa de decaimento dos nucleos resolventes k1 e ko.

3.1 Decaimento Exponencial

Nesta segao mostraremos que a solucao do sistema (1.1)-(1.7) decai exponencialmente desde que

os nucleos resolventes satisfagam
k‘Z(O) > 0, k‘;(t) < —Clk‘i(t), ]{T;/(t) > —Cgk'g(t), 1=1,2 (3.1)

para todo t > 0 e C e Cs constantes positivas.

Considerando E(t) = E(t,u, ), temos

d m Ooug 2, _0u , 8u‘ Oug Ouy
—= — — - ——)dI"
th( )= 2 <2 v R Day k() v 2k (t) ov (91/)d !
”22 (2] |? + K3 Du — K (t)|ul? — 2ka (t)uguy)dly — /\VG\de
Iy
Notando que
Oug Ou Oug |2 ou |2
- < - -
2k (t) ov Ov — i®) ov * ov
2en (Huouy < k3 (t)|uol?® + |uel?
obtemos
d m Ouy |2 ou auo
U e au - r
af=—3 (‘ay RO, R ’ K05 | )
(4 RO — B (0) ul? — K(0) ol )Ty /\ve\ s, (3.2)
I
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Esta desigualdade sera usada posteriormente.

Lema 3.1.1. Para toda ¢ € H*(Q) temos

0
| mVe)ateds = alo)+ [ [(Bapim Vo= (Brg) (m Vo) ar
1 0%\ 2 0%\ 2 0%¢ 0% 0%p \2
3 /F mo|(Gz) + (5) + Mgy + 200 (55,)
Demonstracao. Veja [14].
Introduziremos os funcionais
1 | 1 o2 )
M(t) = 2/Q|u dx + ga(u,u) + Q/Fl <p1‘$‘ + p2|ul )dFl.

P(t) = /Q (m.Vu + %u)utdx.

O Lema seguinte tem grande importéncia na construcao do funcional desejado.

Lema 3.1.2. A solugao forte do sistema (1.1) — (1.7) satisfaz

K o @‘2} +R2(n)| 2 2}drl

Ouy %2
v v

d
ﬁw(t) < —AlNl(t)+C/Fl{‘8y +k%(t)$ +

+C [ {Jug]® + E3(t)|u)? + k3 (t)|uo|? }dT'y + Ce/ |VO|*dz,
r; Q

onde A1,C e C, sao constantes positivas. Aqui ¢ indica

(koh):/o k(t — s)(h(t) — h(s))ds.

Demonstragao. Derivando 9 em relagao a ¢, usando a equacao (1.1) e fazendo ¢ = u no Lema

3.1 obtemos

%w(t) — /Q (m.Vut + ;ut>utdm—|—/ﬂ (m.Vu—i— %u)?mdx

1 1
= / (m.Vut + fut>utdx + / (m.Vu + fu) (—A2u — aAf)dz. (3.3)
Q 2 Q 2
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Usando o Teorema de Gauss temos

1 1
/(m.Vut—l—ut)utd:L‘: / (m.v)\ut|2d1“1—/ || ?daz. (3.4)
0 2 2Jr, 0

Por outro lado temos

/ (m.Vu + 1u) (=A% — alA)dz = —a(u,u) — {Bru(m.Vu) — ‘Blué(m.VU)}dFl
[¢) 2 I ov

1 9%\ 2 9%\ 2 9%u 0%u 9%u \ 2
—= v = ) 42t 4+ 2(1— dr
2/F1m”[<6m2> +<ay2> g g T “)<8wy> :

(3.5)
00
—oz/ (m.Vu)—dI' +a/V(m.Vu)V9d:c
'y 81/
Usando o Lema 1.1 e novamente a Identidade de Green obtemo
§u(—A u—alAf)dx = —2a u,u) { )+ (B lu)—}dfl (3.6)
Q
= u?dfl - / Vu.Vode
Substituindo as equagoes (3.4), (3.5) e (3.6) em (3.3) obtemos
d 1 1 3
ﬁqp(t) = 2/111 (m.v) |ug|2dTy — 2/Q|ut|2dx - Ea(u, u)
1 0 1
Bu(m.Vu+ u)dFl + [ Bu—(m.Vu— -u)dly
I T aV 2
1 0%u 2u\’ 0%u 0%u u \°
—a g& (m.Vu + )dF1 + a/ VO.(V(m.Vu) — fVu)d (3.7)
I
Usando a hipétese (1.9) temos
1
V(m.Vu) — §Vu)d;r < ea(u,u) + Ce/ |Vu|*dx (3.8)
Q

onde € uma contante positiva. Segue do Teorema do Traco que
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06 1
/Fl(%zu Yoo ) (m.Vut Ju)dDy| < lful e,
00
+C. | [Bou+ a=— — poul?dl'y — (p2 - Cep%> |lu|?dl;. (3.9)
r ov 4 r
Usando a hipétese (1.8) temos
%ua(mVu u)dP <C/ Biu + uf

e _ ¢ bt

- e 1= - 1 P1 o

2
dl'y + ea(u,u)

~(-ool) [ |5

&u 2 9%\ a%a? 9%u \ 2

Substituindo as condigbes as desigualdades (3.8),( 3.9) e (3.10) em (3.7) e usando as condigoes

de fronteira (2.3) e (2.4) a qual podemos reescrevé-la da seguinte forma

ou ouy ou ,  Ou Oug
%1U+P1% = —771{ ey + ki (t )81/ —kyo o — ki(t) 9 },

o0
Bou — pou + am = +no{us + ka(t)u — kb o u — ko(t)ug}-

Concluindo a demontracao do teorema. .

Lema 3.1.4 Seja f uma funcio real positiva de classe C''. Se existem constantes positivas 1,72

e Cp tal que

F'(t) < =v2f(t) + Coe™ ™,

entao existem constantes positivas v e C' tal que

F(t) < (f(0) +C)e™ .
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Demonstragao. Primeiramente, suponhamos que y2 < «y;. Definimos F(t) por

Co
F(t):= f(t)+ e
(1) = 1)+ —=—
Derivando F'(t) obtemos
C
Fl(t) = f(t) — 0 et
1= 72
C
< =y f(t) + Cpe 1t 4 —L_mt
Y1~ 72
C
< —mf(t) - e
Y172

Da hopétese sobre f’ vem que

Dai
d In F(t) <
Z1n _
dt > =72
Integrando de 0 a t obtemos
F(t)
In —= < —~9t
n F(O) > 72
Isto é
0+ e < [r0+ Do
Y1~ 72 71— 72
Como
C
0 et > pois 2 < ¥ Segue que
Y172
Co _
B < (f0)+ =)t
F) < (FO) + 2
C
Tomando 0 emt=Ce Yo = 7y segue
)

J() < (F(0) +C) e,

Agora, assumiremos que 2 > 1 isto implica que —vyy < —~5.

Tavares, Carla Cristina de Souza

PPGME/UFPA



3.1 Decaimento Exponencial 42

Como

J(t) < =2 f(t) + Coe !
Resulta

f/(t) < =y f(t) + Coe
Isto é

F'®)ent + f()ent < Co = [ft)e'] < Cy
Integrando de 0 de t e obtemos
F(t) < (£(0) + Cot)e ™. (3.11)

Como
t < (71 —€)eM =9 para 0 < € < 7; e t suficientemente grande .

Substituindo a expressao acima em (3.11) segue

F(t) < (f(0) + Co(mn — e)e=Ihemt,

Ou seja

F(#) < (f(0)e ™ + Co(n —€))e™.

Como
e < 71 para todo ¢t > 0 segue que et < vt logo —et > —;t.

Assim

f(t) < [f(0> + CO(’Yl — e)] e~
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Considerando C' = Cy(y1 —€) e ¥ = € resulta

F(t) < (F(0) + C)e .

Concluindo a demonstragao do teorema .

Consideremos o funcional de Lyapunov, que serda de fundamental importancia para e estudo

do decaimento da solugao do sistema (1.1) — (1.7)
£(t) = NE@®) + (1)
com N > 0. Podemos verificar a seguinte desigualdade
WE(t) < L) < 01 E() (3.12)

para as constantes positivas qp e ¢;. Vamos demonstrar o principal resultado deste capitulo.
Teorema 3.1. Suponhamos que o dado inicial (ug,u1,00) € H%(Q) x L?(Q) x L?(2). Se os
nucleos resolventes k; e ko satisfazem a condic¢ao (3.1) e p1, p2 sdo constantes positivas, entao

existem constantes positivas C e « tal que

E(t) < Ce "E(0)

para todo t > 0.
Demonstragao. Demonstraremos o teorema para solugoes fortes , isto é, para solugoes com
dados (ug,u1,00) € (HY(Q)NV) x V(x(H(Q) N H?(2)) satisfazendo as condigdes de compati-
bilidade (2.29), a conclusao do resultado segue por argumentos de densidade.

Dos Lemas (3.1.1) — (3.1.3) temos

d d d
L) = N B(t) + - (0). (3.13)

Usando as hipéteses (3.1) obtemos as seguintes desigualdades

ou ou
o D e e
KiOu < CokhOu,
Ou |2 ou|?
/
.- < .=
BO|sr| < —Cil)]5h]
K®ul? < =Ciki()]ul?.
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Usando as desigualdades acima e a desigualdade de Poincare na desigualdade (3.2) obtemos

8u0

d mC {‘aut ou 8u‘2 ) 0o }dP1

<Nz o '0 -
th() 2 ov — M0 81/ +ha(t) ov

C
MY / {luel? — K0 + ka()lul? — k3(6) uo|?}dTy

—C/ 6] d:z:—/ V0| da.
Q 2 Ja

(3.14)
Por outro lado, pelo Lema 3.1.3, vem que
d aut Ou |2 'O ou 9, Ouo|?
— < - — - r
dt@zj(t) < =MN(2) +C/ + ki(t) 81/’ k0 ay+k i(t) 5 }d
+C /{|ut|2 + kg(t)|u|2 — K40u + K3 (t)|uo|* }dr. (3.15)
r
Substituindo (1.14) e (3.15) em (3.13) resulta
d
L) < =X E(#) + CN(ky + k2)2E(0). (3.16)
Escolhendo N suficientemente grande obtemos
d
L) < =2B(t) + CNR*(t)E(0),
onde R(t) = ko 4+ k1 e A2 uma pequena constante positiva.
De (3.12) obtemos
d A
ZL(t) < —22L(t) + CNR2(t)E(0).
dt q1
Considerando —y; = 2 <0 Coe Mt = CNE(0)R? > 0. Portanto de acordo com o
q0

Lema 3.1.4 existem constantes positivas C' e v tais que

L(t) < {L£(0) + C}e .

para C,~ > 0.
Como

qoE(t) < L(1).
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Segue que

WwE(t) < (£(0) + C)e™™ (3.17)

Além disso temos

L(t) < qE(t), vt
Logo
£(0) < ¢ E(0). (3.18)

Substituindo (3.18) em (3.17) e escolhendo uma constante g3 positiva de modo que C' < ¢z E(0)

resulta,

Q1+ q3

Consedere C' = (
40

) segue,

E(t) < Ce " E(0),Vt > 0.

Concluindo a demonstreacao do teorema.

3.2 Decaimento Polinomial

Aqui, nossa atencao serd na taxa de decaimento uniforme quando os ntcleos resolventes ki e ko
decaem polinomialmente com uma taxa do tipo (1+t)~P. Neste caso, mostraremos que a solucao

também decai polinomialmente com a mesma taxa. Consideremos as seguintes hipdteses

1

K(0) >0, k() < —bik, 7(t), EI(t) > bo[—Ki(1)] T, i=1,2 (3.19)
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onde p > 1 e by e by constantes positivas.
Os Lemas seguintes sao de fundamental importancia para a obtengao do decaimento polinomial.

Lema 3.2.1. Seja m e h fungoes integraveis, 0 <r <1 e g > 0. Entao, parat >0

_a_ 1
/ Im(t — s)h(s)|ds < (]m(t—s)]H' 7 |h(s )|ds) i (|m(t—s)|’“|h(s)|d5) o
Demonstragao. Fazendo
o(s) = [m(t = )| 'TF[A(s) 7T w(s) = m(t — 5)|7 |A(s) [,
para t > 0 arbitrario, porém fixo. Segue-se, facilmente que
p(o)u(s) = e = )] (s)] = [ tolspuis)ids = [ fmie =)l h(s)as.
. .. q+1
Usando a desigualdade de Holder para § = T e 0* =q+ 1 vem que

1

de onde segue o resultado 0.
0
Lema 3.2.2 Denotamos por (¢1, ¢2) = (8u’ u> onde u é a solugao de (1.1) — (1.7). Entao para
v
p>1,0<r<let>0), temos

1+(1—r)(p+1)

= ! TG0 1
(/F!kﬂDd%dF) (1—7r)(p+1) §2</0 |kfi(5)|rd3||¢i|‘%oo(0,t7L2(p)))(1 )(p+1)A‘k£|1+p+1D¢idF

e para r = 0 obtemos

/ Zﬁ ! 2 2 p+l 14—
ko)™ < 2( [l M Ods + ot M Ea) ™ [ I FIDG T,

para:=1,2.

Demonstragao. As desigualdades acima sao consequéncias do Lema 3.2.1 para

m(s) = |ki(s)|, h(s):= g |pi(t, ) — ¢i(s,x)]2d1“1, g=0-r)(p+1)
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com t fixo.
Caso r > 0.

Temos que

t
KOs = /O Kt — )| [6(t,2) — (s, 2) [2ds.

Dal, resulta que

t (A=r)(p+1)

1—r A
kit — )T THmT [|p(t, 2) — B (s, J;)|2ds> (T

[l = siotta) - os.ofas < (
0

[t = )"0t 2) = o(s,) 2 ds) T

/N
o
E

Isto é,

‘kz“:l¢2 S 0 ’kz(s)’ ‘d)(tvx) ¢(8,J})‘ ds .

(1=r)(p+1)

(‘k;|1+p%‘:]¢l) (I-r)(p+1)+1

t t
sendo / K (t —s)|"ds = / |ki(s)
0 0

Agora, usando a desigualdade elementar 2ab < a? + b?, obtemos

ko < 2( [ kG astol o) -
(A—-r)(p+1)

(]k’|”w+1 O, ) A=nFD+

Elevando ambos os membros & poténcia % segue o resultado.

Casor =0

Temos que
t
[ = oliott. ) - o(s.2)as
1 p+1)
< (/Ot|k§(t—5)1+<1>(p+1)\|¢(t,x)—¢(s:1: )|%ds / 6(t, 2) — (s, z)[2 ds) iz
Como |@(t,z) — ¢(s,2)|* < 2(|p(t, z)|> + |¢(s, x)]?), segue que

p+1

t 1
100 < 2( [ ot )P + fots. o)Pds) (1K Dgds)
0
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Assim
! 2 1+-1 s
ki O < 2(/ 16(t,2)1[F2() + 1605, @) oy ) 77 (1K1 77 Dgds ) ™.
0
Elevando ambos os membros a poténcia % segue o resultado . .

Lema 3.2.3 Seja f > 0 uma funcao diferencidvel satisfazendo

Ca
(1+1¢)8

F) e + £(0),¥¢ >0

f(0)«

para as constantes positivas C1, Cs, a, e § tal que
8>a+1.

Entao existe uma constante C' > 0 tal que

Demonstragao. Denotamos por

F(t) = £(2) + 2220147 4(0),

Deferenciando esta fungao, temos

Fi(6) = £(t) — 205(1 + )1 £(0)
< —f%; FOME = Co1 4 DD F(0)
<ol (o)
- _fg)é Ay
Daf vem que Pl — Fo __¢C £(0)

A+ Che = (11 b)e

Portanto
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0.
Teorema 3.2.1 Suponhamos (ug, u1,0y) € H?(2) x L%(Q) x L?(2). Se os niicleos k; e ko satis-
fazem a condigao (3.12) e p1, p2 sdo constantes positivas entdo existe uma constante positiva C

tal que

E(t) = mctf)pHE(O).

Demonstracao. Demonstraremos o teorema para solugoes fortes, isto é, para solugoes com
dados iniciais (ug,u1,0p) € H*(Q) NV) x V x (HL(Q) N H?(Q) satisfazendo as condicdes de
compatibilidade (2.29). O resultado segue usando os argumentos de densidade.

Usando as hipéteses (3.19) podemos reescrever desigualdade (3.2) da seguinte forma

d mC Ouy |2 , ou I+ |Ou|? Oug |2
< — - _
a0 = {‘81/ + [’ WD@V M ()ay‘ k()| 5, }dFl
771C/ {luel? + ]*P%Duﬂrg E(t)IUIz—kS(t)IUOP}dFl
—c/ 0)2dx — / |VO>da (3.20)
Q 2 Ja

onde C' é uma constante positiva. Usando a hipétese (3.19) novamente, vem que existe uma

outra constante positiva C' > 0 tal que

’f’“%! C[—kﬂ”#ﬂ% Ik o ul? < Cl—kb) 7T Cu.

Usando esta estimativa o lema (3.1.2) e escolhendo N grande, de (3.20) — (3.21) obtemos

d 1
700 =AM +C {IUt\2+k2 ()IUI2 + [~ k] T Ou + k3 (4) |uo|* Iy
8ut 1+1 jlp—L 0w 5 | Oug |?
+C/ )%’ + [—k1] +1D$+k1() 5 }dn (3.21)

Escolhendo N grande, de (3.20) — (3.21) resulta que

D e < —2aN () — M / ([—k/l]”pilmgz + [—kg]”pﬁmu)dn + ONRYXDE(0). (3.22)
I'

dt
+/ 6% dzx.
Q
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Fixemos 0 < r < 1 tal que 7 1 <r< Nesta condigao, pela hipétese (3.12) temos

p+1

oo o0 1
nr .
/0 [—ki]" < C/o A+ oy <oo V i=1,2.

Usando a estimativa acima e o Lema (3.2.2) resulta que

gt
/r[ ki ng dTy > CE(Q)WH)l(m) (/r [—k’I]Dchlfl) =N+ (3.23)
1
It
/F [—k’Q]HpﬁDudFl > CE(o)*(kr)l(Hp) (/F [—k’Q]DudH) et (3.24)
1 1

Por outro lado, como a energia é limitada temos
N ()T < CE(0) 000 N (£). (3.25)

Substituindo (3.23) — (3.25) em (3.22) obtemos

d

ZLb < _CE(0) T N (1) T+ ON R2 () E(0)

Haam 1+%
_CE(O)_MIW”’){(/ [—ki]DudI’l) (=nt+e) (/ [—ké]DudFO a )(1+p)}'
r r

1
Considerando a desigualdade (3.12) obtemos

1

1
d C T 1 9
) T T T NR*(t)E(0). 2
0 <=2 £(1) 7+ CNR(1)E(0) (3.20)

Portanto, pelo Lema (3.2.3) obtemos

£0 < 5 L L(0). (3.27)

Como (1 —7)(p+ 1) > 1 resulta, para t > 0, as seguintes estimativas

2

tlult, )HL2F1)+tH ay)‘LZ(Fl)SCtﬁ(t)<oo,
u(s, ) |2

||U HLQF1)’ EY ‘LZ(Fl)SCE(t)<oo.

Usando a estimativa acima no Lema (3.2.2) com r = 0, obtemos

1 1+%
/ [—k'l]1+p+1[]%dfl > ¢ 5 </ [—k’l]D%dI’> o
Iy 81/ E(O) 1+p I 31/
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1

1+
[ R A Oury = = ([ (ohg)Oudry)
ry E(o)m Iy

Usando essas desigualdades e os mesmos argumentos como em (3.26) obtemos

4wy <-—FC

_L(#)F T + ONR2(£)E(0).
“ L)

Aplicando o Lema (3.2.3) obtemos

C

L),

L(t) < GT

Usando a desigualdade (3.11) concluimos que

C

0=

E(0)
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