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Resumo

Nesta dissertacao mostraremos a existéncia de uma solucao ground-state e a existéncia de

uma solucao nodal para a seguinte classe de problemas:

—Apu+ |ulPu = Qx)f(u) em RY\Q,

P
Ou = 0 sobre 011, )
an

onde A, é o operador p-Laplaceano, @) : RY - Re f: R — IR sido fungdes continuas

satisfazendo condicoes que serao definidas ao longo deste trabalho.

Palavras-chave: Equacao Eliptica Quasilinear. p-Laplaceano. Método Variacional.
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Abstract

In this work we will show the existence of a ground-state solution and the existence of a

nodal solution for the following class of the problems:

~Aput |ulP?u = Q(z)f(u) in RY\Q,

P
% = 0 on Of). (P)

where A, is the p-Laplacian operator, @ : RY - Re f:R— R are continuous functions that

satisfy conditions which will be stated later.

Key-words: Elliptic quasilinear equation. p-Laplacian. Variational method.
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Introducao

Neste trabalho apresentaremos os resultados mostrados no artigo de Alves, Carriao e
Medeiros [2] sobre a existéncia e multiplicidade de solugoes para a seguinte classe de problemas

quasilineares em dominio exterior com condi¢oes de fronteira de Neumann:

At [uu = Qr)f(u) em RN\D,
ou (P)

— = 0 sobre 051,
on
onde Q IRV é um dominio limitado com fronteira suave, 2 < p < N e A,u é o operador

p-Laplaceano, isto é,

N9 _,0u
Apu = Z O <|vu|p 23%) )

i=1 3

(@ é uma funcao continua satisfazendo

Q(z) >0em R"\Q, lim Q(z)=Q >0, (1)

|z| =00
e a ndo linearidade f : IR — IR é uma funcdo fmpar de classe C! satisfazendo as seguintes
hipoteses:

(f1) Existem 2 <p<qg+1<n+1<p"= Np/(N —p) verificando

i Ll 0 i L)

|s|—0 |$|q*1 |s]— 00 |S|77*1

< +00

S

(f2) Existe 8 € (p,n + 1] tal que 0 < 0F(s) < sf(s), Vs # 0, sendo F(s) = / f(t)dt.
0
(f3) A fungao s — f(s)/sP~1 é crescente em (0, +00).
Mais precisamente, mostraremos a existéncia de duas solugdes para o problema (P). A

primeira é uma solucao positiva ground-state, ou seja, uma solucao u; € Wl’p(RV\Q) que é



positiva e que realiza o minimo
I(uy) = min{I(u) : u#0 éuma solucao de (P)}.

A segunda solucao de (P) que iremos mostrar é uma solugao nodal, ou seja, uma solugao que
muda de sinal.

Em [3], Benci e Cerami estudaram o problema (P) assumindo que p = 2, Q@ = 1 e
fu) = |u[" ' com 1 < n < (N + 2)/(N —2). Eles mostraram que (P), com a condicao
de Dirichlet, ndo tem uma solugao ground-state. Contudo, Esteban [8] provou que o mesmo
problema com a condi¢cao de Neumann tem uma solucao ground-state.

Em [7], Cao estudou o problema (P) para p = 2, f(u) = |u|?7'u e Q satisfazendo a condicao
(1). O autor mostrou que o problema possui ao menos duas solugoes, onde a primeira solugao

esta relacionada com o problema de minimizagao

Q)= inf / 2 2:/ g
() ueHll?IRN\Q){ ]RN\Q(|VU| + [ul”) RN\QQ(35)|U|

e a segunda solucao é nodal.

Neste trabalho, usaremos técnicas variacionais, como o Teorema do Passo da Montanha sem
a condicao Palais-Smale, para obter uma solucao ground-state positiva. Em relacao a solugao
nodal, aplicaremos o teorema da funcao implicita.

Estamos inicialmente interessados em encontrar solugoes fracas para (P). Por uma solucao

fraca, entendemos uma funcao v € W'?(IRV\Q) que verifica

Joo VP> VuTo - fuP2ug) = [ Q) f(w)o, ¥ 6 € WH(RNQ).

\Q
Afim de obter tais solugoes, note que a equagao em (P) nada mais é do que a equagao de

Euler-Lagrange do funcional I : W'*(IRV\Q2) — IR definido por
1
_ = P Py _
1) = [ LT+ ) = [ Q@) Fw),
onde F(u) = [ f(t)dt. Além disso, I € CH(W'P(IR¥\Q), R) com derivada dada por
o= [ (IVuF>YuVo+ |l 2up — Q) F(u)6) ¥ u,0 € WHRN\Q).

Sendo assim, as solugoes fracas de (P) sdo exatamente os pontos criticos de I, isto é, as

funcoes u € WP(IR¥\Q) tais que I'(u) = 0.



Um ponto principal neste trabalho é uma versao de um lema de compacidade global para
estudar o comportamento de sequéncias Palais-Smale, o qual é uma adaptacao dos autores de
[2] para o p-Laplaceano de um resultado de Benci e Cerami [3].

Como é bem conhecido, as imersdes W (IRV\Q) — L*(RV\Q), p < s < p*, sdo continuas
e nao compactas por isso, em geral, a condicao Palais-Smale nao se verifica. Entretanto,
demonstraremos que a mesma ocorre para o funcional associado ao problema (P), abaixo de um
nivel fixado. Lembramos que o funcional I € C*(W'?(IRV\Q),R) satisfaz a condicio Palais-
Smale no nivel ¢ se toda sequéncia (PS),, ou seja, (u,) € WHP(RV\Q) tal que I(u,) — c e
I'(u,) — 0 possui uma subsequéncia convergente.

Nosso trabalho sera estruturado da seguinte maneira:

No capitulo 1, demonstraremos alguns lemas técnicos necessarios para provarmos os teoremas
principais e mostraremos também que o problema limite tem uma solugao ground-state.

No capitulo 2, mostraremos a existéncia de solugao ground-state positiva para o problema

(P). O principal resultado a ser demonstrado neste capitulo é o seguinte:
Teorema 0.1 Suponha que f satisfaz (f1),(f2), e (f3), p> 2 e a fungao Q satisfaz (1) e
Qx) > Q — Ce ™kl 2| = 0, (2)

onde C' é uma constante positiva e m > p(q+ 1)/((¢ + 1) — p). Entao (P) tem uma solu¢do

ground-state positiva.

No capitulo 3, provaremos a existéncia de solugdo nodal para o problema (P). Para este
resultado, necessitaremos da seguinte hipdtese:

(f1) Existe n < o < p* — 1 verificando
ft+Q=p)f(t)=>Clt""t, Ve R. (3)
Segue abaixo o resultado principal que sera obtido nesse capitulo:
Teorema 0.2 Suponha que f satisfaz (f1), (f2), (f3), € (3), p > 2, e a fun¢do Q satisfaz (1) e
Qzx)>Q+Ce Ml vVazeRY, (4)

onde C' é uma constante positiva e v < q/(q+ 1). Entao, (P) tem uma solu¢ao nodal.

3



A solugao nodal obtida pertence ao seguinte conjunto fechado:
M ={ue WH(IRNQ) s ut £ 0,u” £ 0,I'(u)u™ = 0=I'"(u)u}.
No Apéndice A, mostraremos que o funcional associado ao problema (P) é de classe C*.
No Apéndice B, enunciaremos os principais resultados utilizados durante o nosso estudo.
No Apéndice C, faremos uma caracterizacao do nivel minimax do funcional I, adequada aos
nossos propositos.
No corpo desta dissertacao usaremos as seguintes notagoes:
m : fim de uma demonstracao,
B,(z) : fecho da bola aberta de centro x e raio r,
Q: fecho do conjunto €,
— @ convergeéncia forte,
—: convergeéncia fraca,

|A| : medida de Lebesgue de um conjunto A,
/ f : denota / f(x)dx,

Q Q

|fls=1f

1
L (@) = (/Q|f(:c)|5d:c>' , 0 <5< oo,

1
s

LA(RM\®) = (/]RN\Q |f(w)|5d:c> ,0<s< oo,

_ p _
P = [y oy = ([T + [ o)
A(h) = o(|h]) desde que |52] =0 quando, [h] =0,
A(h) = O(]h|) desde que |%| é limitado.

| flsarnay = | f



Capitulo 1

Lemas Técnicos e Solucao

Ground-State para o problema limite

Neste capitulo demonstraremos alguns lemas técnicos que servirao de auxilio na
demonstracao dos principais teoremas deste trabalho e mostraremos também que o problema
limite possui uma solucao ground-state.

Notemos primeiramente que a condi¢ao de crescimento dada por (f;) pode ser expressa da

seguinte maneira:

1f(s)] < els]?+ C.ls]", V s € R.

/
s
De fato, como |1}m0 "f’§)1| = 0 entao dado € > 0, existe 0 > 0 tal que |s| < ¢ tem-se
s|— S
[f/(s)] < els]". (1.1)
!/
E de lim sup ||f|£i)1| < 400 temos que dado € > 0, existe M > 0 tal que |s| > M tem-se
|s|so0  |S

()l < Vls[", (1.2)
[f(s)]

st

onde ' =¢e¢+1 el =Ilimsup
|s| =00

Agora, analisemos o caso em que 0 < |s| < M.

Sendo f € C' entao f é continua e como toda funcao continua, assumindo valores reais, definida

num compacto é limitada existe k > 0 tal que
[/ (s)] < Kls™" (1.3)

5



De (1.1), (1.2), (1.3) obtemos

[F/ ()] < els|?=h + (I + B)|s[", ¥ |s| > 0,

ou seja,
1f/(s)] <els|Tt+ (' + k)|s|"!, VseR.
Como
t t
| Fds) < [Ifs)lds
0 0
t t
< [Celsl s+ [+ )l ds
0 0
entao,

t t
O < e [ Istds + @+ k) [ s tds
0 0
1f(1)] < ;|t|’1+06|t|’7, VieR.

IN

Na argumentagao que vamos usar e que aparece em [2] é muito importante o estudo do seguinte

problema limite:

~Apu+ |[ulP?u = Qf(u) em RY,
u € WH(IRY),

onde I, : WP(IRY) = IR é o funcional relacionado a (Ps;) dado por

I = [ OVl + JuP) = [ QF(w)

Com argumentos semelhantes encontrados no Apéndice A, prova-se que I, € C*(W'P(IRY), IR)

com

/ — p—2 p—2 o 2 1,p N
I (u)w /]RN‘W vuw+/1RN |2 w /IRN QOf (wyw, ¥ w € WH(IRY)

e, portanto, pontos criticos de I, sao solugoes fracas de (P, ). Uma condi¢ao necesséaria para
que u € W'P(IRY) seja ponto critico de I, é que I’ (u)u = 0. Esta condicdo define a variedade

de Nehari:



Noo = {u € W (IRV)\ {0} : I (u)u = 0}
Lema 1.1 O funcional I, verifica a Geometria do Passo da Montanha, isto €,
(i) Existem r,p > 0 tais que Io(u) >, ||Jul]| = p,
(ii) Eziste e € By(0) tal que Io(e) < 0.

Demonstragao: (i) Usando a condigao de crescimento da fungao f temos

[ . Hqu - _F
N ()
> Hqu . E/ Q|u|q+1 . C / Q|u|n+1
= D RN € RY
p
> [l —C1/ \u|q+1—C’2/ Pl
P RN RY

Pela imersdo continua WP(IRY) «— L"(IRY), com p < r < p*, resulta

||u||p o qg+1 n+1
Ioo(u) = e K [[ull Ko |[ul™

Seja p > 0 a ser fixado posteriormente. Para todo u € WP(IRY) com ||u|| = p, temos

Io(u) > Zj — K ptt — Kyp.

Vamos escolher p > 0 de tal forma que

ﬁ — Klpq+1 _ K2p77+1 >0
D

ou ainda,
1 K
n+1 o
P ip —q K2 > 0.
prirp p
Como p"! > 0 entdao devemos ter
1 K,
p77+1_pp — P — K2 > 0.
Assim,
1 1
n—q | pg+1-p 1| > Ko
P P p




Se

> Ky, e ————— > K encontramos

P4 pq+17pp
< 1 > n—q 1 (q+%—p)
< | = < | — .
P1 Ky € P2 e

1 .
p = gmin{pi,pz}

e, portanto, existem ntimeros reais positivos r e p tais que

Basta entao tomarmos

Lo(u) >7 >0, YueW"(RY) com |u| = p.

(73) Da condigao (f5) temos

Assim, podemos supor

Vs > 0.

/lsidtg/lsf((?)dt,

w | >
-
~—
w
SN~—

Com isto,

mostrando que
F(s) > Cls|’,V s> 1, (1.4)
onde C' = F(1) > 0. Considerando ¢ € C*(IRY), com ¢ > 0 e t > 0 temos

nte) = el = [ QF (1),

e portanto
Lelte) = Dl = [ QF(te) < Tl — it [ Qlel”
p R p RY
Desde que p < 0, passando ao limite de t — +00 obtemos I (ty) — —o0o, de onde concluimos
que existe ty > 0 tal que e = top € WHP(IRY) e Io(e) < 0.
[

Em vista do Lema 1.1, podemos aplicar uma versao do Teorema do Passo da Montanha sem
a condigdo Palais-Smale (Lema B.6 no Apéndice B) e concluir que existe uma sequéncia (u,,)
em WHP(IRY) tal que

Io(un) = oo € I;O(un) — 0,

8



com

0< o = }/Iellﬁ(grgl%)(l I (y(t)).

Usando um raciocinio semelhante ao encontrado no Apéndice C, temos a seguinte
caracterizagdo para C.,, a qual é mais adequada para a resolugdo do problema (P), dada
por

Coo = uer'Ezf;\{O} Stl;%)) Ioo(tu) = ugjl\;oo Ioo (U)

O préximo Lema descreverd propriedades importantes de uma sequéncia Palais-Smale para

o funcional 1.

Lema 1.2 Seja (u,) uma sequéncia (PS). para I,. Entdo
a) (u,) € limitada em WP(IRY).
b) u, —u em W (IRY), a menos de subsequéncia.
c) Il (u) = 0.

Demonstragao: Note que I’_(u,) — 0 em (WP(IRY)) implica que

1 1
_éléo(un)un < §|I<;o(un)un‘
1

< kl|u,||, paratodomn € IN
onde k > 0. Desde que I (u,) — ¢, existe C' > 0 tal que I (u,) < C, logo
1 !/
oo (un) — ajoo(un)un < C+ kllugll,

para todo n € IN. Usando a condigao (f3), temos

C+klunl > Iso(un)— ;I;o(un)un
1 1 ~[1
= (p — 0) Huan + /IRN Q [ef(uﬂ)un - F(Un)
S (1.1 »
> (1) ol



Portanto,

Cillunl? < C + KfJunll, (1.5)
para todo n € IN, onde C} = (% — %) > (0. Suponhamos por contradicdo que, a menos de
subsequéncia, ||u,| — +oo. Entdo, multiplicando (1.5) por m, para n suficientemente grande

obtemos

Chllun|P7H < k

o que contradiz ||u,| — +oo. Portanto, a sequéncia (u,) ¢ limitada em W(IRY). Sendo
Wl’p(IRN) um espaco de Banach reflexivo entao, a menos de subsequéncia, u,, — u em WP (]RN)

Usando o Lema B.5 (ver Apéndice B), temos

U (1) = u(z) qtpem RY

8un( )= ou

Podemos usar o Lema de Brézis-Lieb (Lema B.3 no Apéndice B) e concluir que

(z) qtpem RV

| IVl 2V, = [Vt Tuve, Ve e WHmRY),
/ [t [P U — / lu|P2uw, ¥ w € Wl’p(RV),
RN RV

| Qe = [ Q) ¥ we WH(RY)
RN RN
e, portanto, usando a unicidade do limite

I’ (u) =0.

[ |
Observe que o Lema 1.2 nao nos permite concluir que o ponto critico u é nao trivial. O
proximo Lema descreve um comportamento da sequéncia Palais-Smale para o funcional I, e

serd usado para obtermos uma solu¢ao nao trivial para o problema (P,,).

Lema 1.3 Seja I o funcional associado a (Py) e (u,) uma sequéncia (PS)y para I, com

u, — 0. Entao somente um dos itens abairo ocorrem:

10



a) u, =0 em W'P(IRY) ou
b) Eriste uma sequéncia (y,) C IRY e constantes R, 8 > 0 tais que

lim inf lun|P > 5 > 0.

n—oo BR(yn)

Demonstragao: Suponha que b) nao ocorre. Assim, para todo R > 0, temos

lim sup |unP =0
=00 yeRN Br(y)

e desde que (u,) é limitada em W'P(IRY), segue-se de um resultado devido a Lions (Lema B.7
no Apéndice B) que
U, =0 em L*(RY) com s & (p,p*).

Dado € > 0, da condigao de crescimento da fungao f obtemos
A gy [a+1 1, (11
0< [ Qftwun < e[ Qlu™ +C. [ Qluil

e, portanto, sendo € arbitrario, concluimos que

| Qfw)u, = 0.
Relembrando que 1. (uy,)u, = 0,(1), segue-se que
U, — 0 em WHP(IRY)

e portanto a) ocorre.

Teorema 1.1 Sob as hipdteses (fi) — (f3), o problema (Ps), possui uma solu¢ao ground-state
positiva u € C%(RY).

loc

Demonstragao: Se o limite fraco u da sequéncia (PS). para o funcional I, for ndo trivial

entao do Lema 1.2, u é solugao fraca do problema (P, ). Portanto,
I' (u)p =0, VpeW2RY)

ou ainda,

L (wu™ = [lu[” =0,

11



assim u(r) >0, V 2 € RY. Por Li Gongbao [10] (Teorema 1.11),

ue L®MRY) e ue CLYRY) com 0<a<l.

loc

Da desigualdade de Harnack [9], u(z) > 0, ¥V 2 € IRY. Considerando v = 0 ndo podemos ter
u, # 0, pois da continuidade do funcional I, e da unicidade do limite teriamos ¢ = c¢,, =0 o
que é absurdo. Assim, do Lema 1.3, existe uma sequéncia (y,) C IRV e constantes positivas 3
e R tais que

lim inf lun|P > 5 > 0.

"= JBr(yn)
Definindo v, (2) = (2 +v,), da invariancia do IRY por translacio, segue-se que (v,) ¢é limitada
em W'P(IRY) e portanto, da reflexividade deste espaco, a menos de subsequéncia, v, — v em
wtep (IRN) Além disso, usando as imersoes compactas de Sobolev e fazendo mudanca de variavel
temos

/ [v|P = lim inf v, P = lim inf |unl? > 8> 0,
Br(0) Bg(0) Br(yn)

n—oo n—o0 R (yn

consequentemente, v # 0. Observe também que
Io(vy) = Io(un) = ¢+ 0,(1)
e além disso, para todo v € WIP(IRY) com ||¢|| < 1, segue-se que

Lo (vn (2)) 00 ()] = [ (n (@ + yn) )00 ()] = I, (n(2))8(2 = yn),

de onde encontramos
115 () || < 2 () || = 0n(1).

Portanto, (v,) é uma sequéncia (PS). para I, e v é solugdo positiva do problema (P,) com

1,

v € CY(IRY). Mostraremos que esta solucdo é ground-state. De fato, desde que v é solucio

nao trivial, segue-se que I’_(v)v = 0 implicando que v € N, € assim ¢ < Ioo(v). Além disso,

Coo < Io(v)
— () ;L;O(U)U
= [ |20 - 00

12



e do Lema de Fatou (Lema B.1 no Apéndice B),

IA

Coo

I(v)
o 1 A
< 1117}1_}(1)1f RN [pf(vn)vn — QF (vn)

= hfln_;%lf Io(vy)

= COO

mostrando que I (v) = Cxo-
[ |
O primeiro lema técnico nos da um comportamento no infinito para toda solucao positiva

do problema (Py,) e indicaremos a referéncia para ver a demonstragao.

Lema 1.4 Toda solugdo positiva @ € WP(IRY) do problema (Ps) com p > 2 tem o seguinte

comportamento assintotico:

lim u(x) =0,
|| =00

Cre ol < u(z) < Coe 1l e RY,

onde, Cy,Cy sao constantes positivas e 0 < b < 1 < a. Mais ainda, os numeros a,b podem ser

escritos da formaa=1+6 eb=1—06 para § > 0.

Demonstragao: Ver [11].

Lema 1.5 Seja F' € C*(IRIR;) uma fungio conveza e par tal que F(0) = 0 e f(s) = F (s)

para todo s € [0,00). Entao, para todos u, v > 0,
[F(u—v) = F(u) = F(v)] < 2(f(u)v + f(v)u).

Demonstracgao: De fato, temos dois casos a considerar:
Caso 1: 0 <v <u.
Pela convexidade de F' temos

F(v) — F(0) < F(u) —F(O)‘
v—10 - u—20
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Tomando o limite superior em ambos os membros da desigualdade acima e usando a hipétese

que F'(0) = 0 obtemos

lim sup F(v) < limsup Fw) = F(0)
u—0 v u—0 u—0
— F()
= f(0)
< flu),
de onde concluimos,
F(v) <vf(u). (1.6)

Por outro lado, sendo F' uma funcao convexa de classe C? entao f' = F” > 0 e assim f é nao

decrescente. Considerando a funcao

h:[0,1] — IRy
t — h(t)=F(u—tv)

temos
/01 W ()t = h(1) — h(0) = F(u—v) — F(u)
h'(t) = F'(u — tv)(—v) = f(u —tv)(—v).
Assim,
Plu—v) — F(u)] = /01 h’(t)dt‘
< /01 1(8)dt
= [ 1w )=o)t
Logo,
Flu—v) = F@] < [ 1f—to)]l - olde

14



Desde que u > v > tv, temos u — tv > 0 e como a funcao f é nao decrescente segue-se que

f(u—tv) >0, e assim

|F(u—v) = F(u)]

I
S—
2.
=
IS
|
~
=
]
Q.
~

Como tv > 0 temos que u > u — tv e portanto,

flu—tv) < f(u).

Com isto,

/Olf(u—tv)dt < /Olf(u)dt

Flu—v)— Fw) < vf(u) (18)
Usando a desigualdade triangular juntamente com (1.6) e (1.8) segue-se que

|F(u—v) = F(u) = F(0v)]

IN

|F(u—v) = F(u)| + [F(v)|
< of(u) +vf(u).
Portanto,
|F(u—v)— F(u) — F(v)| <2vf(u).

Caso 2: 0 <u<w.
Usando a convexidade de F' temos

Fu) = F(0) _ Fv) — F(0)
u—0 - v—0

Tomando o limite superior em ambos os membros da tltima desigualdade

lim sup Flu) < limsupw
v—0 u v—0 v—>0
— F)
= f(0)
< flv),



implicando que

Logo,

Com os mesmos argumentos usados anteriormente temos que
1
|F(v—u)—F(v)| < u/ f(v — tu)dt.
0
Note que
v—tu <.

Como a funcao f é nao decrescente temos

fo—tu) < f(v).

Consequentemente,
/1 flu—to)dt < /l Flv)dt
0 0
= fl).
Dali,
|F(v—u) = F(v)] < uf(v)
Portanto,

[F(v—u) = Fv) = F(u)| < |F(v—u) = F)| + [F(u)|
< uf(v) +uf(v)
= 2uf(v).

Sendo F' uma fungao par entdo F'(u —v) = F(v — u) e com isto temos
|F(u—v)— F(u) — F(v)| <2uf(v).

Logo,
|F(u—v) = F(u) = F(o)| + |[F(u = v) = F(u) = F(v)| < 20f(u) + 2uf(v)
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e assim,

IN

|F(u—v) = F(u) = F(v)| 2|F(u = v) = F(u) = F(v)]

< 2(vf(u) +uf(v)).
Concluimos entao que

|F(u—v) = Fu) = F(v)] <2(f(u)v + f(v)u).

Observacao 1.1 Note que, se f satisfaz (f1),(f2), e (f3), a primitiva F de f verifica as

hipoteses do lema anterior.

Lema 1.6 Seja B C RY wum conjunto aberto e g, : B — R com g, € LYB) (p* >t > p),
|nlLep) < C, € gn(z) = 0 ¢.t.p em B.
(I) Suponha que f satisfaz (f1). Entao,

[ 1P (g +w) = Flgn) = F(w)| = 0,(1)

para cada w € L' (B) N L1(B) onde F € a primitiva de f.
(II) Assuma que f satisfaz (f1), (f2) e (f3). Entao,

"=o ara r P
1o+ 0) = ) = Sl =onta), parare (27

ew € LP(B) N L* (B).

Demonstragao: Mostraremos somente (I) pois os mesmos argumentos podem ser usados na
demonstracao de (II).

Pelo Teorema Fundamental do Céalculo

d

F(gn +w) — F(gn) = /01 ((ﬁF(gn + tw)) dt.

Entao pela Regra da Cadeia e do fato que f = F obtemos
1
F(gn +w) = Fgn) = /0 F'(gn + tw)wdt

_ /01 F(gn + tw)wt.



Logo,

|F(gn +w) — F(gn)| = ‘/Olf(gn+tw)wdt

/O1 | f(gn + tw)||w|dt.

IN

Pela condicao de crescimento da funcao f,
£ (gn + tw)lJw] < €lgn + tw]*|w] 4 Cclgn + tw["|w].

Assim,

1 1
/O|f(gn—|—tw)||w|dt§/0 lelgn + tw]?w| + C.lgn + tw||w]] dt.

Portanto,
1 1
[F(gn +w) = Flgo)] < el [ [gu + tuldt + Cofu] [ g, + tulat.
Como t € [0, 1] entao,

lgn +tw| < |gu] + tw]

IA

|9n] + |w]

|90 +tw]® < ([gn] + |w]).

Consequentemente,

1 1
| ln+twltdt < [ (gal + hwl)at
= (lgnl + ]’

21(|gnl* + wl]?).

IN

Dai, por (1.9) temos que

[E(gn +w) = Fgn)| < €efw]29(|ga]" + [w]?) + Cclw[27(|gnl" + [w]")

= 2%|g,|Yw| + 2%€|w|T + C2"|g,|"|w| + C27|w|T.
Portanto,

[F(gn+w) = Fga)l < 01 |gal®[w] + 61 [w]™™ + C5, [gal"lw] + Cs,w|™,

18
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onde 01 = 2% e U5, = C2".

Novamente usando a condigao de crescimento da fungao f temos

Fel = |[ o
< [ 1r@lar
< [+ Coipryae
0
‘8|q+1 ‘8‘77+1
= € i .
q+1 n+1
Com isto,
C
F — Y P A 1.1
PO < o sl 4+ 25 I (1.10)

Pela desigualdade triangular,

|[F(gn +w) = F(ga) = F(w)] < (01 |gal*lw] + 01 [w]*™ + C, |ga|"|w] + Cs, Jw]™)

C.
|w| T —— ||t (1.11)

qg+1 n+1

Usando a desigualdade de Young em (1.11) obtemos

|F(gn +w) = F(gn) — F(w)]

IA

01(8 [gn] ™" + C(8) Jw|™) + b1 [w|**

+ Cs,(8 [ga]™ + C(O)w]™")
Ce

e

+ Cpy 0™+ —— Jw| +
q

+1
ou seja,
Plon+ )= Flan) = F@) £ 8l + (5006) 45+ ) ™
n+1 Ce n+1
+ 051§|gn’ + O5IC<5) + CY51 + 777 |w| :
Considere a fungao G, dada por
Gin(w) = maz {|F(gn +w) — F(gn) — F(w)|(x) — Cs,8]gn|"" () — 6:10]ga| " (), 0}
que satisfaz

Gsn(z) — 0 q.t.p em B.
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Da definigdo de G, () segue-se que

0< Goulr) < 8,6gn|T + <510(5) + 01+ q+€1> |w| !

C
n+1 € n+1
b Cadlaa ™+ (Ca )+ Ca S

- 0616|gn|n+1 - 615|gn|q+1'

Dali,
0 < Gspn < Calw|™™ + Cylw|™,

€
+1

onde C3 = 6;C(0) +01+ . e Cy = C5C(0)+Cy, —l—nc’e. Desde que w € L™ B)NL"™(B)

+1
temos

0 < G < Calw|?™ + Cylw|™t € LY(B).

Pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue

/ Gsn(x)dr — 0.
B
Novamente usando a definicao de Gj,, segue-se que
|F(gn +w) = F(gn) — F(w)| < G5 + C5,6[ga] ™ + 010]ga |7

Assim,

_ _ < n+1 q+1.
1B gn+w) = Flgn) = F@)| < [ Gon+Ci [ lgal™™ + 016 [ gl

Relembrando que |g,| i) < C temos

F(gn — F(gn) = F < | Gsn+ Cs50 + Cgo.
JLVE(ga+w) = Flg) = F(w)| < [ Gon+ a3+ Cy

Logo,
/ |F(gn +w) — F(gn) — F(w)| < / Gsn + Crd,
B B

onde 07 = 05 + 06.
Consequentemente,

limsup B |F(gn +w) - F(gn) - F(w>| < 0767

n—0o0

para todo 0 > 0. Fazendo 6 — 0 segue-se que

limsup | [F(gn +w) = F(gn) — F(w)| <0

n—oo
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implicando
[ 1F(gn +w) = F(ga) = F(w)| = 0,(1)
n
O resultado seguinte é um Lema técnico devido a C. O. Alves [1]. Na sua demonstracao
o autor usou argumentos encontrados em Brézis e Lieb [6]. Tal Lema sera utilizado como

ferramenta para provarmos o lema de compacidade global.

Lema 1.7 Seja B C RY um conjunto aberto e g, : B — R (K > 1) com g, € (LP(B))*
(p>2), gn(x) = 0 q.t.p em B e A(y) = |y|P~%y para todo y € RE. Entdo, se \Inl LBy < C

para todo n € IN,

[ JA(ga +w) = Alg) = Aw)[#*Dda = 0,(1)

para cada w € (LP(B))* fizado.

Demonstracao: Para 1 <i <k, sejam A;(y) e w;(z) a i-ésima componente dos vetores A(y)
e w(x), respectivamente, onde A;(y) = |y|P~2y;.

Segue do Teorema Fundamental do Calculo que

Ai(gn +w) — Ai(gn) = /01 ((iAi(gn + tw)) dt.

Seja v : R — IR" tal que v(t) = g, + tw. Assim,

Agn +w) = Ailg) = [ SAG @)

Usando a Regra da Cadeia obtemos
1 K
Ailga+w) = Ailga) = |30 A (D).

Logo,

Adga )~ Adan)] = | [ 32 5 A0

j=1 8’)/]'

1 K

S/OZ

i=1
1 K

:/OZ

j=1

9
d;
0

%Amu»\ .

A,-w(t))] (1) e
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Como |w;| < |w| entdo,

1 K
Aiga +w) = Algn)| < Crlu] [ 3
j=1

;%Ai(y(t))‘ dt.

Provaremos agora que para todo y € IR® temos

K o )
Ai(y)| < Clyl”~.
j; 0y,
Inicialmente observe que
K o i—1 o o K o
40| = S| 2| + o) + Ay
]Zl dy; ]21 9y; dy; j%;l dy;
Agora, analisemos cada uma das parcelas acima
i-1] 9 i-1| 9 ) i1 ,
Ai(y)‘ =251l =D [0 = 2lyillyl |-
j; y; j;l Y, ];’ !
0

) .
‘%Ai(y)‘ = ‘f)y,i (lylP~y:)

= [lwil(p = 2)lyl~"wi + |y~ .

i aA~(y)|— i ilyl””y- = i (= 2)ly |y v
j=it+1 dy; j=it+1 9y, ' j=it+1 S

Portanto,

K i—1
0 _ _ _
> )| = [0 2l |+ 0~ Dl P
j=1 Y; j=1
K
—4
+ 3 | = 2wl sl
j=i+1
i—1
< (=2l Y lyllysl + (0 = Dyl + |y~
j=1
K
+ (=2 > Tyl
j=i+1

Como |y;| < |y| entéao

K

>

=1

0 . _ _
— Ay < =26 - Dy + =2yl + ly
ay.A( )< (=2 E = DIylP+ =2y ylP + [y
J
+ (p—=2)y" (K — i)y

= Clyl=
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De (1.12) segue que
1
[Ai(ga + ) = Ailga)| < Colul [yl

Sendo y(t) = g, + tw, entdo

1
[Adga+w0) = Aga)| < Colu] [ lgu+ tul~2at
1
< Cofu [ (lgnl + [tlluwl)de.
Desde que t € [0, 1], temos
1
Adga )~ Adg)l < o [ (lgal + thu=2a
1
< Coful [ (lgnl + wl) %t
= Calwl(lgal + ]y
< 2772 Cyful ™ + gl o))
Consequentemente,
[A(gn +w) = Algn)ls = [A1(gn + w) — Ar(gn)| + -+~ + [ Ak(gn + w) = Ak(gn)|

< KC27(|wP ™+ |gal" 2 |wl).-
Como quaisquer duas normas em IRF sdo equivalentes resulta

[Algn +w) = Alga)l < Cs(lwl"™" + |gal"~?|w])

= Cylw[P™ + C3]gn[~?|w. (1.13)
No caso em que p = 2 temos
|A(gn +w) — Algn)] < Cslw]. (1.14)

No caso p > 2, para cada ¢y > 0, usando a desigualdade de Young com os expoentes conjugados

temos

p—lep

_ 51
|gn|p 2|u)| = €0|gn|p 27|w|
€o
1 _ 1 _
< =1 (colgnl’ 2)p=2 +j<*| =
=



ou

p—2 k5
b1 2| gal?t +

gl ] < . (1.15)

1
(p—Deg!

Logo, substituindo (1.15) em (1.13) resulta
[A(gn +w0) = Alga)] < Cs|w|"™" + C3C(8) [w]”™" + C50]ga["".
Assim,
[A(gn +0) = Alga)] < (C5+ C3C(0))[w]P™" + C30]ga |~
ou
|A(gn +w) — Algn)] < CalwP™" + Cs30g, [P, (1.16)

onde Cy = C3 4+ C3C(9).

Para cada ¢ > 0, consideremos a sequéncia de funcoes G, dada por
Gon(w) = maz {|A(gn(z) + w(x)) — A(gn(2)) — A(w(x))| — C50]ga(z)["~",0} .
Como a funcao dada por A(y) = |y[P~2y é continua e por hipétese g,(r) — 0 q.t.p em B, entao
Gsn(x) = 0 q.t.p em B,

e portanto

|G6,n(x>|ﬁ — 0 q.t.p em B.

Além disso,
0 < G < maz {|A(g, +w) — Alga)] +]A(w)] — Cydlgal™",0}

e de (1.16) segue que

0< Gsn < maz{|A(g, +w) — Algu)| + |A(w)] — Cs6g,[""*, 0}
< Calwl™" + CylgalP™" + |w]P™" = Cs6gal"™!
= (Cy+ D|w!
= CslwlPh,Vp>2. (1.17)
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Por (1.14) e (1.17)
0 <Gspn < Cs|lwP™!, 2 < p < N,

e portanto
_p
Gonl?™ < CF 7wl

_Db_
onde temos que C? ' |w[? € L*(B).

Pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue resulta
/B |G| Tdz — 0. (1.18)
Segue da definicao de Gy, que
[A(gn +w) — A(gn) — A(w)| < G + C30]gal"™

Com isto,

p

[A(gn +w) — Algn) — A(w)|771

IN

(Gsn + CsdlgalP~)7 T

< 27| Gy | T 4 27T CF 1675 |g P
Fazendo Cg = 25T ¢ Cr; = (26’3)17%1 temos

[A(ga +w) = Algn) = A@w)|7T < Co|Giinl 7T + Cro7T g, "
Logo,

[ VA(ga +w) = Algn) = A@)[7T < Co [ |Goal T +C677 [ g

Como |gn|(rr(pyx < C, obtemos
0< [ 1A(gn+w) = Algn) = A@)["7 < Ci [ 1Gial™T + Cod7™T,
Dai, usando (1.18) segue que

limsup [ [A(gn +w) — A(gy) — A(w)[7°7 < Csd7°1.
B

n—oo
Passando ao limite quando § — 0, temos

limsup [ |A(gn +w) — A(gn) — A(w)[7T <0,
B

n—oo
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de onde concluimos que

Jim [ |A(g +w) = Alga) = A(w)|T =0,
[ |
O Lema seguinte é de fundamental importancia para a compreensao do comportamento de

sequéncias Palais-Smale.

Lema 1.8 (Lema de compacidade global) Suponha que f satisfaz (f1), (f2), e (fs). Seja (uy)
uma sequéncia em W'P(IRN\Q) verificando

I(up) = ¢, I'(u,) — 0,
e ug € WH(RN\Q) tal que u, — ug em W'P(IR¥\Q). Entdo uma das alternativas ocorrem

(a) u, — ug em WP(IRV\Q) ou

(b) existem k € IN, (y2) C IRY com |yi| = o0, j = 1,...,k, e solugbes ndo triviais u', ..., u* do
problema (Ps,), tal que

— 0, I(un)—>I(u0)+iIoo(uj).

j=1

k
=~ w0~ )
j=1

Demonstracao: Vamos inicialmente mostrar que (u,) ¢ limitada.
Como I'(u,) — 0 em (W'?(IR¥\Q))’, entdo
1 1
_éjl(un)un §|],<un)un|
1
5|’Il(un)|’(wm(mfv\s‘z))/Hun”

IN

IN

< kl|u,||, para todon € IN,
onde k > 0. Desde que I(u,) — ¢, existe C' > 0 tal que I(u,) < C, logo
I(uy) — ;I’(un)un < C + klunl,
para todo n € IN. Assim, por (fs),

1
Ctkllunl = I(un) = 5

Vv
VR
=
|
|
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Portanto,
Cillunl? < C + KfJunll, (1.19)

para todo n € IN, onde C} = (% — %) > (0. Suponhamos por contradicdo que, a menos de

1
l[unll?

subsequéncia, |lu,| — +oo. Entao, multiplicando (1.19) por para n suficientemente

grande obtemos

Cl”“anil S k?

o que contradiz |lu,|| — 4oo0. Portanto a sequéncia (u,) ¢ limitada em W'?(IR¥\Q). Sendo
WP(IRM\Q) um espaco de Banach reflexivo, entdo existe uy € WHP(IRV\Q) tal que, a menos

de subsequéncia,
u, — ug em WHP(IRV\Q).

Mostraremos que I'(ug) = 0.

Usando um argumento diagonal (Lema B.5 no Apéndice B) temos que

(a) un(x) = up(x) g.t.p em IRV\Q.

(b) gy (z) = gz(? (z) g.t.p em RV\Q.

Sendo (u,) uma sequéncia (PS). para o funcional I segue-se que
I'(uy)v — 0.

Logo,

P = [ Vw2 Vu o+ [ e = [ Q) fu)e
RN\Q RM\Q RV\Q

= o,(1). (1.20)

Consideremos a sequéncia

Oun

(2) = [V, ()P G o).

Da afirmagao (b) temos
gn(x) = g(z) g.t.p em RV\Q,
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8’&0
oz, (x).

Sl = [ lIvu
RN\Q RN\Q

onde g(z) = |[Vug(z)|P2

Observe que

Para cada 7, temos

9 o\ 1/2
ou,, < ou,, A ou,, V|
. = |Vu,|,
ox; | — \ |0z ox,,
de onde segue que
Ouy,
VP72 |22 < [Vt [P2 Vit | = [V

Assim,

b

.

Oun

T — / Vu, |P2
/]RN\Q |gn|P RV\Q <| un| ox;
= /N\Q(|Vun|1’—1)p'}
R
= /N _|Vu,?
RV \Q

Lo 19wl [l
RN\Q RM\Q

= Junl”-
Do fato que (uy,) é limitada em W'?(IR¥\Q) resulta
[l <Y neN
RN\Q

e, portanto,

gn € LT (IRN\Q).

Pelo mesmo raciocinio temos que g € Lﬁ(RN\Q). Desde que L 1 > 1, segue do Lema de

Brézis-Lieb (Lema B.3 no Apéndice B) que para cada i,

/ "a VP~ Vu, Vo — / o |Vuo|P 2 Vug Vo, ¥ v € WH(RV\Q). (1.21)
R R
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Mostraremos agora que
/ P2 unv —>/ uolPPugu, ¥ v € WHP(IRV\Q).
RM\Q RNM\Q
Para isto, consideremos a sequéncia
ha(2) = |un ()P~ ?un ().
Por (a) resulta
ho(z) — h(x) g.t.p em TRV\Q,

onde h(x) = |ug(x)|P2uo(z).

Temos que hy, € L7 T ¢ h € LiT. Como b ] > 1, decorre do Lema de Brézis-Lieb (Lema B.3

p—
no Apéndice B)
/ Cheo = [ he, Vv e WIIRN\Q).
RM\Q RM\Q

Assim,

/ PP — / JuolP v, ¥ v € WIP(RV\Q). (1.22)
RN\Q RN\Q

Agora resta-nos mostrar que,

/]RN\S_2 Q) f (wn)v —» Q@) f(uo)v, ¥ v € WP (IRM\Q). (1.23)

RN\Q

Como uy,(x) — ug(z) q.t.p em RV\Q, entdo pela continuidade da funcio f e Q resulta
Q) f(un(x)) = Q) f(uo()) g.t.p em RY\Q
Assim,
Q(2) f(un(@))v(z) = Q(x) f(uo(2))v() ¢-t.p em RV\Q, Vv € WHP(IRY\Q).

Da condicao de crescimento da funcao f temos

Q@) f (un(x))v(2)] = Q)| f (un(x))v(2)]
< Q(a)efun(@)|"v(x) + Q(2)Cclun(2)["v ().

Consideremos as sequéncias z,(z) = |u, ()| e z,(z) = |u,(z)[?. Temos que
zo(z) = 2(z) q.t.p em RN\Q,

29



onde z(x) = |ug(x)|? e

/

2 (x) = 2 (z) ¢.t.p em RY\Q,

onde 2 (z) = |ug(z)|”. Note que usando as imersées continuas temos

q+1
v = g+1
/IRN\Q zal e = /IRN\Q il

< k, Vn e INe para algum k > 0,

!
z
/IRN\Qu

n+1
o = U n+1
/]RN\Q| n|

< k, Vn e Ne para algum k£ > 0.

Decorre do Lema de Brézis-Lieb (Lema B.3 no Apéndice B) que

/]RN\(_2 Q(x)elun|w — /RN\Q Q(x)elulv, ¥ v e WP(RM\Q).

/]RN\Q Q)Cehul"v = [ Q@)Cul"™, ¥ v € WH(R\Q).

Pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue
S Q) (oo = Jim [ Q) f(ua(a))o, ¥ v e WHHIRNQ).

n—oo IRN\Q

Além disso, temos que

n—oo

- Vuo" 2 Vuy Vo + [ 2w — [
]RN\QI uo|P"*Vuo Vo + - |uo|P*ugv ]RN\QQ(SU)J”(U())U

= I'(ug)v. (1.24)

: 2 —2
lim </IRN\Q |Vu,|P~*Vu, Vv + /]RN\(_2 [t P2 U0 — o Q(m)f(un)v>

De (1.20), (1.24) e da unicidade do limite temos
I'ug)v =0, ¥YoveWPIRM\Q).

Portanto,

I/(UO) = 0.
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Defina a funcao

Ul () = U () — up(z), 2 € RV\Q.
Entdo, do fato que u,, — ug em W'P(IRV\Q) temos
Ul (2) =0 em WP(RV\Q).
Como U, — ug q.t.p em WP(IRY\Q) entao,
Ul (2) = 0 ¢.t.p em TRY\Q.

Provaremos agora que

I(W,,) = I(um) — I(uo) + 0n(1).

Da afirmagao (a)

U () = up(z) q.t.p em RV\Q,

e do fato que (u,) ¢ limitada segue do Teorema de Brézis-Lieb (Lema B.6 no Apéndice B)

[t = wo|” = [[um[” = l[uo]|” + om(1).
Portanto,
1
Iy = 2|l P—/ F(U,
(W) = ZIall” = [y o @@F ()
1
— gy, — ulP — F(u,, —
= woll? = [ Q) — o)
1

= (all” = ol + 0 (1)) = [ Q@) (us = ).

Pelo Lema 1.6 resulta que

S FO) = [ ) = [ F(uo) + (1),

ou seja,

/]RN\Q F(um —up) = /]RN\Q F(uy,) — /]RN\Q F(ug) + om(1).

Dali,

p 1 p
=l = [ QEIF ) — ol + [ Q) F (o) + 0,(1)
I
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Afirmamos que

I'(Ul) =o0,(1) em (WH(IRV\Q))".
Observe que ||[I'(¥L)|| = 0,(1) é equivalente a
17 (@)l = 17 (P3) = I () + I (o) || = on(1).
Assim, para todo ® € WHP(IRV\Q) com ||®|| < 1 temos
(W) = I () + ' ()] @
— ‘ /]RN\Q [|v%;p*2v\lf;1 — | V|2V, + |vuoyp*2vu0} Vo
F g IR0 = P+ ol ] @

[ Q) [F(8) = Flum) + F )] @] |
RV\Q
Da desigualdade triangular resulta

[7(W)) = I () + T'(ug) | |

< | VULV, = [V 2V, + [ Vug P2 V| [V
RN\Q

T Jposr "2 = w2 = ol o] |

+ /RN\Q Q)|f(05,) = f () + f(uo)||@].

Note que

Joia QNI = Fu) + fnlllol = [ QW) = Fun) + Fluo)[@

Lo, QN (¥ = £ ) + Fa) |9

Desde que Q(x) é uma fungao continua segue-se que ) é limitada em Bpy e assim existe uma

constante C'; > 0 de tal forma que
[, QW) = Fm) + F(uo)||®] < Ov [ [7(2}) = Flutn) + f(uo) [

Por hipotese temos que |l‘im Q(z) = Q. Assim, para R suficientemente grande existe uma
T|—00

constante Cy > 0 tal que

/(RN\Q)\BR Q)| f(¥,,) = f(um) + f(uo)||®] < 02/( LF(TL) = Flum) + fluo)||®).

RM\Q)\Br
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Portanto,
Jorg QL) = Flu) + Fuo)|[2] < Cu [ 1F(W3) = Flu) + (o) 2

+ (W) = f () + f (o) || ®.

G
(RN\Q)\Bg
Tomando C' = maz {C}, Cy} temos

Jooo QE@IFWR) = Flu) + F)| 9] < O [ VP8 = Flu) + (o).
Da desigualdade de Holder

17(},) = I' () + I ()] D)

p—1

)" (ftew)
RN\Q
p=1 1
)" (i)
RN\Q

e </1RN\Q 1f (W) = f (ttm) + f(u0)|r>T . </]RN ) |<I>|S>S , com i Lo

\Q s

|=

(
< ( / . ‘|V\If}n|p‘2V\I/}n — [Vt [P 2V, + [Vue|P*Vug
RN\Q

+ </IRN\Q “\If}n|p’2\lf}n — |t [P + |0 Pug

Usando as imersoes continuas de Sobolev e o fato que ||®|| < 1 resulta

() = I' () + T' (o)) @|

<K ( Lo [T 200, = V72T, + [V Vg )
RM\Q

p> (r—=1)/p
p—1

o </ - ‘|\I,71n‘p—2\1,71n — P2t + o] ug
RV\Q

T

FRC ([ JFO8R) = Flum) 4 FCun)
RM\Q
Pelo item (II) do Lema 1.6 juntamente com o Lema 1.7 temos
(W) = I'(um) + I'(uo) | = 0,
ou seja,
I'(9,,) = om(1).

Note que

IWh) = I}~ 2 1'(0) W), + on(1)
1

1 1 1 p 1\l 1
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Sendo

(117 - é) > 0e por (f2), /IRN\Q Q) | 5 (V) ¥ = F (¥, ﬂ 20,

entao
o (101 1p 1 1yl 1
1) = (5= )+ [, 0 [ - PR + oy
> (1= 5] 1w+ outt)

= Ol [I" + on (1),

onde C = (1—1> > 0.
p 0
Suponhamos que wu,, % u em WP(IR¥\Q), ou seja,

Ul 40 em WHP(IRV\Q).

Assim, para n suficientemente grande, existe uma constante C; > 0 de tal forma que

|wLl|P > Cy, Vm e IN. Logo,
I(¥,,) = Oy, |17 + 0m(1) = CC1+ om(1),
mostrando que para n suficientemente grande, existe a > 0 tal que
I(Ul)>a>0. (1.25)

Agora, vamos decompor o IRY em hipercubos unitarios N - dimensionais @Q; com vértices tendo
coordenadas inteiras e considere

Note que
(L) = 1<w:n>—;f’<w;>w;+on<1>
1 vyl 1 o
= [ @ [0 = P8+ )

1 1 1
o QLT+ 0, (1),

IN
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Usando a condicao de crescimento da funcao f obtemos
1(0,) < Ce [ e e [ e,
Desde que (¥}) é limitada em W'P(IRV\Q) temos
ClUL 1 > T(WL) + 0a(1) + 0c(1). (1.26)
Usando a decomposicao do IR indicada anteriormente temos que

L = [ e
1+l
= §V|\Ijm|2+l(Qi)
i€N
e da definicao de d,,
L L -1

€N i€IN

Das imersoes de Sobolev temos que existe ¢ > 0 tal que

|w! < || ¥, 1100, para cada i.

m 77+1(Q )

Consequentemente

dnm_l Z |\Ij71n|%n+1(Qi) < d:]n_lc Z quin”Wl”’(Qi)

i€eN i€N
= cd’ MWLl (1.28)
Dai, combinando (1.25),(1.26), (1.27) e (1.28)
edp® 2 1%l
1
> EI(\IJ}n) + 0m (1) 4 0c(1)
> a+on(l) +o(l),

e portanto existe v > 0 tal que

dm > v > 0.
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Agora vamos denotar por y! o centro do hipercubo @Q; no qual

W) 1)) = dim-

Provaremos que, a menos de subsequéncia, |y} | — +o00.
De fato, suponha por contradi¢ao que (y.) é limitada em IRY. Dai, existe um R > 0 tal que

lym| < R. Logo,

[tz [t =t s (1.29)
Bgr(0 Qi(Yp

Por outro lado,

Ul —0em WWP(IRY),

implicando que

Ul 0em LITY(RY),

loc

ou seja,

[ s,
Br(0)

o que contradiz (1.29). Logo, (y}) nao é limitada e, a menos de subsequéncia |yl | — +oo.

Considere a sequéncia z,(z) = ¥} (z + '), e da invaridncia do IRY por translacio temos que
2l = Wl
e portanto (z,,) é limitada em WH'P(IRY). Assim, existe u' € W'P(IR") tal que
Zm — u' em WHP(IRY)
e, a menos de subsequéncia,

Zm — ut em L (IRY), com p<s<p"

Note que
/ ju'["™ = liminf |2 |7 = lim inf U (2 +yp )T
BR(O) m—00 BR(O) m—00 BR(O)
= liminf Wl ()™ > liminf &7 > 47T > 0,
isto ¢, u! # 0.
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Mostraremos agora que u! é solucao nao nula de (Ps,).

Note que, sendo ¥! e W, P(IRV\Q) entdao ¥l (- 4yl ) € WyP(IRV\Q,,), onde
RV\Q,, = {xG]RtN:x+y,1n EIRN\Q}

Consideremos v € C°(IRY) com |jv]| < 1 e, portanto, desde que |y} | — oo temos que existe
mg € IN tal que o suporte de v esta contido em W\Qm para todo m > my.

Agora, notemos que

Lo(W), (- +y)) = H\P}”(';y}”)”p = o QP+ )

LU (o = [ VL0 + )P0 (- + 1) Vo
£ [+ PG+ )
— [ QAELC+ e
Fazendo a mudanca de varidvel z = x + ¥y}, temos entao
LU +y)e = [ VP2V Vol — )
[ — )
= [ QR — uy,)

ou seja,
L (3, + ) )0 = 15 (¥7,)Tn, com Ty = v(- — ).

Observemos que, para n suficientemente grande, o suporte de @, estd contido em IRY\Q, ou
seja, existe ng tal que

7, € Wy P(RV\Q), ¥ n > ny.
Logo, para cada v € Cg°(IRY) tal que ||v||py < 1,
1Tl = Nl + ) lwro ey = llvnllwromy) < 1.
Vamos agora mostrar que I__(¥! ) = 0,(1). De fato, basta mostrarmos que
I (W) = I'(um) — I'(u0) + 0m(1).
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Para todo ¢ € W(IRV\Q) com ||¢|| < 1 temos

(W) = T () + T'(uo) |
_ ’/ VUl prvel v¢+/ L P2y d)—/ QF(¥L)o
V[P~ 2V 11, Vb — / T / ) f ()b

RV\Q N \Q

/ |Vu0‘p 2VUQV¢+/ |u0|p u0¢ BN Q(;E)f(uo)¢|
Como IRM\Q ¢ IRY entdo

|2 (W0,) = I () + I (o) |

<| [Vl Yo s [ w e - k[ (w0

a /IRN Vi, [P~ Vu, Ve — /]RN [t P10 + /IRN Q@) f (um)o

[ Va2 VueVo+ [ ol a0 = [ Q@) (uo)s).

e assim,
[ (0),) = I’ (1) + I (wo) |
< ’ /IR N [\v\p;yﬂvw; — |Vt P2Vt + qupr*ZVuo} Vo
[ 120 = 2 + ol 2] ¢
= Ko [ [108) = Fn) + f(w)] 4]
Usando a desigualdade triangular resulta
[ (Wh) = () + T'(uo) |
< /]R VLAV, — [V [V + ol | [V
[N, — a2 + ol u |
+ [ ElF(Wh) = f () + Fluo)[9].

Da desigualdade de Holder

1(h,) = T () + T'(u0) ]|

)T (f ver)

(/ VUL P2V, — [V 2V,
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p—1

)7 (o)

e ([ 170 = F + 1) - ([ 10r) " com Lo Lot

* (/]RN ‘|\Ijrln|p_2\1/71n — [t P2+ |uoP g

Usando as imersoes continuas de Sobolev e o fato que ||®|| < 1 resulta
[(0),) = I' (1) + I (u0)] |

<K ( / VLRV, — [V PV, + Va2V,
R

p—1

_p_\ (p—1)/p
B (IR0, — fanl 2 + o)
R

1

K ([ 1708 = flum) + f(wo)")’
Pelo item (II) do Lema 1.6 juntamente com o Lema 1.7 temos
15 (@) = I () + ' (uo) || = 0,
e com isto podemos concluir que I, (V! ) = 0,(1), ou ainda,

I (U)o = 0,(1).

ov! (x) ou'(z)
%
Brézis-Lieb (Lema B.3 no Apéndice B), temos que

Desde que V! () — ul(z) ¢.t.p em RY e

/ VUl 2ol vy / IVl P2Vul Vo,
RN RN

/]RN UL P2el iy — /]RN [u' P ?ut,

[ Qe [ Qe ¥ ve CE(RY).
R R

Pela unicidade do limite, obtemos

/]RN (Vu' P2 Vu'! Vo + /]RN jul P2yt = /IRN Qf(u')v, Vv € C(IRY).

Agora dado w € W'P(IRY), por densidade existe (v,) C C3°(IRY) tal que
v, — w em WHP(IRY).
Assim, por (1.30),
1p—2, 1 1p-2, 1, _ A £l
/]RN |IVu'|P~*Vu an+/IRN [u' [P~ u v, = /]RN Qf (u vy,
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e por (1.31)
/]RN IVu!'[P2Vu'Vw + /]RN Jut P2 utw = /IRN Qf(u"w, Vwe WH(RY).

Considere agora

U7 (2) = Wy, (2 + yp,) — ' (2).
Se ocorrer ||[¥2 (- —yl )| — 0, entao
tup —uop —ut]| =0 e I(up) — I(ug) + Io(u),

e a demonstracao esta concluida para k£ = 1. Caso contrario, podemos repetir o procedimento

acima, obtendo sequéncias da forma
() = U @+, ) —w? T (), j =2
e sequéncias de pontos (y,) tais que

”Z/Zn” — +00, quando m — 400

Wtz 4yl — i (2) em WHP(IRV\Q)

onde cada u’ é solugao de (P.).

Além disso, usaremos inducao matematica para mostrar que

1207 = 3P = gy 1]|P+on(1)

= umll” = [luoll” = ZHuH“ron (1.32)

(W) = I(qﬂ*l)—l(uf*l)+on(1)

m

= I(uy) — Z[ ) 4 0,(1). (1.33)

Primeiramente observemos do Teorema de Brézis-Lieb (Lema B.6 no Apéndice B), que para
Jj > 2, temos
H\Ij H]RN = H\Iﬂ 1”p Hu] 1” + 0,(1).
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Decorre disto que
(W) = Sy = Lt — [ Q)P @+ i) — )
m/) P m RN p m RY m Ym :
Do Lema 1.6 temos
18,) = S0 = el 7 [ QIR e + [ Q)R
m P m IR P m RY ’

de onde segue que

1(W5,) = 1(W5, ") — Loe (@) + 04(1).
Para j = 1 vimos anteriormente que

197 ey = lluwml” = lluoll” + 0n(1)

I(W7 ) = I(tp) — Ino(ug) + 0n(1).

Supondo que vale para j — 1, entao

190 = 199 g — Il 'l + 0n(1)
=)
= [lunll” = [luoll” = Y llu' I — Il [ + 0n(1)
i=1
mostrando que
17 [ = el = lluol|” — ZHUIII +on(1). (1.34)

De modo analogo
](\I[j ) = ](‘IIZn_l) - IOO(uj_l) + 0 (1)

= I(up) — Lo(ug) — J; Lo(u) — Too(u™Y) + 0,(1)

e assim
7j—1

T(W9 ) = I(upy,) — Z]oo )+ on(1).

Portanto, demonstramos por indugao que vale (1.32) e (1.33).

Mostraremos agora que existe no maximo um nimero k de procedimentos tais que
I g = 0n(1) e I(T3) = 0,(1),
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ou seja,

k
[t [ = Ilao I + 3 N[ + 0a(1)
=1

k

I(ty,) = I(ug) + Zloo(ul) + o, (1).

=1

De fato, desde que v’ é solugao de (Ps,) temos que
Il = [ @),

e de (f1)
Huij < Qe /]RN \uj|q+1 + ch /]RN ‘uj‘ﬁ—i-l_

Das imersoes continuas de Sobolev,
[w]|” < QCel|w | + QCCe[u’||™*.

Dali,

1
QCC.

IN

(2 R o

< 2maz {[[o’ "7, [l 7T}

Logo, ||u?]| > C, para algum C > 0.

Portanto, de (1.34) e desde que (u,,) é limitada, teriamos

: i
[5.11P < C = Jluoll” = > C + 0a(1)
i=1

= O uol? — ( — 1)C + 0a(1).

Dai, para j suficientemente grande, ||¥7 ||? < 0, o que é um absurdo. Logo, o Lema estd

demonstrado.

Note que existe £ > 0 verificando
Io(u) > € Vue N,
onde Noo:{u e WH2(RM)\ {0} : I’_(v)u = O} :
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Corolario 1.1 O funcional I satisfaz a condigao (P.S). para todo
0<c< ey,

onde ¢y € 0 nivel do passo da montanha do funcional energia associado a (Ps).
Demonstragao: Seja (u,) C WP(IRY\Q) tal que
I(up) v c<ce € I'(u,) —0.

Como (u,) ¢ limitada em W'P(IRV\(Q), entdo passando a uma subsequéncia se necesssario,
u, — ug em WHP(IRV\Q).
Conforme a demonstracao feita no lema de compacidade global temos que [ /(uo) = 0. Assim,

concluimos de (f3) que

uw):<mm—;wmmo

B AMQEQ@VW”%—@@WWM > 0.

Se u, /4 uy em WP (]RN \Q), entdo pelo lema de compacidade global obtemos k € IN e solucoes
nao triviais u!, ..., u* de (Py) satisfazendo
k .
lim I(u,) =c=1(up) + Y Ino(t!) > koo > oo,

n—oo -
J=1

o que contraria a hipétese. Portanto, u, — ug em W1P(IRV\Q).
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Capitulo 2

Existencia de solucao ground-state

Neste capitulo, mostraremos a existéncia de uma solucao ground-state positiva para o
problema (P). Para isto, provaremos que o funcional [ verifica a Geometria do Passo da
Montanha.

Vamos agora enunciar o principal resultado deste capitulo:
Teorema 2.1 Suponha que f satisfaz (f1),(f2), e (f3), p > 2 e a fungdo Q satisfaz (1) e
Qx) >Q — Ce ™kl |z| = 0,

onde C' € uma constante positiva e m > p(q+ 1)/((¢ + 1) — p). Entdo (P) tem uma solu¢do

ground-state positiva.

Lema 2.1 O funcional I verifica a geometria do passo da montanha, isto é,
(i) Ezistem r,p > 0 tal que I(u) >, ||u|| = p,
(ii) Eziste e € Bg(0) tal que I(e) < 0.
Demonstracao: (i) De (f1) temos
[F(s)] < efs|™™ + Cels|™.

Assim

Q)| F(s)] < Qa)els|™ + Q(a)C.ls|™.
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Integrando ambos os membros da desigualdade acima temos,

/IRN\QQ(x)F(s) < /]R oo Q@IF ()
g« [ otmc
Logo,
~Jg Q@@ = = [ Qeul — [ Q()Cclul

implicando em

1w = M )
p RV\Q
> M f Q@ e [ Q)
- op RV \Q RV \Q
p
_ [[wll _El/ \u!q“—l—/ ‘u|q+1]
D (RV\Q) \BR

- C. l/ ) |uf7 +/ Mnﬂ] .
(RV\Q) \BR

Usando o fato que a funcao @) é continua e ‘ lllm Q(7) = Q resulta
T|—00

l”

—Cl [03/ o |U|q+1 +C4 /_ |U|Q+1]
p (RM\Q)\Br Br

— G, [05/ |u|n+1+0 / |u|’7+1],
(RM\Q)\B

Considerando C' = maxz {C5,Cy} e C" = max {Cs, Cg} temos
[Jul[P . q+1 q+1
I(u) > — =0, |C |u| +C |u|
p (RM\OQ)\B
e [y e f ]
(RM\Q)\BR

[[ull?
= - |C " -y | T
p ! /]RN\Q |u] 2 /IRN\Q ]u\

Da imersdo continua WHP(IR¥\Q) < L"(R¥\Q), com p < r < p*

I(u) >

p
rw) 2 10— et = Kol
p
Seja p > 0 a ser fixado posteriormente. Para todo u € W'?(IR¥\Q) com |[ju|| = p, temos
I(u) > r_ Kipt™h — Kyp™t
b

45



Vamos escolher p > 0 de tal forma que

ﬁ — Klpq+1 _ K2p77+1 >0
p

ou ainda,
1 K
n+1 _ ot
p n+1-p n—q Ko| > 0.
P p p
Sendo p"! > 0 entdao devemos ter
1 K
piti=rp B P4 — K2 >0.
Dai,
1 1
n—a | patl-py Kyl > K.
P P P
1 1
Se ﬂ > KQ (& M > Kl encontramos
p

1 n—q 1 (q-&—p)
< | = < | — .
pl <K2> ¢ p2 pKl

Basta entao tomarmos

1 .
p = gmin{py, p2}

e, portanto, existem niimeros reais positivos r e p tais que

I(u)>7r >0, YuecWRNQ) com |ul = p.

(77) Da condigao (f5) temos

Assim, podemos supor

Com isto,

Afﬁgﬁﬂ%@

mostrando que
F(s) > Cls|,V s > 1,
onde C'= F(1) > 0.
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Fixando uma funcio ¢ € C°(IRV\Q), ¢ > 0, temos

Ite) = el = [, QP

com t > 0.

De (2.1) concluimos para t > 1 que

It0) = Sl = [ Q@IF(t) < Tllplr =t [ Q@lel’, (2.2

onde 6 € (p,n + 1].

Fazendo t — 400 em (2.2) resulta que I(t¢) — —oo, pois p < . Assim, existe t, > 0 tal que
I(top) < 0. Fagamos e = top e dai, e € B5(0) com I(e) < 0.

Usando a versdo do Teorema do Passo da Montanha sem a condigao Palais-Smale (Lema B.6

no Apéndice B), existe uma sequéncia (u,) C Wl’p(RV\Q) satisfazendo
I(uy,) — c1, I'(un) — 0, quando n — oo,
onde,

¢ = inf {sup I(tu);u € W (IRV\Q)\ {0}} .

t>0

Conforme o Apéndice C podemos ainda usar a seguinte caracterizacao para c;
¢y = inf I(u
ueN ( )’

onde N = {u € WH2(RM\Q)\ {0} : I'(v)u = 0} ¢ a variedade de Nehari.

O préximo resultado estabelece a relagao entre os niveis ¢; e co.
Proposicao 2.1 Assuma que @ satisfaz (1) e (2). Entao
0 < <cCoo.

Demonstragao: Seja @ a solugao ground-state do problema (Py,) e defina u,(z) = u(z — x,),

z, = (0,...,n). Pela definigao de ¢;, temos

c1 < sup I (tuy,).
>0

47



Mostraremos agora que para cada u, € Wl’p(RV\Q) existe um tnico v, € (0,+o00) tal que
Yntn € N. Além disso, o valor maximo de I(tu,) para ¢t > 0 é atingido em t = ~,. De fato,
considere a funcao
g : Rf — R
t — g(t) = I(tuy,)
Note que ¢g(0) = 0, g(t) < 0 para ¢ suficientemente grande e g(¢) > 0 para t suficientemente

pequeno. Assim, existe 7, > 0 tal que

9(7m) = maxg(t),

ou seja,
I(yuy) = max I(tuy,).
Consequentemente, ¢'(7y,) = 0 0 que mostra que y,u, € N.

Vamos agora mostrar a unicidade de 7.

Sejam Y, , Yn, € Rtal que 0 < Y, < Yny com ¢'(ny) =0 € g'(7ny) = 0.

Assim,
J (Yn U
fuale = [ Q) LUt
RV\Q (Vny Un )P
€
S (Vnytin)
P p
L G
Logo,

S (Ynatn) S (Yny Un) P _
/]RN\Q [( . ] Qz)u? = 0. (2.3)

’}/nzun)p_l (’7711 un)p_l

f(s)

pr—y é crescente em (0, +00) entao supondo que 7, > V,, temos
e

Como a funcao s —

S (nptin) _ S (Y tn)

(YnoUn )Pt (Yny Un )P 1

> 0.
Sendo Q(z) > 0 em IRV\ () segue-se que

f(man)  f(ynun) »
/]RN\Q [< — Q(z)ub >0

YraUn )PE (Vg U )P
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contradizendo (2.3). Portanto, 7, é tnico.

Observe que

IA

I('Ynun)

1

= —_ P P\ __ F

1

1 1
= = nv np+ nnp—i_*/ nv np+ nnp_*/ nv np+ nnp
Tl + ) 4 [ (Tl + ) =+ [ (25 + )

_ /]RN QF (vau,) + /]RN QF (vauy) — /]RN\Q Q(z)F (Yuy).

&1

Assim, como (R"\Q) UQ = RY, entao

C1 § [(P)/nun)

1 ) ] ]
= oVl ) = [ QF () + || QF () + [ QF ()

Lo »
- /IRN\Q Q) F(ynun) — ];tn’Yn

= Loo(Yntn) — ;mfi + /Q QF (Ynun) + /]RN\Q(Q — Q) F (Ynun), (2.4)

onde ¢, = /Q(|Vun]p + |unP).
Como v,u, € N entao

Jo Tl ) = [ @ L0y, 25)
Afirmacgao: (7v,) é limitada.
Suponhamos que (7,) nao seja limitada. Assim, existiria uma subsequéncia (7,,) C (7,) tal que
[Vn, | — 0.
Temos que

p _ J(Yntin) p
funll = [ g Q)

Vnin )P~

_ xmmmmm 3

Como u,(z) = u(x — z,,) entdo

f(q/nﬂ(x - xn))

la(e —z) " = [, x0le)Q)
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Fazendo a mudanca de variavel z = x — z,, obtemos

JalP = [ xwale + 2@ + ) B (26)

Sendo por hipétese lim Q(r) = Q > 0, entdo para todo ¢ > 0 existe R > 0 tal que

|z| =00

|Q(z) — Q] < € para |z| > R, e assim,

- f (1)

el Q=07 S0

< xpg(z + 2,)Q(7) ® ﬂ)p_lup, |z| > R. (2.7)

Como |z,| = oo entao |z + z,,| > R para algum n e de (2.6) e (2.7) segue-se

. flwmw)
Jalp = [ Qa5

[ @l

()Pt

Pelo Lema de Fatou (Lema B.1 no Apéndice B) resulta

+oo = /IRN\Q lim inf(Q — G)M”L—LP

(Yau)r—1
< liminf (Q —¢ Mﬂp
R\D (Ynt)P~!
< ullP,

o que é uma contradi¢ao pois u é ground-state.

Assim, existe uma subsequéncia, que continuaremos denotando por (7, ), tal que
Tn = Yo-
Mostraremos que 79 = 1. De fato, temos
Sl Jn?) = [ o (@) (Ve + ).

Usando o fato que u,(z) = @(z — ,,), fazendo a mudanca de varidvel z = x — z,, e sendo o IR

invariante por translacao obtemos

STl ey = [ wersol@) (Ve = 2,) + fae — 2,)P)

= [ Xy (= + @) VP + fal).
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Observe que

XwM\a) (2 + ) [|[Val? + [ulf] — [Val’ + |af’ g.t.p em RY

Xy (2 + za) VAP + [af)| < [Val + |aP € LYRY).
Entao, pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue
Vu,|P + unp—>/ Vaul? + |ul?). 2.8
Joo 70l ) = [ (VP + ) 28)
Mostraremos agora a seguinte convergencia
RV\Q (Ynun )P~ R ()P

Podemos escrever,

/IRN\Q Q(‘r)(f(’ynun)uﬁ I X(]RN\Q)(I)Q(x)Mup

W/nun)p_l ’Vnun)p_l "
fOmu(e = xn))

Vna(w - xn))pil

(a( = zn))".

= [ X0 (D),

Fazendo a mudanca de varidvel z = x — z,, e usando o fato que IRV é invariante por translacdo
resulta

fOomu(z — )

e =z, 1

(1o =20 = [ X + 2o+ 2) L

RY X(RM\Q) (37)@(95)(

Como |x,| — oo entao,

X@®¥\a) (Tn + 2)Q(zn + z)mal’ — Qmw g.t.p em RY

|X(IRN\Q)($,L +2)Q(z, + Z)(fm/_?;ﬂ)

onde h(z) foi obtida usando o fato que a fungao caracteristica, a fun¢ao @ e -, sao limitadas e
do crescimento da fungao f.

Novamente usando o Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue

f (1)

/]RN lim x g6y (20 + 2)Q(2 + 2) )] Mﬂp‘

@’ = lim /]RN XwM\a) (Tn + 2)Q(n + 2) )

51



Assim,

f(f)/nun> uP A f(’yoﬂ) P
/IRN\Q Q) (Yntn )Pt " 7 /IRN Q(’YOa)p_l .

Consequentemente de (2.5), (2.8) e pela unicidade do limite resulta

[ovar v = [ ol

Como @ é solugao de (Px) entao

[ovar oy = [ olhe

Portanto de (2.9) e (f3) temos que v = 1.
De (f1) e (2.4)

onde

sn = O} /Q |, |7+ (Q — Q)F (yntn).

RV\Q

Afirmacgao: i—" — 0.

n

Considerando por um momento esta afirmacao teremos que ¢; < Cxo.

Com efeito,
o= [Vl + ) > [ Jual”
Q Q

e mostraremos que [ U, [P > Coe ™" e [ | < Cgetr D),
Q 0

Pelo Lema 1.4 temos

Ll = [ Jate =)l

> / C efa|z xn\

/CP —aplz—an|
Q

Usando a desigualdade triangular |x — x,| < |z,| + |z| obtemos

Cvfe—ap|m—zn| > C%7€—ap\:p|e—apn'
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Integrando ambos os membros desta tltima desigualdade

/Cfe—ap\x—xTJ > C{Je—apn/e—ap\ad
o = _

Q
> e [
Q

, . B ) 1 _
onde K é o minimo que a fung¢ao continua —,p Assume em Q.
e

Portanto, [ [un [P > Coe P,
o)

Usando agora a desigualdade triangular |x — x,| > |z,| — |z| e 0 Lema 1.4 temos

Lt = [ (e = a,)

< Cg+1/efb(n+1)|mfxn\
Q

< Ctlemblrhn / D)l

Q

< Cnglefb(nJrl)n/i Ky,
Q

. (. - , 1 _

onde K; é o maximo que a fun¢ao continua “pprT) Assume em Q.
e
Portanto,
/_ [t 1Y < e+, (2.10)
Q
Para estimar s, = C1f |y |7+ - (Q — Q)F(v,uy), fixemos 7, € (0,n) e observe que
Q RM\Q

Q= QF () + |

(RN {|z[<rn}

(@ — Q)F () = Q — Q)F ().

/]RN\Q /(RN\Q)ﬂ{xl>m}(

Note agora que,

F('Vnun) < 5’7nun’q+1 +C€|7nun’n+1

= ey ua| "+ G ua| ™

Entao,

(Q - Q)F(’Ynun) < (Q - Q)€7g+1|un|q+1 + (Q - Q)CEIYZ+1|UTL|U+1' (211)

Usando (2) temos

QO—Q<Ce ™ (2.12)

53



Substituindo (2.12) em (2.11)

Assim,
, Q- QF () < Cemmreyttt [ uy !
/(RN\Q)Q{|$>M}( JE ) (BRN\Q)N{|z[>rn} |
+ Ce M 672“/ ) |, |1
(RN {|z|>rn}

Observando que (R"\Q) N {|z| > 7,} € RY e fazendo mudanca de varidvel podemos escrever
|7 < /]RN | |97

- /N [iass
R

/(RN\Q)0{|$|>T7L}

Podemos entao concluir que

— Q)F(vpuy) < Cye™ ™™, 2.13
Lo (@~ QF () < G (2.13)

Vamos agora estimar

/(RN\Q)H{|x<rn}(Q — Q) F (ynun).

Da condicao (f1)

) (Q — Q)F (auy) < C’e/ ) un |7+ CC. ) up |
/(RN\Q)W{I:ESM} ( ) RN\ {|z|<ryn} fur (RN {|z|<ry} |
Assim,
_ Q - Q F Tnlln) < CG/ U o+l + CCe _ Unp, 7t
/(IRN\Q)O{ImISrn}< JE( ) RN g (RN \)N{|z|<rn} [un]

= o(l)+CC, ) |, [T
(BN\Q)N{|z|<rn}

< of1)+ 0/ [NizeS
{lz|<rn}

Temos entao, para n suficientemente grande, pelo Lema 1.4 e fazendo mudanca de variavel

/(]RN\Q)m (el }<Q — Q)F (pup) < Cge PatD=rn)y Ny (1), (2.14)

Como t,, > Cye P entao
Sn < S, eram

tn o 02
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Sabendo que

Sn = C’1 /Q ‘unln—i_l + (Q - Q)F(P)/nun%

RM\Q

e usando as estimativas (2.10), (2.13) e (2.14) obtemos

s, < Clc«gefbn(r]«#l) + C4efmrn + Cg)nNef(nfrn)(qul)bepan'

Consequentemente,
o Sl
tn CQ
C,CseP™  Cyepon CsnlNepan
etrmtDCy  emra(Cly - Cyen—rn)(g+1)b’
e, portanto,
Sp, <O eban N epna 6pannN
tn 8 ebn(n+1) emrn e(n—rn)(g+1)b [~

Como a/b — 1 quando § — 0 (ver Lema 1.4), entdo existe ¢ > 0 tal que

pab(q + 1)

g+ ) —plate)

Fazendo r, = n(1 —p(a+¢€)/b(q + 1)), obtemos s, /t, — 0 e assim ¢; < Coo.
]
Demonstraremos a seguir o resultado que nos garante a existéncia de solucao ground-state
positiva para o nosso problema.
Demonstragao do Teorema 2.1: Como o funcional I satisfaz a geometria do Teorema do

Passo da Montanha, entdo existe uma sequéncia (u,) C W'P(IRV\Q) tal que
I(u,) — ¢ e I'(u,) — 0.

Pelo Coroldrio 1.1 e a Proposicao 2.1 existe u; € WP(IR¥\Q) tal que u,, — u; em WHP(IRV\Q).
Sendo I € C*(W'P(RM\Q), IR) entao

I(u,) — I(uy).
Pela unicidade do limite resulta

I(u)) = = uléljffl(u)
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Desde que
Iw)=c¢ >0 e I'(u) =0,

podemos concluir que u; é uma solu¢do ground-state nao nula para o problema (P).

Vamos agora mostrar que u; é nao negativa.

Primeiramente note que como estamos interessados em encontrar solucao positiva, podemos
supor que f(s) =0, ¥V s <0.

Usando u] como funcao teste temos,
I'(up)uy = 0. (2.15)
Observe que

I'(uy)uy = /IRN\Q |Vuy [P2Vu, Vuy + /]RN\Q |y [P~ 2wy uy — /]RN\Q Q(x) f(ur)uy .

Do fato que u; = ui — uj temos,
Pnur = [ V=V P2 = VP [ P Q)
_ _v—p—Qv—z_/ =2 —2_/ =V
| uy [PV | IRN\Q| uy [P uy | R Q) f(—uy uy

RN\Q \Q

= fa VP = Ll

De (2.15) resulta

— foo g IV = [ il = o,

RN\Q N\Q
ou ainda,
[Vur [p+ Jur ]y =0,
e, portanto,
[[uy |7 = 0.
Assim,

up = uyi > 0.

Por [10] (Teorema 1.11), temos que u; € L®(R¥\Q) e u; € CLY(IRV\Q). Da desigualdade de

Harnack conclufmos que u; > 0 em IR\

Logo, u; é uma solugao ground-state positiva do problema (P).
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Capitulo 3

Existencia de solucao nodal

Neste capitulo, segundo ainda [2], mostraremos a existéncia de solu¢ao nodal para o problema
(P) utilizando para este fim o teorema da fungao implicita.

O principal Teorema deste capitulo que nos garante a existéncia de solucao nodal é:
Teorema 3.1 Suponha que f satisfaz (f1),(f2),(f3), € (3), p > 2, € a fung¢dao Q satisfaz (1) e
Q(z) > Q + Ce el v zeRY,
onde C' é uma constante positiva e v < q/(q+ 1). Entdo, (P) tem uma solu¢ao nodal.

Iniciaremos considerando o seguinte conjunto fechado
M ={ue WHRNQ) s ut £ 0,u” £ 0, I'(u)ut =0=TI'(u")u"}.
Vamos mostrar que de fato o conjunto M ¢ fechado.

Seja (u,) C M tal que u, — u. Como (u,) C M entao

Vot|? / :tp:/ YUk,
foog 1900 [ P = [ Qs

+ +

Usando o fato que uw,™ — u™ entao pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue

resulta

/IRN\Q v+ /IRN\Q [ = /IRN\Q Q(x) f(u)*u®,

e, portanto, I'(u®)u® = 0.

Devemos agora mostrar que u* # 0. Temos que I(u}) > ce I(u;) > c.
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Se u* = 0 terfamos I(uF) — I(u*), e assim I(uf) — 0, com isto 0 > ¢ o que é absurdo.
Assim u € M e, portanto, o conjunto M é fechado.
Usando um argumento de contradicao, podemos mostrar que existe uma constante p; > 0

verificando
foog 417 > i, Ve M (3.1
Note que para todo u € M,

I'wu = I'(u)(ut —u")
= I'(wu' —I'(u)u”

= 0.

Assim, das imersoes continuas de Sobolev e de (f2)

(W) = I(u)— ;I'(u)u
> (1-7)
> (}19 B ;) o (/]RN\Q |u’n+1>P/n+1
(el

e usando a condicdo (3.1) temos
11 p/n+1
I(u) > -3 Cu""™, YueM,
p

mostrando que I é limitado inferiormente em M.

Portanto, considere o niimero real

¢ = inf I(u).
Lema 3.1 Euxiste uma sequéncia (u,) C M satisfazendo

I(uy,) = ¢, I'(u,) — 0.
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Demonstragao: Como o funcional I é limitado inferiormente em M, entao usando o Principio

Variacional de Ekeland obtemos uma sequéncia minimizante (u,,) C M satisfazendo

¢ < I(u,) <
I(w) > I(up) — —|lv—1unl|, YveM. (3.2)

Desde que (I(u,)) é convergente e I(u) > C||ul|?, segue-se que (uy) é limitada em W(IRY\Q).
Para cada ¢ € W(IRY\Q) e n € IN, introduziremos as funcées h* : IR® — IR dadas por

haltis €)= /IRN\Q|v<u”+w+su:+€“5)i|p+/mw\g‘z’(“n+t¢+8u:+€u;)i|p
- /IRN\Q Q) f ((wn + tp + su, 4+ lu )5) (up + to + sut + Cuy, )™

Considere o seguinte funcional

T = [ IV [ = Q)

Usando o mesmo raciocinio que se encontra no Apéndice A mostra-se que o funcional J é de
classe C*.

Seja ¥ : IR — WHP(IRM\Q) uma funcao definida por

U(t,s,0) = u, + to + sul + lu, .

Sendo hE(t,s, ) = Jo ¥, entdao h € C.
Afirmacgao: h(0,0,0) =0, (0hF/0¢)(0,0,0) = 0 e (dh;, /05)(0,0,0) = 0.

De fato, como

h;(0,0,0) = J(uy,)
= [ Ve [ [ Q@)
RN\Q RN\Q RN\Q

e usando o fato que (u,) C M resulta,
h(0,0,0) = 0.

Mostraremos agora que (9h.t/9¢)(0,0,0) = 0.
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Temos

O(J o W)

(017 /00(0,0,0) = ==2=2(0,0,0)
— JW(0,0 0)%‘5(0,0,0)
= J (un)un ",
e, portanto,
(@1 /000,0,0) = p [ VPV Vg +p / P2yt
S I ON T T /RN\QQ@)f'(u:)u:u;

= 0.

Procedendo de maneira andloga, pode-se mostrar que (0h., /0s)(0,0,0) = 0.

Mais ainda, relembrando que (u,) C M temos
(Oht/05)(0,0,0) = J(u,
p(]RN\ il + / o) = [ @
= D)’
Joo Q0 =D = [ Q) ()0

ou ainda,

(O /05)(0.0.0) = = [ Q@) () )’ + (1 =) flu).

Note que usando a condigao (3) obtemos

Q) (f () (wy)* + (1 = p) f (i Juy) = Q) Cluy |7 (uyy)?,

Jo QO @D + (0 =) f ) = [ Q)]

Podemos escrever

HChHTH = oC u+o+1+0/
/]RN\Q Q@)Clu, | ! (IRN\Q)QBR‘ nl 2 (RM\Q)N B,

> K[ qult
RV\Q
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De (3.1) resulta
fi @@ 2 K

O que implica

onde K’ = K.
Portanto,

lminf /o Q) (' (ug)(uy)* + (1 = p) f(u )y ) = K.

Desta forma temos entao que

+
(aahsn> (0,0,0) < —=C4, ¥V n > ny,

para alguma constante positiva C. Usando argumentos similares, temos

<aahé_l> (0,0,0) < —=C4, V' n >nyg.

Portanto, pelo Teorema da Fungao Implicita, existem funcoes s, (t), £,(t) de classe C' definidas

em algum intervalo (—0d,,d,), d, > 0, tal que s,(0) = £,(0) =0, e
o (t, 8, (t), bn(t)) = 0, t € (—6,,6n).
Isto mostra que para todo t € (—d,, d,),
Vp = Up + to + sp(t)u) + 0, (H)u, € M.
Mostraremos agora que existe uma constante C' > 0 tal que
|, (0)] < €, 16,(0)] < C.

De fato, temos

o
o~ |[@r/an.0,0) [T EO0.0)F 00000 1 s,
5001 = |(ah;/as)(o,o,0)|_ (Oh;}/9s)(0,0,0) _‘(%2/08)(070,0)‘
P Jrna Vit PV Vo o+ fut [P ur ) — /RN\Q Q@) (f (ug Juy + f(uy))e

] Joi QI D + (L= ) 05
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Como,

entao,

[Toena Q) Pl ) P + (1= p) )] = K~
Assim, obtemos

1
! < = +|p—2v7,,+ +|p=2, + ) _ 10+, T + ]
O G| [ VP20 ot i) = [ QW + i

Da limitacdo de (u,) em W'P(IR¥\Q) segue-se que (s/,(0)) é limitada.
Analogamente podemos concluir que |¢/(0)] < C.

De (3.2), temos
1
Iy +to + sp(t)uf + 0, (H)u,) — I(uy,) > —ﬁ||tg0 + sp(ut + L, (u || YVt e (=d,,0,),
o que implica

1 1
Hun +to + sn()uy + ba(tu) = L(un) = = ltell = —llsn(t)uy + La(t)ug ||

Assim,
I(up +tp + sp()ut + £, (t)u,) — I(uy,) S 1 ol L |[sn(t)ut + n(t)u,
t = TRy t '
Passando ao limite de t — 0 nesta ultima expressao obtemos
/ 1 1 / + / —
Mun)p = ==l = —llsn(0)uy + £,(0)u, ||
n n
Entdo, para todo ¢ € W?(IR¥\Q) com |[|¢|| < 1, temos
P(un)p >~ — 55 (0)uf + 6,0z ]|
Substituindo ¢ por —¢ na tltima desigualdade encontramos
/ 1 1 / + / —
Twn)el < =+ s 0 + € (0)us |
1 C
= —4+ =2 (3.3)
non

Passando ao limite de n — oo em (3.3) segue que ||I'(uy,)|| — 0.
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Proposicao 3.1 Suponha que Q satisfaz (1), (2), e (4). Entao

0<é<er+ oo

Demonstragao: Seja u a solugao ground-state do problema (P,). Defina u,(x) = u(x —z,) e
= (

Up = quy — Py, onde u; é a solugdo ground-state positiva do problema (P), x,

a, B > 0. Considere as fungoes

W pn) = [ (19— fa)5 + (o — 51 P)

— _Qf ((auy — Bin) ™) (o — Baiy)*.

RN\Q

Sendo u; a solugao ground-state do problema (P), entdo I'(uj)u; = 0, o que equivale a

Observe que

p
+

1

p

/]RN\QQVUHP—O—U@ :/IRN\Q Qf (uq)uy.
e
RM\Q \ |

p
) — [ of (1u1> L,
IR\ p p
1

1 1
== Vui P+ uf) - [ “uy ) S
o IRN\Q(| U | uy) RN\Q Qf (pm) pul

0,...,0,n),

(3.4)

Usando (3.4) nesta ultima igualdade juntamente com a condicao (f3) e o fato que Q(x) > 0 em

IR¥\Q, obtemos

[ Qfwmu— [, Qf (1u) L,
PP JRN\Q RY\Q p p
f(uy) S((1/p)us) ) (Ul)p 50

IRN\QQ <(U1)p_1 ((1/p)uy)r=t

p

De maneira andloga

Joo oV al? o) = [ Qf )

) (f(un  fpu)
RV\Q (u)P=t (pug )Pt

) (pup)? < 0.

Vamos agora provar que para n suficientemente grande temos

1__ p 1 \1_
/IRN\Q (‘pvu” ) - /IRN\Q Q(l‘)f (pun> ];un > 0.
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De fato, note que podemos escrever

p

1 1P 1 1
/ _ <|Vun + 7’&71 > _/ _ Q(x)f (un> *ﬂn
RV\Q \|p P RY\Q P p
1 L T 1 1 1 1
= *v_n —Up, - —Up, | —Up 7v_np - _np
o (‘p Up| + pu ) /IRN\Q Qz)f <pu )pu —|—/Q <pp| TUn| —|—pp]u | )

Lva s L) L) L) L
e, portanto,
feulle
RN\Q \ | P
L v+ jar) - LVl _ Tioawe Lo p
=/ <pp\wn| +pp|un|> /]RNQ(x)f (pun> S /Q(pqun] +pp]un|>
1_\1_

Fazendo a mudanca de varidvel z = x — x,, e usando o fato que z + x,, — +00 juntamente com

a condigao (1) resulta
1
[ <’Vun
RY\Q \|p
1 1 - (1_\1 1 1
= [ (Bwar Siar) - [ (Ga) st o - [ (G190 + L)
RV \ pP PP RY p /)P Q\pP PP
1 1
Q p p
De forma analoga ao que foi feito em (3.5) temos

1 =P 1 =P | S 1* 1*
/]RN (pp|Vu| +ﬁ|u| > /]RN Qf (pu) pu > 0.

p
+

771”

Agora, note que

P

1, 1, _ 1 _ _
f (v + sl ) = 5 [ xal@ Vo + L
Fazendo mudanca de variavel resulta
[ (9l + ) = = [ xalz+ 2Vl +|ap)

Como

Xa(z + z,)[|ValP + |a@P] = 0 ¢.t.p em RY
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Xa(z + z,)[|[Val + [al”] < [Val” + |af” € LY(IRY),
entao pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue
[ Ivae+ ) = = [ xale + 2Vl + fal?] - 0

De modo similar

Assim, temos o resultado desejado.

Raciocinando de maneira analoga obtemos para n suficientemente grande

Josrg (V0 ) = [ Q) (ot < 0

Note que

un(z) = ouy(z) — Puny(x)

= au(z) — pulr — x,).
Pelo Lema 1.4 temos que @(z) — 0 quando |z| — oo, de onde concluimos que
un () = auy(x) + 0,(1).
Da mesma forma, fazendo a mudanca de variavel z = x — x,, temos
un(z + ) = auy (2 + x,) — fu(z).
Como uy(z) — 0 quando || — +oo temos
un(z + ) = —pu(z) + on(1),

ou seja,
un () = =Py (z) + o,(1).
Assim, existe ng > 0 tal que
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paran >ng e € [1/p,p|. Agora, para todo a € [1/p, p|, temos

B (@, 1/p,n) >0, b~ (a,p,n) <0.

Pelo Teorema do Valor Médio devido a Miranda [12], obtemos a*, 5* tal que
1/p <a*, B* <p,
hE(a*, 5*,n) =0 para n > ng,
isto é,
o*uy — fu, € M
para n > ny.
Da definicao de ¢ é suficiente mostrar que

sup I(ouy — PBuy,) < €1 + Cxo
s<a,f<p

para algum n > ng, pois sup I(au; — fu,) = I(a*uy — B u,).
+<a,B<p

De fato, como

1

Hows = i) = [ (V0w =59 + ou = gaaf?) = [ Qa)F(ous — i),

p

segue-se do Lema 1.5 e do Lema B.2 (ver Apéndice B) que

Iauy — puy,) < 1) + I, — I,

onde
o= [ IV @u)P V() = [9(8a,) 2V (50,)) (V(aw) - V(3e,)
p JrRV\O
I, = ;/RN\Q(|au1|p_2ozu1 — | Bt |P 2B ) (uy — Biy,),
Is = ]RN\QQF Qi +/ QF(Buy,) —Q/N\Q x)(f(auy) By, + auy f(Buy)).
Assim,
1 1
I(ous = Bun) < p/]RN\Q|V(aul)|p—p/]RN\Q|V(au1)|p V(o )V (Ba,,)
1 1
g VBRIV G (0w + [ 9Bl
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1 1
Y P
BN\ || b Jena | [P () (Buy)

p
! 1
_ p/]RN\Q |5un|p 2(ﬁun>(au1) 4+ = /IRN\Q ’ﬁﬁn|p

b2 [ QU+ e - [ QFaw) - [ QF()

Podemos entao afirmar que

(au1 ﬁun) < [(Oéul) + Im(ﬁﬁn) - /

R¥\Q

= 2 O GmP + )~ 1 [ e V(e V(G

RN\Q

Q- QF(Bu) + [ QF(5u,)

1 1
Ty /]RN\Q IV (B [PV (Bn) V (auy ) — */ oy P72 (o ) (By,)
_ ;/]RN\Q | Bt |2 (Bt ) (auy) —1—2/ 2)(f(ouy) By, + auy f(Biy)).

Como u; é uma solugao de (P) e u, estd relacionada com a ground-state do problema (Px),

temos

Haw = fi) < I(aw) + Lo(B) = [ (Q = Q)F(3,)

RN\Q

+ 0 [ )8+ aw f(55,) + [ QF(55.).

Notando que I(auy) e I(Bu,) sdo limitadas para todo «, 5 > 0, temos

sup  I(ouy — fBu,) < supl(oauy)+ sup Io(Biy,) _/]RN\Q<Q QF <pun>

1/p<La,B<p a>0 B>0

I /]RN\Q( (o) B + au f(Bin) + [ QF (). (3:6)
Vamos agora provar que

/]RN\Q(Q —Q)F (;ﬂn> > Ce ™. (3.7)

Por (4) temos
Q(z 4 z,) — Q > Ce e,

e assim,
/IRN\Q(Q(Z +x,) — Q)F (;un> > Ce ™,

Usando o Lema 1.4 juntamente com a condigao de crescimento da funcao f obtemos
g+l n+1
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Com isto, concluimos que
[@F(pﬂn) < eefb(qul)n _'_C2€7nb(17+1) < Cefb(q+1)n. (38)
Q
Por outro lado, usando novamente a condi¢ao de crescimento da funcao f segue-se que

oy ) B, < eal / uiu, + C.a wlt,.
Jor ()3 < 0t [ 8 oo™

Podemos escrever

/ ulu, = . uii, + / ) wl,
RY\Q BN\Q)N{|z|<n/(g+1)} WN\Q)N{|z|>n/(q+1)}

Usando a desigualdade de Holder com os expoentes % e ¢ + 1 temos

» q/(q+1) 1/(q+1)
uia, < (/ uf ) </ u;]fl) :
/<RN\Q>0{|x|<n/<q+1)} ! RN\ {Je|<n/(g+1)} RN\ (|| <n/(q+1)}

Como (RM\Q) N {|z| < n/(¢+1)} € RY\Q, entdo

q/(¢+1) 1/(q+1)
[ i< (foat™) ([ W)
R\ lal<n/(a+1)} RN\O RN\l </ (a+1)}

Sendo 4, = u(x — x,), entdo

1/(g+1)
/ ) TR ( / ) (@(z — xn))q+1> .
(RM\Q)N{|z|<n/(g+1)} (RM\Q)N{|z|<n/(g+1)}

Pelo Lema 1.4 resulta que

1/(a+1)
ula, < 0§ ( /( €b|zxn(q+1)> .

/(IRN\Q)O{III<7L/(¢I+1)} RN\Q)N{|z|<n/(¢+1)}

Sabendo que |z, — x| > |z,| — |x| = n — |z|, segue-se

1/(g+1)
/ u'fﬂn < Cgeibn (/ eblx(qul)) q |
BN\ {|z[<n/(g+1)} N (BRN\Q)N{|z|<n/(¢+1)}

Logo,

1/(g+1)
/ ulu, < Cae™tm (/ eblx|(q+1)> ‘1
(BM\Q)N{|z|<n/(g+1)} N {lz|<n/(q+1)}

. 1/(a+1)
— et (/ /at1) 6b(q+1)7'7,N1d7,_>
0
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Relembrando que para todo ¢t > 0 fixado temos
/e”TN_ldr =" P(r),

onde

Plr) = r tf _ (Nt; 1)7,N—2 1 (N — 1i§N - 2)er:«; T+ (_1)N+1(

N
Assim, fazendo t = b(q + 1) temos
/On/(qH) Pt N=lge — e p(n/(q+1))
= Cse™ + Cs.
Com isto,
</n/(q+1) eb(qul)rT.Nldr) VY — (Cse + )Y/ (@t
’ < 21/(q+1)(051/(Q+1)€bn/(q+1) + Oé/(fﬂrl))

— Klebn/(qH) + K.

Temos assim que

. 1(g+)
Cue (/ /lat1) eb(qul)rerdr)
0

IN

C4Klefbnebn/(q+l) + KyCye™tn

IN

C7<€fbnebn/(q4rl) + efbn)

Cge~trta/la+D)),

IN

Portanto,

/ wia, < Cge~tnla/(at1),
(BN {|z[<n/(¢+1)} N

Fazendo A, = (RV\Q) N {|z| > n/(g+ 1)} e raciocinando de maneira andloga temos

q/(g+1) 1/(g+1)
s (o) i)
/Anulu < ( Anul An(u (x —x,))
q/(g+1) 1/(g+1)
(o) (it

1
e ( / e—b<q+1>|x|)q/ ry
Ap

. a/(a+)
= Oy (/ e_b(‘”l)’"rN_ldr) ,

/(g+1)
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e assim
a9 —bn(5)
/ uit, < Cpe e/, (3.10)
Ap
Combinando (3.9) e (3.10) obtemos
9, < Cype ),

Por outro lado, sendo

_” < C / g _n +/ ? _n
/IRN\Q floun)ftn < ( (RM\Q)N{|z[<n/(g+1)} a An Pl |>

+ 0(/N- ur "] + [ |u1|"|un|),
(RINQ)N{[z[<n/(g+1)} Ay

entao usando as estimativas acima temos

01367bn(#) + 014671)71(#) + 015671)71(#) + C’lge*bn(#)

IN

Sy £,
RV\Q
Ce G, (3.11)

IA

de maneira similar
ol Bu,) < Ce b (qu).
/[RN\Q_ lf( ) -

Relembrando que v < ¢/(g+1), e substituindo (3.7), (3.8), e (3.11) em (3.6), com a e b préximos

de 1, temos para n suficientemente grande que

sup I(auy — Puy,) < sup I (auy) + sup Lo (Buy,) = ¢1 + Cxo.
1/p<a,B<p >0 B>0

Entao

¢ <1+ Cop.

Lema 3.2 Seja (u,) C M a sequéncia obtida no Lema 3.1. Entdo (u,) possui uma subsequéncia

convergindo fortemente em WhP(IR¥\Q).

Demonstracao: Como (u,) é uma sequéncia (PS). entdo podemos mostrar que a mesma ¢

limitada em W'?(IR¥\Q). Denotemos por u o limite fraco de (u,) em W'?(IR¥\Q).
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Pelo Lema 1.8 temos que u, — v em W(IRY\Q) ou existem k fungdes v/ com 1 < j < k
satisfazendo o Lema 1.8.

Do fato que

entao pela unicidade do limite resulta

Sendo I(u) > 0, se fosse k > 2 terfamos
C> 20 > Coo + €1

o que contraria o fato que 0 < ¢ < ¢1 + Cxo-
Portanto, £ < 1.

Suponha que u = 0. Neste caso, sendo ¢ > 0, temos que £ = 1 e portanto
U, — u'(- —yt) em WH(RM\Q).
Por outro lado, como u,, € M e |y}| — oo, obtemos
/ (WE e > 2 > o,
RN 2

Logo, (u')* € N.
Assim,

C1 4 Coo > 6= Io(u') = Lo (u") ) + Lo ((u') ™) > 2¢0,

contradizendo o fato que ¢; < c. Entao u # 0.
Se (u,,) nao convergisse fortemente para u, entao u' # 0. Novamente I, (u') > c.
Logo,

e>1(u) + Lo(u') > 1 + oo

o que contradiz a desigualdade ¢ < ¢; + co.

Assim, ndo existe k e (u,) converge fortemente para v em W'?(IRV\Q). n
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Demonstracao do Teorema 3.1: Pelo Lema 3.2, existe u € M tal que
I(u)=¢, I'(u)=0,

assim, u ¢ solucao nodal de (P).
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Apeéendice A
Regularidade do funcional [

Definicao A.1 Seja ¢ : A — R um funcional onde A € um subconjunto aberto de um espago de
Banach X. Dizemos que ¢ tem uma derivada de Gateauzr, f € X', em u € A se, para qualquer

heX,

iy -+ #0) — ) = f(th)] = 0.

A derivada de Gateauz de ¢ em u é denotada por ¢'(u).

Definicao A.2 Seja p : A — R um funcional onde A é um subconjunto aberto de um espaco

de Banach X. Dizemos que ¢ possui uma derivada de Fréchet, f € X', em u € A se,

1
i e+ R) = e(w) = f()] = 0.

Definigao A.3 Dizemos que o funcional ¢ € C*(A,R), se a derivada de Fréchet de o existe e

¢ continua em A.
Observagao A.1 A derivada de Gateaux € dada por
"(u)h = li ! (u+th
p'(wh = lim ~[p(u + th) — p(u)]
Observacao A.2 Todo funcional Fréchet diferencidvel é também Gateauzr diferencidvel.

Proposicao A.1 Seja ¢ : A — IR um funcional onde A é um subconjunto aberto de um espago

de Banach X. Se ¢ possui derivada de Gateauz continua em A, entio ¢ € C'(A, R).
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Demonstracao: Consideremos u € A e ¢'(u) a derivada de Gateaux de ¢ em u. Pelo Teorema

do Valor Médio, existe 6 € (0,1) tal que

p(u+h) —p(u) =@ (W) (R)| = 1@ (u+0h)(h) — &' (u) ()|
< [l (u A+ 0h) = &' (u) || x[|A]] (A1)

Como ¢ possui derivada de Gateaux continua em A, entao dado € > 0, encontramos ¢ > 0 tal

que, para qualquer ||h|| < ¢ temos
1" (u + 0h) — ' (u)||x <.

Segue entao de (A.1) que
[p(u+h) = p(u) = ' (R)] < el

de onde concluimos que ¢ possui uma derivada de Frechet e esta é continua.

u
Mostraremos agora que o funcional [ relacionado ao problema (P) é de classe
CHWh(RV\Q), R).

Para isto, consideraremos os funcionais Iy, I, Is : W'P(IRY\Q) — IR definidos por I;(u) =

! p _1 p —

Proposigiao A.2 O funcional I = I) + I, — Iy € CY(W*(RV\Q), R).

Demonstragao: E suficiente provarmos que a derivada de Gateaux de I1, I5 e I3 existem e sao
continuas.
Observemos inicialmente que o funcional [ = I; + I, — I3 estd bem definido.

De fato,

(1) Para todo u € WHP(IRM\Q) temos que |Vu| € LP(IR¥\Q) e portanto,

1
1 = f/ VulP < oo;
) =3 [V < oo
(2) Para todo u € W'?(IR¥\Q) temos que |u| € LP(IR¥\Q) e portanto
1
By = [ b < oo
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(3) Observe que

Relembrando que |f(t)| < €[t|? + C¢|t|" e considerando u > 0 temos

Q(x)

/0“ f(t)dt‘ < Q(x) /Ou |F ()] dt
< Q) [e/ou t|9dt + C. /0“ |t|”dt]

7+ . |7+
= Qe " +R@CE T
Agora, considerando u < 0 temos de forma anédloga que
u julr !
/ dt’ < oM
Q) || F0dt| < Qe " +QEIC

Da imersdo continua W'P(IRY\Q) < L"(IRY\Q) com 1 < r < p* resulta

Jo QP )z < Q)

/Ouf(t)dt

|u|Q+1 o |u|77+1
< € < Q.
S Q@ g+ [ Q@O T < oo

De (1), (2) e (3) concluimos que o funcional I estd bem definido.

Afirmagao A.1 O funcional I, € C*(W(RV\Q), R).

Demonstracao: Existéncia da derivada de Gateaux de [;

Consideremos ¢t € Rcom 0 < [t| < 1 e u,v € WH(RV\Q). Seja f : [0,1] — IR uma funcio
1

definida por f(s) = —|Vu + stVu[P. Observe que
p

(i) f'(s) = |Vu+ stVu|P~2(Vu + stVov)tVo;
() (1) = 2 Vu+ 90l
(i) £(0) = ;|Vu|p.
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Sendo f continua em [0, 1] e diferenciavel em (0, 1), entdo pelo Teorema do Valor Médio existe

v € (0,1) tal que

isto é,
1 1
~|Vu + tVo|P — =|Vul|P = t|Vu + vtV [P~2(Vu + 4t Vo) V.
p p
Assim,
1 1
—|Vu+tVolP — —|Vul?
P ; P = |Vu + VP~ (Vu + ytVo) V.
Logo,
1 1
—|Vu(z) + tVou(x)|P — = |Vu(z) P )
%E% P ; P = |Vu(2)[P2Vu(z)Vo(z) ¢.t.p em TRY\Q

1 1
“[Vu(z) + tVo(z) P — = |[Vu(z)[”
P P < (|Vu| + [Vo] )PV,

t

onde (|Vu| + |Vv|)P~H Vo] € LYIRY\Q).
Portanto, pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue, obtemos

1 1
—|Vu +tVolP — —=|Vul
p

lim R = | VuP 2 VuVo.
t—=0 JRM\Q t RV\Q

Concluimos entao que

1 tv) — I
Iy — lim 1(u+ 1;) 1(w)

1 1
—|Vu + tVolP — =|Vul?
p p

= lim
t—0 JRN\Q t

= /IRN\Q |VulP~*VuVo,

mostrando que existe a derivada de Gateaux do funcional [;(u), sendo

I (u)v = / " |VulP~2VuVu, ¥ v e WH(RV\Q).
RN
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Continuidade da derivada de Gateaux de I;

Seja (u,) € WHP(IRV\Q) tal que u, — u em W'P(IR¥\Q). Assim,
(V| — [Vu| em LP(RV\Q).

Com isto, existe uma subsequéncia de (u,) que ainda denotaremos por (u,) e uma funcao

g € LP(RN\Q) tais que

IVu,(z)| = |Vu(z)| ¢.t.p em RY\Q (A.2)

|Vu,(z)| < g(z) ¢.t.p em RY\Q. (A.3)
Para todo v € W'?(IR¥\Q) com |[jv]| < 1 temos

|11 (up)v — I (w)v| = ‘/ |V, [PV, Vo —/ | Vu?VuVo
RN\Q RN\Q

= / ) (\Vun|p72Vun — \Vu|p’2Vu> \V43)
RN\Q
/ i ‘|Vun|p*2Vun — |Vu]p’2Vu’ Vo,
RM\Q
e usando a desigualdade de Holder com os expoentes p/(p — 1) e p obtemos

/IRN\Q ’|Vun|p*2Vun — |Vu]p’2Vu’ Vol

w0\
e e )
RN\Q
Assim,
w1\
o= 1001 < ( [ 10270 = 19029 ) o
RN\Q
Como
sup 1100 30| = 1) = )l
entao,

(V[P *Vu, — |Vu|p_2Vu‘ (A.4)

‘ p/(p—1) p-1/p
\Q

WWW—HWWW@S(AN
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Segue de (A.2) que

Vo (a) 2, (@) [ Vula) 2 ula) "

— 0 ¢.t.p em IR¥\Q,

e por (A.3),

p/(p—1)

[V (@) P2V () — | Vu(z) P> Vu(z)| < 2?/P=D(gP 4 |VulP), VneNN,

onde g7, |Vul? € L'(IR¥\Q) e portanto 2?/®~Y(g? + |Vul?) € L'(IR¥\Q).

Entao, pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue resulta,

lim IV ()72 V o (2) = [Va(a) P> V()"

n—oo RN\Q

dx = 0.
De (A.4) concluimos
117 (un) = I (u) | wrey — 0 quando n — oo,

ou seja,

I (un) = I (w) em (WHP(IRV\Q))"

Portanto, I, € CY(WLP(RV\Q), R).

Afirmagao A.2 O funcional I, € C*(W(RV\Q), R).

Demonstracgao: Existéncia da derivada de Gateaux de I

Consideremos ¢t € Rcom 0 < [t| < 1 e u,v € WH(IRV\Q). Seja f : [0,1] — IR definida por
1

f(s) = =|u+ stv]P. Observe que:
p

(i) f(s) = |u+ stv|P=2(u + stv)tv;
() (1) = Sfut tof

N R
(ii) f(O)—p| 7.

Como f é continua em [0, 1] e diferencidvel em (0, 1) entao pelo Teorema do Valor Médio existe

v € (0,1) tal que



assim,

1 1
“Ju+toP — = |ul? = |u+ ytv|P 3 (u + yto)tv.
p p

Dai,
1 1
—|u+ tv]P — =|ul?
P ; = |u 4 ytv[P~*(u 4+ ytv)v.
Com isto,
1 1
~fu(@) + to(2)” = ~|u(z)[” i}
11_1)101 P ; P = |u(z) [P 2u(z)v(z) q.t.p em RY\Q
e

1 1
—|u+ tv]P — =|ul?
p

t < (jul + ol o,

onde (|u| + |[v])P~t|v] € LYIRV\Q).

Pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue

1 1
—|u+tv|P — —|ulf
p

lim . = ulP .
=0 JIRN\Q t RV \Q
Logo,
1 tv) — I
L(u)v = lim 2(u+1v) — h{w)
t—0 t
1 1
—|u+ tv|P — —|ul
= lim ) = JuP .
t—0 JIRN\Q t RV\Q

Portanto, a derivada de Gateaux do funcional I, existe e é dada por

L(u)v = /

" luP2un, ¥V v € WHP(IRV\Q).
R

Continuidade da derivada de Gateaux do funcional I,
Seja (u,) € WHP(IR¥\Q) tal que u,, — u em W'"P(IRV\Q). Assim, u,, — u em LP(R¥\Q) e
consequentemente existe uma subsequéncia de (u,), que ainda denotaremos por (u,), e uma
funcdo g € LP(IRY\Q) tais que

U, (z) = u(z) ¢.t.p em RV\Q (A.5)
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lun (2)] < g(z) g.t.p em RV\Q.

Para toda v € W'?(IR¥\Q) com [jv|| < 1 temos

| (up)v — Io(u)v| = ‘/IRN\Q |un [P P upv — g |ulP~2uv

B ‘/]RN\Q (|u”|p72u” - ’ulpﬁu) v

< el

e usando a desigualdade de Holder com os expoentes p/(p — 1) e p obtemos

~1/p
- o /1"
| (up)v — L(u)v] < </IRN\Q ’|un|p 20y, — |ul? 2u‘ ) 0] -
Da imersdo continua W'?(IRY\Q) — LP(IR¥\Q) segue-se que

o\ PP
I (u)v — I (u)v] < C (/]RN ‘P/(p 1))

[t P 2t — [P o]

al
Como

s, (15(m)0 — Lyu)el = () = By vy
entao

115 (un) — L(uw)|| < C (/]RN

—1/p
_ _y p/e-D\"
\Q““"’p n — [ul" ] ) '
Segue de (A.5) que

’p/(p—l

: — 0 ¢.t.p em RV\Q

e ()2 (2) = [u(a) [P~ 2u(x)
e por (A.6),

< 22/ (gP 4 ulP), ¥V n € N,

’ |t ()P 2 (2) — |u(2) P 2u() ‘p/(p—1)

onde ¢*, [ul? € L' (IR¥\Q) e portanto 2?/®~1(g? 4 [ulP) € L'(IRV\Q).
Entao, pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue,

lim [ (@) () — ue) ()

dz = 0.
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De (A.7) concluimos
115 (un) — I3 (w)||wrey = 0 quando n — oo,

ou seja,

L(un) = Iy(u) em (WH(IRV\Q))"

Portanto, I, € CY(W'P(RV\Q), R).
Existéncia da derivada de Gateaux do funcional I;

Consideremos ¢t € Rcom 0 < [t| < 1 e u,v € W'?(IRV\Q). Seja k : [0,1] — IR definida por
k(s) = Q(z)F(u + stv). Temos que

(i) K(s) = Q) f(u+ sto)to;

(i) k(1) = Q(z)F|u + tvl;

Como k é continua em [0, 1] e diferenciavel em (0, 1), entao pelo Teorema do Valor Médio existe

v € (0,1) tal que

ou seja,

Q(x) = Q) f(u+ytv)v.

Note que
F(u+tv) — F(u)
t

|@@> — Q)| f(u + t0)] o],

e da condicao de crescimento da funcao f obtemos

[ (u+ ytv)] < 2%e(ful? + [v]*) + 27C(ful” + [v]").

F(u+tv) — F(u)
t

’Q(l’) < Q2)2%(|ul” + [v|") o] + Q(2)2"Cc([ul" + [v]")]v],

onde, Q(x)2%(|u|? + |v|?)|v] + Q(2)2"C.(|u|" + |[v|")|v| € L*(IRN\Q).
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Temos,
tim Q) LU = F W ) pue,

t—0 t

Pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue

. Flu+tv) — F(u) F(u+tv) — F(u)
L@@%@@ t = lim [ Q@) t
= Q@)

Concluimos entao que

I3(u+ tv) — I3(u)

L(u)v = lim ;
_ F(u+tv) — F(u)
= lim . Q(z) ;
= fra Q@

e assim, existe a derivada de Gateaux do funcional I3 que é dada por

I (u)v = / Q) f(w)v, ¥ v e WH(RV\Q).

RM\O

Continuidade da derivada de Gateaux do funcional I3

Seja (u,) € WHP(IR¥\Q) tal que u,, — u em W'P(IRV\Q). Assim, u,, — u em LP(R¥\Q) e
consequentemente existe uma subsequéncia de (u,), que ainda denotaremos por (u,), e uma

funcdo g € LP(IRY\Q) tais que

Un(x) — u(x) ¢.t.p em RY\Q (A.8)

lun ()] < g(z) g.t.p em RV\Q. (A.9)
Da continuidade de f resulta
Q() f(un(w)) = Q(x) f(u(x)) g.t.p em RV\Q

consequentemente,

Q@) f(un(@))v() = Q) f(u(@))o(x) ¢.t.p em RN\Q.
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Do crescimento da funcao f temos

Q) f (un(2))v(z)] < Q)e|un(2)|*[o(2)] + Q(2)Cclun(@)|"[v(2)],

Pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue

Jog Q)= [ Q) f(uye

RN\

isto é, para todo € > 0, existe ng € IN tal que

<e V n>nyg.

o @@= [ @@t

Tomando [[v|| < 1 resulta

13(un) = ()| < €,¥ 1 = no.

Mostrando que

Ly(un) — I(un).
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Apendice B
Resultados basicos

Neste apéndice enunciaremos os principais lemas e teoremas utilizados ao longo deste

trabalho e indicaremos as referéncias para a consulta das demonstracoes.

Teorema B.1 W'?(RV\Q) = {u c LP(RV\Q) : gg € LP(RV\Q)} ¢ um espago de Banach

reflexivo.

Demonstragao: Ver [4].

Lema B.1 (Lema de Fatou) Seja u,, uma sequéncia de fungdes integrdveis ndo negativas, entao
/ lim inf u,, < liminf / Up,.-

Demonstracao: Ver [4].

Teorema B.2 (Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue) Seja (f,) uma sequéncia de

funcoes em LY(Q2). Suponhamos que:

(a) fulz) = f(x) qtp

(b) Eziste g € L*(Q) tal que | f,.(z)| < g(x) para todon € N e q.t.p em Q. Entio f € L'(Q)

[l

e

Demonstracao: Ver [4].
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Teorema B.3 (Desigualdade de Holder) Seja f € LP(Q) e g € LI(Q), onde 1 < p < o0 e

1 1
— 4+ —=1. Entao
p q .
foge L () e|fglrro) < |fler@lgliaq-

Demonstracao: Ver [4].
Lema B.2 Para todos, v,w € RY com N>1ep>2,
([0~ — Jw P~ w) (v — w) = v — w|.
Demonstracao: Ver [14].
Teorema B.4 Sejam (f,) uma sequéncia em LP(QY) e f € LP(Q), tais que
fo— f em LP(Q).

Entao existe uma subsequéncia (fnj> C (fn) tal que

(1) fo,(x) = f(x) q.t.p em Q;

(ii) |fn;(2)] < h(x) ¢.t.p em QY j, onde h € LP(Q).
Demonstracao: Ver [5].

Teorema B.5 Seja H um espago de Banach reflexivo. Se (u,) é uma sequéncia limitada em

H, entdo evistem uma subsequéncia (uy;) de (u,) e u € H tais que
Up; = u em H.
Demonstracao: Ver [5].

Lema B.3 (Brézis-Lieb) Sejam Q um subconjunto aberto do RY, (f,) € LP(Q) e f € LP(Q)

com p > 1. Suponhamos que f,(z) = f(x) q.t.p em Q e que exista C > 0 tal que
[P <cynen
Q

Entao

Ahwﬁlﬁ%vweﬁm)
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Demonstragao: Ver [13].

Teorema B.6 (Brézis-Lieb) Seja Q@ um subconjunto aberto do RY e seja (u,) C LP(Q)) com

1<p<oo. Se

(a) (u,) € limitada em LP(Q);

(b) up, = u q.t.p em Q,
entdo |un|b = [ulb + |u, — ulh 4 0,(1).
Demonstracao: Ver [15].

Lema B.4 (Desigualdade de Young) Sejam p e q nimeros reais satisfazendo 1 < p < oo e

(1/p)+(1/q) = 1. Entao para todos A e B ndo negativos e para todo 6 > 0, vale a desigualdade
AB < C(0)A? + 6B
Demonstragao: Ver [9].

Lema B.5 Seja (u,) € W'P(IRM\Q) uma sequéncia (PS). para o funcional I. Entdo existe

uma subsequéncia (uy,) tal que
(a) un,(z) = u(z) gtpem R\Q
(b) Vu,, (z) = Vu(z) gtpem R\Q.

Demonstracao: De fato, sendo (u,) uma sequéncia (PS). para o funcional I, entdo (u,) é

limitada, ou seja, existe C' > 0 tal que
|lun|| < C, ¥VnelN
Desde que W'?(IR¥\Q) é reflexivo, temos que, a menos de subsequéncia,
U, —u em WH(RVM\Q),
e usando a imersao compacta W'P(Bg) < L*(Bg) com p < s < p*, obtemos
u, — u em L°(Bg).
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Em particular,

Un|Bp — U, em LP(Bg), Y R>0.
Assim, fixando R = 1, existe uma subsequéncia (u,) C (u,) tal que
uin(z) = u(z) q.t.p em By.

Usando agora a imersao compacta na sequéncia uy, e fixando R = 2, existe uma subsequéncia
(ugn) C uyy, tal que

Ugpn(x) — u(x) ¢.t.p em Bs.
Seguindo este mesmo raciocinio, fixando k € IN existe (ug,) C (u,) tal que
Ugn () = u(x) q.t.p em By.
Agora vamos mostrar que a sequéncia (u;;) é tal que
wjj(z) — u(z) q.t.p em BRV\Q.

Considere S = U S, onde S, = {x € By : ugn(x) /4 u(z)}, entdo |S| = 0.

Seja x € (IRN\Q)\S Entao existe jo € INtal que x € Bj; € Ujyn@) — u(z).

Como (u;;(z)) é uma subsequéncia de (u;y,(x)) para j > jo, podemos concluir que
ujj(z) = u(z) qtp em BRV\Q.

Denotando ainda tal subsequéncia por (u,) obtemos que
un(z) = u(x) q.t.p em RY\Q,

0 que prova (a).
Vamos agora demonstrar o item (b).

Seja ® € C*(RM\Q) tal que 0 < <1, V2 € R"\Q e

1 ,se x€ B,;(0) c RM\Q
0 ,se x¢ B,(0)cR\Q
Considere agora P, =< |Vu,[P"*Vu, — |Vu[P"2Vu, Vu, — Vu > .

O(z) =
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Dai

/ Vu, — VulP < / Pn:/ P,
5,0 5,(0) 5,0

< / P,®
RN\Q

= / . ]Vun\pcb—/ |V, P2V, Vud
RM\Q RM\Q

—/ _]Vu|p_2VuVun<I>+/ |Vule,
RM\Q RN\Q

ou seja,

Jo

P

Vi, — VP < / |V P® —/ VP2V, Vud + 0n(1)
0) RV\Q RN\Q

= I'(up)(u,®) — I'(u,) (ud) — /]RN\(_2 |10, [PD
+ /]RN\Q f(Un)un,® + /]RN\Q | [P 2u® + /]RN\Q flup)ud
= I'(un)(un®) — I'(un) (u®) + 0,(1)

= on(l),

pois f tem crescimento subcritico e ® tem suporte compacto.

Logo
ouy, ou
L*(B,).
8.751- - 8351 amn ( p)
Assim
duy, 0
81;' (x) — a;i (z) g¢.t.p em B,.
Como p ¢ arbitréario
ou,, ou

N\ A
— .t RY\Q.
2(90) Z(x) q.t.p em \

Lema B.6 Seja X um espaco de Banach e I € CY(X,IR) com I(0) = 0. Suponha que:
(Hy) Existem a,r > 0 tais que I(u) > o > 0 para todo v € X tal que |[ul| =7

(Hy) Eziste e € X tal que ||e|]| > r e I(e) <O0.
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Entao existe uma sequéncia (u,) C X tal que
Iu,) —=c¢ e I'(uy) =0 em X'

onde

0 <c= inf max I(+(t))

I'={y e C([0,1], X) : 7(0) = 0,~(1) = e} .
Demonstragao: Ver [15].
Lema B.7 (Lema de Lions) Sejar >0 ep < s < p*. Se (u,) € limitada em W'P(IRY) e se
ysel]lPIJ)V B(y:r) feal” = 0,

entdo u, — 0 em LYIRY) para p < t < p*.

Demonstracao: Ver [13].
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Apéndice C
Caracterizacao do nivel minimax

Neste apéndice mostraremos uma caracterizacao adequada para o nivel do passo da
montanha que nos permite a resolu¢ao do nosso problema.

Lema C.1 Considere ¢y = inf I(u), co = inf maxI(tu) e ¢ = inf max I(y(t)), onde
ueN ueWwbr\{0} t>0 ~v€l te(0,1]

I={yeC([0,1] x W) :4(0)=0e I(y(1)) <0}. Entdo c; = cy = c.

Demonstracao: Provaremos que ¢; = ¢o. Seja u € N. Entdo u Z 0 e I'(u)u = 0 < I(u) =
max I(tu). Assim, ¢y < max I(tu) = I(u), VY u €N eportanto ¢y < Jenj{’/ I(u).
Logo, c3 < ¢4.
Seja u € W'P(IRV\Q)\ {0} e > 0 tal que tu € N. Assim, ¢; < I(fu) = rgioxl(tu) e daf
cp < inf max [(tu).
weWlr t>0
Portanto, ¢; < cs.
Considere agora u € WP(IRY\ {0}) e seja ? suficientemente grande tal que I(fu) < 0.
Seja Yo ¢ [0, 1] — WIP(IRV\Q) tal que vo(t) = ttu.
Temos que v5(0) =0 e I(y(1)) = I(tu) < 0.
Logo, 7o € I
Seja t > 0 tal que

I(v(t)) = max I(o(t))

0<t<1

Assim,
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¢ <I(7(t)) = maxI(y(t))

0<t<1

= max I (ttu)
0<t<1

< max I (tu)
>0

e portanto

c < ¢y =c.

A variedade de Nehari N separa lep(]RN\Q) em duas componentes. Portanto, podemos
mostrar que, para vy € I', 7(0) e (1) estao em diferentes componentes.

De fato, argumentando como no Lema 2.1, existe 6 > 0 tal que I'(u)u > 0 quando 0 < ||u|| < 4.
Isto mostra que a componente contendo a origem também contém uma bola pequena com centro
na origem. Portanto, para todo u nesta componente, concluimos que I(u) > 0, pois I'(tu)u > 0
para t pequeno.

Assim, temos que (0) e y(1) estdo em componentes diferentes, mostrando que ~y intersecta N .
Logo, co = ¢ < c.

Portanto, ¢y = ¢, = c.
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