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Resumo

Esta dissertagao é dedicada ao estudo do sistema de Navier-Stokes sob ponto
de vista da teoria do controle. Primeiramente estudamos a controlabilidade das
aproximagoes de Galerkin do sistema de Navier-Stokes. Utilizando argumentos de
dualidade e de ponto fixo, mostramos que, com hipoteses adequadas sobre a base
de Galerkin, estas aproximacoes, finito dimensionais, sao exatamente controlaveis.
Passando ao modelo em dimensao infinita, analisamos a controlabilidade sobre tra-
jetorias. Isto é feito usando uma desigualdade do tipo Calerman para o sistema de
Navier-Stokes linearizado e uma versao do teorema da funcao inversa. Dessa forma,

temos um resultado de controlabilidade local exata para o sistema de Navier-Stokes.
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Abstract

This dissertation is devoted to the study of the Navier-Stokes equations from
the point view of control theory. First we study the controllability of Galerkin’s
approximations of the Navier-Stokes equations. Using arguments of duality and
fixed point, we show that, with appropriate assumptions on the Galerkin basis,
these approximations, finite-dimensional, are exactly controllable. Regarding the
system in infinite dimension, we analyze the controllability on trajectories. This
is done using an inequality of the Calerman-type for the linearized Navier-Stokes
equations and a version of the theorem of inverse function. In this way, we have a

result of local exact controllability to the Navier-Stokes equations.
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Introducao

Neste trabalho estamos interessados em estudar a controlabilidade de fluidos

descritos por meio das equagoes de Navier-Stokes:

Yy +y-Vy—pAy=—-Vp+ f(x,t)
V.y=0,

onde u e p sao, respectivamente, o campo de velocidade e a pressao do fluido, f é
uma forga externa e u é a viscosidade do fluido.

Equagoes do tipo acima regem, sob condicoes bastante gerais, o escoamento de
fluidos incompressiveis e viscosos tais como agua, ar e 6leo. Tais equacoes aparecem
também no estudo de muitos fenomenos importantes, como, por exemplo, em estudo
tedrico de ciéncias aeronauticas, em metereologia, na industria petrolifera, no estudo
de cristais liquidos, fluidos poliméricos e sangue em vasos finos.

O estudo da controlabilidade para as equagoes de Navier-Stokes torna-se bastante
interessante do ponto de vista de aplicagoes. Isto nos leva a investigar se é possivel
conduzir o fluxo a um certo estado desejado tendo a nossa disposi¢ao um controle.
Entretanto, devido as propriedades de dissipatividade e a nao-linearidade do sistema,
nao podemos esperar a controlabilidade exata para o sistema de Navier-Stokes com
uma funcao objetivo arbitraria.

Em [24, 25|, Lions conjecturou a controlabilidade aproximada para as equagoes
de Navier-Stokes. Precisamente foi conjecturado que o sistema de Navier-Stokes
pode ser dirigido, em um tempo finito, por meio de uma funcdo controle, de um
estado inicial dado a uma vizinhanga arbitrariamente pequena (em uma topologia
adequada) de um estado final também dado.

Muitos resultados importantes na direcao de uma resposta positiva para esta
conjectura tém sido feitos. Por exemplo, em [8, 9], Coron provou a controlabilidade

aproximada para a equacao de Euler (isto é, quando p = 0) no caso bidimen-
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sional e entao estendeu esse resultado para provar um resultado de controlabilidade
aproximada para o sistema de Navier-Stokes (também no caso 2-D) com condigdes
de fronteira adequadas, as quais foram denominadas de condigoes de fronteira de
Navier. Ainda nestes trabalhos, Coron prova um resultado de controlabilidade exata
na fronteira para a equacao de Euler.

A controlabilidade aproximada para a equagao de Euler, no caso tridimensional,
foi provada por Glass em [19].

Outro resultado importante a respeito desta conjecutura é provado em [17, 13]
por Fursikov e Imanuvilov. Nestes trabalhos, os autores provam a controlabilidade
exata nula na fronteira de pequenas solugoes do sistema de Navier-Stokes.

Nesta dissertacao estudamos dois resultados concernentes a controlabilidade do
sistema de Navier-Stokes, e que, como veremos, nos dao bons indicativos de que a
conjectura é verdadeira. O primeiro resultado que estudamos foi obtido por Lions
e Zuazua em [28], e diz respeito a controlabilidade de aproximagoes de Galerkin
do sistema de Navier-Stokes. O segundo resultado estudado, obtido por Fernandez-
Cara, Guerrero, Imanuvilov e Puel em [12], é destinado ao estudo da controlabilidade
sobre trajetorias do sistema de Navier-Stokes.

Em sintese, este trabalho é organizado como segue:

No Capitulo 1 daremos defini¢oes, notacoes e alguns resultados essenciais para
tornar a leitura desta dissertacao auto-suficiente.

No Capitulo 2 estudaremos a controlabilidade de aproximagoes de Galerkin para
o sistema de Navier-Stokes, e veremos que, com hipéteses adequadas sobre a base de
Galerkin, estes sistemas de dimensao finita sao exatamente controlaveis e, além disso,
mostraremos que o custo da controlabilidade é independente da nao-linearidade.
O método utilizado neste capitulo consiste em combinar o Método da Unicidade
Hilbertiana (HUM), introduzido por Lions (ver [24], [23]), com um teorema de ponto
fixo.

O Capitulo 3 é dedicado ao estudo da controlabilidade para as trajetérias do
sistema de Navier-Stokes. Provaremos uma desigualdade tipo Calerman que, jun-
tamente com um teorema de funcao inversa, permitird concluir um resultado de
controlabilidade local exata para as trajetérias do sistema de Navier-Stokes.

No apéndice apresentaremos alguns resultados relativos ao sistema de Navier-



Stokes, assim como resultados de teoria do controle que foram utilizados nos capitulos

anteriores.



Capitulo 1

Um pouco de Analise Funcional

Neste capitulo relembramos alguns resultados de analise funcional que serao

essenciais no restante deste trabalho.

1.1 Distribuicoes

Seja u uma funcao real definida em um aberto @ C RY | v mensurdvel, e seja
(K)ier a familia de todos os subconjuntos abertos K; de 2, tais que v = 0 quase
sempre em K;. Considera-se o subconjunto aberto K = (J,.; K;. Entdo, u = 0

quase sempre em K, e como consequéncia deste fato, define-se o suporte de u, que

serd denotado por supp u, como sendo o subconjunto fechado
supp u = Q\ K.

A notagdo w CC (Q significa que w C Q e w é um compacto (isto é, fechado e
limitado) do R, onde w é o fecho de w em RY.

Uma n-upla de inteiros nao negativos a = (aq,as,...,q,) é denominada de
multi-indice, e sua ordem é definida por |o| = a3 + ... + .

Representa-se por D* o operador derivacao de ordem «, isto é

glal
D =
Ox{' ... 0x™
Definigao 1.1. Representamos por C§°(S2) o conjunto das fungdes infinitamente
diferencidveis, cujo suporte € um conjunto compacto de §2. Os elementos de C$°(€2)

sao chamados de fungoes testes.



Naturalmente, C§°(€2) é um espago vetorial sobre R com as operagoes usuais de

soma de funcoes e de multiplicacao por escalar.

Defini¢ao 1.2. Diz-se que uma sequéncia de fungoes (p,)neny em C§(S2) converge

para ¢ em C§°(Q2) se as sequintes condigoes forem satisfeitas:
1. Existe um compacto K, de ), tal que supp ¢ C K e supp ¢, C K, ¥Yn € N.
2. D%, — D%p, uniformemente em K, para todo multi-indice «.

Observacgao 1.1. E’possz’vel dotar C3°(2) com uma topologia de forma que a no¢ao

de convergéncia nessa topologia coincida com a definicao anterior.
O espago C§°(€2) com a nogao de convergécia acima é denotado por D(€2).

Definicao 1.3. Uma distribuicdo (escalar) sobre Q € um funcional linear continuo

sobre D(Q).

Mais precisamente, uma distribuigdo sobre €2 é um funcional 7' : D(Q2) — R

satisfazendo:
1. T()\lgol + )\2902) = /\1T(901) + )\QT(QOQ), V)\l, )\2 cERe VQDl, P2 € D(Q),
2. Se ¢, = ¢ em D(Q), entao T'(p,) — T(p) em R.

Denota-se o valor da distribui¢ao 7" em ¢ por < 7', ¢ >.
O conjunto de todas as distribuicoes sobre () com as operacoes usuais de som e

multiplicacdo por escalar é um espago vetorial, o qual serda denotado por D(2)".

Definigao 1.4. Diz-se que uma sequéncia de distribuicoes (Ty,)nen em D(Q2) con-

verge para T em D(QQ) se a sequéncia numérica (< Ty, p >)nen convergir para

<T,p > em R para toda v € D(Q2).

Definicao 1.5. Sejam T uma distribuicao sobre € e o um multi-indice. Defini-

se a deriwada D*T (no sentido das distribuigées) de ordem o« de T como sendo o

funcional definido em D()) por
< DT, >= (=1)*l < T, D% >, Y € D(Q).

Observacgao 1.2.



1. A definicao acima nos diz que uma distribuicao sobre ) possui derivada de

todas as ordens.

2. DT € uma distribui¢ao sobre ), onde T € D(Q). De fato, vé-se facil-
mente que D*T € linear, agora, para a continuidade, considerando (¥n)nen

convergindo para ¢ em D() tem-se:
|< DT, p, > — < DT, >| <|<T,D%,, — D >| — 0 quando n — oo.

3. A aplicagao D* : D(Q) — D(Q), tal que T — DT, € linear e continua no

sentido da convergéncia definida em D(Q)'.

1.2 Espacgos LP(())

Neste trabalho todas as integrais realizadas sobre €2 serao no sentido de Lebesgue,

assim como a mensurabilidade das funcoes envolvidas.

Definicao 1.6. Sejam €2 um conjunto mensurdvel e 1 < p < oo. Indicamos por

LP(Q) ao conjunto de todas as fungoes f:Q — R tais que || f||, < oo, onde

T (/Q\ﬂxnpdx)" wl<p<oo

| fll. =supess|f(x)] =inf{C > 0;|f(z)| < C quase sempre}.
€N

Os espagos LP(Q) sao espagos de Banach, sendo L?*(f2) espago de Hilbert com o
produto interno usual da integral. Além disso, LP(£2) é reflexivo, para 1 < p < oc.
Neste trabalho, a menos que se diga o contrério, (.,.) sempre representard o produto

interno em L?(Q) e por ||.|| represetaremos a norma associada.
Teorema 1.1. C§°(Q2) € denso em LP(Q2) para 1 < p < oo.
Prova: Ver [34]. n

Definigao 1.7. Seja Q C RY um aberto e 1 < p < oo. Indicamos por L} (Q) o

conjunto de todas as funcoes f: Q — R tais que fl,, € LP(RY), para todo compacto

w C €2, onde 1, € a funcao caracteristica de w.



p
Para cada u € L,

(), o funcional T, : D — R dado por:

< Tup>= [ ula)p(a)ds,
Q
define uma distribuigao sobre €2.

Lema 1.1 (Du Bois Raymond). Seja u € L} (). Tem-se que T,, = 0 se e s6 se

loc

u =0 quase sempre em €.
Prova: Ver [34]. n

Observacao 1.3. Como consequéncia do Lema 1.1, a aplicacao

Ll

L) = D(Q)
u— T,

¢ linear, continua e injetiva. Em decorréncia disso € comum identificar a dis-
tribui¢ao T, com a funcao u € Lj,.(Q). Nesse sentido tem-se que L}, .(Q) C D'(Q).

loc loc

Como LP(Q) C L} .(Q), temos que toda fungio de LP(QY) define uma distribuigdo
sobre Q, isto €, toda func¢ao de LP(SY) pode ser vista como uma distribui¢ao, e temos
que toda funcdo de LP(QY) possui derivadas de todas as ordens no sentido das dis-

tribuicoes.

Sejam f, g € L*(R). Para cada z € RY, considere a integral

hz) = [ flz—y)g(y)dy. (1.1)
RN
Mostra-se, utilizando o teorema de Fubini, e a invariancia da medida de Lebesgue,
que h € L'(R) e entao
HhHLl(R) < Hf”Ll(]R) HgHLl(R) :
Definigao 1.8. Sejam f,g € L'(R). A funcio h € L'(R), definida por (1.1), é

chamada a convolucdo de f e g e é denotado por

h=fxg.

Teorema 1.2. Sejam 1 < p,q,r < oo tais que

1 1 1

poqa T
Se f € LP(RY), g € LYRY) entao fxge L"(RY) e

1F gl @y < Nl ooy 191 Loy -

Prova: Ver [22]. u



1.3 Espacos de Sobolev

Definigao 1.9. Sejam m € N e 1 < p < oo. Define-se o espago de Sobolev W™P((Q)
como sendo o conjunto de todas as fungoes u € LP(QQ) tais que para todo multi-indice

a tal que || < m tem-se D*u € LP(QY), sendo D*u a derivada distribucional de u

de ordem «. Resumidamente,
Wm™P(Q) = {u e LP(Q); D*u € LP(QY), V « tal que |of < m}.

Em W™P(Q) definimos as seguintes normas

1
P
ll,, = ( 3 ||D“uu§) sel<p<o

laf<m

lllpoe = D 1Dl -

laj<m

Observacao 1.4.
1. (Wmr(), ||.||m7p) ¢ Banach para 1 < p < oo.

2. Quando p = 2, o espago de Sobolev W™?2(Q) torna-se um espago de Hilbert

com o produto interno dado por

(u,v) = Z (D*u, D*v)12(0), u,v € W™*(Q).

la|<m

E, usualmente, denota-se W™2*(Q) por H™(Q).

Definigao 1.10. Definimos o espago Wy (Q) como sendo o fecho de C3°(Q) em
WmP(Q).

Observacao 1.5.
1. Quando p = 2 escreve-se HJ(Q) em lugar de W*(Q).

2. Se WP (Q2) = W™P(Q) entio o complemento de Q no RN possui medida de

Lebesgue igual a zero.
8. WP (RY) = Wmr(RY).

4. O dual topolégico de HJ*(2) é denotado por H=™(S2).



Teorema 1.3 (Desigualdade de Poincaré-Friedricks). Seja Q um aberto limitado do

RY, entdo existe uma constante C' > 0 tal que
ullZ < C||Vull3, para todo u € HY(Q).

Prova: Ver [5]. u

A proposicgao a seguir é uma caracterizacao de H1(Q) = H}(Q)'.

Proposigao 1.1. f ¢ uma forma linear continua sobre H}(Q) se, e somente se,

existem n + 1 fungoes vy, . .., v, de L*(Q) tais que
“ (%Z-
J=wv0— ; oz;
Prova: Ver [32]. n

Teorema 1.4 (Poincaré-Wirtinger). . Se Q C RY € aberto, limitado, conezo e de
classe C'. Entdo existe uma constante C > 0 tal que para todo u € WP(Q), 1 <
p < 00,

[lu=TllLr () < ClIVul| o)

onde

u= m/gu(x)dx

é a média de u sobre ().

Prova: Ver [22]. u

Dados dois espagos de Banach X e Y, dizemos que X estd continuamente imerso
em Y se X C Y e existe uma constante C' > 0 tal que ||z||y < C'||z|y, para todo
x € X. Neste caso escrevemos X — Y. Diz-se que a imersao de X em Y é compacta
quando cada sequéncia limitada em X é pré-compacta em Y, isto é, cada sequéncia

limitada em X possui uma subsequéncia que converge em Y.

Teorema 1.5 (Rellich-Kondrachov). Sejam Q aberto limitado do RY, Q de classe

C™el<p<oo. Entao as sequintes imersoes sao compactas:

1. WmP(Q) — L1(Q2), 1 <qg< Nivglp semp < N,

2. WmP(Q) — L1(2), 1 < g < oo semp=N,
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3. WmP(Q) — C*¥(Q), onde k é um inteiro ndo negativo e k < m — % <k+

1 semp>N
Prova: Ver [22]. n

Teorema 1.6 (Teorema do Traco). Seja Q C RY aberto, limitado e com fronteira

I' suficientemente reqular. A aplicacdo linear

U —> ( U, YU u)— ul au] am—lu‘
YoU, Y1Uy - vy Ym—1U )= Fuayru"'7aym_1r
m—1 .
de D(Q) em H W™ 7w P(T) prolonga-se, por continuidade, a uma aplicagao linear,
=0

m—1
continua e sobrejetiva de W™P(Q) em H Wmfjf%’p(r).
=0

Prova: Ver [22]. n

1.4 Espacgos LP(0,T; X) e Distribuigcoes Vetoriais

Dado um espago de Banach X, denotaremos por LP(0,7;X), 1 < p < o0, 0
espago de Banach das (classes de) fungoes u : (0,7) — X que sdo fortemente

mesuraveis e |[u(t)||y € L*(0,T), equipado com a norma

3=

ooy = (] Tt )

Por L>(0,T; X) representa-se o espago de Banach das (classes de) fungoes u :
(0,T) — X mensuraveis e essencialmente limitadas, isto é

sup.ess Ju(t) 1 < .

te(0,7)
munido da norma

[w(@)| oo 0.7,x) = sup_ess [[u(t)]|x -
te(0,7)

Tem-se que LP(0,7;X), 1 < p < oo, é reflexivo se X for reflexivo. Se X é

separavel entao podemos identificar
[LP(0,T; X)) =~ L0, T; X'),
0nde1§p<ooe%+%:1.
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Lema 1.2. Sejam X e Y dois espacos de Banach e suponhamos que X — Y. Se
1 <s<r<oo, entio

L7(0,T; X) — L0, T;Y).
Prova: Ver [30]. u

Lema 1.3. Se I—lj—i-% =1, ue LP0,T;X) ev € LP(0,T;X'), entdo a fun¢ao

numérica t —< v(t),u(t) >x x estd em L*(0,T).
Prova: Ver [30]. n

Teorema 1.7. Sejam X e Y espacos de Banach, tais que X — Y. Se u €
LP(0,T; X), comu' € LP(0,T;Y), entio u € C([0,T];Y).

Prova: Ver [30]. n
Quando p = 2 e X ¢é um espago de Hilbert, o espago L*(0,T; X) é um espago de

Hilbert com o produto interno

(w, V) L2(0,7:x) :/0 (u(t),v(t))xdt.

Indica-se por D’(0,7;X) o espago das distribuigbes vetoriais sobre (0,77) com
valores X, isto é, o espago das aplicagoes lineares e continuas de D(0,7) em X.
Seu € LP(0,T;X), 1 <p < oo, entao associa-se a u a distribui¢ao vetorial T,

definida por
T
<Tup>= [ up(it, o DO.T),
0

onde a integral é tomada no sentido de Bochner em X. Demonstra-se que 7, é

univocamente definida por u, e entao, identificando u com T, , pode-se dizer que
LP(0,T; X) Cc D'(0,T; X).

Defini¢ao 1.11. Dada S € D'(0,T; X), defini-se a derivada de ordem n de S ( no

sentido das distribuicoes vetoriais) como sendo a distribuicdo vetorial dada por

s d"p
- = =(=1)" - D(0,T).
< T ,g0> (—1) <S, T > , para todo ¢ € D(0,T)

Dado m € N, defini-se o seguinte espago
W™P(0,T; X) ={uc LP(0,T; X);v/ € LP(0,T; X), j=1,2...,m},

12



onde u’ representa a j-ésima derivada de u no sentido das distribuicoes vetoriais.

Equipado com a norma

m

. 1

||U||Wmm(o,T;X) = (Z Hu]HLP(O,T;X) )p’
j=0

WmP(0,T; X) é um espago de Banach.

1.5 Resultados Auxiliares

Seja I/ um espaco vetorial normado.

Defini¢ao 1.12. Uma fun¢ao ¢ : E — RU {0} diz-se semicontinua inferiormente

(s.c.i.) se para todo x € E tivermos

lim inf p(y) > ¢(x).

Yy—T

Defini¢ao 1.13. Uma funcdo ¢ : E — R U {oo} € dita convexa se
o(te + (1 —t)y) <tp(z)+ (1 —t)p(y) Yo,y € E, Vit € (0,1).
Se a desigualdade acima € estrita, dizemos que ¢ € estritamente convexa.
Algumas das propriedades das fungoes s.c.i. (convexas) sao:
e Se 1 e g sA0 s.c.i. (convexas) entdo ¢ + 9 é s.c.i. (convexa).

e Se (¢i)ier ¢ uma familia de fungoes s.c.i. (convexas) entao a fungao ¢ definida

por

p(x) = sup p;(z)
iel
¢ s.c.i. (convexa).

Teorema 1.8. Sejam H um espago de Banach reflexivo, K um subconjunto convexo,

fechado e nao-vazio e p : K — R uma fun¢ao com as sequintes propiedades:

e ¢ é conveza.
e © ¢ semicontinua inferiormente.
e Se K ¢ ilimitado, entdo @ € coercivo, isto €,

lim ¢(z) = oco.

llz]|—o0
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Entao existe xo € K tal que

(o) = min p(z).

Além disso, se v € estritamente convexa entdo xq € Unico.

Prova: Ver [3]. n
Considere ¢ : E'— R U {oo}. Denotamos por Dom(y) ao dominio efetivo de ¢,
isto é,

Dom(yp) = {zx € E;¢(x) < co}.
Definicao 1.14. Dada uma funcao ¢ : E — R U {oo} tal que ¢ # oo (isto é
Dom(p) # 0) define-se a funcao ¢* : E' — R U {00}, conjungada de o, por

o (f) =sup{< f,x > —p(x)} (f€EFE).

zel

Observamos que ¢* é uma fungao convexa e s.c.i. sobre E'.

Dados dois conjuntos C' e D, definimos
C—D={c—d; ceCede D}.

Veremos agora um importante resultado da andlise convexa. Para isso, considere

(

i. Dois espacos de Banach X e Y

ii. Dois parametros pe X' ey €Y

iii. Um operador linear continuo A : X — Y (1.2)
iv. Duas funcoes s.c.i. e convexas:

\ U: X >RU{oc}eV:Y — RU{oo} tais que U,V # o0

Iremos nos concentrar na seguinte classe de problemas de minimizacgao

W(y) := inf [U(z)— < p,z > +V(Az + y)], (1.3)

zeX

para o qual associamos a classe de problemas duais

W*(p) := inf [U*(—A*q +p)+V*(q)— < qy > }, (1.4)

qey’

onde A* é o adjunto de A.

Temos entao o seguinte resultado:

Teorema 1.9 (Fenchel-Rockfellar). Assumindo (1.2), temos
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a. Se X ¢ reflexivo e p € Int(A*DomV* + DomU™), existe uma solu¢do T para o

problema W (y) e tem-se W(y) + W*(p) =0 .

b. Sey € Int(DomV — ADomU), existe uma solugcdo G para o problema W*(p) e
tem-se W (y) + W*(p) = 0.

Prova: Ver [2, capitulo 4]. n

Teorema 1.10 (Projecao sobre um convexo fechado). Seja H um espago de Hilbert
e K C H um subconjunto convexo, fechado e nao-vazio. Entdo para todo v € H

existe um unico u € K tal que
l|v — u|| = min [|v — w||.
weK

Além disso, u se caracteriza por :

ue K

(v—u,w—u) <0Vw e K,
onde (.,.) denota o produto interno em H.

Prova: Ver [3]. u

Teorema 1.11. Seja Hy um espaco de Hilbert separavel. Seja Hy também um
espago de Hilbert e assuma que L € L(Hy, Hs) € tal que a dimensao da imagem
de L € de dimensao infinita. Entdo existe uma base de Riez {e;};>1 de H; tal que

qualquer combinagdo finita de {Le;};>1 € linearmente independente em Hs.
Prova: Ver [29]. u

Teorema 1.12 (Schauder). Seja S um subconjunto convexo de um espago vetorial
normado E e seja T : S — S uma aplicagdo continua tal que T(S) C K C S, onde

K ¢é compacto. Entao T tem um ponto fizo.
Prova: Ver [22]. n

Corolario 1.1. Seja S um subconjunto convexo de um espago vetorial normado E
e seja T : S — S uma aplicagao continua tal que T'(S) € relativamente compacto.

Entao T tem um ponto fizo.
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Prova: Ver [22]. n
Considere 1 < p; < 00,1 =0,1e By C B C B espacos de Banach reflexivos,

sendo as injecoes continuas e By — B compactamente. Para 0 < T' < oo, seja

dv

W ={v;v € L”(0,T; By), pm € LP(0,T;By)}
munido da norma:
H HW = H H H_de
v D Pl .
V||Lro + di Lp1

Resulta que W é um espaco de Banach, sendo W continuamente imerso em

LP(0,T; B). Além disso, temos o seguinte resultado:

Teorema 1.13 (Aubin-Lions). Com as hipdteses acima, resulta ser compacta a

imersao de W em LP(0,T; B).
Prova: Ver [39]. u

Definigao 1.15 (Condigoes de Carathéodory). Sejam D um subconjunto do RNT!,
cujos elementos sdo denotados por (t,z), ondet € R ex € Re f: D — RV,

Dizemos que f satisfaz as condicoes de Carathéodory se:
1. f(t,x) € mensurdvel em t para cada x fizo;
2. f(t,x) é continua em x para todo t fizo,

3. Para cada compacto U em D, existe uma funcgdo real integravel my (t) tal que:

|f(t,z)| <my(t), ¥ (t,z) € U.

Teorema 1.14 (Carathéodory). Seja f : R — RY satisfazendo as condigoes de
Carathéodory sobre o retangulo R = {(t,x) € RN TL: |t —to| < a,|z — 20| < b}, com

a>0eb>0. Entdo erxiste uma solu¢io z(t) do problema

% = f(t7x>7

ZL'(to) = 2o,

sobre algum intervalo |t — to| < 3, para algum [ > 0.

Prova: Ver [34]. n
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Teorema 1.15 (Prolongamento de Solugoes). Sejam D = [0,T] x B, com 0 < T <
0 e B={xeRY;|z| <bb>0}, e f satisfazendo as condigoes de Carathéodory.

Seja p(t) uma solugdo de

dz

at f(tax)a

I(to) = Xy, ‘JIO| S b.

Se em qualquer intervalo 1 onde p(t) estd definida tivermos |p(t)] < M, YVt € I,

M independente de I e M < b, entdo ¢ tem um prolongamento até [0,T].
Prova: Ver [34]. n

Teorema 1.16 (Gauss-Green). Seja Q C RY aberto, limitado e com fronteira T de

classe C*. Supoha que u € C*(Q), entdo

/uxidx:/uyidS (t=1,...,N),
Q r

onde v; € a i-ésima componente da normal unitdria externa a €.

Prova: Ver [5]. u
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Capitulo 2

Controlabilidade de aproximacoes

de Galerkin

Neste capitulo consideraremos a equacao de Navier-Stokes em um dominio limi-
tado  C R? com fronteira I' suficientemente regular, com controle agindo sobre I'.
Introduziremos uma aproximacao de Galerkin de dimensao finita deste sistema. Sob
suposicoes adequadas sobre a base de Galerkin mostraremos, utilizando argumentos
de ponto fixo e de dualidade, que esta aproximagao é exatamente controlavel, e que
o custo da contrabilidade é independente da presenca da nao-linearidade sobre o
sistema. Uma vez que nossas suposicoes sobre a base de Galerkin estao relacionadas
com a independéncia linear do trago de seus elementos sobre a fronteira, estudare-
mos a controlabilidade da equacao de Burgers, em dimensao 1, com respeito a essa
suposi¢ao, e veremos que isso ¢ um exemplo particular degenerado. Os resultados

deste capitulo foram obtidos por Lions-Zuazua em [28].

2.1 Aproximacao de Galerkin e Resultados Prin-
cipais

Seja © C R3 um aberto, limitado e com fronteira regular (de classe C?, por

exemplo ). Em  considere um fluido governado pelo sistema de Navier-Stokes:

ye+y-Vy—pAy=—-Vp em Qx (0,7),
V.y=0 em € x (0,7),

(2.1)
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onde y = y(x,t) é a velocidade do fluido, p = p(x,t) é pressao, u > 0 é a viscosidade,
T > 0 é um dado valor do tempo e V -y = div y é o divergente do campo y.
Assumiremos que agimos sobre o fluido através de um controle na fronteira.
Sejam 77 = (Tf,TQj,Tg) : T — R3, j =1,2, dois campos vetoriais suaves consti-
tuindo uma base ortonormal do plano tangente a {2 em cada x € I', e denotemos
por v(x) um outro campo vetorial tangente, que serd a dire¢ao em que o controle ird
atuar. Denotamos por v a normal unitaria externa a €2, por % a derivada normal,
e por D(y) a parte simétrica do gradiente de y, ou seja D(y) = Vy + VyT. Assim,

consideraremos

Dado I'y um subconjunto aberto e nao-vazio de I', podemos considerar as seguintes

Di;(y)

condicoes de fronteira:

y-v =0 sobre I' x (0,7), (2.2)
y =0 sobre (I'\I'g) x (0,7, (2.3)
(2uDij(y)v; + Ayi — vyi)7f = 0 sobre Ty x (0,T),k = 1,2, (2.4)

com A >0ewv e L*Ty x (0,7)) uma fungao que desempenha o papel do controle.
Observacao 2.1.

1. Temos que v € uma fungao escalar e o controle que ela produz, vy, € orientado

na dire¢ao do campo vetorial tangente .

2. O controle age no sistema somente no subconjunto I'y da fronteira, e entra no

sistema como uma friccao tangencial.

3. A condi¢ao (2.2) garante que fr y - vdl' =0, que € necessdrio para haver uma

compatibilidade com (2.1)s.

Assumiremos para fixar as ideias que
y(z,0) =0 em €, (2.5)

embora todos os resultados sejam validos se a condi¢ao inicial for nao-nula.
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Sabe-se que para v suficientemente regular existe pelo menos uma solugao fraca
do problema (2.1) — (2.5)(veja, por exemplo, [26]). Mais precisamente, considere os

seguintes espacos de Hilbert, que sao muito utilizados no contexto de Navier-Stokes
Vi={p€e H(Q)? V-o=0emQ, p-v=0sobrel', ¢ =0sobre '\I'y} (2.6)

H ={peL*(Q)?* V-p=0emQ, ¢-v=_0sobre I'}. (2.7)

Multiplicando (2.1) por ¢, integrando formalmente por partes em €2 e usando as

condicoes de fronteira obtemos

(Yt, ) + 2u(Di;(y), Dij () + (y - Vy, 0) + Ay, ©)r, = (07, @)1y, Y € VA,

y(0) = 0.
(2.8)

Temos que o problema acima admite pelo menos uma solucao y € L*>(0,7; Hy) N
L*(0,T; V1) ( ver [26]).

Para podermos mostrar que o custo do controle pode ser limitado independente-
mente da nao-linearidade do sistema, introduzamos a seguinte familia de equacoes

de estado
ye +ay-Vy —pAy = —Vp em Q x (0,T),

V-y=0 em 2 x (0,7,

(2.9)

satisfazendo as condigoes (2.2) — (2.5) e a € R.

Sejam {e; }i>1 uma base de V; e o subespago
E = spanley, ..., ey].

Entao, introduzimos a aproximacao de Galerkin da formulacao variacional da equacao

de estado (2.9) com as condigoes de fronteira (2.2) — (2.5), isto é,

(ye, e) +21(Dyjy, Dije) + aly - Vy,e) + Xy, e)r, = (vy,€)r,, Ve € E,
y € C([0,T]; E); y(0) = 0.

(2.10)

A equagao (2.10) é na verdade um conjunto de N equagdes diferenciais ordindrias
nao-lineares.
Usando o teorema de Caratheddory (Teorema 1.14) e o fato que (e-Ve,e) =0, Ve €
E (na verdade isso vale para todo e € V] ) e procedendo, por exemplo, como em
[32] ou [39], garantimos a existéncia global no tempo de uma tunica solu¢ao para o

problema (2.10). Mais ainda, prova-se que para v suficientemente regular, a solu¢ao
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de (2.10), quando N — oo, converge para uma solugdo da forma variacional da
equagao do estado (2.9).

Olhando por um momento para a equagao (2.10), vemos que para obtermos
resultados de controlabilidade, é bastante natural impormos a seguinte condigao
sobre a base de E

dim span[y - €;];>1 = N sobre T'y. (2.11)

Em outras palavras, é natural assumir que
v-e€j, j=1,... N sao linearmente independentes sobre I'y. (2.12)

Tomando o operador L : Vi — L*(Ty) definido por L(p) = ¢ - v, temos clara-
mente que L é linear e que a dimensao da imagem de L é de dimensao infinita
em L?*(Ty) (pois v é uma diregdo fixa). Utilizando o teorema do trago (Teorema
1.6) ¢ o fato que H2(Iy) C L2(Ty) continuamente, concluimos que L ¢ continuo,
entdo podemos aplicar o Teorema 1.11 e encontrar uma base {e;};>1 de V; tal que
{ei - v}i>1 sdo linearmente independente em L*(T'y). Portanto, é sempre possivel

encontrar uma base {e;};>; de V; tal que para cada N vale (2.12).

Observacao 2.2.

1. Ao considerarmos ¢ - v na definicao do operador L, deixamos subtendido que

estamos restringindo ¢ a 'y no sentido do traco.

2. A andlise da controlabilidade de (2.10) quando a dimensdo do span|y - €;]i>1
¢ menor que N € um problema em aberto. Neste sentido, problemas 1 — D
(unidimensionais) sao sempre casos degenerados, pois a dimensao do span é

no mdaximo 2.

Como nosso principal objetivo neste capitulo é provar a controlabilidade exata
na fronteira para aproximacoes de Galerkin do sistema de Navier-Stokes e a in-
dependéncia do custo com relagao a nao-linearidade do sistema, iremos primeiro
formular o problema da controlabilidade exata na fronteira para aproximacoes de
Galerkin para o sistema de Navier-Stokes e definir o “custo” para alcancar tal con-

trolabilidade, para em seguida provar tais resultados.
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O problema da controlabilidade exata para o sistema (2.10) pode ser formulado
como: Dado yT € E, encontrar um controle tangencial v € L* (FO x (0, T)) tal que

a solugdo y(t;v) de (2.10) satisfaz:
y(T50) =y (2.13)

Quando isto ocorre dizemos que o sistema é exatamente controlavel.

Definamos o custo para alcancgar (2.13), ou seja, o custo da controlabilidade por

1
Clv) == / v?dldt. (2.14)
2 Jrox(0.1)

A controlabilidade exata na fronteira para aproximacoes de Galerkin do sistema de

Navier-Stokes (2.10) é dada pelo seguinte resultado:

Teorema 2.1. Seja {e;}i>1 uma base de Vi satisfazendo (2.12) . Entao o sistema

(2.10) € exatamente controldvel.

O seguinte teorema nos diz que o custo da controlabilidade é limitado indepen-

dentemente da presenga da nao-linearidade no sistema.

Teorema 2.2. Para todo a € R e qualquer p tal que 0 < p < pp < 0o podemos

alcangar (2.13) por um controle v = v(«, p) tal que
C(v(a, ) < constante independente de « e p, (2.15)

onde py € um numero real fizo.

Os dois ultimos teoremas enunciados serao provados simultaneamente na proxima

Secao.

2.2 Prova dos Teoremas 2.1 e 2.2

Provaremos os Teoremas 2.1 e 2.2 simultaneamente e, para efeitos didaticos,
dividiremos a prova em varias etapas.
FEtapa 1. Sistema Linearizado.

Considere uma funcao h tal que

he L*(0,T;E),
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e o seguinte problema linear:

(yt + ah - VZ/, 6) + 2N<Dzjya Dije) + )‘<y7 e)Fo = (U’ya e)Foa Ve € Ea

(2.16)
y(0) = 0.

Para cada v € L?(T'y x (0,T)), o problema acima possui exatamente uma tnica
solugdo y na classe C°([0,T]; F).

Para nossos propdsitos, precisamos mostrar que o sistema (2.16) é exatamente
controldvel, isto é, precisamos encontrar v € L?(Ty x (0,T)) tal que a solugao y(T; v)

de (2.16) satisfaga (2.13). Para isso, consideremos o seguinte lema:

Lema 2.1. Se fe F e
(y(T;v), f) =0, Vve L* (T x (0,7)) (2.17)

implicar

f

0,

entdo (2.16) é exatamente controldvel.

Prova: De fato, o conjunto S = {y(T;v); y é solugao de (2.16)} C E é tal que
S+ = {0} em E, e como S é subespaco vetorial de E e, uma vez que E é de dimensao
finita, teremos £ = S. [
Com a finalidade de provar (2.17), introduzimos ¢ como sendo solugao do seguinte
sistema adjunto:
(—pr — ah - Vo, e) + 2u(D;jp, Dije) + Mg, e)r, =0, Ve € E, (2.18)
p(T) = [

O problema acima tem uma unica solugao ¢ na classe C([0,T]; E).
Utilizando o Teorema de Gauss-Green (Teorema 1.16), o fato que h(t) - v =

O sobre I'e V- h(t) =0 em €, concluimos que
—(ah(t) - Vo(t),y(t) = (ah(t) - Vy(1), (1)), vt <[0,T]. (2.19)
Entao, tomando e = y(t) em (2.18) e integrando por partes em ¢, obtemos
T
—((T),y(T)) + / {(% ye + ah - Vy) + 2u(Die, Digy) + A, y)ro | dt = 0.
0

Usando (2.16) temos

23



(W(T), f) = /F L et (2.20)

Portanto, se (2.17) é satisfeita, entao

/ vy - dldt = 0, Yv € L*(Ty x (0,T)),
F0><(0,T)

o que implica

v - =0 sobre I'y x (0, 7). (2.21)
N
Como p(t) = Z ©i(t)e;, entao pela hipdtese (2.12) podemos concluir que ¢;(t) =
i=1
0 parai = 1,..., N e, portanto, ¢ = 0. Logo f = 0, o que implica que (2.17) é
verdade e, pelo lema 2.1, o problema (2.16) é exatamente controldvel.
Ftapa 2. Estimativas usando dualidade.

Devido ao resultado obtido na Etapa 1, podemos definir o funcional

1
M(h) = inf = / v?dldt, (2.22)
FQX(O,T)

vEU,q

onde U,y ¢ o conjunto dos controles admissiveis
Uga = {v € L*(Ty x (0,T)); y solugdo de (2.16) satisfazendo (2.13)}.
Vamos provar que
M (h) < constante independente de h,a € R e p € [0, pq]. (2.23)

Para isso usaremos argumentos de dualidade.

Consideremos o operador linear L : L?(Ty x (0,T)) — E definido por
Lv =y(T;v). (2.24)
Para mostrar que L é continuo precisamos do seguinte lema:

Lema 2.2. Ezistem constantes positivas ¢(E) e C(E) dependendo somente de E tal
que

c(E)||eH2 < |y - e|2dF < C(E)||€H2, Ve e E. (2.25)

To

1
Prova: Pela hipétese (2.12) temos que ( Jr, Iy e[?dl')? define uma norma sobre E
e, uma vez que E tem de dimensao finita, todas as normas em F sao equivalentes,

e o resultado segue. ]
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Proposicao 2.1. L é continuo.

Prova: Tomando e = y(t) em (2.16) e integrando em (0, t) podemos concluir que

1
SHEIP < ol o 17 - yll2mox o)

e usando o lema anterior, o resultado segue.
Introduzamos os funcionais,

Fy: L*(Ty x (0,7)) — RU {oo} dado por:

e Fy : E— RU{oo} definido por:

0, se f=y",
Fz(f) = ]
00, caso contrario.
Entao
M(h) = inf [Fi(v) + F3(Lv)].

vEL2(Ty x(0,T)))

Pelo teorema de dualidade de Fenchel e Rockfellar (Teorema 1.9) temos

—M(h) = inf [FY(L"f) + F3 (= )],

inf
ferE
onde L* é o adjunto de L. Usando (2.20) concluimos que

L*(f) =~ - ¢ sobre I'y x (0,T).

Pela definicao de fun¢ao conjungada

Fy(y) = sSup {W, U)LQ(Fox(o,T)) - Fl(u)}
weL2(Tox (0,T))
= swp (W u)rawexor) — 51Ul T mxor)

ueL2(Tox(0,T))

onde ¢ € L*(Ty x (0,T), e lembrando que

1 1
(,u) < |[lllull < SIIF + 5l

concluimos de (2.31) que

« 1 1
Fi0) = 3lolaraom = 5 | v
F0><(O,T)
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Usando novamente a definicao de funcao conjungada temos

Fy(=f)=—(f.y"). (2.33)
Assim, (2.29) nos da
1
—M(h) = inf —/ v - p)2dldt — f,yT} 2.34
W =intl3 [ epra (7.7 (254
Portanto, pelo Lema 2.2, segue que
. o(E) [T 2 T
—M(h) > inf | —+~ — : 2.
0= jut [ U [ lelPar = () 2.5

Tomando e = ¢(t) em (2.18), integrando de t a T" e usando (2.19) para ver que o

termo contendo h desaparece, obtemos

eI+ 20 [ 1D+ [ [ ptfara =3I @36

o

onde [[D(w(t)|* = Y (Dij(#). Dis(0))-

ij=1
Integrando a equagao acima em (0,7"), obtemos

1

5 |, el 2 [ ipteyiarea [ [ tietnParae= i, 23

Uma vez que E é de dimensio finita e (A||e|[2, + 2|[D(e)[]?)? define uma norma

em F, garantimos a existéncia de constantes positivas C'(\, i) e ¢(A, 1) tais que

(N, w)llell* < Allellf, + 2ul[D(e)]]* < C(\ p)le]|?, Ve € E. (2.38)
De (2.37) temos
T e (1 T
SR < (5+c0unT) [ llelFar (239
Em vista de (2.35) e da desigualdade acima, segue-se que
. ()T 2 T
—M(h) > inf — . 2.40
02 int | o s 1P = () (2.40)
Usando a desigualdade
1
(£y") <Ay I < all 1P+ Myt (2.41)

c(ET

W s concluimos que

com a =

1+2CN )T 719
M) < 2T e

(2.42)
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Portanto, se fixarmos 1 € R temos que para 0 < pu < pq, vale

1+ 20\ p)T ) 10
M(h) < 2.43
() < = I, (2.43
provando assim (2.23).

FEtapa 3. Sistema Nao-Linear.
Afirmacgao 2.1. U,y € convero, fechado e nao-vazio.

De fato, U,q é nao vazio pois mostramos na Etapa 1 que (2.16) é exatamente
controldvel. A convexidade segue da linearidade de (2.16). Resta-nos mostrar que
Usa ¢ fechado. Para isso tomemos e = y(t) em (2.16), obtendo

Ld

5 i WO + 2l DI + Alolft, = [ o7y

To

Integrando a tltima equacao em (0,¢) obtemos

1 t t
SO+ 22 [ 1D@IPde+ 3 [ ol e
0 0
t
:/ / vy - ydldt < [|v][ 2o 0.0 17 - Yl 2200 x (0.0))-
0 JTIg

Utilizando o Lema 2.2 e a estimativa (2.38), temos

1 t t 1
IO + < [ o) < Cllllayoay ([ IwIPas) ' @

que nos da

lyOI* < CllvlZzryx oy (C>0). (2.45)

Tomando t = T e usando a linearidade de (2.16), a desigualdade acima nos diz que
U,q é fechado.
Agora podemos usar o Teorema 1.10 e escolher para cada h dado em L?(0,T; E)

0 Unico v € Uy, tal que

1

- / v2dldt = M(h). (2.46)
2 Jrox(0,m)

Definimos deste modo uma aplicagao continua h — v de L*(0,T; F) em L*(Ty x
(0,7")). Se denotarmos por y = y(h) a soluc¢ao de (2.16) com o controle v, podemos

considerar a composta destas duas aplicacoes e definir uma aplicacao continua G :

L*(0,T;E) — L*0,T; E), que associa h a y(h).
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Integrando a desigualdade (2.45) em (0,7"), concluimos que

T 1 N
( / Hy(sws) < Cllolloe 01y, (2.47)

a qual, juntamente com (2.43) e (2.46), diz-nos que K = Im(G) é um conjunto
limitado de L*(0,T; F).

Utilizando a mesma notagao, restringiremos agora G a K.
Afirmacgao 2.2. G: K — K admite um ponto fixo.

Assumindo por um momento que a afirmacao acima é verdadeira concluimos a
prova dos Teoremas 2.1 e 2.2, pois se h é um ponto fixo, entao em vista de (2.16) e da
Afirmacao 2.1, o Teorema 2.1 vale. Além disso, para qualquer h, temos a estimativa
uniforme (2.23), assim o controle v satisfaz as condigoes do Teorema 2.2.

Portanto resta-nos provar a afirmagao acima.

Podemos, se necessario, tomar o fecho e a envoltoria convexa de K, que ainda
sim teremos conjuntos limitados, portanto ja podemos tomar K fechado e convexo.

De acordo com o Teorema de Schauder (Teorema 1.12) é suficiente mostrar que
G(K) é relativamente compacto em K. Para isso, utilizaremos o teorema de Com-
pacidade de Aubin-Lions (Teorema 1.13).

Primeiro mostraremos que

y, permanece em um conjunto limitado de L*(0,T; E) quando h varia em K.
(2.48)

Para provar a afirmagao acima, observamos primeiro que, de (2.16), vale o seguinte:

()l < @I Vyllllel] + 2ul| Dy (y (@) Dig(e)]|

Ay @)llrollellry + o z2wa) |17 - ell 2o,
o que implica
(e, )l < ROy + N+ @Iy + o) 2o el Ve € B,

uma vez que F é de dimensao finita, todas as suas normas sao equivalentes. Dessa

forma

lye @I < CLIRONyOI + A+ wlly@OI + (B 20|
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Por (2.43), (2.45) e (2.46) temos que y ¢ limitado em L*°(0,7; E) uniformemente.
Portanto a desigualdade acima nés da (2.48). Entao temos que G(K) ¢ limitado em
W = {v;v e L*0,T; E), % € L*(0,T; E)}, e podemos utilizar o Teorema 1.13, com
By=B =By =F e py=p; =2, para concluir que G(K) é relativamente com-

pacto em K C L*(0,T; E), provando assim a afirmagao e que, consequentemente,

os Teoremas 2.1 ¢ 2.2 valem. m

Observacao 2.3. Como vimos acima a condi¢do (2.12) desempenha um papel cru-
ctal na demostracao dos Teoremas 2.1 e 2.2. E evidente que este tipo de condicao
nunca € satisfeito por problemas unidimensionais, pois a dimensao do span € no
mdximo 2. Entretanto, nos nao podemos excluir, a priori, a controlabilidade de
aproximacoes de Galerkin quando este tipo de condicdo ndo € satisfeita, por isso
na proxima se¢ao estudaremos a controlabilidade de aproximacoes de Galerkin da

equacao Burgers e provaremos um resultado de controlabilidade local.

Observacgao 2.4. Quando no sistema de Nawvier-Stokes o controle é considerado

distribuido em um pequeno subconjunto w C 2, isto €,

)
vy +vy-Vy—puAy=-Vp+vl, em Qx(0,7),
V-y=0 em 2 x(0,7T),
Y 0.7) (2.49)
y=20 em I'x (0,7),
| y(2.0) = () em Q.

pode-se obter, utilizando os mesmos argumentos deste capitulo, a controlabilidade
exata para as aproximagoes de Galerkin para o sistema (2.49). Neste caso a hipdtese

natural sobre a base {e1,...,ex} de E é que
€1lws -+, eN|w s@o linearmente independentes.

FEste resultado de controle interno foi obtido por Lions-Zuazua em [27].
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2.3 Equacao de Burgers

Consideramos a equagao de Burgers 1 — D no intervalo 2 = (0, 1), com controle

agindo no extremo xr = 1;

Yt — Yo T yYz =0 em (0,1) x (0,7,
y(0,) = 0; y.(1,t) = v(t) sobre (0,7), (2.50)
y(ﬂf, O) = O? (07 1)

Consideremos o espago de Hilbert V, = {u € H*(0,1); u(0) = 0} e {e;};>1uma base
de V5. Seja E = spanley, . .., en| 0 subspago de dimensao finita de V5 e introduzimos

a aproximagao de Galerkin para (2.50):

(41:€) + (U €2) + (9 ©) = v()e(1), Ve € B, (2.51)
0.

y € C([0,T}; E); y(0) =

Para cada v € L?(0,T) o problema acima tem somente uma solugao.
Analisaremos a controlabilidade exata de (2.51), isto é, dado y* € E procuramos

v e L*0,T) tal que a solugao de (2.51) satisfaz
y(T) =y". (2.52)

Claramente isto é uma situacao completamente degenerada, uma vez que qual-
quer que seja o espago F, o subespago gerado por {e(1)}ecp tém dimensao 1. Assim
o analogo de (2.11) nunca é satisfeito.

Olhando para (2.51) vé-se que temos de N(= dim E) equagoes e dispomos
somente de um controle v € L*(0,T) para todas elas. Isto estd em contraste com
a situacao encontrada na secao anterior, onde tinhamos N equacoes e também N
controles.

Para analisar a controlabilidade de (2.51), consideramos o caso particular em
que

E = spcm[sin(%), . ,Sin(w)]. (2.53)

(2j+1)mx
2

Observamos que neste caso e; = sin( ) sao as autovetores do Laplaciano
com condigoes de fronteira u(0) = u,(1) = 0.
Para obtermos resultados de controlabilidade para (2.51) iremos utilizar o Teo-

rema A.1. Por isso analisaremos a linearizagao de (2.51) em torno de y = 0, isto
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(Y, €) + (Yo, €2) = v(t)e(1), Ve € E

(2.54)
y € C([0,T]; B); y(0) =0.

Notemos que (2.54) é a aproximagao de Galerkin do seguinte sistema associado a

equagao do calor:

Yt — Yz =0 em (0,1) x (0,7
y(0,t) = 0; y.(1,¢) =v(t) sobre (0,T) (2.55)
y(z,0) =0, em (0,1).

O seguinte teorema vale:

Teorema 2.3. A aproximacao de Galerkin (2.54), com E como em (2.53), € ezxata-

mente controlavel.

Prova: Assim como na Etapa 1 da secao anterior, precisamos apenas considerar

f € E e mostrar que se
(y(T;v), f) =0, Yve L*(0,T), (2.56)

entao f = 0.

Analogamente & secao anterior, consideremos o sistema adjunto

_((phe) + (@x,ex) - O, Ve cF
p e C(0, T E), o(T)=f€E.

(2.57)

Tomando e = y(t) em (2.57), onde y(t) ¢ a unica solugao de (2.54) e, em seguida,

integrando por partes, segue que
T
WD) H = [ e (2.58)
0
Supondo (2.56), obtemos
T
/ v(t)p(1)dt =0, Yv € L*(0,T) (2.59)
0

e segue que ¢(1,t) = 0.

Escrevendo

N
f=2 e,
j=1
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a solugao ¢ de (2.57) pode ser computada explicitamente :

N
o(t) =D age” (T,
j=1

Entao
T 2 T N : 27+14\2 2 T—t 2
/ (1, 8)|2dt = / D aj(—1ye N g = o, (2.60)
Usando o fato que as fungoes
{eﬂz(T4t) . ’6*(2N+1)27r2 L:t) }
sao linearmente independentes em L?(0,7'), concluimos que a; =0, Vj =1,..., N
e portanto ¢ = 0. Dessa forma podemos concluir que f = 0. ]

Observagao 2.5. Note que, embora o andlogo da condigdo (2.11) nao € verificada,

o sistema (2.54) € exatamente controldvel.

Combinando a controlabilidade exata do sistema linear (2.54) e o Teorema A.1,

temos o seguinte resultado de controlabilidade local para (2.51).

Teorema 2.4. Seja E como em (2.51). Entao o sistema (2.51) € localmente con-
troldvel no sequinte sentido: Para todo T > 0 eziste € > 0 tal que para todo y* € E

com ||yT|| < € existe v € L*(0,T) tal que a solugao de (2.51) satisfaz (2.52).

Prova: Consideremos o seguinte espaco de Banach
G = {(y,v) € C([0,T]; B) x L*(0,T); ya(1,t) = v(t),y(0,) = 0 ¢ y(0) = 0},

temos que é G ¢ fechado em C([0,T]; E) x L*(0,T) e portanto, G é um espago de
Banach.

Definindo A : G — L?(0,T; E) x E por

A(y> U) = (yt = Yz + YYz, y(T>):

entao

A(0,0) = (0,0).

Pela definicao de A vé-se que todos os termos, exceto yy., sao lineares e continuos.

Entretanto a aplicacao
((y,0), (5,9))~ Y
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é bilinear e continua de G em L?(0,T; E). Segue-se que A € CY(G; L*(0,T; F) X E)
e

A(0,0)(y,v) = (Y — Yo ¥(T)), V(y,v) € L*(0,T; E) x E.

Provemos agora que A'(0,0) : G — L?*(0,T; E) x E é sobrejetiva.

Consideremos f € L?(0,T;FE) e y' € E. Precisamos encontrar (y,v) tal que
A'(0,0)(y,v) = (f,y"). Notemos que isto é equivalente a encontrar um controle
v € L*0,T) tal que a solugao para a aproximacao de Galerkin para o seguinte

sistema associado a equagcao do calor

Yt — Yz = f €m (07 1) X (0, T),
y(0,t) =0; y.(1,¢t) = v(t) sobre (0,7, (2.61)
y(x,0) =0, em (0,1),

satisfaz (2.52).
Reescrevamos a solucao de (2.61) como sendo y = z+w, onde z e w sado solugdes

dos sistemas

2t — 2z = f em (0,1) x (0,7),
2(0,t) = z,(1,t) = 0 sobre (0,7, (2.62)
2(z,0) =0, em (0,1)

e
Wy — Wy =0 em (0,1) x (0,7),
w(0,t) = y,(1,¢) = v(t) sobre (0,T), (2.63)
w(xz,0) =0, em (0,1),

respectivamente.

Pelo Teorema 2.3, temos que a solugao w para a aproximacao de Galerkin (2.63)
com controle v € L?(0,T) satisfaz w(T) = y* — z(T), o que implica (2.52). Portanto
A'(0,0) : G — L*(0,T; FE) x E é sobrejetiva.

Aplicando o teorema A.1 o resultado segue. ]
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Capitulo 3

Controlabilidade local exata para
trajetorias do sistema de

Navier-Stokes

Neste capitulo estudaremos a controlabilidade local exata para trajetérias das
equagoes de Navier-Stokes com controle interno distribuido em conjuntos pequenos.
Primeiramente demonstraremos uma desiguadade do tipo Calerman para o sistema
de Navier-Stokes linearizado, a qual nos permitira concluir a controlabilidade nula
em qualquer tempo T > 0. Utilizando um teorema de funcao inversa e uma hipotese
adicional de regularidade sobre as trajetorias, provaremos um resultado local con-
cernente a controlabilidade exata para as trajetorias do sistema de Navier-Stokes.
Os resultados deste capitulo foram obtidos por E. Ferndandez-Cara, S. Guerrero, O.

Yu. Imanuvilov e J. P. Puel em [12].

3.1 Formulacao do problema e resultados princi-
pais

Seja Q@ C RY, (N = 2 ou 3) aberto, limitado, conexo e com fronteira regular.
Seja w C  um subconjunto aberto, nao-vazio e T" > 0. Neste capitulo usaremos

Q=Qx(0,T),2=00x(0,T).
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Consideremos o sistema de Navier-Stokes:

(

Yy +y-Vy—Ay+Vp=vl, em Q,
V-y=0 em @,
Y ? (3.1)
y=20 sobre Y,
y(0) =¢° em Q.

\
Aqui v é a funcao controle que age sobre w.
Assim como no capitulo anterior, introduzimos os seguintes espagos usuais no

contexto de Navier-Stokes:
V={poecHQDY; V-po=0em Q} (3.2)

H={pc L*(Q)"; V-9 =0em Q, ¢-v =0 sobre 90} (3.3)

Vamos agora estabelecer o conceito de controlabilidade exata para as trajetorias

para o sistema de Navier-Stokes.

Definigao 3.1. Uma trajetoria para (3.1) é uma solu¢do y do sistema:

(

U +7-Vy—Ay+Vp=0 em Q,
V.-y=0 em @,
Y ¢ (3.4)
y=20 sobre 3,
7(0) =7° em (.

\

Dada uma trajetéria 7, o problema da controlabilidade exata para as trajetérias
do sistema de Navier-Stokes é, basicamente, encontrar um controle v tal que pelo

menos uma solucao de (3.1) satisfaga
y(T) =y(T) em Q.

E interessante ver que, mesmo se nao pudermos alcancar todo elemento do espago
estado, a meta aqui é alcangar (em um tempo finito 7') qualquer ponto sobre qualquer
trajetéria do mesmo operador.

Até o presente momento nao se conhece qualquer resultado global relativo a
controlabilidade exata para as trajetérias de (3.1).

Neste capitulo provaremos um resultado de controlabilidade local exata para as

trajetorias do sistema de Navier-Stokes. Antes, pérem, como foi dito anteriormente,
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iremos supor algumas hipdteses adicionais de regularidade sobre as trajetorias. Con-

sideremos

a>g se N =3,

g€ LQ), 5, € L*(0,T; L7(2))", onde (3.5)

oc>1 se N =2.

O resultado de controlabilidade (local) para as trajetérias é dado pelo

Teorema 3.1. Suponhamos (3.5), entdo existe 6 > 0 tal que, para qualquer y° €
LPN2( Q)N N H satisfazendo ||y° —§°||pav—2v <0, existe um controle v € L*(w X

(0, 7))V e uma solugao associada (y,p) para (3.1) tal que
y(T) =y(T) em Q.

Nossa estratégia para demonstrar o teorema acima ¢é, basicamente, provar, uti-
lizando uma desigualdade tipo Calerman, um resultado de controlabilidade para o
sistema de Navier-Stokes linearizado em torno de 7 e, em seguida, utilizar o Teorema

Al

Consideremos o seguinte sistema linearizado (com controle):

(
Yy —Ay+y-Vy+y-Vy+Vp=f+oul, em Q,
V.y=0 em @,
Y ? (3.6)
y=0 sobre I,
L y(0) = ¢° em ).
Introduzamos o sistema adjunto associado a (3.6):
(
—pr =Dy —Ap+Vr =g em Q,
V.op=0 em (),
v ? (3.7)
=0 sobre 3,
P(T) = " em (),

onde Dy = Vi + V.

Observagao 3.1. Sejam ¢ € H e g € L*(Q)Y dados e seja (o, ) a solucio tinica
correspondente para (3.7). Sabemos que ¢ € L*(0,T;V) N C°([0,T]; H) (ver Lema
A.1). Agora, seja v € CH([0,T]) verificando v(T) = 0. Entdo (p,7) := (yp,y7)

resolve o sistema:
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4

—¢t = Doy — A+ VT =vg—7'¢ em Q,
V-p=0 em @,
4 ? (3.8)
o=0 sobre X,
o(T)=0 em S

\

Entao, utilizando o Lema A.1, concluimos que
n(t) € H'(Q), ¢(t) € H* QN e ¢r € LX(Q)Y,
para quase todo t € (0,T).

Por ser a principal ferramenta utilizada na demonstracao do Teorema 3.1, na

proxima secao provaremos a seguinte desigualdade de Calerman:

Teorema 3.2. Supondo que (3.5) vale. FEntdo existem trés constantes positivas
3, ;\, C, dependendo somente de Q e w tal que, para todo ©° € H e g € L*(Q)Y, a

solugdo correspondente para (3.7) verifica:

s34 // e~ 2| Pdwdt + sA\? // e B¢V | drdt
Q Q

+s7! // e 2 (| + | Ap|?)dadt
Q

< O(1+T2) (SlQS)\m // 6—4sd+25a*€*§|g|2dl,dt
Q

+816)\40 // ( )6_88d+68a*€*16|90|2d$dt), (39)
wx (0,7

< — — A =12 ~ ~
para todo A > N1+ ||7]|e + ||yt||ig(0,T;La(Q)N) + M) e s > 3(T*+T%) e fungdes
(pesos) positivas «, &, &, a*, £ apropriadamente definidas ( ver (3.10)).

Esta desigualdade de Calerman nos permitira deduzir um resultado de contro-
labilidade nula para o sistema (3.6) com o lado direito satisfazendo propriedades

adequadas de decrescimento perto de t =T

3.2 Desigualdade de Calerman

Nesta se¢ao iremos deduzir a desigualdade de Calerman (Teorema 3.2). Para este
fim, primeiro definimos algumas fungoes pesos que serao essenciais na sequéncia. A

funcdo peso bésica serd a fungdo n° € C%(Q) verificando:
"’ >0¢eQ, n°=0sobred, |Vn°’|>0¢cQ\wi,
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onde w; CC w é um aberto nao-vazio. A existéncia de tal funcao n° é garantida
pelo Lema A.4 (ver Apéndice).
Para nimeros reais positivos s e A, introduzamos:

5 0
edAmlln?lloo _ o A(ml110loo+1° (2))

Oé(xv t) = t4(T—t)4 ’
(m]1n° oo +n° (2))
§<$,t) = (a)\tf(T—ftJ)rZa
R _ exmlnllos _ oA(mA1)[n°]lo
a(t) = I;lelga(x,t) = AT — 1) :
eaxmlnllee _ AmlIn°| (3.10)
*(t) = t) =
a*(t) r;lgga(w, )= Y ,
Ao Al oo
“(t) = t) =~ £ iné(z,t) = ———r,
£(1) rilggf(w, ) = AT 1) £(t) = rxnelgf(m ) AT — 1y

é(t) == 3)\678&5*, e(t) = 3?672301+Sa 5*7’
onde m > 4 é um real fixo.

Observagao 3.2. O fato de ser m > 4 € para que todas as fungoes peso definidas

acima sejam positivas.

Fungoes peso como «, &, a* foram introduzidas em [16] para se obter estimativas
de Calerman para o sistema de Stokes adjunto.

Daqui em diante fixaremos a seguinte notagao:

I(s,\, @) = s3\* / / e 2| Pdadt + sA\? / / e B¢V | drdt
Q Q
457 // e (Joe]? + | Agp|?) dazdt. (3.11)
Q

Etapa 1. Estimativa de Calerman para a equacdo do calor
Aplicando o Lema A.3 para cada componente ¢; de ¢ solugao de (3.7) e notando

que cada componente satisfaz uma equagao do calor, cujo lado direito pertencente
a L*(Q) é dado por
G; = g; + (Dyy); — O,

garantimos a existéncia de uma constante C1(Q2,w) = C; e dois nimeros \o(Q2,w) =

Ao > 1 e so(Q,w) = sg > 0 tais que

I(s,\ ) < C’1< // e~ 2563 || Pdadt
w1><(0T
# [[ 2o + IDoutt + Va2t ), (312
Q
para todo s > so(T7 + T%) e todo A > Ag.
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Agora iremos eliminar o termo envolvendo Dy no lado direito de (3.12).
Escolhendo s1 > C' e A\ > v2C' temos que

1 1
5)\2 > C|[yll% e s€ > o5 > 1,

pois podemos fazer €71 < C'T®. Portanto, segue que

_ _ _ 1
CiIDeyl” < ClFILIVel < Cs|FlEEIVel® < 5 €IVl
para algum C' = C(Q,w) >0, s > s1(Q,w)T® e A > A\ (Q,w).

Combinando a desigualdade acima, e o termo com Dy no lado direito de (3.12),

deduzimos facilmente de (3.12) que

I(s, ) 0) < 02<33A4// 6_256‘§3|g0|2dxdt—|—// 6_250‘(|g|2+|V7r|2)dxdt>,
le(O,T) Q

(3.13)
para alguma constante Cy = C5(2,w) e todo s > so(T7 +T8) e A > \a(Q, w)(1 +

|1711%)-
Etapa 2. Estimativa da pressao

Nesta etapa limitaremos a integral de |V7|? no lado direito de (3.13) em termos
de uma integral local de |7|?, um termo relativo ao trago de 7 e outros dois termos
globais envolvendo |g|* e [V¢|? e, com um argumento similar ao da etapa anterior,
eliminaremos o termo em |V|?.

Apliquemos o operador divergéncia a equagao (3.7) para obtermos
Ar(t) =V - (Dgy +g)(t) em Q, (3.14)

para quase todo t € (0,7).
Observemos que o lado direito de (3.14) pertence a H'(2). Sendo 7(t) € H'(Q),
podemos aplicar o Teorema A.2 para garantir existéncia de C1(Q,w) > 0 e dois

nimeros A > 1 e 7 > 1 tais que
— 1 - _ -

+ / (|V7T|2+72)\2772|7T|2)(t)62Tndl‘), q. s. em (0,7)
(3.15)

para todo A > X e 7 > 7, onde 1 é dada por
n(z) = @ e e Q.
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Podemos eliminar a integral local de |Vr|* aparecendo em (3.15) ao prego de
integrar ]7T|2 em um conjunto aberto wy satisfazendo wy; CC wy CC w. Para este fim,

considere uma fungao ¢ € C2(w,) tal que

(=lemw;, 0<(¢< 1.

Assim
/ XV (t) | dx S/ e’V - Vrdz.

Integrando por partes temos
/ TNV (t)2dr < / Ce*™"Vr - Vrdz
- __/ V(¢e?™) - V(r(0)) de = (AT (1), (1) 11 )11y )

=5 | MO — (279 (D4 6)(0. () sy
(3.16)

uma vez que 7 satisfaz (3.14).

Observagao 3.3. A priori sé sabemos que w(t) € H'(Q). Portanto a fungdo ¢
¢ essencial para obtermos o resutado acima, pois mos permitiv usar a dualidade

(H7Y(Q), H} () e integrar por partes.

Uma vez que as funcoes 1y e ¢ sdo de classe C? e estdo fixas, podemos encontrar

uma constante C($,w) > 0 tal que
A(e*0)] < 2C,m* N2 n%e®™ em ws,
| y

para todo A > \g(Q,w). Entdo o primeiro termo do lado direito de (3.16) tem a

seguinte estimativa:

/ A(GQTHC)W(t)2d$§627‘2)\2/ n*e* M (t) da. (3.17)

w2
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Agora, integrando por partes o segundo termo do lado direito de (3.16) obtemos

_ <627nv (Dyy + g)(t), Cﬂ(t»H—l(wz)vHé(‘”?)
N

— [ (S Duem, + 0 (- (@00 + 7 (0) d

2 ij=1 ! !

= / (Doy + g) - V(™) (t)dw + / e*™¢(Dy + g) - Vr(t)dx

w2

<G, / ™\ | Dy + gl |7 (8)] da + / PTC Dy + g| [V (t)| de
w2 w2
_ 1
<y / emg(wn? w(0) + [ Dep + g )d
w2

e (|V7T(1f)|2 +[Dgy + gI*)dx

w2

< T / I w(0)[* + 1Dyl + |9l o)
ws
+y /w (TR (3.18)
para uma constante C4(Q,w) > 0 uma vez que
[V(e™C)| < C(Q,w)TnAe®™ em ws, para A > A (Q,w).

De (3.16), (3.17) e (3.18) concluimos que

/ MV (t)|? de < Cs ()\272/

w2

e | (t )I2dx+/ e*(| Dyl + |gI*) (t)dx)

w2

para A > A\(, w) que, juntamente com (3.15), podemos deduzir que:
[emmnfar < Tolr [ emapapt + lof) s
Q Q

+ T2 ()2 agp + TN [ €T (1) da),
(092)

w2
para)\ZXQeTzF.
Para conectarmos a iltima estimativa com (3.13), tomamos

a— U

$4(T — 1)t

T =

multiplicamos por
>/ am||n°|

eXp{—ZSw}: 65

e integramos em (0, 7). Assim, observando que

e?Mef = exp2, T = 8¢,

1 121 _ *
T2 = 5252, eBe2T = —2s5a

)
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obtemos

/ / e~ |V dedt < C / / e~2o¢ |g|* dedt + s / / e~22¢ | Dyy|” dadt
Q

+ 31// e 2w () 512 oy
0

+ 2N / / e g2 |n)? dadt), (3.19)
w2 % (0,T)
para A > Ay e 5 > soT°%.

Observagao 3.4. Veja que 7 definido acima serd maior que T se tomarmos s >
(7/2%)T®.
FEtapa 3. Estimativa do trago de

Seguindo [20], usaremos estimativas cldssicas para o sistema de Stokes para obter
uma estimativa do terceiro termo do lado direito de (3.19) por integrais globais
envolvendo |g|*, |¢|* e [Vi|, com poténcias adequadas de s e A. Combinando esta
estimativa e as desigualdades (3.13) e (3.19) iremos entao absorver as intergrais de
Il e |Vl com I(s,\, ).

Considere as seguintes fungoes:
90* — 51/46_8a* (61/4)90’ ot = Sl/4e—sa* (51/4)71_7

que, gragas a equagao (3.7), resolvem o seguinte sistema:

( —f —Ap*+Vr* =g em Q,
V.p*=0 em (),
©*=0 sobre X,
o (T)=0 em (2,

com
g* _ 81/467504* (él/4>g + 51/467504* (51/4)D§0y . 51/4(67504* (51/4))7%0

Usando o Lema A.1 dado no apéndice, concluimos, em particular, que,

// (|7*] + |Vr|?)dzdt < Cs // g*|? dadt.
Q Q

Pela a continuidade do operador traco segue que

T
/o 17" (O 2 oy - < 09(51/2//626‘2“‘*@)”2 gl dadt

Lo / /Q ¢ 2 ()2 |V dadt

+ 52 / / ](e—%a*(é)”‘*)t‘?|¢|2dxdt). (3.20)
Q
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De acordo com as definicdes das funcoes a* e & (ver (3.10)), podemos estimar as

duas primeiras integrais do lado direito em (3.20) por

// e g dadt + s |11, // 208 |Vpf? dudt,

Agora iremos obter uma estimativa para a ultima integral em (3.20). Notemos

para s > 5,1°.

que
(725 (€)1 14), = e (=50} (€4 + 1 (E)7(E))

Observando que
T L
M ST ) AT -0t

temos que existe C1o(Q,w) > 0 tal que

—say€t < CosTEY2.

Podemos ver também que o
- CcnT
< "
= HT —1)

para algum C';(2,w) > 0. Dessa forma

3

iét(é)w < CT (€)Y,

para algum C12(9,w) > 0.

Portanto, usando as estimativas acima, concluimos que:

(6—2504* (5)1/4% < 6136—501* (STg3/2 + T(é)l/Q) < 014(6_2SQ*ST§A3/2),

para uma constante C13(Q,w) > 0 e s > 5,T%. Com isto podemos estimar a tltima

integral em (3.20). Portanto

T
|17 st < Cuas?2? [ [ oo duatr
0 Q

Usando (3.19) e o fato que ||7* (t)HiIl/Q(aQ) = §1/2¢=2s0" (£1/2) H7r(t)]|§{1/2(89), obtemos:

// e~ V| dedt < Cu(s // e3¢ |g|* dadt + s |7, // e~25%¢ |V op|? dadt
Q Q
+ 5/2T2 // 25&53 |§0‘ drdt

+ s7\? // on e g2 |n)” dadt), (3.21)
w2 X (U,
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para A > A\ e § > 557°%.

Apliquemos esta estimativa em (3.13) para obtermos:

Is.h9) < Gx | / e 20 of dud
w1 X OT)

+ s°A\? / / e~ 222 | r | dadt + s / / e~ g|P dadt  (3.22)
UJ2>< OT

+ sl // 2 [Vl dudt + 5T // ¢ 263 | o[? dudt,

para A > A3(1+ ||yl ) e s > s3(T7 + T%).
Como mencionado anteriormente, podemos absorver os dois tltimos termos em

(3.22) apenas tomando s > s,7* e A > )\, ||[7] ., de tal modo que

C3s°?T? < =6 e Oy 7 —)\2

°°_2

[\DI»—

Dessa forma temos a seguinte desigualdade:

Hsig) < CN [[ et of? dud
w1 X O,T

+ 5%\ / / e~ 222 | |? dadt
w2>< OT
+ / / e~ ¢ g dudt), (3.23)

para A > As(1+ ||yll) e s > s5(T* + T%).

O resto da prova é destinado a eliminar o termo local da pressao aparecendo do
lado direito de (3.23). Duas difilculdades aparecem: obter uma estimativa local da
pressao em funcao de um termo local do campo de velocidade nao é uma tarefa facil
no sistema tipo Stokes (3.7), e o fato que a func@o peso multiplicando a pressao
depende de x complica muito a tarefa.

Nossa estratégia sera a seguinte: primeiro substituimos a funcao peso na integral
local da pressao por outra que nao depende de x, mas apenas de t. Isto permitira
reduzir nosso problema a uma estimativa de uma intergral de |V7|* ao invés de |r|*.
Entao, usando a equagao verificada por (p,m) (ver (3.7)), a meta serd estimar duas
integrais locais envolvendo |Ag|® e |¢|*.

As definicoes de @, £ e 0 (ver (3.10)) nos déo:

SN2 / / e 20 |7 dadt < / / 0 P dat.
wax (0,T) w2 x(0,T)
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Podemos assumir, em virtude de uma formulacao fraca para o sistema de Navier-

Stokes, que a pressao m tem medida zero em ws, isto é

para cada t € (0,7).
Assim, usando a desigualdade de Poincaré-Wirtinger (Teorema 1.4), existe Cy >

0 tal que
/ () dz < 05/ Vr(t)[? da,

donde temos que

// 102 |7|* dedt < Cs // 102 |Vr|? dadt.

w2 X (O,T) w2 X (O,T)

Entao, de (3.7), segue que

SW// e~ dedt < 06(// 102 |g|? dedt
w2 % (0,T") w2 % (0,T")
+ // 1012 |04 |? dadt
sz(O,T)
ol [ el dede
UJQX(O,T)

+ // 101 | Al dudt), (3.24)
WQX(O,T)

Etapa 4. Estimativa da integral local envolvendo ]Agp|2
Nesta etapa iremos limitar o tltimo termo no lado direito de (3.24) . Primeiro

introduzimos dois conjuntos abertos ws e wy de forma que
Wy CC w3 CCwy CCw,

e uma fungao p € D(wy), com p =1 em w;.

Em seguida definamos
w(z,t) = 0(t)p(z)Ap(z, T —t) em RN x (0, 7).

Notemos que u € zero fora de wy.

A meta desta etapa é estimar a seguinte integral:

// |u|? dadt.
sz(O,T)
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Primeiro vejamos que u satisfaz uma equacao do calor. De fato, aplicando o operador

de Laplace em (3.7), e tendo em mente (3.14), vemos que
(Ap(T' = 1) = A(Ap(T' — 1)) = f em Q, (3.25)
onde
f=ADey)T 1) + Ag(T —t) = V(V - (Dpy)(T' = 1)) = V(V - g(T — 1)).
De (3.25) deduzimos que

u—Au=F em RY x (0,7),
(3.26)
uw(0)=0 em RV,

onde
F=0pf+0pAp(T —t) —20Vp - VAQ(T —t) — 0ApA@(T — t).
Observacao 3.5.
1. O sistema (3.26) possui um tinica solugio u € L*(RN x (0,T))N (ver [35]).

2. Sabemos a priori que u € L* (RN x (0,T))N ( veja observagdao 3.1), e € facil
ver que F € L*(0,T; H2(RN)N). Entdo, da equagio (5.26), temos que u; €

L0, T; H2(RM)N) e, portanto, seque que o cdlculo de uw emt = 0 faz sentido.

3. Podemos definir (0) = (T) = 0 e obter que § € C[0,T]. Logo ¢ natural que
u(0) = 0.

Agora, reescreveremos F' em um modo mais apropriado, isto é, como a soma de
duas funcoes: a primeira, juntamos todos os termos onde encontramos derivadas
parciais de segunda ordem de g, Dy e ¢; na segunda, incluimos todos os outros
termos. Notamos que esta segunda fungdo tem suporte contido em wy\w3 (pois
derivadas de p aparecem em todas elas). Precisamente, colocamos F' = F; + Fj,

com

Fy = 0A(p(Deg)(T = 1) + 0A(pg(T — 1)) = OV (V - (p(Dey)(T — 1))
—OV(V - (pg(T = 1)) + 6 Mpp(T — 1))
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Fy = =20Vp-V(Dgy)(T —t) — 0Ap(Dey)(T — t) = 20V p - Vg(T — 1)
—0Apg(T — 1) + 0V (Vp - (Dy)(T — 1)) + 6V p(V - (Dgy)(T — 1))
+0V(Vp - g(T — 1)) +0Vp(V - g(T — 1)) — 20'Vp - V(T — t)
—0'App(T —t) — 20V p - VAQ(T — t) — 0ApAp(T —t).
Notamos que F, F; € L*(0,T; H2(RN)V), enquanto Fy € L?(0,T; H *(RM)N). Se
pudermos encontrar duas fungoes u' e u? em L*(RY x (0,7))" satisfazendo
ul — Aut = F; em RN x (0,7),
A (3.27)
u'(0) =0 em RV,

para i = 1,2, entdao terfamos v = u' 4+ u? e seria suficiente estimar as integrais

// ‘u’!z dxdt.
wa x(0,T)

Portanto, nas proximas duas etapas nos concentraremos em encontrar tais fungoes

ul € Uz.

FEtapa 4.1. Definicdo e estimativa de u'
Dizemos que u! € L2(RY x (0,T))" é solugao por transposi¢ao do problema 3.27

(para i = 1) quando para cada h € L*(RY x (0,7))" tem-se

// u' - hdwdt = // (0p(g + DY) (T —t)) - Azdxdt
RN x(0,T) RN x(0,T)

- / /R g, PP =)V (V)

- // Opg(T —t) - V(V - 2)dxdt
RN x(0,T

)
+ // Opp(T —t) - Azdzdt, (3.28)
RN x(0,T)

onde z ¢é solucao de

—2z—Az=h em RN x (0,7), (3.29)
2(T)=0 em RV, |

Para todo h € L*(RY x (0,T))", o problema (3.29) possui exatamente uma
solugao z € L2(0,T; H*(RM)N), que depende continuamente de h. Entdo u! estd

bem definida e

Hul HLQ(RNX(O,T))N < ||F1 ”LQ(O,T;H*Q(RN)N) ) (330>
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para uma constante positiva C;. Além disso, mostra-se que u* € C°([0, T]; H2(RN)N)
e que u' resolve (3.27) para i = 1 em um sentido fraco (ver [31] e [33]).

Deduzimos de (3.30) que

2 A ~
// ’ul‘ dedt < 02(// \Hpg\zdacdt
RN % (0,T) RN x(0,T)

—I—// 0pDyy|*dadt + // 10/ pp|*dadt),
RN x(0,T) RN x(0,T)

para uma constante positiva Cs. Aqui nds usamos o fato que
O(T —t) = 0(t), Vte (0,T).

Gracas a propriedade de p, finalmente obtemos

// ‘ul‘Qdﬂlt < // |u1|2d:vdt
w2 % (0,T) RN x(0,T)
< (2*3(// |c§g[2dxdt+// |0/ | dadt
w4 x(0,T) w4 x(0,T)

/ / 0Dy [*dzdt), (3.31)
wa X (0,T)

com Cy(w) > 0.
FEtapa 4.2. Definicdo e estimativa de u?

Agora trataremos do problema de Cauchy 3.27 (para ¢ = 2), com lado direito
em L2(0,T; H-Y(RM)N). Sabemos que existe uma tnica u? € L?(0,T; HY(RV)Y)
satisfazendo (3.27) (Ver [33]). E relembremos que F(t) tem suporte em w4 \w;3 para
quase todo t € (0,T) e que wy é disjunto de w,\w3. Este fato serd muito importante
na sequéncia.

Primeiro escreveremos u? em termos da solugdo fundamental G = G(z,t) da

equacao do calor. Para isso, notemos que F, pode ser escrita na forma
Fy = Fo5 + V- Fy,

onde Fy; e Fy sdo fungoes de L? com suporte em (wy\w3) x [0, 7], que podem ser
escritas como somas de derivadas até segunda ordem de produtos 6 D" 09, 6 D" pY,
ODPDyy e 0/ DPpp, com 1 < |8 < 4. Observemos que, para qualquer y € wy\Ws e

qualquer = € wy, temos |x — y| > dist(Ows, Ows) = d > 0. Entdo, nés temos:

u(x,t) = // Gz —y,t — s)Fo(y, s)dyds
(wa\w3)x (0,t)
— // V,G(z —y,t —s) - Fa(y, s)dyds, (3.32)
(wa\w3)x(0,t)
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para todo (x,t) € wy x (0,7, onde

1

= laP/a N
(47rt)N/2€ Ve e RY,Vt >0

G(z,t) =

e V, ¢ o gradiente em relacao a y.
Integrando por partes com respeito a y em (3.32), isto é, passando todas as
derivadas de Fy e Fyy para G e V,G (Isto é possivel, pois estamos integrando em

uma regiao onde G ¢ C™), encontramos uma expressao para u? na forma

o) = [ S DG — gyt — 5)DE ply)7as(y, 5)dyds,
(wa\w3)x(0,t)

acl,pel

onde « € [ satisfaz |a| <3 e € Jsatisfaz 1 < [f] <4 e

205(Ys 8) = 0(5)(Capg(y, 8) + Dapp(y, s) + Eas(DeG)(y, 5)) + Ua sy, 5),

com Cy 3, Do g, Eap,Usp € R.

Segue-se imediatamente que

|u2(x,t)‘ < //( o Z ‘D;‘G(x —y,t— s)} 12(y, s)| dyds,
wq\w3) X (U,

ael

para todo (x,t) € wy x (0,7, onde

2(y, ) = 0(s)(Cug(y, s) + Cs(y, ) + Co(Dey) (y, 5) + Cob'p(y, ).

Obviamente, para 0 < § < d existe uma constante C’g(é, w) tal que

N 52
o _ _ < -
}DyG(JJ y, t s)| _C'gexp<4(t_s)),

para todo (z,t) € we x (0,7, todo (y, s) € (ws\ws3) x (0,t) e qualquer o € I. Assim

. _ 52
Wz, t)] < G / / exp ) 2(y, 5)] dyds,
‘ ‘ ? (wa\@3) x (0,0) 4(t — s)

com Cy = C’g(w) > 0.

Integrando esta ultima desigualdade em wy x (0,7") e usando a desigualdade de

Holder, temos

~ T t _52
u?Pdudt < C / (/ €exp z(Y, s 2 ds) dt,
//WQX(O,T) | | = Y10 ) 0 (4(t—8)) || (y )||L2(w4)

para algum Cio(w) > 0.
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Escrevendo este ltimo termo como uma convolugao, isto é,

/0 U+ f2)(0)dt,

onde fi(t) = e /"0 (t) € L'(R), fo(t) = ||Z(t)||i2(w4) lom(t) € L'(R) e usando

a desigualdade de Young nesta convolucao, temos

// |u?|2dzdt < Cy T // |22 dxdt.
w2 %X (0,T) wax(0,T)

De acordo com a expressao de z, obtemos

// |u?Pdzdt < 6'12T(// 10/ p|?dcdt
w2 % (0,T) wax(0,T")

s [ ORIDeE 1P + gP)dndt). (333
w4 X(0,T)

Juntando (3.33) e (3.31) nds encontramos a estimativa procurada na quarta

etapa:

// 10| Ap|?dxdt gélg(l—i—T)(// |0 o|*dadt
wa X (0,T) wa x(0,T)
T / / 021D + [ + |gP)ddr). (3.34)
w4><(O,T)

Etapa 5. Estimativa da integral local de |¢4]?

Nesta etapa iremos limitar o segundo termo no lado direito de (3.24). Para
este fim, iremos decompor nossa solugao como a soma de duas outras solucoes de
sistemas tipo Stokes 17 e 1, com diferentes propriedades. A primeira receberd
um tratamento global e aplicamos apenas estimativas de energia para o sistema
de Stokes. Por outro lado, iremos trabalhar com termos locais de 1, mas, como
veremos, com a vantagem que 4 fard sentido.

Sejam (11, q1) e (12, q2) as solugoes (unicas), respectivamente, dos seguintes sis-

temas:

(
—P1p — APy — D1y + Vg =g em Q,
Vi =0 ,
v em Q (3.35)
Y1 =0 sobre X,
Y (T) =0 em ()
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—thos — Atpy — Dby + Vo = —0'¢p em Q,
V-9 =0 )
& em @ (3.36)
1 =0 sobre X,
W (T)=0 em ),

\

(ver (3.10) para a definicao de 6). Adicionando (3.35) e (3.36) vé-se que (¢; +
Yo, q1 + @2) Tesolve o mesmo sistema que (6, O7), onde (¢, ) é a solugao de (3.7).

Pela unicidade do sistema de Stokes, concluimos que:

o =11 +1y e O =q + qo.

O termo a ser limitado é

// é|2|¢t|2dxdt:// 0-2|0)?|0,|>dadt

OJQX(U,T) sz(O,T)

= 5*11/2)\2 // 6723a*+23d(€*)711/2’w17t +w2,t . 9/g0|2dl’dt. (337>
w2 %X (0,T)

Assim iremos focar nossa atencao em estimar a derivada no tempo de 1, e 1s.
Etapa 5.1. Estimativa da integral local de 1y 4

Nesta parte iremos estimar a integral de e=25@"+25¢(£*)=1/2|y), |2 em wy x (0, 7).
Até o momento nao se sabe como obter estimativas locais com peso para v, de-
pedendo apenas dos dados. Por isso limitaremos 1, globalmente em © x (0,7,
usando estimativas conhecidas para o sistema de Stokes, e sem a ajuda das funcgoes
peso.

Tomando s e A tal que s > siT® e A > A\ obtemos

ol Al

—2sa*+2s& < efcgsT_se < efo

e

8—11/2)\2(5*)—11/26—2sa*+2sd < C’;)\Ze_cikemHnO”“.
Usando o Lema A.1 no sistema (3.35), deduzimos, entre outras coisas, que 9y, €
LX Q)" e

41,4

Consequentemente, usando as estimativas acima, obtemos diretamente que

g11/2)2 // 672”%23&(&*)’11/2|¢17t]2d:z:dt
w2 X (0,T)

< Co(L+ ]2 ST / /Q 62| g|2dudt. (3.38)

2 2 * 2
2y t ||¢1||L2(0,T;H2(Q)N) < (j ||99||L2(Q)N :
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Etapa 5.2. Estimativa de 1o,

Agora nos concentraremos na integral de e=25¢"+254(¢*)=1/2|y), |2 Nesta etapa
serd necessario uma estimativa de 1, em termos de outras integrais que serao ab-
sorvidas posteriormente. Isto serd possivel pelas hipéteses de regularidade impostas
em (3.5) sobre g. As ferramentas utilizadas serao estimativas a priori para o sistema
de Stokes e para a equagao do calor. Mais precisamente, integrando duas vezes por

partes em relacdo a t o termo em (3.37) envolvendo 15, obtemos:

8—11/2)\2 // 6_28a*+28&(€*)_11/2|77Z)2,t|2dl'dt
WQX(O,T)
= 13—11/2/\2 // <€—2sa*+25d(é*)—ll/Z)tt|¢2|2dmdt
2 wzx (0,T)
= 3711/2)\2 // €f2sa*+25d(£*)711/2w2’tt i wgdmdt (339)
w2 x(0,T)

Tal integragao é possivel, uma vez que e~25%"+25¢(¢*)~11/2 ¢ 0(0, T).

Assim como fizemos na Etapa 3, podemos mostrar que
(6—2504*—&—2565(5*)—11/2)“
¢ limitado superiormente para s > s5(T* +T8) e A > Aj.
Introduzamos a funcao
9* — 8711/2)\746725a*+25d(5*)711/2

e nos concentremos na integral da tltima linha de (3.39).

Utilizando a desigualdade de Holder deduzimos que

—A6 // 0*¢2,tt . ¢2d$dt
UJQX(O,T)

< PN H9*¢21tt||L2(O,T;L’“(wz)N) ||¢2||L2(O,T;Lrl(w2)N)
1 1
< 5 He 1/}2,1% |L2(0,T;LT(w2)N) + 5)\12 ||w2HL2(O,T;L7"/(w2)N) ) (34())

ondeg<7’<aseN:361<r<aseN:2€%—i—%zl.

Observacao 3.6. Uma vez que 1y € L*(0,T; H*()N) e, como veremos a seguir,
0*ha s € L2(0,T; L7 (wa)N) temos pelas imersoes de Sobolev que estd tudo em ordem

com (3.40).
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Trataremos agora do iltimo termo do lado direito de (3.40). Para isso consider-

emos uma funcao ¢ € C?(w3) tal que
supp ( Cws e ¢ =1em ws.
Dessa forma,

2 * 2
||¢2||L2(0,T;Lr’(WQ)N) < 7 ||A(C¢2)||L2(0,T;L2(w3)N)

= CF [Y2AC +2VC - Vb + (Ao [7 0 1yr2(wm) )

uma vez que H?(ws)¥ N H}(ws) estd continuamente imerso em L™ (w3)™ para todo
r’ < oo.

Agora, agindo como na Etapa 4, obteremos uma estimativa de ||[(Ay HiQ (0T L2(ws)V) -
De fato, uma vez que 15(T") = 0, é suficiente aplicar a estimativa (3.24) com ¢ = s,

0 = 1, wy = w3 e wy = ws, onde wy é um novo aberto satisfazendo
wy CC wy CCw.
Isto nos da
2 * —112
el ) < CEA+ BN T) [ (ol + [Vt

W5><(O,T)

Segue imediatamente das definicoes de 1, e ¥ que:

[+ [Vaba|* < 2901 + [V [ + [0 (| + [Vol)).
Entao, usando os resultados da etapa 5.1, nés temos que:

2 * 112 * T2 2
12llz2 (02,00 ayny < 09(1+Hyl\oo)(HT)(eCwTy”m 1691172y~

T / / (10 + 101 o Pdedt
wg,X(O,T)

+// \G\vago\?dxdt). (3.41)
ws % (0,T)

No que segue, iremos manter os dois primeiros termos no lado direito de (3.41)
e o terceiro serd estimado posteriormente.
Agora consideraremos a norma envolvendo ¢4 em (3.40).

O par (¢, q) = (0*a4, 0*qe, t) satisfaz
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(=AY DY+ V=G em Q,
Vy=0 em @, (3.42)
=0 sobre 3,
Y(T)=0 em €,

onde

G =—0"0"0 — 000, + 0" Doy, — (67) 1oy

Observacao 3.7. Considerando uma sequéncia de funcoes requlares {g"} satis-

fazendo:
7" — 7 fraco estrela em L¥(Q)N e 7' — 7, fraco em L*(0,T; L°(Q)N)

e tomando:
Gn — —0*0”@ _ g*el(pt _|_ 9*D902§? _ (0*)/¢27t
para todo n > 1. Tem-se para cada n € N a existéncia e unicidade de solucao

(W™, q") para (3.42) com G™ no lugar de G. Entao, passando o limite e usando a
hipdtese (3.5), conclui-se que (1, q) € na verdade a solugao de (3.42).

Para obtermos uma estimativa de 1, em L?(0,T; L"(€2)"), primeiro encontramos
uma estimativa do termo (D7) no mesmo espago. De fato, se olharmos ¢ como a

solugao fraca de (3.42), nds temos que v € L*(0,T;V) e

* * =12
191 20,70y < CreCiaT1¥les G 201 () » (3.43)

e assim o mesmo vale para |[Dy|| 2w

Por enquanto assumiremos que 0*Dvyy, € L*(0,T; L™ (2)Y), isto serd provado
na sexta etapa. Agora, seguindo [18], decompomos os termos na equacao satisfeita
por 1 que nao tem divergéncia livre, isto é, que o divergente nao é nulo. Mais
precisamente, usando decomposicao de Helmholtz garantimos a existéncia de fungoes
91,92, 93 € ga com g1, Vgo € L2(Q)N, V- g1 =0, g3, Vgs € L*(0, T; L"()N) e V - g3
tal que

DYy =g+ Vg e 0°Dipry; = g3+ Vs,

com ¢, Vg e g3, Vgs dependendo continuamente de Dy e 0* Doy, nos espagos

L2(Q)N e L2(0,T; L™ (2)N) respectivamente. Deste modo, a equacao verificada por
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1) pode ser escrita na forma:
— — A+ Vg=J

onde

(=q—92—ga ¢ J=00"0 =000, + g5 — (67) V2 + 1.
Observacao 3.8. J tem divergéncia livre, ou seja, V - J = 0.
Sob estas condigoes podemos aplicar o Lema A.2 e deduzir, em particular, que
vy € L2(0,T; L™ (Q)N) e
1Yell 2070 )y < Cls 1 20,150y 5 (3.44)

para uma constante positiva C7; dependendo apenas de €2. Consequentemente 9, €
L*(0,T; L™ (w2)™), como haviamos mencionado.

Uma vez que L"(Q) é continuamente imerso em H~1(Q), (3.43) e (3.44) nos dao
* * — ¥ 712 * *
16" V2t 20 rryyy S Cra(L+ [171l,0)e T ([16%6" 0]l 12 gy + 107601l 12
HO) Vaill 2y + 10" DaTll 20,120 ))-

De (3.39), (3.40), (3.41) e desta iltima estimativa, temos

5_11/2)\2 // 6_2sa*+28&(€*)_11/2|’¢27t|2dl‘dt
WQX(O,T)

* —2 * 7|9l 2 2

< Clo(1 4 17l15) e 17 (M2 (1 4+ T) (110912 + 102112205200y
2 2 " 2

+ ||9,90||L2(0,T;L2(W5)N) + ||9V90||L2(0,T;L2(w5)1v)) + 10 9”90||L2(Q)N

% 2 ¥ 2 * — 12
H10°0pel L2 gyn + 1007) Vol r2py + 10" Dot z2 0,120 ))- (3.45)

Para finalizar esta etapa combinamos (3.37), (3.38) e (3.45) e obtemos a seguinte

estimativa para ¢;:

J R
w2 %X (0,T)

* —112 * 7lI? 2 2
< Cis(1+ [71125,) e M7 (A2 (1 + T) (110911 2y + 10911 7200,7:12 )
2 2 * 2
+ HO,SOHLQ(O,T;LQQ%)N) + HHVSOHLQ(O,T;LQ(L%)N)) + He 9/,(70"L2(Q)N
* 2 * 2 * — 12
Il aigrn + 16V il + 16 DTl gy (346

Etapa 6. Estimativa de 0* Doy, em L*(0,T; L™(Q)N)
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A estratégia que seguiremos nesta etapa é obter uma estimativa de #*iy em
L0, T; WH(Q)N) para | < oo, com dependéncia explicita com respeito aos dados.

Nesta etapa precisaremos das seguintes imersoes:

L*(0,T; H*(Q)N) N L>(0,T; V) € LM (0, T; L*()"),

com
2 6
= =1 3.47
Mk (3:47)
(§]
L2(0,T; LS(Q)N) n L>=(0, T; L*(Q)N) ¢ L™ (0, T; L™ (Q)N),
com
4/3 2
— +—=1 3.48
ks T (3:48)

Estes resultados estao provados em [38].
Uma vez encontrada esta estimativa para 6*i, em L>(0,T; WH{(Q)V) para
[ < 00, de (3.5) e da escolha feita para r, nao é dificil obter uma estimativa de 0*1y7,

em L2(0,T; L"(2)N). De fato, o par (6*s, 0*qy) é solugio forte do sistema

([ (0°0a) — A(070) — DO )G + V(07 ) = —(07)'tb — 00 em Q,
V- (0%y) =0 em @,
0* 1Py =0 sobre 3,
| (@) () =0 em 0.
(3.49)

Utilizando o fato que H'(Q) < L5(£2), temos que
D(6*12)y € L*(0,T; L°(Q)™) N L>(0, T; L*()N),
e podemos escrever

D(6*42)y = g5 + Vgg € L™(0,T; L*(Q)N), V-g5=0,

para algum gs e gg, com dependéncia continua no espaco L*3(0,T; L*(Q)V).
Agora podemos olhar a equacao (3.49) com uma pressao 6*gs — g¢ € um lado
direito —(6*)'"1)9 — 0*0"v + g5, que tem divergéncia livre.

Usando o Lema A.2, deduzimos que 0%, € L*(0,T; Wk1(Q)N) e que

107 ball s 0 w2ia vy < Cr l=(07) o2 = 0700 + g5l s o rypiayvy - (3:50)
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Consequentemente 6* Dy, € L*(0,T; Wk (Q)N). Entdo, tomando 3 < ky < 6,
ki = ks e ky = 1 > 6, deduzimos que 6*D1py € LF1(0,T; L*2(Q)N).
Fazendo outra decomposicao de Helmholtz de 6* D1y, mas desta vez no espaco

L*s(0,T; L)), escrevemos
0" Doy = g7 + Vgs, Vg7 =0.
Utilizando novamente o lema A.2, temos que V(0*q, — gs) € LF3(0,T; L'()N) e

IV (07 g2 = g8) | s 0 1y < Cs I1=(07) b2 = 0°0"0 + gall s 0.0 -

De acordo com (3.50) e a dependéncia continua de g7 e g5 com respeito a D(0197)

temos que

IV 62 = 95l ooy < ColL+ [F12) 167 Atz 2 gy + [1(67) Apa| 12y
H 10" 2)ell L2y + 1((67) P2)ell 2 gy

+ H9*9/A<10|‘L2(Q)N + H(e*@/@)tHLZ(Q)N)- (3.51)

Esta desigualdade é suficiente para assegurar que 6*i, € L*°(0,T; WH(Q)N),
com estimativas explicitas. De fato, olhando para (3.49) como um sistema de N

equacoes do calor com lado direito
B; = —(0")05 — 0°0'0" + g7 + (02 — gs)-
E utilizando resultados de regularidade para a equacao do calor, temos que
16" V2l oo o rwracyyy < Cro(l = k5/2) VSTV B Ly iy »

onde ks >2e 1/ks+ 1/k} = 1.
De (3.51) obtemos a regularidade desejada para 6*i)y :

* — ! —112 *
16" V2]l oo rwriqyyy < CuT S |7I5 (167 A%l 12 g
+11(07) Atba|l 2 gym + [1(07¥2)ell 2y
1) )il p2(yn + 11670 Al 12 oyn

+ (070 0)ell 12w )- (3.52)
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Como mencionamos anteriormente, combinando (3.5) e (3.52) encontramos que

0" Dy, € L*(0,T; L' (V) e

16" Doy 120, (v

< NO* D2l oo 0.7 1100y my Tl 207,20 (00) )

< Coo |Gell 2 o.rizo @y T2 (U (T2 (167 Ao | 2 gy
+ 1) Aol 2 gyn + (107 W2)ell p2gyn + N1((O) P2)ell L2y

+ 1070 Al 2 gy + (070 @)ell 12y )- (3.53)

Observacao 3.9. As poténcias de T' depedem somente de o, uma vez que o deter-
mina os valores admissiveis de k3. De fato, de 2 < kg < 4 encontramos 4/3 < k% < 2

e0<—1+2/kh<1/2.

Combinando as estimativas (3.46) e (3.53) obtemos:

J[L o e < ot 1) sy 715 020+ 700l
+ HQSOHiQ(O,T;LQ(%)N) + |’9I90Hi2(o,T;L2(w5)N)
+ 10Vl 2 0.1, 22005)%)) + (14 T2) (1070”0l 72y
+ “(9*>,‘9/90Hi2(Q)N + ||‘9*9/90t||i2(Q)N + ||9*9/A90||i2(Q)N
+ He*%,tni%Q)N + ||<9*)/”¢2,t”i2(@)w + H(Q*)I%Hi?(Q)N
+ 107 all 2@y + 107 Al g

+11(07) Atha 2 gyn). (3.54)

Etapa 7. Ultimas estimativas e conclusoes Uma vez que Py = —1h1 + 0p e de (3.54),
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temos que

J[ . Pl < O ) g €T O+ ) o
+ HWH;(O,T;LZ(%)N) + |’6/90H22(0,T;L2(w5)1\’)
IOV rizzgy) + (1 T80 0] g
+ ||6*6/90||i2(Q)N + ||(6*)”6S0||i2(Q)N + ”(9*)/9,90”312(62)1\/
107080 2@ + 1670 Dplza g + 107V 02 )
116l 7oy + 180 el 7oy + 167 Bprll gy
110" A1 G2 + 1107 Athy |72 gy + 107 P1ll7 20w
1) Uz + 1) il oy
100" W14l 32 gy )- (3.55)
Para todos os termos referentes a ¢, podemos usar a estimativa (3.38), uma
vez que 0%, (%) e (6*)" sao fungoes limitadas em (0,7, para s > s¢(T* + T%).

Consequentemente,

/ / o IPlplPdadt < Cua(1+ 112 1l eI (N2(1 4 T)([10g1 72 )
+ HHSOHiQ(O,T;LQ(wg,)N) + HHISOHEQ(O,T;LQ(o%)N)
IOV pizzgy) + (1 T80 0] g
+110°0" 2 Il 2w + 1067) 00l 12y + 1070 @Il 72
+ ||8*0A§0||i2(Q)N + |‘9*9/A90Hi2(Q)N + H(G*)IQASO”;(Q)N
+ He*e%HQLQ(Q)N + HH*Q’%H;(Q)N
+ ||(0*)/090t||i2(Q)N))' (3.56)

Agora iremos estimar os termos globais em ¢, Ay e p; e mostraremos que eles
podem ser eliminados usando o lado esquerdo de (3.23). Para isto usaremos as

seguintes estimativas para as func¢oes peso:

|9*0/| + |(8*)/9‘ < ClgTS_3/4/\_46_Sa*(£*>_1/2

|(0*)/9/| + |(0*)//0| + |0*0//| < 020T281/4)\_4€_8a*53/4.
Com isto, para 0 < 8 < 1/2, tem-se
Tﬁ(|9*0'| + |<9*>/0|) < 0218—1/2)\—46—511* (5*)—1/2
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TO((67)'0| +1(67)"6] + |676"| < Chos® A~ 1e™>* &2,
para s > s;(T7 + T®).

Combinando este resultado com (3.56), obtemos

A _ _ —112
/ / BPlpuPdzdt < Cos(1+ [F11%) [Tl 200, XTI (V2(L + T) (10912 gy
MQX(O,T)
2 2
+ H990“L2(0,T;L2(W5)N) + |"9,90HL2(0,T;L2(0J5)N)
1096 ) + X [ [ 2 Eofrdua
Q
A / / 2 () (ou? + |ApP)drdt)
Q

para s > sg(T% + T®).

Como o*(t) = max a(z,t), tomando
€N

_ _ =112
A2 X(L+ [Tl + 19117200 1oy + €71I) > 2,

vemos que

// (0,1 Ol dndt < O25>\20(1+T)(”09H22(Q)N HQVMEQ(O,T;L%s)N)
w2 X (U,

2 2
+ ”990HL2(0,T;L2(W5)N) + H9/90||L2(0,T;L2(w5)’v))
1

Combinando esta iltima estimativa, (3.23), (3.24) e (3.34), encontramos:

2 2
I(s5,0,0) < CoA*(1+ T)(||99||L2(Q)N ||QV<P||L2(0,T;L2(UJ5)N)
2 2
+ ||9<10||L2(0,T;L2(w5)N) + ||9,<P||L2(0,T;L2(w5)N))a (3.57)

para s > so(T*+T%) e A 2 A(L+ 7l + 17122 0 1.0 gy + €7 11%).

Neste momento ¢é necessario apenas obter uma estimativa do termo local de Vg
aparecendo no lado direito de (3.57). Assim introduzimos uma funcio ¢ € C?(w)
tal que

(=lemws;, 0< (<1

Entao,

// 012V 2dzdt < // 0]2¢| Vo 2dudt
ws % (0,T7) wx(0,T)

1
= 5// |02 AL || dxdt — // 10]>CAp - pdadt.
wx(0,T) wx(0,T)
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Aplicando a desigualdade de Young na tltima integral obtemos seguinte estimativa:

// |(9‘ ’VSO‘ dl‘dt < 0278)\20 1 —|-T // 2sa*
ws % (0,T) wx (0.T)

sTIATO(1 4+ T)" // ,
=2 0|41} | Ag|dadt,
2 o 01(€7) 7 Ay

para uma constante Co7(€2,w) > 0 e, consequentemente, para quaisquer

Le* | dadt

2
s 2 s9(T'+T%) e A2 As(L+ |7l + 19117207, 10 (@ + €T 171).
Dessa forma podemos concluir de (3.57) que

[(87)\’90) < 028(1+T2)(815/2)\20// 6_48d+28a*(f*)15/2|g|2dl’dt

Q
+// 6_85d+68a*(g*)16|g0|2dl‘dt),
wx(0,T)
a qual é exatamente a desigualdade de Calerman dada no Teorema 3.2. [ ]

3.3 Controlabilidade nula de um sistema linear

Nesta secao iremos resolver o problema da controlabilidade nula para o sistema
(3.6) com lado direito que decai exponencialmente quando ¢t — 7.

Este resultado serd usado para deduzir a controlabilidade de (3.1) na préxima
secao.

De fato, gostariamos de encontrar v € L*(w x (0,T))" tal que a solucao de

(
Ly+Vp=f+wvl, em Q,
V.-y=0 em (),
Y ? (3.58)
y=20 sobre X,
| ¥(0) =" em ,
onde
Ly=y—Ay+y -Vi+7-Vy, (3.59)
satisfaz
y(T) =0 em S (3.60)

Além disso, sera conveniente provar a existéncia de uma solucao para o problema

(3.58) em um espac¢o “com peso” apropriado, que depende da dimensao espacial.
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Antes de introduzirmos estes espacos, iremos deduzir uma desigualdade de Calerman
com fungoes peso que nao se anulam em t = (0. Mais precisamente, consideremos a

funcao
n T?%/4 para 0<t<T/2,
t(T —t) para T/2<t<T

e as seguintes fungoes peso:

e3AmlnClloo _ o A(mlnco+n0(2))

ﬁ(l’,t) = l(t)4 )
A mln0 oo +n0 (2))
v(z,t) = %7
B(t) = min B(z,t), B*(t) = max B(z, 1),
€N €N

v*(t) = maxy(z,t), 4(t) = miny(z,t).
xeQ e

Lema 3.1. Com a notagdao anterior, para qualquer § satisfazendo (3.5), existe uma

constante C' positiva, dependendo de T, s e \, tal que toda solugdo para (3.7) satisfaz:

//Q e 0 ol dadt + //Q e Py |Vl dadt + [|0(0) 2 v

< C(// e*4sﬁ+256*7*15/2|g|2d1’dt + // 6833+6sﬁ*7*16’¢’2dxdt)’ (3.61)
Q wx (0,T)

onde s e A sao tomados como no Teorema 3.2.

Prova: Iniciamos com uma simples estimativa a priori para o sistema de Stokes 3.7:

HWHL?(O,T/z;V) + HSOHLOO(O,T/z;H)

- 1
< CeTl (||g||L2(O,3T/4;L2(Q)N) + 7 1@ laypar sz ) (3.62)
Para provar isto é suficiente introduzir uma funcao n € C1([0,7]) com
p=Tem [0,7/2, n=0em [3T/AT), |y|<C/T

e usar as estimativas cldssicas de energia para ny, que resolve, juntamente com nm,

um problema de Stokes (ver Observagao A.1). De fato, temos

2 2
H77<P||L2(0,T;H1(Q)N) + ||7790”L°°(0,T;H)

< CeCTIE (||ng||L2<o,T;Lz<mN) T ) (3.63)
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que nos da (3.62). Como uma consequéncia, obtemos uma primeira estimativa em

Q x (0,T/2):
T/2 T/2 2
/ ,/ezﬂfwfdmv+/ ./€2$MV¢WMﬁ+W¢@WHmW
0 Q 0 @

3t/4  Q A . 3T /4 . )
< C(T, s; )\) (/ / 674sﬂ+2sﬁ 7*15/2|g|2d$dt + / / 67835+6s[3 7*16\g0|2dxdt>.
0 0 Q

T/2
(3.64)

Por outro lado, uma vez que a = 8 em Q x (7/2,T), temos:

T T
/ /6_28573|gp|2dxdt+/ /6_28'87|Vg0|2dxdt
T/2 0 T/2 0

T T
:/ /e%%%ﬁMﬁ+/ /e%%W@MMt
T/2JQ T/2JQ

< CI(s, A; ).

Assim, em virtude da desigualdade de Calerman dada no Teorema 3.2, temos:

T T
/ /6_25’873\<,0|2dxdt+/ /6_2557’V<,0|2d£13dt
T/2JQ T/2 JQ

< C(T, s, )\) (// 674sd+25a* (f*)15/2’g’2d$dt
Q

+// 68Sd+65a*(£*)16|¢‘2dﬂjdt>.
wx(0,T)

Finalmente, da definicao de (3, g%, B , v e ~y*, obtemos

T T
/ /6_25573|g0|2dxdt+/ /6_2557]Vg0|2dxdt
T/2JQ T/2 JQ

< C(Ta S, /\) (// 6_4SB+255* (’7*)15/2|g|2d$dt
Q

+ // 6—8534—655*(7*)16|¢|2dxdt>
wx(0,T)

que, juntamente com (3.64), nos da (3.61). u
Com a ajuda do lema anterior, provaremos agora uma resultado de controla-

bilidade nula para (3.58) sem regularidade adicional para o controle v e o estado

Y.

Proposigao 3.1. Sejam y° € H e ¥ (3)7Y2f € L*(0,T; H'(Q)N). Podemos
encontrar v € L*(w x (0, 7))V tal que (3.58)-(5.60)¢é satisfeito.
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Prova: Primeiro, usando o método desenvolvido em [7], provaremos um resultado
de controlabilidade aproximada para (3.58)-(3.60).

Consideremos, para cada 1° € H, a solucao para (3.7) (com lado direito nulo),

isto é,
)
—thy = DYy — AP +Vg=0 em Q,
V=0 ,
v em Q (3.65)
=0 sobre X,
| PY(T) = Y em ).

Introduzamos, para cada € > 0, o seguinte funcional:

1 T
_—// WﬁMﬁﬂWﬁm+/w@y%H/‘<ﬁ¢>ﬁVW€}f
2 JJuxom) Q 0

Aqui, < .,. > denota a dualidade entre H=*(Q)Y e H, ' (Q)V

Provemos que para todo € > 0, J. possui um tnico minimo.

De fato, é imediato verificar que J, é continuo (e consequentemente semicontinuo
inferiormente). Utilizando o fato que a desigualdade de Calerman (3.61) é equiva-
lente a uma propriedade de continuagao tinica para o sistema (3.65) (Ver [6]), temos
que J, é estritamente convexo. Portanto, se provarmos que J. é coercivo, segue, em
vista do Teorema 1.8, que .J. possui um tinico minimo. Dessa forma, provemos que

Je(v°)

[0 g —roo0 ||Y00]| 5

> €. (3.66)
Para isso, consideremos {1/)?} uma sequencia em H tal que
H@D?HH — oo quando j — oo. (3.67)

E denotemos por {¢;} a sequéncia de solugdes correspondentes. Consideremos

também

0
77Z)0 J 77Z)j — J ]
19311 19511

Obviamente @; é a solucao associada de (3.65), com dado normalizado @.

Temos

||¢0HH 9 “¢0“H//

Distinguiremos os seguintes casos:

2 — T —
dxdt + € + / 1;(0) -yodx—f-/ < f,; > dt.
Q 0
(3.68)

%Uj
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dxdt > 0;

Caso 1. liminf // @/Jj
J—o0 JJwux(0,T)

Neste caso, devido a (3.67), o primeiro termo em (3.68) tende a 400, enquanto

os outros termos permanecem limitados. Portanto, neste caso teremos

0
lim inf (gﬁ ) = +00
j—roo (|90
2
Caso 2. liminf // Y;| dxdt = 0;
J— wx (0,7

Consideremos uma subsequéncia (ainda denotada pelo indice j, para simplificar

a notagao) tal que

//wx(O,T)

Extraindo subsequéncias, podemos deduzir, uma vez que a sequéncia € limitada, que

2
Y;| dxdt — 0, quando j — oc. (3.69)

W0 = g0 em H. (3.70)
Temos também
%—\@Z em L*(0,T;V) e %—*\@Z em L*(0,T;H) (3.71)

onde 7:/}\ é, juntamente com algum ¢;, a solugao de (3.65) com dado z/bB. De acordo
com (3.69), temos que

$=0 em wx (0,7)

e, como consequéncia de (3.61), que @B = 0. Assim

Y9 =0 em H,
e, portanto,
125 0 em Q.

Como consequéncia, deduzimos que
(@Z’O) . o 0 ’ o
lim inf === > liminf e + [ 4;(0) - y’dx + < fohy >dt|> €
= [0l T e a 0
e J. é coercivo. Segue que .J, possui um tnico minimo ¥°. Denotamos por . a
solugao de (3.65) correspondente a esse dado minimizante.
Facamos v, = 11, e denotemos por y. a solugdo associada de (3.58). Do fato

que J.(v?) < J.(0) = 0 e usando (3.61), encontramos

[beloll o < CUW0N, + (e (3) (3.72)

fHL2(O,T;H*1(Q)N)
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e, em particular, v, é uniformente limitada em L?(w x (0,7))".
Por outro lado, usando o fato que J.(¢°) < J.(¢? + MY para todo ¥° € H e a

dualidade entre y, e ¥, deduzimos que
lye(T) [l < €. (3.73)

De fato, sendo J.(¢?) < J.(¢? + M), obtemos

2
—)\// Ve - pdadt < )\— // || dxdt + )x/ ¥(0) - y0dx
wx (0,T) 2 JJuxom Q
T

+)\/0 < Lo > dt+ e [0

onde 1) é a solugao de (3.65) com dado ¢°. Entéao, dividindo por A # 0 e fazendo

A — 0 pela direita, vemos que

T
el g// (OT)sz-wdde/ﬂw(o).yodm/o < fb > dt.

Analogamente, fazendo A — 0 pela esquerda, vemos que

T
// wg-wdxdt+/w<0>-y0dx+/ < f > dt < e[
wx(0,T) Q 0

Portanto,

T
W we-wdazdt+/w<0>-y0dw+/ <f,w>dt' < el
wx(0,T) Q 0

Como mencionado acima, temos que vy, é solucao de

(Ly—i-Vp:f—i-zﬁelw em Q,
V-y=0 em (),
y=20 sobre X,
y(0) = ¢ em €.

Multiplicando a primeira equacao do sistema acima por v e utilizando a duali-

dade entre y, e 1, concluimos que

T
0y _ (.0 )
(0T, 4°) = (4, (0) + / / g e+ / < fo> dt,

ou seja,
|(ye(T), v°)| < ell®l], W’ € H,

que ¢ justamente (3.73).
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Combinando (3.72) e (3.73) garatimos a existéncia de um controle v (o limite
fraco de uma subsequéncia de (v.) em L?(w x (0,T))") tal que a solucao associada
a (3.58) satisfaz (3.60). Isto nos dé a controlabilidade nula para (3.58)-(3.60). =

Apresentamos agora um segundo resultado de controlabilidade nula para (3.58),
onde olharemos para solucoes mais regulares. Este resultado sera usado para deduzir
a controlabilidade para o sistema nao-linear (3.1) na tltima segao.

Para este fim, daremos a defini¢do dos espagos onde o sistema (3.58) sera re-
solvido. Uma vez que estes espacos dependem da dimensao, eles serao denotados

por Ey. Consideremos os seguintes espacos:
E, = {(y,v) € Ey : 3p tal que e ()" V2(Ly + Vp — vl,) € L*(0,T; Hl(Q)2)}
e
Be = {0 € B e PGy € DT @),
Jp tal que e () V2 (Ly + Vp — vl,) € L*(0,T; W_I’G(Q)?’)},
onde
Ey = {(yw) e O e T S I D IS A ()R
eP" 12 (5)"Vhy e L2(0,T: V) N L>=(0, T H)}.
Nos temos que Fs e E3 sao espacos de Banach com as respectivas normas

(v, 0)lle, = (l|€255_5ﬁ*(7*)_15/4y|@2@)2 + (|07 () oLy 72 0y
+[e* 2 (5) 7y |i2(0,T;V)mL°°(0,T;H)

1/2
+|e*®" (5)"Y3(Ly + Vp — Ulw)H%Q(O,T;Hl(Q)Q))

(v, 0)lle, = (Hewsﬁ*(’y*)15/43/%2(@)3 + [e773 () B0l |72 s
+[e*7 2 ()7 y| |%2(0,T;V)QL°0(O,T;H)

+ ’683*/2@)71/2“ |%4(0,T;L12(Q)3)

1/2
wﬁ@wﬂw+w—wmamwwwo.
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Observacao 3.10. Uma vez que (y,v) € Ey, entdo podemos aplicar a Proposicao
3.1 e concluir que y(T') = 0. Portanto y e v resolvem, juntamente com algum p um

problema de controlailidade nula para o sistema (3.6) com lado direito f apropriado.
Em vista da desigualdade de Calerman (3.61), temos o seguinte resultado:

Proposicao 3.2. Assumindo que y satisfaz (3.5) e que as sequintes hipdteses adi-

ctonais sobre a condicao inicial e o lado direito valem:
o Se N=2: y' € H, b (3)7V2f € L*(0,T; H1(Q)?).
e Se N=3:y"c HNLYQ)?, ef (§)7V2f € L2(0,T; W=15(Q)3).

Entao existe um controle v € L*(w x (0, 7))V tal que, sey é (juntamente com algum
p) a solucao associada para (3.58) nds temos que (y,v) € Ey. Em particular, (3.60)

vale.

Prova: Ver [14, 20] . n

3.4 Controlabilidade exata para trajetérias

Nesta secao, usando argumentos similares aos desenvolvidos em [20], daremos a
prova do Teorema 3.1. Veremos que os resultados da secao anterior nos permitirao
“inverter” localmente uma equacao nao-linear. De fato, a regularidade dada na secao
anterior serd suficiente para aplicar um teorema de aplicagao inversa (ver Teorema
A1)

Assim, fazemos y = §+ z e p = p + ¢ e substituimos em (3.1). Uma vez que

(7,p) resolve (3.4), encontramos:

(
Lz+2-Vz+Vqg=vl, em Q,
V.2=0 em @),
@ (3.74)
z2=0 sobre X,
\ 2(0) =94° —7° em ()

(lembramos que L é dado por (3.59)).
Desse modos reduzimos nosso problema a um resultado de controlabilidade local

nula para a solucdo (z,q) do problema nao-linear (3.74).
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No que segue iremos usar o Teorema A.1 com os espacos F = Ey, e

L2(es7" (7)~Y2(0,T); H*(Q)?) x H se N =2,
L2(es% (A)7Y2(0, T); W=H5(Q)3) x (H N LY(Q)?) se N =3

G =

e o operador
A(z,v) = (Lz+ 2z - Vz+ Vg —vl,,2(0)) V(z,v) € Ey.
Temos o seguinte resultado:
Proposigao 3.3. Assumindo que j € L=(Q)N. Entio A € C*(E;G).

Prova: Da definicao dos espacos Ey, temos que todos os termos, exceto o termo
z - Vz, aparecendo na defini¢do de A sdo lineares e continuos (e consequentemente

C'). Entretanto o operador
((21,’01)7 (22, Uz))'—> 29 - V2 (3.75)

é bilinear, assim ¢é suficiente apenas mostrar sua continuidade de £ x E em W, onde

LA(e™ (3)7V2(0,T); H1(Q)?)  se N =2,

W =
L2(e¥77(3)712(0, T); W=15(Q)%) se N =3.
N
No que segue iremos usar o seguinte fato: (zo - Vz1); = Zaj(zuzw), 1=
=1

... N
Para N = 2 podemos usar que e**"/2(3)~1/4 ¢ L4(Q)? para qualquer (z,v) € E
(ver [39, cap. 3, segao 3.3]) e, portanto,

2
122 Vaillpages g2 mpasiapy < Cl D 21izolliacees 120y
ij=1

e /2(3) 7112,

< C e 25) 3

}L“(Q)z
sB*/2 (;)/)71/4

2 ooy

<C HeSﬁ*/QW)ilel HL?(O,T;V)mLoo(U,T;H) He Z2HL2(O,T;V)OL°°(O,T;H) .

Por outro lado, para N = 3 encontramos que

3

122+ Vil pages g0 mmroi@ysy < Cll D 21i2alliacees -2 0o
ij=1

<C ||Zl||L4(€sﬂ*/2(,;/)71/4;1112(9)3) ||Z2||L4(esﬁ*/2(,3/)71/4;L12(Q)3) .
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Portanto em ambos os casos a continuidade de (3.75) é estabelecida. E isto prova
o resultado. ]
Como uma consequéncia deste resultado podemos aplicar o Teorema A.1 para

eo=0¢€RY e hy =0. De fato, A'(0,0) : E — G é dado por:
A'(0,0)(z,v) = (Lz + Vg, 2(0)), V(z,v) € E.

Temos que A’'(0,0) é sobrejetiva devido ao resultado de controlabilidade nula para
o sistema linearizado (3.58) dado na Proposigao 3.2.

Como uma conclusao, aplicando o Teorema A.1, temos que existe § > 0 tal que
se [|z(0)| jen-—2(qv < 0 entdo podemos encontrar um controle v tal que a solugao

associada a (3.74) satisfaz z(T) = 0 em €, concluindo a prova do Teorema 3.1.
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Apéndice A
Resultados Complementares

Este capitulo é destinado a apresentar alguns resultados de existéncia, unicidade,

regularidade e de teoria do controle e que foram utilizadas na presente dissertacgao.

Lema A.1. Assuma que ¥° € V e g € L*(Q)N. Entdo a solucio fraca (1, h) do

sistema linear de Stokes

(- Ap+Vh=g emQ,
V=0 em (), (A1)
Yv=0 sobre X,
P(T) = ° em €.

\

¢, na verdade, uma solugao forte. Mais precisamente, temos
Y e L0, T; H*(Q) N C([0,T); V), ¢y € L*(Q) e h € L*(0,T; H'(Q)).
Além disso, existem uma constante C' > 0, dependendo somente de €2, tal que
1¥llz2.rsmacy) + 1ell2 + [1Rl| 2o,y < CUR e + [lgll2)- (A.2)
Prova: Ver [11]. u

Observacao A.1. Se supormos ° € H e g € L*(Q)" entdo o problema (A.1) tem
exatamente uma solucao fraca definida na classe L*(0,T;V)NC([0,T]; H), e tem-se

uma estimativa de energia equivalente a (A.2).

Lema A.2. Assuma que 1 < q1,qo < 00, g € L9(0,T; L®(Q) e y® € Whe(Q)N H.

Entao a solugao unica (¢, h) do sistema (A.1) satisfaz
e L0, T; W>(Q)), ¢y € L7(0,T; L®(Q)), Vh € L7(0,T; L=(Q).
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Além disso, existe uma constante positiva C, dependendo apenas de €2, tal que

11 ar 0,202y + Vel s 0,710y + IVl L (0,7 202) < CUNGN por 073102 + 10 llw2.02)-
Prova: Ver [18]. u

Lema A.3. Assuma que v° € L*(Q) e g € L*(Q). Seja u a solugao do sequinte

sistema adjunto da equacdao do calor:

—uy —Au=g em Q,
u=>0 sobre X, (A.3)
uw(T) = u° em Q.

Entao existe uma constante positiva C > 0, dependendo somente de () e w, tal que

I(s, M\ u) < C’<53>\4 // e~ 2 |l dxdt + // 6_2m|g|2dacdt),
le(O,T) Q

para qualquer s > C(T7 +T®) e qualquer A > C. Aqui, w, C w € aberto naio-vazio e
I(s,\,u) € definido em (3.11) para ¢ = u e as fungdes peso a € € sao definidas em

(3.10).

Prova: Ver [14]. n
Enunciamos a seguir um teorema muito utilizado na resolucao de problemas de
controle. Este resultado é, em verdade, uma consequéncia de um teorema de fungao

mversa.

Teorema A.1. Sejam E e G dois espacos de Banach e seja A : E — G tal que
A e CHE;G). Assumindo que eq € E, A(eg) = ho e A'(ey) : E — G € sobrejetiva.
Entao existe 6 > 0 tal que, para todo h € G satisfazendo ||h — ho||c < 9, existe uma
solucao da equacgao

Ale)=h, e€E.

Prova: Ver [1]. n
O resultado a seguir garante a existéncia da funcao peso basica 7" utilizada na

demonstracao da desigualdade de Calerman no Capitulo 3.

Lema A.4. Seja w um aberto nao vazio arbitrdrio tal que w C ). Entao existe uma

fungio n° € C*(Q) tal que
n°(z) > 0,¥r € Q, 1° =0 sobre 9Q, |Vn°(x)] >0, Vo € Q\w.
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Prova: Ver [14]. n
O proximo resultado é uma desigualdade tipo Calerman para a solugao y de
uma equagao elitica de segunda ordem (geral) com lado direito em H () e com o
valor na fronteira pertencente a H %(0Q) Esta desigualdade nos permite obter, por
exemplo, boas estimativas sobre o termo de pressao no sistema de Navier-Stokes que
se mostra muito 1til no contexto de problemas de controle.
Consideremos 2 um aberto limitado de R™™! com fronteira 02 de classe C?. Seja

y € H'(Q) uma solugao do problema eliptico:

Z aij(x)—ag:iﬁxj + ' bj(m)a_x,- + Z a_g;i(ci(x)y) +d(x)y = f+ Z 8_:152 em ),
1,7=0 7=0 =0 7=0
y = g sobre 0f),

(A4)

onde a;; € C%(0), b;,c;,d € L>(Q) para j =0,...,n e os a;; verificam

I8 >0, VEER™ Yz € Q, Y ay(x)6&; > BIEL
i,j=0
Suponhamos que f € L*(Q), f; € L*(Q), j=0,...,n, g € H%(GQ). Considerando
a funcao n° dada pelo Lema A.4, colocamos n(x) = e)”’o(z), A€eR, A >1 e temos:

Teorema A.2. Assumindo as hipdteses acima e seja y € H'(Q) uma solugao de
A.4. Entao, existe uma constante C' > 0 independente de s e \ e parametros A>1
es>1 tal queV)\zjx,Vsza
/\Vy|2625’7dx+32)\2/772|y|2663”dx <Cl(sze®||g|>, + L/ ﬁ623’7alyc
Q Q B H2(00) — sA? Jog 1

£ [ Unfaeman [y +s2A2n2|y|2>e28"dx).
j=0 79 w

Prova: Ver [21]. n
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