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Resumo

Fazemos uma introducao elementar para a teoria de campos conforme em duas dimensoes
e aplicacoes em teoria de cordas. Obtemos as amplitudes de espalhamento para a teoria de
cordas abertas em nivel de arvore. Usando essas amplitudes encontramos a lagrangeana
que descreve as interagoes de trés taquions, dois taquions com um féton e dois taquions
com uma particula de Fierz-Pauli. Determinamos a acao efetiva de baixa energia abeliana

3

e nao abeliana até ordem o’ e a'?, respectivamente, sendo o' a constante fundamental da

teoria de cordas.

Palavras—chave Teoria de cordas; teoria de campos conforme; acgao efetiva de baixa

energia.



Abstract

We give an elementary introduction to conformal field theory in two dimensions and its
applications to string theory. We obtain scattering amplitudes for the open string at
tree level. Using these amplitudes we find the lagrangian that describes the interactions
of three tachyons, two tachyons with one photon and two tachyons with one Fierz-Pauli
particle. We determine the abelian and the non-abelian low energy effective actions at

order a/® and o'?, respectively, where o is the string fundamental constant.

Keywords string theory; conformal field treory; low energy effective action.
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Capitulo 1

Introducao

A diferenca da teoria quantica de campos, que descreve interagoes entre objetos fundamen-
tais que sao pontuais, a teoria de cordas descreve as interagoes entre objetos fundamentais

unidimensionais (cordas). Estas cordas podem ser abertas ou fechadas (veja a figura 1.1)

(a)

— e > -

(b)
B

Figura 1.1: Exemplo de processo de espalhamento de 2 cordas— 1 corda no caso de (a)

cordas abertas; (b) cordas fechadas.

Nos modos quanticos de vibragao destas cordas surgem fétons, gravitons e uma torre
infinita de estados massivos (incluindo taquions, no caso da teoria de cordas bosénicas).
Portanto, na hora de estudar as interagoes de cordas, surgem de forma natural o eletromag-
netismo de Maxwell (ou as teorias de Yang-Mills, mais corregoes) e uma teoria quantica
da gravitacao, entre outra coisas. Este é um dos grandes atrativos da teoria de cordas. O
outro atrativo (tradicional) é que, apds o trabalho de Scherk e Schwarz [1] ela tem sido
proposta como uma candidata a unificacao das forgas da natureza.

No desenvolvimento histérico da teoria de cordas um aspecto importante foi a des-

coberta (por Polyakov) de como descrever as interagbes por meio de um procedimento,



em “primeira quantiza¢do”, que utilizasse integrais de caminho [2]. Na abordagem de
Polyakov o notavel é que a teoria que esta por tras da quantizacao da corda livre é uma
teoria conforme em duas dimensoes e que é sé este requisito, aquele de manter a teoria
quantica sendo conforme, que é necessario satisfazer para obter as interacoes das cordas
em forma tnica.

O presente trabalho originou-se do estudo da autora sobre algumas secoes dos textos
[3][4] e algumas se¢oes dos artigos [5][6][7]. Também foram consultadas algumas seges dos
textos [8][9]. Nao hé originalidade alguma nesta dissertac¢ao, mas somente o entendimento
da autora sobre o assunto.

Este trabalho esta organizado da seguinte forma. No capitulo 2 desenvolvemos um es-
tudo bésico da teoria de campos conforme em duas dimensoes. No capitulo 3 apresentamos
o formalismo da integral de caminho de Polyakov que possibilita encontrar a matriz S da
teoria de cordas e determinamos o operador de vértice associado a alguns estados fisicos
da corda. No capitulo 4 apresentamos a amplitude de Veneziano, determinamos a ampli-
tude de espalhamento para trés e quatro bésons de calibre e mostramos algumas simetrias
da amplitude de espalhamento de estados nao massivos. No capitulo 5 mostramos que a
teoria “segundo quantizada” (com um ndmero infinito de campos), quando considerada na
camada de massa e em nivel de arvore, é ctibica nas interacoes. No capitulo 6 deduzimos a
acao efetiva de baixa energia da corda bosonica, tanto no caso abeliano quanto no caso nao
abeliano. No apéndice A apresentamos as regras de Feynman que de forma geral foram
usadas nos céalculos desta dissertacao. No apéndice B mostramos uma propriedade das
transformagoes SL(2,R) que guarda relacdo com o ordenamento ciclico de niimeros na
reta real (til para a demonstracao da propriedade de simetria ciclica das amplitudes de
espalhamento). No apéndice C mostramos duas férmulas equivalentes para a amplitude de
espalhamento e desenvolvemos alguns calculos importantes para o capitulo 5. No Apéndice
D demonstramos o teorema da equivaléncia (necessério de usar na hora de determinar os
coeficientes das lagrangeanas em D=26, as que aparecem nesta dissertagao). No apéndice
E damos um roteiro para obter a expansao de fungao Gama (que aparece nos calculos do
capitulo 6). Os apéndices F e G contem outros calculos relevantes para o capitulo 6.

Nos calculos mais longos dos capitulos 5 e 6 usamos o pacote FeynCalc 3.5 do software

Mathematica.



Capitulo 2

Revisao de Teoria de Campos

Conforme em D=2

Neste capitulo vamos desenvolver os elementos basicos da teoria de campos conforme
relevantes para o desenvolvimento da teoria de cordas perturbativa.
Este capitulo esta baseado no capitulo 4 da referéncia[3] e no capitulo 2 da referéncial4].

Quando usarmos outra referéncia deixaremos isso explicito no texto.

2.1 Acao de Polyakov e Simetrias

Vamos comecar o nosso estudo com a agao da corda bosonica livre conhecida como acao

de Polyakov:

1
Sy = /deJ\/—ggabaaX“(’?qu, (2.1)

4o

sendo o a constante fundamental da teoria de cordas. Aqui utilizamos uma métrica

1

intrinseca auxiliar da folha-mundo g, (0%, 0') (onde 0 = 7 e ¢! = o) com assinatura

(—,+) e a corda estd imersa no espago-tempo de Minkowski de dimensao D com assinatura
(_a+7"' 7+)

Vejamos as simetrias da acao de Polyakov:
1. Invariancia de Poincaré:
X" oY) = A*XY(0° ") + at,

gu(0%,0") = ga(o®, o). (2.2)



2. Difeomorfismo (ou simetria de reparametrizagao):

0_0,1 N O_’0,1<O_07 0_1)7
X/“(U/Oyo'll) — X“(O’O,Ul),
’ ’ do¢ &yd
g0 0) = galo®,a") 907 9o’ (2.3)
3. Invariancia de Weyl (ou reescalonamento conforme da métrica):
g;b(o-ovo-l) = €$p(2W<UO,Ul)) gab<00701),
X" ol = XH6° ah). (2.4)

Pelo difeomorfismo, podemos manipular dois graus de liberdade na métrica g,; e pela
invariancia de Weyl outro grau de liberdade também pode ser manipulado.

Para fixar o calibre vamos usar o calibre conforme (g% = n).

2.2 Acao de Polyakov e Teoria de Campos Conforme
em Duas Dimensoes

Estamos focando nossa atencao em duas dimensoes, porque este é o caso de interesse da

teoria de cordas. Na teoria de campos conforme usaremos o tempo euclidiano para a folha-

mundo, ou seja, (o!,0?) = (¢',ic") (com assinatura (+,+)). Assim, apés usar o calibre

conforme, a acdo de Polyakov (2.1) fica dada por

1

4o

Sp

/dQU (OlX“alXu + 82X“62XM) . (25)

E 1til neste caso usar as coordenadas do plano complexo para a folha-mundo: z =
o'+io? e z = o' —ic”. Destas relagoes vem que 9, = 0 = L(01—ids) e 0; = 0 = L(01+iD»)

e assim a acao (2.5) torna-se

S, = — / P?20X"0X,,, (2.6)

2!
onde d?z = 2d%0.

A equagao do movimento associada a acao (2.6) é



00X (z,%z) = 0. (2.7)

Esta é a equacdo de uma onda livre, ou seja, os campos X*(z, z), que satisfazem a
equacao de movimento, vem dados por uma soma de uma funcao holomoérfica e outra

anti-holomorfica de z:

XHM(z,2) = F*(z) + G*(2). (2.8)

O tensor energia-momento, T}, é de particular importancia na teoria da campos con-

forme. N6és definimos o tensor T, por

4w 0.5,
\/gégab gub:nab’

Agora vamos mostrar uma importante propriedade do tensor T,;: ele possui traco nulo.

Ty = (29)

Isto é vélido mesmo antes de fazer g®* = n® em (2.9). Aqui variamos a acio dada em 2.1

com relacdo a transformacio de escala da métrica ¢g:

05 1 o
58, = [ dog om = —g [ dovas, 210

Na ultima passagem usamos que 0¢., = €gqp. Como € é uma quantidade infinitesimal

e arbitraria e pelo fato de 6.5, ser nulo para a transformagao em questao temos que

T = 0. (2.11)

[0}

Agora usando a defini¢ao (2.9) encontramos que

Typ= - (aaxua,,xu - %%acxuacxu) . (2.12)
(6]

O tensor energia-momento em coordenadas complexas é

1 1 - _
T.(2) = ——0X"0X, ¢ Tu(2) = ——0X"X,. (2.13)



O fato de T,,(z) e Ts:(z) serem holomérfica e anti-holomoérfica, respectivamente, para
campos X* que satisfazem a equacao de movimento sdo consistente com a solucao de (2.7).

Por outro lado, apds usar o calibre conforme a condi¢ao (2.11) torna-se

T..=0 (2.14)

As equacgoes de conservacao do tensor energia-momento, 0°T,, = 0, em coordenadas

complexas sao

agTzz + aZng - 8ZT;2 —|— agng = 0 (215)

Note que (2.15) é consistente com (2.13) e (2.14).
Na secao 2.1 fixamos o calibre conforme na acao de Polyakov, entretanto a agao tem

um calibre residual. Podemos mostrar que a agao (2.5) é invariante sobre a transformacao

z— f(2), z — f(2). (2.16)

Isto implica que a métrica (euclideana) da folha-mundo é reescalada,

2

ds* = do} + dos = 2dzdz — gf ds?, (2.17)

z

Uma teoria de campos que satisfaz a propriedade anterior é chamada de teoria de
campos conforme.

Vejamos que consequéncia traz esta simetria adicional. Para isso calcularemos a cor-
rente de Noether associada as transformagoes de simetria 2’ = 2z + €(2) e 2/ = z + €(2),
onde €(z) e €(Z) sao infinitesimais. Aqui vamos usar o truque, conhecido como “método
de Noether”, no qual promovemos os parametros infinitesimais € a serem dependente das
duas coordenadas da folha-mundo. Da variacio da ac@o e da definigdo (2.9) é possivel

mostrar que

08
2 ab
S = —/d U—égab(Sg

— 1 2 =
= or /d Z[Tzzage + ng@ze], (218)



onde usamos que a métrica muda como dg., = 0u€p + Op€e, (apds usar o calibre conforme)
e o trago do tensor energia-momento é nulo (7,; = 0).
Como € ¢ infinitesimal e arbitrario, integrando por partes e eliminando os termos de

fronteira em (2.18) temos que

0:[T..€] + 0,[T::€] = 0. (2.19)

Os parametros € e € sao independentes, portanto podemos separar as correntes. Con-

sideremos 0z = €(z) com 6z = 0. De (2.19) temos que

J* =0, J*=T,.(2)e(z) = T(2)e(z). (2.20)

J* =0, J* =T(2)€(2). (2.21)

2.3 Expansao de Produto de Operadores

Um importante objeto da teoria de cordas perturbativa é a fungao de correlacao de opera-

dores locais,

(0ir(21,21) 03, (23, 2) - -~ Oi (20, Zn)), (2.22)
onde 0s Oi(zi, Z;) sao os operadores locais. Aqui (z,Z) é um ponto na folha-mundo. E
importante entender o comportamento da funcao de correlacao quando dois operadores
aproximam-se um do outro. A técnica para descrever este limite ¢ conhecida como ex-
pansao de produto de operadores. A figura 2.1 ilustra a situagao em que ha um produto
de seis operadores locais, quando z — w e Z — w, ou seja, a distancia |z — w| é pequena
comparada a distancia entre (w,w) e os outros pontos. A expansao do produto de um
par de operadores locais é uma série de Laurent em z — w e Z — w, divergente em alguma
regiao circular de raio nao nulo.
Seja {O4(2, %), -+ ,0;(2,2)} o conjunto de operadores locais de uma teoria conforme.

A teoria conforme que vamos considerar na quantizagao da corda de Polyakov vai possuir



A O.(s,9)
T 0y) .’
/ ) O, (p.p)
! Oww)
\ . !
\ N _ / A _
v O(zz) [/ Q. (£1)

Figura 2.1: Produtos de seis operadores locais.

um numero infinito destes operadores. A expansao de produto de operadores é definida

como

0i(2,2)0;(w,w) =Y Cfi(z — w, 2 — ) Op(w, w). (2.23)

k
As funcgoes ij(z — w,z — w) sao chamadas de coeficientes dos produtos dos ope-
radores. Queremos escrever (2.23) para muitos operadores, ou seja, escrevemos a fungao

de correlagao ordenada temporalmente como

(Oi(2,2)0;(w,w) -+ ) = Ch(z —w, 2 — ) {Op(w, @) -+, (2.24)
k
Os coeficientes C’fj(z —w,z —w) dependem de i, j e k e apenas do par de operadores

que foram expandidos.

2.4 Identidade de Ward

A identidade de Ward nao existe, apenas, na teoria de campos conforme. Esta identidade
¢ uma relacao que surge numa teoria quantica de campos cada vez que ela possui uma
simetria (global ou local).

Aqui vamos primeiro encontrar a forma geral da identidade de Ward e depois reescreve-
la em coordenadas complexas.

Agora vamos estudar as simetrias da folha-mundo. Sabemos da teoria de campos

classica que quando temos uma simetria global hd uma corrente conservada (teorema de



Noether). A nivel quantico as fungoes de correlagao sao os objetos de nossos estudos. Aqui
consideramos uma colecao de campos ¢; com uma acao invariante sob uma transformacao

infinitesimal do tipo

pi(0) = wi(o) + ebpi(o), (2.25)

onde € ¢ um parametro infinitesimal constante. O produto [dy|exp(—S[y]) ¢ invariante
sobre a transformacao (2.25) (usamos a notacao [dy| = [ [, dy; para a medida da integral
funcional dos campos ;).

Consideremos a funcao de correlacao mais geral com ordenamento temporal':

~ A

(Orfar):+-Oulo) = 5 [[dele01(01) -+ Our), (2:20

onde Z é o funcional de vicuo (Z = [[dp]e=5¥).
Na demostracao da identidade de Ward usamos, novamente, o truque do método de
Noether. Noés promovemos o parametro € a ser dependente das coordenadas da folha-

mundo (e — €(0)).

~ ~

Oi(0) = Oi(0) + €(a)50;(). (2.27)

Dado que no caso de € ser constante a transformagao (2.25) é uma transformacao de
simetria, a mudanca de (2.26) sob (2.27) deve ser proporcional a de (em primeira ordem):

No caso de € constante, a mudanga de (2.26) deve ser proporcional a Oe:

Orler)+-0uon) = 5 [1alean(-=S[)Oi(e) - Oyl
= —/dgp exp( [o] — 21 /dZO'\/_J 0, e) O1(01) - Op(0,) + O(€%)

_ —/dgp sm( 21 /420\/17@3 e) O1(01) - On(0,) + O(€%),
(2.28)

No membro da esquerda, em (2.26), devimos ter escrito <T{01(01) : ~~0An(crn)}>7 onde “T{---}”
denota o ordenamento temporal. Nesta dissertacao assumiremos que, cada vez que calcularmos uma

funcao de correlagao os operadores estarao ordenados temporalmente. Omitiremos, portanto, o simbolo

“p{...}



10

onde colocamos o fator 1/27 por conveniéncia. Assim encontramos, apds usar integragao

por partes, que

A ~ ~

(00 J%(0)O1(01) -+ - On(0n)) =0, para o # o;. (2.29)

~

Note que se Oy(01) = --- = O,(0,) = 1 obtemos a versio quéntica do teorema de
Noether.
Agora consideramos €(o) igual a 1 em uma regiao R e 0 na fora desta regiao. Usando

os mesmos procedimentos anteriores desta vez encontramos que

<Ol(01) o Oplon)) = —/dgo —Slel ( gy /dQU\/_Jaﬁ e> [O1(01) 4+ €004 (071)] x
X Oq(02) -+ Op(oy). (2.30)

e assim na ordem de € encontramos que

1

~5 | o0 (J*(@)01(e1) -+ Onlon) ) = (801(01)0a(02) -+ Onl)) . (231)
T

A expressao (2.31) é conhecida como identidade de Ward. Em uma teoria em duas
dimensodes em coordenadas complexas, ap6s usar o teorema da divergéncia em (2.31), a

identidade de Ward pode ser reescrita como

Z% - dz <jz(2,5)ol(21,51) .. > — z% ng d2< Ag(Z, 2)@1(21,21) .. > = <501(21751) . >’

(2.32)

onde OR é a borda da regiao R.
A equagao (2.32) é valida para quaisquer inserc¢oes de operadores.
No formalismo do espaco de Hilbert, ao trabalharmos na representacao de Heisenberg,

7

a identidade de Ward vem dada por (2.32) mas sem “(” nem “)”. Para o primeiro termo

do lado esquerdo da equagao (2.32) de acordo com o teorema do residuo temos que

1

i dzJ.(2,2)01(21,71) - - = —Res[J.(2,2)01 (21, 21) - - -]. (2.33)
m

Na ultima passagem usamos que as variaveis z e z sao independentes. Das equagoes

(2.33), (2.32) e (2.20) podemos reescrever a identidade de Ward como
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~ N ~

801 (21, 71) = —Res|J.(2)01(21, 71)] = —Resle(2)T(2)01 (21, 1)), (2.34)

no caso em que transformagao é dada por §z = €(z), 6z = 0.

Similarmente de (2.32) e (2.21) obtemos que

~ 2 A

(501 (21, 21> = —RGS[ Qg(Z)Ol (Zl, 21)] = —RGS[E(Z>T<Z)01 (21, Zl>], (235)

no caso em que transformagao é dada por dz =0, 6z = €(Z2).
O sinal de menos em (2.35) vem do fato da integral ¢ dz ser realizada na diregao oposta

A de § dz.

2.5 Ordenamento Normal

Antes de apresentar o ordenamento normal para um produto de campos quanticos X Kz, Z)
e X (7', Z') nas seguintes linhas veremos que o analogo quantico da equagao de movimento
(2.7) é dado por (90X*(z,z)) = 0. Para demostrar este resultado precisamos da seguinte

integral de caminho

Z:U):/Mﬂmﬂ—ﬂﬂ) (2.36)

Na continuagao vamos usar que a integral funcional da derivada total do integrando

em (2.36) é zero:

0 = / [dX]%em—sm

- - / [dX]exp(~S PX”%

- < [%aéf(ﬂ(z, 5)] > . (2.37)

T

Agora, repitamos o procedimento anterior, mas comecemos com a derivada total de
exp(—S)X”(z’, z'). Podemos deduzir, assim, que o propagador do campo X“(z, zZ), (X“(z, Z) X
xX¥(2', 7)), satisfaz a equacio 0,0:(X*(z,2)X"(2, 7)) = —n™ma/ (0*(z — 2/, Z — 7).
Usando o célculo rigoroso da funcao de Green de dois pontos de campos escalares[9] obte-

1mos, para 1nosso caso, que
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/
<X“(z, X (2, 2’)> - —%n““ln 2 — 7. (2.38)
O propagador (2.38) apresenta uma singularidade quando (z,2) — (Z,Z’) conhecida
como divergéncia ultravioleta. Assim definimos, entao o ordenamento normal do produto

de X*(z,2) e X*(,Z) como

~

/
XM (2, 2) XV (2, ) - = XMz, )XV, 5 + %n’“’ln 12— ). (2.39)

Pode-se provar que a defini¢ao em (2.39) coincide com aquela vista em teoria quantica
de campos, em que, ao escrever X Mz, z) e X Y(Z',Z') em termos de operadores de criagao
e de aniquilacao, os primeiros em cada produto ficam do lado esquerdo e os segundo ficam
do lado direito.

Agora vamos estender a ideia de ordenamento normal para um nitmero arbitrario de
operadores, ou seja, usamos o teorema de Wick. Seja F=F (X' ) um funcional de X.

A

Definimos o ordenamento funcional : F' : por

- o ) 5 .
L F= — [ &ud? — z|? F. 2.4
exp ( 1 /d 21d*z9 In |21 — 23| SXH (21, 51) (5Xu(22,z2)) (2.40)

Por exemplo, quando F= X”l(zl, Zl)X“Q(ZQ, EQ)X“3(Z3, z3) da férmula (2.40) obtemos

que

D XM (2, 5 X P2 (29, 20) X P (23, 23) 1 = XM(zq, 21) XM2 (29, 20) X9 (23, 23) +
/
+ <%n“1“21nlzl — szX“S(Zzafz)) +
+ 2 permutagoes. (2.41)

A

A generalizacao de (2.40) para o caso de um produto de dois funcionais de X, : F : e

.G :, vem dado por

PN o ) ) R
F G = —— | &Pzd?zl — 2 cFG . (242
G := exp < 5 / 21d*z9ln |21 — 29| X (o 51) (SXGM(ZQ,ZQ)> G ( )
2/72/)

Um exemplo importante é quando F = e*1'X(22) o G = 2 X% Nesse caso, de

(2.42) vem que

ST % > e X (o) 5 /1. . ST % 5\ iln. X (o 5
: ezkl X(z,2) . ezkz X(2',z") - |Z . Z/|a k1 ko . 6zk1 X(Z:Z)ele X(<',2") . (243)
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2.6 Operadores Quase Primario e Primario

A teoria de campos conforme em duas dimensoes tem um conjunto (infinito) de operadores
locais {OZ} Existe um subconjunto especial de {OAl} chamado de operadores primérios os

quais mudam, sob uma transformacao conforme

z — f(2), zZ — f(Z), (2.44)

comol9]:

—h s aFy\ —h
oenien = () (%) ot (2.45)
onde h e h sio nimeros reais e (h, h) é chamado de peso conforme de O(z, 2).
Consideremos as transformagoes z = z + €(2) e Z = Z + €(Z), onde €(z) e €(Z) sao
parametros infinitesimais. E possivel mostrar que a versao infinitesimal da transformagao

de (2.45) vem dada por

50 = —(hOd.e + €d.0) — (hOdse + €3:0). (2.46)

A transformacao descreve uma translacao, rotacao e dilatacao se e for, respectivamente,
constante complexa, um nimero puramente imaginario e um nimero real.

Agora, existem operadores O que infinitesimalmente transformam como (2.46), mas
que ndo sao primdrios. Para ver isto comparemos (2.46) com a identidade de Ward (2.34).

Desta comparacao, quando 0z = €z e 0Z = €z, concluimos que

T(2)0(Z, )=+ h(OZ(i ’;))2 + ag(j ’;)> + termos regulares,
T(Z)O(z’, )=+ E(Og(i ’;))2 + 8<02(j ’;)) + termos regulares. (2.47)

Pode-se provar que se o O é primario entao a sua “OPE”com T e com T é truncada

-2

na ordem (2 — 2')"2 e (z — Z’)72. Ou seja, nesse caso em (2.47)

OW@U+8OWJ@
(z=2)?  (2-7)
O(=,7) 90(#,7)

(z-2)2 (2-7%)

+ termos regulares,

+ termos regulares. (2.48)
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Um operador quase primério seria aquele em que em (2.47) existem termos de ordem
(z — 2')? ou (2 — Z') ou de ordem superior.

Note que todo o operador primério é quase primario, mas nem todo operador quase
primario é primario.

Alguns operadores primarios usuais e seus pesos conformes sao os seguintes:

X (0,0), oxX" (1,0),
DG (0,1), PX"(2,0),
o /kz /k2
ek X . (0‘4 ,0‘4 ) (2.49)

O peso conforme dos operadores em (2.49) é obtido através da férmula (2.42), onde F
deve ser o tensor energia-momento dado em (2.13) e G o operador que se deseja saber o
peso conforme.

E o tensor energia-momento, é um operador primario? No caso dos D campos escalares

X* da acao de Polyakov, onde T(z) vem dado em (2.13), pode-se provar que:

. Dj2 oT(¢)  9T(Z)
T()T(#) = (z —2)4 + (z—2)?2  (2—=2)

(2.50)

Para esse caso vemos que 7' é um operador quase-primério de peso (2,0). Mas, usando
argumentos de simetria e de andlise dimensional pode-se provar que ele possui esse peso
em qualquer teoria conforme em duas dimensoes. Ainda mais, se essa teoria for unitaria

pode-se provar que a “OPE” de T'(z) com T(w) é sempre da formal3):

c/2 vINED RINED

(z—z’)4+(z—z’)2 (z—2") S

onde a constante ¢ ¢ chamada de carga central. Ela é importante, pois para que uma

T(2)T(2) =

(2.51)

teoria conforme em duas dimensoes nao possua anomalia ¢ deve ser nula. E demandando
este tltimo requisito que na abordagem de Polyakov para a corda bosonica obtém-se que

a dimensao do espaco-tempo deve ser D=26.

2.7 Uma Transformacao Conforme Importante

Existe uma outra parametrizacao da folha-mundo que permite uma visualizacao natural

das insercoes pontuais de operadores no plano complexo.
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A transformacao conforme peculiar que sera considerada vem dada por

z = exp(—iw) = exp(T —i0), (2.52)

onde w = o+1i7, T é a coordenada do tempo e o é a coordenada de posi¢ao da folha-mundo.
No caso da corda fechada esta transformagao mapeia o cilindro no plano complexo
como é mostrado na figura 2.2. Neste caso temos uma periodicidade a qual pode ser vista
fazendo a identificacao o < o + 2.
Superficies de tempos iguais no cilindro sao transformados em circulos de raios iguais
no plano complexo. Desta forma o passado, muito longe (7 — —o0), torna-se a origem
z = 0 do plano complexo e o futuro, muito longe (7 — 00), é mapeado em z = oo (veja

figura 2.2).

Figura 2.2: Mapeamento da folha-mundo da corda fechada.

No caso da corda aberta a folha-mundo nao é periédica e (2.52) ela é mapeada no
semi-plano complexo superior, como mostra a figura 2.3. Neste caso o esta restrito ao
intervalo [0,7]. A linha com 7 constante transforma-se em semi-circunferéncia no semi-

plano complexo superior (Im(z) > 0).

Figura 2.3: Mapeamento da folha-mundo da corda aberta.
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2.8 Consideracao Sobre Teoria de Campos Conforme
com Bordas

Até agora todas as “OPE”s que calculamos nesta dissertagao se referiam a corda fechada
(pois foi usado o propagador dado em o (2.38)). Mas as aplicagbes que veremos nos
capitulos 5 e 6 consistem nas interagoes entre estados de cordas abertas. Dai que seja
necessario considerar, daqui em diante, o propagador de campos X #(z, z) que estao definidos

na parte superior do plano complexo?:

<X“(z, 2 X" (w, w)> = G (2, 70, W), (2.53)

onde G" satisfaz o problema:

0,0:G" (2, Z;w,w) = =7/ §(z — w, Z — ), (2.54)

com a condicao

0, G* (2, Z; w, W) =0, (2.55)
o=0

onde o representa a coordenada perpendicular ao eixo real (o = 0 corresponde aos pontos
do eixo real.)

Usamos o método de imagens e assim podemos deduzir que

/

G (2, %0, W) = —nw%(zmz —w[? + In|z — w]?) (2.56)

2.9 Mapeamento Entre Estado e Operador

A ideia principal que esta por tras do mapeamento entre estados e operadores é que a
cada estado fisico da teoria é associado de forma biunivoca um operador local. Esses
sao os operadores (chamados operadores de vértice) que serao utilizados para calcular as

amplitudes de espalhamento.

2Veja o segundo exemplo da secdo 2.7
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Na continuagao vamos usar o formalismo da integral de caminho para fazer o mapea-
mento entre estado e operador. Vamos ver que o segredo esta no fato do passado remoto
ser transformado na origem do plano complexo.

Vamos escrever a integral de caminho (euclideana) para um funcional W(¢) no cilindro

o(Ts)=pf
;o (0), 7] = / de] / dgle S, (), 71, (2.57)

(Ti)=pi
onde ¢(7;) e p(7f) sdo as condicoes de fronteira inicial e final.

Apés fazer a transformagao (2.52) obtemos uma expressao similar a (2.57) no plano

complexo:

p(ry)=ps
Ul (0), ] = / dg) / dgle S, (), 7, (2.58)

(ri)=¢pi
onde, desta vez, as condigoes de fronteira sao p(r;) = ¢; e p(rf) = ¢s. A integral funcional

(2.58) é realizada no plano complexo numa coroa circular r; < |z| < ry como mostra a

figura 2.4.

Figura 2.4: Coroa circular r; < |z| < ry no plano complexo.

O efeito do estado inicial é mudar o peso da integral funcional sobre o interior do
anel |z| = r;. Se o estado inicial estiver no passado muito distante, que equivale no plano
complexo a z = 0, a integral é realizada no circulo |z| < r;. Assim o efeito do estado inicial
é mudar o peso da integral funcional no ponto z = 0. Este é o ponto que corresponde ao

operador local O(z = (). Assim o funcional de onda dos diferentes estados vem dado por

w(r)=¢f R
Vool = [ ldele HO(= ~0), (259
onde subentende-se que é realizada uma integracao sobre todos os valores do campo ¢ em

z=0.
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2.9.1 Exemplo

Veremos aqui o mapeamento para alguns estados da corda aberta. Antes disso precisamos
de um resultado preliminar que fornece a expressao do operado X*(w) em modos normais

de vibragoes:

o 1 ) o
Xt (w) = & — 20/p'w + ivV2a' Y —ali(e™ + "), (2.60)
n

n#0
onde (w,w) sdo as coordenadas de um ponto da fita euclideana.

Argumentaremos aqui o conhecido resultado de que os operadores & satisfazem a
algebra de osciladores harmonicos e dai vem que se m > 0 eles representam operadores de
aniquilagao e quando m < 0 eles representam operadores de criagao do modo de vibracao
ml.

De (2.60) é facil determinar 9, X* na fita:

&UX“(U)) = — QQZdZGmw, com &b = V2a/p". (2.61)

Sendo J,, X* um campo primério de peso h = 1. Vimos na se¢ao 2.7 que o mapeamento
da fita no semiplano complexo ¢ dado por z = e . Como os operadores primérios

transformam por (2.45), podemos escrever que

9z\ " . -
9. XH(z) = <8_w> D X" (w) = —ivV2a Z i (2.62)
A partir de (2.62) temos que
ak 92 ng (s, (2.63)

" \/ 2/ | 2mi

Da expressao (2.63) é possivel encontrar a relagao de comutagao do operador &# que é

dada por,

[dﬁw d;/z] = m5m+n,0nwj7 (264)

que é a algebra que queriamos encontrar.
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Portanto o estado fundamental satisfaz que &/ |0) = 0, para m > 0.
Nas seguintes linhas argumentaremos que procedem os seguintes mapeamentos entre

estados e operadores (no caso em que p*=0):

Estado | Operador
0) 1
arloy | omxe

Como primeiro passo mostremos que o funcional do campo X* no estado fundamental

¢é dado por

XH
I K
wlxy) = [l e s (2.65)

onde X = X*(|z| =r) é a condicdo de fronteira final.
Para isto verifiquemos se &% |0) = 0 para m > 0. Para mostrar isto usamos a integral

de contorno (2.63) apenas em |w| < 7.

A 1 ij —S[X*] dw maw
al, Wo X 4] = [dX*] e oyl OX*(w). (2.66)
7r

Note que a integral de caminho nao contem pdlos, ou seja,

d N
7{—w,wm8X“(w) =0 para m > 0. (2.67)

271

~ l‘L IJ/ _ .
Portanto dal, Wo[X}] = 0 como queriamos.
Agora como segundo passo estudamos um estado excitado. Propomos como um fun-

cional de onda

U,.[X,] = / Y [dX]eSElomX (2 = 0). (2.68)

Examinemos a a¢ao do operador aniquilacao &* em (2.68) é dado por

X}L(T) y dw . N
G, [X ) ~ / [dX"] e~ SX" ]{ —w"dX" ()" X (2 = 0). (2.69)

21

A “OPE” de X" (w)0X*(w) é
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/
OXY (w)dXH(z) = —%n”“ (w—2) + termos regulares. (2.70)

Portanto a integral de caminho da equagao (2.69) pode ser reescrita como

d
= ml Q—zw"—m—l =0, (2.71)

% d_u].wnam—l;

2 ¢ (w—2)?

z=0
a menos que m = n. Com isto vemos que o funcional ¥,,[X,| efetivamente é aquele
correspondente ao m-ésimo estado excitado.

Finalmente, repetindo o procedimento anterior para os estados com momento nao nulo

(p* # 0) e usando que

R . . 6ik-f((w) .
X (z) : "X — _jo i (2.72)
zZ—w
obtemos o seguinte mapeamento:
Estado Operador
|0, k) etk X (w)
ak 10, k) | om X etk X (w) .




Capitulo 3

Interacoes

Este capitulo esta baseado nos capitulos 5 e 6 da referéncia[3], com consulta ao capitulo 3
do texto de referéncia[4].

Agora temos bagagem suficiente para discutir as interagoes na teoria de cordas. O ponto
chave das interagoes é que elas estao contidas na teoria livre, ou seja, toda a informacao
sobre interacoes esta contida na acao de Polyakov.

A teoria quantica que descreve a corda de Poyakov é uma “CFT” em d = 2 (desde
que a dimensdo do espago-tempo seja D = 26). Este requisito é necessario manté-lo ao
incorporar as interacoes. Sendo assim, a forma destas interacoes fica determinada de forma
unica (os acoplamentos dos campos que descrevem as interagoes dos estados da corda ficam
todos determinados)®.

O nosso objetivo é calcular a matriz S. Para isto partimos da funcao de correlacao que
¢ um importante objeto das teorias perturbativas.

Numa teoria com campos quanticos ¢(z), a partir de fungoes de correlagao da forma

(6 (x1) -+ r,(20)) (3.1)

é possivel obter as amplitudes de espalhamento apds uma transformacao de Fourier em
(3.1). As pernas, nos diagramas de Feynman que conduzem a essas amplitudes, estao fora

da camada de massa (k # Mp7).

'Nos capitulos 5 e 6, quando considerarmos o teorema de equivaléncia e estudamos as lagrangeanas
da teoria em D = 26, veremos que ha sutilezas por tras desta afirmacao pois haverao acoplamento que
ficarao indeterminados. O motivo disto vem do fato que nas interacoes que estudaremos neste capitulo os

estados externos sempre estao na camada de massa.
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Como veremos neste capitulo, o notavel da descricao das interacoes das cordas a la
Polyakov, é que através do calculo de fungoes de correlagao de uma teoria em duas di-
mensoes € possivel obter as amplitudes de espalhamento das cordas no espacgo-tempo de
Minkowski em D=26 dimensoes.

A restrigao deste procedimento serd que ele s permite calcular as amplitudes de es-

palhamento de estados que estao na camada de massa.

3.1 Soma Sobre Todas as Topologias

Sabemos que a integral de caminho para a propagacao de uma particula livre relativistica
descreve uma soma sobre todas as linhas-mundo possiveis para a particula. Em teoria
de cordas a ideia é similar s6 que a soma é realizada sobre todas as folhas-mundo de
diferentes topologias. Por exemplo, consideremos quatro cordas que interagem. As folhas-
mundo possiveis sdo resultantes das diversas formas que as quatro cordas interagem (veja

figura 3.1).

Figura 3.1: Folhas-mundo de diferentes topologias contribuem no espalhamento de quatro

cordas fechadas.

Cada folha-mundo é uma superficie de Riemann.
Consideremos a integral de caminho euclideana de Polyakov para a folha-mundo de

uma topologia dada

/[dX] [dg]el'p<_scordas)a (32)

onde Seordas vem dado nas equagoes (3.3), (3.4) e (3.5).
Observe que além da somar sobre todos os campos somamos também sobre todas as

métricas com a topologia dada.
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O peso e(~Seordas) da integral de caminho (3.2) agora é constituida pela acdo de Polyakov

e mais dois termos adicionais (contidos em x):

Scordas = SPOly + )\X7 (33)
onde
2 1/2 ab
SPoly = 4wa,[wd gg / q 8aX‘uaqu, (34)
Y = = Pog?R + L[ sk (3.5)
Am Jur 21 Jomr ’ '

sendo A um ntimero real, R é o escalar de Ricci e k = t*n,V,t° a curvatura geodésica da
borda (t* e n, sao, respectivamente, vetores tangente e normal & borda.). A soma (3.5) é
invariante sobre transformagoes de difeomorfismo e de Weyl.

O termo x, conhecido como nimero de Euler, depende somente da topologia da folha-

mundo. Ele vem dado por

X = 2—2g9—0b, (3.6)

onde g é o génus (nimero de “algas”) e b o nimeros de bordas da superficie de Riemann.

Veja um exemplo na ilustragao 3.2.

(a) (b) ()

Figura 3.2: Exemplos de superficie de Riemann para a corda aberta (a) g =0, b=1e x =

1;b)g=0,b=2ex=0;¢)g=0, b=3e xy=—1.
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A integral funcional que contem a contribuicao de todas as topologias vem dada por?

Y oe / [dX][dg]e . (3.7)

topologia

Para uma teoria que somente descreve interagoes de cordas abertas (que é o nosso

A2 Apds um mapeamento

caso) definimos a constante de acoplamento como gy = e
conforme pode-se ver que o espalhamento em nivel de arvore corresponde a folha-mundo

com topologia de um disco (¢ = 0 e b = 1) e assim as amplitudes sao proporcionais a 1/gz.

3.2 Matriz S

Na presente secao apresentamos como calcular a matriz S de m estados da corda. Para
cada corda externa com momento k; e estado A; corresponde um operador de vértice
VA (k;). Assim o elemento de matriz S, de m cordas que se espalham, é obtido da fungao

de correlacao de operadores de vértice:

A (N k)= Y g—2>< [dX][dgle= 57w T Va, (k2). (3.8)

topologias i=1

onde “Vol” representa o volume (infinito) das trajetérias de calibre que sdo equivalentes.
A férmula (3.8) leva em consideragao todas as ordens perturbativas de um espal-

hamento (nivel de arvore, 1-“loop”, 2-“loops”, etc) (Veja a figura 3.3).

@00

Figura 3.3: Superficies de Riemann com operadores de vértice inseridos.

2A expresdo em (3.7) é formalmente infinita. Na secdo 3.2 serd visto que devido & invariancia de calibre
da teoria a expressdo (3.7) deve ser dividida pelo volume das trajetérias de calibre e assim obteremos com

um valor finito para cada uma das integrais de caminho.
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Neste trabalho as amplitudes de espalhamento que consideraremos sao todas em nivel
de arvore.

Por se tratar de uma teoria com invariancia de calibre (difeomorfismo e transformagao
de Weyl), para fixar o calibre, e portanto simplificar “Vol”em (3.8), é necessario usar o
método de Faddeev-Popov e logo introduzir campos fantasmas nessa expressao. Nesta
dissertacao nao foi estudado este assunto. Nos conformaremos em mencionar o resultado
que surge no caso das amplitudes em nivel de arvore, apds usar o calibre conforme e
realizar a integracao funcional dos campos fantasmas: a dimensao critica (isto é, aquele
em que nao hé anomalia de Weyl) é D=26. E a fixacao de calibre nos permite ficar com
qualquer superficie topologicamente equivalente a um disco. Em particular vamos escolher
o semiplano superior (veja figura 3.4).

Na continuacao apresentamos trés representagoes equivalentes em nivel de arvore para o
espalhamento de cinco cordas abertas. A figura 3.4 mostra como a folha-mundo é mapeada
(por meio de um mapeamento conforme) no disco ou sobre o semi-plano superior. As
pernas externas aparecem como inser¢ao na borda. Na teoria de campos conforme em

d=2 as inserc¢oes sao operadores de vértices.

/
=

&

Figura 3.4: Diagrama com trés folhas mundo que descrevem o espalhamento de cinco
cordas abertas. As trés superficies sao topologicamente equivalentes e fornecem uma

mesma contribuicao na integral funcional (3.8).

Apbs usar o calibre conforme em (3.8) a amplitude de espalhamento da corda aberta

fica dada por

1 1 ) H’”
(m) e J— 7SPoy ) . .
A= RVaSLER) / e =1 ) &

onde Sy, = (1/2mc’) [ d*>20X"0X, e SL(2;R) é o grupo projetivo, corresponde a trans-
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formagao
ax’ +b
= — 3.10
cr' +d ( )
com ad — bc = 1 (a, b, ¢ e d s@o parametros reais). O volume do grupo projetivo,

Vol(SL(2;R)), é infinito (de tal forma que (3.9) ¢ finita) e vem dado por

Vol(SL(2;R)) / / / 4 dydre . (3.11)
oo [(Ta — @) (Tp — 2c) (Te — 74)]

3.3 Operadores de Vértices

Aqui discutiremos um importante método que permite obter o espectro da corda aberta.
Usamos o mapeamento entre estados e operadores para substituir o estado pelo operador
de vértice. Iniciamos com o estado fundamental que corresponde ao taquion. Seu operador

de vértice vem dado por

V= go/ ds : %X (3.12)
oM

onde gy ¢ a constante de acoplamento de corda aberta. Note que a integral (3.12) é
realizada na borda de M, onde M é inicialmente um disco no plano complexo. Apéds
mapear esse disco no semi-plano complexo superior dM se tornard a reta real (veja a
figura 3.4). Em nossos cdlculos trabalharemos, entao, com esta ltima borda.

Precisamos conhecer o peso conforme do operado : ek X . Usamos o propagador
(2.56) para fazer a contragao de Wick. O resultado da “OPE” de : ¢* X . com T, dado em

(2.13), é

zZ—W z+w

) P K 1 1 )\?
T(z) : eFXwad) . — GE kX < + ) + - (3.13)

Como o operador : e (®) : vive na reta real temos que w = w. Entdo (3.13) torna-se

R L g2 eik-X(w) :
T c etk X(w) . a cee 3.14
() e Goap (3.14)
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Assim o operador : X : é primério de peso o’k?. Ao inserir os operadores de vértice

na integral de caminho de Polyakov é necessério que a expressao deles seja invariante de

Weyl. Como a dimensdo de escalonamento de |, an @8 € -1, o peso conforme de : eik-X .
teria que ser igual a 1. Portanto na expressao (3.14) temos que
2 12 1
M*= -k = — (3.15)
Esta é a massa do taquion.
Agora, o operador associado ao primeiro estado excitado é
V= g(’)’g““/ ds : 8)5'#6"]“')2 : (3.16)
oM

onde (" é o vetor de polarizacao e g{ é a constante de normalizagao que sera estudada no
proximo capitulo. Realizando um procedimento similar ao visto em (3.14) e (3.15) temos
que neste caso a invariancia de Weyl requer que M? = —k? = 0. Portanto trata-se do

foton. Vejamos se o operador de vértice do féton é primario. Para isso nés calculamos

T(z)¢*: 0X P X = 40(’& LR X (3.17)
: (2 —w)?

Entao, para que o operador de vértice do féton seja primario o vetor de polarizagao
deve satisfazer a condicao (*k,=0. Isto nao ¢ outra coisa que o requisito que satisfaz o
vetor de polarizacao quando trabalhamos no calibre de Lorentz (9,A*).

Finalmente examinemos o operador de vértice do segundo estado excitado (o estado

de Fierz-Pauli):

V= gé(’“’/ ds : 8)2#8)2,,6%'5( :, (3.18)
oM

onde (" é o tensor de polarizagao e g}, ¢ a constante de normalizagao, a que serd estudada
no capitulo 4.

Repetindo o procedimento anterior e obtemos que para que o operador de vértice seja
primario o tensor polarizacao tem que satisfazer a condigao (*k, = (*k, = 0 e da

invariancia de Weyl vem que M? = —k* = &



Capitulo 4

Amplitudes em Nivel de Arvore

No presente capitulo vamos calcular algumas amplitudes de espalhamento de cordas aber-
tas em nivel de arvore. Também vamos determinar a constante de normalizacao do op-
erador de vértice do campo de Fierz-Pauli e vamos estudar as simetrias da amplitude de
espalhamento de cordas abertas nao massivas: invariancia ciclica, invariancia de calibre e

invariancia sob um “twist”.

4.1 Algumas funcoes de correlacao e a amplitude de
espalhamento

Nesta se¢ao vamos calcular fungoes de correlacao na teoria de campos conforme com
bordas, pois estamos interessados nas amplitudes de espalhamento de cordas abertas.
A fungao de Green (de um campo escalar conforme) que satisfaz a condigao de contorno

de Neumann no semi plano complexo superior, dada em (2.55), vem dada por[3][4]*

1 1
G(z,zZ,w,w) = —lIn|z — w|* + 2—ln|z—w|2. (4.1)
s T

Em (3.9) foi visto que a amplitude de espalhamento vem dada essencialmente pela

funcao de correlacao de operadores de vértice. No caso de n tdquions ela vem dada por

n

Alky, - k) = g%VOl(SlL(Q; R)) /[dX]eSEDoZy H Vi(xj, kj), (4.2)

j=1

IEste resultado j4 foi apresentado, num formato levemente diferente, na equacio (2.55).
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onde o operador de vértice do taquion ja foi visto em (3.12) e vem dado por

1% —go/ dx V(x, k) = 90/ dz - e*X : (4.3)

onde k? = 1/c/.

Assim a expressao (4.2) pode ser reescrita como

Ak, k) = VOZSMR /dej V(1 k) - V(xn,k)>, (4.4)

onde

(V) V(o b)) = /[dX]exp(— .~ e 3X'5X)€xp<ii’%‘ 'X(f“j))’

2T ,
J=1

(4.5)

onde, desta vez, M representa o semi-plano superior complexo.

O célculo desta integral é bem conhecido em teoria de campos. Ela vem dada a partir

da igualdade[13]

1 _
/[dX]exp( ~ oo d*z 0X - 0X +iJ - X) = iC(2m)%6% (ky + ko + - k) %
M
xe:np(ﬂa / &’z d?7 x
2 Ju

xJ(2,2)G(z,z; 2, 2)J (¢, z')) :

(4.6)

onde G(z, z; 2/, Z') é o propagador (G(z, ') = —1/90) dado em (4.1) e J#(z) = S, k*6(x—

J=1"7

z;) é a fonte. C é a constante de normalizacido? a qual inclui o fator det~/2(99). A funcio
delta representa a conservacao do momento. Ela surge da contribuicao do modo zero x*
na integracao funcional em X*[3][4].

Portanto a fungao de correlagao em (4.5) pode ser reescrita como|[3]

<f/($1, k) - V(2 k:n)> = iC(2m) 2062 (o + ko + - exp( Z ki -k In|z; — xl|>

7,l=1

2Veja mais detalhes sobre a determinacio desta constante na secdo 4.2.
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Os termos em que j = [ (os que dao uma contribuigdo que nido depende de z; nem k;‘ )
devem ser desconsiderados na hora de implementar um ordenamento normal[3]. Portanto

fica

<V(x1, ki)« V(n, kn)> = iC(2m) 8% (ks + ko + - k) [[ |2y — @™ ™. (4.8)

j<l
Substituindo (4.8) em (4.4) obtemos, entao, que a amplitude de espalhamento para n

taquions torna-se

Vol(SL(Z, R))

Al kg, -+ k) = 0C(2m) 2007 (ke + kg + -+ k) ” /H da; [ T le; — o
=1

g<li

Aqui a constante C' absorveu o fator g3. C serd determinada na segao 4.2.
H4 também uma outra forma, mais direta de chegar ao resultado em (4.8). Esta

consistiria em usar a versao do teorema de Wick (em (2.42)) para o caso da corda aberta:

) 0 A
cFG . 4.10
SXE () 6Xcu<x2>) (4.10)

A

PG = exp (—20//da:1dx2ln |z — 29|

Agora vamos determinar a funcao de correlacao de operadores de vértice do primeiro

estado excitado:

Vi, k, ¢) =" 0,X,e 5@ (4.11)

onde (" é o vetor polarizacao. Aqui vamos usar um truque. Reescrevemos o operador em

(4.11) da seguinte forma[7]

V(x, k,C) = [: R X@F¢H0:Xu(@) | . (4.12)

linear em (H
Nos célculos, quando for necessario expandir a exponencial consideraremos somente
os termos lineares em (*. Das formulas (4.10) e (4.12) é possivel determinar a fungao de

correlagao para n bdsons vetoriais sem massa, a qual é dada por[7][§]

(4.9)
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<V(9€1> ki, G) e V(@ F, Cn)> = iC(2m)8% (ky + ka + - kn)gp H P
n>i>j>1
a@'G G _ o'k - G
exp(z (z; — ;) 2 (@ — ;)

i>j i#]

X

(4.13)

linear em (M

Salientamos novamente que no uso da expressao em (4.13) consideramos apenas 0s
termos lineares em C]“ :

A férmula (4.13) serd usada na segao 4.4 para calcular a amplitude de trés e de quatro
bosons de calibre.

No célculo da funcao de correlagao dos outros estados excitados usamos o mesmo truque

anterior[7]. Por exemplo, para o operador de vértice

Vi, k,¢) = ¢mm: 9,X, - 0,X,, "X . (4.14)

usamos a expresséo

V(ffy kaC) _ [: 6ik~X(x)+C“1aqu1(:E)+~~~+C”28z-f(un(x) :] : (4.15)

linear

onde, apds considerarmos os termos lineares em (J’»‘ 7. devemos fazer a identificacao ¢ ]“ 2 —

e

4.2 Amplitude de Veneziano

Nesta secao nés propomos encontrar a amplitude de espalhamento de quatro taquions com
o apropriado fator de normalizagao. Ela corresponde a amplitude que historicamente ficou
conhecida como “Amplitude de Veneziano”.

Relembramos que amplitude de espalhamento para n taquions vem dada por

Akrs - k) = VOZ( /de@< (21, k1) -~ f/(:cn,kn)>, (4.16)

onde C' ¢é a constante de normalizagdo e Vol(SL(2;R)) é o volume (infinito) invariante

sob transformagoes SL(2; R), definido em (3.11)3

3Pode-se provar que o elemento de volume em (3.11), que aparecerd novamente em (4.58) e (4.59),
permanece invariante sob transformacgado SL(2;R) (dada em (3.10)) em z,, Tp € T, com 08 MeSMOS

parametros.
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A integral que aparece em (4.16) é divergente pois o integrando dela é invariante
sob transformagoes SL(2;R) (com os mesmos parametros a, b, ¢ e d) nas varidveis x;
(t=1, ---, n) e, tal como foi mencionado anteriormente, o volume invariante do grupo
SL(2;R) ¢ infinito. Mas a expressao completa da amplitude em (4.16) ¢é finita. O valor
dela pode ser obtido realizando a integracao em (4.16) somente em n— 3 das n varidveis de
integragao, fixando as outras trés varidveis de integragao em valores arbitrarios (distintos)
reais e suprimindo o fator Vol(SL(2;R))[8]. E importante, na hora de fixar essas trés
variaveis, escolher todos os casos em que elas estejam distribuidas em ordem ciclicamente

nao equivalente. Isto ficara mais claro nos calculos a seguir.

(a) (b)

Figura 4.1: As duas ordens ciclicamente nao equivalentes para trés cordas abertas.

Vamos comecar nossos calculos pela amplitude de espalhamento de trés taquions.

Seguindo o procedimento indicado anteriormente quando n = 3 em (4.16) fica:

A(S)(/ﬁ; kosks) = Cgp(as — ) (w3 — 1) (10 — 21) <: ek X(@1) .. pikaX(22) .. piks-X(23) :> +
+ (kg e k3), (4.17)
Cada operador de vértice contribui com um fator go. O primeiro e o segundo termo de

(4.17) sao representados, respectivamente, pela figura 4.1 (a) e figura 4.1 (b). Usamos a

expressao (4.8) com n = 3 para determinar a fungao de correlagao em (4.17). Fica:

AP (kys oy ks) = iCg(2m) 6% (ky + ka + k) X
X (g — wg) TR ke) (g )i Rks) () ) 120 (Rarks)

Para simplificar (4.18) usamos a conservagao do momento kj +k5 + k5 = 0 e a condigao

de camada massa para o tdquion, k? = 1/a/, e obtemos que
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20/ (ky - k) = o/ (k3 — ki — k3) = —1, (4.19)

e da mesma forma encontramos que 2a/(ky-k3) = —1 e 2a/(ky - k3) = —1. Note que, entéo,

os dois termos de (4.18) sdo iguais. Entao a amplitude para trés taquions fica dada por[4]

A® (ky; ko k) = 12093 (2m) %670 (ky + ko + ks). (4.20)

Note que a resposta efetivamente nao depende de x1, x5 e 23 (como era de se esperar).

Agora, quando n = 4, se escolhermos fixar x1, z3 e x4, em (4.16) fica

o

4
dxo <H . gtk X () :> +

(kg — ks). (4.21)

AD (kys ks ks ky) = Cot(zy — 23) (w4 — 1) (25 — xl)/

A amplitude (4.21) contém a soma sobre diferentes ordenamentos dos operadores de

vértice. Usando a expressao (4.8) com n = 4 para determinar a funcao de correlagao, fica

A(4)(k}1; kQ; k’3; k‘4) = iC’gé(Qﬂ)%é%(/ﬁ + ]{32 + k’3 + k4)($(74 - Z‘3)<LE4 — 1’1)(1’3 — LU1> X

/ day [ [ 1z — ail*™% + (ky —— k). (4.22)

b j<l

X

Agora podemos fixar a posicao de x, r3 e x4 na reta real. Fagamos a particular escolha
1 =0, r3 =1e x4y — 400. Assim, usando a conservacao do momento e a condicao de

camada de massa para o tdquion, pode-se provar que a integral (4.22) fica dada por:

AW (ky; ks kys ky) = iCgg(2m)*06% (ky + ki + ks + k) x
« / dl’z ($2)2a’k1-k2 (1 _ x2)2a’k2-k3 + (k2 - kS) (423)

o0

Na continuacao introduzimos as variaveis de Mandelstam:

S = —(1{31 + k‘2)2, u = —(l{?l + k3)2, t= —(kl + k’4)2. (424)

Da conservacao do momento e da condicao de camada de massa, k]Q = 1/d’, é possivel

mostrar que:
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4

Agora, usamos que 2a/(k; - k;) = —2+4 o/ (k; + k;)? e assim a amplitude (4.23) fica dada

por:

AW (kyi ko ki ky) = iCga(2m)26%0 (ky + ko + ks + ky) X

X / Ao (22) 272 (1 — o) 272 4 (w— 5).  (4.26)

o0

A integral (4.26) pode ser reescrita como a soma de outras trés integrais com os
seguintes limites de integracao: —oo < 29 < 0, 0 < 29 < 1l e 1 < x5 < 00. Estes

trés intervalos fornecem as contribuicoes dos canais s, t e u. Em (4.26) fica:

A(4)(/{31; /{?2; kg; k4) = 7:2093(27’(’)26526(/{?1 + /{32 -+ ]{33 + k‘4) X

X [L(s,t)+ I(t,u) + I(u,s)], (4.27)

onde

I(—a/s = 1)I'(—=a't — 1)
['(a/u — 2)

1
Is.0) = [ dyy o1 g) et = (4.28)
0

Apresentamos [(s,t) em termos de fungoes Gama de Euler, porque assim ela fica
escrita de forma explicitamente simétrica, quando trocamos s por ¢, em outras palavras,
as contribuigoes dos canais s e t sdo iguais (I(s,t) = I(t,s)). Esta propriedade é conhecida
como dualidade.

Vamos analisar mais detalhadamente I(s,t). A fungao I" possui infinitos pélos simples

emz=-n(n=0 1, 2,---):

(1) 1
r 4.29
@ - (4.29)
quando x — —n.
Quando s — (n —1)/a/, I(s,t) se comporta como:
—-1)" 1 (—=a't—1
I(s,t) — (=1) (za't—1) (4.30)

n! (—a/s—=1+n)l(—a't—1—n)
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Aqui reescreveremos parte da contribuicao da amplitude de espalhamento de quatro

taquions, a partir do resultado (4.30), como:

o n /Zf)
Py(a't) =1 4.31
; n! n— 1 —a's’ o(a't) ’ ( )

onde P,(at) é um polindomio na varidvel ¢ de grau n:

[(—a't —1)
[(—a/t —1—mn)

P,(a't) =(=dt=2)(—a't—=3)--- (=t —n—1), (4.32)

para n > 0.
A formula (4.31) contém infinitos pélos simples, estes sao interpretados como os quadrado

da massa das particulas intermediadoras (veja a figura 4.2), M2, onde

1
Mﬁzs:a(n—l), n=0,1,2 -, (4.33)

A formula (4.33) corresponde ao espectro de massa da corda aberta.

fot Fierz- +
>i< fwon zoon Eun

Figura 4.2: Processo de espalhamento (em nivel de arvore) de quatro taquions.

Agora vamos determinar a constante de normalizagdo C' de (4.16). Do requerimento

da unitariedade temos que A e A®) estio relacionadas por meio de[4]:

A%k A (ki ko K)AG) (—k: kst ki
A(4)(k1;/f2;k3;k4) Z/( (k1 Ko ) (=F; ks 4>+

2m)26 k2 + o1
+ termos analiticos em k* = 1/d/. (4.34)

Ao substituir (4.20) em (4.34) fica que
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/

AD (b kg by ky) = —idC2g8(2m)256% (ky + ko + ks + ka) /O‘Jr -+
a's
1
+ termos regulares em s = = (4.35)

Agora, gostarfamos de obter o comportamento de A™ (ky; ko; ks; ky), dada em (4.27),
quando s — —1/a’. Usando a expressao em (4.31) com n = 0 e outra andloga para I(u, s),

obtemos que

AD (kys ks kg ky) = —i4Cgp(2m)*06% (ky + ko + ks + k)

+
a’s+1

co((+ 1)) s

Ao comparar (4.35) com (4.36) encontramos que[4]:

1

/42"
@' gy

C = (4.37)

Finalmente, substituindo (4.37) em (4.27) obtemos que a amplitude de quatro tdquions

vem dada por:

.2 2
AD (ks koo Eegy o) = Za—gﬁm)%(s%(h ko 4 ks + k) [I(s,) + I(t,u) + I(u,5)], (4.38)

onde I(s,t) vem dada em (4.28). Esta é a amplitude de Veneziano, proposta em 1968]8].

4.3 Constante de Normalizacao dos Operadores de
Vértice

Nesta se¢ao vamos ver que é possivel expressar a constante de normalizagao dos operadores
de vértice de outros estados do espectro da corda aberta, além do taquion, em termos de
go (a constante de acoplamento das interagoes de tdquions)[4]. Em particular vamos achar
a constante de normalizacao do operador de vértice do segundo estado excitado. Para isto
vamos usar novamente a condicao de unitariedade.

Comecemos tentando determinar a constante de normalizagao do operador de vértice
do féton, gj. Para isto consideremos a amplitude de espalhamento de um féton e dois

taquions. Ela vem dada por
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AP (ky, G karks) = Oy (s — ) (w5 — 1) (w3 — 71) X

<: ik X @) +COX (1) . pika-X(w2) .. ks X(23) +

linear em (1

b (ky — ka). (4.39)

A funcao de correlacao é obtida de forma andloga ao realizado na secao 4.1. Assim pode-se

provar que a expressao (4.39) torna-se

‘/4(3)(]{/,17 Cl; ]{32; ]Cg) _ chggg(l'g . x2)2a’(k2~k3)+1(x3 . x1)2a’(k1~k3)+1(1.2 . x1)2a’(k1~k2)+1 «
ko - ks -
X { - z(za')ﬁ - i(za’)ﬁ}(zw)%é%(/ﬁ + ko + k3) +
b (ks k). (4.40)

Da conservagao do momento e das condigoes de camada de massa do féton (k% = 0) e

do tédquion (k3 = k3 = 1/a’) vem que

(b k) = — (ky-hs) =0, (ks o) = 0. (4.41)

Y
Oél

Substituimos o resultado (4.41) em (4.40) e usamos a condigao de estado fisico,

(k1 - ¢1) = 0, e encontramos que

A(g)(kl, <17 k?g, k?g) = chggg(k’g . C1 + ]{73 . Cl)(27T)26(526(]{71 + kg + kg) =0. (442)

Na tltima passagem usamos a conservacao do momento e a condicao de estado fisico.
Como a amplitude de espalhamento (4.42) é nula ndo é possivel determinar a constante
go- A partir de uma condicao de unitariedade como aquela em (4.34), considerando o polo
k* = 0. Isto significa que deverfamos buscar g usando a condigao de unitariedade (4.34)

para a amplitude de quatro e de trés fétons. O resultado é que[4]

9o
g'o’ = \/ﬂ. (4.43)

Nao provaremos isto aqui. Em contrapartida vamos determinar a constante de nor-

malizagao do operador de vértice do segundo estado excitado (particula de Fierz-Pauli).
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Para isso consideremos a amplitude de espalhamento de uma particula de Fierz-Pauli e

dois taquions

A®(ky, s kasks) = Cghga(ws — @2) (23 — 21) (22 — 31) ¥

% <: ik X (@) +C} X (1) +CLOX (21) .. pika-X (w2) .. iks-X (23) :> n

onde g; é a constante de normalizagdo do operador de vértice do estado de Fierz-Pauli.

Ap6s calcular a funcao de correlacao temos que

A(g)(kla s koo k3) _ ngf)gg(a:;; . x2)2a'(k2-k3)+1(x3 . x1>2a’(k1-k3)+1(x2 _ I1)2a’(k1-k2)+1 %
o { (RksGun) | (R5REGw) | (REGw)
(w2 —a1)* (x5 —21)* (22— 21) (23 — 21)
(kgkgCI,u,y)

+

(w9 — 1) (23 — 71) }(277) 6% (ky + kg + k3) +
. (4.45)

Da condicao de estado fisico temos que k{'Ci = kY = 0, e da conservagao do

momento temos que

3 1 1
5. (k1 - k) = 20 (k1 - ko) = 2 (4.46)

(he-ha) = =52

Com isto a amplitude torna-se

(3) igy(22/)? , 26 £26
A (klu S-S k?3) = T 1H(k2uk?3u + ksukéu)(?ﬁ) o (/ﬁ + ko + k3); (4-47)

/!

onde ja foi substituido o valor da constante C' achada em (4.37).
Para o pélo o/~ a condigao de unitariedade (aplicada & amplitude de Veneziano) vem

dada por

AW (ks ky; ks ky)

Z. / Ak A (ks by k)" A (ks by R,
(271’)26 _k2 _ O/—l

+ termos analiticos em k* = —1/d/. (4.48)

Para usarmos a férmula (4.47) em (4.48) retiramos o tensor de polarizac¢ao da expressao

de A3 e assim aparecem A® (ky; ko k)" e A®)(—k; ks; ky),. A amplitude de espalhamento
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(4.47) estd na camada de massa, mas quando usamos a condigao de unitariedade ha mais
de uma expressao que podemos usar para essas expressoes cinematicas. Por isto acrescen-
tamos nelas o termo An*”. Ao acrescentarmos este termo na contribuigao dos momentos em
(4.47) a amplitude nao é alterada, pois ele é contraido com o tensor polarizagao. Portanto

escrevemos a condi¢ao de unitariedade (4.48) como

, d®k (K'EY + KYEY + M) (ks kay + kauks, + )
4 . . . _ IPNAY 172 2™ v v v
A( )(kla k27 k37 k4) - _216(.90@ ) / (27’(’)26 k2 — Z,_l . .

X(27T>26(526(]{71 + k’Q + k)(27)26526(—]{7 + ]{73 + k’4) +

+ termos analiticos em k* = —1/d/. (4.49)

Apés contrairmos os termos de (4.49) usamos a relagao 2a'k; - kj = —2 + o/ (k; + k;)2.
Em seguida escrevemos (4.49) em termos das variaveis de Mandelstam definidas em (4.24)

e consideramos o caso em que s ~ 1/a’. Depois destes procedimentos simples encontramos

que
A(4)(/€1; kg; k‘g; ]i]4) = —i16g6206/(27)26(526(k1 + kg + kg + k4) X
13
X ot +5a't + — — 6a/A + 2602\ +
2 a’'s—1
1
+ termos regulares em s = o (4.50)
Usando as expressoes (4.38) e (4.31) com n = 2 encontramos que a amplitude de
Veneziano se comporta como
D) (Jor - Tooe Jon- __i2g5 26 526
A (lﬁ, /CQ, kg, ]i]4) = ——,(271') ) (lﬁ + kg + k3 + k’4) X

(0%

1 1\’
X {0/21&2 + 5t + 6} e O((s + J) ) (4.51)

Comparamos as equagoes (4.50) e (4.51) e assim podemos encontrar o valor de A: ele

deve satisfazer a expressiao 26a?\? — 6a)\ + 1/2 = 0. Encontramos também o valor da
constante de normalizagao g, a que depende somente da constante de acoplamento go.

Obtemos

! 90
= — 4.52
gO 2\/§C¥/ ( )
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4.4 Amplitude de Espalhamento de Trés e Quatro
Bésons de Calibre

Aqui vamos calcular a amplitude de espalhamento de trés e quatro bosons de calibre. A
férmula da funcao de correlacao dos correspondentes operadores de vértice ja foi discutida
na se¢ao 4.1. Substituindo a expressao de (4.13) em (4.4) temos que a amplitude de

espalhamento de n bdsons de calibre vem dada por

n—2

A<k17 Cl; k?? C27 e 7kn7 CTL) - 7;<27T>26526(k1 + k2 + kn) VOZ(?L(Q R)) X

. /dej II o= a5 x

J=1 n>isj>l
a'G - G 'k; - G

- emp(z (z; — ;) 2 (@ — ;)

i>j

)
linear em (M

(4.53)

onde gj estd relacionado com gg por meio de (4.43).
Usemos (4.53) para determinar a férmula de amplitude de trés pontos. Na expansao

da exponencial consideramos somente os termos lineares em (*. Note que temos termos
do tipo (¢ - C)(k-¢) e (k-C)(k-)(k- (). Da conservacdo do momento e da condi¢ao de

camada de massa, kf =0, vem que

]f’f — —(kfz + k’g)“,
k2 = (ky+k3)?=2ky-ky=0 (4.54)

e da mesma forma para os outros k; - k;. Assim a amplitude de trés pontos vem dada

por|8][5]

Ak, ik, Giks, G) = —i(20))g5[(G - R (G- G2) + (G- ks) (G- ) + (G Ko (G2 G) +
+(22/)(C - k) (G - Ks) (G - )] x
X (27’[‘)26626(]{71 =+ k‘g + k?g) (455)
Note que os termos (¢ - ¢)(k - ¢) reproduzem a amplitude de Yang-Mills de trés pontos.

De maneira similar podemos determinar a amplitude de quatro pontos. Aqui usamos

as varidveis de Mandelstam s, t e u definidas pelas formulas de (4.24). A conservagao do
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momento e a condi¢cao de camada de massa implicam que s+t +u = 0. Vamos escrever a
amplitude do canal s-t, isto é, aquela em que as cordas externas estao localizadas no disco

em ordem horaria (1234). Da formula (4.53) para n = 4 é possivel encontrar a amplitude

de quatro pontos, a que vem dada por|[7]

N(—d's —1)I'(=a't — 1)

A(klagl;k27<—2;k37<37k47g4) - F(O/U—|—2) K(klaCl;k27<2;k37<3;k47<-4)7

(4.56)

onde o termo cinematico é dado por

K (1, Cus b, Gos s, G bay o) = igy” (s +1) (@'t + 1) (0w + 1) x
X {20/25{((1 “k)(Ca - k) [(Ca - k1) (Ca v For) + (Ga - ko) (Ca - k2)] +
- % [(C1 - K2)(Ca - k) (Ca - kn) — (Ci - ha)(Co - Ka)(Ga - K2)] [(Ca - Fon) — (Ca - K2)]} +

+20%t{ (G - k1) (Gs - k) [(Co - es) (Ca - Kis) 4 (Co - ko) (Ca - ko)) +
+ %[(Q ~k3)(Go - k1) (G- ko) — (- K2)(Co - h3) (G- k)] [(Ga - ks) — (Ca - k2)]} +

+20"u{(C1 - k) (Gs - k) [(Co - ka)(Ca - k) + (Co - Kia)(Ca - K3)] +
+ %[(Cl ko) (Co - k3) (G- k1) 4+ (G- k3)(Co - ka)(Ca - ko)|[(Ca - Keg) — (Ca - )]} +

+ o il [(C1-G3) — /(G- k) (Gs - k)J[(Go - Ca) — o' (Ca ~ ha) (G - K2)] +

(@u+ 1)
+a” (a,;qj_ 1 (G- C2) — a'(Cu - ) (Go - k1)I[(C3 - Ga) — @ (C - K ) (Ca - h3)] +
+a”? @ ’t ) )[(Cl C1) — ' (G- ka)(Ga - B)][(Ca - C3) — @' (Go - Fe3) (G3 - K2)] +
—as[(Cr - ka) (G- k) (G- Ca) + (Go - K) (Ca- k) (G- Go) +

+ (G- k) (G- k2) (G- G3) + (G k) (Ga - k) (G- Ga)] +

+ (G- k) (Ca - K3) (G- Co) + (G Ra) (G- h) (Go - Ga) +

+ (G- k) (G- K3) (G- Ga) + (G k) (Ga - k) (G- G)l +

+ o ul(Cr - Fa) (Ca- k) (Ca - G2) + (G k) (G- k) (G - o) +
(G R)(G R G+ (G k)G k)G Gl

X(27T)26(526(]€1 + kg -+ ]{73 -+ ]{Z4) (457)
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4.5 Propriedades da Amplitude de Espalhamento

Nesta secao apresentaremos trés propriedades importantes que satisfazem as amplitudes de

espalhamento de cordas abertas ndo massivas (em nivel de arvore). Estas sdo invariancia

ciclica, invariancia de calibre e simetria de “twisting” (ou paridade da folha mundo).
Estas propriedades sao importantes para verificar se o resultado de céalculos longos,

como aquele da se¢@o 4.4 ao passar de (4.53) (com n = 4) para (4.57), estao corretos.

4.5.1 Invariancia Ciclica

Esta propriedade diz que a amplitude de espalhamento de n cordas abertas ¢ invariante
sob uma transformacao cilica, isto é, A(1, 2, ---, n) = A(n,1,--- n—1)* ( veja figura

4.3).

n-1
2 ' 1

Figura 4.3: Transformacao ciclica nos estados externos num processo de espalhamento de

n cordas.

Nesta subsegao veremos que a simetria SL(2,R) é fundamentel para provar esta pro-
priedade. Vejamos:
A amplitude de espalhamento de n cordas abertas ndo massivas dispostas no disco no

ordenamento (1, 2, ---, n) (no sentico horario) vem dada por

AL, 2, - n) ~ /D WTM <‘7($1, k1;§1)v($2, [PNCIEEE V(xn’km Cn)>7 (4.58)
e ja apareceu em (3.11) num formato um tanto diferente (mas equivalente). O volume de
integracao D corresponde a R" com a restricao x; < oo < - -+ < x,.

Usamos “~” porque nesta secao nao precisamos nos preocupar com as constantes que

acompanham a expressao da amplitude. Em (4.58) dVabe é o elemento de volume do grupo

4Nas subsecoes 4.5.1 e 4.5.2 estaremos usando a notacao A(ky,C1; -+ ; kn, Cu) = A(L, -+, n).
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SL(2,R)3, definindo por

dx,dzydx,

(T — 2) (25 — Tc) (Te — T4)]

d‘/abc = (459)

Ele apareceu no integrando da equagao (3.11)
As coordenadas z,, r; e x. podem ser escolhidas de maneira arbitraria ao substituir
(4.59) em (4.58), desde que elas sejam diferentes. A forma da transformacao SL(2,R) de

uma variavel dada j& foi apresentada na férmula (3.10), e a repetimos na continuagao:

ar’ +b
- - 4.60
v cr' +d’ (4.60)

onde ad — bc =1 (sendo a, b, ¢, e d reais). Daqui vem que

dz’

Considerando varidveis x,, j e . que transformam de acordo a (4.60) (com os mesmos

parametros a, b, ¢ e d) nao é dificil provar que o elemento de volume dVy,., definido em

(4.59) permanece invariante, isto é,

duodyd do!, o
Ve = T = a0y — V' (4.62)

(@0 — @) (20 — we) (xe — wa)| - |(2f, — ) ()}, — 20) (2, — )|

Agora, realizando um argumento similar aquele visto no final da secao 3.3, temos que
a combinacao dx V(L k, () deve ser invariante conforme na borda M (que neste caso é
a reta real). Em particular ela deve ser invariante conforme sob a transformacao SL(2,R)
(4.60).

Da argumentacao anterior concluimos que ao realizar uma mesma transformagao SL(2, R)
em todas as z;’s da integral em (4.58), a expressao dzidzs - - - da:nV(xl, kq, Ql)V(ajg, ko, (o) -+ X
xV(mn, kn,Cn) permanece invariante e, em vista de que dVj,. também permanece invari-
ante sob essa transformacao, a integral completa de (4.58) permanece invariante.

A conclus@o é que a amplitude de espalhamento em (4.58) é invariante sob uma mesma

transformagao SL(2, R) em todas as varidveis de integragao x}s.

5A transformacao de simetria associada a este grupo j4 foi apresentada na secdo 3.2.
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No apéndice B é argumentado que sempre é possivel encontrar uma transformacao

SL(2,R) que leva um conjunto de pontos da reta real, {z1, xs, -+ ,2,} (onde x; < 23 <
- < x,), a um outro conjunto de pontos {z}, x5, ---,z)}, onde x| = z,, z§) = =z,
ce, XL = Tp_g e X, = x,_q (Veja na figura 4.4 ). Entdo, realizando esta especifica

transformagao SL(2,R) em (4.58) ficaria:

dxly- - - dx) dz’y /-~ ~ ~
A(l, 2, -+, n) N//W<V($/2>k?17C1)"'V(%,kn—hCn—l)V(x'pk?n,Cn)>7
(4.63)
onde D’ corresponde a R™ com a restri¢ao =5, < af < --- < ], < .
)-(7L;)-(2X3..“Xn % x % %
(a) (b)
Figura 4.4: (a) Uma configuracao qualquer das varidveis =y, z3, -+, x, do dominio D.
(b) Uma configuracao qualquer das variaveis z), x5, ---, ] do dominio D'.

Mas, para o integrando em (4.63) temos (V (2}, k1, C1) - - V(@) kne1, o)V (2], n, G)) =
V(& ey ) -+ - V(@ ky, OV (2, ke, Caet)), pois devemos lembrar que estd implicito
um ordenamento temporal e que dentro de um ordenamento temporal de um produto de

operadores, eles podem ser escritos em qualquer ordem.

Portanto, em (4.63) podemos escrever que

dzydxly - - - dz’ )~ - .
A(la 27 R TL) ~ / % <V($/17 k:na gn)v(x/% k:h Cl) e V(‘IE;L) kn—la gn—1)> )
! abc
(4.64)
O segundo membro de (4.64) nao é outra coisa do que A(n, 1, ---, n—1), com o qual

fica demonstrada a simetria ciclica.
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4.5.2 Paridade da Folha-Mundo

A transformacao de paridade da folha-mundo consiste na transformacao de coordenada
o' =m—o0,onde 0 € [0,7]. Esta transformac¢ao muda a orientacao da folha-mundo.

Graficamente da equivale a uma “twist”do disco (veja a figura 4.5).

Figura 4.5: “Twist”em um dos discos associados a uma amplitude de trés cordas.

A propriedade correspondente da amplitude de espalhamento estabelece que sob um

“twisting” a amplitude de n cordas abertas nao massivas transforma como

A(l, 2,3, -, n)=(—-1D)"A(l, n,n—1,---,2), (n=3, 4, ---). (4.65)

Aqui faremos um esboco da demostragao desta propriedade. O caso em que n = 3
pode ser provado diretamente pois a amplitude de trés bésons sem massa foi encontrada
na segao anterior, na férmula (4.55). Nao é dificil provar que usando a conservagao do
momento (k) + k5 + k4§ = 0) e a condigao de estado fisico (¢; - ky = (o - ko = (3 - k3 = 0)

pode-se chegar a que

A1, 2, 3) = —A(1, 3, 2), (4.66)

o que comprovaria que (4.65) é vélida no caso em que n = 3.

Agora, para provar que (4.65) também é valida para n = 4, 5.--- , usaremos o fato
de que, do ponto de vista de cada uma das varidveis dos canais da amplitude, s;; =
—(ki + kip1 + - + k;)? 9, ela admite uma expansdao com um ndmero infinito de polos

simples. Por exemplo, no caso da amplitude A(1, 2, 3, 4) obtida em (4.56) e (4.57), ela

6Esta correspondem & generalizacdo das varidveis de Mandelstam, as que aparecem no espalhamento

de quatro particulas e que foram definidas em (4.24).
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pode ser expandida, em analogia ao visto no caso da amplitude de quatro tdquions (na

secao 4.2), como

koi(L, 2,3, 4)  ko(L, 2,3, 4)  ki(1, 2, 3, 4
il ) | Hol ) . )y, (4.67)

1
8+J S S_J

A(l, 2, 3, 4) =

onde k_1(1, 2, 3, 4), ko(1, 2, 3, 4), ki(1, 2, 3, 4), ---, sdo expressoes cinemdticas
conhecidas, as que dependem dos momentos k;, das polarizacoes (; e de a'. s = 519 =
—(ky + ko)? é uma das varidveis de Mandelstam, definidas em (4.24).

Alias, a generalizagao de (4.67) para o caso de uma amplitude de n pontos vem dada

por:
ky(1, -, n) ko(l, -, n) k(1 -, n
A1, 2, -+, )= 1 : )+ of )+ i ; )+---, (4.68)
S12+ o 51,2 812 = 7
Analogamente, se considerarmos a amplitude A(1, n, n—1,--- | 2) também podemos

expandir ela em termos de s o,

_ o1, n)+k6(17 e m) KL, -, n)

A(l, non—1 ---, 2 + + -+ ,(4.69
( ) S1,2 + é 51,2 81,2 — é ( )
desde que fique claro que os residuos k;,(l, .-+, m) sdo, em principio, diferentes daqueles
em (4.68).

Entao, para provar a propriedade de “twisting” da amplitude (equagao (4.65)), teriamos

que provar que os residuos cinematicos de (4.68) e (4.69) estao relacionadas por

ky(1, -, n) = (=1)"ky(1, ---, n), (p=-1,0, 1, ---). (4.70)

Aqui s6 provaremos o caso em que p = 0. Os restantes casos demandam de uma andlise
similar mas que nao sera estudada aqui.
Comecemos considerando o caso em que n = 4. Da relacao de unitariedade para

A(1, 2, 3, 4) (em torno do polo s12 = s = 0) temos que[4]

dk A1, 2, k), A(~k, 3, 4)
A1, 2, 3, 4) =i > & Blulh 9 —0).
(1, 2, 3, 4) z/ 2% 2 + (termos regulares em s = 0)

(4.71)
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Em semelhanca com a relacao de unitariedade para o estado de Fierz-Pauli a partir
da amplitude de quatro tdquions (equagao (4.48)), as expressoes cinematicas A(1, 2, k),
e A(—k, 3, 4)* sao obtidas a partir das correspondentes amplitudes de trés cordas nao
massivas, tirando o vetor de polarizagao correspondente.

Ao considerar a expansao em série de Lanrent em torno de s = 0, em (4.67) fica:

kO(L 27 37 4)

S

Al 2, 3, 4) = + (termos regulares em s = 0). (4.72)

Portanto, vemos que comparando as expressoes de A(1, 2, 3, 4), dadas em (4.71) e

(4.72), temos que

ko1, 2,3, 4) _ . / Ak A(L, 2, k), A(=k, 3,4)" .
-i [ | |

s 27)2 2

Agora, usando a relagao de “twisting” para trés cordas abertas nao massivas, ja confir-

mada em (4.66), temos que

AL, 2, k), = —A@2, 1, k), e A(—k, 3, 4), = A(~k, 4, 3). (4.74)

Para chegar a (4.74), além de (4.66) foi usada a invariancia ciclica da amplitude.

Dai que em (4.73) fica:

ol 28 4) _, f O A2 1, WACK & 3 -
i | |

s 27)2%6 k2
Mas o segundo membro de (4.75) nao é outra coisa que o termo dominante da expressao
de A(2, 1, 4, 3), quando usada a relagao de unitariedade para ela (em torno do polo s = 0).
Mas, da propriedade ciclica temos que essa amplitude é igual a A(1, 4, 3, 2). Disto

ultimo concluimos que esse termo ¢ igual a kj(1, 4, 3, 2)/s. Comparando-o com primeiro

membro de (4.75) concluimos que

ko(1, 2, 3, 4) = ki(1, 2, 3, 4). (4.76)

Isto mostra que (4.70) é valido quando p = 0 e n = 4. Assumiremos, entao, que essa

relacao também seja valida para os restantes valores de p com n = 4.
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O caso em que n = 5 incia-se considerando a relagao de unitariedade para A(1, 2, 3, 4, 5)

(em torno do polo s15 = 0).

d*°k A(1, 2, k), A(—k 4, H)H
A1, 2, 3, 4, 5) :i/ 2 (L, 2, k) /{EQ 3,4, 5) + (termos regulares em s; 9 = 0).

(4.77)

Das relagoes de “twisting”para n = 3 e n = 4 temos que

AL, 2, k)= —A(2, 1, k), e A(—k, 3, 4, 5)" = A(—k, 5, 4, 3)" (4.78)

Realizando o mesmo procedimento feito anteriormente, quando n = 4, vamos concluir

que

ko(1, 2, 3, 4, 5) = —ki(1, 2, 3, 4,5). (4.79)

Isto mostra que (4.70) é valido quando p = 0 e n = 5. Mais uma vez, assumiremos que
essa relacao também seja valida para os restantes valores de p com n = 5. Dai vem que a
relacdo de “twisting” (equagao (4.65)) também seja valida quando n = 5.

Daqui ja vemos que de forma indutiva sera possivel provar que (4.65) é vélida também

paran =6, 7,--- e assim por diante.

4.5.3 Invariancia de Calibre

Esta propriedade consiste em que a amplitude de espalhamento (em nivel de arvore) de
n cordas abertas que sao bdsons de calibre permanece invariante sob uma transformacao
¢; — ¢ + p;ki (onde p;7 é uma constante arbitrdria). Isto é equivalente a provar que a

amplitude em questao zera quando (; = k;:

A(kl,C1;k2,<2;"' akn7Cn) =0 (p(l'f’(lj = 17 27 ) n) (480)
Gi=k;

Nesta dissertagdo nos limitaremos a ver um exemplo de (4.80). Mais a prova dela

pode-se encontrar na segao 7.1.5 del8].

"Esta transformacdo corresponde a uma transformacdo de calibre, no espaco dos momentos, para a

j-ésima corda envolvida no espalhamento.
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Consideremos a amplitude de trés bésons de calibre, dada em (4.55). Fazendo ¢; = k;

ela fica
A(ky, Cii ko, Gos ks, C) = —i(20/)g[(Cs - k) (K - G2) + (Co - a)(Cs - ka) + (hy - k) (G- Gs) +
C1=k1
+ (2a/) (k- ko) (G - K3)(Cs - k)] x
X (27T)26526<k1 + kg + k‘g) (481)

Agora, da conservacao do momento (k{' + k5 + kf = 0) e da condi¢ao de camada de

massa (k? = k2 = k2) é possivel provar que
1 2 3

ki-ke=ko-ks=hks- -k =0. (4.82)
Portanto em (4.81) fica
A(kr, Cis ko, Cos ks, G3) - —i(QO/)QQ(Caa ) [(Co - k) + (G2 - k)] X
G1=k1
X (271')26526(]61 + k’g + k’g) (483)

Da conservagao do momento vem que (2 - k1) + (G2 - k3) = —(C2 - k2), mas ({3 - k3) =0
condigao de estado fisico. Esta tltima é a condigao (que foi vista na segao 3.3) para que

o operador de vértice do féton fosse primério. Portanto (4.83) fica como

Ak, Cis ko, Cos ks, G3) =0. (4.84)
G1=k1



Capitulo 5

Teoria “Segundo-quantizada” na

Camada de Massa

Neste capitulo vamos discutir que as interacoes de cordas abertas (em nivel de arvore)
porem ser descritas por uma lagrangeana que contem os infinitos campos que surgem no
espectro da corda (campo escalar do tdquion, campo do f6ton, campo de Fierz-Pauli, etc.).
Estes campos estao definidos em D = 26 dimensoes, no espaco-tempo de Minkowski. Ver-
emos que a lagrangeana covariante que reproduz as amplitudes de espalhamento, vistas
nos capitulos 3 e 4, pode se escrita com termos de interagao puramente ctbicos. Deter-
minaremos os coeficientes desses termos em alguns casos especificos.

7

Chamaremos de “teoria segundo-quantizada (na camada de massa)” a esta teoria que
contem infinitos campos e que, quando quantizada, reproduz as amplitudes de espal-

hamento mencionadas anteriormente.

5.1 Teoria Cubica

Ja estudamos, nos capitulo 3 e 4, a forma da amplitude de espalhamento de n cordas

abertas. Ela vem dada por

m_ 90 T - |
A = Vs R) deﬂ <H (s k > (5.1)

onde V;(x;, k;) é o operador de vértice da j-ésima corda envolvida no espalhamento.

Na apéndice C.1 mostramos que a amplitude 5.1 pode ser reescrita por uma sequéncia

de operadores de vértice e propagadores de acordo com a férmula[15][8]
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Al = 93_2 <¢1

V(L R)AV(L, ) AV(L k)] 60).
(5.2)

onde A é o propagador dado por 1/(Lo — 1) e V(1, k,) é o operador de vértice de um
dado estado da corda.

O interessante da férmula (5.2) é que estd explicitamente manifesta a unitariedade. Do
requerimento da unitariedade segue uma propriedade importante. A amplitude de espal-
hamento de n cordas em nivel de arvore 1 2 3---n pode ser divididos em subamplitudes
como123--+ P— (P+1)--- n. O novo processo de espalhamento é intermediado por

uma corda, isto é, temos um resido resultado da fatoragao(veja a figura 5.1).

Figura 5.1: Requerimento da unitariedade em nivel de arvore para a amplitude de n cordas.

Vamos precisar da amplitude de espalhamento de trés cordas, entao de (5.2) com n=3

temos

~

A = g, <¢1 V(1, k)

0s).

(5.3)

Para exemplificar consideremos o espalhamento de 4 cordas. Da expressao 5.2 para

n=4 temos

~

AW = g2 <¢1 V1, k)AV(, kg)’¢4>.
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Seja o estado |\, p) que satisfaz a relagao de

> Ip) (pl =1 (5.5)

Podemos inserir a unidade entre o operador de vértice e o propagador. Assim a am-

plitude de espalhamento de quatro cordas pode ser reescrita como

AW = 2 V (1, ko)A, p1) (), .
gog;%:@ﬂ (1, k2)| A1, p1){ M p1|(k;1+k2)2+M2

X()\Q,p2|‘7(1, k3)|¢4>7 (56)

| X2, pa) X

onde M? é a massa de ressondncia e p/f = (k; + ko)*, ph = (ks + k4)*. Do operador de

massa ao quadrado segue que

MP|A,p) = M|\, p). (5.7)

Das expressoes (5.7), (5.6) e da relagao (A1, p1||A2, D2) = 0x; 2,0p, o implica que

1 i
A = g 1, ko)A
go;(kl+k2>2+M§1 VL A )
1
><<)\17p1|V(17 k3)|¢4>7 (58)

Observe que temos infinitos poélos simples. Estes corresponde a propagagao de uma
corda intermediadora. Andloga ao que vimos para a amplitude de Veneziano (veja figura
4.2).

Veja que o residuo da amplitude de espalhamento (5.8) vem dado por

Res[AD] = ¢ (ulV (1, ko)A, )M, |V (L, ks)la)- (5.9)

A1
Note que o residuo é constituido de duas amplitude de trés cordas do tipo (5.3), entao a
amplitude de 5.8 nao tem termos analiticos em (k1 +ks)?. Assim vemos que a amplitude de
quatro cordas é constituida apenas de vértice cibico, ou seja, nao possui nenhum vértice
quartico veja a figura 5.2. De forma andloga podemos mostrar a mesmo para a amplitude

de n cordas.
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Figura 5.2: Requerimento da unitariedade em nivel de arvore para a amplitude de 4 cordas.

Que a teoria bosonica contendo infinitos campos fosse ciibica ao descrever as interagoes
em nivel de arvore é um resultado que ja se conhecia nos primoérdios da teoria de cordas.

Isto ocorre inclusive para campos na da camada de massa[l4].

5.2 Deducao da Lagrangeana

Uma peculiaridade da teoria de cordas é que primeiro obtemos a amplitude de espalha-
mento. E a partir da amplitude é possivel determinar a lagrangeana da teoria. Em teoria
quantica de campos a ordem ¢é contraria, ou seja, fornecemos uma lagrangeana e a partir
dela calculamos a amplitude de espalhamento.

Agora comegaremos a descrever os ingredientes importantes, em teoria de cordas, para
obtermos a lagrangeana. J4 discutimos na secao anterior que a teoria é cubica, portanto
a estrutura da lagrangeana nao envolvera termos do tipo ¢*. Vimos na secio 4.2 que a
amplitude espalhamento é constituida pela soma de infinitas contribuicoes proveniente das
particulas trocadas pelos estados externos da interacao. Assim, a lagrangeana “segundo-
quantizada” deve ser composta pelos infinitos campos que descrevem os estados do espectro
da corda. Familiarmente as lagrangeanas sao constituidas de dois termos: os termos livres

e os de interagoes. No caso da corda aberta isto se traduz em

onde Ly, Ly, L, sao, respectivamente, a lagrangeana do taquion, do féton, de Fierz-Pauli.
“...”corresponde a lagrangeana livre dos restantes estados massivos da corda aberta e
Lin: corresponde a lagrangeana de interagao (em nivel de arvore) de todos os estados da

corda. A proposta desta secao é obter uma parte de L;,; aquela que descreve as interacoes
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(em nivel de arvore) de trés taquions, dois tdquions com um féton e dois taquions com
um campo de Fierz-Pauli. Para o campo de Maxwell estamos trabalhando no calibre de

Lorentz:

8, A" = 0. (5.11)

Vamos considerar uma teoria ctibica para os campos. Assim propomos a lagrangeana

de interacao:

Ling = 9—12 a16® + ag A*(0,0)6 + azH" (9,0)(0,¢) + as(0,H")(0,6)¢ +
0
+%%H Mo+ aghu H™ (07 9)(050) + ar(0” H* )0y (850)p + - -+ | (5.12)

onde ¢, A" e HM representam, respectivamente, o campo de taquion, de féton e de

13

Fierz-Paulie e onde “---”denota os termos restantes de interagao ctbica (que nao serao
determinados).

A lagrangeana (5.12) contém apenas termos cibicos dependentes de ¢, A, e H" que
sao independentes, ou seja, qualquer outra combinagao de termos ctibicos pode ser reescrita
como combinacao linear dos termos ja existente em (5.12). Para ver isto devemos integrar
por partes a nova combinacao e usar que um termo de derivada total nao altera a dinamica
da teorial.

Temos uma pergunta pertinente a ser feita. Qual é o valor dos coeficientes ai, ao,
as, ay, as, ag € a7;? A sugestao do método da matriz S é que comparemos a amplitude

de espalhamento da teoria de cordas com a obtida a partir das regras de Feynman da

lagrangeana (5.12).

5.2.1 Uso das Amplitudes de trés taquions

Para determinar o valor de a; precisamos das amplitudes de trés taquions. Primeiro vamos
calcular a amplitude de espalhamento do termo a;¢* de (5.12). Da regras de Feynman,

em nivel de arvore, obtemos(veja apéndice C.2)

A(ky; kos k3) = i6a19)(27)200%% (ky + ko + k3). (5.13)

'Por exemplo, H*(8,¢)(8,¢) = —(8, H")(0,¢)¢ — H"*(9,0,,¢)¢ + derivada total.
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A amplitude de espalhamento de trés taquions da teoria de cordas é dada pela férmula

4.20, a qual é repetida aqui (usamos a constante de normalizagao g) dada por (4.52).)

A(ky; kai ks) = i4V/2g)(2m) 6% (ky + ka + ks). (5.14)

Aqui comparamos (5.13) com (5.14) encontramos a; = 2v/2/3.

O coeficiente as fica indeterminado, porque por um lado, como vimos na secao 4.3,
a amplitude de espalhamento da teoria de cordas de dois taquions e um féton ¢é igual a
zero e por outro, amplitude de espalhamento do termo A*(0,¢)¢ da lagrangeana (5.12) é
também nulo quando trabalhamos no calibre de Lorentz (veja apéndice C.2). Portanto asy
¢é arbitrario.

Agora vamos determinar os coeficientes relacionados com a amplitude de dois taquions
e uma particula de Fierz-Pauli. Das regras de Feynman calculamos as amplitudes de
espalhamento dos termos de (5.12) que contém uma particula de Fierz-Pauli (veja apéndice
C.2). Apenas a amplitude de espalhamento do termo com coeficiente ag é diferente de zero

a qual é dada por

A(ky, Cis koy k3) = —i2a394Cu (K5 kS) (2m)208% (ky + ko + k3). (5.15)

Para dois taquions e uma particula de Fierz-Pauli a amplitude, na teoria de cordas, é

dada por (4.47)

A(kr, G ko; ks) = i8ghat” ko ks, (2m)*00%° (ky + ko + k). (5.16)

Comparamos (5.15) com (5.16) obtemos ag = —4a/.
No que diz repeito a amplitude de trés pontos, ao igual que as os coeficientes a4, as,
ag € ay permanecem arbitrarios. Na seguinte subsecao sera visto que somente trés deles

sao plenamente arbitrarios e que quando fica determinado em termos deles.

5.2.2 Uso das Amplitudes de quatro taquions

Nesta secao veremos que as expressoes das amplitudes de trés pontos considerada na

subsegao anterior sao consistentes com a expressao da amplitude de Veneziano. No sentido
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que chegamos as mesmas conclusoes para os coeficientes ay, as, ---ay. SO temos a ressalva
que a4 fica dado em termos de as, ag € ar.

Consideremos o espalhamento de quatro taquions intermediado por um taquion. Aqui
estamos interessados na contribuigdo que vem do canal s (veja a figura 4.2). Neste canal
temos duas contribuiges, em outras palavras, temos que somar I(s,t)+ I(u, s). Assim da
amplitude de Veneziano dado por (4.38) e de (4.31), quando a particula intermediador é

uma taquion, obtemos

/ 1 1)’
A(ky; kg s ky) L i320 g {m+0[<s+ J) }} %

X (271')26(526(]{31 + kg + ]{?3 + ]{Z4> (517)

Das regras de Feynman, a amplitude de espalhamento de (5.12) com vertes ciibicos de

trés taquions é

, / 1\’
A(k’l;kg;k’g;k4) = Z'36CL%QOQ {%‘FO{(S—FJ) :|} X
1 _ _

X (271')26526(1{51 + kQ -+ k’g + k’4) (518)

De (5.17) e (5.18) encontramos que a; = +2v/2/3. Adotamos o sinal positivo por causa
do resultado encontrado na secao anterior.

E facil verificar que nao temos contribuigao para a amplitude de Veneziano quando a
particula intermediadora é um féton, ou seja, basta realizar a soma I(s,t) + I(u, s), onde
usamos a condi¢do de pdlo s = 0 e a relagdo s+t +u = —2 (dada em (4.25).

Agora consideremos a contribuicao da particula de Fierz-Pauli como particula inter-

mediadora. Da amplitude de Veneziano dado por (4.38) e de (4.31) encontramos que

a's —1

/ / 0
A(ky; ks ks; k) = —il6a/g) { ('t + 2)(a’t + 3) +0 {(s + i) ] } v
X (2m)26% (k1 + kg + ks + ka). (5.19)

Da da lagrangeana (5.12) queremos obter a amplitude de espalhamento de quatro
taquions que trocam uma particula de Fierz-Pauli. Os vértices da lagrangeana (5.12)
foram calculados na apéndice C.2. Note que existe contribuicao de vinte e cinco diagramas
para a amplitude de quatro pontos. Apds computar todo os diagramas, usar a condi¢ao

de polo s = 1/a’ e a relagdo entre as varidveis da Mandelstam chegamos
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= —z'gg{o/a%t2 + bazt +

338 , 192 , 32 , T2

2
B ™ T G5 356 T gpa 7
L1 L 216 184
asa 3
2500 B T o5 ™ 625/“25/ (a's — 1)
1 0
+0K5+ J) ”(2w)26526(k1 + kg + k3 + ky) (5.20)

Agora comparamos (5.19) com (5.20) encontramos a3 = +4¢/. A dotamos o sinal de
menos por causa do resultado encontrado na se¢ao anterior. Observe que a, fica em fungao

do coeficientes as, ag € a7 (ay = f(as,aq,a7)), ou seja,

1
a = = ( + \/ —384a2 — 1152aga5 — 69120as — 864a2 + 625a2 + 9369602 — 103680 ag +

_ 23a7) (5.21)

5.2.3 Uso do Teorema da Equivaléncia

Agora vamos argumentar que ha uma forma mais complexa de escrever a lagrangeana
cibica. De acordo com o teorema da equivaléncia (Veja no apéndice D.1 a demostracao
do teorema da equivaléncia) podemos fazer uma redefini¢ao de campos sem que nenhuma
mudanca ocorra na matriz S.

Vamos, por exemplo, ver que a lagrangeana cibica 5.12 pode possuir termos quarticos.
Aqui vamos dar um exemplo para o campo H*”, o mesmo raciocinio é valido para os outros
campos. Apés transformacao H* = H™ + T (H), tal que T*(H) contenha termos de
ordem superior ao apresentado na laqrangeana. Consideramos T (H) = ¢(8*0, H™)H +

--. Assim o termo H""0,¢0,¢ torna-se

H"™3,00,¢ — H™0,00,6 + (00 H" ) H3,,$0,6. (5.22)

Nas tultimas duas subsecoes vimos que nem todos os coeficientes da lagrangeana po-
dem ser fixados por comparacao das matrizes S. De acordo com o teorema da equivaléncia
podemos fazer uma transformagao do tipo H* = H*” + T (H) sem que nenhuma trans-

formacao ocorra na matriz S. Temos
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T (H) = by Hi" + by0® 0g H" + bs" 0" H + - - - . (5.23)
onde - -- sao os termos de ordem superior.
Substituimos 5.23 em 5.12 encontramos que os coeficientes as, ag € a; mudam (veja os

calculos no apéndice C.3):

6L5 = a5 + 260,51)1, gl6 = ag + a3b1 + 26a6b1,

2 2
&7 =ar+ a4b1 + 26@7[)1 — aa5b2 — Jag,bg. (524)

Portanto os coeficientes as, ag € a; sao arbitrarios.



Capitulo 6

Acao Efetiva de Baixa Energia

J& discutimos no capitulo anterior que na Teoria de Cordas obtemos a lagrangeana a
partir da amplitude de espalhamento. Pensamos na amplitude de espalhamento da Teoria
de Cordas como uma soma de contribuicoes dos infinitos estados fisicos dela. A acao
efetiva para campos nao massivos ¢ resultado da soma das contribuicoes de todos os
modos massivos (veja a figura 6.1). Note que uma teoria que é ciibica, no limite de baixas
energias passa a conter, além de termos ciibicos, termos quarticos e de ordem superior! . A
ideia que esta por tras da acao efetiva de baixa energia é que, no espalhamento de cordas
em baixas energias é possivel detectar apenas os estados nao massivos. A influéncia dos
estados massivos s6 se manifesta através de termos que corrigem as correspondentes agoes
de boésons de calibre (agado de Maxwell, no caso da teoria abelianas, acao de Yang-Mills,
no caso da teoria nao abeliana).

No presente capitulo vamos obter a acao efetiva em nivel de arvore da corda bosonica
no caso abeliano e também no caso nao abeliano.

A secao 6.1 deste capitulo usamos como referéncia a segao trés do artigo[6] e a se¢ao 6.2
esta baseada na segao sete dos artigos[5][10] (a referéncia [10] contém algumas corregoes

do artigo [5]).

No caso da figura (6.1) s6 aparecem as contribuicoes dos termos quarticos devido a que nesse caso
estamos considerando uma amplitude de quatro pontos, mas se considerassemos amplitudes de cinco ou

mais pontos veriamos que aparecem também contribuigoes de termos de ordem cinco e superior.
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-
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+ + E + sas

Soma sobre todos
0S modos massivos
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15 § 2
4§ %3
Figura 6.1: A figura mostra que no caso da agao efetiva temos s << 1/a/.

6.1 Deducao da Acao Efetiva da Teoria Abeliana

Na presente secao vamos obter a acao efetiva de baixa energia em nivel de arvore para
a corda bosoOnica no caso abeliano. A acgao efetiva é organizada em poténcias da cons-
tante fundamental da corda o/, ou seja, queremos encontrar as correcoes da langrangena
de Maxwell provenientes da teoria de cordas. Construiremos a mais geral lagrangiana

invariante de calibre. Escrevemos aqui a acao efetiva até ordem de o3,

1
S = 1 / d%x{F“VFW + a’do@“FuVaprV + (QOJI)Q[lequ“VFVUFUP + dy PP E, FPF,, +

7
+ds F\FOPOPF) + (20/)7 ) eidi + O(a*)}, (6.1)
=1

onde,

F,, =0,A, —9,A (6.2)

V4l
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Ji = O“FMWO,F,FFy,, — Jy=0"F"0,F,’F Fy,,
Js = O0“F"™O°F, F . Fs,,  Jy=0"F0°Fs,F*F),
Js = O“FJFO°F A F'Fy,  Js=F"0°F,,FYF),,

J; = F"O’F F\"F,, (6.3)

O’F,, = 0,0"F\, — 0,0 Fy,. (6.4)

Salientamos que o termo de mais baixa ordem, ou seja, da ordem o’® em (6.1) corres-
ponde & agao de Maxwell. Observe também que (6.1) nao contém termos do tipo F2"12.

Agora estamos interessados em determinar os coeficientes dy, d, do, d3 e ¢;(onde i =
1, 2, --- 7),mas em analogia ao visto na subsegao 5.2.3 do capitulo 5, ndo conseguimos
fixar todos os coeficientes, quando comparamos a amplitude de espalhamento da teoria
de cordas com a obtida a partir das regras de Feynman da agao (6.1). O ponto chave é
o teorema da equivaléncia (veja no apéndice D.1), a qual permite fazer a transformacgao

A, = KM + Tﬂ(g), T,(A) é um vetor local covariante, sem que nenhuma mudanca ocorra

com a matriz S. Onde,

L(A) 20/0,07 Fpy, 4 (20')? [b2F 0, F,y, + b3(0°F," ) Flu + ba0?0°F,,.| +

+ (2d)°[b5(0° Fgu) F* Fyy + b (0P FLn) F ), + b7 (92 F, ) (07 F )] +

+ Oah). (6.5)
Agora desejamos ver quais dos coeficientes da agao (6.1) ficam arbitrérios, ou seja,

substituimos (6.5) em (6.1), apés algumas manipulagoes (veja no apéndice F.1 os calculos. ),

concluimos que a acao efetiva preserva sua forma desdes que os coeficientes dy, ds, c4, c5,

cg € c7 sejam arbitrarios, pois eles mudam como:

Termo do tipo F* ndo aparece na agao efetiva, porque F/\ F, F", = —F\"' [, F", = —F F\'F " =

—FX F’,F",. Assim o terno F? ¢ nulo.
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dy = do— 8b, dy = dy — 2% + doby,
54 = C4 — 4b5, 55 = Cy — 4667
56 = Cg+ dgbl, 67 = C7 — dlbl- (66)

Vamos fixar os coeficientes dy, da, ¢1, ¢3 e ¢3. Observe que a agao (6.1) nao contém
termos cibicos, portanto é necessario calcular a amplitude de quatro pontos. E suficiente
para fixar os coeficientes determinarmos apenas os termos (¢-¢)(¢-¢) e (¢-¢)(C-k)(C- k)
na amplitude de quatro pontos. Das regras de Feynman encontramos a amplitude de

espalhamento correspondente a agao (6.1) (Veja no apéndice F.2 um roteiro dos calculos).

Ay = i{(ﬁl - G2)(C3 - Ca)[2(2a")25% (dy + 4dy) — 4dy (20/)*ut + (4ey + ¢3)(20)°s” +
+<%cz — 265)(20Pust] + (G1 - G)[(26s - ) (G - Ks) (e + c5)(20/)%s% +
+(ea — e3)(2a))Put) + (G - k2) (G- ha)(e2 + 2¢3)(2a) su +
H(Ca k) (Gs - hr) (o + 23)(20/)Pst] + ..}, (6.7)

para obter (6.7) usamos que os momentos externos k; e o vetor polarizagao (; satisfaz:

k2 =0, (6.8)

Ck ; =0, (6.9)

onde formula (6.8) é a condigdo de camada de massa e (6.9) corresponde a condicao de
estado fisico.

A amplitude de quatro pontos da teoria de cordas para bdsons de calibre ja foi obtida
na secao 4.4. Entao a amplitude espalhamento para corda bosonica no caso abeliano é

dado por:

['(=d's)['(=a't) T'(=dt)l'(—ad'u) TI'(—=d'u)T(=d's)

Ay = —4
* I'(1+au) I'(1+as) T(1+a't)

x H(6.10)
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tu
14+ a/s

o= (P G @G e ) +

_%1 ((20/)31 —iuo/s(gl “C2)(C v ka)(Ca - Fo3) + 5]?67”m)> +

A expansao da funcao I'(—a/s)T' (—a't) /T (1 + o’u) (veja o apéndice E.1) comeca

comao:

I'(—a's) T (—a't) _
I'(1+ au)

onde ((k) é a fungao Zeta de Riemann e ((2) = #7. Da conserva¢io do momento e da

O/ist —((2) +u¢(3)a + O(a'), (6.12)

condicao de camada de massa é facil mostrar s + v + t = 0. Assim

[F (—O/S)F(—O/Tf) F(_o/t)r(—o/u) F(—a’u)r<—0/5> _ _SC(Q) + O(O/Q).(6.13)

I'(1+a'u) I'(1+a's) I'(1+a't)

Vamos expandir em s o termo 1/(1 + «'s) (pélo do taquion) de (6.10) obtemos:

A4:

NO| —

+0(a).

A expressao 6.14 reproduz a dos termos F'* vindo da acao 6.1.
Agora ja temos as ferramentas, suficientes, para obter os coeficientes. Para isto, com-

paremos a amplitude de espalhamento obtida da teoria de cordas (6.14) com a amplitude

adquirida através das regras de Feynman (6.7). Nés encontramos d; = —%71‘2, dy = %79,
- 1.2 __2_2 _ 1.2
(1= —13T, Ca=—35T"ec3=37 1.

Notamos que todos os termos da acio efetiva (até a ordem o’®) que nao contribuem
para a amplitude de espalhamento contém 0" F),.

Finalmente achamos a acao efetiva a nivel de arvore da corda bosonica no caso abeliano.

1 1 1
S =3 / d%x{F””FW + (20/)2[— §7r2Fqu’j,Fl;F‘;+ +§7T2F“”F#,,F”"Fpg} +

1 2
+ (2a/)? [ — E7r2aaFWaaFWFM’FAP — §7r28aF“"8aFV”FpAFM +

1
+ gﬁQaaFWaﬂFWFaPFﬂp} + 0(0/4)}. (6.15)

| (20 Pur = geaust) G- @G G) - PG GG k(G ) +

(6.14)
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6.2 Deducao da Acao Efetiva nao Abeliana

O foco, agora, dos nossos estudos é a corda bosonica nao abeliana e nao massiva. Vamos
obter as correcoes, em nivel de arvore, da acdo efetiva até ordem de a?. Apresentamos,
na teoria de corda, a modificagao da agao de Yang-Mills por adi¢ao de termos na poténcia

da constante fundamental da corda.

S = ag / d*x tr{F‘“’FW + 20/ (a1 F,\F\"F,* + a;D*F\"D"F,,) +

+ (2a/)? [agF“AF”AF#”Fl,p + asFE P E,, +
+asF" E,, FYFy, + agF" FMF,, F\, +

+ a7 "™ D F,, D F ) + agD*Fy, D F,,, F* +

+ agDpD’\FpoDUFW} + 0(0/3)} (6.16)
onde,
1
= T = 7y 2 ! 27
“ 8902( «)
F,,=0,A,—0,A, +[A, A, D,=0,+[A ] (6.17)

Enfatizamos, novamente, que o termos da ordem o/® em (6.16) corresponde agao de
Yang-Mills. Em (6.16) o campo A,, esta na representacao fundamental e o grupo de calibre
é SU(N) ou SO(N)[5].

A soma (6.16) contém apenas termos independentes. Para mostrar que (6.16) nao

possui termos redundantes ¢é til usar as relagoes:

D*F,, = D,N, — D,N,+2[F,, F,),
tr(F*"F,’D*F,,) = tr{2F*F4[F F,)—2F*"N,N, — F*D'F\,N,} +
+derivada total,
tr(D*F* D*F,,) = tr{2(D"N")(D,N,) — 12F*N,N, — 8F*D"F),N,, +

+ SFMFY [F,7, Fpl} + derivada total, (6.18)

onde N, = DF,,.

Nas demostragdes das formulas (6.18) usamos a identidade de Bianchi e a relagao:
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Flsl, (6.19)

ns

[D”, DV]FpU = [F

que convertem combinacoes de derivadas covariantes em termos sem derivadas.

J& discutimos, na se¢ao anterior, que nao é possivel fixar todos os coeficientes da acao
efetiva quando os campos estao na camada de massa, em outras palavras, nao podemos
fixar a partir da matriz S da corda aberta todos os coeficientes. Para resolver esta am-
biguidade usamos o teorema da equivaléncia(veja apéndice D.1). A ideia é fazer uma

redefinicao de campo que respeite a invariancia de calibre, ou seja,

A, = A, + T, (A) (6.20)
onde,
T.(A) = 2abyDF,, + (2d/)?[boF*" D, F,, + b3(D,F*)F,, + ba(DPF Y )F, + bsF," D" F, +

+ beD*DPF,,] + O(a®). (6.21)

Apés substituimos (6.21) em (6.16) achamos que as, ar, ag ¢ ag mudam como (veja na

secao G.2 os célculos.):

CNZQ = a2—4bl, &72@7—4b2+4b3—3a1b1,
dg = asg — 4b4 + 4b5 + 8b% - 6a1b1 - 8&261,

a9 = a9+ 4b6 + Qb% - 2@2()1. (622)

Assim aq, a7, ag e ag devem ser arbitrarios.
Agora queremos encontrar os valores de a1, as, a4, as € ag. Das regras de Feynman
encontramos a amplitude de trés vértices da agao (6.16) (veja mais detalhe dos calculos

na sec¢ao G.3):

A3 - Cl+02, (623)

onde
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Cr = 2Ziaogy {(k1 - G)(G1 - G2) + (k2 - C)(Ga Ga) + (Ks - G2) (G- Go)}
xtr( A N2 X)) (2m) 20620 (ky + kg 4 ks3) (6.24)
Cy = —6agar(2a)gy™ (k1 - Cs)(ka - G1) (ks - Go)tr(AM AA®)). (6.25)
A contribuicao para a amplitude de trés pontos vinda do termo F? corresponde a

amplitude de espalhamento de Yang-Mills de trés vértices. Da contribuicao obtida de F?

comparamos com a amplitude de espalhamento da teoria de cordas (veja a segao 4.4):

Az = —i(2d') gy (C1 - ko) (Go - k) (G - ) 4+ -+, (6.26)
onde os --- é a parte da amplitude da teoria de cordas que reproduz a amplitude de

espalhamento de Yang-Mills de trés vértice. Assim encontramos a; = 4i/3.

Para estabelecermos os valores de ag, a4, as e ag é suficiente calcular os termos (¢-¢)(¢-()
da amplitude de quatro pontos. Procedemos de maneira similar ao utilizado na secao G.3
para encontrar a amplitude de quatro pontos. As contribuicoes vem dos diagramas do

termo F? e dos diagramas do termos F*. Aqui separamos tr(AAaA3\y).

7\2
Ay = (23 ) {(Cl - G2) (G - G3)[2aat® + agu® + das(t + u)® — %(ts — su)| +

+(C1 - G) (G- Ga)[4ast® + azu® + 2a4(t + u)® — %(ts — tu)] +

— (Cl . Cg)(CQ . C4)[2a35t + (a3 + 8a6)(s + t)u]} D (627)

A expressao mais geral da matriz S da teoria de cordas de quatro bdésons vetoriais nao

massivos ¢ dado por (4.56). Aqui precisamos analisar, somente, os termos (¢ - ¢)(C - {):

) T (=d/s)I(=a/t) [ tu su

Ao 4 F1+au) [1+ o/s(C1 1) (G o) + m(@ () (G- G) +
1 —Si)/u((l GG G|+ (6.28)

Agora expandimos (6.28) nos pélos dos taquions {1/(1 4+ «/s), 1/(1+a't) e 1/(1 + d's)}:
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(2a/)* T'(—a/s)I'(—a't)
4 I'(1+4 o/u)

Ay {tU(Cl +G2)(Gs - Ga) + su(G- Ca)(Ge - G3) +
+st(Cr - G) (G2 - Gu) — stu(Cr 2)(G - Go) +
—a/stu(Cr - Ga)(C2 - C3) — a'stu(Cr - (3)(Ca - Ca) +
+ 5% tu(C- () (G- Go) + @ su(C- G) (G- G3) +

+ a%ust(G ) (G Ca) + - } (6.29)

A expansao da fungdo I' (—a/s) T (—a’t) /T (1 4+ o'u) até a ordem o (veja o apéndice

E.1):

[(—=a's)'(=a't) 1 1, ,
Titaw) ozt 6" 7O (6.30)

Das expressoes (6.29) e (6.30) a amplitude de espalhamento para a corda bosénica

torna:

Ay = (2d/)?[By + By + O(a®)], (6.31)

onde

B = —sma”tulG0)(G () — srasu(G (GG +
—~ rast(G )G )
By = o?su((- ) (G- G) + o tu((y - G) (G- G) +
+ GGG ). (6.32)

Agora comparamos a amplitude da teoria de cordas (6.32) com a amplitude obtida das

regras de Feynman (6.27) encontramos os coeficientes da acao (6.16).

w2 2 w2 1 2 1

= = — =—— = = —— 4+ —. 6.33
as 37 Q4 67 Qs 12 27 Qg 24+2 ( )

Perceba que os termos sem influencia na matriz S contém D?F),, (é nulo para os campos

de Yang-Mills que satisfazem as equagdes de movimento).



Consideracoes Finais

Neste trabalho foi visto que as interagoes entre cordas relativisticas (imersas no espago-
tempo de Minkowski) podem ser determinadas, por um procedimento de primeira quan-
tizacao, usando como ferramenta matemaética a teoria de campos conforme em duas di-
mensoes. Esta é a abordagem da integral de caminho de Polyakov. O simples fato de que
os objetos fundamentais em questdo sejam cordas (e nao objetos pontuais) determina de
forma Unica a maneira em que esses objetos devem interagir: hd uma unica constante de
acoplamento (gg) e uma tnica constante fundamental (/) na teoria.

Nesta dissertacao foram estudadas as interacoes de cordas abertas, em nivel de arvore.
Foi achada a amplitude de espalhamento de n cordas abertas (como uma integral multipla
em n — 3 varidveis). Foi visto que a partir dessa expressao é possivel ver que a lagrangeana
da teoria “segundo-quantizada” (isto é, a lagrangeana que contem os campos associados
aos infinitos estados fisicos da corda aberta), quando considerada na camada de massa e
em nivel de arvore, é cubica.

Também foram estudadas algumas propriedades das amplitudes de espalhamento de
cordas abertas nao massivas (em nivel de arvore). Foi visto que, além da propriedade ciclica
(que é vélida na situagao geral em que as cordas abertas externas estao em qualquer estado
fisico), a amplitude de espalhamento de estados nao massivos (bésons de calibre) possui
simetria de paridade da folha-mundo (simetria de “twisting”) e é invariante de calibre.

Nesta dissertacao também foi abordado o conceito de “acao efetiva de baixa energia”.
Foi visto que “baixa energia” refere-se ao fato de que em uma experiéncia de espalhamento
de cordas abertas, a energias baixas, somente enxergaria-se os estados ndo massivos (f6tons
no caso da teoria abeliana e gliions no caso da teoria nao abeliana). A influéncia dos estados
massivos da corda aberta sé se manifestaria por meio de termos que corrigem as equagoes

de Maxwell (ou as equagoes de Yang-Mills). Foram achados estes termos de corregao na

3 2

, / . . s / . ~
lagrangeana: até ordem a° no caso da teoria abeliana e até ordem « ° na teoria nao

abeliana.
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A partir dos assuntos abordados neste trabalho apresentam-se basicamente duas linhas
de estudo a seguir no futuro. A primeira ainda lidando com cordas bosénicas e a segunda

com supercordas (que é a teoria que se leva mais a sério):

1. Achar a lagrangeana de baixa energia para a corda fechada (em nivel de drvore).

Obteriamos a lagrangeana de Einsten-Hilbert mais correcoes, entre outras coisas.
Aprender a calcular amplitudes de espalhamento em 1-“loop” (ou ordem superior).

Usar o resultado anterior para ver se a lagrangeana da teoria “segundo quantizada”

permanece sendo cubica ou nao.

Usar as amplitudes de bdsons de calibre, em nivel de loops, para ver que novos

termos surgiriam na lagrangeana efetiva de baixa energia (a cada ordem em o).

2. Generalizar os resultados dos capitulos 5 e 6 para o caso da teoria de supercordas.

Neste trabalho nao abordamos a demonstracao de que a teoria de cordas bosonicas
esta definida consistemente s6 em D=26. No formalismo estudado aqui para deduzirmos a
dimensao do espaca-tempo é necessario o conhecimento de campos fantasmas, o que nao foi
estudado neste trabalho. O resultado D = 26 poderia ser também deduzido, por exemplo,

quantizando a corda bosoénica no calibre de cone de luz, ao requisitarmos a invariancia de

Lorentz[12].
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Apeéendice A

A.1 Regras de Feynman

Nos pretendemos, neste apéndice, fornecer as ferramentas necessarias para obter as am-
plitudes de espalhamento.

Os propagadores dos campos sao dados por[13]

. . —ig?
. e Taquion : [EEE (A.1)
¥ k— v
CNANNNNP Féton: —igh 2. (A.2)
pa k vb ,
-——>———=o Gluon: —igao® 7;:2 : (A.3)
2
Vi k—» MO , (GirGuo + GuoGin) = 55 GG
Fierz — Pauli : —1
¢0000000000 erz auli = —igy 22 :
(A4)

123514 , . ~
onde G =" — EE ¢ D ¢ a dimensao do espago-tempo(D = 26).
Para escrever o vértice, escrevemos a lagrangeana de interacao, ¢L;,;, no espago dos

momentos (9, — —ik,) e usamos a formula:

. 0" &
V= Zm |:/ Lint H d26kfji| s (A5)
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. . . a
onde n é nimero de campos envolvidos e w; é o campo (pode ser ¢ , A, Al ou H,).

Na secao C.2, F.2 e G.3 dos apéndices C, F e G respectivamente. Encontram-se célculos
de alguns dos vértices que aparencem nesta dissertacao.

Para cada linha externas contraimos com

/\TT/ Foéton : ¢H, (A.6)

” Gluon : ¢H, (A.7)

uv
)ﬁ/ Fierz — Pauli : ¢, (A.8)

onde (* e (" sao vetores e tensor de polarizagao repectivamente.
Inclufmos para a amplitude de espalhamento de n particula o fator gi(2m)2662°(k; +
ko + -+ + k). E para cada linha interna acrescentamos o fator 1/(27)?°. A fungao delta

representa a conservacao da energia e do momento.



Apeéendice B

B.1 Transformagao SL(2;R) e ordenamento ciclico

A forma de uma transformacao SL(2;R) foi vista em (3.10) e vem dada por

az+b
- - B.1

onde os parametros a, b, ¢ e d sao reais e satisfazem a restricao

ad — bc = 1. (B.2)

Existe uma tnica transformagao SL(2; R) que leva trés pontos distintos zj, 29 € z3 em
outros trés pontos especificados distintos wy, wq e w3, respectivamente (todos eles da reta

real). Esta transformacao vem dada por [12]

Z — Z1R3 — k29 W — W1 W3 — We

z—zgzg—zlzw—wgwg—wl’ (B.3)
ou bem, isolando w de (B.3) chegamos a uma equagao da forma (B.1), onde:
a = wo(zz — 29)(ws — wy) — wy(z3 — 21) (w3 — wo), (B.4)
b = wiza(z — 21)(ws — w2) — wazi(23 — 22) (w3 — wy),
¢ = (23— 22) (w3 —wy) — (23 — 21) (w3 — wa),
d = 29(z3 — z1)(ws — we) — 21(23 — 22) (w3 — wy).

Do ponto de vista grafico a curva em (B.1) é uma hipésbole:
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w
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. |
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A__ '

. . ‘ __ az+b
Figura B.1: Grafico da curva w = 277
De fato, a partir de (B.1) e (B.2) é facil provar que
dw 1
— = —->0 B.5
dz  (cz+d)? (B-5)
e portanto a curva é sempre crescente (mas note que ela nao é continua em z = —d/c).

1. Caso do mapeamento ciclico de trés pontos

Se considerarmos o mapeamento de trés pontos da reta real, z; = A, 20 = B, 23 = C
(onde A < B < C) em outros trés pontos w; = B, wy = C, wg = A, entdo da

férmula vem que

d AB? + BC?* + CA%* — 3ABC

_ B.
¢c A2+ B?24+C?—-AB - BC —-CA’ (B.6)
a AC? + CB? + BA? — 3ABC (B.7)
¢ A2+ B2+ (02— AB - BC —CA’ '
Pode-se provar que se A < B < C, entao
a d
A<Z<B<_E<O’ (B.8)

onde —d/c e a/c vem dadas por (B.7) e (B.8), respectivamente.



76

\-d/c

N O

N><u:|
w

A
¥
v
V4

-

Figura B.2: Mapeamento dado por (B.3), onde z; = A, 20 = B, 23 =C, w; = B, wy = C

e wy = A.

Portanto, o mapeamento dos pontos da reta em z nos pontos da reta real em w

ocorre como apresentado na seguinte figura:
O importante é que o mapeamento ciclico nao ocorre unicamente entre os pontos A,
B e C mas ocorre entre todos os pontos da reta real em z (exceto z = —d/c) e todos
os pontos da reta real em w (excerto w = a/c).

2. Caso do mapeamento ciclico de n pontos
Este caso é uma consequéncia imediata do exposto anteriormente.
Sejam 21, z9, -+ ,2z, R tais que 21 < 2o < -+ < 2,.

Desejamos mostrar que por meio de uma transformagao SL(2;R), dada em (B.1)
com parametros por (B.5), é possivel mapear os pontos anteriores wy, wsg,:-- ,w, €

R, os que se encontram dispostos num ordenamento ciclico dado.

Para sermos mais claros consideraremos aqui somente o caso em que n = 4. A caso

geral pode ser entendido facilmente a partir deste.

Entao, consideremos zy, 23, 23,24 € R tais que z; < 25 < 23 < 2z4. Identifiquemos

os pontos A, B, e C, considerados em 1., com z1, 29 € 24, respectivamente:

A:zl, B:ZQ, C:Z4. (BQ)

Consideremos a transformagao SL(2; R) que foi usada em 1. Dela vem que

wy =B =2 w3 =0C =24 wy=A= 2. (B.10)
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Com a anélise feita em 1. é facil se convencer de que somente ha duas possibilidades

(dependendo do fato de z3 ser menor ou maior que —d/c), as que apresentamos nas

figuras B.3 e B.4:

B
X 12 X
v N | 4
Z,

Figura B.3: Mapeamento dado por (B.3) no caso em que sao satisfeitas as condigoes em

(B.9) e (B.10), e também z3 < —d/c.

Figura B.4: Mapeamento dado por (B.3) no caso em que sao satisfeitas as condi¢oes em

(B.9) e (B.10), e também z3 > —d/c.

No primeiro caso (em que z3 < —d/c) o mapeamento leva a pontos wy, wsy, ws, wy €
R tais que wy < wy < wy < ws. No segundo caso (em que z3 > —d/c) o mapeamento

leva a pontos que satisfazem ws < wy < wy < ws.

O importante é que, em qualquer um dos dois casos o mapeamento SL(2; R) é ciclico.

3. Mapeamento ciclico especifico de n pontos

Seguindo a linha de raciocinio de 1. e 2. nao é dificil se convencer de que, escolhido
um mapeamento ciclico especifico entre os pontos {z1, 2z, -+ ,2,} (tais que z; <

29 < ++- < z,) e os pontos {wy, wy, ---,w,}, sempre serd possivel achar uma
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transformacao SL(2; R) responsivel por esse mapeamento. Isto significa identificar

adequadamente os pontos A, B e C com trés dos pontos {z1, 22, -+, 2,}.

Em particular, sempre serd possivel achar uma transformagao SL(2;R) que mapeia
21 < 29 < -0 zZpemw, < w < --- < w,_1 que é o mapeamento citado na se¢ao

4.5.1 desta dissertacao.



Apéndice C

C.1 Equivaléncia entre as formulas da amplitude de
espalhamento

Esta secao seta baseado no se¢ao 3 do artigo[15].

A amplitude de espalhamento em teoria de cordas é dada pela férmula

n 9572 oo o no
A = Vol(SL(2, C)) /oodef’fj <H V(l’jvkj)>- (C.1)

O operador de vértice satisfaz as relagoes

~

limg, oV (2, k) 0,0) = |pn) , (0,0 limg, ootV (z1, k1) = (61] . (C.2)

A transformacao SL(2,R) é definida por

ar +0b
= cx +d’ (€-3)

onde a, b, ¢ e d satisfaz ad-bc=1.

Da expressao C.3 podemos mostrar que

dx’ 1
- = - 4
de  (cx +d)? (G-4)

O operador V(x, k) é um operador primdrio, entao ele satisfaz a relacao (2.45). Do
requerimento da invariancia de Weyl o operador de vértice tem peso h=1. Assim de (2.45)

temos
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V) :(d—x') V) (C.5)

Da equagao (C.4) podemos rescrever (C.5) como

~(ax+b 1 9
UV<0x+d,k)U = (cx + d)*V(z, k). (C.6)

Da expressao C.6 para vemos que o operador de vértice da seguinte forma

UV, EU™ =2V (x, k). (C.7)

Fazemos a seguinte transformacao a seguinte mudanca de varidveis §; = ;41 /x;, onde

i=1, 2,...,n-2. O jacobiano é dado por det(0x;/0dy;). Entao a amplitude C.1 torna-se
AW — gi=2 (g, ]V(L k) AV (1, ks) - AV(L, kn_l))‘¢n>.

onde A é o propagador definido como A = 1/(Lg — 1).

C.2 Amplitude de Espalhamento

Nesta se¢ao vamos encontrar a amplitude de espalhamento da lagrangeana 5.12. Comecamos

com Ly = a;¢®. O vértice é obtido da férmula A.5

>‘ :V(ky, ko, k3) = i5¢<k1)5¢ik2)6¢(l€3)a1/dpl dpy dps ¢(p1)p(p2)d(ps3)

Entao a amplitude de espalhamento é dado por

A(ky; ky: ks) = i6a1g, (21)26%0 (ky + kg + ks). (C.10)

O vértice da lagrangeana L;,; = A,(0"¢)¢ é dado por
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53
>M/vV s V(ky, ko, k)Y = 5A”(k1)6gb(k2)5¢(k:3)a2/dpl dpy dps A, (p1)phd(p2)d(ps)
— o PR+ RY) 1)

Para obtermos amplitude contraimos (C.11) com ¢ e incerimos o fator (27)?06%(k; +

ko + k3).

A(k’l, Cl; ]{32; k‘g) = aggéf’(gl . kQ + Cl . k3)(271’)26(526(k1 + ]{?2 + k‘g) (012)

Usamos a conservacao do momento e condigao de estado fisico ¢y - ky = 0 é facil ver
que a amplitude C.12 ¢ igual a zero.

O vértice da lagrangeana L;,; = asH""(0,¢)(0,¢) é

>ww, 6
Wi V(E ke, k) = —i a/d dps dps X
(it SH (k)o(ka)s(ks) ) T T

x HP? (p1 )p2p¢(p2)p3a¢(p3)

= —iag(KUKS + KUEY) (C.13)

Contraimos (C.13) com o tensor polarizagao (" e incerimos o fator (2m)?5§26 (k1 + ko +

k3) encontramos

Ak, G ks s) = —iasge’CH (kYK + KEk) (2m) 7087 (ky + ke + k). (C.14)

Da conservagao do momento e da condicao fisica ({*k;, = 0 implica que

Ak, G kai ks) = —i2a5g5° (1 (K5 k5) (2m)26% (ky + Kz + k). (C.15)

Agora vamos determinar o vértice de L,y = a4(0,H")(0,¢)¢

53
PO Py ke, k) = —i /d dps dps x
(1, bz, ko) CSH(k)0g (k)0 (ks) ] P P

Xp1,H" (P1)P200(P2) 0 (P3)

= —iag(KIRS + KUEY) (C.16)
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A amplitude de trés pontos do vértice C.16 é igual a zero por causa da condicao fisica.

O vértice de Ly = %1, H" ¢* é dado por

53
W V(ky, ke k)M = i a/d dpy dps X
> e N A G A e

X énngpa(pl)Cb(pQ)Cb(p:%)

Q
= 2255/77,” (C.17)

A amplitude de trés pontos do vértice C.17 é igual a zero, pois ao contrair com o tensor

polarizagao encontramos ¢*, = 0.

O vértice de Ly = agnu H" (079)(05¢) é

53
W V(e ko, k) = —i /d dpy dps X
) o o™ = o thayoathy) @ | P2 s

XNpe H? (p1)D5 ¢ (P2) P32 (P3)
= —i2a6n“”(k:2 . k’g) (Clg)

O amplitude de espalhamento de trés pontos do vértice C.18 ¢ nula, porque (¥, = 0.

Finamente vamos calcular o vértice de L;,; = a7z(07H" )1, (0,¢)p

53
WYk ki, k) = —i a/d dps dps x
>£&W ( 1 2 3) (5Hl‘“/(/{;1)5¢(k’2)(5¢(k3) 7 P1 aps aps

XNpo D] H (P1)D2a®(p2)(p3)
= —mm‘“’(lﬁ . k?z + k’l . ]{Jg) (019)

Novamente, devido ao fato de (¥, = 0, a amplitude do vértice (C.19) é igual a zero.

C.3 Transformacao dos Coeficientes

Vamos analisar se todos os coeficientes da lagrangeana 5.12 podem ser determinados.
Aqui vamos discutir apenas os termos que envolve dois taquions e uma particula de Fierz-
Pauli. Temos que investigar como a lagrangeana transforma sobre a transformacao H* =

H™ + T (H), onde
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T (H) = by Hn™ + by0®0u H™ + b0" 0" H + - - - . (C.20)

Substituimos a transformacao H* = H* + T‘“’(ﬁ[ ) na lagrangeana 5.12 encontramos

26
Lint — Lt + agbi1 H(0°9)(0,0) + asbi (0° H)(0,0)¢ + Ja5b1Hgb2

asby

£26a6by H (87 0)(8,6) + arby (07 H)(9,0)é + 22 (878, H) ¢

o
+a;—zf3(a“a(,H)¢2 T (C.21)

Da expressao (C.21) verificamos que os coeficientes, da lagrangeana 5.12, mudam da

seguinte forma

C~L5 = a5 + 26a5b1, C~L6 = ag + a3b1 + 26a6b1,

2 2
&7 = a7+ (l4b1 + 26a7b1 — aa5b2 — Ja5b3. (022)



Apeéendice D

Este apéndice esta baseado na introducao do artigo|[5].

D.1 Teorema da Equivaléncia

Na deducao da acao efetiva nem sempre é possivel fichar todos os coeficientes por com-
paragao das matrizes S. Esta ambiguidade pode ser resolvida se usarmos o teorema da
equivaléncia: diferentes lagrangeanas levam a mesma matriz S.

Consideremos um campo escalar ¢ e uma fonte externa J que depende de x. Nos

definimos o funcional de energia W[J] por:

W = [ldgleap(=Sp] + 0.9). (D)

Agora fazemos a transformagao do campo ¢ = @ + T'(), onde T'(¢) é um polinémio

do campo.

W) / (dGJexp(—8[3] + 3.7 + T(3).]), (D.2)

onde na mudanca ¢ — ¢ ignoramos a mudanca relacionada ao jacobiano. E definimos a
acao como S[@] := S[y).

Da transformacao de Legendre de W[.J;,]:

W Jin] = Slpo] — /dz%u’m%; (D.3)

esta equacao é conhecida como acao efetiva.

A generalizacao do funcional para a matriz S:
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A

Clwin] = WJil, Jin = QinA, S = /d26:c wAp + Sip. (D.4)

A

Para provar o teorema de equivaléncia é necessario mostrar I'[p;,] = I'[pin]. Nos

assumimos @;, = @;,. Das equagoes (D.3) e (D.4) encontramos:

Fliu) = Sleol - [ Papmtion (D.5)

Se fizermos a transformagcao py = @+ T (o). Como T'(¢p) é um polindémio do campo.
Podemos derivar por parte a equacao [ d*°z;, AT($p) e usarmos o fato Ay, = 0(equagao
de uma onda livre) para mostrar [ d*zy;,,AT(2y) = 0. Note que [ d*zg;,Apy # 0,
porque temos uma singularidade. Assim mostramos I'[¢;,] = I[ein]-

Apoés a transformagao temos também:



Apeéendice E

E.1 Expansao da Funcao Gamma

Para calcular a expansao da funcao Gamma precisamos da formula:

I'(1+2)==2I(2)

e da expansao de Taylor da funcao In'(1 + z) [11],

In'(14+2) = —vyz + i(—l)kﬁz’ﬂ (—1<2<1),

ap6s algumas manipulacoes encontramos a expansao na poténcia de o/

F(I“?llsj—FoE;?/t> - a/istexp {; %a/k(gk +th—(s+ t)k)}

onde usamos ©u = —s — ¢

Assim encontramos a (6.12), ou seja,

['(-a's)'(-a't) 1

(14 ) T a?st ¢(2) + UC(S)Q’ + 0(0/2)

onde, ((k) é a fungao Zeta de Riemann.

(E.2)

(E.4)



Apeéndice F

F.1 Identificacao dos Coeficientes Arbitrario no Caso

Abeliano.

Agora pretendemos mostrar que os coeficientes dy, ds, ¢4, ¢, ¢g € ¢7 da agdo (6.1) sao
arbitrarios. A ideia é obter a equagdo (6.6).

Primeiro vamos estudar como o termo de mais baixa ordem da ac@o (6.1) transforma
sobre a transformacgao A, = KM + TM(/T).

Substituimos A, = gy +T1, (;{) em [}, apés manipulacoes simples obtemos:

Fo — Fu +8,T, — 8,T,. (F.1)

onde T}, é dado por (6.5).

Da equagao (F.1) encontramos:

FME,, — F*F,, +20"T")(9,T,) — 2(0"T")(0,T,) + AF" (,T,). (F.2)

Note de (F.2) e (6.5) que a contribui¢ao na ordem o', (a/)? e (o) vem, respectivamente,
dos termos 4F**(0,1,), 2(0*T")(0,1,) — 2(0*1T")(0,T,) + 4F*(0,T,) e 4F"(0,T,).

Assim na ordem de (¢) temos:

AF™(,T,) = 4(2a)b F*(9,0°F,,)
= —8(a’)b1(0"F,")(0"F,,) + derivadas totais (F.3)

Da acao (6.1) e de (F.3) obtemos que dy transforma como:
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d~0 - d0—8b1 (F4)

Na ordem de (a')? encontramos:

2(0"T")(9,T,) — 2(0"T")(0,T,,) + 4F*™(0,T,) = — 2(2a/)*bF(0*Fy,)(0*0,0°F,") +
22/ 2O F,) (0"0,0°F,,) +
derivadas totais

= — 2(20/)2193(8’\FA”)(828”FW)—|—

+ derivadas totais. (F.5)

Neste caso, o terceiro termos do lado esquerdo de (F.5) é nulo. Para mostrar isto
integramos por parte e usamos também que um tensor simétrico contraido com uma anti-
simétrico é igual a zero. Os termos sem contribuigao em (F.5) é proporcional a F3.

Da agao (6.1) e de (F.5) encontramos que ds transforma-se:

ds = ds—2b°. (F.6)
Na ordem (a')? obtemos
AF*(9,T,) = —A4(2d/)*{b5(0"Fw)(0°F3")F ¥ Fy, + b(0" Fu, ) (0° F* ) F7 Fag +
+ b (0"F) (0P F* ) (0P F,y) + derivadas totais}. (F.7)

O terceiro termo do lado direito de (F.7) é igual a zero. Comparamos a equagao (F.7)

com (6.1) encontramos:

64 = C4 — 4b5, 65 = C; — 4b6 (F8)

Agora vamos analisar o termo da ordem de o’ da agao (6.1), ou seja, como o/do(9*F, ) (0°F,")
transforma-se sobre a transformacao A, = gy +1T, (A).

Usamos a equagao (F.1) para mostrar:

o/do(0*F5,)(0°F,") = o/ do[0" Fyy + 0*O\T, — 0°9,TH|[0°F,” + 0°9,T" — 9°9"T}]. (F.9)
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Das expressao (F.9) e (6.5) os termos que contribuem a ordem (a’)? sao:

(20 )do(0*Fy, ) (0°0,T") — () Fy,)(0°0"T,) = (2a)dob1 (0" Fy, ) (0°0°F,")  (F.10)

Da agao (6.1) e das equagoes (F.10) e (F.6) vemos que d3 transforma-se:

A contribuigao de (F.9) na ordem (a/)? é nula.

Agora reta analisar os termos de ordem (o/)? da agao (6.1). Apés a transformagao A4, =
Zu + TM(E) é possivel mostrar que a contribuicao de dz0*F,\"9?0”F),,, ¢ nula (proporcional
a %) . Sobram os termos temos F* F* F* F7 e F* F,,F* F,,. Apés a transformagao de

FWE,, FrF,, encontramos que cg transforma como:

66 = C6+d2b1, (F]_Q)

e de F¥ Fh F* F°, obtemos que ¢7 transforma como:

67 = C7+d1b1. (F13)

F.2 Amplitude de Quatro Pontos

Nesta secao noés utilizaremos as regras de Feynman do apéndice C para calcular a amplitude

de espalhamento da teoria de campos da agao (6.1), a qual é repetida aqui por conveniéncia:

1
S = 1 / d*z{F" F,, + «/dpd"F, 0" F,, + (2a/)2[d1FpﬂFﬁL,FVUF”p AP, PR, +
7
A F PO + (20 Y cidi + O(a')}, (F.14)

i=1
onde ¢; é dado por 6.3.
Precisamos calcular apenas a amplitude de quatro pontos, pois nao temos na acao

(F.14) termos cibicos. Aqui vamos indicar os passos necessérios para calcular a amplitude
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(6.7), para isto calcularemos a amplitude de quatro pontos da seguinte lagrangeana de

interagao:

1
Lips = Z(Qa’)?’OO‘F"”aaFWFAPFAp. (F.15)

A equagao (F.15) corresponde ao termo do coeficiente ¢; da agao (F.14).
Para utilizarmos as regras de Feynman precisamos expressar a lagrangeana em ter-
mos dos campos, ou seja, substituimos F,, = 0,4, — 0,A, na equacao (F.15). Assim

encontramos:

Ly = 20/3{(8AA'°)(GAAP)(aaﬁ“A”)(aaauA,,) + (0P AN (0,A4) (0" AY) (D40, A,) +
— 2(0*AP)(0,A) (00" A”)(Da0p Ay) + (OPAP)(ONA,) (0% A*) (00D, A,) +
+ (8P AY)(9,A5) (00" AM) (9,0, A,,) — 2(0* AP)(9,A5) (90" AM) (9,0, A,,) +
— 2(DMAP)(OrA,) (90" A”) (e, Ay) — 2(8P A)(8,A0) (0% AY) (800, AL) +
+4(0*A)(0, AA)(ao‘a“A”)(aa(‘)VAu)}. (F.16)

Para determinar o vértice de quatro pontos de (F.16) usamos a equacao (A.5), apés os

calculos achamos
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n
u"zaf a1a2a3a4
vﬁfhﬁy V#1M2M3u4 (K1, ko, ks, ka) =
o
K, Ko,

—i32a’3{k§1k’1‘2k§3k§‘4(k1 ) + KRR KR Ky - Ks) 4
R RE I (R - Ra) + R REZES R (R - ) +

+ KRR R (s - k) + KSR RCEY (By - y) +
— GMUAREPEE (g - ey) (e - Ko 4 kg - Kes)
— g2 (g - eg) (y - kg + kg - Ks)
— GBI (g - eg) (Ry - s + Ky - Key)
1)
1)

(Fr
(
(
(ki ks + ko - &
(
(

+ o+ o+ 4+ +

— g RPEE (R - hy

(
(

— G R Ky - ey
( fey ko + ks -k
(

— AR (oo o) (R - Koo+ Ko - ) +

+ g2 g ey Ky (K - ea) (Bey - ko + kg - Ka) +

4 g g3 (k- ko) (kg - kes) (ky - kg + ko - ks) +
(kg - k) (Fy - g + kg - k4)} X

X 0% (ky + ko + ks + ka). (47

— g g (ky - k)

Do vértice (F.17) é facil calcular a amplitude de espalhamento com polarizagao (i, (s,
(3 e (4, momentos externos ki, ko, k3 e k4 e que satisfaga as condigbes fisica em (6.8) e

(6.9), ou seja, contraimos (F.17) com (1,1, (o2, (33 € Capa temos:

AW =020 ) (G- ) (G- )8 + (G- G) (G- Ca)u® + (G- Ca) (G- Go)E +
+2(ky - Ca) (ka - G) (G- Go)s® + 2(ka - G) (ha - G)(G - Ga)s® +
+2(ks - Ga) (ka - Q) (G- G + 2(Ra - G) (ks - Q) (G- Ca)u® +
+2(ks - G3) (ks - ) (G- Ca)t® 4 2(ka - Ca) (k- G)(Go - G)EP +
FRY (F.18)

onde usamos as variaveis de Mandelstam.
Em (F.18) calculamos apenas nos termos (¢ - ()(¢ - ¢) e (¢ - {)(C - k)(C - k), porque
sao suficientes para os calculos da secao 6.1. As outras contribuicoes para a amplitude de

espalhamento (6.7) ¢é obtida por célculos semelhantes aos anteriores.
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A expressao (F.18) coincide (na camada de massa) com amplitude de espalhamento da
secao 4.4 no limite o/
Nesta trabalho usamos o pacote FeynCalc3.5 do Mathematica para calcular as ampli-

tudes de espalhamento.



Apéndice G

G.1 Algumas definicoes e relacoes que surgem em
uma teoria nao abeliana

Nos definimos o tensor de campo de forma nao abeliana por

F;,Lll/ = aMAzci - aVAZ + ifabcAubAVC7 (Gl)

onde f®¢ ¢ a constante de estrutura e é totalmente anti-simétrica. A relacao de comutacao

das matrizes geradoras do grupo de Lie, A%, é

[)\a))\b] — Z-fabC)\c’ <G2)

Nos adotamos a condicao de normalizagao:

tr(A“AP) = 5. (G.3)

A derivada covariante vem definida por

(Dk)ab = 8)\5ab - ifmabAT- (G4)

Assim nés temos:

D)\F;ju = 8)\F;jy - ifmabAt\nFSlf <G5)

Vamos aplicar a derivada novamente:
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DyDyFS, = 0.0\Fy, + i ALONFy, — i f™"0.(AVFy,) +
famemndA:Ag\lF:l/ o famecndAg\nAan <G6)

K™ pve

Podemos escrever F),, = F% \* nés podemos reescrever (G.1) como:

pv

F,Lw - a,u,Al/ - 81/14;1, + [A;u Au]u <G7)

e (G.4) como:

Dy =0\ + [AA, ] (G8)

Portanto, a equacao (G.6) torna:

DHDAFSV = ana/\Fw/ + [Am 8)\F;ux] + [&-;A/\, Fuy] +

+ [A)\a aK,F,U,l/] + [Am [A)\) F,ul/]]- (Gg)

Da relagao (G.6) podemos mostrar:

[D/MDV]FpU - [Fumea]~ (G]_O)

G.2 Identificacao dos Coeficientes Arbitrario no Caso

Nao Abeliano.

Na presente secao pretendemos determinar quais dos coeficientes da agao 6.16 nao podem
ser determinados.
Agora analisaremos como F), e a derivada covariante D* transforma apés a trans-

formacao A, = /~1M + TM(/T).

Fyy = 0A,—0,A\+[Ax\ A,
— a)\AH - aMA)\ —|— [A)\, Aﬂ] —|— 8>\Tu - auT)\ —|— [A)\,Tu] —|— [T)\, AH] —|— [TA?T,U]

= F\,+D\T,—D,T\+[1\,T,] (G.11)
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D/\ — a/\ —|—[A)‘, ]
N 8/\ —i—[A)\—f—T)\, ]

= 9 +[AY, [+ [T, ] (G.12)

Dos resultados (G.11) e (G.12) implica que

D Fy, = 0P\, +[AY )
— Oy, + 0DAT, — 0D, T\ + T, T, + [T, Fy) +
+ [TA, F/\u] + [T)\v D)\TM] - [T)\> DMT)\] + [T)\[TM Tu]]

= D*F\,+ D*D\T,, — D*D, T\ + DT\, T,,] + [T?, Fy,] (G.13)

Da expressao (G.11) podemos escrever

tr(F*"F,,) — tr({F* +D*T" — DT+ [T",T"]} x{F,, + D,T, — D, T,+ [1,,T,]})

(G.14)

Da equagao G.14 estamos interessados nos termos de ordem o' e (a’)?. Precisamos da

expressao de T'(A) dada por (6.21) a qual repetimos aqui por conveniéncia.

T (A) = 2a'b1D’F,, + (28 [bo F* D, F,y + b3(DF*™)F,, + by(D°F,")F,, 4+ bsF,” D F,, +

+bgD>DPF,,] + O(a). (G.15)

Estamos interessados nos termos de (G.14) com um e dois T que sdo, respectivamente,

tr(—AD"F,, T") (G.16)

tr(AF*T,T,) + tr(2D*T"D,T,) — tr(2D*T"D,T,) (G.17)

Substituimos (G.15) em (G.16) encontramos
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tr(—4D"F,,T") = —tr(8a'by(D"F,)(D’F,") +4(2a/)?[by(D"F,, ) F* (D" F,) +
+ b3(D* F, ) (D F*) Fp + ba(D*F, )(D?F, ) FY, +
+ bs(D"F,,)F"" D Fy + bg(D"F,,) D> DF,"]). (G.18)

Precisamos fazer algumas manipulagoes com o termo que multiplica o coeficiente bs.

tr(bs(D"F,,)(D"F)F,,) = —=bstr((D"F,,)F,(D"F*)+ (D"D"F,,)F* F,,)
+ derivadas totais. (G.19)
Note que
D'T, = D'D’F,, = [D*,D’|F,, + D’D"F,,

= [’ F,|-DD"F,,
0
= —-D"DPF,, =-D"T, =0 (G.20)

Usamos a propriedade ciclica do trago e as equagdes (G.19) e (G.20) podemos reescrever

(G.18) como

tr(—4D"F,,T") = —tr(SO/bl(D“FW)(D’JFp”) + 4(20/)2[bng"(D”Fpg)(D“FW) +

by Fy (DY FP7) (D' Fyy) + ba( DB, )(DPF, %) FY, +

— b5(DPF,) (D" Fu) ™ — bo(D* Dy, ) (DAD’F,*)]Y(G-21)
Comparamos a equacao G.21 com a acao 6.16 vemos que ao, ar, ag € ag transforma

como

ELQ = a9 — 4[)1, d7 = a7 — 4b2 + 4b3 dg = ag — 4b4 + 4b5 C~L9 = a9 + 4b6 (GQQ)

O segundo termos de (G.17) pode ser reescrito como

tr(-=D'T"D,T,) = tr((D,D"T")T, + derivadas totais)
= tr([D,, D'T*T, + (D, D,T")T")
vy

(
(
= tr([F, TV — (D"T,)(D"T,))
= tr(2F,, T'T" — (DT, )(D"T},)) (G.23)
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Usamos as equagoes G.20 e G.23 para reescrever (G.17)

tr(AF*™T,T,) + tr(2D*T"D,T,) — tr(2D*T"D,T,) = 2tr(D*T"D,T,)

+8tr(F,,T"T"). (G.24)

Substituimos (G.15) em (G.24) temos

tr(4F™T,T,) 4+ tr(2D*T"D,T,) — tr(2D*T"D,T,,) = 2(2d/)%b} tr((D"D’F,")(D,D’F,,))
+8(2a")%b7 tr((D°F,")(D7F,")F,,).

(G.25)

Comparamos a equagao G.25 com a agao 6.16, com o resultado (G.22), vemos que ag

e ag transforma como

Gg = ag — 4by + 4bs + 8b7  dg = ag + 4bg + 2b7. (G.26)

Do resultado G.11 temos

2 )artr(FRF,F) = (2 )artr({F¥ + D"Ty — D\T* + [T*, Ty} x
x {F 4+ DI, — D,T* + [T*, T,])} x
x {F", + D"T, — D,T" + [T",T,]}
= (2d)astr(FY\D T, F", — F\D"T\F", + D*T\F’,F", +
— D\T'FF¥, + F\F’,D"T, — F\F),D,T") +
+0((20)?) (G.27)

Apbs usar a propriedade ciclica do trago e substituir (G.15) em (G.27) obtemos

(2&’)a1tr(F‘f\F);F”u) — —6(20/)2albltr((DAFM)(D”Fp”)FW)—l—

+derivadas totais. (G.28)

Entao ag transforma-se como
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Gy = ag — 4by + 4bs + 8b* — 6ayb;. (G.29)

De (G.13) implica que

(2a/)agtr (D Fy, D F,,) = (2a)agtr({D*Fy, + D*D)T,, — DD, Ty + DTy, T,] + [T*, F).]} x
x{D"Fy + D"D,T,, — D’ D, T, + D°[T,, T,] + [T7, Fy.]})
= —2(2d/)%agbitr((DP D Fy,)(D,D° F, 1))
—8(2a/)2agbitr((D*F,) (D F,, ) F*™) 4+ O((2a)®) +

+derivadas totais. (G.30)

Na tltima passagem usamos a propriedade ciclica do trago, a expressoes (G.20) e
(G.15). De (G.30) temos contribuicdo para a transformacgao de ag e ag. Consideramos

todas as passagens anteriores vemos que os coeficientes as, ay, ag e ag transformam como

&2 = CL2—4bl, &7:a7—4b2+4b3—3a1b1,
dg = asg — 4b4 -+ 4b5 -+ 8b% - 60,1b1 - 8(1,2[)1,

(ng = a9+ 4b6 + Qb% - 2@261. (G?)l)

G.3 Amplitude de trés pontos

Apresentamos aqui os calculos da amplitude de trés pontos da acao (6.16). Os termos que

contribui para o vértice de trés bésons vetoriais nao massivos sao:

aotr(F™ Ey, + (20) a1 F, B E) = agF™ Fl, + (20 )agay F, N Fy"F,“tr(A"A'X°)
— a0y (AL — D, AD) (i fC AR AT 4

+(2a’)aoa1g83{(6uz4’\a — AL (WA — 9V AR) x
x (0, A — OHAS) + - } (G.32)

Os pontos - - - indicam termos nao ctibicos. Agora usamos a formula (A.5) para encon-

tramos o vértice:
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kx’ax’za . Va1a2(13 (kl, k27 kS) -

1123

ka0, aogé’?}{i |:(l€1 _ k2>u39u1u2 + (kg o kg)ulg;ﬂ;ﬁ + (kg o k1>u2gp,1,u3 +

— 3(2a")ay (K kS kb — kf2k§3k§1)}tr(/\“1 (A2 \%3]).

Da conservacao do momento podemos provar (ky - ko) = (ki - k3) = (k2 - k3) = 0. Por
isto termos do tipo (k; - k) (iej é igual a 1, 2 ou 3 ) nao contribui para o vértice. Agora
contraimos o vértice (G.33) com (1,1, Cou2, € Cspus € inserimos o fator (2)2060%° (ky + ko +ks3)

obtemos a amplitude de espalhamento:

Ak, Cis ko, i ks, ) = C1+ Oy, (G.34)

onde

¢, = 2iaog{{3{(k1 “G3)(C - G) (ko C)(Co- G3) 4+ (ks - G) (G- G3)} X

xtr( AT ANZNS]) (2m) 25620 (g + ko + k) (G.35)
Cy = —6agargy’(20/)(ky - C3) (ks - G1) (ks - G)tr( A A2AS]) x
X (271')26526(k1 + kQ + kg) (G36)

Para chegarmos a amplitude de espalhamento (G.34) usamos a conservagao do mo-
mento e as condigdes fisicas k = 0 e (7k ; = 0. Os termos C; da amplitude (G.34)

correspondem a amplitude de espalhamento de trés vértice da acao de Yang-Mills.

(G.33)
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