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Resumo

Neste trabalho estudamos limites nao relativisticos em Teoria Quantica de Campos.
Apresentamos alguns conceitos basicos em Teoria de Grupos e uma breve anélise do grupo
de Poincaré, explicitanto sua dlgebra e identificando-o como um grupo de simetria de
10-parametros. Tomamos o limite nao relativistico do grupo de Poincaré para chegar ao
grupo de Galileo Extendido, um grupo de simetria de 11-parametros. Na ultima parte do
trabalho estudamos a dlgebra do maior grupo de transformacoes que deixam a equacao de
Schrodinger de uma particula livre (ESPL) invariante. Verificamos que a ESPL, além das
simetrias do grupo de Galileo Extendido, possui transformagoes de simetria associadas as

simetrias de escala e conforme.

Palavras—chave Limite nao relativistico, Grupo de Galileo, Grupo de Schrodinger



Abstract

In this work we study the nonrelativistic limits in Quantum Field Theory. We present
some basic concepts in group theory and a brief analysis of the Poincare group, study-
ing its algebra and identifying it as a symmetry group of 10-parameters. We take the
nonrelativistic limit of the Poincare group to get the Extended Galileo group, which rep-
resents a symmetry group with 11 parameters. In the last part of this work we study
the algebra of the largest group of transformations that leaves the Schrodinger equation
for a free particle (SEFP) invariant. We verify that the SEFP, beyond the symmetries of
the Extended Galileo group, contains symmetries transformations associated to scale and

conformal symmetries.

Keywords Nonrelativistic Limit, Galileo Group, Schrodinger Group
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Capitulo 1

Introducao

A Teoria Quantica de Campos (TQC) talvez seja hoje a teoria cientifica mais bem funda-
mentada da histéria da ciéncia moderna. Comegou a ser elaborada no inicio da década de
30 do século XX, por nomes como Werner Heisenberg e Paul Dirac, com a finalidade de
apresentar uma quantizagao do campo eletromagnético. Logo percebeu-se que essa quan-
tizacao sO seria possivel através da unificacao dos dois maiores pilares da fisica tedrica
do inicio do século XX, a relatividade restrita de Albert Einstein e a Mecanica Quantica
de Niels Bohr, Wolfgang Pauli, Heisenberg, Max Born, Dirac e Erwin Schrodinger. De-
senvolvida no decorrer dos anos, alcangou grande sucesso no final dos anos 40 com nomes
como Richard Feynman e Julian Schwinger, que conseguiram de forma consistente explicar
a interagdo da radiacdo com a matéria. A teoria da Eletrodinamica Quantica[l], desen-
volvida com os trabalhos de Schwinger e Feynman, possui concordancia entre resultados
tedricos e experimentais com até doze casas decimais. No final dos anos sessenta a TQC
alcancou sua maior maturidade com os trabalhos de Steven Weinberg e Gerard’t Hooft,
entre outros, que ajudaram a construir o que hoje é conhecido como Modelo Padrao da
fisica de particulas. O Modelo padrao é uma Teoria Quantica de Campos que descreve
trés das quatro interagoes fundamentais conhecidas na natureza (interacoes forte, fraca e
eletromagnética), apenas a interagao gravitacional, descrita pela relatividade geral de Ein-
stein, permanece ainda inconsistente como uma teoria quantica de campos. Grande parte
da comunidade cientifica hoje espera a confirmacao final do poder do Modelo Padrao com
a descoberta do Bdson de Higgs, particula cuja existéncia é predita pelo Modelo Padrao
mas ainda nao detectada em laboratorio. No dia 23 de novembro de 2009 deu-se inicio as
primeiras colisdes de particulas no megacolisor de particulas LHC (Large Hadron Collider)

instalado no CERN, na fronteira entre a Franga e a Suiga, cujo um dos principais objetivos
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¢é a detecgao do Béson de Higgs.

Esta uniao bem sucedida da relatividade com a mecanica quantica parece ter, por
um bom tempo, ofuscado as teorias nao relativisticas, relegando-as a um segundo plano
para a compreensao da natureza. No entanto recentemente o interesse em teorias nao
relativisticas parece ter resurgido, modelos em TQC tem sido empregados com sucesso
para se estudar varios sistemas em fisica da matéria condensada. Entre os dias 18 e 26 de
agosto de 2009 o professor Anthony Zee, da Universidade da Califérnia em Santa Barbara,
esteve no IFT-Unesp ministrando uma série de aulas baseadas na segunda parte de seu
livro Quantum Field Theory in a Nutshell[2], incluindo tépicos que tratavam exatamente
do grande poder de se empregar modelos de TQC para se analisar fendomenos como su-
perfluidez, supercondutividade, entre outros fenomenos descritos pela fisica da matéria
condensada. Além disso na década de 90 mostrou-se que modelos duais holograficos pode-
riam ser de grande importancia numa tentativa de unificacao da gravitacao com outras
forcas da natureza[3], [4], [5] e parece que um melhor entendimento desses modelos duais
passa necessariamente por um melhor entedimento dessas dualidades holograficas num
limite néo relativistico[6].

Neste trabalho nos propomos a apresentar uma introducao a simetrias nao relativisticas.
Nosso principal objetivo é mostrar que o limite nao relativistico pode ser menos trivial
do que se espera e, possivelmente, mais fundamental para um melhor entendimento da
natureza. O conceito de simetria é hoje, possivelmente, a ferramenta mais poderosa, que
permeia e solidifica os maiores avancos da fisica teérica moderna. Segundo o matematico
Hermann Weyl: “uma coisa é simétrica se existe algo que podemos fazer com ela de tal
maneira que, depois de feita, a coisa mantém o mesmo aspecto de antes”. A descri¢ao
matematica do conceito de simetria é realizada por meio da Teoria de Grupos.

A Teoria de Grupos é uma estrutura axiomatica bastante estudada em Algebra ab-
strata, iniciada principalmente pelas ideias do matematico Evariste Galois que no inicio
do século XIX utilizou a ideia de teoria de grupos finitos para resolver equacoes algébricas
de segundo, terceiro e quarto grau. Desenvolveu-se pouco tempo depois a partir de trabal-
hos do matematico Marius Sophie Lie que por analogia tentou utilizar métodos de grupos
continuos para resolucao de equacoes diferenciais ordinarias e parciais. Talvez tenha sido
no inicio da década de 30 do século passado que um estudo mais sistematico e rigoroso
da teoria de grupos comecgou a ser empregado na fisica, e esta associado principalmente

a nomes como Eugene Wigner e Hermann Weyl. No primeiro capitulo deste trabalho
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comecamos expondo alguns conceitos basicos em Teoria de Grupos que acreditamos serem
fundamentais para o entendimento dos assuntos abordados durante o trabalho, enunci-
amos os postulados e em seguida utilizando o conceito de grupos finitos trabalhamos com
a ideia de representacoes em teoria de grupos e finalmente tratamos um pouco a respeito
da Algebra de Lie. Todo o capitulo foi escrito com base nas referéncias [7], [8], [9)].

Desde o inicio do século XX sabemos que as leis da natureza devem ser invariantes
frente tranformacoes do grupo de Poincaré. Um dos mais influentes trabalhos utilizando
a Teoria de Grupos na fisica foi o escrito por Wigner em 1939[10], desde a apresentacao
deste trabalho o grupo de Poincaré é muito bem conhecido. No segundo capitulo partimos
entao para o estudo da teoria geral de representacoes dos grupos de simetria na teoria de
campos, tratando mais especificamente do grupo de Poincaré, grupo de simetrias funda-
mental para toda teoria relativistica, explicitamos a algebra do grupo concluindo o grupo
de Poincaré como um grupo de simetria de 10-parametros (trés rotagoes, trés boosts, trés
translagoes espaciais e uma temporal). Para finalizar este capitulo buscamos apresen-
tar como surge o conceito de particulas como representacoes irredutiveis do grupo, este
capitulo foi escrito tomando como referéncia parte do capitulo 2 do livro de Weinberg[11].
Até 1905, ano em que Einstein apresentou seus trabalhos sobre a relatividade especial, as
leis da fisica (mecanica newtoniana) deveriam ser invariantes sob o que conhecemos hoje
ser as transformacoes de Galileo.

Uma das principais consequéncias da mecanica relativistica é a quebra do carater abso-
luto do tempo, observadores de diferentes referencias inerciais poderiam perceber o mesmo
evento em diferentes intervalos de tempo. Uma citacao bastante conhecida na histéria da
fisica é a do matematico Hermann Minkowisk: “O espaco por si e o tempo por si desa-
parecerao em meras sombras, e somente uma espécie de uniao entre eles sobrevivera”,
talvez seja a sintese da relatividade especial. No entanto toda essa revolugao cientifica do
inicio do século XX de forma alguma implica que as transformacoes de Galileo devem ser
completamente esquecidas, a mecanica newtoniana dever ser completamente resgatada no
limite nao relativistico. No terceiro capitulo estudamos o Grupo de Galileo. Na expecta-
tiva de o entendermos como um limite nao relativistico do grupo de Poincaré, analisaremos
o limite nao relativistico do grupo de Poincaré e observaremos que existem algumas pe-
culiariedades que tornam nao trivial a andlise deste limite, principalmente no ambito da
mecanica quantica. E neste contexto da mecanica quantica que se faz necessario o uso

das representagoes projetivas. O conceito de representacoes projetivas induz uma simetria
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associada a transformacoes de fase, além dos 10 parametros de simetria usuais do grupo
de Poincaré, assim, no limite nao-relativistico, observamos uma extencao para um grupo
de simetria de 11-parametros.

No inicio da década de 70 uma nova ferramenta comegou a ser bastante empregada
na fisica de altas energias. A Teoria de Campo Conforme, hoje, além de ser uma pega
importante no estudo das teorias de cordas, possui também papel fundamental na fisica da
matéria condensada, por exemplo, no estudo de fenomenos criticos. Uma referéncia bas-
tante completa sobre o assunto é o livro de Di Francesco[12]. Foi também no inicio dos anos
70 que alguns trabalhos comecaram a explorar a existéncia de simetrias conformes para
limites de baixa energia, dois destes trabalhos sao os artigos de Niederer[13] e Hagen[14].
No ltimo capitulo deste trabalho nos propusemos a estudar com detalhes a primeira parte
do trabalho de Hagen, onde ¢é analisada a existéncia de simetrias de escala e conforme para
a equacao de Schrodinger, assim o maior grupo de simetria para a equacao de Schrodinger
para uma particula livre de massa m é um gupo de simetria de 13-parametros, para um
trabalho bastante atualizado a respeito das simetrias da equacao de Schrédinger veja [15].
A ferramenta essencial para o desenvolvimento do nosso estudo neste tltimo capitulo é
o Teorema de Noether, desenvolvido pela matematica alema Emmy Noether e publicado
primeiramente em 1918[16], que trata das implicagbes dinamicas em sistemas fisicos com
determinada simetria. Pode-se dizer que o Teorema de Noether afirma que para toda
simetria continua da natureza (ou, de uma agao) existe uma lei de conservagao, e inver-
samente, toda lei de conservagao deve revelar uma simetria da natureza (ou, da agao).
Utilizaremos o teorema de Noether para explicitar os geradores da simetria de escala e
conforme e apresentaremos a algebra que define o grupo de invariancia da equacao de

Schrodinger.



Capitulo 2

Teoria de Grupos

2.1 Axiomas

“o»

Definicao 2.1.1 Um grupo G estd definido quando, dada uma operagao, “”, para cada

par ordenado de elementos deste grupo um terceiro elemento deve satisfazer os sequinte

axriomas:
(i) Se f,ge G=h=f-geG

(ii) Para f.g.h € G, f-(g-h)=(f-g)-h

(i1i) Existe um elemento identidade, e € G tal que, para todo f € G, e-f=f-e=f
() Todo elemento f € G tem uma inversa, f~' € G, tal que f- = f"1 - f=e

Assim um grupo é uma tabela de multiplicacao que especifica um elemento g, - go € G
para todo g1,92 € G. No caso de os elememtos do grupo serem discretos esta tabela de

multiplicacao pode ser construida de forma explicita.

€ a1 g2

€ € g1 92

[ g1 | 91-91 | 9192

g2 g2 | 9291 | 92 92

Tabela 2.1: Tabela de multiplicacao
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2.2 Representacoes em teoria de grupos

Definicao 2.2.1 Uma representacao de G € um mapeamento Dy de elementos de G em

um conjunto de operadores lineares com as sequintes propriedades:

(i) Dr(e) =1, onde 1 € o operador identidade no espago no qual o operador linear atua.

(i) Dgr(g1) - Dr(g2) = Dr(g1 - g2), ou seja, a lei de multiplicagdo do grupo é mapeada

em uma multiplicacao natural no espaco linear no qual os operadores atuam.

O espaco no qual os operadores Dy atuam é chamado base para a representacao R.
Um tipico exemplo de uma representacao é uma representacao matricial. Neste caso a
base é um espaco vetorial de dimensao finita n, e um elemento abstrato g do grupo é

representado por uma matriz n x n
Dr(9g) i i,j=1,2, .. n.

A dimensao da representacao é definida como a dimensao n do espaco de base. Dado
(x!,...,2™) um elemento qualquer do espaco de base, um elemento g do grupo induz uma
transformagao do espaco vetorial da forma z' — Dr(g)" jxj. Chamamos de representagao
trivial quando identificamos a todo elemento do grupo uma matriz identidade 1.
Exemplo: 73
Seja Z3 o grupo definido pela tabela de multiplicagao 2.2

elalb
e elalb
a alble
b blela

Tabela 2.2: Grupo Z;

Dizemos que este é um grupo finito de ordem trés. Por ordem entendemos o niimero

de elementos do grupo. Este grupo possui uma outra propriedade bastante interessante

9192 = §291,

ou seja, os elementos do grupo comutam. Quando todos os elementos de um determinado

grupo comutam dizemos que este grupo ¢é abeliano. Vamos agora apresentar algumas
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representacoes para este grupo

D(e) =1, D(a) = e*s, D(b) = '3 (2.1)
100 00 1 010
De)=10 1 0o, D@=110 0], DOb)=10 0 1 (2.2)
00 1 010 100

A representagao (2.1) é de dimensao um e a representagao (2.2) é de dimensao trés.

Uma representacao € dita redutivel quando ela possui um subespaco invariante, ou seja
a agao de qualquer D(g) em qualquer vetor do subespaco ainda pertence ao subespaco.
No caso do nosso exemplo anterior, o grupo Z3, um elemento do subespago invariante é
dado por elementos da forma o (1,1,1). Uma representacao é dita irredutivel se ela nao
for redutivel. Uma representacao é dita completamente redutivel se é equivalente a uma

representacao cujos elementos de matriz tem a seguinte forma

Di(g) 0
0  Ds(g) ... |

onde D;(g) é uma representagao irredutivel para todo j. Chamamos esta representacao
de bloco diagonal, e dizemos que ela é uma soma direta (D1(g) @ Da(g) @ - --) das repre-
sentagoes irredutiveis, ou seja, uma representagao completamente redutivel é aquela que
pode ser decomposta em uma soma direta de representacoes irredutiveis!.

Vamos apresentar agora os conceitos de subgrupos, cosets e fator de grupo. Um grupo
H ¢ dito subgrupo de G quando todos seus elementos h pertencem a G e satisfazem as
condigoes da definicao 2.1.1. Entao podemos, trivialmente, identificar o elemento identi-
dade 1 e o préprio grupo G como subgrupos triviais de G. Vamos mostrar um exemplo
simples, nao trivial, de um subgrupo.

Exemplo: S3

LQualquer representacao d-dimensional de um grupo abeliano pode ser escrito como uma soma, direta
de d representacoes unidimensionais, ou seja, todas representagoes irredutiveis de grupos abelianos sao

unidimensionais.
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O grupo S5 é conhecido como grupo de permutacao em trés objetos, e seus elementos
sao:
e a; = (1,2,3) as = (3,2,1)
az = (1,2) as = (2,3) as = (3,1)
onde a; é uma permutacao ciclica dos elementos, as uma permutacao anticiclica, az troca

a posicao dos objetos que estao nas posicoes 1 e 2, e da mesma forma para os elementos

as € as. A tabela de multiplicacao para este grupo é dada por 2.3. Neste caso notemos

(& ay | g | A3 | Q4 | Q5
2 € | Q| az|ag|aq | as
aq ai | as e Qs | a3 | Q4
a9 a9 [ aq ay as as
as as | G4 | Q5 | € | 41 | Q2
Qy as | as | ag | as € aq
Qs Qs | Q3 | Q4 | Q1 | Q2 (&

Tabela 2.3: Grupo S3

que o grupo Z3 é um subgrupo de S3. Observe também que o grupo S3 possui trés outros
subgrupos {e, as},{e,as}, {e,as}.

Dois subgrupos H; e Hy de G sao ditos conjugados se existe um elemento g € G tal
que

gH, = Hyg (2.3)

Exemplo: as{e, a3} = {e,as}ay
Porque os grupos, {e, a3}, {e,as},{e,as}, sdo conjugados entre si vamos resumi-los em
um tnico grupo e denotdlo de Z5 (também conhecido como grupo de paridade) com sua

tabela dada por 2.4

elp
e elp
p ple

Tabela 2.4: Grupo Z

Um subgrupo H C G ¢é dito um subgrupo invariante de G quando para todo g € G

gH = Hyg. (2.4)



2. Teoria de Grupos 9

Exemplo: Z3 é um subgrupo invariante de S3.

Considere agora elementos h; de um subgrupo H C G e um dado elemento g € G e que
nao pertencam a H, entao g; - h; e h; - g; nao pertencem ao subgrupo de H. Os conjuntos
gerados por

sao chamados, respectivamente, de cosets a esquerda e cosets a direita de um subgrupo
de H em G. O ntmero de elementos distintos que um dado coset de um subgrupo possui
é o mesmo que o numero de elementos distintos que o préprio subgrupo possui, isto é
facil verificar. Tome h; = h; & ¢ = j, agora assuma que a afirmacao da igualdade do
niumero de elementos distintos seja falsa, entao deve existir pelo menos um = € G tal que,
xh; = xh; parai # j, ou seja, existe pelo menos um h; = h; para ¢ # j, o que por hipdtese
¢ uma contradicao. Tendo em vista este resultado podemos escrever um dado grupo G

como a soma de um dado subgrupo e seus cosets,
G=H+nH+2xH+---. (2.5)

Dai a ordem de um grupo deve ser um multiplo da ordem de um subgrupo qualquer, uma

vez que, como mostrado acima, um subgrupo e seu coset devem ter a mesma ordem.

Exemplo:
a3 s
——
Sy = {e,a1,a2,a3, a4, a5} = Z3 + a3Zs.
—
Z3

Note que a escolha de a3Z3 como coset nao é unica. A escolha de a5Z3, ou ayZ3 também
formariam completamente o grupo Ss.

Quando identificamos cada coset como um unico elemento do espago construimos o que
chamamos de coset-space, e denotamos por G/H. Para o caso do nosso exemplo anterior,

identificando Z3 como e, e azZ3 como p (az, ou a4, ou as), entdo Ss/Zs = Zs.

G/H - H = a
{67 CL3} : {67 ai, a?}

{6, a17a27a37a47a5} (26)

Note que S3/Z3 é um subgrupo de S3. No entanto, nem sempre é possivel escolher elemenos
de G/H de tal forma que este seja um subgrupo de G. Esta possibilidade serd sempre
possivel apenas quando H for um subgrupo invariante de GG, e neste caso G/H é conhecido
como grupo quociente. A mensagem importante aqui é, se H é um subgrupo invariante de

G, entao o grupo G é um produto direto do subespago invariante H com o grupo quociente
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G/H,
G=G/H®H. (2.7)

2.3 Algebra de Lie

Até o momento introduzimos alguns conceitos, e para isso utilizamos alguns exemplos
de grupos discretos, isto é, grupos que contém um nimero finito de elementos e no qual é
possivel contruir tabelas do tipo 2.1. No entanto existe um outro tipo de grupo de extrema
relevancia na fisica em que nao é possivel contruir tais tabelas de multiplicacao. Neste
grupo um dado elemento depende de um ou mais parametros reais, %, a = 1,2,..., N, de
forma diferencidvel e continua, dizemos que este é um grupo continuo, conhecido como
Grupo de Lie. Uma vez que os elementos deste grupo estao parametrizados da forma es-
pecificada acima ocorre que estes elementos podem ser identificados como pontos em uma
variedade. Nao vamos nos preocupar em entrar detalhadamente na questao topolégica?,
no entanto, a propriedade de compacidade deste espaco é bastante 1til, devido a ex-
istéencia de um teorema que afirma a nao existéncia de representacoes unitarias de dimensao
finita de grupos continuos nao-compactos. Representagoes unitarias sao de fundamental
importancia, pois como veremos um pouco mais adiante estarao de alguma forma rela-
cionadas a operadores hermitianos, e dos postulados da mecanica quantica sabemos que
observaveis fisicas estao intimamente associadas a operadores hermitianos. Vamos agora
nos ater a obter algumas propriedades algébricas do Grupo de Lie. Primeiramente vamos

parametrizar os elementos do grupo de tal forma que para 6 = 0,
9(0)|g=0 = €. (2.8)

Entao, dada uma representacao, os operadores lineares desta representagao serao parametriza-
3
dos por”,

Dg(0) = 1. (2.9)

E da condicao de diferenciabilidade, para 6 infinitesimal, na vizinhanca do elemento
identidade podemos escrever:

Dp =1+ i6,T¢, (2.10)

2Caso o leitor tenha interesse, um texto introdutério em topologia pode ser encontrado no segundo

capitulo do livro de Rudin[17]
3Utilizaremos um abuso de linguagem, tratando a representacio de um dado elemento do grupo,

definido por um parametro, como a representacao do proprio parametro.
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com

T = —ti——| , (2.11)
6=0
onde T sao chamados de geradores do grudo na representagao R, e definidos com o fator ¢

de forma que T} sejam hermitianos e Dg(6) unitdrios. E possivel mostrar que, os elementos

g(0) de um grupo podem sempre ser representados por
Dg(6) = ek, (2.12)

Note que da forma infinitesimal de (2.12) retomamos (2.10).

10, T¢

Retornando a defini¢ao 2.2.1, temos que o produto de duas matrizes Dg(g1) = e e
Dr(g2) = ™" deve ser igual a D(g1g2), ou seja,
ewaTgeieng — e(0a,00) T, (2.13)
Sendo a inversa de (2.12) dada por
Dp(0)™' = 70Tk, (2.14)

vamos calcular a expressao Dr(0,) *Dr(0,) " Dg(0,) Dr(6) até segunda ordem em 6. Para

nao carregar indices demasiadamente vamos suprimir o indice R
D(0.)~'D(6y)~' D(04)D(65)
= (1 —40,T" — %ejTjeiTi)u — 0, T — %GkT’“GlTl)
x (141460, T™ — %HmeHnT")(l + 10,1 — %QPT”QQTQ)

= (14 0,6,T°T° — 0,0, T°T*) + O(6%).
(2.15)

No entanto de (2.13), sabemos que (2.15) deve ser da forma e?<T". Assim
0,0,[T, T = iye(04, 0,)TC. (2.16)

Finalmente suponha v, = f.+ 0, f + 0, f° + 0,0, f* .+ O(3). No entanto, de (2.16) 7. deve
ser linear em 6, e 6, ou seja

[T, T = if*,T°. (2.17)
Dizemos entao que os geradores formam uma &lgebra sob comutacao, (2.17), conhecida

como dlgegra de Lie. A constante f®_ é conhecida como constante de estrutura e possui
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algumas propriedades bastante importantes. Devido ao fato de que [T¢,T°] = —[T®, T9],

temos
foe==r". (2.18)

Dizemos que a constante de estrutura é antisimétrica nos indices ab (na verdade a constante
de estrutura é antisimétrica em todos seus indices mas ndo mostraremos este fato aqui).
Dado Dy uma representacao unitéria, temos 7% e 7% hermitianos, e consequentemente
i - pab *
[Ta,Tb] — _erabc T*
(2.19)
b - b - rab
=[T°, T =if** T° = —if* T°,
ou seja, a constante de estrutura deve ser real. Finalmente os geradores satisfazem o que

conhecemos como identidade de Jacobi
[A,[B,Cl] + [B,[C,Al] + [C,[A,B]] =0 (2.20)

Os conceitos apresentados neste capitulo juntamente com o Teorema de Noether, que
serd apresentado na segao 5.1, formam as ferramentas basicas para o estudo de simetrias

na fisica tedrica.



Capitulo 3

Representacoes Irredutiveis do grupo

de Poincaré

3.1 Leis de Multiplicacao e Algebra do grupo de Poincaré

O grupo de Poincaré é o grupo das tranformacoes lineares

2™ — 2 = A" 2" + a™, com A, a — constantes, (3.1)

que preservam a forma do intervalo ds* = 1, da#*dz”. Desta definigao podemos escrever a

seguinte condigao de igualdade
Nuwdx™dz" = 1, d(A 2™ + a*)d(A 2™ + a”) = AP A pda™ da”.

Entao segue que
Nmn = nuuAumAyn- (32)

Vamos agora verificar se as transformacgoes do grupo de Poincaré realmente satisfazem
os axiomas de um grupo 2.1.1. Para isto vamos escrever a equagao (3.1), sem nos preocu-

parmos com os indices, da seguinte forma
¥ =T\ a)r = Az + a.
Entao a lei de multplicacao (primeiro postulado) sera:
T1(A1, a1)T2(Ag, az)x = T1 (A, a1)(Aox + az) = Ay(Aox + as) + a3 = ANz + Aag + ay

ou seja,

T1 (Al, al)Tg(AQ, CLQ) = T(AlAQ, A1a2 + (1,1) (33)
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Para verificar o segundo axioma basta nos utlizarmos da lei de multplicagao (3.3). O
passo seguinte sera verificar a existéncia do elemento identidade, ou seja, deve haver uma

transformacao I' que satisfaca a condicao de igualdade
Ti(A1,a1) Te =T T1(Ay, a1)x.
E facil verificar que I' existe e é dada por
'=1T(1,0). (3.4)

Finalmente nos resta verificar a existéncia do elemento inverso, ou seja, uma transformacao

I' que satisfaca a condicao de igualdade
Tl(Ala Cll) e = FTl(Al, al)x = Tl(l, O).Z'

Novamente usando a lei de multiplicagao é facil determinar que tal transformacao é dada
por

I =T(A" —A"a). (3.5)

Logo a transformacao (3.1) satisfaz todas as condigdes necessarias de um auténtico grupo.

Vamos voltar agora & equagao (3.2) e escreve-la na forma matricial
n = ATnA, (3.6)

segue que (detA)? = 1, ou detA = +1. Consideremos também a componente-00 da eq.(3.2)
na sua forma explicita,

1= (A%)? — AgAYy. (3.7)

Entdo (A%)? > 1, ou seja, ou A% > 1, ou A% < —1. Aquelas transformacdes que
obedecem (3.1), cujo detA =1 e A% > 1 sdo também conhecidas como Grupo de Lorentz
nao-homogéneo ortocronus préprio, usualmente denotada por 7SO(3,1)!. Deste momento
em diante, o que chamamos de grupo de Poincaré serd 150(3,1).

Vamos agora nos preocupar em explicitar a dlgebra do grupo de Poincaré. Como vimos
T(A,a) sao transformacgoes de simetria no espago-tempo, segundo um outro trabalho de
Wigner[18] & estas transformagoes de simetria no espago-tempo devem estar associadas

transformacoes unitarias de estados no espaco de Hilbert. De acordo com a secao 2.3,

YO Grupo de Lorentz ortocronus préprio denotado por SO(3,1), é definido simplesmente tomando a=0

em (3.1)
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equagao (2.12), é sempre possivel, para grupos continuos, escrever um operador unitério na

y a . ;. .
forma 1", Vamos denotar o operador unitario associado a T'(A, a) por U(A, a), e sendo

T(1 + w,€) uma tranformagcao infinitesimal de T'(A, a) préxima a identidade, escrevemos

um operador unitario para esta transformacao infinitesimal na forma
, 0
U(l4w,e) =1+ i, P* — éwabjab. (3.8)

Observe que a transformagao identidade de (3.1) é A™,, = §™,,, a™ = 0, para uma trans-

formacao proxima a identidade,
A", =0T+ Wy, am =", (3.9)
onde w™, e €™ sao infinitesimais. Substituindo (3.9) em (3.2) temos
Winn = —Wnm, (3.10)

frequentemente estaremos usando a propriedade de w ser antissimétrico para evoluirmos

nos célculos. De (3.5) e (3.3)
UN,a)U(1+w,e)U (A a) = U(1 + AwA™", Ae — AwA ™ ta) (3.11)
expandindo(3.11) em primeira ordem em (w, €)
ie,UP'U! — %wabUJ“bU‘l = i(Ae) P — i(AwA ' a), P* — %(Aw/\‘l)abﬂb. (3.12)
Comparando os coeficientes em (3.12), temos

Lo UJPU" = iA yu? A%, P + %Aacwcdz\*ldbjab

2
wapU JPU ™Y = 20 g™ A" paa? P+ Acqw™ A 1]
UJPU™ = AN T+ AN (a? Pe — a°PY) (3.13)
(§

UP'U™ = AP (3.14)
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Das formas infinitesimais das equagoes (3.13) e (3.14) temos,
U(l+w)JU((1+w)™, —(1+w)™e) = (0% 4+ we) (68" + wg®) (T4 — P 4 €1 P€)
(1 +ie.P° — %wchCd)J“b(l — i€ P — %wdcjcd) = (604" 4 6,°wq” + 04°w.®) x
(Jed — P 4 el pe)
(J% +ie.PeJ — %wcdjcdjab)a — ie.P 4 %wcdjcd) = (6."04" + 6" wd’ + 04" w") X
(Jed — P 4 el pe)

Jab 4 zwcdjabJCd . Z'ECJach o %wcdjcdjab 4 iECPCJab — Jab o Ean + EbPa + wdbjad 4 wcajcb

2
(3.15)
e
SwaaP" I — i€, P P = ~weqJP" + i€, PP = wy P (3.16)
Igualando os coeficientes em (3.15) e (3.16)
[iwea T ™, T = 2w’ T + 2w,
— 2ncbwdcjad + 2ndawcdjcb
— _27]wacdjad + 2ndawcdjcb (317)
— _(ncbwcdjad =+ ndbwdcjac)
+ ndawcdjcb + ncawdcjdb7
lie.P¢, J?) = —*P" 4 " P°
(3.18)
— _naCECPb + nchCPa’
[ie.P¢, P = 0. (3.19)
O conjunto das equagdes (3.17), (3.18), (3.19) é a algebra do grupo de Poincaré,
[iP®, P"] =0,
[iJab, Pc] — nach . ’I]bCPa, (320)
[ijab, ch] — 77adJcb o naCJdb + ndeac _ nchad'
Definindo
. 1 . . .
T = éeijk‘]]k7 K'= Jwv PO = H; (321)
podemos escrever a algebra (3.20) mais explicitamente da forma
(i, J;) = i€iji i, [Ji, K] = e K, [Ji, P] = i€iji P,
(K, Kj| = —ieijnJr, [K;, Py] = iH Y, [P, Pl =0 (3:22)

(K, H] = iP, [P, H] = [J;, H] = 0.
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Podemos observar de (3.22) que J* satisfaz a dlgebra SO(3) e devem ser geradores de
rotacoes espaciais. K*, P! sao vetores sob rotacao e H um escalar. Assim o grupo de

Poincaré é um grupo de simetria com 10-parametros.

3.2 Operadores de Casimir

Operadores de Casimir sao extremamente importantes para a classificacao de repre-

sentagoes irredutiveis. Para qualquer algebra de Lie com geradores G 4
(G4, Gl = fapcGe

podemos construir uma algebra e(L) com geradores do tipo G4, GaGp, GAGpGc,---. Por

definicdo um operador de Casimir é um elemento de ¢(L) que comuta com todos G 4.
C; €€(L)/[C;,Ga] =0.
No caso de G4 realizar uma representagao irredutivel
[Cs,Gal =0= C; = \1, esta propriedade é conhecida como lema de Schur.
Os ntimeros A = (A1, g, ..., Ay) caracterizam a representacao,
A diferentes < representagoes nao equivalentes.

Diremos que um determinado grupo é de rank N quando este conter N diferentes A's. O
Grupo de Poincaré é um grupo de rank 2, ou seja, podemos construir dois operadores de

Casimir a partir de seus geradores. O primeiro operador de Casimir nos é familiar?
P, P™ =m? (3.23)
O segundo operador de casimir é W,,, W™, onde W™ é o chamado vetor de Pauli-Lubanski,
1

W, = —éemnka"ka. (3.24)

Para verificarmos que W,,/W™ realmente é um operador de Casimir primeiramente ob-

servemos que W™ é um 4-vetor, entao W,,,W™ é um invariante de Lorentz e deve comutar

2Neste capitulo estaremos sempre tratando com o que é conhecido em mecanica quantica como repre-

sentagdo de momentum, P*p(p) = p®p(p), onde ¢(p) é o vetor estado.
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com J™". Agora, de sua forma explicita

1
(Wi, P'] = [_ﬁemnkpjn’fpp, P']

1
— —§emnkp[J”ka, P

1
= ——Cnkp[ S, P PP
2 (3.25)

onde na tultima igualdade utilizamos o fato de que os P’s comutam entre si e a antisimetria

de €mnip. Entao W,,,WW™ comuta com Pt

3.3 Método de representacoes induzidas

Dado um grupo G que contém um subgrupo H, entao podemos escrever representagoes
irredutiveis de G como somas das representacoes de H. Esse método é ainda mais con-
veniente quando H é um grupo abeliano, pois como vimos na secao 2.2, representacoes
irredutiveis de H devem ser unidimensionais. O grupo de Poincaré P contém o subgrupo
abeliano das translacoes Tj

2" =" =" 4+ a™

ou seja,

Representagao irredutivel de P = @ (representacoes de Ty)

Vamos agora tomar um elemento 14 (po, p1, p2, p3) do espago linear. Onde A sao indices
do espaco-tempo que definem 1 como escalares, ou vetores, ou tensores, e p,, é o 4-

momento de uma dada particula. Uma possivel representacao unitaria de 7y é dada por

U<17 a)QOA(pm) = emumSOA(pm) (326)

Para construir diferentes representacoes irredutiveis do grupo de Poincaré tomamos
Ya(pm) com “diferentes”p,,. Tentaremos descobrir estes “diferentes”p,, respondendo a
pergunta—quais sao os p,, que pertencem a mesma representacao irredutivel? Mostraremos
que se uma representacao irredutivel de P contém uma representacao de T, com um dado

Pm entao ela também contera representacoes de Ty com A”,,p™ para todos A™,,. Vejamos:
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Da lei de multiplicagdo (3.3) temos
U(A, 0)U(1,a) = U(A, Aa) = U(1, Aa)U (A, 0) (3.27)
definindo U(1,a) = U(a) e U(A,0) = U(A), entio
U(MNU(a) = U(Aa)U(A). (3.28)
Atuando com (3.28) 1o estado @4 (p)
U(A)U(a)palp) = €™ U(A)pa(p) = UAa)U(A)pa(p). (3.29)

Agora seja a’ = Aa,

U(d)U(A)palp) = e 7" U(A)pa(p)

' / (3.30)
— ¢i(Ap) “mU(N)pa(p),

o que significa que o estado U(A)pa(p) realiza a representagao unidimensional de T(a)
com (Ap),. Ou seja, todos os p's que sao ligados por alguma transformagao de Lorentz
correspondem a mesma representacao irredutivel. p; e py correspondem a representacoes
diferentes se nao existe nenhum A tal que p; = Apy. HA 6 classes de vetores (aqui trocamos
nossa estranha palavra “diferentes”pela mais charmosa, classe) no espago de Minkowski.

Apenas (1), (2) e (6) possuem interpretagoes fisicas. Vamos analisar um pouco melhor

1) p>>0 po>0 particulas massivas
2) p*=0 py>0 particulas sem massa
3) p2>0 py<0 -energias negativas

4) p*=0 po<0 energias negativas

5 p*<0 Téquions

6) p*=0 VACcuo

Tabela 3.1: Classes de vetores invariantes sob tranformagao de Lorentz

as duas primeiras, mas antes de analisarmos cada uma destas representacoes precisamos

apresentar um outro conceito.

3.4 Grupos de Estabilizacao

Na secao anterior mostramos que se existe uma transformagao A tal que caso p’ = Ap

entao p’ e p correspondem a mesma representacao. Mas existem transformacoes que nao
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mudam o vetor

Ap,po = po. obs: 0 ndo é um indice do espago-tempo. (3.31)

O conjunto dessas transformacoes forma um subgrupo chamado grupo de estabilidade de

Po ou pequeno grupo de py. Mostraremos 2 fatos:

(1)
(2)

O grupo de Estabilidade é gerado pelo vetor de Pauli-Lubanski.

Representagao do grupo de estabilidade define completamente a representacao do

grupo de Poincaré.

Vejamos:

(1)

Amnpn = Pm <= wmnpn = 0.

Para um dado p,,, w,,"p, = 0 é um sistema de 4 equagoes lineares para 6 incognitas
wmn- Mas s6 3 das equacgoes sao independentes, w,,"p,p™ = 0. Entao a solucao geral

para w,,, deve depender de 3 parametros livres. Um ansatz é:

kil
Wmn = €mnklD b

Onde b sao 4 parametros, mas sé 3 deles entram na solucdo, pois para b ~ p*,
wWmn = 0. Entao o pequeno grupo é gerado como

em5emn I o4 (p) = e 3 I g (p) = (3.32)
@A(p) _ e%bme .

— o bemnubl I P oa(p).

Representagao do grupo de estabilidade define completamente a representacao do
grupo de Poincaré. J& sabemos que sob translagao o estado ¢a(p) se transforma
i

como U(a)pa(p) = e P*p(p), vamos entdo considerar agora como estes estados se

transformam sob uma transformacao de Lorentz U(A). Utilizando (3.14)
PUAN)pa(p) = UMUH (M) PTU(A)palp) = UM (AT P)palp)

(3.33)
= Ap"U(N)pa(p).

Portanto U(A)pa(p) deve ser combinagao linear dos estados U(A)pp(Ap)

U(N)pa(p) = Cas(A,p)es(Ap). (3.34)
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Agora, seja A, uma transformacgao que satisfaca

ApoPo = po, (3.35)

ou seja, A, é um elemento do grupo de estabilizagao, entdo podemos escrever (3.34)

da seguinte forma,

U(Apo)pa(po) = Dap(Apy) 5 (po)- (3.36)

Os coeficientes D 4p(A,,) formam entdo uma matriz que realiza uma representacao

do grupo de establizacao.

Defina A, um elemento do grupo de Lorentz que transforma py — p,

Appo = p,

wa(p) = U(Ap)pa(po)- (3.37)

Seja também um elemento A, que realiza a transformacao

Ap=7p.

Temos entao as seguintes transformacoes

Appo=p 5 Appo =
g ' (3.38)
AAppo - Ap’p(]’
e consequentemente
Ap_/lAAppo = Po- (339)

Ou seja, de acordo com (3.35) A;,IAAP ¢ um elemento do grupo de estabilizacao.
Entao
A=A A AT (3.40)

Po‘tp

Finalmente utilizando as transformagoes (3.38) e (3.36)

U(AN)pa(p) = UAp)U(Ap)U (A, )pa(p)
= U(Ap’)U(Apo)SOA(pO> = U<Ap’)DAB(Apo)SOB(pO) (3'41)

= DAB(Apo)¢B(p/) = DAB(APO)QDB(AP)
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Podemos perceber que a estrutura do pequeno grupo para todo vetor p dentro de uma
representacao irredutivel é a mesma. Entao, da nossa discussao na secao anterior, pode-
mos escolher qualquer representante p, descrever seu pequeno grupo, e isso vai definir a
representacao do grupo de Poincaré. Este método de determinar representacos de um
grupo a partir das representacoes de seu pequeno grupo é conhecido como método das

representacoes induzidas.

3.5 Representacao nos campos

Vamos a partir de agora seguir um caminho um pouco diferente. Afim de obter uma
intuicao mais fisica sobre o que foi escrito até aqui, seguiremos as ideias apresentadas no
segundo capitulo do livro de Maggiore[19]. Mas antes de discutirmos as representagoes
propriamente, precisamos preencher uma lacuna. No inicio da se¢ao 2.3 falamos sobre um
teorema que nega a existéncia de representacoes unitarias de dimensao finita de grupos
continuos nao-compactos. Até aqui tratamos abusivamente das representagoes unitarias,
e em momento algum nos referimos quanto a natureza de sua dimensionalidade. O fato
é que o grupo ISO(3,1) é nao-compacto®, assim representagoes unitarias destes grupos
devem necessariamente ser de dimensao infinita. A resolucao desta questao é dada com a
introducao de um objeto ¢(x), que em teoria de campos é conhecido como campo. Um
campo ¢ uma funcdo das coordenadas e que sob transformagoes (3.1) devem também se

transformar.
o(x) = ¢'(2)). (3.42)

Para nossos propositos aqui, basta tomarmos o mais simples dos campos, o campo escalar

p(z) = ¢'(2). (3.43)

A transformagdo do campo escalar escrita na forma (3.43) nao nos acrescenta muitas
informacoes, apenas que da representacao escalar resulta a representacao trivial dos ger-

adores J% = 0. Uma outra transformacio para os campos é possivel

dop = ' (z) — (). (3.44)

3Existe um teorema em andlise matematica que afirma que conjuntos compactos devem ser fechados,

ou seja, devem conter todos seus pontos limites. O grupo de Poincaré nao é fehado, uma vez que um dos

pardmetros que definem o grupo, v, estd definido no intervalo |v| < 1
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Aqui o sistema de coordenadas ¢ mantido fixo. A transformacao (3.43) nos permite estudar
como um unico grau de liberdade (campo calculado num dado ponto P) muda quando
mudamos as coordenadas do ponto P de x para z’. Sendo entdao P mantido fixo, a base
do espago é feita de um tnico grau de liberdade p(P), consequentemente unidimensional.
Quando consideramos a transformagao (3.44) estamos comparando diferentes graus de
liberdade, comparando os campos em pontos distintos do espaco-tempo. A base do espaco
agora é o conjunto ¢(P), com P variando por todo o espago-tempo, ou seja, é um espago de
funcoes, e consequentemente de dimensao infinita. E neste espago de dimensao infinita que
obtemos geradores com representacao de dimensao infinita e que poderao ser associados
com observaveis fisicas. Nao entraremos em detalhes a respeito da forma destes geradores,

mas certamente devem satisfazer (3.20).

3.6 Representagoes Massivas (p? > 0, py > 0)

Como vimos na segao 3.2 W™W,, é um escalar de Lorentz, entao podemos calcula-lo
no referencial que nos for mais conveniente. Para o caso de uma particula com massa
este referencial parece ser o referencial de repouso da particula pu = (m,0,0,0). Dado

wm = %em"kanka, entao

1
W = 5eoﬂ’an,m =0 (3.45)
e
;1 inkp L inko m ik i
W' = € Ik Py = 3¢ Jom = o€ Jir =mJ". (3.46)

Entao para o estado de uma particula com massa m
—W™mW,, = m?j(j + 1) (3.47)

Nao é dificil perceber que sob rotagoes espaciais, p* = (m,0,0,0) é um subespago invari-
ante, ou seja, rotagoes espaciais é um pequeno grupo para representacoes massivas. As

representacoes massivas sao caracterizadas pela massa m e pelo nimero 57 = 0, %, 1,..% e
os estados dentro de cada representacao sao caracterizadas por j, = —j,—j + 1,...,5. O

que significa dizer que particulas massivas de nimero j tem 2j + 1 graus de liberdade.

40 fato de valores semi-inteiros para j serem permitidos remete ao fato de que estamos afirmando que
o grupo de rotagoes é SU(2), e ndo SO(3). SU(2) e SO(3) sao grupos Homeomorficos, localmente possuem
as mesmas caracteristicas. A importéncia de preterirmos SU(2) ao invés de SO(3), é justificada porque

SU(2) permite incluir representagbes spnoriais.
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3.7 Representagoes sem Massa (p* = 0, py > 0)

No caso de p? = 0 nao é possivel tomar o referencial de repouso da particula, mas
podemos analisar o sistema no referencial p* = (E, 0,0, ). Recordando, o pequeno grupo
é o conjunto de transformacoes que deixam p* invariantes. No caso em questao apenas
rotagoes no plano (x,y) deixam p* invariantes. O conjunto de transformagoes no plano é
o grupo abeliano SO(2), gerado pela matriz J* = J'. Sabemos também que uma vez que
SO(2) é abeliano, suas representagoes irredutiveis devem ser unidimensionais e rotuladas
por autovalores h de J3, com h = 0, j:%, +1,..5. Fisicamente h representa a projecao do

momento angular na direcao de propagacao da particula, conhecido como helicidade.
h=p-J. (3.48)
Em um estado de helicidade h, uma rotagao U(1)® do pequeno grupo é representada por
U(f) = e ", (3.49)

Entao do ponto de vista do grupo de Poincaré particulas sem massa com helicidade +h
e —h correspondem a diferentes representacoes, e consequentemente sao de diferentes

espécies, e tais particulas portanto teriam um tnico grau de liberdade”, +h ou —h.

5No caso de o pequeno grupo ser caracterizado apenas por rotacdes no plano, o fato de os autovalores

h serem quantidades discretas estd associado a caracteristicas topoldgicas do espago.
6A troca SO(2) — U(1) é justificada pela existéncia de um isomorfismo entre os grupos SO(2) e U(1)
"No caso de teorias invariantes também sob tranformacio de paridade ((z% 2!, 22%,2%) —

(20, —a', —2%, —2?)) particulas com estados de helicidade opostos estdo relacionadas. No eletromag-

netismo, particulas sem massa e com helicidade h = 41 sao conhecidas como fétons.



Capitulo 4

Grupo de Galileo

4.1 A “nao-algebra”do Grupo de Galileo

O grupo de Galileo é o grupo das transformacoes lineares que modificam o espago e o

tempo segundo:

' =2 =Ry +d +0't
(4.1)
t =t =t+s,
onde R é uma rotacao, a uma translacao no espaco, v a velocidade de um sistema de
coordenadas S’ que se move em relacao a S, e s uma translacao no tempo. O grupo de

Galileo ¢ entao caracterizado por dez parametros. Para as transformgoes (4.1) a lei de

multiplicacao é dada por
T1(Ry, a1, v1, 51)Ta(Ra, az, v2, $2) = T (R Ry, Riag + a1 + v1S9, Riva + v, 51 + s2), (4.2)

e de fato as transformagoes (4.1) satifazem as condigoes 2.1.1, onde o elemento identidade
e o elemento inverso sao dados por
7(1,0,0,0),
T(R™, R (a—sv),—R v, —s),
respectivamente.
Como ja sabemos, associadas a estas transformagoes T(R,a,v,s) do espago-tempo,

temos transformacoes unitarias que atuam no espago linear. A forma mais geral para

estas tranformacoes unitarias pode ser escrita como

U(r) =[] (4.4)
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Para escrever o que convencionamos chamar de “nao-algebra” usaremos a mesma técnica
apresentada no terceiro capitulo do livro de Ballentine[20]. Diferente da élgebra que ap-
resentamos para o grupo de Poincaré (3.20), neste caso seremos mais explicitos e, desde o

inicio, identificaremos cada gerador a sua respectiva transformacao, veja a tabela (4.1).

Transformacoes do espaco-tempo Operadores Unitéarios

Rotacao ao longo do eixo @
X — RZ((91>X e_iei‘]i

Translacao ao longo do eixo ¢

r— 2t +a el
Boost ao longo do eixo ¢

x — xt o't ehvik!
Translacao do tempo

t—t+s eistt

Tabela 4.1: Operadores Unitarios

O método é o seguinte — escolhemos um determinado par de geradores, substituimos em
(2.15), em seguida realizamos as mesmas sequéncias de transformagoes no espago-tempo
e entdo comparamos a transformagao resultante com (2.15). Vejamos alguns exemplos de

como calcular os comutadores.

(1) [P, P

Primeiramente de (2.15) temos
eI mi02 P 0P 2T 1 4 9,0,y ). (4.5)
As transformagoes correspondentes no espago-tempo sao,

(@1, 29, 23, 1) = (21,9 — b2, 23,) = (x1 — b1, 20 — O, 23, 1) (4.6)

— (l'l - 017 T2, XT3, t) — (xla T2, T3, t)a
. ~ . . ~ ~ i 1 _; 2 1 2
ou seja, uma transformacao identidade. Entdo a transformacao e 017" g =027 gi01 P if2 P

no espaco linear deve corresponder a uma transformacgao identidade também no

espago linear. De (4.5) temos

1 + 9162[P2, Pl] — 1, (47)
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consequentemente [P, P,] = 0. De uma forma mais geral temos

PPy =0, (4.8)

(2) [K:, H]
CiOH i K —i0H —i K' _ 1 | 0,0y, H). (4.9)

. N ~ s . ; ; 1 _ _; 1 .
Associada as transformacoes unitarias e 15" ¢=0H g =i01K" 15 espaco linear, temos

as seguintes transformagoes no espaco-tempo:

($1,l’2,$3,t) — (xl - 91t,$2,$3,t> — (xl - 91t7$27$37t - 9)

(4.10)
— (21 — 01t +01(t — 0), 29, x5, t — 0) — (21 — 010, 29, 73, 1),
ou seja, uma translagao de parametro 616 na direcao x, logo
14+ 6,0[Ky, H =1+ i6,0P;, (4.11)
e
[K;, H| =iP;. (4.12)

O célculo de outros comutadores é apresentado no Apéndice A. Com este método con-

seguimos construir toda a algebra do nosso grupo.

[Ji, J;] = i€iji i, [Ji, K] = i€, Ky, [K;, Kj] =0,
[Ji, Pj] = ieiuPr, (K, P =0, (4.13)
[K;, H] = iP;, [P, H] = [J;, H] = [P, P;] = 0,

e esta é nossa “nao-algebra”do grupo de Galileo.

4.2 Limite nao-relativistico

Por que nossa se¢ao anterior chama-se nao-dlgebra? Para construir (4.13) utilizamos

~ . Y . y a
representacoes unitarias do tipo gifaT

e o fato de que, de acordo com (2.2.1) temos Dg(g1)-
Dr(g2) = Dr(g1 - g2), aparentemente nada parece errado. Entao se todos nossos célculos
realizados na se¢ao anterior foram feitos corretamente nada mais natural esperar que no
limite nao-relativistico (v < 1) a élgebra do grupo de Poicaré deve reduzir-se a élgebra
do grupo de Galileo (4.13). Vamos voltar ao livro de Weinberg[11]. Para um sistema de

particulas de massa m e velocidade v (¢ = h = 1), espera-se que os operadores de momento

e momento-angular sejam da ordem J¢ ~ 1, P' ~ mw, e o operador energia H ~ M + W,
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2

onde M ~ m é a massa total, e W ~ muv® é a energia cinética. Entao no limite nao

relativistico de (3.22) conservamos as relagoes de comutagao:

(i, J;] = i€,

Ji,P‘ :’ZEl P,

s ] = i€ P (4.14)
[P“H] = [Ji’H} = [PUPJ] =0,

com [P, M| =[J;, M] =0

Até entao nao temos maiores problemas, todos nossos comutadores (4.14) tem concordado
com os resultados (4.13) obtidos na se¢@o anterior, mas um resultado bastante inesperado

2 no limite nao-

ocorre com [Kj;, P;]. Segundo a &lgebra de Poincaré KP ~ m + muv
relativistico K P ~ m, ou seja, o comutador [K;, P;] na algebra de Galileo deveria ser do
tipo [K;, Pj] = iMé;;, com K ~ +. Entéo diferentemente de (4.13) a dlgebra do grupo de

Galileo seria dada por

(i, Jj] = t€iji, (K, Jj] = i€ Ky, (K, K;] =0,

(i, Pj] = i€yu P, (K, Pj] = iM) (4.15)

ij>

(K, H] = i, [P, H] = [Ji, H] = 0.

Na proxima secao vamos tentar entender um pouco melhor a origem do termo [K;, P;] =
1M 6;;.

Concluiremos esta secao apresentando a equacao de Schrodinger como limite nao-

relativistico (LNR) da equagao de Klein-Gordon. Nossa referéncia serd o capitulo II1.5

do livro de Zee[2]. Um dos objetos fundamentais na descrigao de uma teoria de campos' é

a lagrangeana .. Para uma teoria de campo escalar invariante de Lorentz a lagrangeana
&L =0,010"d — m?dTd — \(®TD)2, A >0 (4.16)

descreve um grupo de bosons que interagem entre si. De uma forma geral a lagrangeana
(4.16) pode ser ecrita como .Z = 9,HTO*® —V (®), onde a parte quadrética nos d4 o termo
de massa enquanto que outras poténcias sao responsaveis por termos nao lineares nas
equagoes de movimento e correspondem a auto interagoes dos campos. Desconsiderando

na lagrangeana (4.16) os termos de poténcia superior a dois, a equagdo de movimento

LCaso o leitor ndo esteja familiarizado com a formulacio Lagrangiana da mécanica e teoria cldssica de
campos, boas referéncias para estes assuntos sdo os livros de Nivaldo Lemos|[21], o primeiro capitulo do

livro de mecénica de Landau[22] e o livro de teoria cldssica de campos também de Landau[23].
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associada a esta teoria é dada por
(0,0" +m*)® = 0. (4.17)

A equagao (4.17) é conhecida como equagao de Klein-Gordon, e uma solugao para esta

equacao ¢ uma onda plana
() = e P7, prx=FEt—p- 7. (4.18)

com E? = p%2 +m?2. Assim um modo com energia £ = m + € oscilaria no tempo como
® x e P!, No LNR a energia cinética € é muito menor que a massa de repouso m. Assim

parece coerente supor

O(7,1) = me—i%(f, ), (4.19)

com o campo (T, t) oscilando muito mais lentamente no tempo que e~. Substituindo
(4.19) em (4.17) obtemos
(=2imd; + 0,%)p — Vp = 0. (4.20)
No limite nao-relativistico temos
10p << mep. (4.21)
Assim desprezando o termo 9,%2p, pequeno comparado com —2imd;,p, temos que no limite
nao relativistico a equagao (4.17) se reduz a

0 Vv?

—p = ——— . 4.22
Z@t(p 2m('0 ( )

A equagao (4.22) é a conhecida equagao de Schrodinger para uma particula livre. Final-

mente substituindo (4.19) em (4.16) obtemos
1ot 50! L gt 20 ot o2
Z = 5lli0wp = (10ip")¢] = 50" 0ip — g ()", (4.23)

esta é a lagrangeana que descreve uma teoria de campos escalares nao relativisticos.

4.3 Raios e Representacoes Projetivas

Vamos relembrar um fato que conhecemos desde nossos primeros estudos sobre mecanica

quantica, veja por exemplo o capitulo 7 de Gottfried[24]:

Se |a) e |5) sdo vetores em um sistema no espago de Hilbert, entdo somente o

valor absoluto de seu produto escalar (3| a) tem significado fisico, e portanto
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todos vetores A |a), etc., onde |A| = 1, representam o mesmo estado fisico; além
disso, todos estes vetores tem o mesmo valor esperado para qualquer operador

hermitiano.

O que chamamos de raio é o conjunto de vetores normalizados ((«|a) = 1), onde |a), |a)
s _ /
pertencem ao mesmo raio se |a) = \|a).
Nos célculos da secao 4.1 nos baseamos simplesmente no primeiro axioma da teoria de

representades de grupos 2.2.1, apresentado no inicio da secao 2.1,
UT)U () = U(I'Ty). (4.24)

O que fizemos foi firmar que U(I'})U(I'2) |a) e U(I'3) |a) descrevem o mesmo sitema
fisico. Se agora levarmos em consideracao o que sabemos a respeito do conceito de raio,
U(1)U(I9) |a) e U(T'3) |a) ndo sdo necessariamente o mesmo vetor, mas devem diferir

por, no maximo, um fator de fase |\| =1,
U)U(Ty) |a) = Tt (D 1y) |a) . (4.25)

Assim,

U()U(Ty) = e“Trr2y(TTy). (4.26)

A relagao (4.26) é o que conhecemos como representagoes projetivas. Sabe-se que todos os
grupos de simetria com representacoes projetivas podem ser extendidos de tal forma que
suas representagoes podem ser definidas como nao-projetivas?, (w = 0). No entanto, de
acordo com alguns resultados de Bargmann[25] e Inonii e Wigner[26] o grupo de Galileo
parece ser uma excessao. Segundo Bargmann, para o grupo de Galileo, representagoes
com significado fisico devem ser aquelas de representacoes projetivas. Inonii e Wigner
mostraram que fungoes da base do grupo de Galileo nao podem construir estados local-
izados, ou estados com velocidades definidas. Essas informacoes podem ser encontradas
também no trabalho de Levy-Leblond[27], bastante interessante a respeito do grupo de

Galileo.

2No livro de Weinberg[11], secdo 2.7, mostra-se que o préprio grupo de Poincaré 150(3, 1) possui uma
representacao projetiva intrinseca, no entanto para este caso o fator de fase pode ser reduzido a apenas

uma diferenca de sinais U(A1,a1)U(Ag,a3) = £U(A1A2, Aras + aq).
3Apesar de bastante completo, hoje este trabalho parece conter algumas interpretacdes equivocadas a

respeito das representacoes irredutiveis do grupo de Galileo, como por exemplo representacoes irredutiveis

de massa negativa estariam associadas & antiparticulas.
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Assim para uma representacao projetiva (4.26), temos
U =1+ s,T" + iwl. (4.27)

Comparando (4.27) com (2.15), os 11 parametros {w, s, } devem claramente ser de segunda
ordem em 6, e entao a relacao de comutagao entre dois geradores 7),, T, quaisquer ¢ descrita
como uma combinacao linenar dos geradores e do operador identidade, que pode ser escrita
como

[T, T)) = i, T + by, 1. (4.28)

Pode-se mostrar que, de fato exceto para [K, P], os termos multiplos da identidade podem
ser todos removidos utilizando uma mudanga de fase para alguns vetores e a relacao (2.20).

Vamos tentar obter uma melhor intuicao fisica do grupo de Galileo estudando as pro-
priedades de invariancia da equacao de schrodinger,

1 Pp(a,t)
2m  O0x?

+ Wz, t)p = z% (4.29)

Por simplicidade vamos tomar W’ (z',#') = W (x,t), e um caso de boost na diregao .

r =1 +ut, t=t. (4.30)

Assumindo que (4.29) seja invariante frente (4.30), a equacao no sistema linha deve ter a

forma
1 82 ()0/ ('r,7 t,) ! !l / 8()0/ (xIJ t/)
- 7\ =" 4.31
2m Oz W, 1)y ot’ (4.31)
Para uma transformagao do tipo (4.30) temos
dPr = d*z'. (4.32)

De (4.32) temos que a densidade de probabilidade em um ponto do espago-tempo deve ser

a mesma nos dois sistemas de coordenadas

lp(a, ) = ¢ (' 1), (4.33)

consequentemente

oz, t) = el @D (2! 1), (4.34)
Para (4.30) os operadores diferenciais se transformam como

0 0 0 0 0
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Substituindo (4.35) e (4.34) em (4.31)

2
_La_gp+W¢_‘_ [ig_ ]8_30
2m Ox? m Oz Ox (4.36)
N LﬁQ_f+L[ﬁ} ﬁ_ﬁ} ;90 |
2m Ox? m Lox Or Ot Yot
Assim para obtermos (4.29)
10f B
mos "7
2
o _ (4.37)
Ox?
! [W } SR R
Ox dxz Ot ’
entao
f(z,t) = mox — %mvzt. (4.38)

No limite relativistico temos, para uma particula de spin 0, a equagao de Klein-Gordon

No caso de um boost na direcacao '
t' =t —va'), o't = y(at —ot), (4.40)

os operadores diferenciais se tranformam como

62 812 a/ a/ a/

oz~ <8t’2 " oapaw T 8x/2>’ (4.41)
8_2 _ 2( 8/2 o i/i/ o a/ > :
ox? ox'? ot' 0x’ 815’2

Assim diferentemente de (4.29) a equagao de Klei-Gordon é invariante sob transformagao
de um boost sem a nececessidade do aparecimento de uma fase nos campos.

Para finalizar este capitulo vamos tratar um pouco sobre o que é conhecido como regra
de superselecao de Bargmann. Seja T uma transformacao no espago-tempo dada por uma

translacao @, um boost de Galileo v, e suas respectivas transformacoes inversas
T =1T(1,-a,0,0)T»(1,0,—v,0)T5(1,a,0,0)Ty(1,0,9,0), (4.42)

de acordo com (4.2)

T = (1,0,0,0). (4.43)

Agora, seja W a transformagao correspondente a T no espaco de estados,

W = UNa)U'(0)U (@)U () (4.44)
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Sendo 7' uma transformacao identidade, entao um dado estado fisco sob uma trans-
formacgao de W deve representar o mesmo estado fisico do estado original, e de acordo
com nossa discussao a respeito dos conceitos de raios, o estado transformado deve diferir
somente por um fator de fase do estado original. Utilizando a férmula eAeB = eA+BezlAB]

pode-se mostrar que

W = e imav’, (4.45)
Assim para um estado |t,,) de massa m, temos

W ’wm> — efimaivi

UVm) (4.46)

ou seja, o estado transformado de fato difere do estado original apenas por uma fase. No

entanto para um estado de superposicao de estados de diferentes massas temos

W [thm,) + Q2 [ma)) = €™M ([, ) + aze” 2™ Jahy)), (4.47)

onde Am = my — my. Assim no caso de 1 ser uma superposicao de estados de diferentes
massas, ¥ = Uy, + U¥m,, temos que a aplicagao de W acarreta o aparecimento de uma
fase relativa entre os dois estados ¥, + ¥m,. Segundo Bargmann|25] este fato implica
que um estado quantico nao pode ser escrito como superposicao de estados de diferentes
massas, conhecido como superselecao de massas. Em mecanica quantica relatvistica este
fato parece ser ignorado, e comumente usado para descrever o decaimento de particulas.
Vamos entdao mostrar um fato bastante interessante, veja capitulo 7 de Gottfried[24], se

W, for uma transformacao relativistica entao, para uma aproximagao em primeira ordem

Wi (e [$my) + 02 [ma)) T 25" W (a1 [thny) + 2 [thny ). (4.48)

Utilizando a representacao de Heisenberg, onde a dependéncia temporal é carregada pelos
vetores da base, temos

|7t 4+ 7) = T |7, t) (4.49)
Um boost de Lorentz em |1, t) é
UL |7ty = |F+ 0t t 4+ v'ry /) + O(v* /). (4.50)
Entao
WHF ) = UL (OUN@UL (@)U (@) |7, 1)
= U N(@)U'(@) |[F+ d@+ 0t t +v'(r + a); /) (4.51)

= ‘77, t+ Uiai/02> _ piviaiH/e ey
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Sendo H = mc* + O(v?)
(Pt W ) = )7, 8] € [h) = b (7t + 7), T = a0’/ (4.52)

Assim
(Pt Wr(an [$m,) + a2 [tm,)) = €*{a1thm, (7, 1) + ane™ ™ epy,, ), (4.53)

onde AE = (mgy—m1)c?, o que corresponde exatamente a (4.47). Em 2001 Greenberger|[28]
publicou um trabalho propondo uma interpretacao fisica para a fase relativa entre os
estados de diferentes massa, segundo Greenberger esta fase seria resquicio de uma diferenca
no tempo proprio de diferentes observadores que nao se anularia para LNR, e afirma que as
transformagoes de Galileo (4.1) nao seriam adequadas quando consideradas no ambiente
da mecanica quantica. No préximo capitulo vamos verificar que a dlgebra (4.15) de fato

nao possui todas as transformacoes de simetria da equagao de Schrodinger.



Capitulo 5

Grupo de Schrodinger

5.1 Teorema de Noether

O teorema de Noether ¢ tratado na imensa maioria dos livros textos como parte inte-
grante da Teoria Classica de Campos. No livro de mecanica analitica do professor Nivaldo
Lemos|21] o Teorema de Noether é apresentado de forma bastante detalhada e com alguns
exemplos. A apresentacao que faremos aqui do teorema de Noether possivelmente nao seja
a mais comumentemente apresentada nos livros textos e nossa referéncia para esta secao
serd o livro de Maggiore[19], o leitor pode consultar também o livro de Zee[2] na secao 1.9.

Seja uma dada transformagao infinitesimal nas cooerdenadas = e no campo ¢ determi-
nada por

ot — 't =t + P AP (x) 51)
5.1

pi(z) = @i(a’) = pi(x) + " Fia(p, 0p),

onde €%, com a = 1,..., N, sdo parametros infinitesimais e A*,(z) e F; (¢, d¢p) fungoes
dadas. As equagoes (5.1) definem uma transformagcao de simetria no caso de a ac¢do per-
manecer invariante sob estas tranformacoes. No caso de os parametros € serem constantes
dizemos que a simetria é global, se permitirmos que os parametros sejam funcoes das
coordenadas e ainda assim a agao permanecer invariante dizemos que a simetria ¢é local.

Suponha entdo que (5.1) sejam simetrias globais e nao locais da teoria. Seja ;
dada uma configuracdo inicial, realizaremos as transformagoes (5.1) permitindo que os
parametros € sejam funcoes de x que variam lentamente. Agora uma vez que assumimos

que (5.1) nao é uma simetria local, ndo ha razao para crermos que sob estas transformagoes
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a acao permanecerd invariante (65 = 0), mas sim que teremos termos O(¢e) nao nulos,

S(¢') = S(p) + O(e). (5.2)

Contudo, sendo € uma fungao infinitesimal de z que varia lentamente, podemos expandir

O(e),

S(¢') = S(e) + / d*z[e"(2)Ka(p) — (9" (2))5"a(0) + O(00¢)] + O(e?). (5.3)

Observemos entao que a equagao (5.3) deve ser valida para qualquer fungao € que varia
lentamente, e deve se aplicar também para o caso de ¢ constante. Sabemos que para €
constante temos uma simetria global e neste caso 65 = 0, assim K,(p) = 0 para qualquer

. Entao
S(#) = S(p) - / d'z[(9,€" (2))7"a(sp) + O(006)] + O(€?). (5:4)

Suponha agora ¢ uma funcao que decai suficientemente rédpida no infinito, entao uma

integracao por partes nos fornece,

S(¢') = S(e) + / d*z[e(2)0uj"a(p) + O(90¢)] + O(€?). (5.5)

Observe que até o momento nao impusemos qualquer condi¢ao a respeito do campo ¢, a
saber, nao exigimos que o campo satisfaca as equagoes de movimento. Pois entao vamos

agora fazer esta exigéncia necessaria, ¢ = ¢%, ou seja, 6S = 0. Daf
0ug" () = 0. (5.6)

Chega-se a conclusao de que para solugoes classicas das equacoes de movimento, existem
N correntes j*, conservadas. E de acordo com (5.3) j* deve ser uma fungao nao nula, uma
vez que estamos tratando com uma simetria global e S(¢’) # S(¢). Finalmente definimos

a carga associada a corrente conservada como

0, = / P (7 ). (5.7)

O que faremos nas préximas segoes sera empregar diretamente o Teorema de Noether
para estudar simetrias da equacao de Schrodinger, identificar as cargas associadas como

geradores e calcular a dlgebra do grupo.
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5.2 Mais do Grupo de Galileo

A primeira parte do trabalho de Hagen[14] demonstra a possibilidade de definir sime-
trias de escala e conforme, além das usuais simetrias de rotagoes, translacoes e boosts,
como parte constituinte das operagoes de invariancia da equacao Schrodinger. Nesta secao
seguiremos o trabalho de Hagen e mostraremos explicitamente que as representacoes fisicas
do grupo de Galileo (4.15), de fato, constituem operagdes de invariancia da equagao de
Schrodinger.

A lagrangeana para spin zero, reveja (4.23), é dada por,

1 1
£ = 5[@&0 — (Eeh)p] — Upplo + %plsﬂpm +.%, (5.8)

onde o termo proporcional a Uy descreve o potencial a que o sistema esta sujeito, e £
um termo de acoplamento que assumimos ser invariante sob quaisquer transformacoes do
grupo de Galileo extendido.

Para chegarmos no nosso objetivo de explicitar a algebra do grupo de Galileo, vamos
buscar analisar separadamente cada uma das varias transformacgoes que constituem o grupo
de Galileo Extentido. Comecando pela mais simples delas, para uma transformagao de
fase local

© — €im0(x’t)90, (59)

No caso de ocorrer simplesmente uma transformagao de fase temos A*,(x) = 0, dizemos
que a simetria ¢é interna, nao mudam as coordenadas. Quando temos uma transformacao
também nas coordenadas dizemos que esta é uma simetria do espago-tempo. Para simetrias
. d4 PN . d ~ d . N . d ~ , . l N . N . d
internas, d*x é invariante e a condi¢ao de invariancia da agao é equivalente a invariancia da
lagrangiana, mas em geral a condicao de invariancia de uma teoria é dada pela invariancia
da acao.
1

0 . .
0.2 = —mplpo:00 — S[e'p'e — (v'e")¢l2i06. (5.10)

Entao de acordo com nossa discussao a respeito do teorema de Noether, temos a seguinte
lei de conservagao
om

- tom' =0 (5.11)

e a carga associada (gerador de simetria)

M = m/d%gpﬂp, (5.12)
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onde definimos
m=my'p, (5.13)
;1 t it
=Sl = ('eh)el. (5.14)

Vejamos agora como se da as transformagoes de rotagao e translagao. Segundo Hagen[14],

para estas transformagcoes devemos considerar

§(d*xdt) = d*xdtd;ox’
0 0

0 g .
_ NG,
e para variagoes locais
op =0. (5.16)
Temos entao
3 i Ly N
05 = [ dadt(L05a" + Sletpie — (il 0
) t (5.17)
e o () Y St
(i) (V') + (7)) pi) 0j0")
A lei de conservacao correspondente é
op’ y
T — 1
BT + 0, 0 (5.18)
onde T é o tensor simétrico
T =267 = (') (o) + () (p'p)] (5.19)

E as cargas conservadas associadas a esta lei de conservacao

e
J; = /dSZEEiijEjpk (521)
Para translagoes temporais temos
b .
—+0h' =0 5.22
5 O (5.22)
onde
1
h =35l Ep — (Be)y] - £ (5.23)
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. 1 . .
h' = —%[pzw*Eso + (BoM)p'yl, (5.24)

com a energia total dada por
H= / d*zh (5.25)

Para um boost temos as seguintes transformacoes

§(dPxdt) = dPzdt t 0;60",

0 0

0 o . .
_ NG.
e
Sp = ima'évp. (5.27)
Assim a lei de conservacao resultante é
0 ) ) o .
—(ma' —tp') + 0;(x'p! —tT") =0, (5.28)

ot

e a carga conservada associada a esta corrente ¢ dada por
K; = / d*xmz; — tP, (5.29)

Vamos agora recordar um resultado fundamental em teoria quantica de campos, veja por

exemplo o capitulo 5 de Aitchison|29]

(5.30)
[gp(f, t)a 90<_‘/7 t)] = [W(I,i),ﬂ(f/,t)] =0,
onde
0

= S (5.31)

Assim de (5.8) podemos escrever

T ", 1) =6(F -2

[p(Z,1), (7", 1)] = & ); (5.32)

[@(f’ t)> @(f7t)] = [SOT(I_:’ t)v QOT(flat)] = 0.

Vejamos um exemplo de como as relagdes de comutagao (5.32) podem nos fornecer a

algebra do grupo de Galileo.
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Exemplo: [P, P}]

/d3 /d3 ’—. —0)*[(¢" .00 — D" ) (@), (#7050 — 05" 0) (a")]
-1 / P / o' ([ dup, ¢ 840 — [0 0.1 D]
("0, 050" ]+[0190 w,ﬁ‘w’T-w’]}
_ ! / v | &2 Lol [0, 1.0 + ', 0} 0np
it | 90”}0390 — 10", 05 )0 = 1[0, 0] = D [T ). Ohgp

+ 80" [0, 05010 + O} [BigT, w’]w}

— _111 /d%/d%’.{(ﬂ.@égp’ﬁﬁ(:c —a) = ¢1.01.0}0(x — )

- ingﬁ;go’.(S(x — 1)+ go’T.gp.(?ﬁ;(S(x —2') — c,oT.golaia;(S(:c — ')+ (93@”@90(5(96 — )

+ 00l S (x — a') — 'l 0.0 (w — x')}

_ _i / & / d?’x’.{cpT.@;go'.ai + ot 0ip.0; — 001 D — 1 0.0,0;

+ . 0:0; + 8;g0’T.8i<p — 0l 0; — 8%0”.@.&;}5(:1: — )

- _411 /d%.{gﬂ.@i </ &’z .0, 5(x — a:’)) + 0; (/ ' "t 6(x — :c')).@igo — 00050

— 0,0, (/ o .6(x — x’)) @+ p!.0;0; (/ 2’ .0(x — x')) + 00" 0p

— 0y¢p".0; (/ R x')) -0 </ d*x’ 0’6 (x — x’)).gp}
1

+ 050" .0ip — O 0500 — @@s&*-s@}
1

= —5 /d%{gp*&ﬂ%g& — aianOT.QO + anOT.ai(,O — aZQOTaJQO} = O,

(5.33)
onde utlizamos d(z — 2') o [ dke'™ =¥ para fazer 96(x — 2') = —0;0(z — 2') e a 1iltima
igualdade pode ser concluida de uma dupla integracao por partes no primeiro e segundo
termos da integral e do fato de que 0;0; = 0;0;. De fato, toda a algebra do Grupo de

Galileo extendido (4.15) pode ser construida através deste método, veja alguns outros

exemplos no Apéndice B.1
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5.3 Simetrias de escala e conforme para a equacao de
Schrodinger

Até o momento temos usado em nosso trabalho o sistema de unidades onde ¢ = 1 e
h = 1, bastante difundido em fisica de altas energias. Neste sistema de unidades a agao
(S o h), por exemplo, é uma quantidade adimensional. Além disso, parac=1e h = 1,
a dimensionalidade de todas quantidades fisicas podem ser definidas através de um tnico

parametro, por exemplo

[massa] = [energia)l = [momentolinear] = M,
(5.34)

[comprimento| = [tempo] = 1/M.
Assim para ¢ =1 e h = 1 a massa assume um carater de parametro de escala. Quando
presentes na lagrangeana estes termos de massa que definem uma escala para a teoria
sao responsaveis pela quebra da simetria de escala. Seria de se esperar que no LNR a
tentativa de estudar qualquer tipo de simetria de escala fosse imediatamente descartada
uma vez que a massa ¢ um parametro intrinseco a teoria, nao existe a possibilidade de
tomarmos m — 0. No entanto na fisica nao relativistica a massa nao é mais um parametro
de escala, uma vez que o parametro ¢ nao mais possui relevancia nesta teoria, Hagen[14]
sugere entao a possibilidade de uma simetria de escala para a equacao de Schrodinger. De

fato, tomando-se x} = e%z; e t’ = €2°t, temos

@ — 62‘7(%,
(5.35)
&- — 60(9;,
consequentemente
. 1 » 1
z@t — %822 — 62 (Za; — %8/2». (536)
Portanto
T, =ex;,
(5.37)
t' = et

sugere uma simetria de escala global da equacao de Schrodinger!. Segundo Hagen a lei

de transformagao para ¢ correspondente as tranformagoes de escala descrita por (5.37) é

'E importante observar que esta é uma simetria para a equacdo de Schrédinger de uma, particula livre.
Para a teoria nao relativistica o termo na lagrangiana (5.8) proporcional a Uy serd responsavel por uma

quebra de simetria de escala.
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dada por

—

O (@) = e 27 (7, 1).

42

(5.38)

Vejamos as consequéncias de assumirmos (5.37) e (5.38) como uma simetria local, ou

seja 0 = o(x,t), para a teoria (5.8).

9 ot
a | _ [ ot
0 ot
oz oz
Entao
9 o’
av | _ | o
_0_ el
ox'i oz
sendo
o, do
— =e(1+2t— ,
ot ( ot )
axm _ eaxia_o-
ot ot ’

Podemos escrever, na forma infinitesimal

ax/i
ot

81,/75

Oz

az/i
ot

8$,i

OxJ

o
3x? N
8$/Z
oI

ot ot ddo
ax/i am/i &ﬁ
ot oxJ 2t ozI

E a matriz inversa é dada por?

(52’50' + Ii%

e (2t

do

1050

ot

OxJ

0xi>‘
=€’ (0" +

do

i
ox’

+ O(60?).

+ O(80?).

).

%—’i (%; L 200 + Qt% xi%
O’ Jz 2tPe  §igo + 2t
Dai
0 0 0 0 0 .0
Z 2 (2 N0 ) — — .ot ——
ot~ ot < o0 + taté") pri Tl
e
0 0 A .0 0 0 0
o' ox (5 oo+l o 5") a0 50

Para calcularmos a variagao da medida de integragao d(d>zdt), basta calcularmos

dr'dt’ = detJd3xdt,

onde J é a matriz jacobiana definida como

ot
ot

b} !t
ot

<
Il

ot
ozI
o {E/i
oxI

(5.39)

(5.40)

(5.41)

(5.42)

(5.43)

(5.44)

(5.45)

(5.46)

(5.47)

2 A matriz inversa de uma matriz que pode ser escrita como (1+ A), onde A é uma matriz infinitesimal,

6(1—A),pois(1+A)(1-A)=1-A+A-A%>=1
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Novamente, de (5.41)

200 + 2t%e 2t %0
J=1+ ( ot o + 0(50?). (5.48)

i 0do i Roled
CCW 5]50""1' GISi

Assim

00g + 860 + x’a—a> + O(60?)

det] = 1+ (200 + 217 -

(5.49)
ddoc 0o 9
_1+550+2tﬁ+$ e + O(607),
e
ddo . Oo
3 _ e 127\ g3
§(dPxdt) = <550+2t e axi)d wdt. (5.50)
De (5.38) e (5.41), temos
oo 0 _s ddo\ O [ _s Qoo , O [ _s
= 2 e 2p) — (200 + 2622 (e737p) — Tlgi T (em57p) =
or ~ ot (e ‘0> ( 7T >8t (e “0> ot " O <€ 90) (5.51)
Op 3 3 do dda\ Op  Ddo Dy '
= 22(1-%60) - 2o — (200 + 222222 Z09 i B
5 (1= 300) = gey — (00 + 26557 ) 50 = el o,
logo
(P2y ¢ _0e_ 1. 0p 3 0 diods o de
ot) o ot 20t 27 o ot ot ot " oxi’ '
Também de (5.38) e (5.41)
64,0/ . 0 730 j ja50' 0 7%0 ddo 0 7%(7 o
ozt Oxi (6 gp) (6 00 +@ axi>@<€ SO) 2t ox? &(e gp) N (5.53)
890( 3 3 Oo dp  0do . 0p ddo Dy '
= —= 1——50)——@ - —jo— — —a'— — -
ozt 2 2" Oxt or'  Ox* OxJ ox' Ot
Assim
Op adp'  Op 5. 0p 3 06c 0do Oy 0do O
) ) =—— - —=—=§ - — = - — — ) = 2%t———. .54
(axz> or' o 2000 270r 0w 0w o Ot (5:54)

Desprezando em (5.8) o termo proporcional a Uy e assumindo .Z; invariante sob trans-

formagcoes de escalas

1 1
L =—[o'Ep— (Ep' — piolp, ,
2[90 o —( w)w]+2mp<ppso, (5.55)

e

5.2 = S10(6") B+ (B) ~0(Be) o= (B! 545 001 6).(pip)+ 5 (0'51)-5(pu).
(5.56)



5. Grupo de Schrodinger 44

Assim, de (5.50), (5.52), (5.54), (5.55), (5.56) temos

68 = / §(dPxdt).L + (dPxdt)s.SL
ddo ;, 0o 1 .
— - T T = bt 3
= [ (50 + 257 a1 52) (310 Bo - (Beel + 5 -0 g ) Pt
| 1
+ (31061 B + 0"0(E) = (B — (Beh) 0] + 5-0(p'")- (i)
1

+%(pig0T).5(pig0)) (Padt)

5 0 50 5 0 0
: _ 9
/{2 @' atso&f Zzat‘p .00 + —(p'e").(pip) .00 + ity B do

om Yo
3 L ~
) ) t o 7 L0 0 G0 o
YIS I (i AT ) - Z _ - —
ztatgp .gp.at(5a—|—m(pg0 ).(pisp). 6t60+ 'l 5 8:1:2'60 ', 5P .gp.awzﬁa
1
1 ) 3 B 7.0 3 B,
ISy RVANC SN . = a2 _ T _ T -
+2m.$ (p'e").(pip )8 (5 gp 615%05 71— <,0 atgpéa i— gp gpatéa
2
o 0 i o d. 70 3 ) ) )
_ T_ - _ - A PPN IS Il il
it T (9155 5 atl I -p. at50+z4at<p .<p.50+z4g0 .@.atda—l—ztat(p .(p.atéo
4
+ri 0 25‘+§2 ) +i i 0 o +i 0 85
"Dz i TR 2401590 PO 9’ 9z, 0 0° o Bz O
1
1.0 o 0 t 0 o 5 0 )
_ N | RN v t
+ om™”" (9 jv Oz, 8x’50+m ot v go'axiaa—i_llm'@xigp '(91;2'80'50
I IR 2.
30 55}1 0 . 0 85‘+1 0 49,9 ‘}
Im axﬁ” ¥ o " 9 e T oo 'a P

(5.57)

Cancelando alguns termos, agrupando como indicado e comparando com (5.14), (5.19),

(5.23) e (5.24) podemos escrever

58S = / d>xdt (T% 0; + @ p,gt ch— + 41[8'(90T.g0)]0i - chi&)(Sa, (5.58)

o que nos fornece a seguinte lei de conservacao
9 (s — 2th) + 0, (.a;-TU oty + iam> —0 (5.59)
ot ! ! 4m?2 7

e a carga conservada correspondente a esta lei de conservacgao

D= / d*ra'p; — 2tH. (5.60)
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O comutador do gerador da simetria escala D com o campo ¢ é dado por
[D, (Z,t)] =
3. L N _ 3 . xi T ! T !
/d .5 (@ pip = pie ) (@), (2')] —/d z.(=1) 5 A" Gip. ] = 0", ¢']} = 2t[H, ]
— [l >5 {6 )0 — 06", )0} — 21{H. ]
/ %.(—@)—.{—5@ — ).0up + O0(F — T).p} — 24[H, o]
Y B 3, 1 _
( @){ ; .8Zg0+/d 250007 )} 2[H, ¢].
(5.61)

Integrando por partes e utilizando a equagao de movimento de Heisenberg i[H, p(z,t)] =
Oyp temos,

D@ 1)] = (20, + 2% §)¢(:z’, . (5.62)

O trabalho de Hagen[14] aponta também a existéncia de uma simetria conforme para

(5.8)

v = x;(1 —ct)™,

(5.63)
t'=t(1—ct)™?
onde ¢ é um parametro real arbitrario. Ou, na forma infinitesimal
ox; = x;toc,
(5.64)
5t = t3dc,
com a condi¢ao de que o campo ¢ se transforme como
1 3
dp = (§zmm2 — it)gpéc, (5.65)

e novamente .Z7 seja invariante sob transformagoes de escalas.
Procedimento andlogo aos calculos realizados para (5.37) pode ser realizado para en-
contrar a seguinte lei de conservagao para (5.64),

a 7 2 1 2 i 1 2.1 3t 2.1\ __
a(tmpz—tb—gmx)—i—&(xjtT — 5% —i—malm—tm)—o (5.66)

E a carga conservada associada a esta lei de conservagao é dada por

4 1
C= /d?’x(ta:’pi — meQ) —t*H
. (5.67)
=tD+t* — 2 /dgxmacZ.
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A relagao de comutacao do gerador (5.67) da simetria comforme com o campo ¢ é dada
por

0 1 3
= % 2~ . 2 e =
[C, o(Z,t)] = z(tx 0+t 5 3" + 275) o(Z,t). (5.68)

Com (5.67) e (5.62) podemos calcular as relagoes de comutagao dos geradores de escala

D e de simetria conforme C' com os geradores do grupo de Galileo. Vejamos um exemplo

Exemplo: [P, D]

/d3 /dsx’ 2= (—i)*[(¢".0p — Oip".0) (), (7050 — 00" ) (2)]
— 2P, H]
= ——/d3 /d3 Ta’ ©'.0i + ¢'1.0,0.0; — 0ip'. 8;g0'—g0’T.g0.82-8j

+ !.'0,0; + 8}¢’T.8ig0 — ipt .0 — 8}90’T.<p.8¢}5(9c — ')

= _411 /d%.{gp*.@i(/ d*a’ 2.0, 6 (x — 3:')) + 0, (/ B 2.6 (x — x’)).@,«p

— i(ﬂ.(/ d*a’ 2.9 b(x — o) 0; (/ d*x’ 2.5 (x — x')).gp

+ !.0;0; (/ a2 6(x — o d%’.x’fﬁ}@'@(m —2").0ip

— ;1.0 (/ a2 6(x — o (/ d*x' 2" .9 0(x — x')).ap}

== [ {000 + 0,0 .00 — 10101 050~ B0, .o + DD,

+ $j-5j90T-3¢<P - 8¢¢T-5j($j-90) - az’(l"j-ajw)‘(’p}

)
)+
) -

1 ) ) . .
= /d3x.{4goT.3i<,0 — 40;p" 0 + 227 1. 0:0;0p + 227001 0sp — 22703010 p — 2xj.8i8j<pT.go}
integrando por partes o terceiro e sexto termos
1 : : ,
=-3 /d3x.{490T.3iap — 40;0" 0 — 20i(27 .p").0;00 + 227001 Dsp — 227050100
+ 28jg0T.8i(xj.go)}
L[ t t i 9ot 3900
=—1 d x.{2g0 0ip — 200" .0 + 427 .0;0" 0,0 — 427 0;p @-(p}
Novamente, integrando por partes os dois tltimos termos e utilizando 9,0, = 9;0;
1
=-2 /dgx.{2cpT.8i<p — 200"} = —

(5.69)
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A algebra completa é dada por
[P, D] = —iP; [K;, D] = —iK; [H,D] = 2iH (5.70)
[J;,C) = [J;, D] = [M,C] = [M,D] =[K,C]=0.

As relagoes de comutagcao da dlgebra (4.15) associadas com (5.70) formam o maior grupo de

transformacoes, até entao conhecido, que deixam invariante a equacao livre de Schrodinger.



Capitulo 6

Conclusao

Neste trabalho apresentamos uma revisao sobre as condicoes de simetria para uma
teoria nao-relativistica de campos escalares de spin 0, onde tomamos como referéncias
bésicas o segundo capitulo do livro de Weinberg[11] e o trabalho de Hagen[14]. Observamos
que uma teoria relativistica deve necessariamente conter o Grupo de Poincaré como um
grupo de simetrias, e que este é um grupo de simetrias de 10-parametros: 3 boosts, 3
rotacoes e 4 translagoes.

Na expectativa de construir o grupo de simetrias para uma teoria nao-relativistica, o
Grupo de Galileo, tomamos o LNR do grupo de Poincaré e observamos que a algebra do
grupo de Galileo quando construida desta forma parece nao ser completamente compativel
com a algebra do Gupo de Galileo quando construida de uma forma mais pragmatica.
Existe uma aparente inconsisténcia entre os comutadores dos geradores associados a boosts
e translacos espaciais. Tomando o LNR do Grupo de Poincaré obtemos [K;, Pj| = iMd;;,
quando o resultado esperado seria [K;, P;] = 0. De fato observamos que esta diferenca
estd intrinsicamente associada a efeitos quanticos, e que para desfazer esta inconsisténcia
deveriamos considerar nao s6 o conceito de representagoes em teorias de grupo, mas sim o
conceito de representagoes projetivas, que em mecanica quantica estd associado ao conceito
de raios. Assim construimos o que conhecemos como o Grupo de Galileo Extendido, que
além dos 10-parametros de simetria do grupo de Poincaré possui também uma simetria
associada & mudanca de fase, ¢ — e .

Além disto observamos que campos relativisticos de spin 0 e massa nula possuiam
simetrias de escala, a condi¢ao m = 0 faz-se necessaria porque para uma teoria relativistica
o parametro m assume um carater de parametro de escala. No LNR é sempre possivel

encontrarmos um referéncial de repouso para as particulas, ou seja, no LNR nao existem
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particulas de massa nula, assim seria de se esperar que qualquer tentativa de construir
uma teoria nao relativistica invariante sob transformacao de escala, fracassasse. Contudo
este carater de parametro de escala para m nao tem mais sentido em uma teoria nao-
relativistica, uma vez que o préprio parametro ¢ nao possui mais relevancia no regime de
baixas energias. De fato, mostramos que uma transformagao de escala do tipo 7z, = e%x; e
t' = €%t, é uma simetria da ESPL. Observamos também que além da simetria de escala,
h4 a possibilidade de uma simetria conforme do tipo, 2} = z;(1 — ct) ™' e t/ = t(1 — ct) ™,
para a ESPL. Desta forma construimos o maior grupo de transformacoes de simetria para
um campo escalar de spin 0, o grupo de Schrodinger, como um grupo de simetria de 13-
parametros, e surpreendentemente este grupo de simetrias adicionais esté definido dentro
de uma teoria nao-relativistica. Estes resultados estao longe de esgotar o tema abordado,
o interesse pelo grupo de Schrodinger tem sido cada vez maior dentro da comunidade
cientifica desde a descoberta de uma correspondéncia AdS/CFT nao-relativistica, que
relaciona propriedades da mecanica quantica nao-relativistica com propriedades do espago
AdS[6], e mais recentemente a equagao de Schrodinger tem sido estudada dentro de um
grupo de simetrias ainda maior, contendo também simetrias sob troca de particulas que

obedecem a diferentes estatisticas[15].



Apéendice A

Comutadores da “nao-algebra”do

Grupo de Galileo

(i) [P, H]
Primeiramente de (2.15) temos
0t i Pre=i0H o=i01Pr — 1 1 9,0,[ P, H]. (A.1)
As transformagoes correspondentes no espago-tempo sao
(x1, T, x3,1) = (x1 + 61,9, 3, 1) = (11 + 01, 29, 23,1 — 0)

(A.2)

— (.ZUl, Ta, T3, t— 0) — (xh T, X3, t)7
ou seja, uma transformacao identidade. Entdo a transformacao e ¢i01 71 g —i0H g=i61 1
no espaco linear deve corresponder também a uma transformacao identidade no

espago linear. De (A.1) temos
consequentemente [Py, H] = 0. De uma forma mais geral

P, H] = 0. (A4)
(i) [Ky, Ko
€i02K26i01K1€_i02K26_i01K1 =1 + ‘9182[[{1, KQ] (A5)
Transformacoes no espaco-tempo:
(1‘1,[E27 xs, t) — (371 - 01t,$2,x3, t) — (:El - elta To — 02t,$3,t>

(A.6)
— ($17$2 - 92t7x37t> — (33'1,.%'2,1'3,15),
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logo

1+ 010Ky, Kp] =1,
e
[K;, K;] = 0.
(iii) [Jr, H]
Qi0H i01 T (—i0H —i01Jt _ + 6,6]1,, H].
Transformagoes no espaco-tempo:

(ZEh 9,3, t) — (Rl(ﬁl)x, t) — (Rl(ﬁl)x, t— ‘9)

— (Rfl(el)Rl(‘91>X7t - 6) — (I1,$2,Jf3,t>,

logo
14+ 6:0[1,H] =1,
e
[Ji, H] = 0.
(iv) [Py, Ko
¢i02K2 i1 P1o=i02K2 =00 — 1 1 9,0,[ P} ).
Transformagoes no espaco-tempo:
(1, 29, x3,t) — (21 + 01,2, 23,1) — (x1 + b1, 29 — Oot, x3,1)

— (931,3:2 — egt,fﬂg,t) — (1‘1,1'2,$3,t)

logo
1+ 0.10:[Py, K] =1,
e
[Pi7Kj] =0.
(v) [, o]

e N AL
Transformacoes no espaco-tempo:
(x,1) = (Ri(01)x, 1) = (Ra(02) R1(61)x, 1)
— (R1(—01)Ro(62) R1(01)%, 1)
— (Ra(—02)R1(—61)R2(02) Ry (01)x, 1),

o1

(A.10)

(A.11)

(A.12)

(A.13)

(A.14)

(A.15)

(A.16)

(A.17)

(A.18)
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onde,
1 0 0 cos@ 0 siné
Ri(01) =10 cosf —sinb |, Ry(0) = 0 1 0 ,
0 sinf cosf —sinf 0 cosf
(A.19)

cos) —sinf 0
R3(05) = | sinf cosf 0
0 0 1

As matrizes (A.19) podem ser ecritas como uma expangao em série de poténcias,

Ri(0)=1—i0M; + -- -, (A.20)
onde
(AR,
Mi = Z%lQ:O’ (AQl)
e
00 0 0 0 9 0 —¢ 0
Mi=|0oo0 —i|, M=]|o0 00, M=]|i 0 0f. (A22
0 ¢ 0 —5 0 0 0 0 O
Assim,

Ro(—=02) Ry (—01) Ra(02) Ry (61)

- (1 40y My — 93]2‘422) (1 40 M, — Wﬁ)
(1= ity - B2 (1, - B
— 14 0,05(M, My — My M)
— 1+ 0,00i(Ms)
— Ry(—0:6,),
(A.23)

entao
(x,t) = (R3(—0102)x,1). (A.24)
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logo
1+ 91929[J1, JQ] =1+ Z'9192J3, (A25)
(§
[Ji, Jj] = iGiijk. (A26)
(VI) [Jl,KQ]
02 i1 ! =i K2 il T} 4 0165]J1, Ks]. (A.27)

Transformagoes no espaco-tempo:

(x,t) = (R1(01)x,t) = (21, xoc080 — x35enby, xosenty + xzcosby, t)
— (21, x9c080) — x35€n0; — Oot, xosenby + x3cosbq,t)
— (w1, 19(cos?0; + sen?0y) — Oytcosty, x3(cos’0y + sen?6y) + Oytsendy, t)
— (@1, 29, x3 + O1tsenby, t) = (x1, 9, x3 + 01041, 1)
(A.28)
logo
1+ 0105 J1, K] = 1+ 16,05 K3, (A.29)
e
[, K] = i€k, (A.30)

De forma analoga pode-se mostrar

(vii) [J1, P»] = iPs, generalizando
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Apeéendice B

Comutadores do Grupo de

Schrodinger

B.1 Comutadores do grupo de Galileo Extendido

(i) [K:, P

/d3flf/d3$, Z;. m‘;@ Sovp]] [PZaPJ]

Z? x/d%’ zi[(" ) (@), (¢ -pj — Dt ) (2')] = 0

.m ’ / /L /
:—z§/d3x/d3$ (@ 0, 000 — [ 9070@0*'90])

m / / / VAN / VAN / VAN /
- —z§/d3x/d3x (gDT o105 + [, 0" @] — oM, B ] - [sDT,@jsoT-sO]w)
— m 3 3./ T t a9, t VN T AT
——zg/da:/dx (go 01’ + 1", 0] — l[p, 0N’ — Ol [w,tp]-s&)
= —i%/d?’x/d?’x’ (ng 6(x — ) gp/T.a}(S(x—a:/).(p—goTﬁ;-(S(m—a:/).cp'

- —i% / dr | B’ ;. (ng.cS(x —a).0¢ + ¢T.0;0(x — 2').o + p1.0;0(x — 2').¢'

= —i%/d?’x x;. { .0, + 0 </ Sl o5 (x — x/)).go + 1.0, (/ &2’ .6(x — x').gp’)

m
= —2—/d3$ Z;. T.ajgo—l—ajgo“p%—QOT-aj<P+aj90T~90}

= —i%/d%.xi. 290T.8jg0+28j<ﬂ.g0} = —im/dg’x.xi.{@j(go”.gp)}



B. Comutadores do Grupo de Schrodinger 56

(ii) [Jiapj]
1 . /
— [ @0 [ @ i (P Do = Bt ) @), (61 By — 05610
1 / / /] / /]
= —_ /dgx/d% .eikm.xk.{[gﬂ.ﬁmcp, cpT.é)jgo] — [amgof.go,gﬂ.@jgo]
PO, 030" + [&nso P, 8’9@’*-9@’]}
=—= / &’z / &’ i aﬁk o [Omep, ©"1.050" + 10", 8,0 1Omep
— O o, 91000 — & [0n", 010 ).0 — 1[0, 01" — D [T, ). 0
+ Ol 0, 050" + DN [0, w’]w}
1
= /dsaz/d%’.eikm.xk.{(pTﬁ;go’ﬁmé(x — ') — go’TOmgo.a;-é(x — )
- mgﬂ.&égp’.é(w —2') + gp’T.cp.GmG;-(S(x —1') — goT.go’am(?;é(x —2') + 8}@”.(%305(3: — 1)
+ O G S(2 — 2) — 0 p. O — f)}
1
=—= | &z | @2 €ipm.zi.3 07000 O 4+ 10005 — O’ 0 — O .0.0,,0;
4 J J J J
+ ! 0,,0; + 8}<p’T.8m<p — O’ 'O, — 8}@’T.g0.8m}6(x — )
1 3/ / ! / 3 7 / /
= /d?’w.eikm.xk.{gﬂ.@m </ dx 00" 0(x — )) + 0; (/ B oS —x )>.(’3mg0
- m@T'anO

— Om0; (/ BT o(x — :L")) @+ 0'.0,,0; (/ 2’ ' .0(x — :c')) + 8;p".Omp

— O 0; (/ d*x' ' 0(x — x')) — Om (/ d?’x'ﬁ;go'T.(S(x - x’)).gp}

- —1—11 / d%.eikm.xk.{w.am.ajgo + 0,0 Opp — O 0500 — B0t 0 + o190, 050

+ 0,01 Do — O 00 — amajgﬂ.gp}

_ _% / i 21 01 O B30 — 00! o+ 51 Dsp — Orp! Oy )

- —% / &1 10.03 (0 Do — O 0) = % / &g (0521 (01 Do — Ot 0

DO | —

/dgl‘.eijm.(@T-amSO - 8m90T90) = ieijmpm'

(B.2)
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B.2 Comutadores dos geradores de simetria de escala
e conforme
(i) [P C]
1 1
= [P,tD] + [P,t*H] — 5 / d*x' 2. [P,m] = —itP; — 5 /d?’x/.x/2.m.[P, ©'TY']
= —itP, + % / P / d%'.x'?m{g@”.[d, ¢'.0ip + @' [0ip, @1 — P[00, ]
— 9l [, @’T]‘w’}
= —itP, + i / d*x / d?’x’.xa.m{—cp”.ai(p.é(x — )+ ¢".00(x — 2).p + 105 (x — 2.
— 9ot 5z — £E/)}
_ ; i 3 2 f T 3.0 02 / /
= —itP; + Z.m./d x.{—x PO+ .8,»</d ax”o(r—z )gp)
+ 0; (/ B’ 2?5 (x — x’)) o — @gp*.gp.ﬁ}
= —itP; + i.m. / dPr{—120".050 + 0! .0i(2.0) + 0i(x2. ") .0 — O .. 2%}
= —itP; + i.m./d?’x.{gﬂ.@i(x&).gp + 05(2?).pt .0} = —it P, + %m /d3x.4.xi.<pf.g0
(B.3)
(i) [H, D]
= —L/d‘q’x-[pisofp-so D] = —i/dgx{p%*-[pw D]+ [p'¢", D].pie}
2m (2 ? 2m (2 7 9 (2
1 . . 3 . . 3

= %/d%.{@l(ﬂ.@i(—i.x]ﬁjw — i2t.0pp — 5230) + O (—i.27 050" — i2t.0pp" — Qi.cpT).E)Z-(p}
- ig / B {00167 00 + Dol 7 00,0 + 20.0' 51 Dihp + 670,00 p + 290,050

+ 2t.0;0,0"0%p + 3.8i<PT-8i<P}

Integrando o segundo termo por partes e usando 9;,0; = 9;0;, temos
1 . ,

= —i—/dgx.{((?chT.@igo +t.0,(0"p".0ip)} = 2iH,
m

onde o termo t.9,(0'¢".0;p) pode ser cancelado somando & lagragiana % um termo corresponte.

(B.4)
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(i) [H,C]
=t[H,D] +t*[H, H] — %/dgx.wQ.m.[H, 0]
= 2itH — %/d3x.x2.m.(g0T.[H, o] + [H, o'e)
= 2itH + % / Br.x?m. (.00 + 00’ )
= 2itH + %/d%.xQ.@t(m.ng.gp)
= 2itH + i/d‘ga:.x?.&-{gﬂ. —i0'p — (—id'pl.p)}
= 2itH + i / dx.2? (0ip".0"p + p10;0"p — 0;0° 0" .0 — 0;".0%p
= 2itH + i/dgx.xQ.ngaiaigp — i/d%.x?@i@igﬂ.gp
= 2itH + %/dsm 220,000 + = 1 /d3 (22:.0'0" .o + 22.0;0".0p)
= 2itH + i/d?’x.ﬁ.gﬂ.aﬁiw + i/d?’:c.xQ.aigoT.@igo + % /de.xi.é)i(pT.go)
= 2itH + 4/d3xx o!.0;0% {i/d%.?xi@ﬁigo—i-i/d?’x.xZ.goT.aﬁicp}
+%/d3x.xi.8igpf.gp
= 2itH — %/d%.xi.(gﬂ.@gp — 9;0".)

= 2itH — %/dgﬂﬁ-xi~(s&T.pis@ —pipl.p) = —iD

(B.5)
(iv) [D, M]
- _/ i / a2 [ pip(w) — pie' o), ' p(a)] — 2[H, M]
_ _'Lm 3 3 1 1 -‘- /T ’ T l'i‘ ,
= /dac/dxw.([SO i, 1.0 — [0ip" .0, ©'T.0'])
—im / ! ! / , , ,
—’Lm / / / / , , , .
_ /ds /d:%;,; 2 (01050, 010 + &[0t ]850 — Bt o, @10 — & [Bsot, )

—im

+ @1.0;6(x — 2').p) = /d?’x.xi.(goT.(()igo — .00 — 90t 4+ 00t ) = 0

(B.6)
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