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Capitulo 1

Introducao

Uma k-coloragao de um grafo G é a atribuicao de uma dentre k cores a cada um dos
vértices de G de modo que dois vértices adjacentes em G nao podem receber a mesma cor.
O problema de coloracao de vértices pode ser definido como encontrar o menor ntmero
X(G), denominado niimero cromatico de G, tal que G admite uma x(G)-coloragao.

O problema de coloragao de vértices é um dos mais estudados dentro da teoria dos
grafos, em decorréncia de uma vasta gama de aplicagoes tedricas e praticas. O problema
encontra-se na classe N P-dificil e, portanto, a menos que P = N P, nao existe um algo-
ritmo polinomial para a coloragao de vértices [19]. De fato, é improvavel que exista até
mesmo um esquema de aproximagao polinomial para o problema [28].

Como ja era esperado, por se tratar de um problema N P-dificil, os métodos de res-
olugao exata para o problema se tornam inviaveis conforme aumenta-se o niimero de vér-
tices do grafo. E mesmo para grafos relativamente pequenos, esses métodos extrapolam,
em geral, os limites de tempo aceitaveis. Um dos elementos importantes para melhorar a
eficiéncia desses métodos é a determinacao de bons limites inferiores e superiores para o
valor 6timo do problema.

Nesta dissertacao procuramos encontrar melhores limites inferiores para o problema
de coloracao. Neste sentido, trabalharemos de duas maneiras: via subgrafos criticos e,
especialmente, via programacao matematica. Nesta segunda linha, vamos utilizar técnicas
de geracao de linhas e geragao de colunas para resolver uma formulacao do problema
descrita por Mehrotra e Trick [29] chamada de formula¢ao por conjuntos independentes.
Vamos também utilizar, especialmente, os resultados de Campélo, Corréa e Frota [5] para

fazer uma correlagao entre CIM e a formulagao por vértices representantes (VR) e, a partir



das facetas para a formulacao VR, derivamos desigualdades validas para a formulagao CIM
e estudamos condigoes em que elas definem facetas. Por fim, iremos estudar melhoras para
o processo de geragao de colunas - como abrevia-lo e como conseguir limites inferiores no
decorrer do processo.

No capitulo 2 definiremos o problema e apresentaremos a notacao a ser usada ao
longo do texto. Apresentaremos também defini¢oes que serao recobradas a medida que
os assuntos forem abordados nos capitulos seguintes. Ainda nesse capitulo, falaremos das
abordagens para obtencao de limites inferiores para o problema de coloracao de vértices
e apresentaremos as formulagoes CIM e VR. No capitulo 3, iremos apresentar as técnicas
de geragao de linhas e geracao de colunas, que irao fundamentar os métodos de resolugao
das formulagoes escolhidas. Além disso, uma maneira de combinar a geracao de linhas
e a geracao de colunas é vista nesse capitulo. A seguir, no capitulo 4, relacoes entre
as formulacoes apresentadas no capitulo 2 sao exploradas e correspondéncias entre as
facetas de VR e as desigualdades em CIM serao vistas. Este capitulo também vai basear
teoricamente as mudancas propostas neste trabalho para o processo de geracao de colunas
que resolve a formulacao CIM. A descricao dos algoritmos estudados e propostos é o
objetivo do capitulo 5. Os diversos algoritmos estao dispostos em pseudo-cédigo para
uma rapida referéncia. No final do capitulo, um algoritmo do macro-processo é mostrado.
Adiante vem o capitulo 6, que traz os resultados obtidos em grafos da biblioteca de testes

DIMACS [25]. Por fim, o capitulo 7 traz as conclusoes do trabalho.



Capitulo 2

O Problema de Coloracao

2.1 Definicao do Problema

Um grafo G é um par (V, FE) onde V é um conjunto finito arbitrario de elementos, chama-
dos vértices, e F¥ é um conjunto de pares nao-ordenados de elementos de V', chamados
arestas. Os vértices u e v que compoem uma aresta (u, v) sdo ditos os extremos da aresta.
Uma coloragao de um grafo G = (V, E) é uma atribui¢ao de cores aos seus vértices, de
modo que cada vértice receba pelo menos uma cor e que aos extremos de qualquer aresta
de G sejam associados conjuntos disjuntos de cores. Uma coloracao usando k cores é dita
uma k-coloragao. O subconjunto de vértices que recebem uma mesma cor formam uma
classe de cor.

O problema de coloracao de um grafo G é definido como o problema de encontrar
o nimero minimo de cores x(G), chamado ntmero croméatico do grafo G, tal que G
admite uma y(G)-coloragao. Alternativamente, pode ser considerada nesta defini¢ao a
restricao de que cada vértice receba exatamente uma cor. Observe que as duas defini¢oes
sdo equivalentes, uma vez que, para todo k > x(G), sempre existe uma k-coloracao
satisfazendo tal condi¢ao. Na resolucao deste problema, além da determinacao do nimero
cromatico x(G), é desejado que se encontre uma x(G)-coloragao.

Encontrar uma solucao 6tima para o problema de coloracao é considerado um problema
dificil em teoria dos grafos, visto que o mesmo encontra-se na classe NP-dificil [19]. Mais
ainda, ele enquadra-se entre os problemas mais desafiadores dessa classe, no sentido de que
nao permite um esquema de aproximagao polinomial, a menos que P=NP [28]. Por outro

lado, ha diversas aplicagoes praticas para o problema de coloracao, tais como alocacao



de freqiiéncias [18], escalonamento e quadro de horarios escolares [36], aplica¢bes em
computagao [9] e em matemaética 32|, dentre outras.

A complexidade de solugao do problema e sua vasta gama de aplicagoes sao fatores
que tém motivado o interesse pelo seu estudo e o desenvolvimento de varios trabalhos de
pesquisa. Apesar dos muitos esforcoes ja dispendidos, os métodos exatos disponiveis para
solugao do problema ainda nao sao capazes de resolver intancias de grande porte. Este

trabalho pretende fornecer alguma contribuicao nesse sentido.

2.2 QOutras Definicoes e Notacoes

Para uma melhor compreensao e leitura desse texto, definiremos a seguir a notacao a ser
usada, bem como apresentaremos conceitos e ferramentas bésicos de teoria dos grafos,
programacao matematica e teoria poliédrica, a serem exploradas nos demais capitulos.
Para maiores detalhes sobre os contetidos das proximas trés subsecoes, sugerimos a leitura

das referéncias [2], [31], [14] e [1].

2.2.1 Teoria dos Grafos

Seja G um grafo, como definido no inicio da se¢ao 2.1. Adicionalmente, vamos assumir que
G nao contém lago (aresta com extremos iguais) nem arestas paralelas (entre os mesmos
extremos). Os conjuntos de vértices e arestas de G serdo denotados por V(G) e E(G),
respectivamente, ou apenas por V e E quando o grafo estiver claro pelo contexto. Por
simplicidade, vamos denotar uma aresta (u,v) também por uv. O complemento do grafo
G é o grafo G = (V,E), onde E = {(u,v) : (u,v) ¢ E,u # v}. Usaremos n, m e m para
denotar |V, |E| e |E|, respectivamente.

Seja v € V um vértice. Dizemos u € V é adjacente a ou vizinho de v em G se
(u,v) € E. A vizinhanga de v, denotada por N(v), é o conjunto de seus vizinhos, ou seja,
N(v) ={u €V : (u,v) € E}. A anti-vizinhanca de v, denotada por N(v), ¢ a vizinhanga
de v em G, isto ¢, N(v) = {u € V : (u,v) € E}. A vizinhanga e anti-vizinhanga fechadas
de v sdo, respectivamente, N[v] = N(v) Uv e N[v] = N(v) Uv. Em G, o vértice v ¢ dito
universal se N[v] = V, isolado se N(v) = () e dominado se N(v) C N(u) para algum u € V'
diferente de v. Notamos que um vértice isolado é trivialmente um vértice dominado. Para

evitar ambigiiidades, poderemos usar Ng e N em vez de N e N, respectivamente, quando



quisermos explixitar o grafo de referéncia.

Um grafo H ¢é dito um subgrafo de G = (V, E) se V(H) CV e E(H) C E. Dizemos
que H ¢ um subgrafo induzido de G se toda aresta de G' com extremos em V' (H) pertence
a F(H), significando que seu conjunto de arestas é {(u,v) € E:u € V(H),v € V(H)}.
Notamos que um subgrafo induzido H de G esta bem definido a partir de seu conjunto de
vértices, de modo que dizemos ser H induzido por V(H). Em outras palavras, o subgrafo
de G induzido por V' C V| que denotamos G[V'], tem conjunto de vértices V' e conjunto
de arestas E[V'] = {(u,v) e E:ue V' jveV'}

Um subgrafo H C G é maximal com relagao a uma certa propriedade se H nao é
subgrafo proprio de qualquer outro subgrafo H C G que satisfaca a propriedade em
questao. Pode-se definir subgrafos minimais de maneira anéloga.

Um subconjunto de vértices S é um conjunto independente de G se E[S] = ). Por
outro lado, K C V & uma clique de G se (u,v) € FE[K] para todos u,v € K. Por
abuso de linguagem, vamos frequentemente confundir uma clique K com o grafo G[K]
que ela induz. Vale notar que uma clique em G é um conjunto independente em G e
vice-versa. A maior cardinalidade de uma clique e de um conjunto independente em G
serao denotados por w(G) e a(G), respectivamente. O conjunto de todos os conjuntos
independentes de G sera denotado por S, enquanto S C S representara o conjunto dos
conjuntos independentes maximais de G.

Vale observar que cliques e conjuntos independentes sao estruturas do grafo que geram
situagoes extremas e opostas em relagao ao problema de coloragao, no seguinte sentido:
em qualquer coloracao, cada classe de cor é definida por um conjunto independente; em
contrapartida, os vértices de uma clique receberao cores distintas entre si, de modo que
necessariamente estarao em classes de cor diferentes.

Um caminho em um grafo G' é uma seqiiéncia de vértices distintos P, = (vy, ..., vy) tal
que (v;,v41) € E(G). Um ciclo em G é uma seqiiéncia de vértices Cy, = (vg, ..., Vg—_1, U =
vp), onde (vg, ..., vk_1) € um caminho e (vg_1,vg) é uma aresta. Comumente, vamos tam-
bém chamar de caminho Py e ciclo C} os subgrafos de G com conjuntos de vértices Py e
Cy e conjuntos de aretas formados por cada aresta entre dois vértices consecutivos. Os
tamanhos de P, e C) sao definidos pelas quantidades de arestas nestes grafos, ou seja,
por |E(Py)| = |V(Py)| — 1=k e |E(Ck)| = |V(Ck)| = k, respectivamente. Chamamos de

corda de um ciclo Cy = (v, ..., Ug—1, vp) uma aresta (v;,v;) € £, onde i > j + 1.



Se um subgrafo induzido de G por um ciclo ndao contém cordas, ele é chamado um
buraco de G. Um anti-buraco de G é um buraco de G. Adicionalmente, buracos e
anti-buracos podem ser classificados quanto a paridade de seu conjunto de vértices. Um
(anti-)buraco é par se possui um namero par de vértices ou impar se possui um numero
impar de vértices.

Um grafo é conexo se para todo par de vértices u e v existe um caminho (vy, ..., vg)
tal que v; = u e vy = v. Uma componente de um grafo é um subgrafo maximal conexo.

Uma orientac¢do de G ¢é a definigdo de uma funcao o : E — V tal que o(uv) € {u,v}.
Se o(uv) = v, diz-se que a aresta esté orientada de u para v. Uma orientagao é aciclica
se em qualquer ciclo de GG as arestas nao estao todas orientadas em um mesmo sentido.
Notamos que, em particular, uma ordenacao < dos vértices de G define uma orientacao
aciclica de G tal que o(uv) = v se, e somente se, u < v. Tal ordenagao define igualmente
uma orientacao de G.

Considerando que nosso foco é o problema de coloragao, vamos descartar certas situ-
agoes triviais, assumindo hipoteses sobre G. Primeiro, observamos que se Gy, G, ..., G,
sdo as componentes conexas de G, entao x(G) = max{x(G;) : i = 1,2,...,k}. Segundo,
vértices universais e dominados sao irrelevantes com respeito ao problema de coloragao
no seguinte sentido. Se v ¢é universal, entdo x(G) = x(G \ {v}) + 1, posto que v nec-
essariamente forma uma classe de cor em toda coloragao possivel. Ja se v é dominado,
ocorre que X(G) = x(G \ {v}), pois v pode sempre receber uma color de um vértice que
o domina. Nesse sentido, ao longo do desenvolvimento desse texto, vamos considerar as

seguintes hipoteses, que podem ser facilmente verificadas.
H1 G é conexo.

H2 G nao possui vértices universais ou dominados.

2.2.2 Teoria Poliédrica

Um poliedro é um conjunto P C [R?, g € Z, definido pela intersecao de um ntmero finito
p de semi-espagos em IR?, onde, por sua vez, um subespago é um conjunto {x € R? : o® <

ap} com o € R1xN\{0} e ap € IR. Sendo assim, um poliedro pode ser descrito como:

{zr € R": Az < b},



onde A € RP*9 e b e IRP, p € Z,. E facil perceber que existem varias possibilidades para
A e b na descrigao acima. Para caracterizarmos um sistema minimal de desigualdades
que definem P, necessitamos introduzir outros conceitos.

Um vetor z € IRY é uma combinacao linear dos vetores z', ..., 2" € IR? se

T = g o,

i=1
para algum o € IR*. Se Zle «; = 1, a combinagao linear é dita afim, e se, adicionalmente,
a > 0 é denominada convexa. O fecho convexo de um conjunto nao-vazio X C IRY,
denotado por conv(X), é o conjunto de todos os vetores que sdo combinagdo convexa
de um subconjunto finito de X. Um politopo é um poliedro limitado. Podemos dizer
também que um politopo é o fecho convexo de um nimero finito de pontos.

Um conjunto X C IR? é dito linearmente independente se, para qualquer subconjunto
finito X’ C X, 0 é combinacao linear de X’ se, e somente se, « = 0. Dizemos ainda que X
¢ afim-independente se, para qualquer subconjunto finito {z!,...,2¥} C X, a igualdade
Zle a;z' = 0, com Zle a; = 0, implica que a = 0.

Para X C IRY, a dimensao de X, denotada por dim(X), é a cardinalidade de um
maior subconjunto de X que é linearmente independente. Mostra-se que dim(X) é uma,
unidade a menos que a cardinalidade de um maior conjunto afim-independente contido
em X. Dizemos que X C IR? tem dimensao plena se dim(X) = ¢. O posto de uma matriz
A, denotado por posto(A), é a dimensao do conjunto de vetores-coluna de A, que é igual
a dimensao do conjunto de vetores-linha de A.

Dados a € R™N\{0} e ap € IR, a desigualdade ax > g ¢ valida para o poliedro
PCRise PC{xe R: ar > ap}. Sejam ax > «ag e fr > [y desigualdades validas
para P € IR?. Se (a,ap) = k(3,), para algum k € IR, k > 0, as desigualdades sao
ditas equivalentes. Do contrario, se {z € R?: ax > o} C {x € R?: Sz > [y}, dizemos
que a primeira desigualdade domina a segunda. Em particular, quando P C IR, entao
axr > ag domina [z > [y se existe k > 0 tal que a < kf3, a9 > kB e (o, ) # k(3, Bo)-

Um conjunto F' C P é uma face de P se existe uma desigualdade ax > ag, valida
para P, tal que F = PN{z € RY | o’z = o }. Dizemos que uma face F' é uma faceta de
P se F nao esta propriamente contida em nenhuma outra face nao-vazia F’ # P. Neste
caso, dizemos que a desigualdade o’z > o define a faceta F'. Mostra-se que um sistema

minimal para descrever P é dado por desigualdades validas que definem facetas de P.



Caracterizagoes para facetas de poliedros de dimensao plena sao dadas pelo teorema

a seguir [14].

Teorema 1. Seja P C IR? um poliedro de dimensao plena e F = {x € P | o’z = ap}

uma face de P, com F # P. Entdo, as sequintes assertivas sao equivalentes:
1. F € uma faceta de P;
2. dim(F)=q—1;

3. se BTz > By, B # 0, ¢ uma desiqualdade vdlida e F C {x € P | 3Tx = (3}, entdo
existe k € IR, k > 0, tal que B = ka e By = kay.

Do teorema acima conclui-se que uma desigualdade vélida define uma faceta de P
se, e somente se, ela nao pode ser escrita como combinacao linear positiva de outras
desigualdades validas para P. Além disso, temos que uma desiguldade valida dominada
nao define facea. Estas serao as estratégias que usaremos para mostrar se uma certa

desigualdade vélida define ou nao uma faceta.

2.2.3 Otimizacao Matematica

Um problema de otimizagdo matemaética consiste em minimizar (ou maximizar) uma
funcao, chamada fungao objetivo, dentro de um subconjunto do seu dominio, denominado
conjunto viavel. Em nosso contexto, vamos considerar apenas fungoes objetivo assumindo

valores reais (finitos). Assim, podemos escrevé-lo da seguinte forma:

(PO) min f(x) (2.1a)

sa: x € X, (2.1b)

onde f:Y — [Re X CY. Em geral, o conjunto X é definido por um grupo de equagoes
ou inequagoes, que sao chamadas restrigoes de (PO). Um ponto x € X é dito solugao
viavel, enquanto uma solugao 6tima é uma solugao viavel z* tal que f(2*) < f(x), para
todo z € X. O valor de uma solu¢ao z € X é f(x). Se z* é a solugao 6tima, entao f(z*)
¢ o valor 6timo de (PO).

Associado ao problema (PO), seja dado um outro problema de otimizagao (PO’),
definido por uma fungéo objetivo f’ : Y’ — IR e um conjunto viavel X’ C Y’. Dizemos

que (PO’) é uma relaxagao de (PO) ou, equivalentemente, (PO) é um problema restrito

10



com relagao a (PO’) se X C X' e f'(x) < f(x), para todo z € X. Particularmente,
descartar algumas restri¢goes de (PO) define uma relaxagao, enquanto fixar valores para
algumas variaveis de (PO) determinam um problema restrito. Observamos que o valor
6timo de uma relaxacao fornece um limite inferior para o valor 6timo do problema original,
enquanto um limite superior para ele é dado pelo valor de qualquer solucao viavel de um
problema restrito.

Um problema de programagao linear é um problema de otimizagao onde a funcao
objetivo € linear e o conjunto viavel é um poliedro. Pode-se mostrar que qualquer problema

de programacao linear pode ser escrito como a seguir:

(PPL) min cz (2.2a)
sa: Ar=b (2.2b)
x>0 (2.2¢)

onde x € IRY, A € IRP*9, ¢ € R e b € IRP, com posto(A) = p. A (2.2b) chamamos
restricoes do PPL. J& (2.2¢) definem as restri¢oes de nao-negatividade.
A cada problema de programacao linear associa-se um outro problema de programagao

linear, chamado de problema dual e definido como:

(DUAL) max ub (2.3a)
sa: uA<c (2.3b)

A variavel u € IRP é chamada de variavel dual de PPL. Observe que para cada restricao em
PPL, associamos uma variavel em DUAL, e a cada variavel em PPL temos uma restricao
em DUAL.

O problema dual possui muitas propriedades com respeito ao problema original, chamado
de primal [1]. As relagoes entre os dois problemas comecam pelos valores das solugoes

vidveis de cada um deles.

Teorema 2 (Teorema Fraco da Dualidade). Se x satisfaz as restricoes de PPL e u

satisfaz as restricoes de DUAL entao cx > ub.

Uma conseqiiéncia da relagao acima é que as solugoes sao 6timas se uma igualdade

ocorre. Essa condigao também ¢é necessaria para a otimalidade.

11



Teorema 3 (Teorema Forte da Dualidade). Sejam x* e u* satisfazendo as restrigoes
de PPL e DUAL, respectivamente. Entdo, x* e u* sao solugoes dtimas se, e somente se,

cx* = u*b.

Solucoes 6timas de PPL e DUAL podem ser caracterizadas a partir de bases da matriz
A, ou seja, submatrizes de A, de ordem p, que sao invertiveis. Nesse sentido, seja dada
uma particdo da matriz A em A = [B NJ, onde B é uma base. Vamos denotar por
rp e xy as varidveis associados a B e N no sistema Ax = b e chama-las de varidveis
bésicas e nao-bésicas, respectivamente. De forma analoga, vamos considerar a particao
de ¢ = [cp ¢n]. Dizemos que = é uma solugao basica (relativa a B) de PPL se 2y = 0
e, consequentemente, xg = B~'b. Dizemos ainda que v = cgB~! é uma solucao bésica
(relativa a B) para DUAL. O vetor ¢ = ¢ — uA é denominado vetor de custos reduzidos.
Observamos x e u sao vidveis se, e somente se, xg > 0 e ¢ > 0. As seguintes propriedades

podem ser encontradas em [1].
Teorema 4. Se PPL tem solucao otima, pelo menos um delas é solu¢ao bdsica.

Teorema 5. Sejam B uma base de A e x e u as solugoes bdsicas definidas por B. Se

rp >0 ec>0 entado x e u sao solugcoes dtimas.

Um segundo tipo de problema de otimzacao que sera abordado nesse trabalho é o
problema de programacao inteira, que é definido a partir de PPL, restringindo algumas
variaveis a assumirem apenas valores inteiros. Essas restri¢coes adicionais sao chamadas de
restri¢oes de integralidade. Formalmente, um problema de programacao inteira é definido

CcOomao:

(PPI) min ¢121 + o9 (2.4a)
sa:  Aixi+ Asxs =0 (2.4b)

1 >0, 29 >0 (2.4¢)

x9 € L. (2.4d)

Enquanto um problema de programacao linear é classificado como polinomial, um
problema de programacao inteira é NP-dificil. Para a sua solugao, por vezes sao uti-
lizadas técnica que consideram relaxagoes ou problemas restritos de PPI, como forma

de determinar limites inferiores e superiores. Uma relaxagao usual, chamada relaxagao
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linear, ¢ o PPL obtido quando desconsideramos as restri¢oes de integralidade. Por outro
lado, a fixacao de valores de algumas variaveis é estratégia comum para a geragao de sub-
problemas restritos. Para maiores detalhes sobre o uso de relaxacoes e problemas restritos
na solugdo de um problema de programacao inteira, sugerimos uma consulta a [34].

Outra abordadem usual para a resolu¢ao de PPI baseia-se no seguinte resultado [31].
Proposicao 1. Seja X o conjunto viavel de PPI. Entao pode-se afirmar que:

1. conv(X) € um poliedro,

2. PPI ¢ equivalente ao problema de programacao linear min{cz : x € conv(X)}.

A luz da proposicdo acima, uma estratégia para resolver PPI consiste em explorar o
programa linear definido por conv(X). Em referéncias a esse contexto, vamos chamar de
poliedro (ou politopo, se limitado) associado a uma formulagao de programacao inteira o
fecho convexo de seu conjunto viavel.

Uma dificuldade com essa abordagem estd no fato de que encontrar o sistema de
desigualdades que descreve conv(X) é usualmente tao dificil quanto resolver PPI. Sendo
assim, na pratica, a estratégia consiste em aproximar conv(X) o melhor possivel, especial-
mente na regiao em torno da solugao 6tima, o que é feito de preferéncia pela determinacao
de facetas.

E facil constatar que o problema de coloracao é um exemplo de problema de otimizacao,
onde X descreve conjunto de todas as possiveis coloragoes de G e f(x) é o nimero de
cores na coloracao x € X. Na verdade, como veremos da secao 2.3, este problema pode

ser descrito através de varias formulacgoes tipo PPI.

2.3 Formulacoes de Programacao Inteira

Trabalhos recentes de diversos autores incentivam o estudo do problema de coloragao a
partir de formulagoes de programagao inteira [4, 5, 11, 13, 16, 29]. A seguir faremos breves
comentarios sobre as formulacoes propostas na literatura e, em seguida, detalharemos duas
delas, que serao exploradas em nosso trabalho. Comparacoes entre essas formulagoes
podem ser encontradas em |[8].

A formulagao classica para o problema de coloracao usa uma variavel binaria asso-

ciada a cada possivel cor e a cada vértice do grafo. Para definir uma coloragao, se um
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determinado vértice recebe uma certa cor, a variavel corresponde assume valor 1; caso
contrério lhe é atribuido valor 0. Essa formulagao utiliza um ntimero polinomial de var-
iaveis e restrigoes. Diaz e Zabala [13] e Coll et al. [11] fortalecem essa formulac¢ao com o
acréscimo de restrigoes adicionais e defini¢ao de facetas e a utilizam para o desenvolvido
de um algoritmo do tipo branch-and-cut, que conta adicionalmente com uma etapa de
pré-processamento para reduzir o tamanho do grafo.

Ja em [16], Fiqueredo et al. propoem uma formulagdo baseada na correspondéncia
entre coloracoes e orientagoes aciclicas de um grafo. Uma simplificagao dessa formulagao é,
em seguida, apresentada por Figueredo [15]. Tanto a versao original quanto a simplificada
sao descritas por um namero exponencial de restrigoes, o que deve ser cuidadosamente
tratado em uma implementagao computacional. Também em [15|, um estudo parcial dos
politopos associados a ambas as formulagoes é apresentado.

Mehrotra e Trick utilizam, em [29], uma formula¢do que associa uma variavel binaria
a cada conjunto independente maximal do grafo. A variavel recebe valor 1 se o conjunto
independente associado é escolhido para definir uma classe de cor. Como o nimero de
conjuntos independentes do grafo é exponencial, um método de geracao de colunas é pro-
posto pelos autores, que o incorporam em um algoritmo branch-and-bound. Esse trabalho
alcangou os melhores resultados em termos de limite inferior para o problema de coloracao.

Uma quarta formulagao para o problema foi recentemente proposta em [5] por Cam-
pélo, Corréa e Frota, usando a idéia de vértice representante de uma classe de cor. Essa
formulagao possui um nimero polinomial tanto de restrigbes quanto de variaveis. Além
de propor a formulagao, neste mesmo trabalho, os autores desenvolvem o estudo parcial
do politopo associado.

Essas duas ultimas formulagoes serao estudadas neste trabalho, motivo pelo qual as
descreveremos em detalhes nas proximas subsecoes. O objetivo do estudo é investigar
relagoes entre elas, que viabilizem, entre outras idéias, a combinagao da formulacao por
conjuntos independentes maximais (CIM) com as estruturas faciais descritas para a for-
mulagao por vértices representantes de cor (VR). Com isso, pretende-se fortalecer ainda

mais a formulagao CIM.
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2.3.1 Formulagao por Conjuntos Independentes Maximais (CIM)

Uma coloracao de G pode ser vista como uma divisao de V em uma familia C =
{S1,--+,Sk} de k > x(G) conjuntos independentes de G, onde cada conjunto indepen-
dente esta associado a uma cor. Na verdade, podemos assumir que os conjuntos da familia
sao maximais quando permitimos multicoloracao dos vértices. Em outras palavras, uma

coloragao é uma atribuigao ¢ : § — {0, 1} tal que

> e(8) =1, WweV. (2.5)

SeSwes
Notamos que, dessa forma, C' = {S € S : ¢(5) = 1}.
Nessa perspectiva, uma formulagao para o problema de coloragao é obtida associando
uma variavel binaria \g € IB a cada conjunto independente maximal S € S. Considerando
que Ag = 1 se, e somente se, o conjunto independente S é escolhido como uma classe de

cor, a formulagao é entao:

(CIM) min ) g (2.6a)
Ses
s.a Z As > 1, YweV (2.6b)
SeSwes
As € {0,1}, Vs e S (2.6¢)

A restricao (2.6b) estabelece que todo vértice deve ser coberto por pelo menos um
conjunto independente, ou seja, pertence a uma classe de cor. A restricao de que dois
vértices adjacentes recebem cores distintas é satisfeita pela propria definicao das variaveis.
Nesta formulag¢do temos um ntimero exponencial de variaveis e O(n) restrigoes.

Notamos que, se cada vértice é restrito a receber somente uma cor, a familia C' é
formada por conjuntos disjuntos, definindo, portanto, uma particao de V. Além disso,
os conjuntos independentes possivelmente nao serao maximais. Para este caso, devemos
substituir o conjunto S por S na formula¢ao acima, bem como a desigualdade em (2.6b)
por uma igualdade.

O fato de a formulagao (2.6) ter um nimero exponencial de variaveis pode parecer
a principio desencorajador. Entretanto, ela pode ser habilmente tratada, como fazem
Mehrotra e Trick [29], utilizando uma técnica de geragao de colunas, a ser vista na segao

3.1.

15



Vale ainda destacar que a relaxacao linear de (2.6) fornece o ntimero cromaético fra-
cionario xr(G) do grafo G, que é definido como a seguir. Uma coloragao fracionaria de G
é uma atribui¢do ¢ : S — [0, 1] satifazendo (2.5). O ntimero cromaético fracionario de G é

Xr(G) = min {Z #(S) : ¢ & uma coloragao fracionéria } (2.7)

SeS

Portanto, xr(G) é o valor 6timo de 2.6a quando relaxamos as condigoes de integrali-

dade 2.6¢.

2.3.2 Formulagao por Vértices Representantes de Cor (VR)

Novamente, vamos considerar uma coloragao como uma familia de conjuntos indepen-
dentes C' = {51, S, ..., Sk}. Suponha que escolhemos um vértice em S; para representar
acori=1,---k. Esse vértice serd chamado representante. Logo, em C', cada vértice v
se representa ou é representado por algum vértice em N(v). A partir desta observacao,
Campeélo, Corréa e Frota [5] desenvolveram uma formulac¢ao de programagao inteira para
o problema de colora¢do, usando varidveis binarias x,,, para todo u € V e v € N[u], com
a seguinte interpretacao: x,, = 1 se, e somente se, u representa a cor de v. Assim, um
vetor x* contendo todas essas varidveis é o vetor de incidéncia de uma coloragao de valor

X(G) se e, somente se, ele é solugao de:

(VR) min wa (2.8a)
veV
s.a: Z Tup > 1, YvoeV (2.8b)
uEN[v]
Tup + Tuw < To, Yu €V e Yow € E[N(u)] (2.8¢)
Ty € {0,1}, Vv € V,Vu € N[v] (2.8d)

Para utilizarmos o menor nimero de cores, minimizamos em 2.8a a quantidade de
representantes. As restrigoes (2.8b) indicam que todo vértice deve ser representado por
pelo menos um vértice, ou seja, deve pertencer a alguma classe de cor. Ja as restrigoes
(2.8¢) significam que um vértice nao pode representar dois vértices adjacentes. Observe
que as Testricoes T, < Ty, para todo u € V e v € N(u), que asseguram que s6 um
vértice representante pode representar outro vértice, decorrem de (2.8c) pela hipotese H2.
Tal hipotese garante a nao existencia de vertice isolado v em N(u). Nesta formulagao,

temos O(n + m) variaveis e O(nm) restrigoes.
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Também em [5], os autores realizam um estudo parcial do politopo associado a (VR),
derivando duas classes de facetas baseadas em subgrafos de GG, que incluem cliques, bu-
racos, anti-buracos.

Podemos observar que a formulagdo (2.8) possui simetria, no sentido de que uma
mesma classe de cor S; pode ser representada por |S;| diferentes maneiras. Para resolver
este problema, Campelo, Corréa e Frota 6] consideram uma ordenagao total < dos vértices
de V. Para cada v € V, definem N*(v) = {u € N(v)[v < u}, N*[v] = N*(v) U {v},
N=(v) = N(v) \ N*(v), e N"[v] = N~ (v) U {v}. Se u e v sdo nao-adjacentes em G,
u esta autorizado a representar v se, e somente se, v € N*(u). Com essas restricdes, a

formulagao por vértices representantes de cor torna-se:

(VRA) min Z Loy (2.9a)
veV
s.a: Z Tw>1, YoevV (2.9Db)
uEN—[v]
Ty + T < T, Yu €V evw € E[NT(u)] (2.9¢)
oy < T, Yu € V e v isolado em N7 (u) (2.9d)
Ty € {0,1}, Yo € V,Vu € N~ [v] (2.9¢)

Um estudo do politopo associado a esta nova versao da formulacao por representantes
de cor é apresentada por Campélo, Campos e Corréa [4]. Na verdade, os autores adaptam
e generalizam as duas classes de facetas derivadas em [5], bem como apresentam uma

terceira classe de facetas baseada em conjuntos independentes do grafo.

2.4 Abordagens para o Limite Inferior

Métodos exatos para determinar o nimero cromatico de um grafo, um problema, como
vimos, NP-dificil, demandam, via de regra, o calculo de bons limites inferiores e superiores.
Por isso, o estudo desses elementos faz-se importante. Neste trabalho iremos explorar o
estudo do limite inferior para o problema de coloragao.

Dentre as abordagens usais para determinar um limite inferior para x(G), duas mere-
cem destaque. A primeira baseia-se em métodos de decomposi¢ao estrutural do grafo [21],
nos quais se procura decompor o grafo em subgrafos menores e possivelmente mais faceis

de se colorir, bem como identificar subestruturas criticas para a determinagao de x(G).
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Uma outra possivel abordagem ¢é o uso da programacao matematica, onde se explora uma
formulagao de programagao inteira para o problema. Essa abordagem vem ganhando
for¢ga mais recentemente, como mostram vérios trabalhos publicados nos tltimos dez anos

[4, 5, 11, 13, 16, 29].

2.4.1 Subgrafos Criticos

Um método para a obtencao de um limite inferior para o niimero croméatico de G consiste
em pesquisar subgrafos de G para os quais saibamos determinar uma coloragao 6tima,

conforme justifica a seguinte proposicao.
Proposicao 2. Para todo H C G, x(G) > x(H).

Prova: Se um grafo G é colorido com y(G) cores, um subgrafo H C G pode ser colorido
repetindo-se as cores utilizadas em G, utilizando assim no maximo y(G) cores. O

Os subgrafos minimais de G que fornecem um limite inferior £ para x(G) sao definidos
por grafos k-criticos. Um grafo H é dito k-critico se x(H) = k e qualquer subgrafo de
H tem ntmero croméatico menor que x(H). Em geral, chamamos de subgrafo critico de
G a um subgrafo k-critico H, para qualquer k£ > 0. Como exemplos de grafos criticos,
podemos citar os buracos impares (grafos 3-criticos), os anti-buracos impares de tamanho
k (grafos (%51)-criticos) e as cliques de tamanho k (grafos k-criticos).

A partir da Proposicao 2, podemos concluir que o tamanho de qualquer clique de G
fornece um limite inferior para x(G), posto que dois vértices de uma clique ndo podem

receber a mesma cor. Dessa observagao, temos o seguinte corolario:
Corolario 1. x(G) > w(G).

O limite fornecido pelo corolario acima pode nao ser exato. Por exemplo, quando G
¢ um buraco impar, temos que w(G) = 2 e x(G) = 3. Na verdade, o Teorema Forte
dos Grafos Perfeitos estabelece que, se x(G) > w(G), entdo G contém um buraco ou
anti-buraco impar. Mais ainda, o nimero cromatico pode ser arbitrariamente maior que o
tamanho da maior clique. Essa situagao pode ser demonstrada construindo grafos através
de operacoes de Mycielski.

Dado um grafo F' = (V, E), com V = {vy,...,v,}, uma operacao de Mycielski sobre
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F contréi um grafo M(F) = (V', E') tal que

V' =VUUU{z}, sendo U = {uy,...,u,}, (2.10)

E' = EU{(us,vj) : (vi,v;) € E}U{(z,u;) : u; € U} (2.11)

Em particular, a aplicacao iterativa dessa operacao, a partir de uma aresta, define a classe
de grafos de Mycielski [30]. Precisamente, o k-ésimo grafo de Mycielski M}, é definido
recursivamente como My = M(My_1), para k > 3, sendo M, o grafo formado por dois
vértices ligados por uma aresta e M; o grafo definido por um tnico vértice. Na figura 2.1,

ilustramos o grafo My, que é igual a M (Cs).

Figura 2.1: Grafo M, = M(C5)

Grafos contruidos através de operagoes de Mycielski possuem as seguintes propriedades.

Proposicao 3. Dados um grafo F, com pelo menos uma aresta, e o grafo M(F') gerado

pela aplicagao da operagao de Mycielsky em F', temos:
P1 x(M(F)) = x(F) +1
P2 w(M(F))=w(F)
P3 Se F ¢ k-critico, entao M(F) € (k + 1)-critico.

Prova: As propiedades P1 e P2 estdo demonstradas em [26]. Considerando a notagao

usada em (2.10)—(2.11), vamos provar a propriedade P3, mostrando que x (M (F)\{v}) =
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X(F), para todo v € VUU U{z}. Primeiro, observamos que, sendo F' k-critico, para todo
v; € V, sempre existe uma y(F')-coloragdo onde uma classe de cor é exatamente {v;}.

Denotamos essa colorac¢ao por C;. Segundo, em M (F),

N(v;) =N(u;)) U{z}, Vi=1,2,...,n, (2.12)
N(z) =U (2.13)
e U é um conjunto independente. Seja i € {1,2,...,n}. Por (2.12), uma coloragao 6tima

C; de F pode ser estentida para M(F) \ {z}, colorindo u; € U com a mesma cor de
v; € V. Isto mostra que x(M(F)\ {z}) = x(F). Adicionalmente, M (F) \ {u;} pode ser
colorido a partir de Cj, atrubuindo a z a cor de v; e a u;, j # ¢, a cor de v;, o que implica
X(M(F)\ {u;}) = x(F). Finalmente, para obtermos x(M (F) \ {v;}) = x(F), usamos C;
e colorimos todos os vértices de U com a cor ora atribuida a v; e incluimos z na mesma
classe de algum v;, j # i. a

Em nosso estudo vamos nos concentrar em subgrafos criticos do tipo buracos e anti-
buracos fmpares, cliques maximais e grafos gerados a partir de operagoes recursivas de

Mycielsky sobre esses subgrafos.

2.4.2 Programacao Matematica

A abordagem para obter limites inferiores para o niimero cromaético do grafo G, usando

programacao inteira, fundamenta-se essencialmente no seguinte resultado:

Proposicao 4. Se Il € uma formulagao de programagao inteira para o problema de col-

orag¢ao entao o valor étimo de uma relaxagao de 11 € um limite inferior para x(QG).

Assim, a partir de (2.7) e somando as restri¢oes (2.6b) para os vértices de uma clique

maxima, mostramos que:
Corolario 2. x(G) > xr(G) > w(G).

Embora, pelo colorario 2, o niimero cromatico fracionério seja um limite inferior melhor
que o tamanho de uma cliqueméxima, ainda pode acontecer de x(G) ser arbitrariamente
maior que xr(G). Novamente, isto acontece para grafos contruidos por operagoes de
Mycielski, como podemos concluir do seguinte resultado demonstrado por Larsen, Propp

e Ullman [26].
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Proposicao 5. Se H é um grafo com pelo menos uma aresta e M(H) o grafo gerado pela

aplicagdao da operacao de Mycielsky em H entao xp(M(H)) = xr(H) + ﬁh’)

Por outro lado, considerando todas as formulagoes apresentadas na se¢ao 2.3 e suas re-
laxacoes lineares, pode-se mostrar que o melhor limite inferior é fornecido pela formulagao
(CIM), ou seja, xr(G). Para se ultrapassar esse limite é preciso a adi¢ao de desigualdades
validas que possam tornar a relaxacao mais apertada.

Embora as classes de facetas conhecidas para as outras trés formulacoes tenham sido
usadas para fortalecer as formulacoes correspondentes, os resultados computacionais con-
hecidos nao sdo capazes, em geral, de superar o limite dado por yr(G). Sendo assim,
vamos investir neste trabalho em derivar desigualdades validas para (CIM) que possam

fornecer um melhor limite inferior. Para isso, usaremos resultados conhecidos para a

formulacao (VR).
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Capitulo 3

Métodos de Solucao

Neste capitulo vamos abordar métodos de solucao de problemas de programacao linear
com um numero muito grande de variaveis ou restri¢oes ou ainda quando os coeficientes
que definem o problema nao sao conhecidos a priori. Essas situagoes ocorrem natural-
mente em alguns problemas ou podem aparecer a partir de manipulagoes da formulagao
original. Esse segundo caso ocorre, por exemplo, quando realizamos uma decomposi¢ao de
Dantzig-Wolfe ou quando procuramos aproximar o poliedro associado a uma formulagao

de programacao inteira.

3.1 Geracao de Colunas

3.1.1 Principio da Geracao de Colunas

Seja (P) o seguinte problema de programagcao linear com muitas variaveis:

(P)min cx (3.1a)
sa: Az <D (3.1b)
x>0 (3.1¢)

onde possivelmente nem se conhece a matriz A ou o vetor ¢ explicitamente. Por exemplo,
em algumas aplicagoes, as colunas de A advém da solucao de um outro problema.

Para resolver (P), podemos comegar com um subconjunto de variaveis (e de colunas
de [ Z ]) e resolver o problema restrito. Obtemos assim uma soluc¢do viavel para (P).

Entao, usamos as variaveis duais m, associadas a (3.1b), para resolver o subproblema:
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0 =min ¢; — pA; (3.2a)
j

S.a. [ Cj
A

onde col(c, A) representa o conjunto das colunas de 2 ] :

€ col(c, A) (3.2b)

Caso 6 > 0, a solugdo do problema restrito fornece a solu¢ao de (P). Do contrario a

coluna [ € ] , solucao do subproblema 3.2, é acrescentada ao problema restrito. Para
que essa est]ratégia possa ser empregada, ¢ necessario que a solugao do subproblema 3.2
seja factivel.

Enquadra-se na situacao exposta acima, por exemplo, a relaxacao linear da formulagao
do problema de coloragao por conjutos independentes maximais (2.6). De fato, a matriz
de restri¢coes possui uma quantidade de colunas que pode ser uma funcao exponencial do
namero de vértices do grafo GG, e cada coluna é o vetor caracteristico de um conjunto
independente de G. Neste caso, o problema para gerar a coluna é min, 1 — 7z, onde 2z €

{0,1}" descreve um conjunto independente de G. Tal problema, denominado Problema

do Conjunto Independente Maximo Ponderado, pode ser formulado como:

(CIMP) max Zﬂvzv (3.3a)
veV

sa:  zy+ 2, < 1V(u,v) € E (3.3b)

z, € {0,1}, Yo € V (3.3¢)

Se o valor 6timo desse problema for maior que 1, entdo S = {v € V]z, = 1} é o
conjunto independente cuja coluna deve ser adicionada. Caso contrario, a solugao da
relaxacao linear de (2.6) foi encontrada.

Comegando com uma familia inicial &’ de conjuntos independentes, é executado o
procedimento acima até que nao haja mais conjuntos independentes que melhorem a
solucdo. Se o resultado da relaxacao retorna um g inteiro para todo S € S’, entdo temos
a solucao 6tima para o problema (CIM). Caso contrario, teremos que forcar a integralidade
das variaveis. Este processo é implementado em [29].

Outra situagao importante para a aplicacao do metodo de geracao de colunas ocorre
quando da decomposicao de um problema de programagao linear ou inteira segundo o

principio de Dantzig-Wolfe, conforme secao a seguir.
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3.1.2 Decomposicao de Dantzig-Wolfe

O principio da decomposicao de Dantizig-Wolfe visa a particionar um problema de progra-
macao linear ou linear-inteira, de modo a facilitar sua resolugao, explorando a estrutura
das restricoes. Com a decomposigao, gera-se um problema mestre e um ou mais subprob-
lemas escravos. O problema mestre, que é equivalente ao problema decomposto, apresenta
um numero menor de restrigoes, mas um namero grande de varidveis, que serao tratadas
implicitamente. Colunas do novo problema serao geradas através da solucao dos proble-
mas escravos, que, geralmente, sao construidos a partir das restri¢oes originais que podem
ser tratadas com certa facilidade. Esse pricipio de decomposic¢ao, proposto por Dantzig e
Wolfe [35], ¢ detalhado a seguir.

Seja (P) o seguinte problema de programagao inteira:

(P)min cx (3.4a)
sa: Ar =0 (3.4b)
Dx <d (3.4¢)

re (3.4d)

onde c € R", Ae R™*" D e R™" be R™,de R"™
Por simplicidade, assumiremos que H = {z € Z%|Dxz < d} é um conjunto finito de
elementos {z',--- 2”}, onde p = |H|. Existe uma correspondéncia um-a-um entre os

elementos de H e as solugoes de
p p
p=Y M Y N=1 0 €{0,1},i=1,2,...,p. (3.5)
k=1 k=1

Se Q € Z'”" a matriz em que cada coluna é um elemento de H, entao as expressoes

(3.5) podem ainda ser reescritas como:

r=Q\ ex=1; e {0,1}H (3.6)

onde e = (1,---,1) € RP.
Substituindo essa expressao de z em (P), obtemos o problema mestre de Dantzig-Wolfe

(MDW):
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(MDW) min (cQ)X (3.7a)
sa: (AQ)A=b (3.7b)

ex=1 (3.7¢)

A e {0,1}H (3.7d)

Chamemos a relaxacao linear de MDW de RMDW. Mostra-se que RMDW é equiva-

lente

min{cr : Ax = b,z € conv(H)}

Assim, a solu¢do de RMDW fornece um limite inferior para (P) maior ou igual que aquele
gerado pela relaxagio linear de (P) [34].

No entanto, ha uma dificuldade para a solugao de (RMDW): p pode ser muito grande.
Logo, teremos que usar a técnica de geracao de colunas para a resolugao do problema
(ver subsecao 3.1.1). Estando resolvido o problema RMDW, restrito a algumas colunas
de AQ, seja i € R™ e v € R os valores das variaveis duais associadas as restrigoes (3.7b)
e (3.7¢), respectivamente. Entao, o menor custo reduzido, que vai gerar a proxima coluna

a ser adicionada ao problema restrito, é dado pela solu¢ao do problema escravo a seguir:

(EDW) 6 =min (¢ — pA)xr — v (3.8a)
sa: Dx <d (3.8b)
R SAN (3.8¢)

Como no processo de geragao de colunas, se 6 > 0 a solugao do problema restrito

corrente é 6tima para RMDW. Do contrario, a coluna

*

cr
Ax* |,
1
onde z* é a solugao de (EDW), é introduzida em RMDW, e o processo é repetido.

E interessante escolhermos o particionamento das restricdes de (P) de modo que a ma-
triz D tenha uma boa estrutura, que permita resolver o problema escravo eficientemente.
Por exemplo, se a matriz D é totalmente unimodular, as restrigoes de integralidade 3.8c
podem ser descartadas, e o problema escravo torna-se um problema linear [34]. Por outro
lado, neste caso conv(H) = H e o valor da relaxagao linear e de RMDW é o mesmo.

Mostra-se portando que é preciso avaliar o compromisso entre a facilidade para resolver
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(EDW) e a qualidade desejada do limite. Para uma melhor explanagao sobre essa técnica,
recomendamos uma consulta de [34].
O problema escravo (EDW) torna-se separavel quando a matriz D tem uma estrutura

bloco-diagonal, ou seja:

D,
D,
D= Dy
D,
onde D; € R™>X™ S my; =my, Yoo n; = n.
Considere a parti¢ao correspondente de A = [Ay, Ay, -+, Ay], com A; € R™*"_ Para
cada i = 1,2,...,t, defina H;, = {z; € Z" : D;x; < d;} e seja (; a matriz cujas colunas

sao os elementos de H;. Entao
v € Hy = x; = Qi\i, e\ = 1, Ny € {0, 1}|Hi|,

onde ¢; = (1,1,...,1) € Rl
Observando que H = Hy x Hy X - - - X Hy, o problema mestre (M DW') pode ser reescrito

como o seguinte:

t

(MDW)min > (¢;Q:) i (3.9a)
=1
t

sa Y (AQ)N\i=a (3.9D)
=1

62')\2‘ = 1, Vi = 172,...,t (390)

Noefo, YL =12t (3.9d)

Seja (M DW) a relaxagao linear do problema acima restrito a um subconjunto de
colunas, ou seja, a um subconjunto de pontos dos H;’s. Sejam e v; (i = 1,2,...,t)
a solugao dual de (M DW). Os problemas escravos que fornecem novas colunas para o

problema mestre sao dados por:

x, €2 (3.10¢)

parai=1,--- ,t.
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O menor custo reduzido é entao:

d=0; = min 0;
i=1,2,..t

Caso § > 0, a solugdo corrente é 6tima para (M DW) Do contrério, para qualquer

i€ {l,2,--- t} tal que §; < 0, adiciona-se

Ty
1
Az | € Rmtt
I,

onde z} é a solugao 6tima de valor ¢, e [, é a i-ésima coluna da identidade. Uma heuristica
usual é a escolha de ¢+ = 7 com § = 9; < 0. Outr prossibilidade é acrescentar varias coluns

referentes a alguns indices 2 tais que 9, < 0.

3.2 Geragao de Linhas

3.2.1 Principio da Geracao de Linhas

Consideramos agora o seguinte problema de programacao linear (P’), que supomos ter

muitas restri¢goes ou mesmo que elas nao sejam explicitamente conhecidas.

(P') min cx (3.11a)
sa: Az <b (3.11Db)
z>0 (3.11c)

Para resolver (P’), iniciamos resolvendo uma relaxagao sua, dada, por exemplo, por
um subconjunto de restrigoes de (3.11b). Entao, se * é a solucao obtida, consideramos o

subproblema:

v=min b, — A;z" (3.12a)
sa: (A b;) € lin(A,b) (3.12Db)

onde lin(A,b) representa o conjunto de linhas de (P’). Se v > 0, a solugdo da relaxagao
é a solugao de (P’). Do contrario, a restrigao A;«x < b;« é acrescentada, sendo (A;«, by )
uma solu¢ao do subproblema (3.12b).

Um exemplo de uma formulagao com muitas restrigoes é o seguinte modelo para de-

terminar uma clique méxima de um grafo GG. Associada a cada vértice v € V| definimos
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uma variavel 7, € {0,1} tal que m, = 1 se, e somente se, v faz parte da clique maxima.

Assim, a mencionada formulagao é:

(DCIM) max  » 7, (3.13a)
veV

sa » m, <1, VSCS (3.13h)
veS

T €4{0,1}, veV. (3.13¢)

A func@o objetivo (3.13a) procura escolher o menor nimero de vértices possivel, con-
siderando a condigao estabelecida por (3.13b), de que no méximo um vértice de qualquer
conjunto independente maximal sera escolhido. Logo, a solugao desse modelo é uma clique
méxima. Vale observar que a relaxagao linear de (3.13) é o dual da relaxacao linear de
(CIM).

Dados um subconjunto &’ C S e solugao 7* da relaxagao de (DCIM) definida por &,
a geracao de uma nova linha é dada pela solugao do problema (3.3). Similarmente, se
o valor de sua solugdo for maior que 1, a restrigdo definida por S = {v € V|z, = 1} ¢
acrescentada a relaxagao corrente. Caso contrario, a solugao da relaxacao linear de (3.13)

fol encontrada.

3.2.2 Métodos de Planos de Corte

Como vimos na subsecao 2.2.3, uma estratégia usual para a resolugao de um problema
de programacao inteira (PPI) consiste na adigao sucessiva de restrigdes (ou linhas) a
sua formulacao, procurando aproximar o conjunto viavel relaxado do poliedro associado.
Uma dificuldade dessa abordagem reside no fato de que, em geral, nao se conhece uma
descricao explicita desse poliedro, que precisa, comumente, de um nimero muito grande
de inequacoes. A alternativa é procurar descobrir iterativamente um subconjunto signi-
ficativo de tais inequagoes.

Nesse processo de geragao de linhas, vamos assumir que comegamos resolvendo a
relaxagao linear de (PPI). Se sua solucao 6tima z* satisfaz as condigoes de integralidade,
entdo serd também o6tima para (PPI). Do contrério, é usual se considerar, em lugar do

subproblema (3.12), o seguinte problema de separagao:
Encontre (A;,b;) € lin(A,b) tal que A;z* > b; (3.14)

28



Assim, a restricao A;x < b; encontrada “corta” o ponto z* e outros pontos viaveis para
a relaxac¢@o mas inviaveis para (PPI), sendo por isso chamada de plano de corte. Vale
ressaltar que, dado a dificuldade de caracterizar lin(A,b), os algoritmos de separagao
costumam ser especificos para cada problema e mesmo para cada classe de restricao de

um mesmo problema.

3.3 Geragao Simultanea de Linhas e Colunas

3.3.1 Principio da Geracao Simultanea

Como vimos nas segoes anteriores, alguns problemas podem apresentar-se inviaveis de
serem tratados com todas as suas variaveis (colunas) ou todas as suas restrigoes (linhas).
Alguns desses problemas podem contemplar simultaneamente as duas dificuldades: muitas
linhas e muitas colunas. Considere o seguinte problema P” com muitas linhas e muitas

colunas, onde possivelmente nao se conhecem todas as linhas ou colunas inicialmente.

(P") min cx (3.15a)
sa: Az <b (3.15b)
x>0 (3.15¢)

De inicio pode-se pensar em utilizar diretamente as duas técnicas anteriormente citadas.
No entanto, ao gerarmos uma coluna com a técnica da subsecao 3.1.1, estdvamos utilizando
implicitamente o fato de conhecermos todas as linhas, ou de pelo menos, estarmos tra-
balhando com um ntmero fixo de restricoes para as quais sabiamos o formato da coluna.
O equivalente vale para a geragao de linhas: ao determinarmos se alguma restricao é
violada, consideramos todas (ou um conjunto fixo) de variaveis. Essa simplificacao ado-
tada nos métodos anteriores, e abandonada neste momento, permitia trabalharmos com
subproblemas estaticos, que sempre responderiam as mesmas variaveis duais. Agora os
subproblemas mudam para englobar as novas linhas ou colunas que foram geradas durante
a execucao do método.

Assim, o subproblema para a geracao de linhas é
v =min b; — A;x” (3.16a)
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onde lin(A, b) representa o conjunto de linhas de (P”) restrito as colunas ja geradas e x*
¢é a solugao parcial obtida com essas colunas. Por outro lado, a geracao de colunas é dada

pelo subproblema

d =min ¢; — pA; (3.17a)
j

S.a. Cj
A

onde col(c, A) representa o conjunto das colunas restrito as linhas geradas até o momento

€ col(c, A) (3.17b)

e 1 sao as variaveis duais das restrigoes ja incluidas no modelo.

Caso v > 0, a presente solugao encontrada nao viola qualquer restricao do problema
(P") restrito as colunas correntes. Por outro lado, caso § > 0, ndo ha uma coluna que
possa melhorar a func¢ao objetivo de (P”), considerando apenas as restrigdes geradas até

0 momento.

3.3.2 Adicionando cortes & Decomposicao Dantzig-Wolfe

Nesta secao, analisaremos o efeito da adigao de um plano de corte ao problema de progra-
magao inteira (P), definido na se¢ao 3.1.2, em sua decomposi¢ao de Dantzig-Wolfe. Duas
sao as possibilidades a serem consideradas: o corte é incorporado as restricoes mantidas
no mestre (3.7) ou o corte é transferido para o problema escravo (3.8). Estes casos sao
analisados separadamente a seguir, assumindo que ax < « é o corte a ser introduzido,

onde a € R™\ {0} e a € IR. Relembremos que o problema (P), dado por:

(P) min cx (3.18a)
sa: Ar =50 (3.18b)
Dz <d (3.18¢)

ve (3.18d)

¢ decomposto pela transferéncia de (3.18c) e (3.18d) para o problema escravo. Veremos

como os problemas mestre e escravo sao modificados com a adigao do corte.

Cortes no Problema Mestre

Considerando ax < « acrescido as restrigdes (3.18b), o novo problema mestre sera:
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min (cQ)A (3.19a)
sa: (AQ)A=b (3.19b)
(aQ)A < (3.19¢)
ex=1 (3.19d)
A€ {0,1}” (3.19€)

Note que este problema pode ser obtido de (3.7) com a inclusao da restrigao (3.19c¢).

Isso daria origem a um novo problema escravo da seguinte forma:

min (¢ — pgA)r — v — pax (3.20a)
sa: Dx<d (3.20b)
RSN (3.20c)

onde p é o valor da variavel dual associada a nova restricao. O novo problema escravo se

diferencia do anterior pela inclusao da parcela pazx a fungao objetivo.

Cortes no Problema Escravo

Agora, assumiremos que o corte é adicionado as restri¢coes que definem o problema escravo,
ou mais precisamente, ao conjunto H = {& € Z%|Dxz < d}. Neste caso o problema escravo

¢ obtido diretamente de (3.8) com o acréscimo do corte, ou seja,

d =min (¢ — pA)x — v (3.21a)
sa: Dx <d (3.21Db)

ar < « (3.21c)

veZn (3.21d)

Por outro lado, em ambos os problemas mestres algumas variaveis A\, sao eliminadas.
Observe que a estrutura original da matriz () é modificada, conforme a adi¢ao do corte.
Cada corte adicionado ao escravo elimina pontos do conjunto H, retirando colunas de ().
Isso é equivalente a fazer, em (3.7) Ay = 0 para todo k tal que aQ); > a. Portanto, para
a implementagao dessa estratégia de inclusao dos cortes é necessaria uma boa politica de

“limpeza” de colunas antigas, ja geradas, que vao sendo eliminadas.
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Capitulo 4

Formulacao CIM via Formulacao VR

4.1 Equivaléncia entre as Formulacoes

Nesta secao, mostraremos que as duas formulacoes do problema de coloragao de vér-
tices apresentadas no capitulo 2, quais sejam, formulacao por conjuntos independentes
maximais (CIM) e formulagao por vértices representantes de cor (VR), estao fortemente
relacionadas. Especificamente, mostraremos que a formulagao (CIM) pode ser obtida a
partir de uma decomposigao, segundo Dantzig-Wolfe, da formulagao (VR).

Para tal, recapitulemos a versao assimétrica da formulacao por representantes de cor,

apresentada na subsec¢ao 2.3.2:

(VRA)min > "z, (4.1a)
veV
s.a: Z Ty > 1, Y€V, (4.1b)
uEN~[v]
x €} (4.1c)

onde
QO={r € B Ty + Tyw < Tyu, Yu € V,Yow € E[NT(u)],
Ty < T, Yu € V, Vv isolado em NT(u) }.

Primeiramente, observe que a matriz associada as restrigoes lineares que definem (2
apresenta uma estrutura bloco-angular. De fato, para cada u € V fixo, o grupo de

restricoes
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Ty + Tuw < Tuw,Yow € E[NT (u)], (4.2a)

T < Ty Vo isolado em N (u) (4.2b)

envolve apenas as variaveis x,,, para v € N+t [u]. Denotando tais variaveis por z,. e
definindo
Q, = {z, € BN . 2, satisfaz (4.2)},

temos que {2 é o produto cartesiano dos conjuntos €2, para u € V, ou seja,

Q=1] .

ueV

Note ainda que x, € €1, se, e somente se, x, corresponde ao vetor caracteristico de um
conjunto independente em G[N*[u]] contendo u ou x, = 0 (o vetor caracteristico de um
“conjunto independente” vazio). Consequentemente, dados © € Q, u € V e v € N*t[u],

temos que

Tuw= Y. Asah, Y Xs=1 AseBVSeSTw)U{l}, (43)
SeS+(u)u{h} SeS+(u)u{d}

onde ST (u) representa o conjunto de conjuntos independentes de G contendo u e vertices

em N7t (u), e 2 é o vetor caracteristico do conjunto independente S € S*(u)U{0}. Uma

vez que ST(u) # 0 e 2° =0, as expressdes em (4.3) podem ser simplificadas como
Tw= Y As, Y as<, \s € B, VS € S*(u). (4.4)
SeSt (u)wes SeST(u)
Particularmente para u = v, a expressao de z,, torna-se
Tuu= Y As. (4.5)
SeSt(u)

Convém observar que, a rigor, deveriamos indexar as variaveis A\g em (4.3)-(4.5) também
com respeito ao vértice u a que se referem. Entretanto, como S*(u) N S™(u') = 0, para
u # o/, tal diferenciacao é desnecessaria.

A partir da observagao anterior, vemos que uma decomposi¢ao da formulacao (4.1),

segundo Dantzig-Wolfe, gera o seguinte problema mestre
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(MRC)min Y Y~ Ag (4.6a)

ueV SeS+(u)

s.a: Ag > 1, YveV, 4.6b
> (4.6b)

uEN—[v] SeST (u)weS

Z Ag < 1, Yu eV, (4.6¢)
SeSt(u)
s € B, Vu € V,VS € St (u), (4.6d)

e o seguinte problema escravo, para cada u € V,

d(u) = min ¢ — Z Toluw — Vy +1: 2y € Qu, Tuw =13, (4.7)
vENT[u]

onde T, e 1, sdo os valores duais associados, respectivamente, as restrigoes (4.6b)-(4.6¢)
do subproblema restrito corrente. Vale destacar que a fixa¢ao ,, = 1 em (4.7) decorre do
fato de termos eliminado a variavel )y associada a u, restando, por conseguinte, apenas
as variavés indexadas por conjuntos independentes contendo wu.
Desta forma, para cada u € V, o menor custo reduzido de uma variavel \g, com
S € 8t (u), é dado por
o(u)=1—-7, — 1, — ' (u),

onde
§'(u) =max Z ToTuy (4.8a)
vENT(u)
s.20 Ty + Tuw <1, Yow € E[NT(u)], (4.8b)
Ty € B, Vv € Nt (u). (4.8¢)

Usando o fato que 7, > 0, para todo v € V, podemos concluir que o problema acima
sempre possui solugdo que caracteriza um conjunto independente maximal em G[N T (u)].

Sendo assim, podemos restringir as colunas da formulagao (4.6), redefinindo o conjunto

S*(u) como
ST(u)={Se€S:ueSc N, Sémaximal em G[NT[u]]}.

Com isso, as variaveis de (4.6) estao indexadas pelo conjunto

+ _ U S+(u)

ueV
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Adicionalmente, a formulagao (4.6) pode ser resescrita como

(MRC)min )~ Ag (4.9a)
SeS+
s.a Z As >1, YveV, (4.9Db)
SeStwes
Y As<1, VueV, (4.9¢)
SeS+(u)
s € B, VS e ST, (4.9d)

Note que as fungoes objetivo (4.6a) e (4.9a) sdo equivalentes uma vez que ST (u)NST(v') =
(), para u # u'. Uma equivaléncia ocorre também entre as restrigoes (4.6b) e (4.9b) devido
a igualdade entre os conjuntos {S € S : v € Se S € S*(u) para algum u € N~[v]} e
{S € 8T :v e S} De fato, o primeiro conjunto esté claramente contindo no segundo e,
dado S € St tal que v € S, conclui-se que S € ST (u) com u sendo o menor vértice em S.

No que se segue, vamos analisar semelhangas e diferengas entre o problema mestre

(4.9) e a formulagdo por conjuntos independentes maximais,

(CIM)min ) ~Ag (4.10a)
SeS
s.a: Y o As=1, WweV, (4.10D)
SeS:wes
s € B, vSeS (4.10c)

bem com entre o conjunto de subproblemas escravos (4.8) e o problema do conjunto

independente maximo ponderado

d" =max Z ToZy (4.11a)
veV

sa: 2z, +2, <1, YowekFE, (4.11b)

2y € BB, Yv e V. (4.11c¢)

Lembramos que o custo reduzido da coluna gerada pela solugao de (4.11) é
§=1-17".

A primeira constatagao é que (4.9) possui mais colunas que (4.10), como estabelece o

seguinte resultado.
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Proposigao 6. S C S*.

Prova: Seja S € S e considere o menor vértice u em S. Entdo, S € St (u) C ST. O

Além disso, é possivel que toda solugdo 6tima de (4.9) tenha uma varidvel nao-nula
em ST\ S. De fato, no grafo da figura 4.1, todo conjunto independente maximal contém
exatamente um vértice u de {1,2,3} e pertence a S*(u). Como sdo necesséarias quatro
cores para colorir o grafo, em qualquer solugao 6tima de (4.10), um vértice u ira representar
pelo menos dois conjuntos em S*(u). Logo, uma das restrigoes (4.9¢) nao é satisfeita.

Consequentemente, qualquer solugao 6tima de (4.9) usara um conjunto de ST\ S.

Figura 4.1: Exemplo que mostra a diferenca entre as formulagoes CIM e MRC

Mesmo para o grafo da figura 4.1, entretanto, tal situagdo pode nao acontecer se
outra ordenacgao dos vértices fosse considerada, por exemplo, se os vértices em {4, 5,6, 7}
recebessem os menores rotulos. Nesse caso, ambas as formulagoes compartilhariam uma
solucao 6tima.

Mostramos a seguir que, para uma dada ordenacao dos vértices, sao exatamente as
restrigoes (4.9¢) que podem levar ao caso em que seja vazia a interse¢ao entre os conjuntos
de coloragoes 6timas apontados pelas duas formulagoes. Observe por outro lado que a

exclus@o das restri¢oes (4.9c) nao altera o valor 6timo de (4.9).

Proposicao 7. Na auséncia das restrigoes (4.9c), toda solugao dtima de (4.10) € solugdo

dtima de (4.9).
Prova: Mesmo na auséncia de (4.9¢), o valor 6timo de (4.9) ¢ igual aquele da formulagao
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(4.10). Além disso, pela Proposigao 6, toda solugao 6tima de (4.10) pode ser estendida a
uma solugao viavel de (4.9b) e (4.9d), fazendo A\g = 0, para todo S € ST\ S. Logo, o
resultado segue. a

Com respeito aos problemas que geram as colunas das duas formulagoes, podemos fazer
as seguintes observagoes. Como ilustra o exemplo da figura 4.1, existem casos em que os
conjuntos das colunas geradas precisam ser necessariamente diferentes, implicando dizer
que o conjunto de subproblemas (4.8) e o problema do conjunto independente méximo
ponderado (4.11) nao sdo equivalentes. Entretanto, a seguinte equivaléncia ocorre quando

as restrigoes (4.9c) sao desconsideradas.

Proposigao 8. Na auséncia das restri¢oes (4.9¢) e considerando o mesmo vetor de valores

duais 7, € vdlido que:
(1) & =min{d(u) :u eV}

(i) Todo conjunto independente S* € S que € solu¢ao do problema (4.11) é também

solugao do problema (4.8), para algum u* € argmin{d(u) : u € V}.

Prova: Como v = 0, pois as restrigoes (4.9¢) foram excluidas, o custo de uma coluna
indexada por S € § é o mesmo nas duas formulagoes. Adicionalmente, sendo @ > 0, o
custo de uma coluna indexada por S € ST\S é sempre dominado por aquele de uma coluna
em S. Isto mostra a primeira parte. Adicionalmente, se o conjunto independente S* define
uma solugao o6tima de (4.11), entdo o menor vértice u* de S* pertence a argmin{d(u) :
u € V'}. Assim, mostra-se a segunda parte. O

As Proposigoes 7 e 8 mostram que, se as restri¢oes (4.9¢) sdo desconsideradas, os pro-
cessos de geracao de colunas determinados pela formulagao por conjuntos independentes
maximais e pela decomposi¢ao de Dantzig-Wolfe da formulagao por representantes de cor
sdo equivalentes. Isto implica afirmar que as variaveis indexadas por ST\ S poderiam ser
fixadas em zero, ou seja, eliminadas do modelo.

Neste ponto, gostariamos de reforcar que uma possivel diferenca entre as formulagoes
(4.9) e (4.10) seria decorrente das restrigdes (4.9c) e da ordenagao dada aos vértices.
Entretanto, nao é claro que essa diferenca possa se refletir na qualidade do limite infe-
rior gerado pelas relaxacoes lineares das duas formulagoes. Sendo assim, optamos por
aprofundar o estudo com a formulagao (4.10), para a qual podemos encontrar alguns re-

sultados com respeito a estrutura do politopo associado. Além disso, os resultados dos
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experimentos irao independer de uma ordenagao escolhida a priori.

4.2 Desigualdades Validas para CIM

Em [5], Campélo, Corréa e Frota apresentam duas classes de facetas para a formulagao
por representantes de cor. Ambas sao definidas por subestruturas do grafo, que incluem
cliques, buracos e anti-buracos. A primeira classe considera o tamanho de um maior
conjunto independente da estrutura (subgrafo), enquanto a segunda observa o seu nimero
croméatico. Adaptagoes dessas classes de facetas para a versao assimétrica da formulacao
foram em seguida apresentadas por Campélo, Campos e Corréa [4].

Nesta secao, utilizamos a segunda classe de facetas e a transformacao (4.4) para
derivarmos desigualdades validas para a formulacao por conjuntos independentes. Em
seguida, estabelecemos condi¢oes sob as quais elas também sao definidoras de facetas.
Destacamos que desenvolvimento similar aplicado & primeira classe de facetas conduz
apenas a desigualdades redundantes para a formulagao (CIM) e, por isso, ndo seré aqui
apresentado.

Por simplicidade, vamos usar como base as desigualdades validas expressas para formu-
lagao original (VR). Adiantamos que os mesmos resultados seriam obtidos com as versoes
correspondentes para a formulacao assimétrica. Tais desigualdades sao caracterizadas em

[5] como seguir.

Teorema 6. Se H CV, H # (), entao

veH veH yeN(v)\H

¢ uma desigualdade vdlida para o politopo associado a (VR). Adicionalmente, ela define

uma faceta se GIH) é x(G[H])-critico e G[H| € conezo.

Conforme observado Campélo, Correa e Frota [5], se H C V' induz um buraco ou anti-
buraco de G, entao a desiguldade (4.12) correspondente define uma faceta. O mesmo nao
ocorre, entretanto, se G[H| é uma clique, outra estrutura y-critica fortemente ligada ao
problema de coloracio, tendo em vista que G[H] é desconexo. Por outro lado, mostramos
a seguir que cliques também podem ser usadas em conjunto com o Teorema 6 de uma

maneira indireta. Na verdade, estabelecemos no Corolario 3 uma forma para encontrar
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outras estruturas do grafo que também induzam facetas, usando como base subgrafos
criticos nao necessariamente conexos. Conforme veremos no capitulo 6, o uso dessas

facetas mostrou-se bastante eficiente em varias instancias.

Corolario 3. Seja H CV, H # (). Se existe H C H tal que G[H'] é x(G[H'])-critico e
G[H] € obtido a partir de G[H'] por uma seqiiéncia (nao vazia) de operagoes de Mycielski,
entdo a desigualdade (4.12) define uma faceta do politopo associado a (VR).

Prova: Pela Proposigao (3), concluimos que G[H| é x(G[H])-critico, posto que G[H'] é
x(G[H"])-critico. Segundo o Teorema 6, resta mostrar que G[H] é conexo. Na verdade,
é suficiente mostrar que, para qualquer grafo F' = (U, A), o complemento de M(F) =
(UUW U{z}, A’) & um grafo conexo. Primeiro observe que, em M (F), W define uma
clique, todo vértice em W se liga a algum vértice em U e que todo vértice em U esta
conectado a z. Entao, tome dois vértices u,w de M(F') e considere dois casos. No
primeiro, assuma que u € W. Assim, sempre existe caminho ligando v a w em W:
diretamente, se w € W; usando um vértice de U, se w = z; ou usando um vértice de U e
z, se w € U. No segundo caso, assuma que u € U. Também agora existe caminho direto,

para w = z, ou usando z como intermediario, para w € U. Estes dois casos mostram que

M (F) é conexo. O
Agora, vamos adaptar a desigualdade (4.12) as formulagoes (MRC) e (CIM). Usando

(4.4)-(4.5), derivamos abaixo a desigualdade correspondente expressa em fungao de A.

H)<Y znt+ Y. Y.

veH veH yeN(v)\H
Y Y Y
ueH ueV\H veN (u)NH
P IIPIIECE D DD DI DR
ueH SeS+(u) uweV\H veN (u)NH SEST (u):weSs
Y Y Y Y Yo
ueH SeS+(u) ueV\H SeS+(u) veSNH
=53 s+ ) Z 1SN H|\s
ueH SeS+(u) ueV\H SeS+(u

Essa desigualdade nao define faceta do politopo associado a (MRC). De fato, reduzindo

os coeficientes |S N H| para 1, obtemos a desigualdade dominante

> As=x(GH)), (4.13)

u€V SeS+ (u):SNH#)

39



que é também valida, conforme demonstra a proposigao abaixo. Observe que as expressoes

(4.13) e (4.14) sdo iguais.

Proposigao 9. Se H CV, H # (), entao a desigualdade
> As=x(G[H) (4.14)
SES+:SNHAD

¢ vdlida para o politopo associado a (MRC).

Prova: Em toda coloragao de G, pelo menos x(G[H]) cores sdo necessarias para colorir
G[H]. Logo, pelo menos x(G[H]) conjuntos independentes de ST que interceptam H
devem ser escolhidos. a

Com respeito a formulagdo por conjuntos independentes maximais (CIM), dada a
relagdo com (MRC), chegamos diretamente ao resultado abaixo. No que se segue, vamos

denotar por P(S) o politopo associado a (CIM), isto é,
P(S) = conv{\ € B'S! : X satisfaz (4.10b)}.

Proposigao 10. Se H CV, H # (), entao a desigualdade

S s > X(G[H)). (4.15)
SeSy
onde
Sy=1{S€S8:SNnH+#0}, (4.16)

¢ vdlida para o politopo P(S).

Na proposicao acima, vale a pena destacar os casos extremos para a escolha de H,
quais sejam, um tnico vértice ou todos eles. Se H = {v}, a desigualdade (4.15) torna-se
a restrigao (4.10b). No outro extremo, H = V, o primeiro termo de (4.15) é a fungao
objetivo, que soma todas as varidveis do modelo.

Para estabelecermos condigbes sob as quais a desigualdade (4.15) define faceta para
P(S), vamos nos basear em alguns resultados conhecidos sobre a estrutura facial do

politopo associado ao problema de cobertura por conjuntos, definido por
Po(A) = conv{x € B : Ax > 1},

onde A € IBP*? ¢ uma matriz com linhas indexadas por I = {1,2,...,p} e colunas index-

adas por J = {1,2,...,q}. Observe que P(S) é um politopo de cobertura de conjuntos,
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onde
I=V, J=8 e A=lay] e B9 coma,s=1se, esomentese, ves. (4.17)

Preliminarmente, vamos apresentar algumas defini¢oes associadas a Po(A), introduzi-
das por Cornugéjols e Sassano [12]| e Sassano [33]. O grafo de incidéncia de A é o grafo
bipartite B = (1, J, E), tal que (7, j) € E se, e somente se, a;; = 1. Considere um conjunto
I’ C I. Um conjunto J' C J é uma cobertura de I’ se todo vértice ¢ € I’ é adjacente a pelo
menos um vértice em J'. A cardinalidade da menor cobertura de I’ é denotada por (I’).
Observe que existe uma correspondéncia biunivoca entre os pontos de {x € B?: Ax > 1} e
as coberturas de /. O valor 5(I) é chamado o nimero de cobertura de A. Adicionalmente,
¢ definido o grafo G* = (J, E*), onde E* = {(j,k) : B(I \ (Ng(j) N Np(k))) = B(I) — 1}.
Note que 5(1'\ (Np(j) N Np(k))) € {8(I) — 1, 5(1)}, pois Np(j) N Np(k) C N5(j) [33].

O politopo Pc(A) é nao-vazio se, e somente se, |[Ng(i)| > 1 para todo i € I. Além

disso, Sassano [33] apresenta os seguintes resultados.

Proposicao 11. O politopo Pc(A) tem dimensao cheia se, e somente se, |Np(i)| > 2

para todo i € 1.

Proposicao 12. Assuma que Po(A) tem dimensao cheia. Entao as sequintes afirmativas

sao verdadeiras:
(i) Para cada j € J, x; <1 define uma faceta de Po(A);

(it) Para cadaj € J, x; > 0 define uma faceta de Po(A) se, e somente se, |Ng(i)\{j}| >
2, para todo 1 € I;
(iii) A desigualdade
> ay > B(I) (4.18)

jed

define uma faceta de Po(A) se G* € conexo.

Dado J' C J, J # J', vamos definir
I(Jy={i€l:a;=0Yj€J\J}={iel:Np(i)CJ}

e denotar por A(J') a submatriz de A com colunas indexadas por J’ e linhas indexadas
por I(J"). Note que A(J’) define um problema de cobertura e que seu nimero de coberura

é B(I(J")). Cornuéjols e Sassano [12] obtém a seguinte propriedade.
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Proposigao 13. Seja J' C J, J # J', e assuma que

> ;> pUT) (4.19)

jeJ
define uma faceta de Po(A(J'")) e Po(A) tem dimensao cheia. Entao (4.19) define uma
faceta de Po(A) se, e somente se, B(1(J'U{j})) = B(I(J")) para todo j € J\ J .

Usando (4.17), podemos particularizar a exposi¢ao acima para o politopo P(S). Para
este politopo, temos que

B=(V,5{(v,S):ve 8.

Assim, para v € V, Ng(v) é o conjunto de conjuntos independentes maximais de G que
contém v, ou seja,

Np(v) =Sy ={5€S:ve S}, VweV.

Por outro lado,

Ng(S) =8, VS € S.

O valor §(H), para H C V, é o menor numero de conjuntos independentes de G' que

cobrem H, o que resulta em

Adicionalmente,
G" = (SA(8,5) : x(GIV\(SNS)]) =x(G) - 1}). (4.20)
Em nosso contexto, é conveniente reescrevermos as proposicoes 12 e 13 como segue:

Proposigao 14. Seja H CV, H # () e assumindo que

> Assesy = X(GIV(Sn))) (4.21)

define faceta de P(Sy). Entao (4.21) define faceta de P(S) se, e somente se, x(G[V (SgU
{SH]) = x(G[V(Sy)]), para todo S € S\Sy.

Proposigao 15. Seja H CV, H # (). A desigualdade

ZCLS}‘SSGSH > ap (422)

¢ vdlida para P(S) se, e somente se, € vdlida para P(Sy
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Além disso, os seguintes resultados auxiliares sao tteis.
Proposigao 16. Dado H CV, H # (), as sequintes assertivas sao verdadeiras.
(i) HCV(Sy) =V\Uses, S
(ii) Su = Sv(sy)
(111) Para todo S € 8§y, V(S U{S}) CV(Sy)uUsS
Prova:

(i) Sejav € H. Entao, para todo S C Sgy, SNH 2 {v}. Logo, Sppy €Sy ={S€S:
SNH #0}. E vdlido que v € V(Sy). Assim, mostramos a inclusio H C V(Sy).

Ja a igualdade decorre das sequintes equivaléncias. Para todo v € V:
veEV(SH) & Sy CSae (SeS,veS=>5€Sy) = (SeS\Su=v¢f) &
vé USGS\SH S.

(ii) De (i) seque diretamente que Sy C Sy(s,. Por outro lado, seja S € Sy (g,y. Tome
veSNV(Sy) # (. Entao, S € S{U} C Sy.

(iii) Sejam S € S\Sy ev € V(SgU{S}). Sev & S, entio Sgy € Sy U{S} resulta em
Sty € Su, ou seja, v € V(Sy). Logo, v e SUV(Sy).

O

O grafo da figura 4.3 mostra que inclusoes estritas podem ocorrer nos itens (i) e (i)
da Proposi¢ao 16. Primeiro, considerando H = {1,2,3,4,5,6, 7} temos que todo conjunto
independente de G intercepta H, ou seja, Sy = S. Por conseguinte, H # V(Sg) = V.
Agora, tomando H = {4,6,8,9} passamos a ter S\Sy = {51, 52}, onde S; = {1,3,5} e
Sy = {2,5,7}. Neste caso, V(Sy) = H, V(SgUS)) =V\Sy # HUS; =V (Sy)US] e,
simultaneamente, V(Sy U Sy) # V(Ss) U Ss.

A partir da Proposigao 11 podemos determinar a dimensao de P(S).
Corolario 4. P(S) tem dimensdo cheia.

Prova: Seja v € V. Devemos mostrar que |[Ng(v)| > 2, ou seja, que v pertence a pelo
menos dois conjuntos independentes maximais de G. Suponha que v participa de um

tnico S € §. Logo, Ng(v) = V' \ S. Se S = {v}, entdo v é um vértice universal. Do
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contrario, u € S\ {v} é dominado por v. Como ambos os casos s@o impossiveis pelas
hipoteses H1 e H2, concluimos que |Ng(v)| > 2. O

Ja a Proposicao 12 estabelece em que casos as desigualdades triviais definem facetas.

Corolario 5. ¢ S € §. A desigualdade A\s < 1 define faceta de P(S), acontecendo o
mesmo para \s > 0 se, e somente se, para todo v € V', existem pelo menos dois conjuntos

independentes em S\ {S} contendo v.

Com respeito as desigualdades (4.15), considere primeiro o caso em que elas se reduzem
as restri¢des (4.9b). Para este caso, Hansen, Labbé e Schindl [20] usam a Proposi¢ao 13
para mostram que (4.9b) definem facetas se v nao é dominado. Em nosso contexto,

considerando as hipoteses H1 e H2, enunciamos o resultado como a seguir.
Proposigao 17. Para H = {v}, v € V, a desigualdade (4.15) define uma faceta de P(S).

Também para o outro caso extremo, mencionado anteriormente, em que H compreende
todos os vértices, Hansen, Labbé e Schindl [20] obtém a propriedade abaixo a partir da

Proposigao 12(iii).

Proposigao 18. Assuma que G € x(G)-critico. Entao a desigualdade (4.15) para H =V

define uma faceta de P(S) se, e somente se, G é conero.

Na verdade, o resultado da Proposi¢ao 18 pode ser ligeiramente estendido, usando
argumentacao bastante similar aquela usada por Hansen, Labbé e Schindl [20] em sua

demonstragao, conforme a seguir.

Proposigao 19. Seja H C V, H # (). Se G[H] é um subgrafo x(G[V (Sw)])-critico, entao
a desigualdade (4.15) define uma faceta de P(Sy). Se G[H| € desconero, entdo (4.15)
nao define faceta de P(Sy) nem de P(S).

Prova:

e Agora, assuma que G[H] nio é conexo. Entdo, seja H' C H tal que G[H'] ndo se
conecta a G[H \ H'] ou, equivalentemente, tal que todos os vértices de G[H'] se
ligam a todos os vértices de G[H \ H']. Entao, x(G[H']) + x(G[H \ H']) e podemos

particionar Sy em dois subconjuntos disjuntos Sg e Sg\gr. Assim, (4.15) resulta
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da soma das desigualdades

Z >\S Z X(G[Hl])7
SESH/

Z As > x(G[H\ H).
SGSH\H’

E como estas desigualddes sao validas para P(Sy), pelas Preposi¢oes 10 e 15, con-
cluimos que (4.15) nao define faceta para P(Sy). A mesma conclusdo extende-se a

P(S)., pela preposigao 15.

e Assuma que G[H] é x(G[V (Sy)])-critico e G[H] é conexo. Usando o Corolario 4,
conclui-se que P(Sy) tem dimensao cheia. Entéo considerando que x(G[V (Sg)]) =
X(G[H]) e usando a Proposigao 12(iii) resta mostrar que G*[Sg] ¢ conexo. Observe

que E(G*) ¢ igual a
E*={(S,5") € Sy x Sy :SNS" #0}.

Por um lado, a inclusdo E(G*) C E* decorre da defini¢ao de E(G*) em (4.20); por
outro, sendo G[H] critico, temos que x(G[H \ (SN S")]) = x(G[H]) — 1 quando
(S,5") € E*, o que mostra a inclusao inversa. Ja a conexidade de G* é garantida
pela hipétese de que G[H] é conexo. De fato, sob esta hipétese, podemos dizer que,
entre cada par de vértices v e w de G, existe uma seqiiéncia de cliques maximais
Ky, Ks,...,K, em G tais que K; N K; 11 # 0, para todo i = 1,2,...,k — 1. Isto
equivale afirmar que existe em G uma seqiiéncia de conjuntos independentes maxi-
mais com a mesma propriedade. Tal fato e a expressao de £* mostram a conexidade

de G*. Concluimos assim que (4.15) define uma faceta para P(Sg).

O

Corolério 6. Seja H C V. Se G[H] ¢é x(G)-critico e G[H] é conexo, entio, (4.15)
define faceta de P(S). Prova: Como conseqiiéncia da Preposicaio 16(i), x(G[H]) =
X(G[V(Sw)]) = x(G). As hidteses assequram, através da Preposicao 19 que (4.15) define
faceta para P(Sg). Entao, como x(G) = x(G[V(Sk)]) < x(G[V(Sg U{S})]) < x(G),
para todo S € S\Sy, a Proposicao 14 garante o resultado desejado. a

O Corolario 6 mostra que subgrafos criticos maximos de G definem facetas de P(S)

através de (4.15). Assim, seria um passo natural a investigacao dessas desigualdades para
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subgrafos criticos quaisquer ou mesmo subgrafos criticos maximais, quer dizer, aqueles que
nao estao propriamente contidos em outros subgrafos criticos. Os exemplos das figuras 4.2
e 4.3 mostram que as desigualdades (4.15) relativas a esse tipo de subgrafos podem nao

definir facetas.

Figura 4.2: Exemplo de subgrafo critico nao-maximal que nao induz faceta.

No caso grafo G da figura 4.2 é k-critico com G conexo. Logo, pela Proposicao 18,
Y sesAs = x(G) = 4 define uma faceta de P(S). Por outro lado, considerando H =
{6,7,8,9,10}, temos que G[H] é um buraco, ou seja, um subgrafo critico, x(G[H]) = 3
eSSy =8\S5,onde S =1{1,2,3,4,5}. Entao, a desiguladade anterior somada a Ag > 1
resulta na desigualdade (4.15) definida por H, mostrando que esta ultima nao define
faceta. Destacamos que G[H]| é subgrafo critico ndo-maximal de G.

Ja o grafo G apresentado figura 4.3, embora tenha o complemento conexo, nao é k-
critico. Entretanto, para H = {1,2,3,4,5,6,7} e K = {1,2,8,9}, o buraco G[H] e a clique
G[K] sao subgrafos 3-critico e 4-critico maximais, respectivamente. Pela Proposigao 19 e
observando que x(G) = 4, concluimos que a desigualdade (4.15) relativa a K nao define
faceta de P(S), uma vez que G[K] é desconexo. Adionalmente, posto que Sy = S e
X(G[H]) = x(G) — 1, a desigualdade (4.15) associada a H nao define faceta de P(S) pois

é claramente dominada por (4.15) referente a V.
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Figura 4.3: Exemplo de subgrafo critico maximal que nao induz faceta.
4.3 Calculo do Limite Inferior

Para calcularmos um limite inferior x(G) para o ntimero cromatico de G vamos usar a
relaxagao linear da formulagao (CIM) acrescida de desigualdades do tipo (4.15). Precisa-

mente, vamos considerar uma colecao H de subconjuntos de V' e determinar:

X(G) =min Y Ag (4.23a)
Ses
s.a: Z As > x(G[H]), VH €H, (4.23b)
SeSy
Ag >0, VS e S. (4.23c)

Sobre a composi¢ao do conjunto H cabem alguns esclarecimentos. Primeiro, ele in-
cluird cada conjunto {v}, para v € V, de modo que as restrigoes (4.9b), que definem
facetas, segundo a Proposigao 17, estejam todas presentes em (4.26). Segundo, H com-
preendera subconjuntos de vértices induzindo buracos e anti-buracos de G. Além disso,
outros subgrafos criticos de G serao pesquisados, considerando repetidas operagoes de
Myecielski a partir de buracos, anti-buracos e cliques de G, e seus conjuntos de vértices
também comporao elementos de H. Essas estruturas, como vimos na se¢ao 4.2, podem
também definir facetas de P(S). Algoritmos para encontrar tais estruturas serao apre-
sentados no proximo capitulo.

Como todas as desigualdades incluidas em (4.23b) sao validas para P(S), claramente
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o valor 6timo da formulagao (4.23) fornece um limite inferior para o ntmero cromatico,

conforme estabalece a seguinte proposicao.
Proposigao 20. x(G) > [x(G)].

Uma vez que a formulagao (4.23) inclui todas as restrigoes (4.9b) e adicionalmente con-
sidera restrigdes sobre o ntimero cromaético de subestruturas de G, podemos dizer que x(G)
combina os limites inferiores associados ao ntmero cromatico fracionario (Corolério 2) e
ao numero minimo de cores necessérias para colorir subgrafos de G (Proposigao 2), con-

ferindo, assim, a seguinte qualidade ao novo limite inferior obtido.

Proposigao 21. x(G) > max{xr(G), maxycy x(G[H])}.

Para resolver (4.23) usaremos uma estratégia de geracao simultanea de colunas e lin-
has (ver secao 3.3). Os cortes serdo gerados pesquisando estruturas compreendidas pelo
conjunto H (detalhes serdo apresentados na se¢ao 5.2). Agora, concentremos a atengao
no processo de geragao colunas.

Consideremos um subconjunto &’ C S e o problema (4.23) restrito as colunas index-
adas por §’. Vamos denotar esse problema restrito por Rs/ e seu valor 6timo por x(G,S’).
Dado 7 > 0, o vetor de valores duais 6timos para Rs associado a (4.23b), o custo reduzido

de uma variavel \g, S € S, é

5(S) =1—7(8),

onde

m(S)= > wu (4.24)

H:SNH#)D

é peso do conjunto independente S com relagao a solugao dual 7. Assim, o menor custo
reduzido é

Ag/ =1- HS/ < O, (425)

onde Ilss é 0 peso do conjunto independente S* que é solucao do seguinte problema de

conjunto independente ponderado méximo:
g = 7(S*) = max{m(S) : S € S}. (4.26)

A nova coluna a ser gerada é definida por S*, que sera, portanto, incluido em S’. A

determinacao de S§*, como mostraremos no capitulo 5, pode ser feita através de uma
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adaptagao do algoritmo usado para resolver o problema original de conjunto independente
méaximo ponderado (4.11).

Como a determinagao de x(G) é computacionalmente dispendiosa, dada a dificuldade
de solugao de (4.26), estudamos a seguir formas de abreviar o término do processo de
geragao de colunas. Especificamente, desejamos encontrar limites inferiores para y(G)

antes de encontrar a solugao exata de (4.23), usando os seguintes resultados.

Proposigao 22. Seja §' € S. Se x(G) < U entao x(G) > x(G,5") +U x As. Em
partcular, (1+ As)x(G,S") < x(G) < x(G,S5").

Prova: Seja 8’ C S. Denotemos por RRs o problema obtido de Rs com a inclusao da
restricdo redundante ) s s As < U. Uma vez que x(G) < U, Rs e RRs tém o mesmo

valor 6timo x(G). Consideremos também o dual de RRs, cujas restri¢oes sao
Z Tm+r<1,¥SeS wn>0 v<O.
H:SNH#D

Por (4.24)-(4.26), temos que o vetor m > 0, solu¢ao 6tima do dual de Rg, juntamente
com v = Ag satisfazem as restrigoes acima, definindo, entao, uma solucao dual viavel
para RRs. Considerando o valor dessa solugao dual e usando os teoremas de dualidade

linear, segue-se que
X(G) =Y my+UxAg =x(G,8)+UxAg.
H

Em particular, podemos tomar U = x(G,S’), pois Rs ¢ um problema restrito de Rs.

Assim, obtemos a segunda parte. O

Corolario 7. Seja 8" € S. Se x(G) < U entao [x(G)] > [x(G,5") +U * As/]. Em
partealar, [(1+ Ag)x(G, 8] < [X(G)] < [x(G. 9.

Assim, a partir da Proposicao 20 e do Coroléario 7, podemos obter um limite inferior

para o nimero cromético a cada iteragao do processo de geragao de colunas.
Proposicao 23. Para todo 8" C S, x(G) > [(1 + As)x(G,S")].

O Corolario 7 permite ainda a constatagao de que o limite [x(G)] foi obtido antes
mesmo de que a formulagao (4.23) tenho sido resolvida exatamente, possibilitando também

antecipar o processo de geragao de colunas.
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Proposicao 24. Seja &' C S e defina s = |x(G,5")]/x(G,S"). Se Ast > 750 — 1, ou
equivalentemente, Ilsr < 2 — 7s:, entdo [x(G)] = [x(G,S")].

Prova: Assuma que 1+ Ag > 7s. Entao, [(1 4+ Ags)x(G,5")] > (1 + As)x(G,S") >
[X(G,S8")]. Logo, [(14+ As)x(G,S")] > [x(G,S")] e a igualdade segue pelo Corolério 7.
O

Duas observagoes merecem ser feitas com respeito aos limites inferiores estabelecidos
na Proposicao 23. Primeiro, eles nao apresentam um comportamento monétono ao longo
do processo de geracao de colunas, quer dizer, o valor fornecido pela iteracao seguinte pode
ser maior ou menor que aquele gerado pela iteracao corrente. Sendo assim, é conveniente
manter o maior dos limites encontrados até o momento. Segundo, para a determinacao
de cada limite, faz-se necessario resolver exatamente o problema (4.26). Como o método
de solugao de (4.26) é implementado através de um processo enumerativo computacional-
mente caro, opta-se normalmente por interromper tal processo quando for encontrado
um conjunto independente que forneca uma coluna com custo reduzido “suficientemente”
pequeno [29].

Nesse contexto, poderiamos ainda manter o processo enumerativo enquanto houver
a possibilidade de um melhor limite inferior ser encontrado através da Proposicao 23.
Um critério de parada com esse proposito ¢ apresentado pela proposicao seguir, cuja

demonstragao é trivial.

Proposicao 25. Sejam §' C S e L > IN o melhor limite inferior conhecido para x(G).
Se Asr < L/x(G,S') — 1, ou equivalentemente, s > 2 — L/x(G,5"), entao [(1 +
AS’)X<G’ S/)—I S L.
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Capitulo 5

Algoritmos

5.1 Algoritmos Preliminares

A fim de resolver o problema de coloragao de vértices, fazemos, primeiramente, um pré-
processamento no grafo para obter algumas informagoes que nos guiarao nos processos
seguintes, de indentificagao de subgrafos criticos e de geracao de colunas. Os algoritmos
preliminares sao realizados na seguinte ordem: de inicio, encontramos uma clique maximal
qualquer, o que nos da o primeiro limite inferior para o problema. A seguir fazemos um
pré-processamento do grafo, retirando vértices trivialmente coloriveis. Entao encontramos
uma nova clique maximal no grafo reduzido e uma coloragao viavel para esse grafo usando
o algoritmo tabu search- Entdo, encontramos todas as cliques maximais de tamanho igual
aquele encontrado pela clique maximal inicial, para que possamos identificar, em seguida,

operacoes de Mycielski sobre essas cliques.

5.1.1 Algoritmo para Clique Maximal

Em nossa implementagao, precisamos inicialmente que algumas cliques maximais seja en-
contradas para que possamos encontrar estruturas de Mycielski a partir delas, ou seja,
dada uma clique K C G, procuramos M (K) C G, conforme visto no Capitulo 2. Quanto
maior a clique, melhor, pois esta fornecera, caso seja encontrado uma estrutura de Myciel-
ski, um limite inferior inicial ainda melhor para o problema. Este limite inferior também
seré usado no pré-precessamento do grafo. Inicialmente encontramos uma clique maximal

qualquer, utilizando uma heuristica simples para clique maximal. Essa heuristica consiste
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em, inicialmente, ordenar os vértices segundo seu grau. Entao inclui-se na clique maximal
K o primeiro vértice v da ordem e remove-se da ordem os vértices nao adjacentes a esse
vértice, incluindo o proprio v. Repete-se o processo até que nao haja mais vértices na

ordem. A sinopse deste algoritmo esta descrita nos algoritmos 1 e 2.

Algoritmo 1 CliqgueMazimal(G)
Entrada: Grafo G = (V, E)

Saida: Clique maximal K
L K—10
2: S — V(G)
3: Ordenar S pelo grau dos vértices.

4: Retorna Clique Maximal Recursiva(G, K, S)

Algoritmo 2 CliqueMazximal Recurusiva(G, K, S)
Entrada: Grafo GG, Clique K, Conjunto ordenado S

Saida: Clique maximal K com respeito ao subgrafo G[9]
1: v« S[1]
2: S — SNN(v)
3 K — KU{v}
4: se S # () entao
5. Retorna CliqueMaximal Recursiva(G, K, S)
6: senao
7. Retorna K

8. fim se

5.1.2 Algoritmo para todas as cliques maximais de tamanho fixo

A partir da clique determinada nos Algoritmo 1 e 2, o nosso objetivo agora é encontrar
um conjunto de subgrafos que podem gerar um limite inferior para o problema. Para isso,
iremos procurar cliques maximais com tamanho igual ao tamanho dessa clique. A partir
dessas cliques maximais, procuraremos um subgrafo de Mycielski que contém cada uma
delas.

Utilizaremos o algoritmo descrito por Byskov [3] para conjuntos independentes maxi-

mais de tamanho fixo c. Como um conjunto independente é uma clique no grafo comple-
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mento, fizemos uma adaptagao desse algoritmo, encontrando assim cliques maximais do
grafo. Os algoritmos 3 e 4 trazem o pseudo-cdédigo da descricao abaixo.

Uma breve descrigao do algoritmo: iniciamos o algoritmo com os conjuntos K = V(G)
e um valor ¢ para o qual queremos encontrar as cliques maximais . A cada passo checamos
se o conjunto K é uma clique de tamanho ¢. Caso seja, guardamos esta clique, caso nao
seja e |K| > ¢, fazemos duas chamadas recursivas do algoritmo: chamamos o algoritmo
incluindo um véritce v em K e portanto o restante do grafo a ser considerado é a vizinhanca

de v, assim fazendo G’ = K N N[v]; e ndo incluimos o vértice v e fazemos G' = K\{v}.

Algoritmo 3 AcharTodasCliquesMazimais(G, c)
Entrada: Grafo G = (V, E), Inteiro ¢

Saida: Conjunto de cliques maximais de tamanho ¢
1. K« V(G)
2: Ordenar K pelo grau dos vértices.

3: AcharTodasMaximaisRec(G, K, c, 1)

Algoritmo 4 AcharTodasMazximaisRec(G, K, c,1)

Entrada: Grafo G, Conjunto ordenado K, Inteiro ¢, Indice i

Saida: Cliques maximais em G[K] de tamanho ¢
1: se |K| = c entao
2:  checar(K)
3: senao
4:  se |K| > c entao
v — Kli]
6: AcharTodasMaximaisRec(G, K N N[v],¢,i+ 1)
7 AcharTodasMaximaisRec(G, K\{v},c,1)

o

8 fim se

9: fim se

Na préatica, para grafos densos, o nimero de cliques enumeradas por esse algoritmo

) )
pode ser bastante grande, por isso paramos o algoritmo quando encontramos um ntimero
fixo de cliques. Escolhemos, por experiéncia, parar quando encontramos m cliques, onde

m é o nimero de arestas do grafo.
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5.1.3 Algoritmo para pré-processamento

Podemos simplificar um grafo para o problema de coloracao antes de aplicarmos qualquer
método para a resolugao do mesmo. Isso é bastante tutil para reduzir o tamanho do prob-
lema e tornar métodos complexos aplicaveis na pratica com os problemas reduzidos. No
caso da coloracao de grafos, podemos identificar certos vértices que podem ser removidos
para simplificarmos o processamento. Eles se dividem em 3 categorias: vértices universais,
vértices dominados e vértices de grau baixo.

Um vértice universal é um vértice adjacente a qualquer outro vértice do grafo. Os
vértices universais do grafo podem ser removidos pois certamente vao precisar de uma
cor adicional exclusiva. Portanto, retiramos tais vértices e apos a resolucao do problema
restrito ao grafo menor, acrescentamos uma cor adicional para cada vértice universal
removido.

Um vértice dominado u é aquele cuja vizinhanga esta contida na vizinhanca de um
outro vértice v que nao é adjacente a ele. Dali, claramente, o vértice dominado u pode
receber, sem qualquer prejuizo, em qualquer solugao 6tima a cor do vértice v. Os vértices
dominados sao retirados do grafo e repostos apos a solugao do problema restrito ao grafo
sem os vértices retirados no pré-processamento sem aumentar o nimero cromético do
grafo original.

Por fim, dizemos que um vértice tem grau baixo quando o seu grau é menor que um
limite inferior conhecido para o problema. Observe que os vizinhos de tal vértice vao
receber no méximo um nimero de cores menor do que o limite inferior, o que faz sobrar
uma cor para o vértice de grau baixo. Observe que a retirada do vértice de grau baixo
nao compromete o limite inferior do problema. Portanto a cada retirada do vértice de
grau baixo permanecemos com o mesmo limite inferior para o problema.

Observe ainda que, ao retirarmos esses vértices, podemos tornar outros vértices, que a
principio nao se encaixavam em nenhuma dessas classes, em vértices universais, dominados
ou de grau baixo. Portanto o procedimento de retirada de vértices é repetido até que nao
haja mais qualquer vértice em uma das classes (universais, dominados ou de grau baixo).
Essas técnicas de pré-processamento foram apresentadas em [27].

O proximo passo é verificar se G é conexo. A retirada dos vértices pode ter desconec-
tado o grafo original. O problema agora é determinar o ntimero croméatico das compo-

/ . Ly . .
nentes conexas de GG . Lembre-se que o nimero cromético da maior das componentes é o
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Algoritmo 5 PreProcessamento(G,1)
Entrada: Grafo GG, Limite inferior [

Saida: Grafo processado G, Limite inferior [ para G’
1: Repita
2:  Remova vértices universais em G
3:  Remova vértices dominados em G
4:  Remova vértices de grau baixo em G
5:  Atualize o limite inferior [
6: Até que Nenhum vértice tenha sido removido nesta iteragao

7. Retorna GG

. L. ’
nimero cromético de G .

5.2 Algoritmos para Geracao de Cortes

Para a geracao de cortes, concentramos nossa atencao em cortes advindos de estruturas
como buracos e anti-buracos impares e construcoes a partir de buracos e anti-buracos
impares. Inicialmente, utilizamos uma heuristica para encontrar buracos impares e em
seguida fizemos uma extensao dessa heuristica para que pudéssemos encontrar subgrafos
gerados por operagoes de Mycielsky, conforme visto na segao 2.4.1 . A razao para a busca
de tais estruturas reside na idéia do teorema forte dos grafos perfeitos, ou seja, como as
restri¢coes de clique estao satisfeitas pela definicao da formulagao, entao nos deteremos a
tais estruturas.

Vejamos agora o algoritmo de geracao de buracos e anti-buracos. Hoffman e Padberg
[23] desenvolveram uma heuristica para identificagdo de buracos impares enquanto estu-
davam o problema de escalonamento de tripulacao em companhias aéreas. A heuristica
consiste no seguinte: inicialmente, construa um grafo de niveis enraizado em um dado
vértice v. Cada outro vértice u do grafo tem um nivel igual a distancia, em arestas, entre
u e v. Agora, tomemos cada aresta (u,w) onde os vértices u e w estdo no mesmo nivel.
Sabemos que u e w estao & mesma distancia k de v e que possuem uma areta entre eles.
Para verificar se o caminho de u até v mais o caminho de v até w mais a aresta (u,w)
é um buraco, temos que nos certificar que nao hé cordas entre os caminhos. Portanto

o proximo passo do algoritmo é remover os vizinhos dos vértices do caminho de u até v
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(removendo o proprio caminho) do grafo. Em seguida, procuramos um caminho entre v
e w no grafo restante, passando somente por vértices que estejam num nivel inferior ou
igual ao nivel original de w. Caso exista, podemos guardar esse buraco e partir para a
proxima aresta.

Observe que este método pode ser aplicado a cada vértice, mas que esse processo gera
muitos buracos redundantes, ou seja, encontramos o mesmo buraco possivelmente varias
vezes e portanto é preciso limpar a lista de buracos gerados no final do processo. Para

gerar anti-buracos, aplicamos o algoritmo ao grafo complementar G.

Algoritmo 6 EncontrarBuracos(G, nivel i, nivel ;)

Entrada: Grafo G = (V, E), Nivel mimino nivel,,;,, Nivel maximo nivel,q,

Saida: Cole¢ao & de buracos em G de tamanho entre 2(nivel,,;,) + 1 a 2(nivel e, + 1.
1: para todo v € V(G) faga
2:  CaminhoMinimo(G, v, distl, caminhol)

3:  para k = nivel,,;, .. nivel,,,, faga

4: para todo (w, z) € E(G) tal que w e z estao no nivel k faga
5: G' = G\{u: u € caminhol(w,v)}

6: G = G\{u: distlju] > k}

7: CaminhoMinimo(G v, dist2, caminho?)

8: se caminho2(z,v) # () entao

9: S «— S U Buraco(caminhol(w, v), caminho2(z,v), (w, z))
10: fim se

11: fim para

12: fim para
13: fim para

14: Retorna &

Para o nosso trabalho, fizemos ainda uma extensao desse algoritmo baseada na seguinte
observacao: um C5 é um grafo de Mycielsky que pode ser encontrado pela heuristica
anterior quando se procura arestas no segundo nivel. Ora, mas ao invés de uma aresta,
podemos procurar outras estruturas no segundo nivel. A principio, podemos procurar
qualquer subgrafo H. A mudanca ocorre no seguinte ponto: ao invés de acharmos um
caminho dos vértices até o n6 raiz z, precisamos encontrar um conjunto independente U

no nivel 1 de z que satisfaca a condigao seguinte:
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Para todo v € H, existe u € U tal que Ny (u) = Ng(v).

onde Ny (v) representa a vizinhanga do vértice v no subgrafo H.

Algoritmo 7 IdentificarMycielsky(G, H, z)
Entrada: Grafo GG, Subgrafo H a ser identificado, Raiz z

Saida: Grafo identificado U caso exista, ou () caso contrario
1: Construa o grafo de niveis de G com raiz em z
2: Sejam N; e Ny os niveis 1 e 2 desse grafo.
3: U« 10

4: se H C N, entao

5. para todo v € H faca

6: Encontrar u € Ny tal que Ny (u) = Ng(v) e Ny[u] =10
7: se existe u entao

8: U—UuU{u}

9: senao

10: Retorna ()

11: fim se

12:  fim para
13: fim se

14: Retorna U

Em nossa implementagao, utilizamos o algoritmo acima da seguinte forma: iniciamos
com uma base de cliques maximais, buracos e anti-buracos encontrados pelos métodos
anteriores. Aplicamos o método acima, buscando essas estruturas (possivelmente arestas)
no nivel 2 de algum vértice. Entao geramos um novo conjunto de estruturas que iré

retro-alimentar o algoritmo para procurarmos estruturas cada vez maiores.

5.3 Algoritmos para Geracao de Colunas

Conforme citado em [29], Mehrotra e Trick utilizam uma versao ponderada do algoritmo
de Pardalos e Carragham para encontrar o conjunto independente maximo ponderado
a cada iteracao da geracao de colunas. Esse algoritmo consiste no seguinte. Primeiro

¢ dada uma ordenacao aos vértices de acordo com o "peso'"de sua anti-vizinhanca. Em
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Algoritmo 8 EncontrarMycielsky(G, <)
Entrada: Grafo GG, Colegao de Subgrafos

Saida: Nova colecao de subgrafos & de G gerados por operacoes de Mycielski em
1: para todo v € V(G) faga
2: para todo H € & faga
3: U « Identificar Mycielski(G, H,v)

4: se U # () entao
5: GuardarSubgrafo(H,U,v)
6: fim se

7:  fim para
8: fim para

9: Retorna &'

Algoritmo 9 EncontrarMycielskylterativo(G, )
Entrada: Grafo G, Colecao de Subgrafos &

Saida: Nova colecao de subgrafos &' de G gerados por operacoes de Mycielski iterativas
1: Repita
2: «— Encontrar Mycielsky(G, )
32 ¥ =9%US
4: Até que S = ()
3

5. Retorna

segida iniciamos um conjunto S = (). A partir dai tomamos dois caminhos: ou incluimos
um vértice em S e trabalhamos com sua anti-vizinhancga; ou nao incluimos o vértice e
continuamos com o mesmo grafo exceto pelo vértice recém analisado. Essa arvore de
decisao ¢ um enumeracao de todos os conjuntos independentes possiveis. Para evitar
conjuntos independentes redundantes, ou seja, conjuntos independentes iguais a menos
da ordem em que os vértices sao considerados, percorremos os vértices segundo a ordem
pré-estabelecida e em profundidade (para garantir uma solugao corrente o quanto antes),
considerando somente os vértices que nao tenham qualquer vizinho em S. Antes de
incluirmos um vértice v é possivel fazer uma estimativa de quanto podemos ganhar por
inclui-lo no conjunto S. Caso o peso de S mais o peso de NT[v] seja menor que a melhor
solugdo conhecida, entdo podemos descartar a inclusdo desse vértice, onde N*[v] sdo os

vértices da anti-vizinhanga de v que vém depois dele na ordem. Com essa regra de poda,
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é possivel reduzir a quantidade de nés enumerados no processo.

Algoritmo 10 M1S(G,w)
Entrada: Grafo G = (V, E), pesos w, peso minimo wy,;, e peso suficiente wsg,

Saida: Conjunto Independente S
1S«
2: [+ V(G)

3: Ordenar [ pelo ) jw(u) para cada v € I

uEN[v
4: para todo v € [ faga
5. S «— MISRecursivo(G,1,S,w, Wnin, Weyr)
6: fim para

7. Retorna S

Embora seja um processo enumerativo, o Algoritmo 10 certamente resolve o conjunto
independente méximo ponderado com uma vantagem: é possivel encontrar um valor min-
imo para o conjunto independente méximo ponderado de tal forma a cortar solugoes que
nunca alcangariam este valor e também ¢é possivel dar um valor suficiente tal que caso
o algoritmo encontre um conjunto independente maior que aquele valor, ja é suficiente
para o processo de geracdo de colunas. E importante frisarmos que estes dois valores
podem reduzir e muito o tempo que se gasta nesse processo de resolver o CIMP, que é,
como pudemos comprovar experimentalmente, a parte critica do processo de geracao de
colunas, a parte que toma mais tempo.

No entanto, o algoritmo de Pardalos e Carrangham nao resolve o problema visto em
nossa formulacao, quando temos restri¢coes estruturais. Para isso, precisamos desenvolver
uma extensao do algoritmo anteriormente citado de forma a contemplar esse novo aspecto
do problema e conservar as medidas de valor minimo e suficiente para o CIMP, conforme
descrito acima.

Nosso problema agora trata-se de encontrar um conjunto independente que seja méx-
imo em relacao ao peso dos vértices e ao peso das estruturas. Devemos considerar, ao
incluirmos um vértice em S quais estruturas ele vai tocar. O algoritmo inicia, portanto,
fazendo uma ordenagao dos vértices segundo seu peso mais o peso das estruturas que
ele toca. A idéia é manter a mesma heuristica de ordenacgao dos vértices, considerando
agora estruturas maiores. E como no algoritmo anterior, vamos construir a arvore de de-

cisao segundo essa ordem e percorré-la em profundidade, garantindo uma solugao viavel
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o quanto antes. Ao incluirmos um vértice © em S devemos somar ao peso de S nao so6
o peso do vértice u, mas o peso das estruturas que ele toca que nao foram tocadas por
qualquer outro vértice v € S. A estimativa para a poda de ramos é feita da seguinte
forma: caso o peso de S mais o peso de NT[u], onde u é o vértice em questao, mais o
peso das estruturas em que u faz parte, mas que nenhum outro vértice v € S faz parte
seja menor que a melhor que o peso da melhor solugao corrente, pode-se desconsiderar o
vértice u.

O Algoritmo 12 resolve o problema do conjunto independente maximo com estruturas
de bonificacao e por conservar a mesma pesquisa do algoritmo de Carraghan e Pardalos

[7], ele consegue manter a idéia dos valores minimo e limite, conforme vistos acima.

5.4 Algoritmo Geral

Nesta se¢ao vamos resumir todo o processo de geracao de cortes e colunas em um algoritmo
para melhor entendimento. Seu pseudo-cdédigo 14 estd escrito em passos largos, que
merecem uma melhor explanacgao.

A primeira linha em nossa implementacao refere-se a encontrar uma clique maximal
com o Algoritmo 1. Entao fazemos na segunda linha um pré-processamento do grafo
com o Algoritmo 5. A seguir um algoritmo "tabu-search"|22| é usado para fornecer uma
coloragao viavel e dar um limite superior para o problema. A partir dai, é encontrado
um novo limite inferior através de uma clique maximal e entao os subgrafos criticos sao
procurados no grafo através dos algoritmos vistos na Secao 5.2, de acordo com a linha
4. Na linha 5, construimos a coloragao inicial e resolvemos o modelo pela primeira vez.
Em nossa implementacao, caso o limite inferior obtido seja igual ao limite superior, nos
paramos a exceucao nesse ponto pois a solucao 6tima foi alcancada. A partir da linha 6
comega o processo de geragao de linhas e colunas para problema. As técnicas para resolver
este problema foram vistas na Se¢ao 3.3. Além disso, aplicamos a Propriedade 20 para

atualizar o limite inferior e possivelmente abreviar o processo de geragao de colunas.
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Algoritmo 11 MISRecursivo(G, 1, S, w, Wpin, Wsyuf)

Entrada: Grafo G, Conjunto I de vértices a serem considerados, Conjunto Independente
parcial S, pesos dos vértices w, peso minimo w;,;, e peso suficiente wsg, s
Saida: Conjunto Independente S
Iw' > sw(u)
2: se w* > wg,r entao
3:  Retorna S
4: fim se
5. se I = () entao
6: se w* > Wy, entao
7: Winin < W*
8: Retorna S
9: fim se
10: senao
11: v I[1]
122 S« SuU{v}
13: I« INN(v)

14: para todo z € [ faga

15: se W'+ 3¢ () W(K) > Wnin entao
16: S «— MISRecursivo(G, I, S, W, Win, Wsyr)
17: fim se

18: fim para

19: fim se
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Algoritmo 12 M IS Adaptado(G, S, w, W, Wyin, Weus)
Entrada: Grafo G, Subgrafos &, pesos dos vértices w, pesos dos subgrafos W, peso

minimo Wy, e peso suficiente wsg, s
Saida: Conjunto Independente S
S0
2T«
3: I —V(GQ)
4: Ordenar I pelo >,y W(w) + D pegen W(H) para cada v € 1
5: para todo v € [ faga
6: S «— MISAdaptadoRecursivo(G, S, 1,5, T, w, W, Wnin, Weus)
7. fim para

8: Retorna S
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Algoritmo 13 M IS AdaptadoRecursivo(G, 3, I, S, T, w, W, Wnin, Weur)

Entrada: Grafo GG, Subgrafos &, Conjunto I de vértices a serem considerados, Conjunto
Independente parcial S, Conjunto de estruturas 7" tocadas pelos vértices de S, pesos
dos vértices w, pesos dos subgrafos W, peso minimo wy,, ¢ peso suficiente wsg,

Saida: Conjunto Independente S

Low' 3 egw(u) + ZHe%\T:UeH W(H)
2: se w* > wg,yr entao

3:  Retorna S

4: fim se

5. se I = () entao

6: se w* > W, entao

7: Winin < W*

8: Retorna S

9: fim se

10: senao

11: v I[1]

122 S« SuU{v}

132 T—TU{HeS:veH}

14: [ —INN(_)

15: para todo z € [ faga

16: se W'+ > e v W) + X ges\raen W(H) > Wiy entao
17: S «— MISRecursivo(G, S, 1,8, T, w, W, Wmin, Weur)
18: fim se

19: fim para

20: fim se
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Algoritmo 14 LimiteInferior(Q)

Entrada: Grafo G
Saida: Limite inferior [ para o problema de coloracao em G
1: Encontre um limite inferior para o grafo G
2: Faga o pré-processamento do grafo G e para cada uma de suas componentes conexas

execute 0s passos seguintes.

w

: para todo T;(G) C G componente conexa de G faga

4:  Encontre um limite superior LS; e um limite inferior LI para a componente T;(G)
5:  Procure todos os subgrafos de Mycielski a partir de uma base de cliques e buracos
e atualize o limite inferior LI.

6: Faca a formulagao a partir de uma coloragao inicial e resolva, guardando seu valor

em z*
7. Repita
8: Verifique quais cortes estao violados baseados nas estruturas encontradas
9: Encontre uma nova coluna resolvendo o conjunto independente maximo
10: Atualize o limite inferior LS
11: Resolva a formulacao e armazene o valor em z*.

12:  Até que LI == [z*]

13: fim para

14: LI* «— max{Ll; : T;(G) componente conexa de G}
15: Retorna LS*
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Capitulo 6

Resultados

Os algoritmos apresentados no capitulo anterior foram implementados e testados em uma
série de instancias extraidas de DIMACS [25] e serdo descritas na se¢ao a seguir. Em

seguida faremos uma analise critica dos resultados considerando as tabelas apresentadas.

6.1 Descricao das Instancias

As instancias escolhidas dentro do conjunto de instancias de DIMACS foram aquelas em
que o tamanho da maior clique é estritamente menor que o valor do melhor limite superior

conhecido para o problema.

Grafos aleatérios (DSJC)
Grafos aleatorios gerados por David Johnson e usados em seu artigo com Aragon,
McGeoch, and Schevon [24]. Cada grafo DSJC.n.p é criados a partir de um par
(n,p), onde n é o nimero de vértices do grafo e p é a probabilidade de existir uma

aresta entre quaisquer dois vértices.

Grafos Rainha (QUEEN)
Dado um tabuleiro de xadrez com medidas ¢ X r, o grafo queen.q_r é um grafo com
qr vértices, onde cada vértice esta associado a uma célula do tabuleiro e uma aresta
existe entre dois vértices se uma rainha no xadrez pode se deslocar entre as células
correspondentes, ou seja, se eles estao na mesma linha, coluna ou diagonal. Resolver
o problema de coloracao nestes grafos é equivalente a responder se ¢ conjuntos de

r rainhas podem ser dispostos sobre um tabuleiro de xadrez sem que qualquer uma

65



delas seja visivel a qualquer outra. A resposta é positiva se o niimero cromatico do

grafo é r.

Grafos de Mycielski (myciel, insertions, )
Grafos construidos a partir de operagdes de Mycielski (ver segao 2.4), estes sao grafos
construidos a partir de operagoes de Mycielski e possivelmente a adicao de outras
arestas. A classe myciel.x compreende os grafos de Mycielski conforme originalmente
definidos [26]. As instancias Fulllns e Insertions sao geradas a partir de construgoes

generalizadas dos grafos de Myecielski.

Outros Grafos (FPSOL, MUG)
Sao outros grafos quem compoem as instancia da biblioteca DIMACS e que estao

nos padroes de tamanho para os quais nosso trabalho comporta a resolugao.

6.2 Detalhes da Implementacao

Os algoritmos vistos nessa dissertagao foram implementados em um microcomputador
Pentium IV 2.0GHz com 1GB de memoria RAM, e a biblioteca CPLEX9.0 foi utilizada
para resolver problemas de programacao linear. Um limite de tempo fixo de duas horas
foi estabelecido para cada instancia.

O limite superior do grafo, bem como a coloragao inicial para a geragao de colunas foi
dada pela heuristica tabu-searchdescrita em [22].

A geracao de colunas é o passo mais caro em termos de tempo computacional durante
todo o processo. A cada iteracao é preciso resolver o problema do conjunto indepen-
dente maximo com algumas modificagoes. Essas modifica¢oes sao tamanhos minimos e
suficientes para o problema do CIM. Esses limites permitem uma parada antecipada da
geracao de uma coluna, visto que podem podar nos da arvore de recursao dos algoritmos
implementados para este problema. Ainda assim, os algoritmos recursivos tomavam bas-
tante tempo e por isso precisamos criar critérios de parada alternativos para o processo
de geragao de colunas como um todo, conforme a propriedade 20. Outros autores ([29],
[17]) j& haviam verificado que, no final do processo, o custo de geragao da coluna se torna
alto e é pouco efetivo. Nesses casos, as modificagoes sugeridas na proposicao 20 se tornam

nao s6 validas, mas preciosas.
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Caso um grafo tenha sido separado em componentes, as informacgoes referentes a ele

contidas na tabela se referem a componente com maior nimero cromatico.

6.3 Tabelas de Resultados

Em nosso trabalho, nos concentramos em verificar a qualidade do limite inferior produzido
pelos métodos apresentados nos capitulos anteriores. Para cada grafo, as seguintes infor-
magcoes foram analisadas e serao aqui mostradas.

Na tabela 1 temos os resultados referentes aos limites inferiores obtidos.
Tamanho - O namero de vértices n e o niimero de arestas m.

Limites - Quatro limites sao apresentados. LSI é o limite superior inicial, enquanto
LII é o limite inferior inicial, dado pelo maior x(H), H C G. Durante o processo
de geracao de colunas, atualizamos a cada iteracao LSC' e LIC que sao os limites
superior (dado pela resolu¢do do problema) e inferior continuos (calculado pela

propriedade 20).

Resultado - Limite inferior inteiro ao final da execugao, ntimero cromatico fracionario

Xr(G) e o nimero croméatico x(G) do grafo, caso seja conhecido.
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Tamanho Limites Resultado

Nome n m LSI LII LSC LIC | LI xr(G) x(G)

DSJC125.1 || 125 1472 6 4 0.23 387 | 4 4.86 2
DSJC125.5 || 125 7782 19 9 1575 15.00| 16 15.73 ?
DSJC125.9 || 125 13922 || 50 27 42773 42.00 | 43 4273 ?

DSJC250.1 || 250 6436 10 4 934 3.7 || 4 7.94 8

DSJC250.5 || 250 31336 | 32 9 25.16 25.00 || 26 ? ?
DSJC250.9 || 250 55794 || 86 34 70.39 70.00 || 71 ? ?
queend.b 25 320 5 5 5.00 5.00 || 5 5.00 5
queen6.6 36 580 8 5 7.00 7.00 | 7 7.00 7
queen7.7 49 952 9 5) 7.00 7.00 7 7.00 7
queens.8 64 1456 10 5 844 8.00 || 9 8.44 9
queend.12 96 2736 12 5 12.00 12.00 | 12 12.00 12
queen9.9 81 2112 11 5 9.00 9.00 || 9 9.00 10
queenl0.10 || 100 580 12 5 10.00 94 | 10 10.00 10
queenll.11 || 121 580 13 5 11.00 11.00 | 11  11.00 11

FPSOL2.i.1 || 496 11654 | 65 25 65.00 65.00 | 65 65.00 65
FPSOL2i.2 || 451 8691 30 29 30.00 30.00 | 30 30.00 30
FPSOL2.i.3 | 425 8688 30 29 30.00 30.00 | 30 30.00 30

MUGS8S.1 88 146 4 3 321 299 | 3 ? 4
MUGS88.25 | 88 146 4 3 3.19 299 | 3 ? 4
MUG100.1 | 100 166 4 3 3.19 298 || 3 ? 4
MUG100.25 | 100 166 4 3 321 299 | 3 ? 4
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Tamanho Limites Resultado
Nome n m || LSI LII LSC LIC | LI xr(G) x(G)

myciel3 11 20 4 4 4.00 4.00 | 4 2.90 4
myciel4 23 T 5 5 5.00 5.00 || 5 3.20 )
mycielb 47 236 6 6 6.00 6.00 | 6 3.55 6
myciel6 95 755 7 7 7.00 7.00 | 7 3.80 7
Fulllns1.3 30 100 4 4 4.00 4.00 | 4 3.33 4
Fulllns1.4 93 593 5 5 5.00 5.00 || 5 3.63 ?
Fulllns1.5 282 3247 6 6 6.00 6.00 | 6 4.02 ?
Fulllns2.3 52 201 5 5 5.00 5.00 || 5 4.25 5
Fulllns2.4 212 1621 6 6 6.00 6.00 | 6 4.56 ?
Fulllns3.3 80 346 6 6 6.00 6.00 | 6 5.20 6
Fulllns4.3 114 541 7 7 7.00 7.00 | 7 6.22 7
Fulllns5.3 154 792 8 8§ 800 8.00 | 8 7.20 8
Insertionsl.4 | 67 232 5 3 306 299 | 3 2.84 4
Insertionsl.5 || 202 1227 6 3 4.42 298 || 3 3.32 ?
Insertions2.3 | 37 72 4 3 3.00 3.00 | 3 ? 4
Insertions2.4 || 149 541 ) 3 3.39 292 | 3 2.79 4
Insertions3.3 | 56 110 4 3 3.00 3.00]| 3 ? 4
Insertions3.4 | 281 1046 5 3 414 294 | 3 2.80 ?
Insertions4.3 | 79 156 4 3 3.00 3.00 | 3 2.38 4

A tabela 2 traz as informacoes relativas ao tempo gasto e ao crescimento do modelo.

do grafo Tpp, o tempo de encontrar os subgrafos que geram os cortes T, e o tempo

Tabela 1. Mostra a relagao entre os limites.

Tamanho - O nimero de vértices n e o namero de arestas m.

Tempos - Em nossa implementagao, medimos trés tempos. O tempo de pré-processamento

gasto na geracao de colunas T'GC'. Todos os tempos estao em segundos.
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Tamanho Tempos Modelo

Nome n m Tep Ts Tac col lin
DSJC 125.1 | 125 1472 8 20 7972 || 3585 125
DSJC 125.5 | 125 7782 7 3 40 822 125
DSJC 125.0 || 125 13922 4 35 1 319 125
DSJC 250.1 || 250 6436 || 30 206 7237 || 5473 250
DSJC _250.5 || 250 31336 || 32 121 4684 | 2017 250
DSJC 250.9 || 250 55794 || 15 34 11 786 250
queend.d 25 320 1 0 0 84 26
queen6.6 36 580 2 1 0 129 36
queen?.7 49 952 2 1 1 220 49
queend.8 64 1456 4 19 2 304 64
queen8.12 96 2736 5 18 0 12 96
queen9.9 81 2112 6 10 13 607 81
queenl0.10 || 100 580 7 236 127 || 731 100
queenll.11 121 580 7 51 681 903 121
FPSOL2.i.1 || 496 11654 || 100 26 0 411 241
FPSOL2i2 | 451 8691 | 133 27 24 | 1370 300
FPSOL2.i.3 | 425 8688 | 107 27 55 | 2630 300
MUGSS8.1 88 146 6 0 7644 || 1132 110
MUGSS8.25 88 146 D 0 75 || 1060 107
MUG100.1 | 100 166 7 1 9310 || 3162 110
MUG100.25 || 100 166 6 0 9977 | 1004 114
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Tamanho Tempos Modelo
Nome n m Tep Ts Tac col lin
myciel3 11 20 0 0 0 4 12
mycield 23 71 1 0 0 ) 24
mycielb 47 236 2 5 0 6 48
myciel6 95 755 7 286 0 7 96
Fulllns1.3 30 100 1 0 0 4 36
Fulllns1.4 93 593 D 9 0 ) 99
Fulllns1.5 282 3247 | 48 4493 O 6 288
Fulllns2.3 52 201 2 0 0 ) 93
Fulllns2.4 212 1621 | 16 309 0 6 213
Fulllns3.3 80 346 6 7 0 6 79
Fulllns4.3 114 541 12 4 0 7 113
Fulllns5.3 154 792 16 25 0 8 152
Insertionsl.4 | 67 232 3 3 7301 || 696 631
Insertions1.b || 202 1227 || 24 2557 8385 || 1319 208
Insertions2.3 || 37 72 1 0 1 233 55
Insertions2.4 || 149 541 9 62 7687 || 1064 236
Insertions3.3 || 56 110 3 0 2 424 80
Insertions3.4 || 281 1046 || 65 905 7201 || 1618 282
Insertions4.3 | 79 156 6 0 12 689 94

Tabela 2. Relacoes entre tempo e tamanho dos grafos.

Em seguida, na tabela 3 é possivel vermos as informagoes sobre os subgrafos encon-

Coloragao - Trés valores sao apresentados. xc(G) ¢ o namero croméatico da clique
maximal inicialmente encontrada. yg(G) ¢ o maior nimero cromatico entre todos

os subgrafos encontrados em G. E por ultimo x(G) é o ntmero cromético de G,

caso conhecido.

Subgrafos - Diversos parametros foram analisados com relagao ao ntmero de subgrafos.

O primeiro SA é o nimero de subgrafos que foram encontrados cujos cortes foram

trados em cada um dos grafos de teste.
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adicionados ao modelo. SC' é o nimero total de subgrafos encontrados. Estes se
dividem em quatro tipos: buracos com 7 ou mais vértices, anti-buracos com 7 ou
mais vértices, buracos de 5 vértices (que é um grafo de Mycielski de alguma aresta) e
subgrafos gerados a partir de operacoes de Mycielski, conforme definida no capitulo
2. O namero de subgrafos de cada uma dessas classes foi contado e estao nas colunas

C7+, C7+, C5 e myc.

Coloragao Subgrafos
Nome xe(G) xu(G) x(G) | SA SC C1+ C7+ C5 myc
DSJC125.1 4 4 5 0 6937 6914 O 0 23
DSJC125.5 9 9 ? 0 0 0 0 0 0
DSJ125.9 27 27 ? 0 5924 0 5924 0 0
DSJ250.1 4 4 8 0 9669 4067 O 0 5602
DSJ250.5 8 9 ? 0 130 0 0 0 130
DSJ250.9 34 34 ? 0 3299 0 3299 0 0
queend.d 5 ) 5 1 16 0 0 0 16
queen6.6 4 5 7 0 1346 0 0 0 1346
queen’.7 5 5 7 0 163 0 0 0 163
queen8.8 4 5 9 0 10097 O 0 0 10097
queens.12 4 ) 12 0 29732 0 0 0 29732
queen9.9 5 5 10 0 345 0 0 0 345
queenl10.10 4 5 10 0 38127 0 0 0 38127
queenll.11 5) ) 11 0 521 0 0 0 521
FPSOL2.i.1 55 55 65 0 0 0 0 0
FPSOL2.i.2 29 29 30 0 0 0 0 0 0
FPSOL2.i.3 29 29 30 0 0 0 0 0 0
MUGS8S8.1 2 3 4 22 136 111 0 25 0
MUGSS8.25 2 3 4 19 118 92 0 26 0
MUG100.1 2 3 4 10 183 162 0 21 0
MUG100.25 2 3 4 14 129 110 0 19 0
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Numeros Crométicos Subgrafos
Nome xc(G) xu(G) x(G)| SA SC Ci+ C7+ C5 myc
myciel3 2 4 4 1 30 0 0 29 1
myciel4 2 5 5 1 486 0 0 414 72
mycielb 2 6 6 1 6308 0 0 4088 2220
myciel6 2 7 7 1 83574 0 0 33682 49892
Fulllns1.3 3 4 4 6 264 158 0 100 6
Fulllns1.4 3 5 5 6 8395 4244 0 3721 430
Fulllns1.5 3 6 6 6 188613 84028 0 85572 19013
Fulllns2.3 4 5 5 1 418 402 0 0 16
Fulllns2.4 4 6 6 1 27835 27070 O 0 765
Fulllns3.3 5 6 6 1 839 828 0 0 11
Fulllns4.3 6 7 7 1 3336 3321 0 0 15
Fulllns5.3 7 8 8 1 7877 7858 0 0 19
Insertions1.4 2 3 4 564 3060 3060 0 0 0
Insertions1.5 2 3 ? 6 67955 67955 0 0 0
Insertions2.3 2 3 4 18 217 217 0 0 0
Insertions2.4 2 3 ? 87 12834 12834 0 0 0
Insertions3.3 2 3 4 24 414 414 0 0 0
Insertions3.4 2 3 ? 1 38418 38418 0 0 0
Insertions4.3 2 3 4 15 707 707 0 0 0

Tabela 3. Detalhamento dos subgrfos identificados

6.4 Analise dos resultados

Se LSC # LIC, o processo foi abreviado, o que pode acontecer por dois motivos. O
primeiro motivo ocorre quando [LSC'| = [LIC], o que implica o uso da propriedade 20
para determinar [x(G)] sem resolver a geragao de colunas até o fim. Este caso ocorreu
particularmente na classe DSJC, onde o processo foi abreviado gerando limites inferiores
melhores que os que aqueles conhecidos. Mais especificamente para o problema DSJC250.5

o limite inferior encontrado foi 26, bem superior ao antes conhecido 14. O segundo caso
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para uma parada abreviada ocorre quando o limite de tempo foi atingido. Nesse caso, é
fornecido, ainda, um limite inferior que é o maior entre x g (G) e o limite inferior calculado
iterativamente.

E importante frisar que para os grafos FPSOL, o auxilio do pré-processamento permitiu
uma retirada significativa de vértices, fazendo com que as dimensoes do problema se
tornassem trataveis dentro do tempo estimado. Para essa classe de grafos a solugao 6tima
foi encontrada em todas as instancias, apesar da diferenca entre w(G) e x(G).

Para algumas instancias (MUGs e Insertions) a adi¢ao das restrigdes no modelo nao
melhora o limite inferior dado pela maior coloracao de um subgrafo conhecido, embora
em algumas instancias a adigao dessas restrigoes causa LI > yp(G).

Os grafos da classe myciel (grafos de Mycielski) e os grafos da classe Fulllns foram
resolvidos de forma oOtima. Aqui cabe fazer um comentario que a coloracao otima de

alguns dos grafos da classe Fulllns estava em aberto.
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Capitulo 7

Conclusoes

Neste trabalho estudamos o problema de coloragao de vértices de um grafo. Vimos inicial-
mente que existem varias maneiras de abordar o problema. Escolhemos estudar melhoras
para o limite inferior para o problema, segundo a 6tica da otimizagao matemaética, mas
também estudando outros subgrafos criticos, para extrair dessa combina¢ao um melhor
limite inferior.

Dentre as formulagoes citadas para o problema, escolhemos trabalhar com a Formu-
lagado por Conjuntos Independentes Maximais (CIM) e com a Formulagdo por Vértices
Representantes (VR). A razao desta escolha se devia aos bons limites inferiores apresen-
tados pela formulacao CIM e por um conhecimento prévio das facetas do poliedro da
formulacao VR, podendo-se assim apresentar uma solucao que combinasse as duas qual-
idades. As técnicas utilizadas para resolver as formulacoes escolhidas foram brevemente
recapituladas.

Relagoes entre as duas formulagoes foram mostradas e verificamos que existe uma
equivaléncia entre CIM e uma decomposicao Dantzig-Wolfe de VR. Entao, classes de
facetas de VR foram adaptadas para CIM gerando desigualdades validas para esta formu-
lagao. Além disso, a partir de subgrafos criticos, foram apresentadas algumas condigoes
necessarias ou suficientes para que essas desigualdes definam facetas para o politopo as-
sociado a CIM.

Um algoritmo de geragao de linhas e colunas foi proposto para determinar um limite
inferior para x(G). O algoritmo foi implementado e testado para instancias da DIMACS,
onde w(G) < x(G). Em geral, pode-se observar que o limite inferior encontrado foi

o melhor entre o nimero cromatico fracionario de G, xr(G), e a maior coloragdo dos
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subgrafos identificados em G. Algumas instancias onde, até entao, nao se conhecia o
ntimero cromatico foram resolvidas em sua otimalidade. E o caso das instancias Fulllns.

Finalmente, foi apresentado um modo de fornecer um limite inferior para x(G) sem
que seja necessaria a completa resolucao da geragao de colunas, possivelmente abreviando
o término do processo. Essa estratégia se mostrou bastante eficiente nos grafos aleatorios
da classe DSJC, permitindo determinar limites inferiores significativamente melhores que

os conhecidos, em tempo aceitavel.
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Baixar livros de Ciéncias da Saude
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Baixar livros de Literatura de Cordel
Baixar livros de Literatura Infantil
Baixar livros de Matematica

Baixar livros de Medicina

Baixar livros de Medicina Veterinaria
Baixar livros de Meio Ambiente
Baixar livros de Meteorologia
Baixar Monografias e TCC

Baixar livros Multidisciplinar

Baixar livros de Musica

Baixar livros de Psicologia

Baixar livros de Quimica

Baixar livros de Saude Coletiva
Baixar livros de Servico Social
Baixar livros de Sociologia

Baixar livros de Teologia

Baixar livros de Trabalho

Baixar livros de Turismo
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