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Resumo

Esta dissertacao pretende analisar uma cosmologia semiclassica, para um universo infla-
cionério, com dois campos escalares como fontes. A dinamica do modelo é montada usando
as equacoes de Einstein da Relatividade Geral, a equacao de Klein-Gordon para campos
escalares e a definicao de valor esperado no vacuo do operador de energia-momento dessas
fontes. Apods a apresentacao dos conceitos basicos da Relatividade Geral, da Cosmolo-
gia e das Teorias de Campos focalizamos no modelo mencionado e estudamos a evolugao
temporal do fator de escala do universo, da sua aceleragao, e das densidades de energia
das fontes. Comparamos nessa parte final os resultados obtidos para os casos cléssico e

semiclassico fazendo uso das chamadas equacoes modificadas de Einstein.



Abstract

The main goal of this work is to analyze a semi-classical model of cosmology for an
inflationary universe, with two scalar fields as sources. This model dynamics is constructed
using Einstein equations of General Relativity, Klein-Gordon equations for the scalar
fields and the definition of expectation value for the energy-momentum operator of those
sources. After a presentation of the basic concepts of General Relativity, Cosmology, and
Field Theory we focus on the formulation mentioned above, studying the time evolution
of the scale factor, of its acceleration and the energy densities of the sources. We compare
in the final part of this work the results of the classical and semi-classical versions, using

the so-called modified Einstein equations.
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Capitulo 1

Introducao

O estudo do cosmos é uma atividade de longa data na humanidade; porém a chamada
cosmologia moderna surgiu como linha de trabalho na comunidade cientifica internacional
somente no comeco do século XX [7].

O Modelo Padrao (que usa como dinamica as equagoes de Einstein da Relatividade Geral)
foi capaz de prever a existéncia da Radiacao Cosmica de Fundo e as abundancias dos
elementos quimicos leves no universo [1]. Isto foi um marco para a Cosmologia, que
tomou o modelo padrao como referéncia.

Apesar desses sucessos, o0 modelo padrao nao possui estrutura matematica suficiente
para a explicacao de questoes importantes como: o por qué do universo ser homogéneo e
isotropico em grandes escalas; o por qué da nao existéncia de monopolos magnéticos, entre
outros pontos fundamentais. Para resolver esses problemas que a formulacao padrao nao
é capaz de resolver, Alan Guth, Andrei Linde e outros propuseram no inicio da década
de 80 do século XX os chamados modelos inflacionérios [7]. Tais modelos trabalham com
a idéia de que o universo passou por uma fase de violenta expansao em curto intervalo
de tempo, que pode ser ocasionada pela presenca de um campo escalar representando a
chamada energia de vacuo [13]. Nesta fase do universo - dita primordial, pelo fato de
envolver uma escala de energia muito alta - a gravitagao deve ser apresentada através de
uma teoria essencialmente escalar-tensorial [10].

Ha na atualidade uma grande busca por uma teoria quantica para a gravidade. No en-
tanto, a Relatividade Geral e a Mecanica Quantica mostram até o momento serem nao
compativeis |[6]. Enquanto a primeira descreve muito bem a Fisica da escala macroscopica,
incluindo a escala cosmologica, a segunda descreve o "micro". Quando o objetivo é montar
modelos cosmolégicos de universos jovens, uma alternativa ¢ o chamado tratamento semi-
classico dentro da linguagem da Relatividade Geral [8]. Nesse conjunto de formulagoes se

encaixam também as Teorias Quanticas de Campos em Espaco-Tempo curvos, o que nos



permite aplicar a técnica de segunda quantizacao a campos que moram numa variedade
4-dimensional riemanniana (um campo de fundo classico gravitacional) [8]. Baseado no
que apresentamos anteriormente iremos estudar no capitulo quatro duas versoes de um
mesmo modelo. O modelo semi-classico, usando como base as Equagoes Modificadas de
Einstein possui termos de correcoes da ordem de h. Quando desconsideramos a constante
de Planck o que ganhamos ¢é a versao classica do modelo.

Pelo fato do modelo estudado apresentar equacoes altamente nao lineares o grande prob-
lema do trabalho é encontrar uma faixa de valores onde exista solugoes com interpretacao
cosmologica. Esta dissertacao pretende analisar uma cosmologia semicléassica, para um
universo inflacionéario, com dois campos bosonicos como fontes. Estes campos represen-
tam o campo de inflaton e a matéria ordinaria, respectivamente.

A dissertacao esta estruturada da seguinte forma: no primeiro capitulo sao mostradas as
idéias que fundamentam a Teoria da Relatividade Geral; no segundo capitulo estudamos
de modo basico o Modelo Padrao da Cosmologia, com os seus sucessos e fracassos, o
que nos leva as solucoes inflacionérias mencionadas anteriormente nesta introducao. No
terceiro capitulo faremos uma introdugao a Teoria de Campos Quanticos para geometrias
plana e curva. No quarto capitulo, mostraremos nossos resultados originais: o modelo
inflacionario com campos bosénicos representando o inflaton e a matéria ordinaria. Com-
paramos nesse capitulo os resultados obtidos para os casos classico e semiclassico; fazendo
uso das equacoes modificadas de Einstein.

A métrica que seré usada no trabalho é de signatura (+, —, —, —) e para os capitulos finais

iremos utilizar as unidades naturais da forma A =c = kg = &G = 1.



Capitulo 2

Teoria da Relatividade

Neste capitulo faremos uma breve descricao sobre Relatividade Especial (R.E.), tendo
em vista o fato da Relatividade Geral (R.G.) ser uma generalizagao da (R.E.) [1].
Apresentamos os principais conceitos mateméticos sobre a (R.G.), que seré o tema prin-
cipal deste capitulo.

Para o nosso trabalho a (R.E.) é uma teoria que esta & margem da (R.G.), portando nao

serd dada a ela tanta énfase.

2.1 Relatividade Especial

A transformacao de Galileu nao mantém a integridade das equacoes de Maxwell, ou seja,
estas equagoes mudam sua forma sob aquelas transformacoes [1]. Este fato foi percebido
por Lorentz e, em 1905, Einstein postulou que as leis fisicas devem permanecer invariantes
sob uma transformacao de Lorentz. Essas transformacoes substituem as transformacoes
de Galileu na Relatividade Especial. As transformacoes de Lorentz entao devem ser de
tal modo que seja possivel recuperar as Leis de Newton no limite de baixas velocidades e
servir também para descrever fendmenos em altas velocidades preservando a constancia

da velocidade da luz. As transformacoes de Lorentz podem ser definidas como

o' = A§a” + az®, (2.1)

uando a = 0, a equacao (2.1) representa o Grupo de Lorentz, sendo
Y 7
5 € a matriz constante e 7'® e 2 sdo quadri-vetores contra-variantes, os indices gregos
podem variar de 0 a 3.

0

Nesta notagao, temos que z* = (z°, 21, 2% %) = (ct, z, y, 2).

Para o presente trabalho serd adotado o sistema de unidades naturais. Neste sistema



temos que h = ¢ = G = 1. As transformacoes de Lorentz, para satisfazer os postulados
da Relatividade Especial, devem manter invariantes o intervalo de tempo préprio, bem

como o intervalo infinitesimal entre dois eventos. Tais intervalos ficam expressos por

2
ds® = Znagdxadxﬂ e dr’= di, (2.2)

c2
af

onde eliminamos o sinal de somatorio, ja que so existe tal soma diferente de zero para
indices iguais [2]. Importante mencionarmos que, se o intervalo infinitesimal entre dois
eventos ¢ invariante, o tempo proprio também sera invariante [4].

O tensor 7,3 denominado tensor de Minkowiski, que contém todas as propriedades

geométricas do espaco-tempo plano, tal tensor é definido por

1 0 0 0
0 -1 0 0
ws = (7)1 = 2.3
Nap = (1) 0 1o (2.3)
0 0 -1

Vale a pena ressaltar que os efeitos gravitacionais sao despresados no tensor 7,3. Na
proxima secao, os efeitos gravitacionais comecaram a fazer parte do cenario. Chegara um
ponto entao onde o tensor métrico de Minkowiski, devera ser substituido por outro que
descreva a geometria de espacos nao planos.

A idéia principal aqui discutida é que a R.E. nao é capaz de descrever efeitos gravitacionais,
ela é valida apenas para referenciais nao inerciais, devemos entrar no formalismo da R.G.

para incluirmos efeitos gravitacionais [3].

2.2 Relatividade Geral

A Relatividade Geral é a teoria do espaco, tempo e gravitacao concluida por Einstein
em Novembro de 1915 como uma generalizacao da Relatividade Especial, incorporando
efeitos gravitacionais através dos referenciais ndo inerciais |2, 16, 15].

Einstein tentava inicialmente reformular a mecanica de Newton dentro da Relatividade

Especial quando averiguou nao ser possivel. Por esta razao acabou por desenvolvendo
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uma nova teoria para gravitacao, e verificou que a mecanica newtoniana é valida, porém
para limites de baixas velocidades.

A RG descreve todos os fendomenos gravitacionais fazendo uso de um dos mais elegantes
ferramentais matematicos, a geometria diferencial e, segundo este formalismo, a gravidade
¢ uma manifestacao da curvatura do espago-tempo e esta, é gerada pela matéria e energia

presente neste espaco-tempo. Como exemplo, considere a figura abaixo

Figura 2.1: Deformacao do espaco-tempo devido a presenca de uma massa

A malha do espaco-tempo é alterada pela presenca de uma grande massa. Um raio de
luz, emitido por uma estrela distante, sofrerd uma curvatura. Este fato foi comprovado
em Sobral, aqui no Brasil, durante um eclipse total do Sol. Isto ocorre, nao porque a
luz proveniente de tal estrela é atraida gravitacionalmente pelo Sol e sim porque a luz,
como qualquer outro objeto, ird percorrer o caminho com o menor gasto de energia. A
luz desvia por estar percorrendo uma geodésica pois, seu movimento ¢ inercial.

Pela R.G., os efeitos gravitacionais sao determinados por fatores puramente geométricos.
Na proxima secao obteremos a representacao matematica para a curva geodésica. Serd
visto que esta pode ser obtida pelo principio de minima acao a partir da equacao do
movimento de uma particula em queda livre imersa em um campo gravitacional como.

Sera mostrado também que a curva geodésica depende de um elemento chamado de

Conexao Afim, que é representado exclusivamente por termos geométricos.

2.2.1 Forcgas Gravitacionais e a Geodésica

O fato de podermos representar a Conexao Afim, também conhecida por simbolo de

Christoffel, com dependéncia exclusiva de termos geométricos, ¢ uma consequéncia do
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Principio da Equivaléncia. Tal principio toma como base a igualdade entre as massas
inerte e massa pesada. (Em um campo de gravitagdo homogéneo, todos os movimentos
se executam como na auséncia de um campo de gravitagao, em relacao a um sistema de
coordenadas uniformemente acelerado [3].)

As equacoes do movimento da R.G. comecam por considerar uma particula em queda
livre, imersa no campo gravitacional terrestre. Considerado um sistema coordenado &*
localizado na propria particula que cai, neste sistema coordenado a particula se encontra
em repouso, enquanto que, para um referencial fixo na terra, o movimento é uniforme-
mente acelerado. O referencial na particula em queda é entao denominado de localmente
inercial e, por isto, nele valem as leis da Relatividade Especial. Desse modo, podemos

equacionar o movimento da particula segundo o referencial dela propria

d2a
620

- , (2.4)

onde, d7 é o tempo proprio, que é medido no referencial da particula.

Reescrevemos (2.4) de forma mais conveniente, com o objetivo de aplicar a regra da

cadeia e, relacionar o referencial que cai £ com um referencial fixo z* na Terra

d (de*\  d (9 dat
5(?) - E(axuﬁ)- (25)

Agora, se faz a derivada do produto

e et (1),
Quando multiplicamos ambos os lados por (%), temos
0 %zt x> 0%¢* 0x dxtda” o, 2.7
oxt dr? 0> Qxt O£~ Davdrdr
onde, utilizando o tensor de Kronecker 52 = g%g%:, é obtida a equacao simplificada

d?at 0%¢* O dxt da”
5 =0 . 2.
dr? n F pgagen 9xr dr dr (28)
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FromTOEa ¢ conhecido como Simbolo de Christoffel, e é

Percebe-se entao o fator

2¢a A ~ .
representado por I‘ﬁy = 8;1(5%” g%, de forma que a equagao do movimento que buscamos,
serda dada por
d*zr . dxt dz”

dT2 ,U,IIW dT — O . (29)

O simbolo de Christoffel ou conexao afim é o elemento matematico que torna possivel
determinar as curvas geodésicas do espaco curvado por um campo gravitacional. Quando
a conexao afim é nula, o que temos é um movimento uniforme. Este elemento nao é um
tensor, pois se um tensor é nulo em um certo referencial, em outro referencial ele também
devera ser nulo, o que nao é satisfeito. Neste caso outra propriedade do simbolo de
=T,

Passamos agora para a representacao da conexao afim em termos da métrica, em

Christoffel é a simetria perante permutacao de indices inferiores, de forma que Fﬁy

notacao quadri-vetorial. Para isto vamos minimizar a acao correspondente a particula
que se desloca entre dois pontos arbitrarios em um campo gravitacional. O intervalo

infinitesimal expresso por (2.2), é dado neste caso por

ds® = g, datdz” | (2.10)

cuja equagoes sao as mesmas da R.E., com a diferenca de que o tensor de Minkowiski
serd substituido por um terno que descreve um espago-tempo curvo. A agao que

representa o movimento da particula entre dois pontos quaisquer é dada por

b 1

dxt dx¥ \ 2
S = ) d\ 2.11
/a (gll d)\ d)\) ( )

onde o diferencial em A representa o elemento diferencial do comprimento da curva para
o corpo se deslocando em queda livre e A é um parametro da curva que esta relacionado
com as demais coordenadas por x#(\) [2].

Considerando uma pequena variacao da acao

b et dat
55 = 6 / @WH) Ir—0

b 1 dz* dx”
/a5<g,w§ﬁ ™ )d)\—(). (2.12)

13



A lagrangeana pode ser reconhecida como o termo entre parénteses da expressao (2.12),

de forma que

b 1dz* dx”
5S = 5/£d)\:/a 5<9“”§ﬁ dA)d)\ (2.13)
1 dx*dz”
L= 39wy (2.14)

Aplicando a equacao de Euler-Lagrange para a lagrangeana acima, vemos que

0 /1 dx*dx” d 0 /1 dxtdz”
— (g ) = e (S G ) 2.15
axp<29“ 3 dA) dmxp<2g“ ) d)\> (2.15)
de onde se chega a expressao
A2 N lgﬂk Oup | 99vp  Ogu '\ dat da” 0
dr?2 2 ozt Oxv OxP ) dr dr
d*z* \ dzt dx”
d7_2 + uuﬁ A\ - (216)

que possui a mesma forma que a equacio (2.9), onde z#(\) = 2°(\) = dr. Deste modo,
através da minima acao, fica explicita a relacao entre o simbolo de Christoffel e a

métrica do campo

1 pA(agup 99up aguV)‘

F)\ — _
w9 OxH ox? oxP

(2.17)
Esta forma de escrever o simbolo de Christoffel é muito importante para a R.G.. Através
dela é possivel determinar os elementos do Tensor de Einstein.

Na préoxima secao iremos chegar ao resultado newtoniano para o potencial gravitacional,

ja fazendo uso deste ultimo resultado.

2.2.2 Limite Newtoniano

Para chegarmos ao resultado newtoniano para o potencial gravitacional, devemos pro-
ceder como segue.

Primeiramente, o tensor métrico ¢g"”, o qual ainda nao conhecemos sua forma (mas sabe-
mos que substituird em algum momento o tensor de Minkowiski) dado pela equagao (2.3),

tem que ser um tensor diagonal. Desse modo, apenas os elementos com indices iguais

14



sobreviverao na Conexao Afim.
Em segundo lugar, estamos considerando uma particula movendo-se com baixa velocidade

em um campo gravitacional. Quando sua velocidade é muito baixa, podemos negligenciar

dz < dt < f
¢ em relagdo a §-, na equagao da geodésica, de modo que [1]

A2t dz® dax®
dr2 + %o (EW) =0 . (2.18)

Pelo fato do campo ser estacionario, o termo de Conexao Afim (2.17) é reduzido por

L ., 990

E, sendo este suficientemente fraco, podemos escrever a métrica perturbada

9ap = Nap + hag lhag| << 1, (2.20)

onde 7,3 € o tensor de Minkowiski e h,p € uma pequena perturbagao na métrica,

preservando termos em até primeira ordem em h, temos que

o 1 a 8h00
N i (2.21)

Se, aplicarmos a equagao (2.20) em (2.18)
Px Ly g, (2.22)
dr? 2 \dr 0 '

Usando a regra da regra da cadeia, para relacionar o tempo proprio da particula com

um referencial fixo na Terra, temos que

Pxdr? 1 (dt\? [dr\®
pwza(ﬁ (a) Vhao - (2:23)

~ . 2 ,
e, levando em conta a conexao afim, se extrai que 57—2 = 0, se obtém finalmente [1]

d’x 1
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que é o conhecido resultado Newtoniano, onde ¢ é o potencial gravitacional dependente
da distancia que a massa se encontra do gerador de gravidade. Aqui, considerado a

Terra, entao, um potencial claramente central.

2.3 Derivada Covariante

E necessario ter claro que, em coordenadas curvilineas, existem duas espécies de vetores e,
como consequéncia, trés espécies de tensores de segunda ordem, o que torna evidente a di-
ficuldade em estabelecer uma operagao diferencial. Num sistema cartesiano, as derivadas
parciais das componentes de um quadri-vetor W,,, em relagao as suas coordenadas for-
mam um tensor, enquanto que a derivada ordindria de um vetor resulta em outro ve-
tor. Isto ja ndo é verdadeiro em coordenadas curvilineas [5]. Como a diferenciagao esté
relacionada com a diferenca das componentes de dois vetores infinitesimalmente vizinhos,
em se tratando de coordenadas curvilineas, chegar a uma operagao que represente esta
diferenca significa fazer uma operacao de transporte, o chamado transporte paralelo.

Entao, dado um quadri-vetor W*, que sofre uma transformacgao geral de coordenadas de

um referencial S, para um outro S’

B ox"™
- Qxk

W/)\

W (2.25)

se aplica a derivada em relacdo a 2™, e obtemos

ow %™ dx” ox'™ Ox¥ OWH
_— = — H
ox'x ox?OrH ax/nw + D0 O Ouh (226)

O primeiro termo do lado direito da equacgao obtida s6 sera nulo quando se tratar de
espaco Euclidiano. Tal restri¢ao ndo permite que a (2.26) seja a forma correta da
derivada covariante, pois se busca um resultado que seja o mais geral possivel. E
necessario entao a construgao de outro tensor para manipular a equacao, este tensor é a

delta de Kronecker, do modo que

oz Ox”
=6 . (2.27)
Oxv 0x'®
Derivando a funcao delta em relacdo a coordenada z'7, af,T [%ﬁlj gj,:}, temos que
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ail)\ 821‘1’ N 821',)‘ aiL‘V
Oxv 0x'™0x's o0x'TozxY Ox's

—0. (2.28)

Utilizando a representacao da conexao afim obtida por troca de sistema de coordenadas
(2.2.1)

2 ¢ca 0 2 ¢ca 16
o 0°€Y Ox :Pﬁe_ 0°¢* Ox

€T Prrde DL = Ox" o' g

(2.29)
onde sofre uma transformacao de coordenadas, a qual torna possivel relacionar os

sistemas coordenados S e S’ e com isto, obtemos uma relagdo mais vantajosa para a

conexao afim, no referencial S’ [1]

02'% 0P [0z Ox" O™ 0E*  02%2°

re 2.30
e 0xB 9> | Oz’ Dx' Ox"0x° + 0x® OxOx'e (2:30)
o 9z’ 97 0x" g 0%z Oz 5 31
T 9af dare da 7 Daledx’ dae (2:31)
Multiplicando a equagao (2.25) e (2.31) obtemos a expressao
Ox' Ox" Ox° Ox" 0*r°  Oz"

ATV0 m B

WHLse = OxH W 0xP Oxy Ox'e " OaOx'e Ox° (2:32)

Se fizermos uso agora, do tensor construido na equacao (2.33), onde os indeces livres
A, T e k sao trocados respectivamente por 6,7 e €. O indice mudo v sera trocado por o.

Deste modo temos

o 10 520 52 10 ox°
x O x ’ (2.33)
O0x? Oz 0x’e 0x" 0z Ox'
ao substituir o resultado em (2.32), obtemos
Ox'A ox" Ox° Ox" 022" 0x°
WAT? = % o 2.34
T Qxr 0z Oz Oz'e” "7 Qx"QxTdx’e (2:34)

lembrando da identidade (2.27), temos que
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ox'? Oxn 5 0z 922"

WAL = W™ | T8~ o — 2.35
e 0xf Ox'e M OxT OxOx’e (2.35)
Somando entdo e equagdo (2.35) com (2.26)
WAL oW _ 9z’ x5 . Ox® Pa’ 0¥ x|
e ox's  Jxf dare T ox'e dx*ox™ o't Qv Ot
oz dx* OWH
Oxv Ox't dxr
(2.36)

Trocaremos agora os indices livres A e k respectivamente por 6 e ¢, isto se estende para
ambos os lados de (2.36). O indice mudo v sera substituido por «, deste modo podemos

cancelar termos e obter

ox'? Ox™ OWH
Ox® Ox'e Jxt

oW B ox'? Oxn
ox'e  OxB Ox'e

ATVO
WY + T W™+ (2.37)
Novamente observando os indices que sao mudos que sao « e j, iremos atribuir a estes 7
e [ respectivamente, com objetivo de obter uma forma mais simples para a operacao de

diferenciacao de um vetor, para qualquer referencial. E assim obtemos

8W/9
ox'e

10 n B
_ O O ow ) . (2.38)

F/& W/A _ Fﬁ wT
e 0B Ox'e \© " + oxn

E deste modo, adquirimos a expressao conhecida por derivada covariante e como
transferir esta quantidade para outro referencial. Ganhamos a expressao entre colchetes
de (2.38) que é utilizada de modo individual para expressar a derivada covariante no
referencial proprio. Esta parte entre colchetes é geralmente representada por Vg, onde o

indice § é proveniente da propria expressao.

2.4 Deducao do Tensor de Curvatura

O tensor de curvatura é parte integrante fundamental do Tensor de Einstein e para
obté-lo, se faz uso da geometria Rieminiana e por este motivo, o tensor de curvatura

também é conhecido por tensor de Riemann. Tal geometria foi desenvolvida sob uma
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esfera.

Para espacos generalizados, surge a necessidade de expressar do modo mais geral possivel
a distancia entre dois pontos.Antes de fazer a deducao do Tensor de Riemann é tutil
mencionar de modo aplicativo o Teorema de Stokes pois é através dele, que se obtém a
forma matematica do tensor curvatura.

A integral estendida a uma hipersuperficie fechada pode ser transformada numa integral
do quadri-volume que ela delimita, substituindo ao elemento de integracao dS, o seguinte

operador [5]

ds’ — dﬁ% ,onde df) representa o elemento de volume. (2.39)
x

o Teorema de Stokes é aplicado para se obter a integral do vetor W,, ao redor de uma

hipersuperficie fechada como uma integral do volume delimitado por ele.

f W,dS? = %Z/pde
K a K a K 2 L, .
arrt — dSpa— —dS"— e onde dff" é o elemento de superficie
s

kp_~

af ax”
oWy, oW,
W.dx? = P“_p_ PR P
7{ P = /df s / df (8xp axk)‘ (2.40)

Agora temos condic¢des de deduzir o Tensor de Riemann, um dos conceitos utilizados por

este mateméatico para determinar a expressao matematica do tensor curvatura foi o
transporte paralelo.

Num espaco Euclidiano tracam-se dois vetores ortogonais a uma superficie plana, o
vetor A e B respectivamente. Translada-se entao o vetor A paralelamente até B. Como
se trata de um plano, ao unir as extremidades do vetor transladado ao vetor B a
variagao do angulo entre eles é nula [5].

Seguindo a mesma linha de raciocinio para uma superficie curva intuitivamente
percebemos que haverd uma variacao angular diferente de zero entre o vetor transladado
e B da superficie curva. Justamente esta variacao que prova o fato da superficie é ser
curva.

A variacao do vetor pode ser calculada e para isto aplica-se o teorema de Stokes.
Considera-se um contorno infinitesimal fechado e faz-se o transporte paralelo de um

vetor V, por todo o contorno.
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Esta variacao é expressa por AV, e computada durante o transporte paralelo ao longo

do contorno infinitesimal fechado considerado

AV, = 740[‘/N e oV, =17 V.0z7, (2.41)

a combinagao destas, traz ¢ I's Viz7 e, de (2.41)

av,
ox™

=%V, (2.42)

Aplica-se agora Stokes (2.40), onde Af%® sera a drea delimitada pelo contorno, do modo

9
oz«

0
v = frsviar = [ae L
s b e (M) )
K 2 .

ox™ ozP

de™ — df*P

Agora se aplica a derivada do produto nos termos entre parénteses, o que resultara

1 orx ore
A — A aff B po
V=75 / (V'i Ox® Y P

VT, <varf;ﬁ>r;a) | (2.43)

Substituindo k — 7 e § — 7, possivel somente porque x e 6 estao contraidos, temos

AV, = V.=

1(m%_aqa
2

T~ B +—F;aF;3——F;5F§a)zﬁfaﬁ, (2.44)

onde o termo entre parénteses é o tensor de Riemann, dado explicitamente por

or’ orrs
T _ B po T K T k
s = 3 = =TT — Tl (2.45)

Pode-se ainda tornar este tensor misto em um tensor totalmente covariante, basta

multiplicar pela métrica covariante
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Rupap = Gur Rips - (2.46)

Ha duas possiveis contracoes para se fazer com o Tensor de Riemann

Rag = g“pRupag, (247)

esta primeira contracao de indices é conhecida por Tensor de Ricci, e fazendo mais

uma, obtém-se o Escalar de Ricci

R=g"R.s. (2.48)

Agora é possivel deduzir as equagoes de Einstein. Os tensores obtidos, o de Curvatura
e suas contracoes, irao compor as Equacoes de Einstein. Sem eles, é impossivel calcular as
equacoes de campo. Eles, juntamente com o tensor métrico de Robertson-Walker, aberto
em componentes sao quem irao separar as componentes Linearmente Independentes. Em
outro momento, quando for necessario, serao calculados as componentes dos Simbolos de
Christoffel e, as componentes do Tensor de Curvatura. No momento, chegaremos a forma

das Equacoes de Campo.

2.5 Equacoes de Campo de Einstein

Busca-se uma resposta geométrica para a distribuicao de matéria no universo. Esta era a
idéia de Einstein. Esta busca comeca por determinar a minima acao da acao total a qual

é composta da soma das acoes do campo de matéria e o campo gravitacional. Do modo

St = Sm + Sy, (2.49)

aplica-se o principio da minima a¢ao, variando em relagao a métrica g,

5(Sz) = 6(Sm +S,) = 0. (2.50)

A agao cléssica depende de uma densidade de lagrangeana, estas densidades sao
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respectivamente L, = L,(g", 0,¢g") para o campo gravitacional e £,,, = L,,,(g"", 0,9"")

para o campo de matéria.

Onde as agoes S, e S, sao dados por

1
S, = /Eg(g“”,ﬁag“”)dx4 = §/R\/—gdx4,
S, = /Em(g“”,aag“”)dx4 = /Em\/—gd%,

onde se aplica a variagao, conhecida como Regra de Leibniz [1], e se obtém

1 </
(559 = 5 /(Ruuv —gog"” + gy _g(SRm/ + glelwé —gd4$> )

Agora, é preciso contrair indices no Simbolo de Christoffel

1 ., 0g
b v YYpur
Bn = §gu oz’

-1 aM) _ A(In DetM)

e utilizar a propriedade matricial 7'r (M X 5.x» bara obter

10
m = gpp MY

Comparando estas duas e fazendo uso a propriedade abaixo

9 e 9
%(9 gw):%%:(),

chega-se a

1 12 1 v
V=9 = 59" V=900 = =59/~ 909",

e, substituindo (2.57) em (2.53)

1 1 1
05y = _/ (RMV - _QWR) —gog"d'z + 2 / (gWV _géRMVd4x) :

2 2

22

(2.51)

(2.52)

(2.53)

(2.54)

(2.55)

(2.56)

(2.57)

(2.58)



Como a variagao do tensor de Riemann é expressa por |1, 5]

o(eT7,)  9(T,)
ORuy = — 00 — =, (2.59)

entao, para findar a integral

v a v v 12
/\/—gg“ OR,. :/% (9" ory, —g" 51“21,) d'r, (2.60)

o caminho ¢ aplicar a lei de Gauss § V*\/=gdS, = [ 52:V"\/=gdQ, onde dQ ¢ o
elemento de volume infinitesimal chega-se a variagdo da agdo do campo graviticol[l].

Resultard em

1

1
05, = 5/ (RW - §g#,,R> 5g"\/—gd'x . (2.61)

Agora, se faz a varia¢ao do campo da acao que corresponde a matéria, dada por (2.52),

com intento de somar as duas acoes e obter a acao total

1
38 = / Lmy/=g)d'z = =3 / Tu0g"'\/=gd'z . (2.62)

E, é possivel definir 7},, pela equagao acima como

-9 J=a
T, = —2§Y—9Em. (2.63)
V=g g™

Somando os resultados obtidos em (2.61) e (2.62) é obtida a expressao que representa a

variagao da ag¢ao em relacao a g,

1

1
68t = 5/ (RW — 59w R — TW) 5" \/—gd'z =0, (2.64)

sendo dg"” arbitrario chega-se a
1
ij = R,ul/ — §gMVR = +Tuu . (265)
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A expressao acima é denominada Tensor de Einstein. Este tensor mostra a relacao entre
a geometria a malha espago-temporal (lado esquerdo de (2.65))) e o tensor de energia e
momento dos causadores de tal formacao geométrica (lado esquerdo de (2.65).

As equagodes de Einstein respeitam leis de conservacao de energia e momento,

portanto podemos dizer que 0,\G,, = 0 onde 0, é um operador diferencial covariante

9
ot’

equacao com objetivo de tornar possiveis solucoes estacionéarias. Tem-se entao para o

que representa (=, V). Einstein introduziu A (Constante Cosmologia) a sua

conjunto das dez equagoes de Einstein a equagao na sua forma completa expressa por

1
Guw =R, — §gu,,R + Aguy = Ty - (2.66)

Esta ¢ a equagao mais importante em cosmologia. Dela é possivel extrair as equagoes
dinamicas dos problemas gravitacionais.

Como foi visto até aqui, o principio de minima agao constitui parte fundamental para
adquirirmos as equacoes de relevancia. Isto é um conceito que vem de Teoria Classica de
Campos.

O Tensor Energia momento da Equacao de Einstein ainda nao est4 completamente
determinado. Um modo de adquirir um tensor que possa ser utilizado em (2.66) é
através do Teorema de Noether. Ha casos, em que o tensor obtido por esta técnica nao
poderé ser aplicado, porém, no momento, em que estamos estudando o contexto classico,
este tensor possui grande valia.

Na proxima secao sera feita uma introducao a Teoria Classica de Campos e, um pequeno

estudo sobre o teorema de Noether o qual é de grande importancia na fisica.

2.6 Campos Classicos

O objeto matemético fundamental em teoria de campos classicos é a acao, sendo expressa

na forma genérica por

S = /cdtz/c(@,aﬂ))d‘*m, (2.67)

onde L£(®,0,P) representa uma densidade lagrangeana. Aplicamos agora o principio
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da minima acao

ji Z O/d“rc [g—gam mg—j@&a@)} =
- /d4x [g—géé — 0, (a(g—f@> 0P + 0, (a(g—j{))) 5@} : (2.68)

onde utilizando o teorema fundamental do calculo das variacoes onde a integral pelo

caminho fechado é nula, obtém-se a equacao para o movimento de um campo continuo

oL oL

que é a equacao de Euler-Lagrange para campos.

2.7 Teorema de Noether

Emmy Noether desenvolveu uma técnica bastante util que equilibra dois conceitos de
fundamental importancia Simetria e Conserva¢ao. Cada invariancia (simetria) em um
sistema traz como acréscimo uma quantidade fisica que se conserva. Exemplificando,
se um sistema é invariante frente a uma translacao apresenta conservacao de momento
linear. Este teorema pode ser expresso tanto utilizando coordenadas generalizadas como
notacoes genéricas para campos, sua demonstracao visa justificar a origem da forma da

parte classica dos tensores que compdem o modelo [18, 19].

L(z) + L(x)+ ad, 1" (x), (2.70)

onde « < parametro infinitesimal e, d¢ <— pequena deformagao na configuracao do
campo.

consideramos como exemplo uma translagao infinitesimal

29— 2 — .

Deste modo, o campo sofre uma deformagao
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o(z) = d(x +a) = ¢'(x) + a’Opo(x) . (2.71)
E a Lagrangeana que descreve o movimento do campo também sofre uma deformacao
que é expressa na forma mais geral por
L— L +ad0gL =1L +a0s(8°L), (2.72)

Compara-se com a forma geral do teorema de Noether e conclui-se que a grandeza que

se conserva, para o caso de campos, é uma densidade de corrente

oL
1= 50,0

0,6 — LM, (2.73)

Assim como no caso do tensor misto de Riemann, basta multiplicar pelo tensor métrico
covariante para extrair o indice contra-variante de (2.73). Este Tensor de Energia mo-
mento, enquanto se tratar de casos classicos, pode ser usado na equacao formalmente na
equacao de Einstein como termo de fonte de gravidade. Cada tipo de espago possui suas
proprias simetrias, e destas simetrias, é que se extraem as quantidades que se conservam.
Em espaco de Minkowiski, é possivel afirmar que ha simetria de translacao, logo, o Teo-
rema de Noether é valido.

Em outros tipos de espaco, sob certas condicoes, é possivel recuperar este resultado aqui
obtido. Isto mostra que o limite newtoniano esta para a R.G. assim como, o tensor de
Noether estd para um certo limite em espago tempo curvo, como serd visto no capitulo

trés.
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Capitulo 3
Cosmologia

Neste capitulo vamos estudar em especial o modelo padrao da cosmologia bem, como seus
sucessos e a necessidade de uma nova teoria que va de encontro com teorias de unificacao,
que é uma das grandes buscas da Fisica.

De acordo com evidéncias atuais, o universo em seus momentos iniciais era constituido de
uma sopa de quarks, glions e energia em forma de radiacao, cujas condig¢oes de temper-
atura e densidade eram extremas.

Estas evidéncias que dispomos sao provenientes de observacoes e experiéncias. Podemos
citar a Radiacao Cosmica de Fundo, descoberta por Penzias e Wilson em 1965 quando
testavam um receptor de microondas.

As experiéncias com aceleradores de particulas sao bastante esclarecedoras no sentido de
poder afirmar que, determinadas reacoes de mintsculas partes da matéria, s6 ocorrem,
com energias muito elevadas [7, 39| . Energias elevadas sao observadas na natureza, porém,
ao natural observa-se em média uma particula por quilémetro quadrado por ano nos polos
com energia em torno de 10'°GeV =~ 55J |38]. Dispomos na atualidade de equipamentos
capazes de nos indicar em que direcao do espago ocorreu uma explosao estrelar em nova
e supernova, através da captacao de neutrinos e anélise de seu angulo so6lido de entrada
na atmosfera, além dos mais avancados telescopios, que comecaram a mostrar algo de
relevancia para a atualidade através de William Herchel, e sua irma, Caroline.

Modelos inflacionarios, sugeridos primeiramente por Allan Guth, solucionam muito bem
problemas que o modelo padrao nao consegue resolver. Porém, além de ser um assunto
extremamente dificil a Inflagaio Cosmoldgica ainda é um alvo de estudo muito recente,
e provavelmente ainda estamos longe de resolver o problema da correta descricao da

dindmica do universo.
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3.1 Consideracgao Inicial - O Principio Cosmologico

O Principio Cosmolégico nos diz que nao hé regiao privilegiada no universo. Para
todos os pontos que olharmos teremos a mesma impressao, de qualquer referencial.
Entao, este principio nos reporta ao conceito de homogeneidade e isotropia. Tal conceito
trata da simetria da distribuicao da matéria em pequenos volumes. Porém, num sistema
com as dimensoes astrondmicas, pequenos volumes ¢ algo muito relativo.

Os volumes que considerados em cosmologia, sao cubos de arestas com 100Mpc. E toda

a matéria contida no seu interior estd uniformemente distribuida.

3.2 Meétrica de Roberston Walker

As dez equagoes nao lineares acopladas de Einstein, deduzidas em (2.66), possuem mais
de uma solucao. A solucao que nos interessa para o trabalho é aquela que considera o
principio cosmolégico como condicao de contorno. Quando tal principio é considerado
e, assumindo um universo sem constante cosmoldgica, as equacgoes de Einstein possuem
solugdo exata, e esta é a métrica de FLRW (Friedman-Lemaitre-Robertson-Walker), mais
popularmente conhecida por métrica de Robertson-Walker [4]. Entao, para calcular a
distancia entre dois pontos em um espaco curvo homogéneo e isotropico, relacionando o
invariante diferencial ds® e o tensor métrico g, fazendo uso da métrica de Robertson-

Walker em coordenadas esféricas

dr?
1 —kr?

ds® = dt? — a2(1) [ +r2(d6? + sin? 0dg?) | (3.1)

podemos obter a matriz que representa o tensor métrico por comparagao entre (3.1) e

(2.2), onde g, toma o lugar do tensor de Minkowiski, e assim temos [1]

1 0 0 0
0 4 o 0
L= pry—=1 _ (1—Fkr2) ’ 3.9
e = (87) 0 0 —a(t)? 0 (32)
0 0 —a(t)*r*sen’(0)

que define todos os elementos diagonais da matriz que descreve a métrica do espaco
curvo considerado.
Nesta métrica, a(t) é o fator de escala. Quando consideramos um universo em

expansao, estamos considerando que a malha espaco-temporal estd expandindo. Como
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tal malha, é dividida em células imaginarias, a medida destas células é que irao
expandir, proporcionalmente, em todas as dire¢oes. Por isto, o fator de escala é
conhecido por este nome. O fator de escala é um elemento multiplicativo, ele multiplica
um sistema de coordenadas fixas que é chamado coordenadas comoveis. Logo, é o
fator de escala quem determina o quanto cada célula expande no decorrer do tempo.

Os fatores k que estao inclusos na métrica é o que define trés possiveis modos
geométricos, faremos mais adiante no texto que k£ esta intimamente relacionado com a
densidade critica do universo. Os trés possiveis valores para k sao k= —1, k=0e k = 1.
Temos que k é a constante de curvatura, que pode representar trés distintos tipos
geométricos de espaco, sendo eles £ = 0 para um espaco plano, £ > 0 para um espaco

fechado, também chamado de esférico, e k < 0 para um espago aberto, ou hiperbolico [6].

3.2.1 Componentes do Tensor de Riemann

Dando continuidade na busca por solugdes que envolvam as equagoes de Einstein (2.66),
e o principio cosmologico, temos que trabalhar com as componentes do tensor de
Riemann, definido como sendo a parte entre parénteses em (2.44). Como o tensor de
Riemann depende da conexao afim expressa por (2.17), também precisamos destas
componentes.

Nesta secao vamos tratar exclusivamente de tais componentes tensoriais.

O pseudotensor (2.17), que caracteriza a conexao afim, mostra explicitamente a rela¢ao
entre esta conexao e o tensor métrico.

Os objetivos principais desta secao sao encontrar a componente temporal do tensor de
Ricci (2.47) e o escalar de curvatura (2.48). Ambos sdo fundamentais para encontrar a
equacgao de Friedmann, que serd explicada ao longo do capitulo.

Iremos utilizar recursos computacionais para calcula-los, é um modo didatico e pratico
de encontrar tais tensores. Mas primeiro, mostraremos como obter os elementos da
conexao afim pelo modo tradicional, como segue abaixo. Depois de eliminar os termos
que se anulam, pois o tensor métrico é nulo para componentes fora da diagonal, é obtida

para a conexao afim (2.17)a seguinte componente [1]

1 8g11 aa
0 — 2,00 _ .
H 29 oxV 1—Ekr?

De modo anéalogo
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0 _ -2 0 _ =02 2 1 _ _kr
[y, = aar?, IS, = aar?sin” 6 'y =157,

ri, = —r(l — kr?) '3, = cot 6, ['2, = —sinfcosf (3.4)
Para calcularmos o tensor de Riemann pelo modo tradicional, as componentes da

conexao afim acima expostos sao de fundamental importancia. Podemos averiguar isto,

através da relagao abaixo

8F 8F
Rioio = gu Ry = g1 R0y = (

or 0 a 1 +F81F(1)oc Fgor(l)a) ) (35)

lembrando que indices contraidos representa soma.

Do mesmo modo, poderiamos seguir para encontrar as demais componentes.
Colocaremos aqui, alguns resultados de importancia para os calculos da dissertacao. No
apéndice consta a rotina que deve ser empregada no software Maple 10 que traz como
resultado as componentes do tensor de Riemann, chistoffel de primeira e segunda ordem,
componentes do tensor de Ricci e tensores de Einstein. Logo abaixo, temos a

componente temporal do tensor de Ricci

i
Ryp = 3— 3.6
00 a ) ( )

e a seguir, as trés componentes espaciais
Ryy = — (SE252) | Ry = —(aii + 202 + 2k)r°, Rag = —(ai + 20 + 2k)r?sin*(0). (3.7)

a partir de qualquer componente espacial podemos equacionar uma regra geral, valida

para espagos simétricos

gl]
a2

E logo abaixo, temos o escalar de Ricci proveniente da relagao (2.48)
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R_6<E+§+?>' (3.9)

Os resultados (3.6) e (3.9),em especial, possuem significados de grande importancia para

os calculos que serao desenvolvidos ao longo do trabalho.

3.3 Modelo Cosmologico Padrao

A idéia original do modelo padrao é que o universo evoluiu de um estado de alta
temperatura e densidade que teve inicio com um evento violento. Tal evento é
denominado Big-Bang. O Modelo Padrao diz entao que, em torno de 13,6 bilhoes de
anos atras, toda a forma de matéria existente estava concentrada em um tnico lugar do
espaco com densidade infinita [11].

Uma perturbacao neste sistema provocou a grande explosao, os elementos leves nao
foram formados no primeiro instante, nao havia possibilidade de isto ocorrer. Para a
formacao dos primeiros barions, era necessario o resfriamento para proporcionar a baixa
de energia e, consequentemente, a ligagao entre quarks |9, 7|.

Os sucessos e a aceitacgao deste modelo se da pelas previsoes que este foi capaz de fazer.
Ele previu a existéncia da Radiacao Césmica de Fundo e a nucleossintese dos elementos
leves [1].

Para o modelo padrao, o tensor que contém as informacoes sobre a matéria existente no
universo é o tensor de energia-momento de um fluido perfeito.

Introduzem-se entao as quadri-velocidades, a forma que se deseja obter para o tensor
deve ser tal que, considerando um referencial na propria particula, ela adquira a forma
para o tensor de um fluido em repouso. Tal equacao para um fluido perfeito, que é
largamente usada na literatura para a descricao de modelos cosmologicos, em

movimento adquire a forma |34, 23, 22|

Tp,l/ - (p + P)UMUV — PYuv - (310)

Ao substituir a equagao (3.10) em (2.66), as componentes de indice nulo do tensor de
Riccei (3.6) e do tensor métrico (3.2) e o escalar de curvatura (3.9), chega-se a equacdo a

qual foi denominada equacao de Friedmann
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a 8tGp ANk
(E) = 5tz (3.11)

Agora, com qualquer componente espacial do tensor de Ricci (3.7)e do tensor de

energia-momento (3.10) chega-se & equagio da aceleragao

a —ArG A
g 3p) + = . 12
. 3 (p+3p) + 3 (3.12)

Derivando (3.11) em relac¢do ao tempo e, substituindo (3.12) na equagao que resultou da

derivagao, obtemos

p+3H(pr+p) = 0. (3.13)

Esta equacao também pode ser obtida através da derivada covariante do tensor energia
momento do fluido, o que significa aplicar uma lei de conservac¢ao de energia [35, 21, 12].
Podemos integrar (3.13) para isto, devemos efetuar uma simplificagao. Tal simplificacao
é considerar o universo como sendo espacialmente plano. Também é necessério
acrescentar uma equacao de estado para os elementos constituintes do universo, sendo
esta p = wp onde w é a constante a qual define o constituinte [11]. Assim, podemos

integrar no tempo a equagao para p, o que resulta em

p(t) = po(%)‘?’(””) : (3.14)

onde pg representa a densidade inicial do constituinte analisado. Para este exemplo, esta
sendo analisado apenas um constituinte por vez, sendo seus possiveis valores %, —1eO.
Estes valores correspondem respectivamente a radiagao (gas de fotons), energia de vacuo
e matéria barionica.  Por substituicao direta dos valores de w em (2.19), obtemos os
resultados para p(t) em fungao do fator de escala.

Para universo dominado por energia de vacuo, a solucao para a densidade serd p, = cte.

Para a matéria de pressao nula, e para a radiacao, teremos

3

- , -4
Pm =0 — pn, @ a e pr=5% —p aa

Estes dois ultimos resultados mostram que a solugao gerada pela densidade de energia
de radiacao decai mais rapidamente por um fator a~! quando comparado com a

densidade de matéria.
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3.3.1 Problemas do Modelo Cosmolégico Padrao

Apesar de todas as vantagens do Modelo Padrao Cosmolégico, ele nao consegue resolver
questoes que se verificam por observagoes, logo, ele é contraditorio. Exemplo disto é o
problema da planura [7].

Através dos dados observacionais, o parametro de densidade do universo deve ser
proximo do parametro critico, que é estimado como uma unidade. Este valor traz como
conseqiiéncia que, ou o universo é plano ou quase plano.

O parametro de densidade, como sera vista na proxima segao, é o principal elemento na
definicao da geometria no universo. Isto significa que, qualquer modificacao em seu valor
inicial, fara com que o universo evolua de um modo inesperado. Podendo este se
expandir para sempre e até mesmo sofrer um Big-Crunch [6, 25].

H4 outros problemas dentro do modelo padrao, como por exemplo, o problema do
horizonte, e dos monopolos magnéticos. Estes argumentos, mostra a necessidade de
desenvolver uma nova teoria. Allan Guth, na década de 80, propos o

modelo inflacionario. Este resolve problemas que o modelo padrao nao resolve, mas nao
é uma teoria fechada, e ainda h4 muito que desenvolver.

Agora, veremos os parametros utilizados na cosmologia.

3.3.2 Alguns Parametros da Cosmologia

Esta secao tratard das principais grandezas que devem estar presentes em um modelo

cosmologico.

a) Parametro de Hubble

O fato de o universo estar expandindo, foi constatado por Hubble em 1929, ao observar
que objetos distantes estao se afastando do nosso referencial [1, 7]. Sua lei de expansao é
descrita por v = Hyr, onde v é a velocidade de recessao do universo, r a distancia do
objeto observado ao nosso referencial e Hy, a constante de Hubble. Como, esta
constante na realidade, nao é constante, pois depende de grandezas que variam com o
tempo, sua denominacao serd parametro de Hubble. Uma quantidade mensuravel, e
que possui alguns variados métodos de ser calculado.

Hubble encontrou, originalmente como sendo 55km/s/Mpc. Atualmente, é aceito entre
a comunidade astronomica como sendo aproximadamente 72km/s/Mpc.Este valor é
interpretado da seguinte forma, suponha uma galaxia distante da Terra de 100 Mpc, ela
tem uma velocidade de recessao de aproximadamente 7200 km/s.

Assim, é possivel definir o parametro de Hubble, para qualquer instante de tempo como
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H=="" (3.15)

onde a(t) é velocidade de recessao medida em (km/s) e, a(t), o proprio fator de escala,
em Megaparsec (Mpc).

Uma vez sabendo que a distancia entre as galaxias aumenta com o tempo e, que a luz
possui uma velocidade limite logo, ela leva um tempo para chegar até instrumentos de

medida, podemos calcular o redshift do espectro de absorcao, como sendo

(3.16)

Onde, A.,, é o comprimento de onda emitido pela galaxia e Ay, o comprimento de onda
que chega no instrumento de medida. Este conhecido resultado da optica, o efeito

Doppler, é aplicado na cosmologia, com aproximacao para baixas velocidades de modo

C C

onde [y, é a distancia no tempo entre duas galdxias, chamada de distancia prépria.
Com este resultado, podemos visualizar que o desvio para o vermelho é diretamente
proporcional ao parametro de Hubble. A figura abaixo visa tornar um pouco mais claro,

como o valor do parametro de Hubble é determinado.
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Figura 3.1: Comparacao entre observacoes para determinar o parametro de Hubble

Entao, para determinar o parametro de Hubble, sao feitas varias observacoes e, se extrai

destas observagoes um valor razoavel, que admite uma pequena margem de erro.

b)Parametro de desaceleragao

Assim como em mecanica classica, onde temos que a aceleracao é a variacao da
velocidade em relacao ao tempo, em cosmologia, temos de certo modo, que a variacao do
parametro de Hubble em relacao ao tempo nos fornece o parametro de desaceleracao.
Para que a expansao seja acelerada, é necessario que o ¢y seja negativo. O modo de
adquirir sua representagdo matematica é expandir a(t) em torno do tempo presente, e

generalizamos para tempos arbitrarios, do modo

t
U L Hyt—ty) %Hg(t—to)u...

a aad 447G 1
q @2~ H? (p T3 ) ’ (3.18)

seu valor, quando negativo, significa expansao acelerada. Do contrario, desacelerada.
O sinal negativo foi literalmente colocado a mao, baseado em idéias e observacoes de
alcance limitado que indicavam estar o universo em uma fase de expansao desacelerada.

Temos que a(t) é o fator de escala normalizado em relagao ao tempo atual. Do modo

a(t) = — e RA = R(tA) . (319)
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Ao observarmos (3.18), temos visivelmente que o parametro de desaceleragao depende
da densidade total e da pressao da matéria presente no Universo. Pode-se concluir entao
que a matéria é de fato muito importante para o comportamento atual da aceleracao

cHsmica.

c) Parametros de densidade

A equagao de Friedmann (3.11) é necesséaria para compreender o que sao os parametros
de densidade. Tal equacdo é a componente temporal das equacoes de Einstein (2.66), ela
mostra que ha uma relacao entre o parametro de Hubble e a densidade do universo.
Fazemos uso entao de (3.6), (3.9) e, da defini¢ao a qual diz que a componente temporal
do tensor energia-momento de um fluido perfeito corresponde a sua densidade [5, 23|.

Deste modo, temos a equacao

) = -2 3.20
5 P (3.20)

<a>2 _ 87 k

a

Ao reescrever a equagio de Friedmann de modo mais conveniente e, utilizando (3.15)

_ 8rG k

1= v
32l T e

(3.21)

Onde definimos os parametros densidade da soma de todas as fontes ¢ densidade
de curvatura, igualando & unidade 1 = Qpppes + Q.

Que, por comparagao com (3.21), obtemos respectivamente

8rG k
Qrontes = ——= W= ——FF— 3.22
fontes = 32l € E T a2 H? (322)
Se, k = 0 entao )y = 1. Faz-se as devidas substitui¢des chega-se ao adimensional
parametro de distribuicao de matéria
Or =2 =1 (3.23)
Pe
Que induz o importante resultado
3H?>
= P, = 3.24
p=re=g = (3.24)

O qual representa a densidade critica do universo, ou seja, a densidade total de matéria e
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energia necessaria para que o universo seja exatamente plano. Pouco mais, pouco menos

resulta em outra geometria. Com estas informagoes é possivel fazer as seguintes relagoes

k = —1 — universo aberto, pois p < p. logo, r < 1
k = 0 — universo plano, pois p = p. logo, {r =1
k =1 — universo fechado, pois p > p. logo, Q7 > 1

Nos modelos que consideram universo homogéneo e isotropico, a geometria plana ou

quase plana, é a mais provavel.

3.4 Contraproposta Inflacionaria para solucionar os

problemas do Modelo Padrao

Nesta secao, vamos estudar algumas propostas inflacionarias. A primeira tentativa de
um modelo inflacionario, nao se mostrou muito promissora, pois para esta, o universo
deveria de ser completamente preenchido por constante cosmologica, ou energia de
vacuo. Além de apresentar inomogeneidades no final da era inflacionaria [14].

Uma outra proposta que sera apresentada é de um campo escalar gerador de inflagao.

3.4.1 Universo Permeado por Constate Cosmolégica

Para descrever o universo jovem, com tempo de existéncia inferior a 1073%s,
solucionando os principais problemas do MCP Alan Guth propos que, é de que neste
periodo o fator de escala passou por uma aceleracao absurdamente grande. Guth fez uso
da constante cosmologica como uma possivel causadora de tal fenomeno. Supondo
entao, a equacao de Friedmann com a constante cosmologica (3.11).

Como a hipotese primeira da inflacao é que o fator de escala passou por um enorme
acréscimo, a curvatura e a densidade sofreram uma diluicdo bem rapida. E possivel
perceber olhando as relacoes de proporcionalidade da equacao de Friedmann. Tomas-se

entao a simplificacao

a A
-~ = 3.25
- 3 (3.25)
Onde por integragao se chega a
A
a(t) = ag(t) exp gt. (3.26)



Zel’Dovich foi quem associou A a energia de vacuo, colocando A como um termo de
fonte, do modo |14, 13]

A
_ A= )
e Pv — 87TGpI/ ) (3 27)

onde p, é a energia de vicuo. E a nova solucao para o fator de escala seria

8tGp,
3

t (3.28)

Considerando as condicoes especiais desta época, um modo de interpretar fisicamente a
constante cosmologica, além de um termo de fonte é utilizando conhecimentos de teoria
quantica de campos.

A densidade deste ponto de vista fica entrelacada com a energia de vacuo. Para calcular
qual seria a grandeza da energia de vacuo é preciso considerar a dimensao de A que é de

[L]~2 como sendo o comprimento de Planck [25].

A L [(hG/cP)z] 2 o5 kg
= ~ = ~ 10" — . 3.29
A G 887G 7@ m3 ( )

Campos escalares como de Higgs ou Goldstone, poderiam ter fornecido um mecanismo
natural para a inflacao, e sua energia potencial pode ser associada a constante
cosmologica [13]. Uma outra proposta seria inflagdo cadtica, onde flutuagdes quanticas
fazem com que o campo de Higgs tenha valores aleatérios em diferentes regioes do
universo, isto traria como conseqiiéncia valores diferentes da A em diferentes partes do
universo, acarretando inflacdes diferentes.

O grande problema da solucao (3.28), é a inflagao eterna |27]. Isto, para um modelo
realista, nao é o desejado. Espera-se um modelo que passe por fases, a fase da radiacao e
da matéria.

Na proxima secao, serd apresentada uma possibilidade de inflacao, a partir de campos

escalares.

3.4.2 Solucoes inflacionarias a partir de Campo Escalar

Para descrever de modo mais formal a inflacao, dentro da simplicidade possivel,
considera-se o campo escalar ¢, tais campos descrevem um campo de particulas de spin

nulo. Consideremos entao, a densidade lagrangeana de um campo escalar nao massivo
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Ling = 30 0u00°6 = V(0), (3:30)

onde V(¢) é o potencial escalar [26]. Ao aplicarmos tal densidade lagrangeana, no tensor
de Noether (2.73), obtemos

1
T;u/ = 8u¢81/¢ - guu(§8u¢au - V(¢)) . (3'31)

Onde, abrindo as componentes do tensor e, comparando com a equacao do fluido

perfeito chegamos a [24, 7]

=24V e =% V). (3.52)

Para haver uma expansao acelerada, o termo cinético deve ser muito inferior ao termo

de potencial, do modo

V(p) >> %2 : (3.33)

com esta condicao podemos concluir que py = —V; = —p,. E ainda, que o potencial deve
possuir seu maximo valor. Desse modo ele encontra-se num estado chamado de estado
de falso vacuo|7].

O potencial do campo escalar deve sair do falso vacuo variando muito lentamente para
um minimo valor, deste modo, com pressao negativa variando proporcionalmente com o
potencial é o que garante expansao acelerada. Este processo é conhecido por

aproximagao Slow-roll [13, 25].

v

]' 1!
_ v _t 34
‘T 1l6rV =gV (3.34)

Onde, para garantir uma rolagem lenta, o potencial deve obedecer as condigoes € << 1 e
In| << 1. As condigoes Slow-roll sdo equivalentes a condigao imposta sobre os
parametros cosmologicos para que ocorra a inflacao. Para que a aceleracao seja positiva,

precisamos das seguintes condi¢oes para o parametro de Hubble
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H+H_E>O:>_ﬁ<l’ (3.35)

e, para ocorrer inflacio precisamos que ¢? << V() e ¢ << V'(¢), entéo, teremos para a

equacao de Friedmann e, para a equacao de movimento para o inflaton, respectivamente

8 .
H= V() e 3H)=-V'(g), (3.36)
aplicando estas tltimas na condicao (3.35), teremos que —% = ﬁ(vvl) =€ < 1. Este
resultado mostra que hé inflacao até valores de € «~ 1. A condicao obtida através de

(3.33), nos leva a possibilidade de efetuar a troca, na equac¢ao de Friedmann, da
densidade total pelo potencial escalar. Efetuando entao, esta integragao, obtemos para

universo espacialmente plano

_[8aV(¢)
H =/ T (3.37)

que por sua vez produz a solucao desejada na forma de exponencial

a(t) = ap(t) exp @ . (3.38)

A justificativa para o potencial migrar do falso vacuo para o vacuo verdadeiro vai
depender do modelo utilizado.

Existem modelos de inflacao caotica que utiliza argumentos de tunelamento, por
exemplo. Um exemplo de potencial é V(¢) = V;¢(t)", onde V; e n sdo constantes
arbitrarias [13]. Nas proximas subsegoes, iremos analisar os problemas que as solugoes

inflacionarias aqui obtidas podem resolver.

3.4.3 Problema de Horizonte

Um féton percorre uma geodésica nula em um referencial comovel, onde ¢ e 6

mantém-se constantes. Do elemento de linha da métrica de Robertson-Walker obtém-se

et — 2 (3.39)

VI — k)
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onde, é possivel encontrar através da integral, a distancia propria [, ao horizonte de

eventos r;, deste foton

In /f dt /”L dr (3.40)
—=c | == _— .

R o I o (1—kr?)

a desigualdade abaixo ¢é valida quando se compara a distancia atual até a superficie do

ultimo espalhamento e o horizonte de eventos no desacoplamento

/tm dt << /to dt (3.41)
0 R des R ' ‘

Quando ocorreu o desacoplamento entre matéria e radiacao, o comprimento de

Hubble (H~1)era comparavel ao que hoje se tem como separagao angular

Zdes 1

1100)_— (3.42)

Oaes = (0.87)Q0( 5

o que traz por conseqiiéncia que regioes afastadas por angulos > 1 nao estavam em
contato causal, neste sentido, o MCP nao consegue explicar como a radia¢ao cosmica de

fundo pode ser tao homogénea e isotropica se no passado nao estavam em contato causal.

3.4.4 Problema da Curvatura

Faz-se A = 0 no Modelo de Friedmann e é facil mostrar que [1]

ke = (Q—1)R*H?. (3.43)
No periodo dominado pela radiacio, o fator de escala tinha uma dependéncia com t/2,
no periodo dominado pela matéria a dependéncia temporal segue a lei t5. Fazendo uso
de H = %, chega-se

Q—1] at,p, >> pm 10— 1] o t5, pp << P, (3.44)

Através de observacoes é possivel dizer que Qo = 1,0270,02, Ty = 13,7.10%anos e

ties = 3,8.10° anos. Desse modo
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Q2 — 1 to .2 5
— = (—)3 = 10°. 3.45
|Qdes - ]-| <tdes) ( )

Desse modo, no desacoplamento esperava-se |2 — 1 = 1073|, na época de Planck
t,=1,35.107"s ¢ |Q, — 1] &~ 107%. O MCP impoem condigoes iniciais muito peculiares

para a existéncia de um universo plano, o que incentiva a busca de novas explicagoes.

3.4.5 Problema dos Monopolos Magnéticos

A quebra espontanea de simetria supostamente ocorrida em t ~ 10~%s, gera solucoes
que podem ser interpretadas como particulas com carga magnética. Tais particulas
teoricas teriam energia de repouso de 10°GeV o que equivale a uma massa de
aproximadamente 1,8.107%g. A densidade de monopolos existente na época, devido a
expansao deveria ter valor atual da ordem de 107g em? que é muito maior que o valor
numérico da densidade critica.

Na proxima segao, serd vista algumas solugoes inflacionarias, que por sua vez, resolvem
alguns destes problemas que o modelo cosmologico padrao nao é capaz de resolver.
Para fins de conhecimento geral, é importante saber que antes da quebra espontanea de
simetria, a qual desacoplou a for¢a gravitacional das outras trés fundamentais, isto é,
para escalas muito pequenas, menores que a escala de Planck (< 10733¢m), a teoria
classica perde a validade. Torna-se necesséaria a quantificacao do campo gravitacional,
pois eles se tornam relevantes [7].

O campo gravitacional ainda nao foi quantificado, embora muitos fisicos estejam
tentando, no momento, uma alternativa é trabalhar com campos quanticos em espaco

tempo curvo. Tais consideracoes serao utilizadas no capitulo trés do trabalho.
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Capitulo 4

Visao Basica de Teoria de Campos em

Espaco-tempo Curvo

Neste capitulo estudamos conceitos de Teoria de Campos em espaco-tempo plano e
curvo. Um campo V¥ é um sistema com infinitos graus de liberdade, onde o funcional da
acao S[V] especifica a dinamica do sistema via equacao de Euler-Lagrange [19, 18]. Um
outro ponto fundamental é que, via processo de quantizacao, uma teoria quantica de
campos pode ser formulada para ¥. O campo de Klein-Gordon é, por exceléncia, o
sistema onde os métodos mencionados acima sao inicialmente utilizados. Neste capitulo
consideramos o campo de Klein-Gordon imerso num espaco-tempo de Minkowski e numa
segunda etapa num espago tempo curvo, situacao importante pela sua conexao com a
cosmologia. Finalmente fizemos uma descricao de como calcular o valor esperado do
tensor energia-momento desse campo, com o objetivo de montar uma teoria

semi-cléssica.

4.1 Campo escalar em espaco tempo de Minkowski e
sua quantizacao

Vamos considerar uma densidade lagrangeana que, representa um campo massivo em
espaco tempo plano. Tal densidade terd funcoes de campo descritas como V¥, fazendo
menc¢ao ao campo de matéria do modelo que, serd representado por ¥. Sendo a acao de

um campo massivo dada por

1
S = /d4 x§(n“”8,ﬂf&,\11 —m*0?), (4.1)
a equacao do movimento do campo pode ser obtida através da minima acao, ou, por
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substituicao da densidade lagrangeana na equacao de Euler-Lagrange. De ambos os

modos, obtemos a equacao de Klein-Gordon para um campo com massa

O+m*)¥ =0, (4.2)

onde O = n*9,,0,, esta equacao representa o movimento de um campo em espago-tempo
de Minkowski, e admite solucao de onda plana, em notacao quadrivetorial, onde p°
representa a energia. Aqui estd expresso em sua forma contravariante, a forma
covariante também possui o mesmo significado. Podemos considerar as relacoes
quanticas E = hw e p = hk, para substitui-las na solu¢ao de onda plana gerada por (4.2)

e deste modo, obtemos

U(x,t) = Ae 7" 7PX) = g(x 1) = Aelkx—) (4.3)

e A é uma constante de normalizacao a ser determinada. Realizando a primeira e a
segunda derivada em (4.3) e substituindo em (4.2), temos os modos de freqiiéncias de
variacoes de onda plana expressos por w? = m? + k2.

Agora, consideremos a relagao vinda da Relatividade Restrita para energia e

momento:

E? =cp*4+mict => E= Teyp?+m2e2, (4.4)

onde ambas as solugoes sao permitidas, sendo que as solucoes negativas representarao
antiparticulas e, substituirmos as relagoes quanticas para energia e momento nesta
relacdo, o resultado obtido é (4.1).

Este é um argumento que permite dizer que, depois de quantizar ¥ e transforma-lo em
um operador de campo, tal operador, deve representar uma particula de massa m. Se, a
lagrangeana apresentada no principio desta se¢ao fosse desprovida de massa, sob mesmo
argumento, o operador adquirido na quantizagao, deve representar uma particula sem
massa [17, 18].

Passaremos agora para o estudo da quantizacao candnica para o campo de
Klein-Gordon. Tal quantizacao surge da necessidade de introduzirmos os termos de
correcoes no modelo cosmologico estudado.

Para isto, consideremos a teoria classica. Os elementos desta teoria ja foram obtidos a

partir do tensor energia-momento obtido via teorema de Noether no primeiro capitulo.
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Logo, até entao temos uma descri¢ao de particulas classicas, e estas, formam por
definicao um conjunto discreto. Para a quantizacao de tais elementos, as variaveis
dinamicas do sistema classico, sao por sua vez, promovidos a operadores de campo. A
isto se chama segunda quantizagao. Feita a seguinte generalizacao de sistemas discretos

para continuos:
q; — \1/(.73), pi — 7'('(.73), 5ij — 53($ - y) )

e suas respectivas relagoes de comutacao [33]:

~

[W(x,t), ¥ (x',t)] = [#(x,1),7(x,t)] =0,

onde 7 é a densidade de momentos conjugados ao campo ¥, e x é um vetor no espaco de
trés dimensoes x = (z,y, z).

A relacao entre a lagrangeana e o momento conjugado sera:

oL

7000 = SE v ]

= 0V (x,1). (4.5)
Na representacao de Schrodinger, m e ¥ sao independentes do tempo, logo, nao é a
representacao adequada para o problema que estudamos. Na representacao de
Heisemberg, as relagoes de comutagao sao validas a tempos iguais, entao os operadores
sao tomados no mesmo instante. Uma vez que se expressa a Hamiltoniana através dos
operadores m e ¥, a Hamiltoniana também serd um operador. Agora, para a
quantizagao propriamente dita, consideremos a equagao de Klein-Gordon dada por (4.2).
Esta equacao representa o campo que acompanha uma particula escalar, independente
se esta particula possui ou ndo massa [28]. Como foi visto, esta equagao possui solu¢ao
de ondas planas. Na secao anterior, o objetivo era mostrar sua relacao com a equacao
relativistica, onde excluimos a solu¢ao com modos de freqiiéncias negativas. Vamos

considerar a solugao completa de (4.3), expandindo-a para os dois modos possiveis:

+oo
1 , , . .
U(x,t) = w5 ) (ane™780 4 ajel-hnrtion) (4.6)

n=—oo

a forma de combinacao linear em que a solucao estd apresentada garante que a solucao
pertence ao conjunto dos niimeros reais e que o volume é invariante de Lorentz. Se

escreve esta solucao no espago de Fourier com intento de, posteriormente, encontrar o
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espectro da Hamiltoniana. Assim, a solucao da equacao de Klein-Gordon, de um sistema

discreto para um sistema continuo sera:

(4.7)
w2
deste modo, a constante de normalizacdo vem junto com a transformada. Agora,

promove-se a funcao W que representa o campo escalar a operador no espaco de Hilbert,

onde, por conseqiiéncia, vamos obter os operadores de criacao e destruicao:

3
B, ) = [ (@) o af () ex). (4.9
V/ (27)32wy,

Vale salientar que hé& outros métodos para encontrar a constante de normalizacao, por
exemplo, impor condigoes de ortonormalidade as fungoes u(x,t). A constante aparece
naturalmente na transformada de Fourier.

Agora, assim como para a primeira quantizacao, se expressa os operadores criacao e
destruicao em termos dos operadores posicao e momento, aqui, estes operadores serao
expressos em termos do momento conjugado ao campo e do préprio campo. Primeiro
serd necessario conhecer as propriedades do produto escalar, em termos deste produto,
também ficara expressa as propriedades de ortonormalidade das fungoes u(x,t).

Pela defini¢do de produto escalar [17]:

(U1, Us) = —i / U0, VidPs  onde  AdyB = Aaa—f - %—?B (4.9)

E usual e de bastante utilidade expressar (4.8) em termos do conjunto de solucdes

ortonormalizaveis u(x, t):

u(x,t) = Delm@Hkx) o D=\ /(27)3 2wy, , (4.10)

onde D representa a constante de normalizagdo. Assim, apds a substituicdo em (4.8),

dos termos exponenciais por u(x,t) obtém-se:

k)u(x,t) + a' (k)up(x, 1)), (4.11)

t
i, /\/ 2m 32wk
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Ainda com o objetivo de provar que a hamiltoniana do campo escalar massivo é um
operador, é possivel tornar explicita a forma dos operadores criacao e aniquilacao. Para
isto se multiplica, — fu",;,(%d?’x que é obtido pelo produto escalar (4.9), pela esquerda
de (4.11) e obtemos

i/uz,ﬁod?’a:.\lf = uii,z'agukd?’x)

[ s (a0 |
_ Jﬁ (d(k) / 5k — k/)d%) —>
=>a(k) = /(2m)32uwyi / wt,Od> .U (4.12)

de modo semelhante, multiplica-se pela direita —i [ E)?)d3 x, e o resultado é o operador

criacao na forma:

at = /(27)32w; / Vidyuy d*x (4.13)

Os operadores destruicao e criacao estao sujeitos as seguintes relagoes de comutacao:

la(k), a' (k)] = (27)%2w,8%(k — K)
la(k), a(k')] = [a'(k),a" (k)] =0 ,

e o contador do niimero de particulas, que serd mais bem explicado quando o estado de

vacuo for definido:

(27)22wp 3 (0)N (k) = af (k)a(k) . (4.14)

Este operador, além de ser um ingrediente facilitador para os calculos possui uma
importante relacao com a hamiltoniana que sera desenvolvida na préoxima secao, porque
a hamiltoniana que serd encontrada é uma funcao linear de N. Com isto, podemos
diagonalizar simultaneamente a hamiltoniana com o operador nimero. O modo como
este operador atua em um vetor de estado, e seus possiveis autovalores, serao discutidos

na secao que tratara do estado de vacuo.

4.1.1 Tensor de energia-momento

O tensor energia-momento surge de uma carga conservada, devido a invariancia de

translacao no tempo. Desse modo, temos a Hamiltoniana. Este fato ¢ o que se chama de
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uma (simetria). Considerando um campo homogéneo e isotropico, o que esta sendo
conservada ¢ a densidade de energia. Esta densidade corresponde a componente
temporal do Tensor de Noether. Seja entdo o tensor (2.73) para uma lagrangeana

massiva, na métrica de Minkowski, a densidade de energia do campo sera dada por:

=0

T —1(\D2+V\Iﬂ+ 22 4.1
0 =3 m-U), (4.15)

onde a quantidade anulada é pelo campo ser considerado homogéneo e isotropico. Temos

a hamiltoniana [18]:

1 .
H= /%d% == /T00d3x = /5@2 +m*UHd® x (4.16)

ao substituirmos a fun¢do ¥ (4.11) e sua derivada primeira em relagdo ao tempo, em

termos dos operadores criacao e aniquilacao, teremos:

2 3. 431/ *
H= / (b0 + m2\I/‘I/')d3x:/ // Ak )—a“kéx’t>+aT(k)—a“k(X’t>)
t

27T 32wk at
o Ouge (Xt . up, (X' t) d3kd3k:’ . .
(a(k )kT) + al(k)-x (8 // o 32Wk (k)uy(x,t) + a' (k)uj (x, t))

(&(k/)uk/(x’,t) oAtk () t))}}d (4.17)

Esta equacao pode ser reduzida, por propriedades de ortonormalidade das fun¢oes
u (X', 1), sua derivada primeira e seus respectivos complexos conjugados [17, 8|.

Efetuando as devidas simplificagoes em (4.17) integrando sobre todos os d k' teremos

i = % / & kla(k)al (K) + a' (k)a(k))ws (4.18)

onde usando as relagoes de comutacao para os operadores de criacao e destruicao e,

adquire-se a integral:

- / d3k[%+&T(k)d(k’)]wk. (4.19)

Esta integral, mostra a energia total do sistema obtido através do tensor
energia-momento no espaco-tempo de Minkowski e, representada a energia de infinitos

osciladores [18].
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Na proxima secao serd estudado o estado de vacuo, no final, iremos aplicar o operador
hamiltoniano (4.19) e, mostrar que seu valor esperado é igual ao valor esperado da

densidade de energia que, tera como resultado a energia de ponto zero.

4.1.2 Estado de Vacuo

A quantizagao para ficar completa precisa da definicao de vacuo. Este é o estado de
mais baixa energia, nao necessariamente nula, mas a mais baixa. A energia neste estado
serd denotada por Ej e corresponde a nao existéncia de particulas.

O operador definido em (4.19) é de muita importancia. Para definir bem sua atuagdo no
espaco das particulas é necessario conhecer como atuam os operadores de criagao e
aniquilagao.

De uma maneira simplificada, o que ocorre é
aln >=+/nln—1 > afln >=vn+1n+1> ,

onde |n > é o autoestado do operador nimero de particulas, com autovalor n.
N|n >=n|n > Assim sendo, podemos mostrar a atuacao do operador nimero em um

autoestado n, como segue

N|n >=a'aln >=a'\/njn — 1 >= /na'ln — 1 >= /ny/n— 1+ (1)|n >=n|n > .

H4, no entanto uma restricao bastante 6bvia, a de que nao se pode destruir uma

particula quando o a energia do sistema é a mais baixa, logo:

a(k)|0 >=0, (4.20)

e todos os demais autoestados quanticos podem ser construidos atuando no vacuo |0 >

os operadores de criagao:
atiaty...|0 > |
agora, fazemos a Hamiltoniana (4.19) atuar no vacuo, do modo:

N 1
|0 > =L/fﬂg+ﬁ%M%NWM>

1
= Swlo> . (4.21)

Por definicao, densidade de energia do vicuo dada pelo valor esperado no vacuo do

tensor de energia- momento, é nulo, logo:
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< 0|H|0 >=< 0|Tp0|0 >=0. (4.22)

Porém, para espaco tempo curvo o estado de vacuo nao ¢ bem definido. Entende-se que
a quantidade < 0[7},,|0 > seria diferente de zero influenciando por sua vez na geometria
do espago-tempo |34]. Por este motivo a quantidade < ®* >=< ®&’ > ¢ uma
quantidade importante e usada para descrever estados quanticos em espaco tempo

curvo. Logo, ordenamento temporal é algo bastante importante.

4.1.3 Ordenamento Normal

Como o produto < ¥? > ¢ uma quantidade matematica que envolve produto de

operadores como vimos na se¢ao anterior, ¢ comum deste produto, surgirem quantidades
divergentes. Um método para remover estas divergéncias é o ordenamento normal. Esta
técnica induz uma direcao preferencial no tempo. Esta técnica, consegue fazer a conexao
entre funcao de Green, temporalmente ordenada com o a acao da teoria, representada no

funcional. Este funcional é a quantizacao do caminho integral, dado explicitamente por

=0

———
Z(J) = / Dlw)eisn @i [ J(2)Vi(z) g, (4.23)

onde D é um funcional, (4.23) representa a amplitude de transigao do vacuo inicial
|0,7 > para um estado final de vacuo, |0, f >. Para espago-tempo curvo, ha uma
diferenca entre os estados final e inicial de vacuo. Quando o espaco-tempo for
espacialmente plano e, quando nao ha produgao de particulas, a corrente J(z) = 0.
Aplicamos agora o principio variacional de Shwinger, por se tratar de uma integral de

caminho quantizada

2 6Z(J=0)
V=g og"

Podemos utilizar a normalizagao aqui apresentada por se tratar primeiramente de

— i < 0i|T,|f0> . (4.24)

espaco-tempo espacialmente plano, k£ = 0, para o limite onde J = 0 que caracteriza a
nao produgao de particulas, assim temos que Z(J =0) =< 0¢[f0>=<0[|0 >= 1.

Precisamos de um potencial efetivo, que sera extraida do caminho integral pelo
principio variacional ja mencionado.

Deste modo temos que Z(.J = 0) = e = —iln< 0[0 > = W onde combinando com
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(4.24) temos

2 W < 0[T,00>
V—gdg <00 >

Este resultado é bastante importante, ele serd acrescentado no capitulo quatro a agao

;onde W é o potencial efetivo. (4.25)

classica (2.64) de onde iremos extrair as Equagoes Modificadas de Einstein as quais
fazem parte do modelo cosmolégico estudado no presente trabalho.

Prossegimos entao, com o estudo do ordenamento temporal.

U(z)¥(y) se x0>y°
TN (z)¥(y)] = { (4.26)
U(y)¥(z), se z0<yO
ou seja, em termos da funcao degrau:
T[W(2)¥(y)] = 0(2°) ¥ (2) P (2") + (=) V(") ¥ (z), (4.27)
o valor esperado desta equagao resulta no propagador de Feynmann [18, 19]:
< 0T (2)¥(y)]|0 >= iGp(z,2"). (4.28)
e tal, deve satisfazer a relagao [8]:
—(O0—-m*)Gp(z — ) =06z —2), (4.29)

escrevemos a funcao de Green avancgada e a fungao de Green retardada respectivamente

COINO.

Gr(z,2') = —0(t —t")G(x,2") e Ga(z,2") =01 —t)G(z,2'), (4.30)

onde a média destas duas quantidades é dada por:

Glror') = %[GR(:C, ) + Gz, 7)), (4.31)

ol



e, a funcao de Green deve ser interpretada como um operador que atua no espaco dos

vetores |x >, o qual, é normalizado em espago tempo curvo como:

<zlr' >=6(x —2')\/—g(x). (4.32)

Um dos objetivos de aqui apresentar este formalismo, é dizer de modo consistente que

a relacao citada no inicio desta secgao é:

0 In 7 ) . (4.33)

¢ <OT@)0 >= (55

4.2 Campo escalar em espaco tempo curvo

Dentro do contexto da cosmologia ¢ possivel analizar o problema do Big-Bang e os
primeiros instantes do universo através de uma teoria de campo semi-cléssica ja que nao
existe casamento perfeito entre Mecanica Quantica e Relatividade Geral |7, 18]. Nesta
teoria semi-classica, também chamada de teoria de quantizacao em espaco tempo curvo,
o campo gravitacional é tratado classicamente como gerador da métrica de fundo e os
demais campos que compoem o universo estudado podem ser quantizados, numa teoria
de campo semi-classica [8].

A seguir apresentamos de maneira sucinta a abordagem técnica para quantizar um
campo escalar na teoria semi-classica é semelhante a técnica usada para a quantizacao
em espaco-tempo plano.

Definimos a densidade lagrangeana de um campo escalar massivo, como no caso anterior

por:

1 1 1
L = V=g[5 VWOV = om? U — SERV, (4.34)

e, por consequéncia a quantidade fundamental em teoria de campos.

1 1 1
S\Il = /d4 T/ —g[ivu\I/V,,\I/ - 57712\1’2 - §£R\If2] y (435)

onde £ é uma constante de acoplamento entre o campo escalar e o campo gravitacional.

Este, pode ser minimo quando for nulo e pode ser conforme. Quando é conforme

&= %EZ:?; onde n é a dimensao do espaco-tempo.
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Tornando minima a agao (4.35), assim como no espago plano, é obtida uma equagao

de Klein-Gordon para o movimento do campo dada por:

(O+4+m*+ RV =0, (4.36)

e, o D’alambertiano para o campo escalar massivo em espago tempo curvo ficara 8]

1
W = guyv#quj = \/—_—gau[\/ _gguyaqu] ) (437)

com a expressao de £ para campo escalar nao massivo conformemente acoplado ao

campo gravitacional, é possivel reescrever a equacgao de Klein-Gordon do modo:

W =2) by o, (4.39)

R Tr—y

A solucao geral desta equacao é também expressa como uma superposicao linear de
ondas planas, do mesmo modo que no espaco de Minkowski. Os operadores de criacao e
destruicao sao obtidos aplicando o produto de Klein-Gordon pela esquerda e pela direita
do operador campo, exatamente como foi feito no caso plano e estre procedimento, tras

como resultado os mesmos operadores que foram obtidos.

4.2.1 Tensor Energia Momento em espago tempo curvo

Uma primeira observacao é que no espaco tempo curvo, nao é possivel fazer uso do
tensor obtido pelo Teorema de Noether, cada espago-tempo possui suas caracteristicas
particulares. E necessario entdo construir outro tensor, que dependa da métrica de
fundo, e por consequéncia, que sirva para qualquer espaco-tempo, pois, este tensor deve
ser de tal modo, que seja possivel recuperar o resultado classico. O procedimento nao
difere do caso de Minkowski. Para o caso mais geral, é usado o campo de matéria. A
Agao total é dada do mesmo modo que no capitulo um, (2.49). Porém agora, como se
busca um tensor mais geral, o qual nos remeta ao resultado para espaco-plano sob certas
condicoes, a densidade de lagrangena do campo de matéria deve considerar um
acoplamento com o campo gravitacional.

Como o modelo estudado estamos usando um potencial nulo para o campo de inflaton,
encontrar o 1), mais geral a partir do campo de matéria nao trard problemas, mesmo
porque, no final, as quantidades interessantes necessarias para a correcao do tensor

energia momento sao quantidades apenas geométricas. Vamos considerar a densidade

93



lagrangeana dada por (4.34). O algoritimo usado para o calculo das equagoes de campo
de Einstein serd o mesmo empregado aqui, e a agao para o campo gravitacional sera a
(2.64), em unidades naturais. Primeiro impomos que a a¢do deve ser minima

08 =0(S; + Sm) =0, com um pouco mais de detalhes abaixo:

1

8w
1

+ V=g(3g"'V, IV, ¥ + 5R(8—7T — &) =0, (4.39)

5S = / d"z[5v/—g(g"'V, UV, ¥ — (m? + ER)U + —R)

Valem as mesmas regras utilizadas para encontrar a variacao da acao total no primeiro
capitulo, porém agora, temos mais elementos. Para melhor entendimento, ver as
equagoes: (2.54), (2.57), (2.60), (2.64) e a referéncia [8].

1
0S8 = /d"x\/—gég’“’ [—GW + (26 -1)V, UV, V¥ + (5 —28)9,,9” V,UV U
1 1
+260V, UV, ¥ — 2£g,, VOV + ¢R,, ¥? — 55%,,1%\1/2 — §§gm,m2\112 =0, (4.40)

como a regiao de integracao ¢ arbitraria, a quantidade buscada se torna o proprio

integrando:

1
G, = (1-20V, 0V, U + (2§ - 5) G gV UV, U — 26UV, Y, U

1
+ 2£9, VOV — ER,, U + 5g,wmQ\Ir? : (4.41)

e, realizando a devida analogia com (2.65), obtemos o tensor energia momento para o

espaco-tempo curvo para um campo massivo:

1
T, = (1-20)V,UV,0+ (25 - 5) G gV, UV, — 26V, Y, U + 2£g,, VOU

1
— €9 RV? + §gm,m2\1'2, (4.42)

onde se definirmos que n** < g, m =0 e £ = 0 obtém-se o tensor energia-momento no
caso plano (3.31) [8]. A seguir estudaremos a renormalizacdo do tensor de
energia-momento. Um estudo necessario devido as divergéncias que este apresenta no
momento de sua integragao. Tais divergéncias nao podem ser retiradas como no caso
classico, através de uma integral de Gauss assumindo condicoes de fronteira. Como foi

feito no capitulo um.
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4.2.2 Renormalizacao do Tensor energia-momento

Para calcular o tensor de stress para campos quanticos em espaco tempo com a métrica
de fundo de RW, o interesse neste célculo é devido ao alto grau de simetria presente
neste modelo, bem como sua relevancia cosmologica.

Estas integrais estdo em d*k porque o espago-tempo é espacialmente plano k = 0 [8]

< Tp(z) >= / T, (k, z)d’k (4.43)

onde o tensor é expresso em termos dos modos wuy)
Fazemos uso entao do campo ¥ em termos dos operadores de criacao e destruicao af e a.
Obtido o tensor energia momento para um campo escalar nao massivo e com

acoplamento minimo na métrica RW é:
1
T, = V,¥V,U— §gw,gp"VM\IIVV\I/, (4.44)

usando a solugao da equagao de Klein-Gordon, expresso na forma (3.14), em detalhes,
temos apoés efetuar os produtos escalares e considerando que é conhecido o fato que nao
se pode destruir uma particula onde nao ha nenhuma, entao, alguns dos valores

esperados serao nulos e teremos

a*a/*
< 0|T,,]0 >= 02// 0>+ -t < Olat,aty |0 >

oxv OxH
ou Ou™ ou* ou'™*
_ pT
29#“’9 (al‘p 3:107 O|CLkCLTk,/ a P a

< Olatyaty|0 >)}d3kd3k’, (4.45)

onde C? & uma constante de normalizacdo. Integrando em k' e aplicando propriedades

de ortonormalidade nas fungoes uy e seu complexo conjugado se chega a

ou ou* 1 ou ou™
— (2 -z _Z pr 20
< Owl0>=0 /k{ax” azr 29 Grr Dar }d i (4.46)

Esta integral diverge e, para resolver este problema, é necessario fazer uso da
lagrangeana efetiva e dos conceitos discutidos na secao sobre ordenamento temporal
que é a fungdo de Green para o propagador de Feymann |30, 8|.

O valor esperado do tensor de stress renormalizado é dado por

< 04T (2)|04 >= [T, (k,2)d®k, onde A ¢ a dimensionalidade. Para as referencias

aqui utilizadas A = 4. Desse modo
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< T >ren = < Tw(x)>— < 0T, [0% >

- / [Tk, x) — T (k, x)|d°k (4.47)

o tensor energia momento renormlizado pela lagrangeana efetiva, sera [30, 8, 33, 31]:

1 1
< 0|ij‘0 >ren™= (W)[(—gvuvyR + RZRPV — RR”V)
1 1 1
OR - = pT ~p2
+g,“,(3 R 2R RPT+3R )]
1 1
= —(——)[YH,- - H,]. 4.4

As quantidades V H € G H w Sao funcoes puramente geométricas, que surgem da
renormalizacdo do tensor energia-momento. Analizando individualmente o termo ) H uw

podem ser escrito

1 9

\/——_9(5g /d4$\/ —gR2 (449)
uv
1 )

O, = — /d%\/—— R*™ R, 4.50
p N g 1 (4.50)

(1)HW

desta forma usando (4.48) chegamos a ¥ H ,, [30].  Podemos escrever entdo tais

quantidades geométricas como

1
WH,, =2V,V,R - 2g,,0R + §R2 —2RR,, (4.51)

2 1 1
®m, = SRBuw = Z—lR%gW + §gWRaﬁRag — R,RY, (4.52)

Trabalhando em particular com a métrica de Robertson-Walker, a qual é largamente
utilizada em cosmologia por representar universo homogéneo e isotropico, podemos

reescrever M H ,, e ® H,, para espaco-tempo espacialmente plano
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@ Hy = 4,5a(t)*a(t)? + 18a(t)3i(t)a(t)? + 18a(t)?a(t)* +

28, 5a(t)?

a(t)?

42a(t)a(t)?  9a(t)
+ R - (1) (4.53)

) _ _18&(2&)2 a(t)*
Hoy FOTRREL AT (4.54)

e, para as componentes espaciais
Oy = 20O BB G yaayacn? + sa(nPa( + DU
a(t)
5a(t)?*

- OE N | (4.55)
W, = 6a(t)? + 12a(t)i(n)t — U | T8a(0) (4.56)

a(t) a(t)? ’

Estes resultados sao obtidos utilizando os conhecimentos adquiridos no capitulo dois

secao 3.2.1, o tensor de Riemann e suas contracoes.

A constante e, (4.48) de valor m ¢ uma propriedade da matéria de campos bosonicos

[31]. No proximo capitulo, vamos descrever uma cosmologia inflacionaria, como foi visto

no segundo capitulo. Para isto utilizaremos campos bosonicos.
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Capitulo 5

Modelo Cosmolégico com Campo de

Bo6sons como Inflaton

O modelo cosmologico estudado neste capitulo trata de dois campos bosonicos fontes de
gravitagdo. Temos o campo de inflaton e o campo de matéria. Investigaremos a
influéncia de efeitos quanticos no campo de inflaton para este modelo cosmologico
quadridimensional.

O campo ¢ ird representar o inflaton (campo bosonico) onde sua dinamica seré regida
pela equacao de Klein-Gordon. As correcoes quanticas estao incluidas no tensor
energia-momento por outro lado, campo v representara o campo de matéria, cuja
dinamica também sera regida por uma equacao de Klein-Gordon.

Nosso trabalho consiste em encontrar conjuntos de valores iniciais que solucione o
sistema de equacoes diferenciais nao lineares que sera aqui exposto. Tais valores iniciais
devem produzir solugoes dentro da cosmologia inflacionaria. Como o modelo estudado
possui duas versoes, a classica e a semi-classica, temos que encontrar valores iniciais de
modo que seja possivel a comparacao entre ambas as variacoes do modelo. Esta é a

contribuicao original de nosso trabalho.

5.1 Equacoes de Klein-Gordon em Espaco tempo

Curvo

Na secao 1.6 foi dada uma breve introducao a teoria de campos. Foi mostrado que se
uma variagao é aplicada a densidade lagrangeana classica e, tornando esta variagao
minima, temos como resultado a equagao de Euler-Lagrange (1.69). No capitulo trés
obtivemos a equacgao de equagao de Klein-Gordon (3.2) para um campo de matéria 1,

temos sua densidade lagrangeana definida por (4.34).
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Lembrando que estamos trabalhando com acoplamento minimo, podemos simplesmente
fazer £ = 0 em (4.36). Com isto, adquirimos novamente a equacao de Klein-Gordon para

espaco tempo-plano
O+m*)y => (V'V,+mH =0, (5.1)

O proximo passo serd aplicar a derivada covariante a derivada do campo de matéria.
Aqui entao é usada a geometria Riemanniana, pelo fato de ser espago tempo curvo e nao
Minkowiskiano nos reporta a seguinte condi¢ao V¥V, = V,(0"¥), onde pela defini¢ao

de derivada covariante temos

=0

Vi (0") = ¥ + T5,(0%) + T§,(0") . (5.2)

Pelo fato de que o modelo trabalhado considera propriedades de isotropia, entao, as
derivadas espaciais sao nulas e a parte temporal do simbolo de Christoffel (2.17) na

métrica FLRW 3.2, para o caso espacialmente plano, é dado
a
I, = Loy + Doy + g = 35 : (5.3)

A equacao classica para o campo de matéria num universo descrito para tal elemento de

linha na condicdo de espago plano k = 0 em (3.2) sera
(O+m2 = + 3%& +m¥ = 0. (5.4)

Do mesmo modo, obtemos uma equacgao de Klein-Gordon para o campo de inflaton em
espaco-tempo curvo, lembrando que esta nao possui termo de potencial como na

equacao anterior onde, o termo de potencial é o potencial massivo, deste modo temos

Dqﬁ:g’ﬂsggb = 0. (5.5)
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Estas equacoes de movimento para os dois campos aqui estudados, sao equagoes de
continuidade assim como (3.13) porém, descrita em termos dos campos. Tais equagoes
dindmicas em conjunto com o trago do tensor de Einstein (2.65) acrescido do termo
corretivo obtido co capitulo anterior (4.48), irdo compor o sistema de equagoes
cosmologicas para o modelo aqui investigado.

Tal acréscimo no tensor de Einstein pode ser motivado via variacao da acao total, como
foi mostrado no primeiro capitulo. Veremos de um modo simplificado que o termo
corrigido estudado no terceiro capitulo surge desta variacao da agao, assim, temos a
versao semi-classica do modelo. Vale lembrar, pelo que foi até o momento estudado que
as formulagoes lagrangeanas sao um modo apropriado para a dinamica relativistica, pois
todas as expressoes sao invariantes de Lorentz [18|. Por outro lado as formulagoes
hamiltonianas sao necesséarias para realizar a quantizagao no campo responsavel pela
inflacao, pois somente assim é possivel fazer um anélogo e descrever o tensor energia
momento quanticamente. Tudo o que foi até aqui estudado serd aplicado no proximo

capitulo, para encontrar as solu¢oes cosmologicas do problema.

5.2 Equacgoes de Campo para o Modelo

Para chegarmos a equagao do modelo, precisamos calcular a variacao da acao total do

sistema em relacao a g,, e esta, deve ser um minimo, do modo

5ST = (5/ vV —ngd4x, (56)

onde a densidade lagrangeana total corresponde a soma das densidades lagrangeanas
classica e semi-cléssica.

A variacao da acao classica foi obtida do modo mais simples no primeiro capitulo e
corresponde a equagao (2.64) [5]. Enquanto que a integral de caminho, de onde se extrai
a lagrangeana semi-classica, foi mencionada no terceiro capitulo (4.23). Deste modo

podemos encontrar a renormalizagio do tensor energia-momento [30]. Temos que

1 1
0ST = 5/<§(RW — éguuR —Tw)+ W)g’“’\/—gd% =0, (5.7)

que resultara na equacao modificada de Einstein

1
(B = 598 = Tp)+ < 0T J0 >=0. (5.8)
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Onde substituimos o valor esperado do tesor energia-momento pelo seu valor

renormalizado (4.48) como segue abaixo

h 1
G,,—Td— (1)HV__(3)HI/ -0 5.9
onde a constante m, representam particulas escalares, como ja foi discutido no

capitulo anterior |32, ?|.

A equagao (5.9) sera a equagao mestra para o modelo. Onde Tﬁfj corresponde a soma
dos campos classicos de matéria e de inflaton, do modo Ty, = T + T4

Temos ainda que a equacdo (5.9) é uma equacao tensorial, é possivel representa-la como
uma matriz. Lembrando que estamos utilizando unidades naturais (h = ¢ = 87G = 1)
[21]. Podemos ainda reagruprar os termos de (5.9) com o objetivo de separarmos os
termos geradores de gravitacao das respostas geométricas geradas por tal campo, do

modo

h

1 h
G — (5023
w~ (o5g0m2

W - "
) * (28807T2

g )9, = Ta,. (5.10)

Para encontrarmos solucoes cosmologicas, devemos fazer uso das propriedades do trago
do tensor de Einstein. Considerando as trés componentes espaciais linearmente

dependentes (LD), o trago de (5.9) ficara expresso por

=LD

Tr[Gu] = Goo + G11 + Gaa + G35 = 0. (5.11)

Desse modo temos entao que somar as componentes temporal e a primeira espacial do
tensor acima, lembrando da métrica de Robertson-Walker (3.2), sendo tais componentes

dadas explicitamente por

. hoo\[® 1

Goo = Tip+ (28807r2> [ Hoo = HOOE] ’ (5.12)
. ho\[® 1

Gn = T+ <28807r2> [ Hy - Hné] , (5.13)

A soma de (5.12) e (5.13) é uma combinagao linear das componentes linearmente

independentes do tensor de Einstein. Tal soma sera a terceira equacao do modelo a qual
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devera ser integrada numericamente.

h (3) 1
Goo + G11 — Tocé - Tf{ - ( ) [ Hog ~® Hoo—] —

288072 6
h 3) ) 1
(28807r2> [ Hiy = H”é] =0 (5-14)

onde as quantidades geométricas, dependentes do fator de escala W Hyy e ®) Hyp, assim
como W Hy; e ® Hyy sdo aquelas obtidas no capitulo anterior e dadas pelas equacoes
(4.53), (4.54), (4.55) e (4.56), respectivamente.

Os tnicos elementos que faltam determinar, para chegarmos finalmente as equagoes
que serao integradas, sao os que dependem dos tensores de energia-momento para os
campos classicos de matéria e de bosons.

A partir do tensor energia-momento definido para espaco-tempo curvo (4.42), para
¢ = 0, podemos obter tais elementos pendentes. Para o campo bosonico fazemos em
(4.42) m = 0 e, para o campo de matéria, no mesmo tensor, fazemos m # 0. Calculamos

entao suas componentes na métrica RW para k = 0 e temos

Too = po = 30t Ty = py = 50(0) + 30(t)?
(5.15)

Ti = a(t)’56(t)° T = a(t)50(t)° — a(t)’50(t)*.

Agora, temos todas as equac¢oes para investigarmos solu¢oes cosmologicas. A equacao
(5.14) com as devidas substituigoes das componentes tensoriais (5.15), em conjunto com
as equagoes dinamicas dos campos escalares (5.4) e (5.5), formam um conjunto de trés
equacoes diferenciais nao lineares a serem resolvidas.

Observe que, ao fazermos h = 0 na soma das equagoes (5.12) e (5.13) o que obtemos
é, versao classica do modelo. Com isto, podemos comparar as solugoes cosmologicas

para ambos os casos, é o que serd feito na proxima sec¢ao.

5.3 Valores Iniciais para o Modelo

As solucoes cosmologicas do modelo aqui tratado dependerao exclusivamente de um
problema de valor inicial. O conjunto de equagoes a ser resolvido ,(5.4),(5.5)) e (5.10) é

altamente nao linear, com derivadas de ordem superior a trés, para a versao
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semi-classica do modelo. Estas derivadas de ordem superior sao resultantes dos termos
geométricos adquiridos pela renormalizagao do tensor energia-momento.
O modelo foi entao integrado numéricamente pelo software Maple 10 e seus graficos
plotados no Software Oringin Lab 7.5.
Afim de estudarmos o comportamento de ambas as versoes do sistema, comecaremos por
analisar a versao classica do modelo.
Vamos ter em mente a situacao onde toda a energia estd na forma de inflaton,
gradativamente decaindo ao longo do tempo causando o periodo de aceleracao positiva,
caracteristico da era cosmologica inflacionaria. Assim, para ¢ = 0, nos tensores
correspondentes as densidades de campo escalar bosonico e campo de matéria obtidos
respectivamente por Té% e To% em (5.15) aplicamos as seguintes condicoes iniciais

6(0)’

p¢(0) ‘max = T |ma:p: 1— (b(O) |maz: \/57 (516)

Py(0) lmin =0 (5.17)

Como o modelo nao possui um termo de interagao direta entre os campos de inflaton e
de matéria, tais campos interagem indiretamente via campo gravitacional para ambas as
versoes do modelo. Os valores iniciais de ¥(0) e 1(0) estio definidos como nulos pela
condigao inicial (5.17). Observando que quanto mais estes valores diferirem de zero,
mais teremos que diminuir o valor de qb(O) |maz- Este raciocinio deve ser seguido,

tomando por base que

po(0) + py(0) = 1 = ¥(0)* + ¢(0)* + ¥(0)* = 2, (5.18)

e servira para a construcao de uma tabela onde teremos os valores iniciais mais
adequados para as densidades de energia para resolver o modelo dentro das condicoes
exigidas pelo periodo cosmologico estudado.

Agora, analisaremos a equagao de Friedmann (3.11), esta possui um valor bem
determinado para qualquer instante de tempo, para ambas as versoes classica e
semi-cléssica do modelo, porque depende da densidade total de energia do universo,
dada por (5.18). Entdo, sabendo disto, vamos analisar a equa¢ao de Friedmann como
fungao das densidades para chegarmos a um valor inicial para a(0), onde p’ representa a

densidade total de energia do universo

63



PP +pP(t)

a(t) = a(t) ¥ (5.19)

Para o instante ¢t = 0, considerando a condi¢cao de normalizagao por ajuste de reldgios

——
at=0) = a(t =0)4/=. (5.20)

Deste modo, os valores iniciais que resolvem a versao classica do modelo, ji estao
determinados. Visto que conhecemos a(0) = 1 e a(0) = 1/4/3, também temos a relacio
entre as densidades de energias (5.18).

Podemos tornar explicita a relagao entre a derivada segunda do fator de escala e os
campos escalares. Isto se da somando (5.12) e (5.13) com h = 0, isolando d(t). Para se
chegar a esta equagao, tomemos primeiramente as componentes do tensor de Einstein,
para universo espacialmente plano, cuja forma compacta esta dada pelos termos

geomeétricos do lado esquerdo de (2.65), onde foram utilizados (3.6) e (3.9)

Goo = 32

07 Gy = 2a(t)i(t) + a(t)?, (5.21)

a equacao para aceleracao obtida através do processo descrito acima serd dado por

=1

40) = 5.3 ame — 407 + 5 (D0 = w(0P + 07) +5°(0) +p*(0)} , (5:22)

aplicando os valores iniciais ja definidos para o fator de escala e sua derivada primeira

temos para o valor inicial da aceleracao cléssica, a seguinte dependéncia
. L 1yg. o 2
i(0) = 5 + 5 {402 + (0} (5.23)

Deste modo, podemos ver a relagao entre a aceleragao e os campos escalares. Por uma
questao de estratégia, iremos utilizar como valor inicial para a aceleracao, na versao

semi-classica do modelo, a resposta obtida para esta variavel quando integramos a
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versao classica. Isto nos d& o beneficio da primeira comparagao entre os dois sistemas.
Posteriormente, se necessario, faremos os devidos ajustes para valores mais convenientes.
Respeitando a propor¢ao entre as densidades dos constituintes (5.18), podemos construir

a seguinte tabela

p?(0) | ¥(0) | p?(0) | ¢(0)
0.05 | +/10/10 | 0.95 | +/190/10
0.06 | v3/5 | 0.94 | V47/5
0.07 | v14/10 | 0.93 | v/186/10
0.08 2/5 0.92 | +/46/5
0.09 | 3v/2/10 | 0.91 | /91/50
01 | v5/5 | 09 | 3v5/5

Tabela 5.1: Proporgao entre as densidades de matéria e de campo escalar (5.18)

Esta tabela esta considerando valores iniciais para as densidade de matéria
compreendida entre 5% e 10% da densidade de energia total. Estes valores foram assim
escolhidos, pois abaixo de 5% de densidade de matéria, os resultados obtidos nao sao os
melhores para a cosmologia. Isto serd melhor elucidado no momento em que fizermos a
analise dos graficos.

Como ja conseguimos determinar os valores iniciais para a versao cléssica do modelo e o
objetivo é compara-lo com sua versao semi-classica, continuaremos nosso estudo agora
visando determinar valores iniciais para a derivada terceira do fator de escala, ja que os
termos geomeétricos provenientes da renormalizacao do tensor-energia momento possui
derivada de quarta ordem para o fator de escala, deste modo, o integrador numérico
computacional utilizado precisa de um valor inicial para a derivada terceira do fator de
escala.

Lembrando que o termo corretivo em (5.12) e (5.13) tem origem na renormalizagdo do
tensor energia-momento e, que tal procedimento é feito sobre o campo de bésons, como
foi mostrado no capitulo 3, temos que a versao corrigida para a densidade de inflaton
(p?(t)4) seré a soma da componente temporal do tensor energia-momento para o campo
de bosons classico (5.15) com a componente temporal do tensor energia-momento

renormalizado (4.48)

(t)os = h(1)? N ( h >[(3>H00 W Hooé] | (5.24)

Ou seja, o sistema classico é aquele que nao possui termos de correcao para o campo
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bosonico representado em (5.24) pela segunda parcela do lado direito. Uma opgao de
analisar o valor inicial da derivada terceira do fator de escala ¢é resolver a equagao (5.24)
para t = 0 por atribuicao de valores, desse modo, obtemos que tal derivada resulta numa
constante. Portanto, podemos assumir qualquer valor para esta derivada de ordem
superior.

Além disso, muitos gréaficos foram gerados com o intento de verificar a importancia do
valor inicial para a derivada terceira, de fato, o conjunto de equacoes da versao
semi-classica do modelo gera resultados que nao diferem qualitativamente, independente
do valor assumido para tal derivada do fator de escala. Logo, vamos assumir por
simplicidade que d®a(0)/dt* = 0. Agora, que ja possuimos a devida quantidade de
valores iniciais, podemos integrar o sistema definido pelas equacoes de movimento do
campo (5.4) e (5.5) juntamente com a equagao resultante da soma dos tensores de
Einstein (5.12) e (5.13).

Os resultados obtidos desta integracao numeérica serao discutidos na proxima secao,
através da analise detalhada dos graficos gerados para o fator de escala a(t), a
aceleracdo de expansao (t), a densidade de enrgia de matéria p¥(t) e a densidade de
energia de campo bosénico p?(t). Todos os resultados obtidos estao dentro do que
esperamos para o fator de desaceleragao g (3.18), o qual foi explicado no segundo
capitulo da dissertacao e, por tal explicacao, para universo em expansao acelerada este

parametro deve ser negativo.

5.4 Discussao dos Resultados

As solucoes que serao aqui discutidas sao as que tém significado cosmologico para a era
inflacionaria, ou seja, os resultados devem apresentar fator de escala monotonicamente
crescente, aceleragao positiva e em algum momento a densidade de matéria deve superar
a densidade de inflaton. O sistema visto de modo puramente matematico, possui outras
solucoes. Muitas solugoes foram geradas, fazendo rotinas no integrador numérico Maple
10, de modo que fossem criados varios conjuntos de valores iniciais. Dentro das solugoes
obtidas com curvas suaves, foram selecionadas as que poderiam representar a era
inflacionaria e, depois disto, refinadas. Este refinamento foi realizado com base no
estudo feito na secao anterior, procurando dentro das solucoes geradas, concordancia
com a teoria.

Para fazermos a anélise dos graficos, em primeiro momento, iremos atribuir ao modelo
condigoes iniciais para os campos, contidas na primeira linha da tabela 5.1. A primeira
linha, corresponde a uma propor¢ao de 5% de densidade de matéria e 95% de densidade

de campo de inflaton.

66



A aceleragao da versao classica do modelo é obtida pela substituicao dos valores da
tabela 5.1 em (5.23), tal valor sera utilizado como valor inicial da acelera¢do para a
versao semi-classica, com o intento de compararmos as curvas. E também um modo de
simplificar o problema, visto que a curva de aceleragao para este caso é extremamente
sensivel a variagoes no seu valor inicial.

Podemos observar em (5.23) que o valor da aceleracio classica nao depende de ¢(0), isto
se deve a normalizacao atribuida ao valor de a(0). Com esta justificativa atribuiremos a
w(O) o valor nulo. Passaremos agora para a integracao do problema constituido pelas
trés equagoes (5.4), (5.5) e (5.9) através da atribuicdo de valores iniciais.

Os casos intermediarios, com densidades de matéria entre 5% e 10% para a versao
semi-classica, constam no apéndice deste trabalho. Nos deteremos aqui aos casos

extremos pois eles limitam nossas solugoes cosmologicas.

5.4.1 Caso para 5% de densidade de matéria

Abaixo, temos entao, o conjunto de valores iniciais utilizados nesta primeira anélise.
Logo a seguir, a discussao dos resultados.

Os valores iniciais para a(0) =1 e a(0) = \/Lg foram assim determinados pela equacao de
Friedmann, conforme a discussao feita em (5.19) e, os valores iniciais para os campos

foram extraidos da primeira linha da tabela 5.1.

a(0) = 1 a(0)= L E(0)=0 a(0)=4/3 .
$(0) = VI90/10 (0) = V10/10 ¢(0) =0 &(0) =0 .

a) Fator de Escala

e A figura (5.1) a seguir mostra que o universo quadridimensional estudado, possui
um regime de expansao permanente.
Devido a sutil diferenca existente entre ambas as versoes do modelo, foi feita uma
analise mais detalhada no intervalo compreendido entre 30 < ¢ < 50, que também
esté contido na figura. Este intervalo foi escolhido por representar o final da curva,

deste modo podemos ver melhor a diferenca entre as curvas.

e Podemos ver que, o fator de escala para a versao semi-cléssica, evolui mais
depressa. O universo deste modo, expande mais rapidamente. Para o instante
t =10, a diferenca entre as curvas classica e semi-classica chega a ser de 0,02
(dentro do limite de erro permitido pelo método de integragao utilizado) como

mostra a figura 5.2 e, com o passar do tempo, este valor tende a aumentar. Ao
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calcularmos o coeficiente de correlagao entre as curvas cléssica e semi-classica para
o fator de escala, chega-se a 0,99. Isto significa que a versao semi-classica corrige a
curva classica em um valor proximo de 1%. Esta funcao de correlacao foi calculada

no Excel.

e Estudando os dados gerados pelo integrador utilizado, percebemos que a curva que
resulta da diferenca entre os dois casos do modelo para o fator de escala, possui
um comportamento exponencial. Isto implica que, para os instantes iniciais a
diferenca entre as curvas era minima e, quanto mais nos afastarmos dos instantes

iniciais, mais a versao semi-classica do modelo difere da versao classica.

e Para ambas as versoes do modelo, o fator de escala é monotonicamente crescente e
as curvas sao suaves para qualquer passo de integracao e para qualquer intervalo
de t. Analizando o comportamento de a(t) percebemos que para valores entre
0,5 <t < 1 tal parametro possui comportamento constante e logo apds, seu valor
descresce. Em todos os graficos que serao analizados deve haver uma concordancia
aproximada entre os valores do término do periodo inflacionario cosmolégico e da
perda de validade do modelo semi-classico, em especial. Pois o principal objetivo

do modelo é caracterizar o fim da era inflacionaria semi-classicamente.

25

1 —— fator de escala semi-classico
ffffffff fator de escala classico

fatores de escala

40 45 50

40 50
tempo

Figura 5.1: Resultado obtido para os fatores de escala com os valores iniciais (5.25)
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0,025

0,020 =

0,015 k

0,010+ =

diferenca

0,005 =

0,000 F

tempo

Figura 5.2: A diferenca entre as duas curvas mostra o padrao de afastamento do fator de
escala semi-classico em relacao a curva classica.

e Esta figura mostra também que o valor de a(t) assume valores maiores para o caso
em que ha correcoes semi-classicas logo, esperamos de antemao que o grafico da
aceleracao semi-classica represente um universo que possua um cenario

inflacionario de menor duracao quando comparado com o caso classico.
b) Aceleragao

e A curva de aceleracao 7.3 a seguir obtida, para as condicoes iniciais 5.25,
caracteriza um periodo inflacionério inicialmente acelerado, seguido de um periodo
de desaceleragao que tem inicio em ¢ < 1 para o caso semi-classico. Podemos ver
que o periodo inflacionario termina mais rapidamente para a versao corrigida do
modelo embora esta versao, possa nos fornecer apenas um estudo qualitativo

devido a nao linearidade de seu comportamento.

e A versdo semi-classica é muito sensivel a variagoes para a(0) e d(0). Se,
mantivermos fixos os valores iniciais das densidades de energia, da aceleracao e do
fator de escala como em 5.25 e variarmos o valor de @(0) no intervalo
compreendido entre 0,1 < a(0) < 1, vemos que a curva tende a ser mais suave
quando o valor de a(0) tende a 1/\/§ tanto pela esquerda, quanto pela direita.
Mantendo todos os valores iniciais fixos e variando apenas o valor inicial da
aceleracao em 0 = 0, 1, esta curva comeca a oscilar de modo que nao podemos mais
ter um comportamento sequer qualitativo para a versao semi-classica do modelo.

Para ¢ superior a 0,4 o que temos é um comportamento altamente nao-linear

e Para o exato valor t = 1,05 temos que a versao classica do modelo entra na fase de
dasaceleragao ha um periodo de desaceleragao maxima bem caracterizada para tal
versao, este periodo estd compreendido entre 1,5 <t < 3,25. Logo apos, tal curva

segue assintoticamente para zero, nao retornando a uma nova fase de aceleragao.
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e O passo de integracao utilizado para as curvas mostram os detalhes oscilatorios,
quanto menor o passo melhor o estudo qualitativo para a versao semi-classica. Tal
versao tem como ponto positivo mostrar que é possivel modelar o universo
primordial quadridimensional considerando efeitos quanticos também em quatro
dimensoes. HA uma pequena janela de valores para todos os parametros onde
conseguimos reduzir significativamente as oscilagoes. Veremos em uma se¢ao a
parte que para variarmos a(0) e ainda assim, obtermos resultados cosmologicos,

devemos também variar @(0). Mostraremos como tais grandezas estao relacionadas.

e Ha curvas mais suaves do que as apresentadas neste trabalho, porém a proporcao
das densidades nao é respeitada logo, sao solu¢oes puramente mateméaticas, sem

significado para a cosmologia.
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Figura 5.3: Resultado obtido para a aceleragao com os valores iniciais (5.25)

c) Densidades de Energia

e A seguir os graficos das densidades de energia 5.4 mostram dois detalhes. A partir
do grafico maior, vemos o comportamento das densidades de inflaton em relacao a
densidade de matéria. Temos que a curva de densidade para o campo bosonico

semi-classico é 1% maior que o mesmo campo cléssico.

e Os graficos mostram que inicialmente temos predominancia do campo de bosons.

Esta densidade apresenta uma queda mais rapida e tal comportamento é
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responsavel pelo periodo de expansao acelerada do universo a qual foi evidenciada

anteriormente pelo grafico da aceleracao.

Os gréficos em detalhes, visam mostrar o momento em que as densidades de
inflaton classico e semi-classico tornam-se inferiores a de matéria e, o
comportamento da densidade de inflaton com correcoes quanticas em relagao as
demais densidades. Vemos no detalhe menor que, para o intervalo compreendido
entre 0,8 <t < 0,82, a densidade de matéria supera as densidades de inflaton e
ainda, que a densidade de inflaton semi-classica possui uma queda mais rapida do
que a densidade de inflaton classica. A partir deste ponto, onde a densidade de
matéria é superior as densidades de inflaton, temos o periodo de desaceleragao

para ambas as versoes do modelo.

O instante onde a densidade de matéria supera as densidades de campo bosonico é
o instante que caracteriza o fim da era inflacionaria. A densidade semi-classica de
campo de bosons para valores a partir de ¢ = 1,75 torna-se negativa, por este
motivo foi retirado do grafico. Além de nao possuir significado fisico, tais valores
negativos, representam o fim da validade do modelo semi-cléssico. Reforcando que
esta versao do modelo, descreve os instantes iniciais do universo compreendido
depois da era de Planck onde a temperatura e, por consequéncia, a energia sao
muito altas. Uma equacao simplista que exemplifica tal relacao entre temperatura
e energia, apenas para fins de entendimento qualitativo é £ = kg.T. Onde kg e T
sao respectivamente a constante de Boltzmann e a temperatura. Para Universo

velho nao ha necessidade de termos de correcao da ordem de h.
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Figura 5.4: Resultados obtidos para as densidades de energia com os valores iniciais (5.25)

Agora, iremos analisar a ultima linha da tabela 5.1, onde temos que o univervo é
constituido por 10% de matéria e 90% de campo de bosons. Estas sao as condigoes que
caracterizam o periodo inflacionario. Vamos comparar as curvas obtidas, anteriormente,
com as curvas obtidas com os novos valores iniciais. A variacao das densidades de
energia requer o cuidado de que seja respeitada, a quantidade total de densidade de
energia do universo. Como, os valores de a(0) e @(0) se mostram mais eficientes para os
valores 1/ V3e 4/3, respectivamente, iremos manté-los fixos. Segue entao, o proximo

conjunto de valores iniciais

5.4.2 Caso para 10% de densidade de matéria

Integrando as mesmas equagoes (5.4), (5.5) e a soma de (5.12) e (5.13). Variando apenas
os valores iniciais para os campos de modo que tenhamos 90% de campo bosonico e 10%

de campo de matéria, temos

$(0) =3v5/5 ¥(0) = v/5/5. (5.26)

os demais valores iniciais sdo idénticos aos de (5.25). Temos os seguintes

comportamentos para as variaveis de interesse cosmologico

a.1) Fator de escala

72



e O comportamento das curvas classica e semi-cléssica para os valores iniciais 5.26 é
monotonicamente crescente, conforme veremos na figura 5.5, indicando expansao
permanente. Quando comparado com os fatores de escala da figura 5.1, nao

mostra alteracao.

e Isto significa que a variacao da proporcao das densidades de energia nao altera o
comportamento do fator de escala. O que era de se esperar, visto que a equacao de

Friedmann depende da densidade total de energia que sera sempre 100%.

e O padrao da diferenca entre os fatores de escala para as versoes classica e
semi-classica do modelo permanece a mesma apresentada na figura 5.2, bem como

a variacao percentual entre as duas versoes.
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Figura 5.5: Resultados obtidos para os fatores de escala com os valores iniciais (5.26)

b.1)Aceleracao

e O estudo da acelerecao para estes valores, onde mantivemos fixos os valores para o
fator de escala e suas derivadas, mostra que o aumento de matéria altera a

suavidade da curva.

e Comparando os graficos vemos que mesmo a curva semi-classica representada na
figura 5.6, logo a seguir, nao sendo tao suave quanto 7.3, o modelo com correcoes
quanticas é eficiente para representar os instantes iniciais do periodo inflacionario

até o seu fim.
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e Analisando o detalhe, vemos que em t = 0, 8, a versao semi-classica entra na fase
de desaceleracao enquato que o modelo classico entra nesta fase em t &~ 1, 2. Pelas
caracteristicas da curva de aceleragao semi-classica, o breve periodo em que temos
a desaceleracao méaxima sera aqui representado somete pelo resultado cléssico, tal

perido estd compreendido entre os mesmos valores que a aceleracao da figura 7.3.

2,0 . .

0,2
----- classica N

15 semi-classica AN

aceleragao

Figura 5.6: Resultados obtidos para as aceleragoes com os valores iniciais (5.26)
c.2)Densidades de energia

e Vamos estudar a figura 5.7, que esta representando as curvas das densidades de
energia para os valores iniciais (5.26). As curvas para as densidades de energia 5.7

seguem o mesmo padrao qualitativo das curvas 5.4.

e Para este caso temos que a densidade de matéria supera as densidades de inflaton
para tempos menores, compreendidos entre o pequeno intervalo de tempo
0,58 <t <0,59. A densidade de inflaton semi-classica também perde a validade

para t = 1,5, onde a curva torna-se negativa.

74



1,0 : :

o . . 0,094
—————— p’ classico .
o L. 00924
— p’ semiclassico
0,8 m L, . 0,090 |
s | p (matéria) B P .
g 0,088 T
5 .
()
c 0,086
S 06 0»7 " " "
()
o 0,07
» I\
a 0,06",
-8 ‘\
g 0.4 0,05+ b
o 10
q:) 0,04
g 0,03+
0,027. '\ |
02| 001y 1]
0,00 | = S TE———
-0,01 -
N 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
0,0 S T T T ' ! ‘ ‘

Figura 5.7: Resultados obtidos para as densidades de energia com os valores iniciais (5.26)

5.4.3 Solugoes Cosmoldgicas com variagao em a(0) e i(0)

Nesta se¢ao vamos analisar novamente o caso para 10% de matéria da tabela (5.1).
Porém agora, os valores iniciais a serem modificados serao a(0) e d(0). Ha uma relagao
entre estas grandezas e que pode ser obtida a partir da equacao da densidade de campo
bosonico corrigido.

Como fixamos a(0) por ajuste de relogios e sabendo que o percentual de corregao da
versao semi-classica sobre a versao classica estd em torno de 1%, podemos reescrever
(5.24) do modo

h(0)2
5 O hoo\® o 1
p?(0)gr — 5 = + 78802 Hop =Y Hoog la(0)=1 5 (5.27)
ho o\ [® 1
_ 1)
0,01 = (55553 ) | Hoo =" Hooz]latwy=1

Onde, as quantidades ) Hyy e (Y Hyg em componentes de acordo com a métrica (3.2)

para k = 0. Assim, teremos a relacao explicita entre a(0) e a(0)

0,01 = > [36&(0)2 +18i(0)* + 6a(0)* + 60(0)(0)?]a(0)—1 (5.28)

(a0
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Concluimos aqui que para variarmos a(0) precisamos variar também @(0). Os resultados
obtidos sd@o muito semelhantes ao caso anterior onde utilizamos para a(0) e @(0) os
valores obtidos pela equacao de Friedmann. Aqui o que ocorre é uma mudanca de escala
porém os padroes de comportamento sao idénticos. Entao, consideremos as condigoes

niciais

a(0) =1 a0)=1 a0)=0 a0)=

2
3(0) = 3v5/5 ¥(0) =vB/5 $(0)=0 &(0)=0. (5.29)

a3) Fator de Escala

e Os fatores se escala seguem monotonicamente crescentes indicando expansao

acelerada.

e Para intervalos de tempo grandes, observamos que o padrao de afastamento da
curva semi-classica segue os casos anteriores, ou seja, o afastamento entre as
curvas é uma exponencial e o universo inflacionario descrito semi-classicamente

expande mais depressa do que o descrito classicamente.

fator de escala semi-classico

07 fator de escala classico - _

fator de escala

50

tempo

Figura 5.8: Resultados obtidos para o fator de escala com os valores iniciais (5.29)

b3) Aceleracao

e Nesta nova escala, o periodo inflacionario também termina mais rapidamente para

o0 caso semi-classico e o padrao de oscila¢ao desta curva é idéntico ao caso (5.26).
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Mostrando que independente da escala adotada, os resultados devem ser

semelhantes.

e O modelo semi-classico ¢ altamente nao linear, ou seja, pequenas variagoes em
a(0) sem a devida alteragao em d(0) faz com que as curvas saiam da faixa de

valores onde temos significado cosmoldgico.
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Figura 5.9: Resultados obtidos para as curvas de aceleragao para os valores iniciais (5.29)

b3) Densidades de Energia

e Nesta escala, o modelo semi-classico perde a validade para valores inferiores a 1.

Pois a curva se torna negativa.

e O campo bosonico decai mais rapidamente para o caso semi-classico do que para o

caso classico.

e A era inflacionaria tem seu término primeiro para o modelo semi-classico, assim

como 1nos casos anteriores
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Figura 5.10: Resultados obtidos para as densidades de energia com os valores iniciais
(5.29)

O que obtivemos de positivo nesta secao é a confirmacao dos resultados para as variaveis
de interesse cosmologico pois a técnica utilizada para adquirir os valores iniciais para as
derivadas do fator de escala difere dos casos anteriores, onde demos énfase a equacgao de

Friedmann.

5.4.4 Resultados do modelo para universo composto apenas por

inflaton

Com o objetivo de melhor compreender o papel da matéria nas duas versoes do modelo,
vamos analisar o comportamento das curvas para o fator de escala, aceleracao e
densidades de energia para um universo composto apenas pelo campo de bosons. Vamos
manter fixos os valores do fator de escala e suas derivadas, nos valores que indicaram o
melhor ajuste dos resultados para as duas versoes do modelo, agora com 100% de
inflaton.

Segue abaixo, as condicoes iniciais utilizadas

(5.30)

a.3) Fator de escala
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e Temos que o comportamento dos fatores de escala da figura 5.11 a seguir é
absurdamente diferente para o caso obtido nas figuras 5.1 e 5.5. A equacao de
Friedmann classica (5.19), mostra a dependéncia para a derivada primeira do fator
de escala em relagao aos campos de matéria e de inflaton, o caso semi-cléssico
também dependera destes campos, acrescidos dos termos corretivos da
componente temporal do valor esperado do tensor energia momento (4.48) para o

campo de boésons.

e O valor inicial para 1(0) altera significativamente o comportamento do fator de
escala, além de mostrar claramente que, a versao semi-classica expande mais

lentamente em relacao a versao classica.

e Na presenca de matéria, vimos na secao anterior que, a versao semi-classica

expande mais rapidamente.

94 | fator de escala classico ]
— fator de escala semiclassico| .-~

fator de escala

tempo

Figura 5.11: Resultados obtidos para os fatores de escala com os valores iniciais (5.30)

b.3) Aceleragao

A curva de aceleracao 5.12 que serd aqui estudada mostra que o valor inicial da curva

classica foi deslocado para um valor maior aos que foram obtidos em 7.3 e 5.6. Isto se
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deve a equacao (5.22) que na auséncia do campo de matéira, ira resultar para os valores
iniciais de a(0) = 1 e a(0) = 1/4/3 em

i(0) = ; + ¢(0)?.

e A estratégia adotada na secao anterior, de atribuir ao valor inicial da aceleragao
para a versao semi-classica, o valor gerado pela versao classica (5.31), para

universo sem matéria, resulta em uma curva com oscilacoes.

e Mantendo fixo todos os valores 5.30, variando apenas o valor de @(0) entre
1,2 < a(0) < 1,5, obtemos que a curva semi-classica ainda permanece mais suave
quando seu valor tende a 4/3. Para valores inferiores a 1,2 e superiores a 1,5, a
curva com correcoes quanticas perde o significado para a cosmologia, sendo
impossivel comparar ambas as versoes do modelo para o mesmo ponto inicial da

aceleracao.

e Temos que para universo preenchido apenas pelo campo de bosons, a versao
classica sai da era inflacionédria antes da versao semi-cléssica, conforme mostra o
detalhe da figura 5.12.

Um fato interessante é que o comportamento oscilatério da curva semi-classica é
muito mais sensivel ao acréscimo de matéria do que o seu decréscimo. Quanto

mais matéria tiver o universo, mais a versao semi-classica perde seu significado.
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Figura 5.12: Resultados obtidos para as acelera¢oes com os valores iniciais (5.30)

c.3) Densidades de inflaton

Agora, vamos analisar a partir da figura 5.13 a seguir o comportamento do campo de

inflaton para ambas as versoes do modelo.

e Podemos ver que a densidade de inflaton classica decai mais rapidamente do que a
densidade de inflaton semi-cléssica, isto provoca um menor perido da era
inflacionaria para o caso classico, conforme podemos verificar através da curva de
aceleracao 5.12. Podemos ver também que para t ~ 1,7, o modelo semi-classico

nao descreve mais um periodo inflacionario, pois a curva torna-se negativa.
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Figura 5.13: Resultados obtidos para as densidades de inflaton com os valores iniciais
(5.30)

e Dado o exposto, podemos ver que a presenca de matéria nas duas versoes do
modelo estudado apresentam um papel importante, pois uma porcao de matéria
altera significativamente o comportamento das curvas. Vale lembrar que a
primeira modelagem feita para inflacao era composto apenas pela energia de
vacuo, conforme foi estudado no segundo capitulo (3.27) Em consequéncia disso,
nao podemos atribuir valores acima de 10% para o campo de matéria. Além de
que uma maior quantidade de densidade de matéria descaracteriza a era

inflacionaria, que é o foco do presente trabalho.
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Capitulo 6
Conclusoes e Perspectivas

Neste trabalho estudamos a possibilidade de um campo bosonico como sendo o
responsavel por regimes inflacionarios dentro das familias da cosmologia de
Fridmann-Robertson-Walker. Este campo de bosons foi estudado sob dois contextos, o
classico e o semi-classico.

Por ser o campo de bésons um campo escalar, fizemos uso da equacao de Klein-Gordon
para descrever as equagoes dinamicas do sistema bem como, as equagoes de Einstein da
Relatividade Geral para o campo gravitacional. Fizemos uso das Equacoes de Einstein
modificadas, estas surgem através do conceito de Valor Esperado do Tensor
energia-momento.

Fez parte deste trabalho tornar-me capaz de formular matematicamente um modelo
cosmologico. Para isto foi necessario reciclar alguns dos conhecimentos ja adquiridos em
nivel de graduacao e pos-graduacao, acrescentar Relatividade Geral na notacao de
Geometria Diferencial, o modelo padrao da cosmologia bem como um pouco sobre
algumas das teorias mais aceitas na atualidade para descrever Universo Inflacionario e
métodos de resolucao.

Podemos dividir a dissertacao em duas partes, a primeira parte trata do estudo teérico
necessario para descrever um modelo cosmoldgico e uma breve apresentacao tedrica sobre
teoria de campos em espaco tempo curvo. Como o calculo do valor esperado do tensor
energia-momento em espaco-tempo curvos resulta em divergéncias, precisamos estudar
também uma técnica de renormalizacao, e vimos que, a partir da renormalizacao surgem
quantidades geométricas que sao as quantidades que corrigem o tensor de Einstein.

A segunda e ultima parte trata da integracao numérica do sistema de equacoes com o
qual trabalhamos para descrever as versoes classica e semi-classica do modelo
cosmologico estudado. O modelo formado neste contexto é altamente nao linear, sendo
portanto necessario o uso de técnicas numéricas para encontrarmos um conjunto de

valores iniciais capaz de produzir solugoes cosmologicas aceitaveis. As solucoes
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cosmologicas produzidas pelo modelo correspondem ao final do periodo inflacionario.
Embora este modelo nao contemple o periodo atual aceleracao positiva do universo ele
mostra que é possivel introduzir correcoes da ordem de h, o que é bastante 16gico para
um periodo onde o universo se encontrava em altas energias.

H& uma enorme dificuldade em tratar quanticamente o universo primordial, ja que a
Relatividade Geral e a Mecanica Quantica nao sao teorias compativeis. A quantizacao
de um loop, é bastante complexa envolvendo ferramentas e conceitos matematicos da
Teoria Quantica de Campos para espago-tempo curvo.

Atualmente, estd se buscando uma teoria quantica para a gravitagao e, este trabalho é
uma ferramenta 1til como iniciagao a tais estudos.

Este trabalho foi inteiramente descrito com as ferramentas de Teoria de Campos,
deixando o ponto de vista termodinamico, usual em modelos cosmolégicos, em segundo
plano. Uma perspectiva que vemos para trabalhos futuros é a introducao de um termo
gerador de matéria, para isto é necessaria a interacao entre os campos de matéria e de
inflaton para que a energia potencial do inflaton seja convertida em matéria.

Este termo pode ser introduzido estudando o modelo tanto com equacoes de estado

termodinamicas como Teoria de Campos.
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Capitulo 7

Apéndice

7.1 Pacote de R.G. do Software Mapele 10

Faremos uso agora do software Maple 10 para calcular as componentes do tensor de
Riemann, para isto, temos que ter clara a signatura da métrica para obtermos o
resultado desejado. A métrica empregada serd a que foi expressa por (3.2). Assim,

empregamos a seguinte rotina

[> restart;

[> with(tensor)

[> coords=][t, r, theta, phi]

[> g=array (symmetric, sparse, 1..4, 1..4)

[>g[1,1]=1 g|2,2]=-a(t)" 2/(1-k*r" 2) g[3,3]=-a(t)" 2*r" 2

gl4,4]=-a(t)" 2*r" 2*(sin(theta))" 2

[> metric=create(]-1,-1],eval(g));

Esta sequéncia ira gerar em primeiro momento, uma matriz idéntica a que temos (3.2). Se,

fizermos uso de mais dois comandos

[> tensorsGR(coords,metric,contra_metric,det_met,C1,C2,Rm,Rc,R,G,C);
[>display_allGR(coords,metric,contra_metric,det_met,C1,C2,Rm,Rc,R,G,C);
Com esta sequéncia podemos gerar todos os elementos de imprtancia dentro da Relatividade
Geral, Christoffel de primeira e segunda ordem para métrica que aplicamos, tensores de Ricci,

Riemann e de Einstein.

7.2 Implementacao dos programas

Os resultados apresentados neste trabalho foram calculados no Maple 10, este software faz
integragao numérica utilizando o método de Runge-Kutta. De um modo mais didatico

apresentamos como gerar os resultados obtidos neste trabalho em duas etapas:

85



Primeiramente geramos um programa auxiliar onde faremos uso das componentes do Tensor de
Ricci, dos tensores de Einsten, dos tensores de energia-momento (5.15) e das componentes do
Tensor de energia momento renormalizado (4.48). Este programa ird gerar a equacao (5.14).

O resultado gerado neste programa seréd implementado no segundo programa onde, iremos
gerar as listas de pontos que nos permitem gerar os resultados gréaficos. Para gerar os graficos

podemos fazer uso dos softwares Origin ou Grace.
programal

[> restart;

[> h:=1;

[> R00:= 3/a(t)*diff(a(t),t,t);

[> R11:= (a(t)*diff(a(t),t,t)+2*diff(a(t),t)" 2)/(-1);
[> R:= 6*(a(t)*diff(a(t),t,t)+diff(a(t),t)” 2)/a(t)" 2;

[> H300:= .5%(3*(R11)" 2*a(t)" 2 + (R00)" 2) - R0O0" 2 + 2/3*R*R00 - 1/4*R" 2;
[>Ha:= expand(H300);

[> H100:= .5*R" 2 - 2*R*R00;

[> Hb:= expand(H100);

[> H111:= -2*(diff(R,t,t))*(-a(t)" 2) + .5*R" 2*(-a(t)" 2) - 2*R*R11;
[> He:= expand(H111);

[> H311:= a(t)” 2*(3*(R00)" 2 + 3*(R11)" 2)/2 - (-1/a(t)" 2)*(R11)" 2 +
(2/3)*R*R11 - (1/4)*R" 2*(-a(t)" 2);

[> Hd:= expand(H311);

[> TQO[phil:= ((h/(2880*(Pi)" 2))*(Ha - (1/6)*Hb));

[> TQOO[phi]:= expand(TQO[phi]);

> TQ1[phil:= ((h/(2880%(Pi)" 2))*( Hd -(1/6)*Hc ));

[> TQ11[phi]:= expand(TQ1[phi]);

[> T00[phi] := .5*(diff(phi(t),t))" 2;

[> Tt[phi]:= .5*(diff(phi(t),t))" 2 + TQOO|phi];

[> T11[phi]:= .5*(diff(phi(t),t))" 2*a(t)" 2;

[> TOO[psi]:= .5*(diff(psi(t),t))" 2 + .5*psi(t)" 2;

[> T11[psi]:= a(t)” 2/2*((diff(psi(t),t))" 2 - psi(t)" 2 );

[> GOO0:= -3*(diff(a(t),t)" 2)/a(t)" 2 ;

[> G11 := (2*a(t)*diff(a(t),t,t)+diff(a(t),t)" 2);
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[> T0O[tot]:= TO00[phi] +T00[psi] + TQOO|phil;

[> T11[tot]:= T11[phi] + T11[psi] + TQ11[phi];

[> e3:= GO0 + G11 - T11[tot] - TOO[tot];

que resultard no seguinte cédigo para ser utilizado no préximo programa:

[>e3 := -3*diff(a(t),t) " 2/a(t)" 2 + 2*a(t)*diff(a(t),t,t) + diff(a(t),t)" 2 -
S*diff(phi(t),t)” 2*a(t)" 2 - 1/2*a(t) " 2*(diff(psi(t),t) " 2 - psi(t) " 2) -
.1024305556e-1/Pi" 2 /a(t) " 2*(diff(a(t),t,t))" 2 +

1/1440*1/Pi” 2/a(t)*diff(a(t),t,t,t,t) -

29/1440*%1/Pi” 2/a(t) " 3*diff(a(t),t,t)*diff(a(t),t) " 2 +
.2083333334e-2/Pi" 2/a(t) " 4*diff(a(t),t)" 4 - .8506944444e-2/Pi" 2*diff(a(t),t,t)" 2 -
.4861111111e-2/Pi" 2/a(t) " 2*diff(a(t),t)" 4 -

.2083333333e-2/Pi" 2*a(t) " 4*diff(a(t),t,t)" 2 -

.8333333333e-2/Pi" 2*a(t) " 3*diff(a(t),t,t)*diff(a(t),t)” 2 -
.8333333333e-2/Pi" 2*a(t) " 2*diff(a(t),t)" 4 -

13/1440*1/Pi"~ 2/a(t)*diff(a(t),t,t)*diff(a(t),t) "~ 2 - .5*diff(phi(t),t)" 2 -
S*diff(psi(t),t)” 2 - .5%psi(t)” 2;

programa?2

[> restart;

[> with(plots):

[> readlib(readdata):

[> s:= diff(a(t),t,t):

[> H300:= .5*(3*(R11)" 2*a(t)" 2 + (R00)" 2) - R0O0" 2 + 2/3*R*R00 - 1/4*R" 2;
[> H100:= .5*R" 2 - 2*R*R00;

[> H:= diff(a(t),t)/a(t):

[> rho|phi]:= 0.5*(diff(phi(t),t)” 2) + expand(1/2880/Pi~ 2*(H300 - H100/6));
[> el:= diff(psi(t),t,t) + 3*H*diff(psi(t),t) + psi(t);

[> e2:= diff(phi(t),t,t) + 3*H*diff(phi(t),t);

[> ul:=-3*diff(a(t),t)~ 2/a(t)~ 2 + 2*a(t)*diff(a(t),t,t) + diff(a(t),t)" 2 -
5*diff(phi(t),t)~ 2*a(t)" 2 - 1/2%a(t)" 2*(diff(psi(t),t)" 2 - psi(t)" 2) -
.1024305556e-1/Pi" 2/a(t) "~ 2*diff(a(t),t,t)" 2 +

1/1440%1/Pi" 2/a(t)*diff(a(t),t,t,t,t) -

29/1440%1 /Pi” 2/a(t)" 3*diff(a(t),t,t)*diff(a(t),t)" 2 +

.2083333334e-2/Pi" 2/a(t)" 4*diff(a(t),t)" 4 - .8506944444e-2/Pi" 2*diff(a(t),t,t)" 2 -
.4861111111e-2/Pi" 2/a(t)" 2*diff(a(t),t)" 4 -
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.2083333333e-2/Pi" 2*a(t)" 4*diff(a(t),t,t)" 2 -

.8333333333¢-2/Pi"~ 2*a(t)" 3*diff(a(t),t,t)*diff(a(t),t)" 2 -
.8333333333e-2/Pi" 2*a(t)" 2*diff(a(t),t)" 4 -

13/1440*%1/Pi" 2/a(t)*diff(a(t),t,t)*diff(a(t),t)" 2 - .5*diff(phi(t),t)" 2 -
S*diff(psi(t),t)” 2 - .5%psi(t) " 2;

[> rel:=dsolve(el=0,e2=0,ul1=0,a(0)=1, D(a)(0)=1/sqrt(3),D(D(a))(0)=4/3,
D(D(D(a)))(0)=0,phi(0)= 0,psi(0) =2/5,D(phi)(0) =
sqrt(46) /5,D(psi)(0)=0,a(t),psi(t),phi(t),type=numeric,output=listprocedure);

[> odeplot(rel,[[t,a(t)]],0.. 10);

[> odeplot(rel,[[(t),(s)]],0 .. 10,thickness=3,color=blue,numpoints = 250);

Onde os graficos que o Maple 10 ird plotar a partir destes comandos é insatisfatério, portanto,
devemos gerar listas de pares ordenados e fazer uso de outro programa que seja exclusivamente
para tratamento grafico.

Abaixo mostramos como gerar tais listas, estamos utilizando passo de integragao 0.05 e o

intervalo de tempo esta compreendido entre [0,50].

[> for ii from 0 by 0.05 to 50 do: escq:= op(2, op(2, rel(ii))):
appendto(‘lis.dat‘); Iprint(ii, escq);

od:

writeto(terminal);

arq:=readdata("lis.dat" ,float,2);
plot(arq, labels=["t","a(t)"], axes= FRAMED); (lista de pontos para a(t))

[> for ii from 0 by 0.05 to 50 do: descq:= op(2, op(3, rel(ii))):
appendto( ‘velq.dat‘); lprint (ii, descq);

od:

writeto(terminal);

arq:=readdata("velq.dat",float,2);
plot(arq, labels=["t","diff(a(t),t)"], axes= FRAMED);(lista de pontos para a(t))

[> for ii from 0 by 0.05 to 50 do: aceq:= op(2, op(4, rel(ii))):
appendto(‘ace2.dat‘); lprint (ii,aceq);

od:

writeto(terminal);

arq:= readdata("ace2.dat",float,2);
plot(arqg,labels=["t","a(t)"], axes=FRAMED);(lista de pontos para a(t))
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[> for ii from 0 by 0.05 to 50 do: aceq:= op(2, op(6, rel(ii))):
appendto(‘phif.dat®); lprint(ii,aceq);

od:

writeto(terminal);

arq:= readdata("phif.dat",float,2);

plot(arg,labels=["t","a(t)"], axes=FRAMED);

[> for ii from 0 by 0.05 to 50 do: aceq:= op(2, op(7, rel(ii))):
appendto(‘ppiqg.dat‘); lprint (ii,aceq);

od:

writeto(terminal);

arq:= readdata("ppiq.dat",float,2);
plot(arqg,labels=["t","a(t)"], axes=FRAMED);

[> for ii from 0 by 0.05 to 50 do: aceq:= op(2, op(8, rel(ii))):
appendto(‘psif.dat‘); lprint(ii,aceq);

od:

writeto(terminal);

arq:= readdata("psif.dat",float,2);
plot(arg,labels=["t","a(t)"], axes=FRAMED);

[> for ii from 0 by 0.05 to 50 do: aceq:= op(2, op(9, rel(ii))):
appendto(‘ppsi.dat‘); lprint (ii,aceq);

od:

writeto(terminal);

arq:= readdata("ppsi.dat",float,2);
plot(arg,labels=["t","a(t)"], axes=FRAMED);

E para gerarmos os pontos para os graficos das densidades de energia, precisamos trabalhar
com as listas geradas acima e as equagoes das densidades (5.15), apenas py e, (5.27) que

corresponde a densidade de inflaton corrigida. Desse modo

[> for ii from 0 by 0.05 to 50 do:

psif:= op(2, op(8, rel(ii))): ppsi:= op(2, op(9, rel(ii))):

rhopsi:= psif” 2/24 ppsi® 2/2:

appendto(‘resl.dat‘);lprint(ii,rhopsi); od: writeto(terminal);
arq:=readdata("resl.dat",float,2):plot(arqg,labels=["t","rho|psi]"],axes=FRAMED);

[> for ii from 0 by 0.05 to 10 do:
> ppiq:= op(2, op(7, rel(ii))): aceq:= op(2, op(4, rel(ii))): descq:= op(2, op(3,

rel(ii))): aceq:= op(2, op(4, rel(ii))): escq:= op(2, op(2, rel(ii))): rhophi:=
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ppriq~ 2/2 + (3.52*10" (-5))*(31.5%(aceq)” 2/(escq)” 2 - 6*(descq)” 4/(escq)" 4 -
4.5%(escq)” 2*(descq) " 4 - 42*(aceq)*(descq)” 2/(escq)” 3 - 18*(escq)” 2*(descq)” 4 -
18*(escq) " 3*(aceq)*(descq) " 2); appendto(‘res2.dat‘);lprint(ii,rhophi);
od: writeto(terminal);

arq:=readdata("res2.dat",float,2);plot(arqg,labels=["t","rho|[phi]"],axes=FRAMED);

7.3 Casos Intermediarios - Valores Iniciais pela equacgao

de Friedmann

e As curvas abaixo mostram o comportamento da aceleracao, para o caso semi-
classico, onde o valor inicial da densidade de matéria esta variando entre 6% e
9%. Tais resultados foram obtidos através da integracao de (5.14) utilizando os

devidos valores iniciais.

2 ‘ I

T I
6% de matéria
7% de matéria
8% de matéria
9% de matéria o011

-
|
°

0,5+

aceleragéo

tempo

Figura 7.1: Resultados para as curvas de aceleracao utilizando valores iniciais obtidos
pela equagao de Friedmann (5.20)

e Abaixo temos os instantes de término do periodo inflacionario utilizando os difer-
entes valores iniciais para a densidade de matéria podemos ver que quanto maior a

densidade de matéria, mais rapido termina o periodo inflacionario.

e Abaixo damos énfase ao comportamento das amplitudes das curvas de aceleracao.
Vemos que o aumento da densidade de matéria, gera uma maior a amplitude das

oscilagoes das curvas.
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Figura 7.2: Final do periodo inflacionério para diferentes valores de densidade de matéria.

15 T

T T T 15 T T
6% matéria 7% de matéria)
o 10 1,0
@ ]
O S
o] K
o [53
® 8
0,5+ T 054 1
00 - m~1 o,o.wmmmmmmwwmw
T T T T 1
0 10 20 o 30 40 50 K > T N o
lempo 0 0 0 tempo 30 0 50
15 . . . . 154 r r T T
8% de matéria 9% de matéria
o 101 1,04
o
G g
5 1 g ]
K] Q<
S 8
© ®
05 4 0,5 b
0,0
i ‘
T T T T J
0 10 20 30 40 50
tempo

Figura 7.3: Anélise das
pos-inflacionario.

91

amplitudes oscilatorias das curvas de aceleracao para o periodo



7.4 Casos Intermediarios - Valores Iniciais para a(t) e
i(t) pela equacao da densidade de Inflaton Cor-
rigida

e As curvas abaixo mostram o comportamento da aceleracao, para o caso semi-

classico, onde o valor inicial da densidade de matéria esta variando entre 6% e

9%.
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2,0
18 0 15 20 25 30
o 1,04 " '
o
<o
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©
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0,0
I I T I I

tempo

Figura 7.4: Resultados para as curvas de aceleracao utilizando valores iniciais obtidos
pela equagao da densidade de inflaton corrigida (5.28)

e Abaixo utilizamos os diferentes valores iniciais para a densidade de matéria. Pode-
mos ver que utilizando a equacao da densidade de inflaton corrigida, com a finalidade
de obtermos valores iniciais para a(t) e @(t), obtemos resultados cosmolégicos so-
mente para valores iniciais de densidade de matéria em torno de 7,5% e acima deste.
Valores iniciais inferiores a 7, 5% nao caracterizam o fim da era inflacionaria, embora
o comportamento das curvas sejam semelhantes ao caso em que obtivemos valores

iniciais para a(t) e d(t) pela equacao de Friedmann

e Abaixo damos énfase ao comportamento da amplitude da curva de aceleracao de
acordo com o valor inicial da densidade de matéria. Vemos que o aumento da

densidade de matéria, gera uma maior a amplitude das oscilagoes das curvas.
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Figura 7.5: Detalhe do final do periodo inflacionario para diferentes valores de densidade
de matéria.
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