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Resumo

Abud, C. V., Dissertacao de Mestrado, Instituto de Geociéncias e Ciéncias Exatas,

UNESP, Rio Claro, 2010.

Procuramos nesta dissertacao, entender e desenvolver estudos relacionados com o
movimento de trajetérias cadticas num sistema dinamico nao linear. Esses estudos, en-
volvem uma abordagem sobre a quantificacao de recorréncias de trajetorias a uma regiao
e sobre o transporte no espaco de fases. No6s escolhemos como modelo o bilhar anular
em duas configuracoes: primeiramente com as fronteiras estaticas e posteriormente, uma
dependéncia temporal (pulsante) é introduzida. Inicialmente reproduzimos os resultados
sobre aprisionamentos para caso do bilhar estdtico, existentes na literatura, a fim de ga-
nharmos experiéncia para estudar o sistema pulsante. Nesse caso, a topologia dos dois
planos de fases possiveis constituidos de variaveis canonicas, apesar de bastante comple-
xas, apresentaram resultados interessantes. Os principais resultados obtidos foram: a
observagao de regioes de aprisionamentos nos dois planos de fases conectadas entre si; a
aceleragao de Fermi caracterizada por vérios regimes anomalos; ( uma explicagdo para
a diferenca desses regimes é dada por aprisionamentos no plano do bilhar) e a evolugao
do espaco de fases, dito geométrico, que tende a se recuperar conforme a velocidade re-
lativa particula-fronteira aumenta. Estudamos ainda os efeitos de dissipacao no sistema
pulsante através de colisoes inelasticas. Os resultados indicam que qualquer dissipagao
desse tipo, independente da magnitude, é suficiente para saturar o crescimento de energia.
Porém, em situacoes especiais essa mesma dissipacao pode ser usada para que na média

o sistema ganhe energia.

Palavras chaves: tempo de recorréncia de Poincaré, estatistica dos tempos de re-

corréncia, bilhar anular, aceleracao de Fermi, dissipagao.
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Abstract

Abud, C. V., Master Dissertation, Instituto de Geociéncias e Ciéncias Exatas,
UNESP, Rio Claro, 2010.

We reach in this dissertation, understand and develop studies related to the mo-
tion of the chaotic trajectories in a non-linear dynamical system. These studies require
an approach on the quantification of the recurrences of trajectories to a region and on
the transport in the phase space. We choose as a model the annular billiard with two
configurations: firstly with the static boundaries and next, a time-dependent (pulsating)is
introduced. Initially we reproduced some results about stickiness in the static case in or-
der to gain experience to study the pulsating system. In such case the topology of the two
possible phase space of canonical variables, showed interesting results. The main results
were: the observation of sticky regions in both connected phase spaces; the Fermi accelera-
tion characterized by different anomalous regimes ( an explanation to this diferent regimes
is given by the stickiness on the billiard plane) and the evolution of the phase space, called
geometric, which tends to be recovered as the relative velocity particle-boundary increa-
ses. We also studied the effects of dissipation in the pulsating system through inelastic
collisions. The results show that this kind of dissipation, regardless of its magnitude, is
enough to saturate the energy growth. However, in special situations the mean average

of the system can increase with the introduction of inelastic collisions.

Keywords: Poincaré recurrence time, recurrence time statistic, annular billiard,

Fermi acceleration, dissipation.



Lista de siglas e principais variaveis

WGO - Whispering Gallery Orbits

MUPO - Marginally unstable periodic orbit.

DTR - Distribui¢ao dos tempos de recorréncia, P(T).
ETR - Estatistica dos tempos de recorréncia, p(7).
BAE - Bilhar anular estatico.

BAP - Bilhar anular pulsante.

TA - Transporte anomalo.

AF - Aceleragao de Fermi.
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Capitulo 1

Introducao

A existéncia do movimento caético foi observada por Henry Poincaré (1854-1912) no
final do século XIX no famoso problema de trés corpos [1] que, posteriormente, foi forta-
lecido pelas contribui¢ées de G. D. Birkhoof (1884-1944) & teoria ergédica e fundamentos
da mecanica estatistica [2]. Nota-se porém que os trabalhos desenvolvidos para siste-
mas dinamicos permaneceram isolados até meados do século XX, devido a dificuldade
do tratamento analitico sob as equagoes nao lineares. Foi a partir de 1970, devido ao
desenvolvimento de computadores, que o movimento cadtico foi estabelecido como uma
propriedade geral de sistemas dinamicos nao-lineares e caracterizado pela sensibilidade
que as trajetorias possuem as ligeiras modificacoes das condicoes iniciais, ou seja: tra-
jetérias proximas divergem uma das outras, exponencialmente, no tempo. Apesar dos
importantes resultados obtidos entre o trabalho de Poincaré e a invencao dos computa-
dores, a possibilidade de investigar fenomenos nao lineares através de métodos numéricos
extraordinariamente rapidos revela-se, a cada trabalho, um campo fascinante.

I ndo sao nem

Hoje em dia, sabe-se, por exemplo, que os sistemas Hamiltonianos
completamente cadticos nem puramente regulares, exibindo na maioria das vezes ambos
os tipos de movimentos. Sendo assim, na maioria das vezes, a dinamica exibe diversas
cadeias de ilhas que dividem espago com um mar estocéstico (mar de caos) no espago de
fases. Tais ilhas por sua vez, sao principalmente quase-periddicas e as trajetorias dentro
destas ilhas sao isoladas do dominio externo. Um fato importante é o comportamento que
as trajetorias cadticas possuem nas proximidades das ilhas regulares: elas gastam longos
e consecutivos periodos de tempo antes de visitar outras partes do espaco de fases. Este
fenomeno bem conhecido, mas nem sempre bem entendido, é denominado aprisionamento
( do inglés stickiness). E de suma importancia dizer que devido a ergodicidade para
tempos longos do mar de caos, uma trajetoria nao gasta mais tempo préxima as ilhas do

que em outras regioes de igual volume do espaco de fases. Entretanto, a ergodicidade nao

Sistemas Hamiltonianos sdo sistemas de equacoes diferenciais na forma de equacdes de Hamilton:

. oOH . oOH
b= ~9q €q= Bp com H = Tiinetica + Vpotencial



assegura nenhuma informacao sobre a frequéncia, na qual as trajetorias visitam tal regiao,
enquanto o efeito de aprisionamento é justamente caracterizado pelo carater recorrente.
O retorno de uma trajetdoria para a vizinhancga de sua condigao inicial é uma proprie-
dade fundamental de trajetorias no espaco de fases e foi estudada, a partir do teorema
de recorréncia de Poincaré [3, 4] de 1890, caracterizada pelos tempos de recorréncia ou
de retornos, que constituem de boas informacoes para se quantificar os aprisionamentos
(capitulo 2).

O fenomeno de aprisionamento ¢é atribuido simplesmente devido a existéncia de Can-
toros ao redor de uma regiao. Cantoros sao conjuntos de cantor [5] formados nas regides
onde existiam os toros. Tais conjuntos ocorrem devido a natureza hierarquica da des-
truigdo dos toros frente a acdo de perturbagoes (primeiro os racionais e depois os irra-
cionais) e sao constituidos por buracos sobre os antigos toros. Os Cantoros possuem
dimensao fraciondria e sua presenca no mar de caos constitue um espécie de barreira
parcial para o movimento da particula.

O efeito topologico causado por trajetorias aprisionadas é analisado em diversos ramos
da fisica tais como: astronomia [6], plasmas [7, 8], nano-fisica [9] entre outros. Quando o
efeito de aprisionamento ocorre em uma determinada regiao do espago de fases entendemos
que ha uma armadilha dinamica.

Nao ha uma classificacao bem conhecida para as armadilhas dinamicas. De um modo
geral, qualquer contorno ou conjunto dentro do espago de fases pode representar este
papel. Porém, algumas descricoes qualitativas sobre armadilhas, tais como: ilhas tangle,
hierarquia de ilhas, camada estocastica e armadilha em rede, sao conhecidas e relacionadas
com problemas de aprisionamento e transporte [10, 11].

O aprisionamento de trajetérias no espaco de fases tém total influéncia sobre as quan-
tificacoes da dinamica cadtica, especialmente, no que diz respeito ao transporte. O trans-
porte refere-se a dispersao de trajetérias cadticas e é frequentemente caracterizado pelo
desvio quadratico médio (segundo momento) de uma varidvel r pertencente a um espago
de fases ilimitado. Devido & natureza hierarquica (mar de caos + ilhas) do espago de
fases de sistemas Hamiltonianos, a evolugao temporal da dispercao (Ar?) nao é dada
linearmente com o tempo (capitulo 4).

Muitos sistemas foram arduamente estudados com o intuito de observar o fenomeno de
aprisionamento e uma possivel conexao com o transporte. Os mais frequentes sao mapas
com preservacao de drea [12], embora algo tenha sido feito considerando dissipagoes [13], e
bilhares com plano 2[14] ou horizonte infinito ®[15, 16]. Alguns destes sistemas conduzem

ao transporte anomalo (TA) isto é, ao crescimento nao linear do desvio quadratico médio

2Como um exemplo mais conhecido temos o bilhar de Sinai extendido por todo o plano conhecido
como gas de Lorentz.
3Feito juntando-se bilhares iguais ou diferentes, através de um orificio, ao longo de um tnico eixo.



de alguma observavel para um ensemble de condigoes iniciais.
A Aceleracao de Fermi

Em 1949 E. Fermi [17] apresentou um estudo sobre a origem da radiac¢ao césmica e dos
processos de aceleracao que as particulas sao submetidas. Este trabalho fundamentou-
se na hipdtese de que particulas césmicas sao aceleradas devido aos campos magnéticos
oscilantes, presentes em todo o espaco interestelar. Fermi sugeriu que a interacao entre
tais particulas e os campos césmicos fossem representados por sucessivas reflexoes de uma
particula em obstaculos de massa infinita, movendo-se desordenadamente.

Posteriormente, a representacao proposta por Fermi mostrou-se consistente sob o enfo-
que da teoria de sistemas dinamicos nao lineares discretos [18], principalmente em modelos
de bilhares com fronteiras dependentes do tempo. A questao fundamental neste tipo de
estudo é saber se a aceleragao de Fermi (AF) é observada, isto é, se a particula ganha
energia indefinidamente e, caso isso se confirme, temos um mecanismo fisico de aceleragao
de particulas suficientemente eficaz ao ponto de aumentar sua energia ilimitadamente.
Este fenomeno pode ser considerado anomalo sob o fato de que o crescimento da energia
( obtida realizando médias sobre as velocidades de um “ensemble” de condigoes iniciais)
pode acontecer nao linearmente com o tempo.

Neste contexto, nés estudamos o modelo do bilhar anular em duas configuracoes: a
primeira com as fronteiras estéticas e depois com uma dependéncia temporal (pulsante)
sendo que em ambas as situacoes a configuracao dos circulos que formam o bilhar anular
podem estar dispostos concentricamente ou excentricamente. O objetivo principal deste
estudo é analisar e compreender a ocorréncia de armadilhas dinamicas em ambos os casos
e as suas diversas influéncias nas propriedades de transporte no espaco de fases. Para
finalizar o conteido nés adicionamos também um efeito dissipativo causado por colisoes
ineldsticas entre a particula e as fronteiras. Os efeitos dissipativos tém recebido grande
atencao em diferentes campos da ciéncia. Alguns trabalhos reportam sobre a minimizagao
ou eliminacdo dos efeitos dissipativos [19, 20], enquanto outros tiram vantagens de sua
presenga [21, 22|. Diferentes abordagens para os efeitos dissipativos em bilhares, foram
estudadas em [29, 23, 24|

A secao posterior, apresenta a motivacao dessa dissertacao como uma consequéncia
de trabalhos desenvolvido anteriormente. As segbes 1.2 e 1.3, abordam de uma maneira
geral sobre o que sao bilhares e a visualizacao da dinamica completa por um espago de
configuracao, respectivamente. O capitulo 2 trata da idéia por tras de estudos envolvendo
recorréncias bem como a apresentacao de uma ferramenta para quantificarmos fenomenos
de aprisionamento. Os capitulos 3 e 4 apresentam resultados originais obtidos da analise
de propriedades de aprisionamento e transporte no bilhar anular estdtico e pulsante. Os

efeitos de dissipacao é abordado no capitulo 5. As conclusées sobre nosso trabalho esté
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sumarizada no capitulo 6. No apéndice A os leitores encontrarao o mapeamento completo

dos dois modelos considerados nesta tese.

1.1 Motivacoes a partir de resultados anteriores

Este trabalho apresenta-se como uma continuidade aos trabalhos desenvolvidos pelo
nosso grupo nos ultimos anos. O principal interesse estd em compreender e analisar a
complexidade de sistemas dinamicos nao-lineares.

Um dos sistemas dinamicos desenvolvido pelo grupo foi o bilhar anular com fronteiras
dependentes do tempo [25, 26, 27]. Tal sistema foi proposto inicialmente com a finalidade
de verificar a aplicabilidade da conjectura LRA (Loskutov-Ryabov-Akinshin) que diz que
se um bilhar bi-dimensional estatico, apresenta uma parte cadtica no espaco de fases, isso é
suficiente para afirmar que ao acrescentar perturbagoes periddicas em sua(s) fronteira(s)
o fenomeno da aceleragao de Fermi seja observado [28]. Mesmo com uma quantidade
grande de parametros que poderiam ser modificados, os resultados apresentados pelo
trabalho seguiram tal conjectura.

Uma vez estabelecido o modelo, em outro estudo foi abordado os efeitos de dissipacao
causado por colisdes ineldsticas da particula com a fronteira [29]. Como resultado prin-
cipal, nés apontamos a possibilidade de adquirir um ganho de energia médio através de
fracas dissipacoes no sistema. Este ganho esta vinculado a posicao de atratores em regioes
do espaco de fases de maior energia do que a média do sistema conservativo.

Outro recente trabalho que nos motivou foi desenvolvido em [30] onde os autores
identificaram uma variedade de érbitas peridédicas imersas no mar de caos que contribuem
para o aprisionamento das trajetérias no bilhar anular estatico simplesmente entre as
regioes integraveis e nao-integraveis do espago de fases (se¢ao 3.1 e sub-segao 3.1.1).

O principal objetivo deste trabalho sera estudar as propriedades dinamicas do bilhar
anular para as duas configuracoes: estatica e dependente do tempo. Para o bilhar anular
estatico, nés revisaremos os aprisionamentos devido a uma classe particular de érbitas
periddicas imersas no mar de caos. A configuracao com fronteiras dependentes do tempo
apresenta uma riqueza maior de detalhes, especialmente pelo fato da dinamica do sis-
tema evoluir em N = 4 dimensoes, originario de dois planos canonicamente conjugados.
Neste caso, o aprisionamento de orbitas préximas as ilhas de regularidade e o transporte
(aceleracao de Fermi), serao analisados. Como complemento, nés avaliaremos os efeitos
dissipativos sob a aceleracao de Fermi observada no bilhar anular dependente do tempo
e também sob a topologia do espago de fases, quando considerarmos uma magnitude de

dissipacao mais alta.
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1.2 Bilhares

Bilhares sao sistemas dinamicos onde uma particula pontual tem seu movimento limi-
tado em uma determinada regiao A por uma fronteira JA (veja figura 1.1). As fronteiras
geralmente sao paredes de potencial infinito (Vironteira = 00) que podem adquirir di-
versas formas: retangular, circular, ovéide, eliptica, entre outras, definindo um sistema
Hamiltoniano: H = p?/2m + V.

Para sistemas no qual a energia é conservada, a particula ao colidir com a fronteira
sofre uma reflexao especular isto é, o angulo de incidéncia é igual ao angulo de reflexao,
portanto, as sequéncias de reflexdes formam um mapa que descreve o movimento da
particula. Em um sistema genérico com N = 2 graus de liberdade, o estado do sistema
fica completamente caracterizado pelas coordenadas de posicao (x,y) e os momentum
(pz,py) Ou seja, quatro dimensoes. Como a trajetéria sé se altera no momento das co-
lisbes com a fronteira, as coordenadas de Birkhoff (s, sen(a)) sdo convenientes [31]. A
coordenada s é relacionada a fronteira que localiza a posicao de uma colisao, enquanto «
fornece a direcao do movimento. Assim, dada uma condigao inicial identificada pelo par
(s0, sen(ag)) o problema consiste em encontrar os pares (s,, sen(a,)) com n=1,2,3,... que

representara a érbita da particula.

7

T

7

Figura 1.1: Ilustragao do do movimento de uma particula no plano de um bilhar
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1.3 O espaco de fases e suas propriedades

1.3.1 Mapa e secao de Poincaré

Em sistemas dinamicos, o estudo da evolugao das trajetérias pode ser feito através de
uma hipersuperficie €2 transversal ao fluxo dessas trajetérias, denominada se¢ao de Poin-
caré. A cada passagem po (2, defini-se um ponto. A dinamica discreta relacionando esses
pontos é governada por uma mapa, denominado mapa de Poincaré, isto é, os conjuntos

de pontos (p,q) que interceptam 2 geram o mapa:

~

(Prt1s @ns1) = T (Pn, Gn)-

Caso a dinamica desenvolvida pelo conjunto (p,q) seja quasi-periddica, ela serd re-
presentada na se¢ao de Poincaré por uma curva ou toro invariante, enquanto a dinamica

cadtica ¢ observada por pontos randomicamente distribuidos (mar de caos).

1.3.2 Nogoes basicas sobre a dinamica caética

Nesta se¢ao, descreveremos algumas nogoes basicas sobre o espaco de fases, que apesar

de hoje em dia serem muito bem compreendidas, merecem destaque:

Ergodicidade: Um espaco de fases ¢ dito ergédico quando para tempos longos, uma
trajetéria tipica visita volumes (1) iguais em tempos iguais. A igualdade entre as médias

no tempo e as médias no espaco pode ser formulada como:

. I

Fla(t) = time-ow [ flatrdr = [ 1(ate)dn = (rlatt). (L)
0

onde f é uma funcao do espaco de fases, e (.) simboliza média no espaco e (.) a média no

tempo

Preservagao de volumes espago de fases: Segundo o teorema de Liouville, para
sistemas conservativos, os volumes encerrados pelas trajetorias no espaco de fases sao

conservados.
n()r = p(2)o = cte, (1.2)

onde p é chamada medida de Liouville e pode obter valores maiores ou igual a zero.
Ao conjunto A € Q2 no qual pu(A) > 0, dizemos que possui medida positiva de Liouville
e portanto delimita um volume no espaco de fases. Nesta definicao encaixam-se o mar de

caos e também as ilhas. No mar de caos, uma unica trajetéria preenche uniformemente
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o espago de fases acessivel, oque significa dizer que a medida de Liouville é positiva e a
dinamica associada é ergddica. Para trajetérias quase periddicas, que sao representadas
por toros no espaco de fases formando ilhas, uma medida pode ser definida como uma
funcao delta do espacgo de fases ). Sendo assim, a integral sobre todas as fungoes deltas,
possui uma medida positiva de Liouville que corresponde ao volume da ilha.

Ao contrario dos casos anteriores, o conjunto de medida zero nao delimita volume no
espaco de fases. Estas medidas zero sao frequentes em espago de fases gerados por bilha-
res. O caso mais simples sao as érbitas que batem perpendicularmente entre as fronteiras
do bilhar (veja segao 3.1.1).

Invariante de Movimento: Uma fungao G(p,q,t) é uma invariante de movimento

se:

AG_ G0 9GOy 0G _OGOH 9GOH . . 0G
dt Op Ot Oqg ot Ot dq Op  Op Oq ot
onde {} definem os colchetes de Poisson. Quando H nao depende do tempo, G é dita
invariante de movimento se {G, H }=0.

Uma consequéncia direta da existéncia de invariantes de movimento ¢ a redugao da
dimensao da dinamica do sistema, ou seja, se existem M invariantes e N graus de liberdade

entdo, o movimento da dinamica ocorre em (2N — M) dimensoes.

1.3.3 Zonas singulares

A principal caracteristica de sistemas Hamiltonianos é a nao uniformidade do espaco
de fases onde algumas ilhas regulares de diversas origens (ressonancias, bifurcagoes e
etc), contrastam com a existéncia de um mar de caos tornando-o repleto de dominios de
aprisionamento que chamaremos de zonas singulares. As zonas singulares podem ser de
diferentes tamanhos ou formas e embora muitas delas possam ser pequenas ou até mesmo
invisiveis, suas consideracoes sao inevitaveis para a teoria, influenciando diretamente na
cinética e no transporte.

Durante décadas de estudos envolvendo caos e dinamica nao linear foram apresentados
diversos tipos de dominios de ilhas, relacionados com o fenémeno de aprisionamento que a
principio pode ser observado através da constatacao de regioes mais densas no espaco de
fases, indicando um dominio onde a trajetéria gasta muito mais tempo (veja por exemplo
as figura 3.13 e 3.20(b)). Observou-se que tal fenomeno aparecia devido a existéncia de
cantoros préoximo as ilhas de estabilidade. Recentemente, alguns estudos relacionaram os
aprisionamento de trajetorias também a existéncia de érbitas peridédicas instaveis imersas
no mar de caos, observadas por manchas de linhas retas no espago de fases [32] e também

ao longo das variedades que compoem os espagos de fases [33, 34] .






Capitulo 2
Recorréncia

O caréter recorrente das trajetorias no espaco de fases, apresentado neste capitulo, é
conhecida como recorréncia de Poincaré. Mostraremos através da definicao dos tempos de
recorréncia, que uma interessante conexao com o fendmeno de aprisionamento bem como

a utilizagao de algumas ferramentas estatisticas para caracteriza-la.

2.1 Recorréncia de Poincaré

A recorréncia de Poincaré, ou simplesmente recorréncia, é uma propriedade fundamen-
tal de sistemas Hamiltonianos no que diz respeito as visitas repetidas de trajetorias a
uma determinada regido. Pelo teorema de Poincaré [3, 4], em sistemas Hamiltonianos
confinados, seja A € Q um conjunto tal que, pu(A) > 0, para quase todas as trajetérias
w € A (exceto aquelas de medida zero), existe um tempo 7' na qual: Mrw € A, isto é, a
trajetdria retornard repetidas vezes a vizinhanga de sua condigao inicial (veja figura 2.1).
Para sistemas dinamicos, {2 representa o espaco de fases e M a dinamica que rege este
espaco.

O resultado de Poincaré tornou-se mais conhecido pela comunidade fisica devido aos
debates entre Boltzman e Zermello, envolvendo a descricao da mecanica estatistica para

a termodinamica. Os argumentos de Ernest Zermelo (1871-1953), em resumo, dizem

Figura 2.1: Recorréncia de Poincaré para uma regiao A do espaco de fases.
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que [35]: se um sistema termodinamico é descrito através de propriedades estatisticas das
particulas, um infinito niimero de retornos préximos as condigoes iniciais serao observados
de acordo com o teorema de recorréncia de Poincaré. Uma vez que, a recorréncia no
espago de fases implica também na recorréncia de todas os observaveis possiveis, espera-
se portanto, o retorno do valor da entropia em seu estado inicial o que contraria a segunda
lei da termodinamica, que estipula o crescimento monotonico da entropia com o tempo.
Boltzman, por sua vez, argumentou que a probabilidade de uma recorréncia acontecer em
um sistema termodinamico (muitas particulas) é muito pequena. Seu resultado apontou
que o tempo médio de recorréncia para um sistema termodinamico é enorme, de fato,
muitas vezes maior do que a idade do universo [36]. A resposta de Boltzmann foi direta
e ir6nica [37]): “embora o teorema de Poincaré seja correto, quando o senhor Zermelo
concluiu que as hipoteses da teoria dos gases devem ser rejeitadas ou mudadas nos seus
fundamentos - a partir de um fato tedérico de que os estados iniciais de um gas devem
recorrer, sem ter calculado o tempo que isto ird acontecer - ele se iguala a um jogador
de dados que verifica que a possibilidade de uma sequéncia de 1000 niimeros 1 nao é
zero e concluiu que seu dado deveria estar viciado pois ele nunca observou este tipo de
sequencia.”

A solugao de Boltzman admite a violacao da segunda lei da termodinamica, mas
argumenta que ela é estatisticamente improvavel, ressaltando a importancia do célculo
do tempo médio de recorréncia. Para sistemas cadticos de baixa dimensao, ao contrario
dos sistemas termodinamicos, o tempo médio de recorréncia nao sao tao longos de forma
que nenhuma contradicao existe com relacao as recorréncias de Poincaré.

Vamos definir alguns intervalos caracteristicos relacionados com as recorréncias, os
quais irao nos auxiliar no decorrer deste trabalho: Sendo {¢t~} o instante de tempo quando
a trajetéria sai do dominio A e {t"} o instante em que a trajetéria entra em A. Os

intervalos:

(TUr N = (=t} =12, (2.1)

sao os tempos que uma trajetoria gasta fora do dominio A. O sub-indice i é colocado
para diferenciar a quantidade de eventos ocorridos. Analogamente, podemos obter os
intervalos entre a entrada em A e a saida de A, ou seja, o tempo gasto por uma trajetoria
para que ela escape do dominio A:

(TN ={t —t'ha,  i=12,.. (22)

7

Uma representacao didética dos dois eventos (equagoes 2.1 e 2.2) através de um
dominio A, que chamaremos de regiao de recorréncia (ou retorno), pode ser vista na

figura 2.2.



2.2 Estatistica dos tempos de recorréncia 11

(a) t=23 (b) t=44
i + + F 3
= ¥ < -
t=54 io10
A A

Figura 2.2: Tlustragdes dos eventos apresentados pelas equagoes 2.1 em (a) e 2.2 em (b).
As setas com os sinais + ou -, indicam respectivamente o tempo em que uma entrada

ou uma saida ocorreu. Portanto em (a) temos Tlf T = {54 — tg3 = t31 0 tempo em que a

Tl(escape)

trajetéria gastou fora da regiao A e (b) = ty4 — 10 = t34 0 tempo que a trajetoria

passou dentro de A

O uso dos eventos citados anteriormente, dependem de como e onde a regiao de re-
corréncia A é escolhida, bem como onde as condigoes iniciais sao dadas; falaremos com
mais detalhes sobre estas escolhas nas préximas segoes.

Uma conexao com o fenomeno de aprisionamento torna-se evidente considerando o
procedimento: seja no espaco de fases (2, uma regiao de recorréncia A € E, onde E é
a componente cadtica (mar de caos). Iterando uma condicdo inicial dentro de A e con-
siderando o tempo (T1”*) entre a saida e o retorno da trajetéria em A, a recorréncia
de Poincaré afirma que esse processo ocorrera repetidas vezes, formando uma sequéncia
de tempos de recorréncia como na equagao 2.1: T,={T1,T5,...,T,}. Logo, quando uma

trajetéria é aprisionada em uma zona singular do espaco de fases, teremos 7T; muito grande.

2.2 Estatistica dos tempos de recorréncia

Considerando o teorema de Poincaré, teremos para longos periodos uma sequéncia de
tempos de recorréncia para uma regiao A dada por T;={T3,T5,...,T,}4 para n— oo.
Sendo T; uma variavel continua, podemos definir uma funcao de densidade de probabili-
dade P(T). Assim, P(T)dT é a probabilidade de encontrarmos um tempo de recorréncia
Ty entre T; e T; + dT;. A fungdo P(T) é conhecida como distribuicao dos tempos de
recorréncia (DTR) e satisfaz duas condigoes:

(i)normalizacao

/OO P(T)dT = 1, (2.3)
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(i1) lema de Kac .
(T) = /0 TP(T)dT = 1/u(A). (2.4)

onde p(A) é a medida (volume) da regidao de recorréncia.

O lema obtido por Kac seguindo os resultados de Smoluchowski e publicado origi-
nalmente em [38], é considerado um dos mais relevantes resultados obtido em estudos
envolvendo recorréncia. Seu resultado, diz respeito ao tempo médio ou primeiro momento
da distribuicao de recorréncias durante um intervalo de tempo muito grande e sua im-
portancia decorre das interpretagoes sobre a equacao (2.4). Primeiramente, a equagao 2.4
implica na presenca de uma média finita para os tempos de recorréncia. Além disso, o
lema de Kac pode ser interpretado como uma conseqiiéncia da ergodicidade (equagao 1.1),
ou seja, dizer que a probabilidade de encontrar uma trajetéria na regiao A ¢é igual ao in-
verso de (T), é semelhante em apontar que uma trajetéria gasta em média tempos iguais
em volumes iguais da componente caética (mar de caos) do espago de fases. Desta forma
o significado do tempo de recorréncia fica unicamente definido pela medida da regiao de
recorréncia A (pu(A)).

E numericamente conveniente usar a distribuicao dos tempos de recorréncia maiores

do que T:
pr) = [ P (2.5)

também chamada de estatistica dos tempos de recorréncia (ETR). Essa é uma fungao
decrescente em 7, comegando de p(0) = 1 devido a (2.3).

Alguns estudos envolvendo recorréncias mostraram dois possiveis tipos de distribuigao:
(i) decaimento exponencial:

p(T) = e 7 (2.6)

para sistemas com propriedades caéticas uniformes (totalmente caético)
(71 )decaimento do tipo lei de poténcia:

p(r) =177 = P(T)%T_(VH); (2.7)

como resultado da nao uniformidade do espago de fases, ou seja, da presenga de zonas
singulares. Chamamos v o expoente de recorréncia.
Perceba que o expoente da ETR difere do expoente da DTR como consequéncia da

equacao 2.5. Na literatura existem outras funcoes de densidade de probabilidade di-
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retamente correlacionadas com problemas de aprisionamento que conduzem as mesmas
caracteristicas do decaimento 777. No entanto, cabe ressaltar dois pontos onde o expo-
ente v do ETR também difere de £1 das demais: (%) o tipo de distribuicao e (ii) onde as
trajetérias sao iniciadas.

Com relacao ao tipo de distribuicao, além da distincao causada quando uma distri-
buigdo acumulativa é usada (por exemplo a equagao 2.5), podemos também lidar com si-
tuagoes que envolvem um ensemble de condicoes iniciais fornecidas dentro de uma regiao.
Neste caso, podemos calcular o nimero de trajetérias que permanecem na regiao em
fungao do tempo (probabilidade de sobrevivéncia), e obter f(t) ~ t=7". Porém, se op-
tarmos em calcular a taxa de trajetérias que deixam a regiao (taza de escape), teremos
df (t)/dt ~ t=0" 1),

O segundo aspecto que trata de onde as condigoes sao iniciadas, apresentam resultados
que diferem de -1, no expoente de recorréncia, quando sao iniciadas em contato ou longe
de uma zona singular. Diferentes explicagoes aparecem em [39, 40, 41, 42].

Na préxima secao, ficara evidente que o decaimento do tipo lei de poténcia para as
distribuicoes dos tempos de recorréncia é uma condigao necessaria e suficiente para a
determinacao de uma regiao aprisionante no espaco de fases. Portanto a ETR constitui
uma oOtima ferramenta para estudar o fenomeno de aprisionamento em regioes singulares

do espaco de fases.

2.2.1 Armadilhas dinamicas

Como foi visto na secao anterior, o teorema de Poincaré nao implica em sérias restricoes
sobre a funcao de distribuicao P(T), exceto o lema de Kac para o tempo médio finito
(equagao 2.4). Porém, esta restricdo é bastante fraca, uma vez que, os momentos de
ordem superior (I™) (m > 1) podem divergir. Neste momento mostraremos as condigoes
para que uma zona singular do espaco de fases, que tenha uma distribuicao do tipo lei
de poténcia para os tempos de recorréncia de Poincaré, seja uma armadilha dinamica, ou
melhor dizendo, uma quase armadilha, pois armadilhas no sentido estrito da palavra sao
proibidas em dinamicas com preservacao de area.

Considere um pequeno dominio A no espaco de fases e um grande ntimero de tra-
jetérias N4 que comegam em A. Sendo AN, (T, A) o nimero de trajetérias que saem de
A entre o intervalo de tempo T e TH+AT. Logo, a densidade de probabilidade para sair
de A é:

AN(t, A)

w(T, A) = limNAHOO NA

(2.8)
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Para o caso em que o dominio A seja uma zona singular e consequentemente, 1)(T'; A)
tenha um decaimento do tipo lei de poténcia para os tempos de retorno quando 7" — oo,
ou seja:

(T A) = P(T) = TP, (2.9)

onde vprr é 0 expoente de recorréncia para a DTR. Os momentos de ¥(t; A) serao dados

por:

[e.e]
1
m _ m _
(7 _/0 U AT, m=123. (2.10)

Portanto diremos que o dominio A sera uma armadilha dinamica se existir algum
nimero inteiro myq tal que, o tempo médio ou primeiro momento seja finito e os demais

momentos sejam divergentes. Ou formalmente, se existir mg tal que:

(T — /Ooo T"P(T)T = 0o, m>me>1,  (T)<oo.  (211)

onde a condigao mg > 1 é devido ao Lema de Kac (equagao 2.4).

Duas implicagoes decorrem dessa definigao: (7) nenhum mg é possivel, isto é, nenhuma
armadilha existe se o decaimento é do tipo exponencial (equagao 2.6) e (ii) se o decaimento
dos tempos de recorréncia ¢ do tipo lei de poténcia (equacao 2.7) entao para my = yprr—1
uma armadilha existe. Como o expoente da ETR (vgrg) ¢ igual ao expoente da DTR
(vyprr) menos 1 (veja equagdo 2.7), o préprio expoente yeprr é 0 mg que satisfaz as
condigoes para existéncia de armadilhas dinamicas. Sendo assim, daqui por diante o fato
de encontrarmos uma lei de poténcia para tempos de recorréncia via ETR, sera condi¢ao

suficiente para dizermos que a regiao em estudo constitui uma armadilha dinamica.

2.2.2 O calculo numérico para a ETR

Na secao 2.2, vimos que a ETR pode ser usada para caracterizar o aprisionamento de
trajetérias em certa regiao do espago de fases. Nesta parte mostraremos os passos para
obté-la numericamente.

A ETR é obtida por uma tnica trajetoria, sendo entao independente da escolha de um
ensemble de condicoes iniciais. Essa é a sua principal vantagem sobre as outras fungoes
de densidade de probabilidade e portanto, o principal parametro para um resultado sa-
tisfatorio é o numero de vezes que o mapa ¢é iterado. Em todas as nossas simulacoes
envolvendo ETR foram feitas 10! iteragoes.

Apresentamos a seguir os principais passos a serem seguidos para o caculo da ETR:

Pela equagao 2.5, a fungao p(7) é um acimulo de densidades de probabilidades para

tempos de recorréncia T' > 7. Logo:
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or) =" (2.12)

onde M, é o nimero de recorréncias com tempo T > 7 e M é o numero total de re-
corréncias observadas durante todo processo de iteragoes. Apresentamos entao os passos

para o estudo dos tempos de recorréncia de Poincaré via ETR:

Passo 1 - Observar o espaco de fases do sistema e identificar possiveis regioes de apri-
sionamento. Geralmente estas regides apresentam-se ao redor de ilhas de regularidade ou

podem ser vistas por manchas de linhas retas no espaco de fases.

Passo 2 - Escolher uma regiao de retorno ao redor da regiao de aprisionamento. A
regiao de retorno para a ETR deve ser a maior possivel, porém, nunca “tocando” a regiao
aprisionante (veja o esquema da figura 2.3). A necessidade de escolher uma regiao de
retorno grande é evitar recolher pequenos tempos de recorréncia (que correspondem ao
movimento aleatério no mar de caos) dando énfase aos tempos maiores e consequente-

mente, ao decaimento do tipo lei de poténcia durante a maior parte do processo.

Passo & - Iniciar uma 1unica condicao inicial dentro da regiao de retorno escolhida.
Embora possam ocorrer algumas flutuacoes para a ETR entre diferentes condigoes iniciais,
a distribuicao de tempos de recorréncia de um sistema individual é para longos tempos

equivalente & média das distribuigoes sobre diferentes sistemas [49, 48].

Passo 4 - Guardar os nimeros de retornos para todos os tempos a fim de realizar a

equacao 2.12.

—* Regido A = Regido ds Estude

MARDE CAO8-E

'i% Condigdo inicial longe da regifio de
esfudo.

L’ Regifio £ = Regidic de Retorna

Figura 2.3: Esquema da escolha das regioes de retorno e de estudo.






Capitulo 3
Aprisionamentos no bilhar anular

Este capitulo sera dedicado ao estudo sobre aprisionamentos no bilhar anular, caracte-
rizados pela ETR como previsto pela teoria desenvolvida no capitulo 2. Primeiramente,
analisaremos os aprisionamentos no bilhar anular estatico devido as orbitas periddicas
instaveis marginalizadas e encerraremos com a analise do comportamento intermitente
de trajetorias no bilhar anular pulsante, observando fenomenos de aprisionamento em

armadilhas dinamicas.

3.1 O bilhar anular estatico

O bilhar anular é composto por dois circulos circunscritos um de raio R=1 (por con-
veniéncia) e o outro de raio r com (r < R), que podem estar dispostos concentricamente
ou excentricamente, dependendo do parametro, §, que mede a excentricidade entre am-
bos os centros. Uma particula experimenta colisoes elasticas com as fronteiras que por
definicao sao barreiras de potencial infinito.

A dinamica do sistema é investigada via mapeamento discreto nas coordenadas « e 6.
Se P é um ponto de impacto da particula com a fronteira externa, a é o angulo de reflexao
com relagao a normal ao circulo externo em P e # é o comprimento do arco com relagao
a abscissa. As trajetdrias sao classificadas em dois grupos dependendo da condicao de

tangencia:

|sen(a) — dsen(d — )| <r (3.1)

Se as coordenadas (0, ) da trajetéria nao satisfazem a inequagado 3.1, entdo entre
duas colisoes consecutivas, a particula nao colide com o circulo interno, também chamado
circulo espalhador, e um mapa é obtido. Caso a inequacao 3.1 for satisfeita a particula
atinge o circulo espalhador antes de alcangar novamente a fronteira externa e outro mapa

é obtido (veja Figura 3.1 e os mapas no Apéndice Al).
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Figura 3.1: Geometria do bilhar anular estatico mostrando os dois tipos de movimento possiveis ao
checar a inequagao 3.1 a)Movimento do tipo A e b) Movimento do tipo B (veja o mapeamento no Apéndice
A1)

Seis graficos do espaco de fases, que chamaremos de espago de fases geométrico,
para diferentes excentricidades sao mostrados na figura 3.2 obtido pela secao de Poincaré
nas coordenadas: L = 6/2r com 0 € [—m, 7| e em S = sen(a) com o € [7/2,7/2]. A
soma r+4 foi fixada em 0.8 para manter a regiao que limita o mar de caos constante, e
consequentemente enfatizar o surgimento de caos causado pela excentricidade na regiao
|S| <r+6.

Quando 6 = 0 (circulos concéntricos) a se¢ao de Poincaré é coberta por pontos e retas
paralelas ao eixo L (figura 3.2 (a)), portanto, o sistema ¢ dito integravel'!. Os pontos no
espaco de fases aparecem devido a periodicidade de algumas orbitas que apds N colisoes
voltam exatamente para a condicao inicial. Por outro lado uma érbita quase-periddica
nunca volta a condicao inicial que lhe deu origem, preenchendo densamente uma linha na
secao de Poincaré. No caso do bilhar anular, o espago de fases indica a existéncia de dois
tipos de trajetorias: (i) aquelas que nao tocam o circulo interno (linhas pretas), também
chamadas Whispering Gallery Orbits (WGO); (ii) aquelas que colidem com o circulo de
raio r (linhas laranjas). Além disso, a se¢do de Poincaré é simétrica com relagao ao eixo
horizantal S = 0. As trajetorias correspondentes a S e —S sao equivalentes, porém em
sentido contrario uma da outra no plano do bilhar.

Na figura 3.2 (b) percebe-se a existéncia de uma separatriz e um pequeno mar de caos
surgindo proximo as WGOs; este fato é bastante particular, visto que, na maioria dos
sistemas cadticos o surgimento de caos inicia-se na vizinhancga dos pontos de sela. Este
fenomeno gerou muitos estudos na regiao caédtica préximo as WGOs do bilhar, chamada

de regiao de praia. Embora alguns autores tenham relacionado certas caracteristicas a

LA utilizacdo da palavra integravel estd relacionada com a conservacdo de alguma constante de movi-
mento. No caso do bilhar anular a integrabilidade do sistema é devido a conservagao do momento angular
da particula.
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1.0 T T T T 1.0 T T T T T
o594 E
0,0 E
%)
_0’5_'” — — - — e
-1,0 T T T T T -1,0 T T T T T
04 02 0,0 02 0,4 04 02 0,0 02 04

(e)
Figura 3.2: Segoes de Poincaré para diversos ds com r +§ = 0.8 (a)d = 0, (b)d = 0.025, (c)é = 0.2,
(d)6 = 0.3, (e)d = 0.5, (f)d = 0.65; os pontos de cor laranja correspondem & colisbes com a fronteira

interna do bilhar
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esta regiao, inclusive via mecéanica quantica (tunelamento assistido por caos) [43], ela
ainda continua sendo objeto de investigacoes.

As figuras 3.2 (¢)-(e) mostram a existéncias de ilhas KAM (Kolmogorov-Arnold-Moser)
envoltas por um mar de caos, limitadas a regiao |S| = r + ¢ até o ponto em que nenhuma
ilha é aparente (f). Uma observagao importante é o aparecimento de manchas causadas
por linhas retas no espago de fases, mais evidente nas figuras 3.2 (e) e (f). Estas linhas sao
orbitas regulares imersas no mar de caos e estao diretamente relacionadas com o fenomeno

de aprisionamento como mostraremos na proxima secao.

3.1.1 Orbitas periddicas marginalmente instaveis: MUPOs

As oOrbitas periédicas marginalmente instaveis, que serao designadas aqui pela sigla
MUPOs [44] do inglés marginally unstable periodic orbits, sdo 6rbitas periddicas dentro do
mar de caos que existem em bilhares nao integraveis de geometria retangular ou circular.
Tais orbitas sao classificadas como marginalmente instaveis, pois, qualquer perturbacao
que nao esteja em uma dire¢do ao longo das fronteiras (o que acarretaria apenas em
outra orbita de uma familia de 6rbitas periddicas), é suficiente para que a trajetéria
eventualmente deixe a regiao proxima as érbitas periddicas. Muitas destas orbitas existem
para diferentes parametros de controle. Os mais famosos e triviais exemplos de MUPOs
sao as orbitas que batem perpendicularmente entre fronteiras paralelas como no bilhar
estadio (ou Bunimovich) [45] e Sinai [46] (veja figura 3.3).

N

Figura 3.3: (a) Bilhar de Sinai (b) Bilhar
estadio.

(

A condigao para se gerar uma 6rbita periddica em um bilhar circular é conhecida [47] e
pode ser definida por dois niimeros inteiros: o periodo ¢ e o nimero de rotagao n (ntimeros
de voltas em torno do centro do circulo). O angulo de reflexao «, destas érbitas é dado

por

Frlg —2n) = sen(a,) = cos(wﬂ). (3.2)

ap(q,n) =
P 2q q
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Para bilhares nao integraveis de forma circular, ha duas condigoes suficientes para que

uma Orbita periédica, caracterizada por (q,n), seja uma MUPO:
e A trajetoria deve estar contida na componente cadtica;

e A trajetoria nao pode colidir com qualquer obstaculo, preservando assim sua esta-

bilidade marginal.

No caso do bilhar anular, as duas condigoes para a existéncia de MUPOs citadas acima

geram que uma Orbita periédica do tipo (g,n) serd uma MUPO quando [48]:

e MUPOs externas (outer MUPOs): acontece quando uma MUPO (¢,n) gera um
poligono regular que passa por fora do circulo espalhador que acontece se e somente

se:

COS(FQ)<T+5<M+T(1— !

p cos(m/0) cosm )" (3:3)

e MUPOs internas (inner MUPOs): a dérbita passa somente pela parte anular interna.

r

J < cos(r (L =10 + cos(mn/q) + sen(mn/q)tan(m(1 —n)/q). (3.4)

Na figura 3.4 (a) sdo mostradas os dois casos possiveis de MUPOs no plano do bilhar

bem como suas posi¢oes no espago de fases, figura 3.4 (b).

Figura 3.4: (a) espaco das trajetérias e (b) espaco de fases geométrico, identificando a MUPO externa
(4,1), e a (3,1) com r=0.1 e 6 = 0.65.
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Uma pergunta imediata que podemos fazer é: quantas MUPOs podem ser inscritas
em um circulo, dadas as restricoes de cruzar a componente cadtica, porém nunca coli-
dir com qualquer obstaculo dentro dela? Uma resposta foi dada por E. G. Altman em
sua tese de doutorado [48] e publicada em [30], quando o autor deduziu a existéncia de
infinitas familias de MUPOs como uma propriedade genérica de bilhares circulares nao
integraveis. O expoente de recorréncia v = 2 para a ETR foi deduzido analiticamente e
confirmado numericamente para o caso em que somente as MUPOs sao responsaveis pelo
aprisionamento isto é, nao existe nenhuma ilha visivel no espago de fases. Discute-se
também em [48] que cada familia de MUPO contribui com o mesmo expoente v = 2 e
portanto, a distribuicao dos tempos de recorréncia nao depende da presenca de outras
familias de MUPOs.

Um estudo pioneiro sobre érbitas periddicas imersas no mar de caos foi desenvolvido
em [32], para os bilhares de Sinai e Bunimovich (veja figura 3.3). O trabalho mostrou que
todas as érbitas sao cadticas, exceto para aquelas de medida zero (ndo contribuem para
o volume do mar de caos) que correspondem a Orbitas estagnadas em infinitas colisoes
entre as fronteiras, isto é, todo espaco de fases tém uma componente ergdédica excluindo
os dominios de medida zero. Estes dominios geram manchas (linhas retas) no espaco de
fases e possuem uma forte influéncia nas propriedades do mesmo, como o aprisionamento
e consequentemente a distribuicao dos tempos de recorréncia. Isso porque as orbitas que
colidem paralelamente entre as fronteiras podem permanecer neste movimento por um
tempo muito grande, dependendo do angulo. Os autores obtiveram numericamente a
distribuigao das recorréncias: P(T) ~ T3 =, ou seja, p(T) ~ 772

Como a maioria dos espagos de fases de sistemas Hamiltonianos sao mistos (ilhas
+ mar de caos), o expoente y = 2 é raramente observado 2. Alguns estudos [49, 50]
apontam o expoente v & 1.5 para espac¢os mistos como um expoente assintotico universal.
Particularmente em [49], os autores obtiveram resultados convincentes ao generalizar as
arvores de Markov [51] para uma arvore estocastica onde a probabilidade de transi¢ao
fosse escolhida aleatoriamente. Neste caso, expoente estimado foi v &~ 1.57. Resultado
semelhante foi obtido através de estudos sob diferentes mapas com preservacao de area,
observando a presenga constante do valor v = 1.5 em diversos sistemas [50].

Como visto na secao anterior, o bilhar anular apresenta um espaco de fases que depende
da excentricidade ¢, possibilitando espacos de fases integraveis, alguns com ilhas KAM
espalhadas de varias maneiras, até quando nao se é possivel observar nenhuma ilha dentro
do mar de caos. Mostraremos na se¢ao 3.1.2 a obtencao do expoente v = 2 para espacos
de fases sem hierarquia de ilhas e na se¢ao 3.1.3 o expoente v < 2 para espagos mistos de

acordo com o observado e previsto na literatura.

2De fato o expoente v = 2 s6 serd observado se o espaco de fases nio apresentar nenhuma ilha
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3.1.2 Expoente 7 =2 para MUPOs

Segundo a teoria desenvolvida em [48], o expoente v = 2 para MUPOs s6 serd ob-
tido se nenhuma forma de aprisionamento, como ilhas de regularidade, estiver presente.
Observagoes com relacao aos parametros de controle para o bilhar anular feitas em [52],
sugerem a condi¢ao d > 3r para se obter um espago de fases visualmente cadtico onde ne-
nhuma estrutura fosse observada. Na figura 3.5 sao mostradas oito curvas da ETR, sendo
que as quatro primeiras correspondem as escolhas de condigdes (sem observagao no espago
de fases) que respeitassem a condigdo 6 > 3r e as quatro ultimas foram escolhidas pelo
motivo da nao visualisacao de ilhas no espago de fases. Em todos os graficos realizamos
|S| < 0.3 como nossa regiao de retorno, ou seja, analisamos o efeito de aprisionamento

préoximo as WGOs (regido de praia).

100_ T T T -
r=0.15;8=0.65

107 4 r=0.16,8=0.64
S r=0.17;8=0.63

107 + r=020;8=0.60 7
r=0.10;8 = 0.65

10° - r=0.18;8=057 7
o , r=020;8=0.55

o 1074 r=0258=050 7

10° s

10° 4 s

107 4 s
10° . . . . F—

10° 10" 10° 10° 10 10° 10°

Figura 3.5: ETR para oito diferentes configuragoes do bilhar anular. O expoente v = 2 é mostrado
pela linha pontilhada.

Pela figura 3.5 o leitor percebera que a maioria dos casos estudados seguem o expoente
~ = 2 como previsto, porém as curvas: vermelha (r = 0.2,0 = 0.6), verde (r = 0.16,6 =
0.64) e preta (r = 0.15,0 = 0.65) possuem um comportamento assintético que difere do
decaimento v = 2. Como discutimos no inicio desta dissertagao, a ocorréncia de zonas
singulares pode acontecer em diferentes tamanhos ou formas, de maneira que, por menor
que ela seja, e muitas vezes invisivel na escala adotada, suas consideracgoes sao inevitaveis.
Desta maneira, realizamos uma analise minuciosa sobre os espacos de fases das trés curvas
citadas anteriormente, nas quais descobrimos, em todas, a presenca de minusculas ilhas

submersas na regiao de estudo. Veja por exemplo a figura 3.6 para r = 0.2 e 6 = 0.6
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onde uma cadeia de ilhas (1:6), estd presente. Ambos os casos r = 0.16,5 = 0.64 e
r = 0.15,9 = 0.65 apresentaram também um conjunto (1:14) de pequenas ilhas quase que

imperceptiveis como podemos observar na figura 3.7(a) e a ampliagdo de uma das ilhas

em (b).

_1 !0 T T T T T T T T T

Figura 3.6: Espaco de fases para o bilhar anular com os parametros r = 0.2 e §=0.6. As setas apontam
a presenca de pequenas ilhas (1:6) imersas na regido de estudo escolhida.

(a) (b)

0.66
Whispering Gallery Orbits [
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Figura 3.7: Espago de fases para o bilhar anular com os parametros r = 0.14 e § = 0.64. (a) Ampliagao
na regiao S > 0.5 que nos permitiu verificar a presenca de ilhas (1:7) quase invisiveis. Estas ilhas também
aparecem na ampliacdo S < 0.5 formando uma sequéncia de ilhas (1:14). Em (b) temos uma ampliagio
mais detalhada de apenas uma das ilhas. A presenga destas minusculas ilhas, alteraram o comportamento
assintotico da ETR.

Vimos assim, que o comportamento da lei de decaimento em espacos de fases, que
existam somente MUPOs, seguem o expoente 7 = 2, mas alguns cuidados devem ser

tomados pois, uma ilha, por menor que seja, pode alterar o processo.
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3.1.3 Expoente 7 < 2 para espacos de fases mistos

Para verificarmos o decaimento da ETR para os tempos de recorréncia de espagos de
mistos (ilhas + mar de caos) do bilhar anular, optamos por espagos de fases onde algumas
ilhas estao proximas as WGOs.

Escolhemos quatro configuragoes diferentes para r e §. A presenga de ilhas, na mesma
regido (|S| > 0.3), escolhida para o estudos do efeito das MUPOs em espagos onde ne-
nhuma estrutura é visivel, altera significativamente a ETR como indica a figura 3.8. As
ilhas imersas no mar de caos passam a ser responsaveis por um aprisionamento mais efi-
ciente levando a um expoente de recorréncia entre 1 < v < 2. Os respectivos espacos de
fases, para os parametros das quatro curvas, sao mostrados na figura 3.9. Percebam que
tais ilhas, presentes na regiao de estudo, possuem formas e volumes diferentes.

H& uma observagao importante com relacao a ETR apresentada na figura 3.8. Perceba
que na verdade, as curvas da figura 3.8 apresentam um “crossover” entre decaimentos com
tempos em torno de 7 = 10*. Isso ocorre exclusivamente devido as formas de aprisiona-
mento envolvidas, ou seja, a ETR reflete a presenca de aprisionamento devido as MUPOs

e as ilhas de regularidade, independentemente de suas formas e tamanhos.

r=0.30;8=0.50
———r=027;5=053

r=0.35;8=0.50
——— r=0.34; 5= 0.46

p()

Figura 3.8: ETR para quatro configuragoes do bilhar anular com espaco de fases misto (ilhas + mar
de caos).
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Figura 3.9: Secoes de Poincaré para os parametros 7 e ¢ utilizados para a ETR da figura 3.8. (a)r = 0.30
e d=0.50, (b) r=0.27e § =0.53, (¢)r =0.35e § =0.50, (d)r = 0.34 e § = 0.46.
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3.2 O bilhar anular pulsante

No bilhar anular estatico, os raios das fronteiras sao mantidos fixos. Quando uma, ou as
duas fronteiras forem perturbadas, isto é, quando os raios das fronteiras nao permanecerem
constantes ao longo do movimento da particula, a mesma podera ganhar ou perder energia.
Os bilhares com fronteiras perturbadas pertencem a uma classe de sistemas Hamiltonianos
dependentes do tempo e constituem de bons modelos para o estudo do mecanismo da
aceleragao de Fermi (AF).

Nesta secao, estudaremos o bilhar anular com fronteiras dependentes do tempo, o
que chamamos bilhar anular pulsante (BAP). A introdugao da perturbagao temporal nas
fronteiras do bilhar anular juntamente com as zonas singulares que compode o espaco
de fases quando =0, sera proposta neste capitulo para estudar a fenomenologia e suas
consequencias na dinamica quadri-dimensional.

O bilhar anular com dependéncia temporal é uma extensao natural do caso estatico

com uma perturbacao periddica que controla as fronteiras segundo as leis:

R(t) =1+ egcos(t + ¢) (3.5)

r(t) = ro + e.cos(t + @) (3.6)

onde (1,€g, ) e (ro, €., ) s@o os raios estdticos, as amplitudes e as fases de oscilagao dos

circulos externo e interno respectivamente.

eyl Figura 3.10: Esquema do bilhar anular pulsante. As
R setas indicando (2¢r) e (2¢,) indicam as chamadas zonas
de colisdo.

O mapeamento do BAP é entao descrito por: T'(a, O, Un, ) = (i1, Onst, Vnst, @ni1)-
O modelo completo deste sistema, consiste na utilizagao de métodos numéricos (bissegao)

para encontrar cada instante de colisao entre a particula e as fronteiras moveis, sendo
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possiveis ainda sucessivas colisoes antes que a particula deixe uma zona de colisao 2. A
evolucao numérica deste sistema é lento e exige um esforco computacional bem grande.

Como alternativa ao modelo completo, propoem-se manter as fronteiras fixas (como no
bilhar estatico), porém capazes de transferir momentum para a particula no instante da
colisdao como se estivessem movendo. Assim, nés eliminamos a necessidade de utilizarmos
métodos numéricos para encontrar os instantes de colisoes e passamos a calcular somente o
tempo de voo entre uma colisao e outra (veja o mapeamento no apéncice A.2). Chamamos
este modelo de simplificado e sem perda de generalidade o usaremos nos nossos estudos
posteriores.

Uma das principais consequéncias da introducao de uma perturbacao dependente do
tempo no BAP, é a dependéncia sob quatro coordenadas, («,,v, ), que definem dois
planos de fases canonicamente conjugados. Um deles nés ja conhecemos e denominamos
como espaco de fases geométrico, caracterizado por (L, S)*, o outro, serd formado pela
fase de oscilacao da fronteira externa, que joga o papel do tempo, e a componente radial
da velocidade (p, —V})). A este novo plano de fases nés denominaremos espago de fases

das energias .

3.2.1 O aprisionamento no caso concéntrico

O caso concéntrico do bilhar anular pulsante (6 = 0) ndo apresenta AF, ou seja, o
crescimento ilimitado de energia. Esta caracteristica pode ser identificada pela ocorréncia
de curvas “spanning” no espaco de fases (p, —V})° (veja figura 3.11 (a)) onde V, é a
componente radial da velocidade da particula com relagao ao centro do circulo externo.
A presenca de curvas “spanning” no espaco de fases foi observada como uma explicacao
do movimento confinado no modelo Fermi Ulam® [18]. Estas curvas, limitam o mar de
caos e portanto, uma condicao inicial fornecida dentro do mar de caos fica impedida de
visitar as regioes limitadas por elas.

Embora para § = 0 o crescimento da energia da particula seja limitado, abaixo das
curvas spanning o comportamento é cadtico e rico em estruturas. Exemplificamos a se-
guir, dois tipos de estruturas encontradas frequentemente em espagos de fases de sistemas

Hamiltonianos, que apareceram também na dinamica do BAP.

3Chamamos zonas de colisdo a regido no plano do bilhar onde podem acontecer colisdes entre a
particula e alguma fronteira. Para o bilhar anular as zonas de colisdes para as fronteiras externa e interna
sao: [R+eg] e [r £ €] respectivamente

4Lembre-se que L = /27 e S = sen(a)

50 fato de utilizarmos, para o espaco de fases das energias, a componente radial da velocidade da
particula,V;,, é apenas uma questao de escolha. Poderiamos também optar pela velocidade total v.

50 modelo de Fermi Ulam consiste de uma particula movendo-se entre duas fronteiras rigidas sendo
uma fixa e outra com dependéncia periddica no tempo.
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Figura 3.11: (a) Gréfico de —V,, x ¢ para o BAP concéntrico com €z = ¢, = 0.01 e r = 0.4; (b)-(d)
algumas ampliagoes de uma singularidade mostrando uma hierarquia de ilhas

Exemplo 1: Hierarquia de Ilhas

Como um primeiro exemplo, mostramos na figura 3.11 a ocorréncia de uma hierar-
quia de ilhas de 4 geracoes existente no BAP com parametros: r=0.4, eg = ¢, = 0.01
e o —p =0. A figura 3.11 (a) mostra o espaco de fases das energias, onde o quadrado
azul indica a estrutura escolhida para o nosso estudo que esta detalhada em (b). Uma
sequéncia de ampliagoes foram feitas nas figuras 3.11 (c) e (d), as quais indicam a presenga
de ilhas em diferentes escalas (geragoes).

O fato de encontrarmos ilhas de geragoes (escalas) e configuragdes (estruturas) dife-
rentes expoe o carater multi-fractal (diferentes estruturas em diferentes escalas) da regiao.
Para quantificar o aprisionamento ao redor da ilha da figura 3.11(b), nés definimos uma
regidao de retorno em volta da ilha (exatamente a mesma medida apresentada pela fi-
gura 3.11(b)) e iniciamos uma condigao inicial longe da ilha, porém, dentro do mar de
caos afim de calcular a ETR. Iteramos 10! vezes e montamos o grafico da figura 3.12,

no qual percebe-se um efeito de multi-escala, ou seja, diferentes decaimentos durante o
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processo. Para tempos de retornos curtos (7 < 20) o decaimento é aproximadamente
exponencial e como vimos anteriormente, corresponde a particula desenvolvendo um mo-
vimento aleatério fora de qualquer aprisionamento. Para tempos intermediarios e longos

o decaimento é do tipo lei de poténcia.

p(T)
3
%

R1

R2

R3

Figura 3.12: ETR para a singularidade observada na figura 3.11 (b) para o bilhar anular. Os intervalos
R1 [1:10], R2 [100:300], R3 [2x103:8x103] e R4 [3x10%:1x10°] foram escolhidos para estudar os diferentes
decaimentos

Como visto na figura 3.11 uma unica estrutura aprisionadora pode conter uma hierar-
quia de outras estruturas em escalas diferentes. As maneiras de como estas estruturas se
apresentam sao muito importantes, por exemplo: se cada cadeia interna da ilha preserva
as propriedades das cadeias anteriores, isto é, se a topologia se repetir da mesma forma
para cada nova escala, dirfamos que a estrutura é fractal. Sendo assim, a distribuicao dos
tempos de recorréncia seria dada uniformemente (uma tnica lei de poténcia) pois cada
escala aprisiona da mesma maneira das demais escalas. Na figura 3.11 observamos topo-
logias diferentes para cada escala, portanto, a trajetoria sofre aprisionamentos diferentes

provocando mais de um regime de lei de poténcia.
Espectro de aprisionamento

Considerando nossas discucoes sobre os efeitos de multiplos expoentes na ETR e suas
consequéncias, podemos entao identificar quais regioes do espaco de fases, pertencem cada
um dos decaimentos. Para esta anélise, dividimos a ETR em quatro intervalos R1-R4 (os
intervalos estao mostrados na figura 3.12 ), para determinarmos em que regiao do espago
de fases estao as Orbitas que possuem tempos de recorréncia para os intervalos citados.
Logo, uma trajetoria que retorna com tempo de recorréncia 7" € R1 sera identificada,

por densidade de pontos, separada dos outros intervalos. Perceba que os intervalos estao
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definidos nos diferentes decaimentos da ETR (p(7)), porém a trajetdria sera classificada
analisando os tempos de recorréncias 1" e nao os tempos acumulativos 7.

O grafico da densidade de pontos foi desenvolvido dividindo o espaco de fases, mostrado
na figura 3.11(b), em uma matriz de 10* x 103, na qual cada elemento foi composto pelo
numero total de pontos que durante as iteragoes passaram pelo elemento. Assim, é possivel
obter com boa qualidade um grafico bi-dimensional da mesma se¢éo (figura 3.11(b)) com

um terceiro eixo que representa a densidade de pontos identificada por cores diferentes.

(a) (b)
0.110

0.082

() (d)

0.110

0.082

25

Figura 3.13: Densidade de pontos na regiao singular do espago de fases mostrado na figura 3.11 para
trajetérias com tempos de recorréncia divididas em intervalos dados pela figura 3.12: R1 (a), R2 (b),R3
(c),R4 (d).

Combinando o tipo de decaimento observado na figura 3.12 com as figuras de densi-
dade de pontos para cada intervalo mostrado na figura 3.13 podemos identificar e explicar

os regimes da seguinte maneira:
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R1 — Figura 3.13(a): regime para tempos curtos, caracterizados por um decaimento
exponencial da ETR, pertencem as trajetorias desenvolvendo um movimento aleatério no

mar de caos.

R2 — Figura 3.13(b):para tempos intermediarios, a figura formada desenhou finos
contornos que se assemelham as variedades que formam as ilhas KAM. Percebemos que
algumas destas finas camadas oscilam e desenvolvem intersecgoes homoclinicas formando
um conjunto de “linguas” para cada ilha da cadeia. A principio parece razodvel aceitar
que uma érbita, primeiramente, aprisiona-se as variedades das ilhas, pois, estas conduzem
a sua formacao. Um resultado semelhante foi apresentado em [33] no qual, o autor deno-
mina como “stickiness in chaos” (aprisionamento em caos) os aprisionamentos devido as
variedades do sistema, porém, nenhum resultado foi comentado sobre o intervalo, ou seja,

para quais tempos de recorréncia, este tipo de aprisionamento ocorre.

R3 — Figura 3.13(c): os tempos de recorréncia comecam a se tornar longos e as
trajetérias penetram nas ilhas de segunda geracao. Neste regime as trajetorias gastaram
algum tempo nas finas camadas (variedades) registradas pelo intervalo R2, porém em

direcdo as ilhas ao redor (segunda geracao) da ilha principal.

R4 — Figura 3.13(d): ¢é possivel observar que as regides mais internas sao as res-
ponsaveis por aprisionamentos de tempos longos.Um fator importante neste regime é que
o intervalo desenhado na figura 3.13 (d) nao retoma as figuras anteriores, ou seja, quando
uma Orbita estd no intervalo R4 e desenha o espago da figura 3.13 (d), a mesma nao
gasta muito tempo por nenhum dos intervalos anteriores e converge rapidamente para as

estruturas em escalas mais internas.

Analise em 4-D

Uma das principais motivacoes do desenvolvimento deste trabalho, foi a possibilidade
de analisar a dinamica que ocorre no nosso modelo, através de dois planos de fases de
variaveis canonicamente conjugadas. A dinamica do BAP evolui em quatro dimensoes
(cr, 0,0, @) definindo uma superficie 4D nos limites: [—1,1] x [—-1/2,1/2] x [0,v] x [0, 27],
portanto, uma analise sob esta dinamica fica extremamente dificil. Porém, as informacoes
sobre a dinamica observadas por dois planos de fases canonicamente conjugados, podem
ser analisadas em cooperagao. Por serem dois planos pertencentes a uma mesma dinamica
4D, ha possibilidade de que processos como o aprisionamento de trajetorias em certas

regioes de um dos planos de fase, esteja conectado com aprisionamento no outro plano.
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Para verificar esta hipétese nés fizemos a densidade do espaco de fases geométrico para 108
iteragoes de uma unica particula com velocidade inicial v = 0.02 e 0os mesmos parametros

utilizados para desenhar o espago de fases das energias na figura 3.11(a).
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Figura 3.14: (a) Densidade de pontos para o espago de fases geométrico do BAP com com € = €, =
0.01, 7 =0.4ed = 0. (b) Espago de fases geométrico para o caso estitico e concéntrico para comparagao

Na figura 3.15(b) estd o grafico da densidade de pontos, para o caso pulsante, no
espago geométrico ( a figura (a) corresponde ao espago geométrico do caso estético para
comparagao). Percebemos que o movimento do caso concéntrico fica limitado em um tinico
sentido, motivo pelo qual somente a metade da regiao do espago de fases geométrico da
figura 3.15 (b) foi preenchida. Percebemos também que as 108 primeiras iteragoes indicam
que a regiao S < 0.3 (parte mais escura da figura 3.14 (b)) destaca-se como uma regiao
recorrente, no entanto, nenhuma estrutura (ilhas) deste plano de fases estd causando tal
fenomeno.

Para analisar este fato, nés decidimos verificar se as estruturas, presentes no espaco de
fases das energias, é que estao contribuindo para o carater recorrénte da regiao S < 0.3.
Iniciamos nosso estudo sob as hierarquia de ilhas apresentadas na figura 3.11, ou seja, nos
analisaremos as coordenadas L e S que pertencem ao conjunto de pontos que desenham as
ilhas, porém, nao estao colocadas no espaco de fases das energias, pois pertencem ao outro
plano. Como vimos anteriormente, a hierarquia de ilha possui diferentes decaimentos para
a ETR oque caracterizava um aprisionamento diferenciado para cada escala, uma vez que
a estrutura é multi-fractal. Portanto, nés recolhemos separadamente os pares (L, S)
conforme definimos as diferentes regioes: R1, R2, R3 e R4 para a hierarquia de ilhas. Os
resultados estao na figura 3.15 em graficos de densidade de pontos.

Pelas figuras 3.15 (a)-(d), podemos afirmar que neste caso, nao houve qualquer ligagao
entre estruturas nos diferentes planos analisados, ou seja, a constatagao de uma estrutura
singular (hierarquia de ilhas) no plano das energias, nao significou, necessariamente, na

existéncia de uma estrutura também singular no plano geométrico. Porém, a presenca
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das hierarquias de ilhas, tornou a regiao S < 0.3 do espago (L,S) recorrente durante todo
tempo de amostra.

Para confirmar o carater recorrente da regiao S < 0.3 do espaco de fases geométrico
nos realizamos a ETR (figura 3.16), na qual o decaimento do tipo lei de poténcia confirma
as constantes visitas na regiao. Neste caso, escolhemos a regiao S < 0.3 como nossa regiao
de estudo, ou seja, a regiao de retorno, onde iniciamos apenas uma condicao inicial, ficou
definida como S > 0.3.

Devemos ressaltar que se somente a hierarquia de ilhas fosse responsavel pela re-
corréncia da regiao S < 0.3, a ETR para esta regiao teria as mesmas caracteristicas da
curva para a ETR da figura 3.12. No entanto, conforme observamos na figura 3.16, isso
nao aconteceu pois o mar de caos do espaco (¢, V;)) é repleto de estruturas préximas que

contribuem de maneiras diferentes.

0.4 T T T T 250 0.4 T T T T

0.0 1 1 1 1 1 0 00 1 1 1 1 1

0.4 T T T T 120 0.4 T T T T

100

80

-2 [mmm———————— . P

20

0.0 1 1 L 1 | 0 0.0 1 1 1 1 |
-0.4 -0.2 0.0 0.2 0.4 -0.4 -0.2 0.0 0.2 0.4

Figura 3.15: Densidade do espaco de fases geométrico referentes aos mesmos intervalos da figura 3.13.
(a) R1, (b) R2, (¢) R3, (d) R4.

300
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p(v)

Figura 3.16: ETR para o espago geométrico para v = 0.02, r = 0.4, eg = ¢, = 0.0l e p — p =0
Exemplo 2: Barreira dinamica

As barreiras dinamicas ocorrem frequentemente em sistemas dinamicos e podem ser
observadas por regides mais densas no espaco de fases. Além das cadeias de ilhas, a
presenca de cantoros também é responsavel por tais barreiras, dificultando a passagem
das trajetérias que desenvolvem seu movimento pelo mar de caos. Veja por exemplo a
figura 3.17, onde as condigdes iniciais dadas com velocidades maiores (pontos vermelhos),
gastam longos periodos em torno de —V,, = 0.12 e eventualmente descem para regioes
de menor energia, enquanto as condigoes iniciais com velocidades menores (pontos azuis)
dificilmente ultrapassam o valor —V,, = 0.12, e se caso o fizer, gastard um longo tempo
acima desta regiao antes de voltar a visitar outras regioes. Os parametros utilizados para
fazer a figura 3.17 foram: r=0.4, eg = ¢, = 0.0l e ¢ — p = 0.

Na figura 3.18 (a) mostramos a coordenada —V;, como fungdo do ntimero de iteragoes
n, para os mesmos parametros usados para a figura 3.11, na qual percebemos um periodo
muito longo (T=4x10") de aprisionamento em torno de —V;, = 0.12. A regido pertencente
ao aprisionamento ¢ mostrada na figura 3.18 (b).

Realizamos novamente a ETR (figura 3.19) para a regido 3.18(b) e a dividimos em
trés intervalos (R1, R2, R3). Posteriormente, identificamos a regiao do espago de fases a
que elas pertencem na figura 3.20.

Para calcular a ETR nesta regiao, nés escolhemos como regiao de retorno —V;, < 0.1,
ou seja, se a trajetoria ultrapassasse a estrutura, seria possivel identifica-la em algum dos
intervalos utilizados para o grafico de densidade de pontos. Porém, mesmo utilizando

um nimero bem alto de iteragoes (10'!) isso nao ocorreu. Logo, esta estrutura estd
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Figura 3.17: Condicoes iniciais dadas em locais diferentes. Os pontos azuis quase ndo ocupam a regiao
dos pontos vermelhos, indicando a presenca de uma barreira. A linha preta representa uma curva do tipo
”spanning” que separa duas regides do espago de fases.

agindo como uma barreira dinamica, caracteristica evidente em regioes com cantoros, que
dificulta ou até mesmo impede o acesso a regiao que ela limita.

O tipo de decaimento observado, embora semelhante aquele mostrado pela hierarquia
de ilhas (veja figura 3.12), nao apresenta mais do que duas leis de poténcia para o expoente
de recorréncia, sendo que, para tempos intermediarios o aprisionamento é mais efetivo, o
que indica uma regiao de intensa recorréncia.

Na figura 3.20, mostramos o grafico de densidade de pontos para os intervalos R2 e
R3. Em R2 o aprisionamento ocorre para tempos intermediarios e identifica as trajetérias
que passeiam ao redor da estrutura. Ja em R3 os tempos sao mais longos e correspondem
as trajetdrias que penetram em estreitos espacos da estrutura. Aparentemente, a figura

desenhada pelo intervalo R2 (figura 3.20(a)) aparece novamente em (b).
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Figura 3.18: Em (a) gréfico de —V,,x n onde nota-se um perfodo muito longo de aprisionamento em
torno de —V,, ~ 0.12. A figura (b) mostra a regido do plano de fases a que se refere o aprisionamento em

(a).

p(T)

Figura 3.19: ETR para a regiao mostrada na figura 3.18 com intervalos divididos para o estudo de
regides: R1 [2:5], R2 [10:30], R3 [1x10%:3x10"]
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Figura 3.20: Gréfico de densidade de pontos do espago de fases das energias, para as regioes (a)R2 e
(b)R3 da figura 3.19.



Capitulo 4
Aprisionamento e difusao

Neste capitulo estudaremos a dependéncia do crescimento nao linear da velocidade,
para um ensemble de particulas dentro do BAP, com o espaco de fases geométrico, especi-
almente, por conta de algumas érbitas que se mantém em um movimento quase periodico.
Em bilhares, o mecanismo conhecido como aceleragao de Fermi (AF) se manifesta, a
principio, por uma introdugao de um potencial dependente do tempo, como aquele reali-
zado nas secoes anteriores. Dentre os bilhares que apresentam AF destacamos: o bilhar
estadio [53], Sinai [28], eliptico [54] e oval [55].

Para o bilhar anular, através da introducao de uma perturbagao dependente do tempo,
ou seja, a nao conservacao da energia do sistema, nao é suficiente para que se possa
observar o crescimento ilimitado da energia, pois o momento angular da particula com
relacao ao centro do circulo externo ainda é conservado quando os circulos estao dispostos
concentricamente (6 = 0). Para se observar a AF temos que quebrar a simetria da parte

anular do modelo, isto é, trabalhar o modelo com § # 0 [26, 27].

4.1 'Transporte anomalo no espaco dos momentos

Antes de adentrarmos nesta secao, algumas definigbes com respeito as palavras trans-
porte fazem-se necessarias. O transporte anomalo refere-se a dispersao global de drbitas
cadticas através de regides do espaco de fases' durante longos periodos de tempo. Em
diversos bilhares, a dependéncia temporal das fronteiras gera o fenomeno da aceleracao
de Fermi. Dessa forma, o espaco de fases em coordenadas canonicamente apropriadas
(tempo e energia) ou no caso do BAP, (¢, V), apresenta o eixo das velocidades aberto de
zero a oo. Fisicamente, sabe-se que dizer que a velocidade cresce ilimitadamente, ou seja,
que a velocidade tende ao infinito é impossivel segundo a teoria da relatividade. No en-

tanto os calculos que serao apresentados nao consideram correcoes relativisticas?. Sendo

IPerceba que o estudo do transporte anémalo sé faz sentido quando o espaco de fases em questdo,
possui uma ou os dois eixos abertos (nao confinado) para a dispersao das trajetérias
20 leitor pode obter maiores informacoes sobre bilhares relativisticos em [58, 59]
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o eixo das velocidades aberto, podemos caracterizar o comportamento das velocidades de
um ensemble de particulas nao interagentes, analisando o primeiro ou segundo momento,

também conhecidos como velocidade média e desvio quadratico médio respectivamente:

primeiro momento: (AV) (n) = (1/N,) Z (V(n) —V(0)), (4.1)

j=1

L (V(n) = V(0);

segundo momento: <AV2> (n) = Z N _
p

Y (V(n) — V(0)).
E:(( %@ (D1(4m

j=1 j=1

onde NNV, ¢ o nimero de condigoes iniciais distinguidas pelo indice j.
O transporte para a AF pode entao ser caracterizado pelo crescimento algébrico tanto
do primeiro momento, quanto do segundo momento, da velocidade (V) da particula cal-

culada sobre um ensemble de condic¢oes iniciais:

(AV) ~ n, (4.3)

(AV?) =, (4.4)

onde (.) significa a média sobre um ensemble, isto é, uma média sobre muitas érbitas.
Nota-se que as equacoes 4.3 e 4.4 sao do tipo lei de poténcia e como decorréncia da propria
definicao, tém-se a relacao: = 2v.

Se §=1, o transporte é dito difusivo ou normal, se 3 #1 entao o transporte é anémalo
e classificado como: sub-difusivo 0< < 1 ou superdifusivo 1 < # < 2. Quando § = 2
o transporte é balistico e corresponde a particulas viajando com velocidade constante no
espago de fases.

Para os bilhares, nao ha uma razao criteriosa para se estudar o comportamento de um
ensemble de particulas atraves da média (primeiro momento) ou pelo segundo momento.
Em geral, como estes estudos envolvem um esforco computacional muito grande opta-se
por aquele que forneca um resultado satisfatério em um periodo de tempo mais curto.
Como geralmente para sistemas Hamiltonianos o transporte é caracterizado pelo segundo
momento, nds o utilizaremos nesta secao para caracterizar o fenomeno da AF, porém na
secao 4.3 e no proximo capitulo nés usaremos o primeiro momento por conveniéncia.

Na figura 4.1 apresentamos o desvio quadratico médio da velocidade (segundo mo-
mento) como fungao do numero de iteragdes, para um ensemble de particulas no BAP
com: (¢ —¢ =0); 7+ = 0.8 em dois casos: (a) eg =€, =0.05¢ (b) eg =€, =0.1. Em

cada um dos casos, modificamos a excentricidade d para observarmos possiveis mudancas
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de comportamento. Iniciamos 10* condicoes iniciais com Vo = 0.1, a = 6 = 0.2 e ¢ entre

[0,27] e iteramos 107 vezes.
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Figura 4.1: Transporte ao longo da componente V (velocidade) do bilhar anular pulsante. (a) eg = €, =
0.05, (b)er = €. = 0.1. Os casos § = 0.65 e § = 0.5 foram trocados de escala para melhor vizualizacao

A figura 4.1 mostra que a alteracao das amplitudes das fronteiras, nao modificou
significantemente o expoente de crescimento (3, ao passo que a excentricidade torna-se
responsavel pelo surgimento de transporte desde sub-difusivo até balistico em um mesmo
sistema. Na tabela 4.1 indicamos os valores do expoente (3, obtido depois de 5 x 10°
iteracoes para eg = €, = 0.05 . Portanto, o bilhar anular com fronteiras dependentes do
tempo, possui um parametro (0) que possibilita observar a dispersdo da velocidade por

diversos regimes anomalos.

5 015 0.2 0.3 0.4 0.5 0.65
3 1.84(4) 1.922(3) 1.88(9) 1.30(1) 1.24(6) 1.12(3)

Tabela 4.1: Valores dos expoentes 3, obtido depois de 5 x 10° iteracdes para eg = ¢, = 0.05



4.2 Orbitas laminares 42

A principio o resultado obtido para o bilhar anular era esperado, uma vez que, para
cada excentricidade, ¢, temos uma configuracao diferente do bilhar anular e logo comporta-
mentos diferentes. Porém, seria razoavel aceitar que, sendo a excentricidade a responsavel
pelo surgimento do fenomeno da aceleracao de Fermi, devido a quebra da integrabilidade
do sistema, quanto maior ela fosse maior seria o expoente de transporte, o que efetiva-
mente nao acontece durante todo o processo. Nas primeiras interagoes observa-se real-
mente que quanto maior ¢, maior o expoente 3. Porém, depois de certo instante ha uma
inversao e encontramos pequenas excentricidades que, depois de um transiente O(10%) se
aproximam do transporte balistico ao passo que as excentricidades maiores tendem ao
transporte normal ou difusivo. Esta inversao aconteceu quando a dispersao da velocidade
¢ muito grande, ou seja, quando a particula esta com velocidade muito alta comparada a
sua velocidade inicial.

Outra mudanca de comportamento acontece subsequente ao transiente da ordem de
10%, quando o desvio quadratico médio da velocidade, para baixas excentricidades, apre-
sentam uma difusdo normal até 5 x 10° e entdo uma mudanca sibita de comportamento
acontece e um “crossover” para o transporte superdifusivo (= balistico) pode ser obser-
vado.

Quando o sistema apresenta o crescimento ilimitado de energia, o espaco (¢, V}) fica
completamente preenchido e sem qualquer estrutura (ilhas) observavel, que possa explicar
tais mudancas. Para estudar o fato de observarmos diferentes regimes de transporte no
BAP para altas velocidades, devemos encontrar um vinculo entre alguma coordenada do
espaco de fases geométrico com as velocidades ao longo do tempo de estudo. Na préxima
secao, estabeleceremos esta conexao ao quantificarmos algumas érbitas que se mantém,
durante um certo periodo de tempo, em um movimento quase regular sem mudanga sig-

nificativa na velocidade.

4.2 Orbitas laminares

Como adiantamos na introducao deste capitulo. Uma das formas de observarmos a AF
no bilhar anular é “quebrar” a conservacao do momento angular da particula, impondo
excentricidades (6 # 0), além de introduzir uma dependéncia temporal nas fronteiras,
fazendo com que a energia da particula também nao se conserve. Sendo o momento

angular definido em relagao a fronteira externa como:

= |E] =[x

| = (14 egcosp)vsena, (4.5)
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percebemos que o momento angular da particula depende somente de uma das coorde-
nadas do espacgo geométrico (S = sena) e das outras duas do espago das energias (¢, v).
Portanto, iremos nos fixar em uma busca por uma relacao entre duas coordenadas vincu-
ladas a espagos canonicamente diferentes, no caso: V' (velocidade total da particula depois
de cada colisao) e S (S = sena, angulo de reflexdo da particula), para explicarmos os
diferentes regimes anomalos apresentados na secao anterior. Para verificar esta proposta
n6s analisamos o comportamento de uma unica érbita iniciada sob o modelo excéntrico,
0 = 0.65 e r = 0.15, com amplitudes de oscilagdo eg = €, = 0.05. A figura 4.2 mostra a

evolugao de S e V como funcgao do nimero de colisoes n.

1
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Figura 4.2: Fungoes S(n)(preta) e V(n)(cinza) para uma tunica trajetéria no bilhar pul-
sante para 0 = 0.65 e r = 0.15. A linha preta para V(n) indica a média acumulativa.

De acordo com a figura 4.2, a fun¢do S(n) alterna entre periodos regulares (fases la-
minares) e irregulares (fases turbulentas). Durante as fases laminares, S(n) permanece
constante ou com pequenas oscilagoes, ou seja, os angulos de reflexao quase nao se mo-
dificam durante estes intervalos, ao passo que nas fases turbulentas, S(n) preenche cons-
tantemente o intervalo entre [-1;1]. Duas drbitas laminares correspondentes aos intervalos
#1 e #2, indicados na figura 4.2, estao ilustradas na figura 4.3. Note, ainda na figura 4.2,
que durante uma fase laminar a velocidade (V) oscila entre um valor médio, ja durante
a fase turbulenta ocorre o aumento ou perda de energia. O comportamento mencionado
anteriormente revela uma forte relagao entre a componente S do espaco geométrico com a
velocidade V' do espaco das energias. Isso significa que o comportamento de um ensemble
de particulas para o estudo da AF depende do comportamento dos angulos de reflexao
durante todo processo e sendo assim, podemos prever que quanto maior for a quantidade
de fases laminares durante as iteracoes, menor sera o expoente de transporte para a AF

visto que tais fases possuem velocidades oscilando entre um valor médio. Este valor médio
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é obtido através da média acumulativa calculada por: V(n); = £ 377 V7 onde j define

T n
os intervalos laminares e n neste caso, recebe valores n = 1,2, ...,1; com [; sendo o ntimero

de colisoes em que a particula permanece em fase laminar (veja figura 4.3).

71 #2

Figura 4.3: Orbitas no plano do bilhar indicado pelos intervalos #1 e #2 na figura 4.2

Para o BAP, existe uma grande dificuldade em determinar quais sao os intervalos de
S que tém velocidades em torno de um valor médio, isto é, qual é o tamanho das fases

laminares, principalmente por dois motivos:

(i) as 6rbitas laminares que exercem seu movimento sem colidir com o circulo espa-
lhador (fronteira interna), nao sdo as unicas que possuem velocidades em torno de um
valor médio. Algumas dérbitas que colidem com o circulo espalhador, realizando quase o
mesmo movimento, também possuem um valor central para velocidade e nao podem ser
descartadas. Veja por exemplo a érbita da figura 4.4 que representa o intervalo #3 para
o caso 0 = 0.5 da figura 4.5.

(71) ndo ha uma escala (tamanho) pré estabelecido para diferenciarmos as fases lami-

nares. Portanto, deve-se analisar sua presenca especificamente para cada sistema.
Para resolver este problema, nds adotamos os seguintes critérios:

Critério 1: Para que se possa quantificar grande parte das érbitas laminares, deve-se
analisar |S,, — S,,11], isto é, a diferenga entre dois angulos consecutivos, ao invés apenas
S(n).

Motivo: Analisando a diferenca entre angulos consecutivos, as fases laminares com gran-
des oscilagoes, como aquela representada na figura 4.4, tornam-se menores. Assim, po-

demos quantificd-la em nossos cédlculos, adotando uma tolerancia £. Portanto o primeiro
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43

Figura 4.4: Orbita no plano do bilhar das iteracdes entre S € [2.4 x 10%;2.6 x 10°] da figura 4.5.

critério exige que a priori, consecutivos valores de S devem respeitar: |S,, — Sp,41] = €.

Critério 2: O primeiro critério nao resolve, totalmente, o problema pois, mesmo com
uma escolha conveniente de &, pode existir fases turbulentas que respeitem o primeiro
critério e consequentemente serao incluidos nos calculos. Um solugao pratica pode ser
tomada ao exigirmos um tamanho minimo (I,,;,) para que uma érbita seja laminar.
Motivo: Ao estipularmos um [,,;, nés excluimos boa parte das orbitas turbulentas, que
por acaso venham a respeitar o primeiro critério. Mesmo algumas érbitas respeitando a
condigao |S, — Spi1| = &, esta, se for uma dérbita turbulenta, ndo permanecera por muito

tempo.

Na figura 4.5 mostramos o comportamento de .S,, e também o equivalente |S,, — S, 11|
para uma érbita que evolui no bilhar anular com § = 0.5, vy=0.02 e ¢y = 0.

Perceba que o conceito de érbitas laminares para o caso especifico do BAP, fica definido
entdo, ndo somente por pequenas oscilagdes em S(n) e sim por todas as érbitas que ao
longo de um intervalo possuem uma velocidade média central.

Para obter informagoes de quantas particulas estao na verdade em fases laminares,
nés definimos f;(n) como a fragdo de particulas de um ensemble que permanecem nesta
fase em funcao do nimero de iteragoes n. Na figura 4.6 mostramos f;(n) para § = 0.65,
0 = 0.5 e = 0.3, na qual utilizamos o mesmo ensemble daquele usado para os estudos
do desvio quadratico médio da velocidade. Para definir uma fase laminar nds definimos
& =0.15 e i, = 15.

Da figura 4.6, percebe-se que a quantidade de fases laminares para o caso 6 = 0.65 é

maior do que para 0 = 0.5 que por sua vez é maior do que 6 = 0.3 . Nota-se ainda que para
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Figura 4.5: Fungoes S(n), V(n) e |S, — Sn11| (linhas cinzas plotadas no mesmo grafico).

As linhas pretas no grafico de baixo indicam a média acumulativa.

§ = 0.3, fi(n) cresce até n ~ 10?, mantém-se constante e depois de n ~ 5 x 10° decresce,
enquanto para § = 0.5 e § = 0.65, f;(n) também cresce até n = 10* porém, mantém-
se em uma média durante o resto do processo. Este resultado, qualifica nossa previsao
de que a quantidade de orbitas laminares de um ensemble de particulas é inversamente
proporcional ao expoente (3 que caracteriza os regimes anomalos, ou seja, quanto maior a
fragao de orbitas laminares, menor seréd 3 (veja a comparagao na tabela 4.2). Um fator que
corroborou com esta afirmacao, foi o fato da funcao f; evidenciar o “crossover” de difusao
normal para super-difusivo (& balistico) que ocorre no caso 6 = 0.3, quando decresceu

aproximadamente no mesmo ponto onde ocorreu o “crossover” do desvio quadratico médio

(Figura 4.6 (a) e (b)).

5 0.3 0.5 0.65
3 1.88(9) 1.24(6) 1.12(3)
fn) (%) 15 30 43

Tabela 4.2: Valores dos expoentes 3, e das porcentagens de fases laminares para um mesmo ensemble
de condigoes iniciais. A tabela sugere que quanto maior for a quantidade de 6rbitas laminares, menor
serd o expoente § da aceleragao de Fermi.

A partir das quantificagoes das érbitas laminares, reconfiguramos o espago geométrico,
por densidade de pontos, utilizando somente as o6rbitas laminares recolhidas depois de n =
10* iteracoes para uma tnica condigao inicial tipica. As figuras 4.7 (b), (d) e (e) mostram
0s espagos geométricos reconfigurados para d = 0.3, = 0.5 e § = 0.65 respectivamente.
Para compararmos com o caso estatico, as figuras devem ser analisadas aos pares: (a)-(b),

(c)-(d) e (e)- (f), onde as figuras (a), (c) e (e) correspondem justamente aos casos estaticos
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Figura 4.6: (a) Fragao de érbitas laminares em funcio do nimero de iteragoes para os casos § = 0.3
e d = 0.5. (b) Desvio quadrético médio para ¢ = 0.3 indicando um crossover de difusdo normal para
super-difusivo. A linha pontilhada em (a) indica a diminuigdo na quantidade de érbitas laminares e
consequentemente o crossover em (b).

do bilhar anular. Podemos perceber que as érbitas laminares predominam em duas regioes
principais: (i) regides de praia, entre o limite integravel e nao integréavel do espago de
fases geométrico e (i7) Em regides ao redor das ilhas. Para os casos 6 = 0.5 ¢ § = 0.65
ainda ha uma intensa densidade de orbitas em regides de pequenos angulos de reflexao:
S ~ 0. A figura 4.7 contém uma informacao muito importante pois na verdade ela revela
que conforme a velocidade da particula aumenta, as orbitas tendem a reconstruir ou se
aproximar das regioes regulares do espaco de fases estatico, como as ilhas e as MUPOs que
existem no bilhar anular. As figuras 4.7 (b) e (d) mostram claramente a reconstituigao de
algumas ilhas no espaco de fases geométrico pulsante. Este fato tém um papel importante
na dinamica do sistema e sera cuidadosamente avaliado na secao 4.3.

Nos gostariamos de salientar que os critérios apresentados para quantificar as orbitas
laminares, sao particulares ao BAP. No entanto, a presenca das 6rbitas laminares é comum
a todos os bilhares bi-dimensionais de forma que sua quantificagao tém uma ligacao direta

sobre o comportamento da AF.

4.3 Supressao da AF via propriedades dinamicas

Nesta secao nos analisaremos a sensibilidade da aceleracao de Fermi para com as
condigbes iniciais em um espago de fases quadri-dimensional (4D). No contexto dos bi-
lhares ha uma robusta conjectura para bilhares bi-dimensionais, proposta por Loskutov,
Ryabov e Akinshin [28], conhecida como conjectura LRA que estabelece a existéncia de
caos no espago de fases do modelo (bilhar) estatico como condigao suficiente para se ob-

servar a AF no mesmo bilhar dependente do tempo. Sendo assim, nés discutiremos o
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Figura 4.7: Regides no espago de fases geométrico onde predominam as érbitas laminares. As figuras
(a), (c) e (e) correspondem ao caso estdtico com 6 = 0.3, 6 = 0.5 e § = 0.65 respectivamente, para
comparagao com as figuras (b), (d) e (f) que mostram as regides predominantes de érbitas laminares
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modelo do bilhar anular sob o enfoque da conjectura LRA, porém, iremos acompanhar
a dinamica nos dois planos de fases (L, S) e (¢, V). Outra questdo que serd discutida
diz respeito a tendéncia do espago de fases geométrico recuperar sua topologia do caso
estatico conforme a velocidade da particula aumenta.

Para o caso estatico, no contexto nao dissipativo, como vimos na secao 3.1, a particula
colide elasticamente com ambas as fronteiras e a dinamica é governada por um mapa nao
linear que resulta em um plano de fases obtido pela posicao da particula com relacao a
fronteira externa,(L,S). O caso do bilhar anular dependente do tempo, a energia total
da particula pode variar no tempo e outro plano, o espago (¢, V), deve ser observado.

Neste cendrio uma condigao inicial tem quatro componentes (L, S, p, v)3. Para verificar
a evolucao da particula no espaco de fases 4D, consideramos o BAP com trés valores
diferentes para a velocidade inicial da particula: v = 0.1,v = 10,v = 100 para ¢ = 0 e
vinte valores de (L, .S) escolhidos dentro do mar de caos do espago geométrico estatico

(veja figura 4.8(a)), onde percebe-se a existéncia de 1:6 ilhas de ressonancias.

(a) (b)

Figura 4.8: Espago de fases geométrico com § = 0.5 e r = 0.3 para: (a) caso estdtico, (b - d)casos
pulsantes com vy = 0.1,v9 = 10 e vy = 100 respectivamente.

3Embora o espaco de fases das energias seja obtido por: (¢, V), onde V;, é a componente radial da
velocidade, a condigao inicial para velocidade é dada pela velocidade total para que entao no momento
da colisao com a fronteira externa, se possa obter a componente radial
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Da figura 4.8, nés observamos que a dinamica em (b) é bastante diferente da figura
(a) (referente ao caso estético para comparacao), e nenhuma estrutura ressonante existe.
Em (c) pode-se perceber certa “lembranga” das 1:6 ilhas de ressonancia. Ja em (d) a
similaridade com (a) é bem real¢ada, a dinamica do bilhar dependente do tempo quase
recuperou totalmente a dinamica estatica, isso porque a velocidade relativa particula-
fronteira é grande o suficiente para que a particula quase nao perceba as oscila¢oes das
fronteiras. Uma pergunta natural que pode surgir: se as estruturas das ilhas ressonantes
podem ser recuperadas no limite de altas energias entao, o que ocorre dentro delas? E
quais as possiveis consequéncias para a aceleragao de Fermi?.

Afim de responder a estas questoes, nds escolhemos duas condigoes iniciais sendo a
primeira anexada ao marcador (1) dentro da ilha recuperada da figura (c) e a outra com
o marcador (2) fora do contorno visual. A figura 4.9(a) mostra uma ampliagdo de apenas
uma das ilhas com as condigoes iniciais escolhidas. O contorno indica o limite da ilha
ressonante para o caso estatico apenas para comparacao. E visivel que a condicao inicial
(2) espalha-se pelo mar de caos enquanto a condi¢ao (1) permanece confinada na pequena

ilha recuperada.
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Figura 4.9: (a) Ampliagdo de uma das ilhas quse recuperadas com § = 0.5, 7 = 0.3 e v = 10. O niimero
(1) consiste de um par (L, S) dado dentro da ilha recuperada enquanto (2) foi dado préximo & ilha porém
fora. A linha azul representa a ilha do caso estdtico para comparagao. (b) Velocidade média em fungao
do nimero de iteragoes. Dois ensembles foram usados para v = 0.1 e v = 10. Para v = 0.1 com (1) ou
(2) e v =10 com (2), observamos a AF. Para v = 10 com (1) ocorreu a supressao total da AF.

Neste cendrio, nds investigamos o comportamento da velocidade média de um ensemble
com 500 condicoes iniciais para a fase da fronteira externa com dois valores iniciais de
velocidade, v = 0.1 e v = 10. Fixamos também os valores escolhidos (1) e (2) que
formaram a figura 4.9 de forma que o conjunto de condic¢oes iniciais foram formados
por: (¢,v; L, S) = (p(ensemble), 0.1, (1)ou(2)) e (p(ensemble), 10; (1)ou(2)). A figura 4.9
mostra os resultados obtidos até 10% iteracoes.

Observamos a ocorréncia da AF para trés dos quatro conjuntos iniciais selecionados.
Os simbolos: quadrado (azul), estrela (verde) e triangulo (preto) que apresentam AF acu-

mulam em uma curva dada pela lei: (V) ~ n” com v ~ 0.62(1) (superdifusivo). Porém,
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quando escolhemos v = 10 como velocidade inicial, os comportamentos diferem entre as
escolhas (1) ou (2). Analisando a figura 4.9(a) vemos que a condi¢ao inicial (1) mantém-se
confinada em uma regiao que lembra uma recuperacao da ilha ressonante estatica. Este
confinamento no espago de fases geométrico tem uma efeito poderoso no comportamento
da velocidade média para um ensemble de condicoes iniciais dadas no espaco das ener-
gias. A velocidade ja nao cresce mais e a aceleracao de Fermi é totalmente suprimida:
circulo (vermelho) na figura 4.9 (b). Nos afirmamos que a supressdao da aceleracao de
Fermi ocorreu somente devido aos aspectos dinamicos observados e nao houve nenhum
efeito dissipativo agindo no sistema (os efeitos de dissipagao serao estudados no préximo
capitulo).

Para confirmar os resultados nés obtivemos o espaco das energias para dois casos
discutidos acima. Na figura 4.10(a), nds consideramos condigdes iniciais comegando de (1)
para 30 diferentes valores de ¢ e fixamos v = 10. Observa-se depois de 10* iteracoes que,
a velocidade da particula permanece confinada em uma determinada camada enquanto

que para a escolha (2), figura 4.10 (b), as velocidades se espalham, alcangando valores

maiores.
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Figura 4.10: Condigoes iniciais no espaco de fases das energias (a) da marcagao (1), as velocidades
pemanecem confinadas em uma fina camada enquanto (b) da marcagio (2) espalham-se para energias
maiores.

Nos gostariamos de ressaltar que nosso resultado nao desqualifica a conjectura LRA,
ao contrario, nosso resultado também mostrou que o mar de caos para a versao estatica
foi necessario para a ocorréncia da AF para condigoes iniciais fornecidas dentro do mar
de caos. Entretanto, existe uma pequena nuancia, para altas velocidades iniciais e mesmo
quando existe um mar de caos no espaco de fases do correspondente caso estatico, a
AF ocorrera somente quando as condigoes iniciais nao estiverem dentro de qualquer ilha

recuperada.






Capitulo 5
Dissipacao

Neste capitulo nos trataremos dos efeitos de dissipagao no bilhar anular pulsante. Por
opcao, decidimos considerar uma dissipacao causada por colisoes inelasticas da particula
com as fronteiras de forma que, as equagoes A.16 e A.25 da velocidade normal da particula

¢ alterada segundo a expressao:

V1 = — |—evg, + (1 +€e)U| (5.1)

onde U representa a velocidade de uma das fronteiras (equagao A.10 e A.11), dependendo
em qual delas ocorre a colisao. O parametro e € [0; 1] é o coeficiente de dissipagao. Os
casos limites, retomam ao caso eldstico (e = 1), estudado nos capitulos anteriores e o caso
totalmente ineldstico (e = 0), onde a dinamica se limita a apenas uma iteragao.

Na secao 5.1, nés mostraremos para o caso excéntrico, d # 0, que independente da
magnitude do coeficiente de dissipagao, o fendmeno da aceleracao de Fermi é sempre
suprimido. A sec¢ao 5.2 é uma extensao do trabalho [29] e tratard do caso concéntrico
do bilhar anular para mostrar que em sistemas dinamicos dissipativos, os atratores sao
formados principalmente onde haviam regioes regulares (ilhas KAM) no correspondente
caso elastico e a formagao destes atratores em regioes favoraveis pode gerar um ganho de

energia médio do sistema, maior do que a energia média do mesmo sistema conservativo.

5.1 Swupressao da AF por colisoes inelasticas

Uma das questoes que envolvem a AF em bilhares, trata da capacidade de suprimir
tal mecanismo por considerar dissipacao no sistema. Estudaremos aqui o comportamento
de um ensemble de particulas nao interagentes, sob efeito dissipativo no bilhar anular
pulsante excéntrico, no qual o caso elastico apresenta AF. Para realizar este estudo nos
escolhemos, aleatoriamente, 1000 condigoes iniciais diferentes para ¢ € [0;27] e v = 0.02.

Para esta velocidade inicial, nao precisamos nos preocupar com o surgimento das ilhas
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Figura 5.1: supressiao da AF por colisoes ineldsticas no bilhar anular pulsante.

recuperadas (secao 4.3 no espaco de fases geométrico de forma que nossa escolha pode
ser aleatéria em S € [—1,1] e L € [-1/2,1/2]. Os demais parametros usados foram:
0 =05 r=03eeg =¢ = 0.0l. A figura 5.1 mostra o comportamento de 8 curvas
com fracas dissipagoes entre 0.999 < e < 0.999999 onde podemos perceber que mesmo
baixas magnitudes de dissipacao sao suficientes para que o fenomeno da AF nao seja mais

observado.

5.2 O ganho de energia induzido por crise

Esta segao é uma extensao do estudo apresentado no artigo [29] “Dissipation as a me-
chanism of energy gain”, no qual nés discutimos sobre a possibilidade de se obter um ga-
nho de energia médio ao considerar dissipagoes no sistema, que no caso tratava-se também
do bilhar anular pulsante. No referido artigo, propomos que o espaco de fases das energias
(¢, V), quando composto por ilhas regulares imersas em um mar de caos limitado por
curvas do tipo “spanning”, torna-se uma topologia favoravel ao aparecimento de atratores
(focos), quando consideramos os efeitos dissipativos. Isto porque tais atratores formam-se
apartir das ilhas que compoem o caso conservativo criando uma bacia de atracao que
captura grandes extensoes do espaco de fases. Caso os atratores formados estejam imer-
sos no mar de caos e em regioes de maior energia do que a energia média do sistema,
ha um deslocamento da velocidade média de um ensemble de particulas proporcionando
um ganho de energia. Para tanto, o regime de fracas dissipagoes é o mais indicado, pois,

conforme aumentamos a magnitude do coeficiente de dissipacao, os atratores em regioes
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de energia mediana desaparecem, prevalecendo outros de energias mais baixas. Agora,
nossa proposta € fazer o caminho inverso, ou seja, nés partiremos de um regime de forte
dissipacao e diminuiremos ligeiramente a magnitude desta dissipacao, para observarmos
quando e como o primeiro atrator é formado e quais sao os ganhos conquistados.

Para iniciarmos nossos estudos escolhemos um coeficiente de restituicao: 0.8674, =
24% menor do que o caso conservativo. Iniciamos 100 condigoes com os parametros, « e 6
fixados em 0.2 e variamos ¢ € [0;27] e v € [0.02;0.3] com as configuragoes: § = 0, r = 0.4,
er = €. = 0.0l e ¢ — ¢ = 0, para montar a figura 5.2. A figura 5.2 mostra que todas as
condicoes iniciadas em nossas simulagoes evoluiram para dois atratores sendo um ponto
fixo do tipo (foco) e um outro aparentemente caético situado em baixas energias. De fato,
devido a complexidade do mapeamento do bilhar anular com dependéncia temporal, nao
podemos afirmar com absoluta certeza sobre a classificagao do atrator como cadtico, isso
porque os célculos envolvem a determinacao dos coeficientes de Lyapunov.

O expoente de Lyapunov é uma quantidade que caracteriza a taxa de separacao de duas
orbitas iniciais, infinitesimalmente préximas. Em sistemas hamiltonianos bidimensionais,
por exemplo, os expoentes de Lyapunov aparecem aos pares e com sinais opostos. Para
sistemas conservativos a soma dos coeficientes se anula enquanto para sistemas dissipativos
a soma é menor do que zero. A classificacao de um atrator como sendo cadtico, pode ser
definida a partir dos coeficientes de Lyapunov sendo que: a soma de todos os expoentes
deve ser menor do que zero, caracterizando um sistema dissipativo, e pelo menos um dos
expoentes deve ser maior do que zero, indicando a sensibilidade da regiao as condicoes
iniciais. Os expoentes de Lyapunov raramente sao obtidos analiticamente e muito embora
existam alguns métodos para sua obtencao, eles tornam-se ineficientes ou impraticaveis
para sistemas com mais de duas dimensoes como ¢ o caso do bilhar anular pulsante.

O célculo da velocidade média para o caso e = 0.8669 (veja figura 5.5) indica que o
ensemble de particulas iniciadas em baixas velocidades nao é capaz de alcancar médias
maiores, mesmo com a presenca de um atrator situado em uma regiao de maior energia.
Isso ocorre porque o ensemble de condicoes iniciais fornecidas, nao conseguem ultrapassar
os limites da bacia do atrator cadtico, ou seja, os limites das bacias de atracao do atrator
cadtico, bem como a do ponto fixo estao bem delineadas pelo espaco de fases. Porém,
h& uma possibilidade de destruirmos o atrator cadtico através de um fenomeno chamado
crise.

As crises sao repentinas transicoes no atrator cadtico conforme um parametro do sis-
tema ¢é variado. Tais transi¢oes foram primeiramente estudadas por C.Grebogi et al. [56].

Sao distinguidos trés tipos de crises que um atrator pode sofrer:
e Destruicao do atrator cadtico (crise de fronteira)
e Aumento do atrator cadtico (crise interior)

e Fusao de atratores cadticos (crise de fusao)
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Figura 5.2: Espago de fases das energias do bilhar anular pulsante para o caso § = 0 e dissipativo com
e = 0.8669 indicando a presenca de um ponto fixo atrativo e um possivel atrator caético.

Particularmente, estamos interessados em um evento de crise de fronteira pois, tal
destruicao pode ser 1til como um mecanismo de controle das trajetérias localizadas no
atrator cadtico uma vez que depois de um evento de crise, as trajetérias sao capturadas
pelo ponto fixo atrativo (foco) . Um evento de crise de fronteira estd associado a ligeiras
modificacoes em um parametro do sistema, culminando na colisao do atrator cadtico com
um dos ramos da variedade estavel do ponto de sela. Sabe-se que em sistemas dissipativos,
para um ponto fixo do tipo sela existem pelo menos duas variedades, sendo: (i) dois ramos
estdaveis e (i1) dois instdveis. As variedades instéveis sdo formadas por uma familia de
orbitas que se afastam do ponto de sela. Uma delas evolui para um ponto fixo atrativo
(foco) enquanto a outra forma o atrator cadtico. As variedades estaveis, por sua vez,
formam as bordas da bacia de atracao de ambos os atratores: ponto fixo atrativo e o
atrator cadtico.

Normalmente, as variedades sao obtidas através do mapeamento do sistema. Primeiro,
deve-se encontrar a expressao do ponto de sela. Depois, calcula-se os auto-valores e auto-
vetores. Assim, as variedades instdveis sao obtidas a partir da iteracao do mapa com
pequenos incrementos nas componentes dos auto-vetores. A variedade estavel, por sua vez,
¢ obtida pelo mapeamento inverso do sistema. Ressaltamos que devido a complexidade
do mapeamento do BAP, mesmo para o modelo simplificado, o0 método descrito acima
fica extremamente complicado. Contudo, podemos contornar este problema, desenhando
as bacias de atracao do ponto fixo atrativo e do atrator cadtico. Tais bacias de atracao
foram obtidas ao dividirmos as componentes V; e ¢ em 2000 partes, resultando em 4 x 10°
condicoes iniciais diferentes que foram iteradas e divididas entre aquelas, que caminham

para o ponto fixo atrativo (regido azul) e aquelas que seguem para o atrator cadtico (regiao
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Figura 5.3: Bacias de atragao para o ponto fixo atrativo e o atrator cadtico. Em (a) e = 0.8671 antes
da crise de fronteira. Na figura (b) temos e = 0.8712 apds a crise de fronteira, que pode ser identificada
pelos pontos (brancos) que saem do atrator cadtico em direcao ao ponto fixo.
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Figura 5.4: Comportamento do transiente cadtico médio como funcio de e — e,

preta). N6s desenhamos as bacias de atragao para e = 0.8671 e reduzimos gradativamente
a intensidade do coeficiente até o ponto e = 0.8712 quando a borda da bacia de atracao do
ponto fixo (variedade estdvel) interceptou a borda do atrator cadtico (variedade estdvel),
veja figura 5.3.

Sendo assim, o evento de crise de fronteira para o BAP nos parametros descritos
anteriormente, acontece no limite critico 0.8671 < e. < 0.8712. Para e > e, o atrator
cadtico é destruido subitamente, dando origem a um transiente cadtico, n., bastante
longo [57]. Tal transiente é equivalente ao nimero de colisdes que um érbita leva para
sair do dominio do atrator cadtico e ser capturada pelo ponto fixo atrativo. O transiente
cadtico depende sensitivamente das condic¢oes iniciais, sendo entao necessario o calculo
de um transiente cadtico médio sob um ensemble de condicoes iniciais. Mostramos na
figura 5.4 o comportamento do transiente cadtico médio como funcao de e — e., para
500 condigoes iniciais escolhidas aleatériamente no eixo ¢ € [0, 2x]. O transiente cadtico
médio obedece a lei: n, x (e —e.)"%, com e > e, e e, = 0.8696. Para os parametros
utilizados na figura 5.4, o melhor ajuste dos pontos retorna o expoente, z = 0.62(0).

A destruicao do atrator cadtico implica na possibilidade de que, praticamente todas as
condicoes iniciadas nas regioes de baixas energias, onde existia o atrator cadtico, possam
”caminhar” para o ponto fixo atrativo. Isso significa um ganho enorme no que diz respeito
a média da energia do sistema. Na figura 5.5, comparamos os casos ¢ = 0.8674 (antes
da crise), e = 0.8715 (depois da crise) com a média do caso conservativo. Em termos

percentuais, um evento de crise de fronteira ocasionou um ganho de aproximadamente
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Figura 5.5: Velocidade média para um ensemble de condigdes iniciais para dois casos: e = 0.8674 (antes
da crise - tridngulos azuis) e e = 0.8715 (depois da crise - circulos vermelhos)

160%, entre um evento pré e pds crise, e quando comparado com o caso conservativo
(e = 1) o ganho foi de 20% mesmo considerando um regime de alta intensidade dissipativa.

Mostramos assim um evento nada intuitivo, porém dinamicamente consistente, no qual
ao considerarmos dissipagoes (colisoes ineldsticas) no sistema, este, pode apresentar na
média, uma energia superior aquela do caso conservativo. Nos gostariamos de ressaltar
que, se caso escolhesemos um ensemble com velocidades iniciais superior a velocidade do
ponto fixo atrativo, é 6bvio que o sistema nao ganharia energia, pois as condigoes iniciais
evoluiriam ou para o ponto fixo atrativo ou para o atrator cadtico, ambos em regices de
baixas energias. Porém, para o proposito do trabalho, ou seja, obter um ganho de energia

considerando efeitos dissipativos, este tipo de andlise nao faria sentido.






Capitulo 6
Conclusoes

Os principais resultados obidos nesta dissertacao estao resumidos e discutidos neste
ultimo capitulo. Na secao 6.1 apresentaremos um resumo sobre o nosso estudo. Na

secao 6.2, listamos os resultados obtidos.

6.1 Resumo

Nesta dissertacao, estudamos algumas propriedades da dinamica cadtica em um sis-
tema nao - linear, através de analises do espaco de fases e de cdlculos numéricas. O
sistema utilizado foi o bilhar anular em duas configuragoes: (i) estatico e (ii)pulsante.
Em ambas configuracoes do modelo, o aprisionamento de érbitas em certas regioes, dos
respectivos espagos de fases, foi a propriedade de maior destaque no nosso trabalho. Tais
aprisionamentos caracterizam-se por um longo e consecutivo periodo de tempo que uma
orbita gasta em uma regiao.

Para analisar os aprisionametos, nds introduzimos no capitulo 2 a idéia das recorréncias
de Poincaré, afim de quantificarmos todo o processo através de uma estatistica dos tempos
de recorréncia (ETR). A ETR exibe um comportamento do tipo lei de poténcia, p(7) ~
777, caso a regiao de estudo aprisione a drbita e, p(7) &~ e 7, caso a regiao for cadtica.

Iniciamos o capitulo 3 mostrando a versao estatica do bilhar anular, a qual utiliza-
mos para revisar os aprisionamentos préximo as MUPOs ( familia de érbitas periédicas
marginalmente instdveis). Para este caso, o expoente v = 2 somente é obtido quando
nenhuma ilha estd presente no espago de fases, caracterizando aprisionamentos devido
exclusivamente as MUPOs. Para espacos mistos (ilhas + mar de caos), que constituem a
grande maioria dos espacos de fases de sistemas Hamiltonianos, o aprisionameto é mais
efetivo, retornando um expoente 1 < v < 2, como previsto em [48]. Neste mesmo capitulo
apresentamos o BAP, cuja dinamica depende explicitamente de quatro coordenadas, de-
finindo um espago quadri-dimensional. Neste cendrio, obtivemos dois planos de fases
canonicamente conjugados (espaco de fases geométrico e das energias) e estudamos as

propriedades dinamicas do sistema através deles. Exemplificamos duas estruturas para o
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caso concéntrico do bilhar (§ = 0): (i) hierarquia de ilhas, (ii) barreira dinamica, frequen-
temente observadas em espaco de fases de sistemas Hamiltonianos.

O caso exceéntrico do BAP foi utilizado, no capitulo 4, para analisar o transporte de-
vido ao crescimento da velocidade (acelera¢ao de Fermi). Verficamos que as modificagoes
no parametro responsavel pela excentricidade entre os circulos (fronteiras) do bilhar, pos-
sibilitaram a observagao de diferentes regimes anomalos que subsequentemente foram
relacionados com a presenca de orbitas laminares no plano do bilhar. Este fato acon-
tece quando a velocidade da particula é suficientemente alta ao ponto de quase recuperar
algumas propriedades do caso estatico (veja as ilhas recuperadas na secao 4.3).

Por fim, abordamos os efeitos dissipativos ocasionados por colisdes inelasticas en-
tre a particula e as fronteiras. Concluimos, através do BAP excéntrico, que as co-
lisoes inelasticas suprimem a AF, independente da magnitude da dissipagao. Mostramos
também um interessante evento de crise de fronteira que acontece para altas dissipacoes,
no qual observamos um ganho de energia médio extraordindrio quando comparamos a

média do sistema entre antes da crise e depois da crise.

6.2 Lista de resultados

Nossas conclusoes estao listadas a seguir e referem-se basicamente as observagoes feitas

sobre a dinamica do bilhar anular estatico e também com fronteiras dependentes do tempo.

1. Aprisionamento no bilhar anular estético (se¢ao 3.1)

e Apresentamos o bilhar anular estatico e revimos que este sistema contém em seu
espago de fases infinitas familias de MUPOs (marginally unstable periodic orbits)
que contribuem com o expoente de recorréncia v = 2. Identificamos este resultado
modificando os parametros (raio do circulo interno)r e d (excentricidade entre os
circulos) de forma que nenhuma ilha de regularidade pudesse ser vista no mar de

caos.

e Para os espacos de fases mistos observamos que a presenca de ilhas imersas no mar
de caos gera um aprisionamento mais efetivo, caracterizado pelo expoente da ETR
entre 1 < v < 2. Tal expoente independe da forma, disposi¢ao e tamanho das ilhas

no espaco de fases.

2. Aprisionamento no bilhar anular pulsante (caso concéntrico é = 0; segao 3.2)
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e Algumas armadilhas dinamicas presentes nas secoes de Poincaré do bilhar anular
pulsante apresentaram um comportamento de multi-escala para a ETR associada a

estrutura multi-fractal das estruturas.

e Cada comportamento do efeito de multi-escala, corresponde a uma determinada

escala do espacgo de fases sendo estas independentes uma das outras.

3. Aprisionamento e Difusao (caso § # 0; capitulo 4)

e Estudamos o fenomeno da aceleracao de Fermi para o bilhar anular com frontei-
ras dependentes do tempo no contexto de transporte anomalo analisando o desvio
quadratico médio das velocidades para um ensemble de particulas. Concluimos que
a AF, apresenta-se em todos os regimes: sub-difusivo (0 < 5 < 1), difusivo ou
normal (3 = 1), super-difusivo (1 < 8 < 2) e balistico (5 = 2), sendo definida pela

geometria do bilhar e nao pelas amplitudes de oscilagao de suas fronteiras.

e A ocorréncia de diversos regimes anomalos num mesmo sistema nos conduziu a pro-
curar entender o mecanismo da aceleracao de Fermi, em sistemas bi-dimensionais
dependentes do tempo, no espago de fases em 4-dimensoes (dois espagos de fa-
ses). Nossos resultados indicam que ao longo do tempo considerado, os angulos de
reflexdo de uma particula dentro de um bilhar formam dois tipos de érbitas: (i) la-
minares (quase-periddicas) e (ii) turbulentas, que relacionam-se com as velocidades
das particulas e consequentemente, com o regime de crecimento de tal forma que,
quanto maior a quantidade de 6rbitas de um ensemble de particulas que permanecem

nas fases laminares durante o processo, menor sera o expoente (3.

e Através de uma analise topoldgica da dinamica quadri-dimensional em dois planos
de fases canonicamente conjugados, realizamos um trabalho no qual percebemos
a sensibilidade da AF para com as condicoes iniciais. Conforme a velocidade de
uma particula aumenta, o espaco geométrico recupera gradativamente sua confi-
guragao estatica e se a AF for analisada com condig¢oes iniciais dentro de uma ilha

recuperada, tal aceleracao é dinamicamente suprimida.

4. Dissipagao (capitulo 5)

e Os efeitos dissipativos causados por colisoes ineldsticas com as fronterias, geram

atratores onde antes haviam ilhas de regularidade.
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e Qualquer magnitude de dissipacao causada por colisoes ineldsticas é suficiente para

suprimir a AF.

e A criacao de atratores em regioes adequadas do espaco de fases das energias pode
elevar a média do sistema. O primeiro ganho de energia e até o momento o maior
ganho percentual que pode-se estabelecer, ocorreu para um evento de crise de fron-
teira. Este evento pode ser obtido pela subita destruicao de um atrator cadtico que
implica na evolucao de grande parte das condigoes iniciais de baixa energias para
as energias onde se situa o ponto fixo atrativo. Tal fenomeno de transicao gerou
para o bilhar anular incriveis 160% de ganho, quando comparado as energias médias
antes e depois da crise. Em comparagao com o caso conservativo (colisoes eldsticas)

o ganho médio foi de aproximadamente 20%.



Apeéendice A
Mapas

Neste apendice reproduziremos os mapas para o bilhar anular nos casos estatico e
pulsante que foram utilizados para os resultados obtidos nesse trabalho. Maiores detalhes

sobre os mapeamentos podem ser obtidos em [25, 26, 27].

A.1 Mapa para o bilhar anular estatico

A dinamica do sistema é investigada via mapeamento discreto nas coordenadas « e
0 definidas a seguir: se P é o ponto de impacto da particula com a fronteira externa,
definimos o como o angulo de reflexao com relagao a normal ao circulo externo em P e 6
como o comprimento do arco com relacao a abscissa.

Dois tipos de movimentos sao possiveis no bilhar anular e sao verificados analisando

a chamada condicao de tangéncia. Analisamos a seguir como obter tal condicao.

Condicao de tangéncia

A partir do movimento mostrado na figura A.1, ou seja, a particula depois de colidir
com o circulo externo, segue em direcao ao circulo interno, colide e tém sua préxima
colisao novamente no circulo interno, podemos obter uma condicao para que este tipo
de movimento ocorra por analises geométricas. Na figura A.1 mostramos a trajetéria no
plano do bilhar e algumas extensoes dessas trajetorias que formam triangulos auxiliares
0s quais podemos analisar o movimento:

Do triangulo WOP,, temos as seguintes relagoes:

sen(fy —ag)  sen(ap)

OP, WO’ +§
(WO'" + §)sen(6p — ) = (OPFy)sen(ap) (A1)
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Figura A.1: Geometria do bilhar anular estatico mostrando o movimento de uma particula em direcio
ao circulo interno. O triangulo WOPF, obtido pelas extensoes do movimento da trajetéria da particula,
é o triangulo que auxilia a analise.

e também:

sen(fy —ap)  sen(f)
O'R, WO

, (O'Ry)sen(3)

wo sen(fy — o)

(A.2)

Relacionando as equagoes A.1 e A.2 e observando que OFy = 1 (raio do circulo externo)
e O'Ry = 1 (raio do circulo interno), temos:
rsen(B) + dsen(8y — ap) = sen(ap)

sen(ap) + dsen(ag — b)) = rsen(3) (A.3)

Quando a trajetéria tangencia o circulo interno temos que 3 = 7/2, ou seja:

sen(ap) + dsen(ag — b)) =r (A.4)

Como a colisdo com o circulo interno sé acontece se 5 € [—m/2;7/2] e para isso

rsen(f) < r, entao definimos a condigao de tangencia quando:

|sen(ag) + dsen(ag — bp)| < r (A.5)
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Analisando a inequacao 3.1 temos os movimentos:

e Tipo A = A condicao nao é satisfeita, entao entre dois impactos com a fronteira
externa a particula nao colide com o circulo interno. Logo o mapa M, é definido

por:

Opt1 = Qp

e Tipo B = A condicao é satisfeita, logo a particula colide com o circulo interno,

sofre uma reflexao elastica e atinge o circulo externo novamente, definindo o mapa

MBZ
any1 = arcsen[rsen(B,) — dsen(f,)]
O =—api1+26,+0, —a, (A.7)
onde
O, = Zﬁn + 0, —
Bn = arcsen |—(senay, — dsen(f, — ) (A.8)
r

O mapeamento apresentado acima pode ser obtido pela andlise da conservacao do

momento angular e por consideragoes puramente geométricas.

A.2 Mapa para o bilhar anular pulsante

O caso que descreveremos aqui e que foi usado para as simulacoes neste trabalho
denomina-se: modelo simplificado. Nesse modelo as fronteiras sao mantidas fixas, porém,
sao capazes de transferir momentum e energia a particula como se estivessem pulsando.
Essa é uma estratégia usada frequentemente pois o esfor¢co computacional diminui consi-

deravelmente comparado com o modelo completo.
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Como dito anteriormente na secao 3.2 escolhemos as fronteiras oscilando periodica-

mente segundo a regra:

R(t) = 1+ egcos(t + ¢)
r(t) = ro + e.cos(t + ) (A.9)

onde (eg,€,) sdo as amplitudes de oscilacao e (¢,¢p) sao as fases do circulo externo e interno
respectivamente.

Logo, as velocidade das fronteiras sao dadas por:

Vr(t) = %}Et) = —epsen(t + ¢) (A.10)
V.(t) = d:l—(tt) = —¢.sen(t + ) (A.11)

Sendo assim, teremos uma particula com condigoes iniciais dadas por (g, ag, vo, ©o)-

A posicao inicial da particula é dada por:

Ty = cosbty

Yo = senby (A.12)

Com velocidades em coordenadas polares:

Vop = —VpCOSQ

Vor = UpSenay (A.13)

onde os indices, n e 7 foram usados para representar as componentes radias e tangénciais,

respectivamente. Em cooredenadas cartesianas temos,

Vogy = —Vo,costy — vorsenby

Voy = Vonsenty + vorcostl (A.14)

Analogamente ao modelo estatico podemos distinguir entre dois tipos de movimento

avaliando a condi¢ao de tangéncia (veja apéndice Al).
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e TIPO A
A condicao de tangéncia 77 nao é satisfeita entao a particula nao colide com o

circulo espalhador. Assim a proxima colisao no circulo externo sera dada no ponto:

r1 = costy

Y1 = senb (A.15)

onde #, é dado por: 6, = 0y + ™ — 2.

Temos que calcular o tempo de voo entre as duas colisoes:

Na colisao com a fronteira externa somente a componente radial da velocidade da

particula é alterada segundo:

V1 = — | —vo, + 2V&(t,)] (A.16)

U1+ = Vor

Entao podemos corrigir as novas fases das fronteiras e o novo angulo de reflexao:

¢1 = o+ ty
p1 = o + Ly
a; = arcmn(—f]ﬁ) (A.17)

e TIPOB

Se a condicao de tangéncia (?7) é satisfeita, entdo a particula colide com o circulo

espalhador nas coordenadas:

x, = rcos(0, — 9)

Y = rsenty (A.18)
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onde 6, = B+ 0y + g

O tempo de voo é obtido igualmente a expressao A.16 e assim a particula passa a

ter a velocidade dada por:

Vi = [—voy + 2V, (Ly)] (A.19)

U1r = Vor

A particula agora dirigi-se para o circulo externo. Podemos calcular o tempo de
vOo ao encontrar a intersecao da trajetoria da particula com o circulo de raio 1. Ou

seja:

Ry(t) = /(2 + va)? + (g + 0t)? = 1 (A.20)

com

Uy = V1,c080, + V1-5en)

vy = —vi,senty, + vicosb, (A.21)

Logo, a equagao A.20 implica em uma equagao do segundo grau cuja solugao positiva

ty corresponde ao tempo de voo procurado. As novas coordenadas sao:

T1 = Xy + Ugly

Y1 = Yr + 0yt (A.22)
entao,
Y1
0, = arctan(=—) (A.23)
T

As componentes polares da velocidade imediatamente antes da colisao sao:

Vop = Ugcosth + vysent,

Vor = —Ugsent; + vycosth (A.24)

Ao colidir com a fronteira externa a particula altera sua velocidade segundo:
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Uln = — |_U077 -+ QVR(tv + tf)| <A25)

V1 = Vor

Corrigindo as fases finalmente temos:

O1= Qo +1t, + 15

01 = o +ty, + ty (A.26)

Desta forma mapeamos a dinamica do BAP.
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