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"Caos é 0 nome de qualquer ordem que
produz confusdo em nossas mentes."

(George Santayana)

"O Mundo néo esta ameacado pelas pessoas mas, e sim
por aquelas que permitem que a maldade seja feita."

(Albert Einstein)
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Resumo

A quantidade de estudos de bifurcagdes de dimensdo-2 em sistemas cadticos de tempo
continuo, ao variarmos dois parametros de controle do sistema, vem crescendo continuamente
nos ultimos anos. As estruturas complexas periodicas imersas em regides de regimes calticos
foram primeiramente observadas em mapas de tempo discreto. Recentemente, alguns trabalhos
relataram a existéncia dessas estruturas periédicas, em sistemas descritos por modelos de tempo
continuo, através de simulacBes e experimentalmente. Porém, os espagos de parametros
experimentais apresentados eram de resolucdo baixa. O objetivo desse trabalho é apresentar
espacos de parametros experimentais de grande resolucdo. Os resultados nessa dissertacdo sdo
inéditos em um sistema cadtico experimental, no caso, um circuito de Chua.

O circuito de Chua que utilizamos foi for¢ado através da adigdo de uma fonte de tensdo
continua DC em série com o Diodo Chua. A tensdo aplicada pela fonte de tensdo, Vpc , atua
como um novo parametro de controle do circuito, pois ao variarmos Vpc mudamos os pontos de
operacdo do circuito, que sdo definidos pela intersecdo da curva I(V) do diodo Chua com a
"linha de carga". Variando-se a tensdo Vpc temos um deslocamento vertical na linha de carga,
em relagdo a curva I(V) do diodo, e variando a resisténcia R, do circuito de Chua, mudamos a
inclinagdo (-1/R) da linha de carga. Ou seja, teremos pontos de intersecdo diferentes,
conseqlientemente uma dindmica diferente para o circuito de Chua, para os diferentes valores
dos parametros de controle (Vpc,R) utilizados.

Nesse trabalho sdo apresentados dois espacos de parametros experimentais de resolucéo
(3001)x(120), um para a periodicidade das séries temporais, € outro para 0 maior expoente de
Lyapunov dessas. Os espacos de parametros mostram em abundancia, estruturas complexas
periodicas, similares as encontradas anteriormente em mapas discretos. Essas estruturas
periodicas se auto-organizam em uma cascata de bifurcagdo com adi¢do de periodo por:
(periodo-2)-(caos)-(periodo-3)-(caos)-(periodo-4)-(caos)... e assim por diante, até se
acumularem na regido caotica proxima a tensdo Vpc = 0,0000 V. Investiga¢Ges por simulagéo,
do modelo dindmico do Circuito de Chua com a fonte DC, também foram realizadas para
corroborar com os resultados experimentais apresentados nos espacos de parametros e nos
diagramas de bifurcacéo.

Esse circuito serve como uma plataforma para o estudo das redes periddicas formadas
pelas estruturas auto-similares, que sdo delimitadas por regifes cadticas. Levando em
consideracdo comunicacdo baseada em caos, saber exatamente onde as regies complexas
periodicas estdo imersas, na regido cadtica, € uma importante questdo. Ja que dominios extensos
de regides caoticas sdo importantes para aplicacdes em comunicacao segura.



Abstract

The interest in codimension-two bifurcations in flows, when we vary
simultaneously two of the system’s parameters, have grown substantially in last years.
This is due to the observation of complex periodic structures, immersed in chaotic
regions, until recently just observed in discrete time maps. More recently, some works
reported the existence of those periodic structures inside the chaotic phases in some
systems described by continuous-time models. Regarding experimental data, few works
reported those structures in two-dimensional parameter spaces with low-resolution.
Therefore, the aim of this work is to report two high-resolution experimental parameter
space for a chaotic circuit, in this case, a Chua’s Circuit.

The Chua’s Circuit is forced by a voltage source d.c., in series with the Chua’s
Diode. Such resolution in the parameter spaces was propitiated by the use of a 0.5 mV
step d.c. voltage source as the new control parameter. The voltage Vpc change the
equilibrium points, defined by the intersection of the "line charge" and the Chua’s I1(V)
curve. The voltage d.c. shifts the "line charge™ vertically in the coordinated axe of this
I(V) curve and the resistance R, present in the Chua’s Circuit, change the slope (-1/R) of
the "line change". So we have different intersections points for different control
parameters (Vpc,R).

The two high-resolution codimension-two parameter-spaces presented in this
work, one for the periodicity and one for the largest Lyapunov Exponent, show
abundance of complex periodic structures. Those complex periodic structures organize
themselves in a period-adding bifurcation cascade, as (period-2)-(chaos)-(period-3)-
-(chaos)-(period-4)- and so on .. , that accumulates in the chaotic region, for
Vpc = 0.0000 V. Numerical investigations on the dynamical model of this forced circuit
were also carried out to corroborate several new features observed in those experimental
high-resolution parameter-space.

This forced circuit consists in a platform for the study of this intricate periodic
networks formed by periodic self-similar structures surrounded by chaotic phases.
Regarding chaos based communication systems, the knowledge of what exactly is
embedded in the regions of chaos, in dynamical systems, is an important question since
clean and extended domains of chaos are important for applications in secure
communications.



Capitulo 1) Introducao

1.1) Motivag¢do

Nesse trabalho estaremos desenvolvendo um estudo sobre as oscilagdes
periddicas e cadticas das séries temporais do circuito eletrdnico oscilatorio, conhecido
como Circuito de Chua. O circuito de Chua original, proposto em 1984 @, é composto
por dois resistores, R e r., dois capacitores C; e C,, um indutor L e um elemento néo-
linear, o Diodo Chua. Mas para desenvolvermos um circuito de Chua estavel é preciso
utilizar, no lugar do indutor fisico L, um circuito que o simulara, como proposto por
Torres e Aguire ®. Essa implementacéo, com o indutor eletrdnico, torna o circuito de
Chua robusto e mais estavel, jA que para pequenas modificacbes nos parametros de
controle do sistema, a resisténcias R e r_ (adicionada em série com o indutor), pode-se
obter uma grande variedade de resultados.

O circuito utilizado nesse trabalho, e proposto por nds, é o circuito de Chua
com o indutor eletrénico ® forcado por uma fonte de tensdo continua DC, aplicada em
série com o diodo Chua. A tensdo aplicada no diodo Chua, Vpc, atuara como um novo
parametro de controle do sistema, afetando a dindmica das equagdes diferenciais que o
regem. E como utilizamos uma fonte de tensdo com precisdo na escala de milivolts
(mV), teremos entdo um pardmetro de controle muito preciso, tornando possivel a
obtencdo de diversas séries temporais, uma para cada parametro de controle (R,r.,Vpc).
Nesse trabalho manteremos o pardmetro de controle r._ fixo e iremos variar a resisténcia
R através de trimpots multi-volta e a tensdo Vpc automaticamente, atraves da
automacao da fonte de tenséo continua Keithley-230.

Os parametros de controle, R e V¢, afetam as equagdes diferenciais do circuito
de Chua, pois ao variarmos (R,Vpc) mudaremos os pontos de operacdo do circuito de
Chua. Os pontos de operacdo séo definidos pelo cruzamento da reta "linha de carga”
com a curva I(V) do diodo Chua. Ao variarmos a resisténcia R iremos variar a
inclinacdo da linha de carga em relacdo a curva I(V), e ao variarmos a tensdo Vpc
iremos deslocar a linha de carga paralelamente a curva de Vpc nulo (e R fixo). Dessa
forma, para cada condicdo inicial, (R,Vpc), teremos intersecOes diferentes e,
conseqlientemente, uma dinamica diferente para as séries temporais do nosso circuito.
As séries temporais do circuito de Chua, X, y e z, sdo obtidas através das medidas de
tensdo sobre os capacitores, C; e C, e da medida da corrente que passa pelo circuito
equivalente do indutor eletronico, respectivamente.

Esse é o primeiro trabalho que se propde a obter experimentalmente:

Diagramas de Bifurcacdo, R fixo e Vpc variavel;

Bifurcagdes por Adicdo de Periodo;

Janelas Complexas Periddicas;

Espacos de Parametros Vpc por R para a Periodicidade;

Espacos de Parametros Vpc por R para o Maior Expoente de Lyapunov.

asrONE



Essa dissertacdo esta divida em cinco capitulos:

Capitulo 1: Que agora estamos desenvolvendo, contém a motivacdo do trabalho e uma
pequena introducdo sobre a Teoria do Caos. Na introducdo a Teoria do Caos, se¢do 1.2,
discutiremos sobre a hipersensibilidade as condicdes iniciais (“efeito borboleta™) das
séries temporais cadticas, as condi¢des para obtermos séries temporais cadticas em um
sistema n&o-linear, definiremos como € obtida a secdo de Poincaré de uma série
temporal e para finalizar apresentaremos dois exemplos emblematicos de sistemas
cadticos: mapa Logistico e modelo de Lorenz.

Capitulo 2: Esse capitulo contém um pouco da teoria béasica de circuitos eletrdnicos
osciladores. Nesse também apresentaremos a historia do circuito de Chua. Em seguida,
analisaremos as equacdes diferenciais que regem a sua dindmica ndo-linear e
comentaremos sobre as modificacfes propostas por nés e sobre o seu funcionamento.

Capitulo 3: Discutiremos a implementacdo experimental do circuito de Chua forcado
pela fonte DC e sobre a montagem experimental para a determinacdo da curva I(V) do
diodo Chua. Apresentaremos 0s métodos para aquisicdo das séries temporais
experimentais Xyz e as técnicas de andlises utilizadas nesse trabalho, "deteccdo da
periodicidade” e "espectro dos expoentes de Lyapunov".

Capitulo 4: Apresentaremos o0s resultados experimentais obtidos a partir da analise das
séries temporais do circuito de Chua com a fonte, que sdo: os atratores cadticos e
periddicos de periodicidades elevadas, os diagramas de bifurcacdo, as rotas de
bifurcacdo por adicdo de periodo, as janelas periddicas complexas, 0s espacos de
parametros da periodicidade e do maior expoente de Lyapunov, e as estruturas auto-
similares contidas nesses dois ultimos.

Capitulo 5: Nesse capitulo faremos as discussbes finais e as conclusdes, e
apresentaremos as perspectivas para os préximos trabalhos.

Apresentamos no inicio da dissertacdo, os agradecimentos, a lista de figuras e de
tabelas, o resumo e o abstract do trabalho.

As referéncias bibliograficas citadas nos textos estdo divididas por capitulo e
serdo apresentadas na ultima pagina de cada capitulo, respectivamente.

No final dessa dissertagdo apresentamos o apéndice, dicionario de termos
técnicos e abreviaturas que servird como uma breve explicacdo, de alguns dos termos
comumente utilizados nos trabalhos de Teoria do Caos. Esse dicionario contém
informacgdes relevantes para o entendimento de alguns conceitos, das discussdes e dos
resultados que serdo apresentados nessa dissertacdo. Podendo ser consultado sempre
gue necessario.



1.2) Introducdo a Teoria do Caos

Na ciéncia, Caos € um termo usado para descrever o comportamento complexo
de um sistema. O comportamento caético quando observado ao acaso, parece erratico
ou até mesmo aleatorio, e parecendo possuir muitos graus de liberdade. Porém caos
pode estar presente até em sistemas muito simples, porém com pelo menos 3 graus de
liberdade, como sera discutido a seguir. Ou seja, mesmo que 0 Seu comportamento
pareca complexo é possivel que esse sistema esteja em um comportamento caotico
simples e muito bem definido ®. Mesmo para sistemas cadticos que parecem ser
completamente diferentes, alguns comportamentos parecem universais, como 0S
comportamentos obtidos ao variarmos um dos parametros de controle. Podem ocorrer
mudangas bruscas de comportamento mesmo para pequenas variacdes de parametros,
como por exemplo, bifurcacGes e até a emergéncia de um comportamento caético vindo
de uma série temporal periddica.

Os primeiros trabalhos sobre caos iniciaram-se na década de 1880 com o
matematico e fisico tedrico francés, Henri Poincaré, nos seus estudos sobre a dinamica
das érbitas no problema de trés corpos. Poincaré descobriu que algumas Orbitas ndo
eram periodicas (ciclos limites), nem se aproximavam de um ponto fixo e nem
aumentavam indefinidamente. Ou seja, elas preenchiam um espago de estados
completamente, porém numa regido limitada e sem exploséo para tempos longos.

Com essa descoberta Poincaré abriu uma nova abordagem no estudo de orbitas
celestes. Poincaré ndo resolveu o problema de trés corpos, esse foi resolvido em 1912
por Karl F. Sundman ao mostrar a convergéncia das séries infinitas de solucdo desse
problema. Porém, as descobertas de Poincaré abriram portas para um novo ramo da
ciéncia, a Teoria do Caos, tdo estudada nos ultimos 100 anos, principalmente por fisicos
e matematicos.

Além disso, Poincaré foi um dos primeiros a considerar a possibilidade de caos
em sistemas deterministicos ao estudar o problema da imprevisibilidade em longo
prazo. Seus estudos sobre topologia, geometria algébrica, teoria de funcdes abelianas,
estudo de funcBes analiticas de muitas varidveis, entre outros, o tornaram um dos
cientistas de grande destaque no século passado.

Podemos destacar os trabalhos de alguns individuos que consideramos 0s
precursores da area Teoria do Caos:

e O matematico francés, Jacques Hadamard, alguns estudos desenvolvidos no
final da década de 1890 foram sobre 0 movimento ca6tico de particulas livres
deslizando sem atrito sobre uma superficie de curvatura constante e negativa, 0s
"bilhares de Hadamard". Ele mostrou que as trajetorias eram instaveis e que elas
divergiam entre si, exponencialmente.



e O matematico russo, Aleksandr Mikhailovich Lyapunov cujos estudos foram
desenvolvidos no contexto de sistemas dinamicos ndo lineares. Muito dos
conceitos desenvolvidos por ele sdo utilizados até hoje, como por exemplo, 0s
Expoentes de Lyapunov que estdo definidos na secao 3.4.

e O metereologista e matematico americano, Edward Norton Lorenz, que
interessado em estudar e prever o clima acabou encontrando certos
comportamentos que se tornaram simbolos de sistemas cadticos, os conhecidos
atratores de Lorenz ® ou atratores estranhos que serdo discutidos mais
detalhadamente a seguir.

Uma condigdo para dizermos que um sistema tem comportamento cadtico é que
esse apresente uma alta sensibilidade as condicdes iniciais, por exemplo, dado dois
sistemas idénticos com condigdes iniciais infinitesimalmente préximas, representados
pelas equacgdes 1.1 e 1.2, temos:

X(to) = %o (eq.1.1)
Deixando-os evoluir a partir da distancia inicial:
Do (%(t0), % (0)) = (% — %o) (eq.1.3)

Onde D, é a distancia inicial entre eles no tempo ¢,. A evolucdo é dada pelas equagdes
ndo-lineares que regem o0 sistema e com o0 passar do tempo a diferenca entre as
trajetorias dos dois sistemas, no tempo t € dada por:

D (2(0),% (1) = @ () - (1) (€q.1.4)

Essas trajetorias divergem exponencialmente segundo uma equacao do tipo:
D (%(5),% (1))=Do (%(t) ¥ (t)) .€*, (1>0)  (eq.L5)

Esse comportamento e essa equacao se prestam a definir, A, que é o chamado expoente
de Lyapunov. Esse expoente caracteriza a divergéncia das trajetorias proximas.

Figura 1.1: O expoente de Lyapunov representa a taxa média de divergéncia A >0 (ou de
convergéncia, A < 0) das trajetérias. Considere os dois pontos proximos, X, e (X, + dx) e deixando-os
evoluir no tempo,observando x(t) e x'(t), podemos perceber que os pontos podem divergir (meio) ou
convergir (final) no fluxo.



A alta sensibilidade as condices iniciais tém sido poeticamente retratada através
da expressdo efeito borboleta. A idéia do efeito borboleta foi introduzida por Edward
Lorenz em seus trabalhos da década de 1960. Outros trabalhos utilizaram-se desse
mesmo conceito dizendo que se a teoria nao linear de Lorenz sobre a convecc¢do da
atmosfera fosse verdadeira, o simples bater das asas de uma borboleta no Brasil poderia
afetar um tornado no Texas ©.

O efeito borboleta refere-se a idéia de que o bater das asas da borboleta poderia
criar pequenas modificacbes na atmosfera local, que no futuro poderiam alterar o
caminho de um tornado, ou acelerando-o, ou freiando-o ou até mesmo desviando-o de
seu curso original.

O bater das asas representa a variacao infinitesimal das condicdes iniciais, como
nas equagdes 1.1 e 1.2, que afetam a resposta do sistema para tempos longos, por causa
da alta sensibilidade. E importante ressaltar que o "bater das asas" ndo causa o tornado
no Texas em si, no sentido de fornecer energia para a sua criacdo, esse "bater de asas" é
apenas a modificacdo da condicdo inicial nas equacBes ndo lineares que regem a criagdo
desse tornado.

Comentamos sobre a possibilidade de caos em sistemas dinamicos, sobre as
caracteristicas importantes apresentadas, porém ndo definimos para quais sistemas
podemos observar comportamentos caoticos.

As condicdes necessarias para que um sistema regido por equacdes diferenciais
deterministicas apresente um comportamento ca6tico sao:

e Condicdo 1: Alta sensibilidade as condi¢bes iniciais, divergéncia
exponencial de trajetdrias, em uma certa direcdo do espaco.

e Condicao 2: O atrator que representa o estado deve ser limitado no espaco
de estados e ndo pode haver cruzamento de trajetérias (que caracteriza um
atrator ciclico);

e Condicdo 3: A dimensdo do sistema dinamico deve ser no minimo trés;

Em sistemas de dimensdo 1 ndo é possivel o aparecimento de caos, pois a
condicdo 2 entraria em contradi¢cdo com a 1. Nessa dimensdo ndo é possivel termos uma
divergéncia exponencial de trajetérias em uma Unica dire¢do (condicdo 1) e a0 mesmo
tempo termos o atrator limitado no espaco (condigéo 2).

No caso de sistemas de dimensédo 2, as condi¢cdes 1 e 2 também ndo podem ao
mesmo tempo serem satisfeitas, a divergéncia exponencial de trajetorias acarretaria em
cruzamento de Orbitas.

O Teorema de Poincaré-Bendixson, na pagina 104 referéncia (3), afirma que
apenas em duas dimensfes podemos separar 0 espaco 2D em duas regides, Rgentro ©
Rrora, POr uma curva fechada, de tal forma que uma trajetéria de ciclo-limite comecando
na regido Rgentro NUNCa podera ir para a regido Rgya, assim como uma trajetoria
comecando em  Rgyra hunca podera ir para Rgenro. LOQO existem apenas duas
possibilidades de trajetdrias para um sistema de dimensao 2 que sao:

e A trajetoria se aproxima para um ponto fixo, parat — oo ;
e A trajetoria se aproxima para um ciclo periédico, parat — oo .



O Teorema de Poincaré-Bendixson é um excelente exemplo de como
argumentos topologicos sdo importantes no estudo de sistemas dinamicos. E, dos
resultados do teorema, podemos obter a condicdo 3, de que apenas podem ocorrer
trajetdrias cadticas para sistemas descritos por equacdes diferenciais, de no minimo trés
dimensdes, como € o caso do circuito de Chua.

Para um espaco de estados de trés dimensbes descrito por trés equacOes
diferenciais de primeira ordem, teremos trés expoentes de Lyapunov associados a uma
das séries temporais desse sistema. Para obter-se resultados caoticos deve-se ter um dos
expoentes de Lyapunov positivo e maior do que zero (associado a divergéncia das
trajetorias em uma certa dire¢do), um expoente nulo (associado a dire¢do do fluxo do
sistema) e um negativo (associado a contracdo das trajetdrias proximas em outra
direcdo). A condicdo 2, estd relacionada com o fato de a soma dos expoentes de
Lyapunov ser negativa, pois se o sistema divergisse em todas as direcdes ou mais em
uma do que nas outras duas juntas, ndo teriamos o espaco de fase limitado no espaco.

N&do devemos confundir séries temporais cadticas com séries temporais
aleatdrias, como por exemplo, ruido branco. As duas séries apresentam caracteristicas
muito diferentes quanto ao seu espectro de frequéncias da transformada de Fourier
(FFT). Em séries temporais cadticas temos que o seu espectro FFT apresenta uma
quantidade muito grande de picos de oscilacbes, porém esse espectro ndo é distribuido
em todas as faixas de frequéncias da mesma forma. Os picos de oscilacdo sdo
distribuidos em torno de um ou mais picos de oscilacGes centrais (0s que apresentam as
maiores amplitudes de sinal). Em séries temporais de um ruido branco temos também
uma quantidade muito grande de picos de oscilacdo, porém a distribuicdo desses picos
ndo € ponderada por picos centrais, ela € distribuida de forma homogénea para todas as
faixas de frequéncias.

Comportamento ca6tico pode aparecer em uma infinidade de sistemas, como
por exemplo: sistemas climaticos ), movimento de particulas ©, reacées quimicas ),

circuitos elétricos, osciladores bioldgicos ®, na economia ®, nuvem interestelares % ...

Os modelos de sistemas dindmicos podem ser apresentados basicamente em
duas formas: ou em um sistema de equacdes diferenciais ou em fungdes de tempo
discreto. Antes de apresentarmos alguns exemplos de sistemas dindmicos cadticos é
importante apresentarmos o conceito da Secdo de Poincaré, que faz diretamente a
relacdo entre esses dois tipos de modelos.

1.3) Secdo de Poincaré

Por definicdo, mapas sdo regras de evolugdo de sistemas dindmicos na forma
discreta (exemplo: mapa logistico, mapas quadraticos etc..). Um mapa pode ser descrito
em termos de uma funcdo de iteracdo F(x,), sendo x, o valor da variavel no tempo
discreto n, por:

Xn+1)= F(Xn) (eq16)



Para um sistema dinamico descrito por equacdes diferenciais e de dimensdo m,
podemos reduzir a sua andlise ao estudo de mapas de tempo discreto, ou os chamados
mapas de primeiro retorno, através da se¢do de Poincaré. A conseqliéncia pratica disso é
que estaremos reduzindo o estudo do sistema no fluxo (tempo continuo) de dimensao m,
para o estudo do sistema no tempo discreto.

Na secdo de Poincaré utilizaremos um hiper-plano de dimensdo (m-1) para
seccionar o atrator no espaco de estados, gerado a partir da série temporal do sistema. A
Orbita do atrator ird cruzar esse hiper-plano orientado numa certa diregdo, marcando
pontos sobre esse plano, como apresentado na figura 1.2 . Os pontos marcados sobre o
hiper-plano constituirdo uma nova série temporal que se presta a representar o sistema.
Para cada orientacdo do hiper-plano teremos uma série temporal (X,sincare) distinta.}

Figura 1.2: Trajetdria no espaco de estados de dimensdo m, ira cruzar o hiperplano de dimenséo (m-1)
marcando pontos (A,B) sobre esse plano. Os pontos de intersecédo (A,B) definem a se¢édo de Poincaré da
série temporal que representa essa trajetoria

Para obtermos o maximo de informagdo da série temporal X,,incqre devemos
encontrar a direcdo do hiper-plano que maximize a quantidade de pontos do cruzamento
desses com a Grbita do atrator e que minimize o tempo entre dois pontos sucessivos na
secdo de Poincaré. Os pontos marcados sobre o hiper-plano serdo entdo salvos em uma
nova série temporal que ira representar o sistema Além disso, é importante escolhermos
direcdes do hiper-plano que ndo sejam paralelas as direcdes da trajetdria do sistema.
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Figura 1.3: Secdo de Poincaré de uma série temporal de tempo continuo. Os pontos de maximo ou de
minimo da série temporal original sdo selecionados e depois salvos em uma nova série (%4 JOU (X )
dependendo da escolha. A nova série temporal representa a secdo de Poincaré feita sobre a série
original.



Um método simples e que satisfaz as condigdes de maximo de informacéo é
selecionarmos os pontos de maximo ou de minimo da série temporal e 0s gravarmos
entdo em uma nova série. As novas séries temporais X,,s, 0U X, S0 definidas a partir
dessa escolha. Na figura 1.3 apresentamos a se¢do de Poincaré de uma série periddica,
porém, esse método também pode ser aplicado para séries temporais cadticas.

1.4) Exemplos de Sistemas Cadticos

Nessa secdo iremos apresentar resumidamente dois exemplos emblematicos de
sistemas caoticos: 0 mapa Logistico, representando os sistemas de tempo discreto, e 0
modelo de Lorenz, representando os sistemas de tempo continuo.

1.4.1) Mapa Logistico

O mapa logistico € uma equacdo de segundo grau que apresenta comportamento
caltico, mesmo para uma equacgdo ndo-linear tdo simples como eq.1.7

Xny1 = Axp. (1 — xp) (eq.1.7)

Esse mapa é parte de um modelo discreto de crescimento demogréfico, onde x, é
um ndmero entre 0 e 1 e representa a populacdo em um ano n, X, é a populagdo no ano
zero, A € um ndmero positivo e representa a taxa combinada de reproducdo e
mortalidade. O comportamento cadtico advém da competicdo entre reproducdo e
mortalidade, j& que a reproducdo aumenta a uma taxa proporcional a populacao atual,
para pequenos Vvalores de populacdo, e a taxa de mortalidade aumenta conforme a
populacdo aumenta.

A seguir, mostraremos na tabela 1.1 duas rotas distintas para 0 mapa logistico
(equacdo 1.7). As duas rotas apresentam comportamento caotico, para as condicdes
iniciais: A; = 3,7 e Xo = 0,1000, A, = 3,7 e yo = 0,1001, para as séries X, € Y
respectivamente. Para os valores de X, e y, apresentados a seguir utilizaremos apenas 4
algarismos significativos, porém as contas foram realizadas na preciséo de 8 algarismos
significativos.

Tabela 1.1: Valores de x, e y, para as condic8es iniciais A=3,7 e x,=0,1000, e y,=0,1001.

A1=37 | X%=0,1000 | A,=3,7 | y,=0,1001

Iteracdo n Xn Iteracdo n Vn
0 0,1000 0 0,1001
1 0,3330 1 0,3333
2 0,8221 2 0,8225
3 0,5411 3 0,5403
4 0,9189 4 0,9192
5 0,2755 5 0,2747
6 0,7388 6 0,7374
7 0,7141 7 0,7165
8 0,7555 8 0,7517
9 0,6835 9 0,6907
10 0,8005 10 0,7906
11 0,5909 11 0,6126




O destaque em negrito e sublinhado representa as diferencas nos algarismos
significativos entre as duas trajetdrias de condi¢fes iniciais proximas. Mostrando que
mesmo para uma diferenca tdo pequena nas condicdes iniciais temos diferencas visiveis
nas trajetorias e aumentando com a interacéo n.

1.4.2) Modelo de Lorenz:

Edward Norton Lorenz do Massachusetts Institute of Technology (MIT), em
1963 estudava sobre metereologia e na tentativa da fazer previsdes sobre o clima criou
um modelo de equacdes diferenciais de primeira ordem, tridimensional e deterministico
que se propunha a explicar a conveccao de ar na atmosfera. Esse modelo é um modelo
simplificado de conveccdo baseado nas equacOGes de Navier-Stokes. Ele tem como
varidveis do sistema X(t), Y(t) e Z(t), e como parametros de controle, a, p e B. As
equac0es diferenciais de primeira ordem gque regem a convecg¢éo do ar séo:

W—g(Y-X); Y=-_XZ+pZ-Y,;, %“=XY-BZ (eq.1.8)

ac

Lorenz descobriu que para alguns valores dos parametros o, p e B as solugdes
das equacgOes diferenciais, eg.1.8, apresentavam um comportamento por ele chamado
“estranho”.

Mais tarde foi demonstrado que esse comportamento “estranho” era na verdade
comportamento caético. Na figura 1.4 mostramos um atrator “estranho” de Lorenz que
tém como parametros p = 28,0 = 10 e B = 8/3. Em 1983, Peter Grassberger e I.
Procaccia ™ estimaram a dimensao de Hausdorff ™, que determina a complexidade de
objetos fractais, para alguns atratores de Lorenz obtendo para um deles um valor de
DHausdorif = (2.06 = 0.01). Um atrator no espaco de estados (a,p,8) € determinado
estranho se tem estrutura fractal e dimensdo de Hausdorff entre 2 e 3. Dos resultados
apresentados temos que o modelo de Lorenz gera atratores “estranhos” caoticos.

Figura 1.4: Atrator de Lorenz obtido para os parametros p =28, 0 =10¢e 8 = 8/3.
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Capitulo 2) Circuitos Elétricos
Osciladores

2.1) Circuitos Osciladores - Circuito RLC

Um exemplo simples e ilustrativo de um circuito oscilatorio é o classico circuito
RLC em série, que se encontra em qualquer livro-texto de eletromagnetismo basico. O
circuito RLC e formado por uma fonte de tensdo continua DC, um resistor R, um
indutor L e um capacitor C. Como na figura 2.1:

——————

<
I

— Circuito RLC L

Cc

T

Figura 2.1: Circuito RLC em série. Circuito elétrico oscilatério composto por uma fonte de tenséo
continua V, um resistor R, um capacitor C e um indutor L.

Pelas leis de Kirchhoff, podemos obter a equacdo do sistema, eg.2.1, em termos
da conservacgéo de energia e diferenciando-a uma vez em relagéo ao tempo, obtemos a
equacéo diferencial de 22 ordem, equacao 2.2, que rege a dindmica desse circuito:

. di 1.
V—Rl+LE+Efldt (eq.2.1)
dzi di i
LE+RE+E_O (eq.2.2)

Da solucéo da equacdo diferencial eq.2.2 obtemos corrente i(t) que passa no
circuito em funcdo do tempo. O circuito RLC apresentara trés possiveis
comportamentos, dependendo da relacdo entre as constantes R, L e C: Super-
Amortecido, Amortecimento Critico e Sub-Amortecido oscilatorio.

O comportamento que estamos interessados € o de sub-amortecido oscilatério,
que é obtido quando o capacitor e o indutor ficam constantemente trocando energia de

um para o outro, em forma de campo E, no capacitor, e B, no indutor. Esse é descrito
pelas equagdes 2.3, 2.4.ae 2.4.b:

i(t) = e (c,et + c,e”BY) (€q.2.3)

Sendoa = R/2L e B = /(R/2L)2 — 1/LC (eq.2.4.a-b)

11



i
Super-Amortecido
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€ Sub-Amortecido
oscilatorio

Amortecimento Critico

(b) (c)

Figura 2.2: Padrdo ixt para as trés solucdes do circuito RLC (a) superamortecimento,
(b) amortecimento critico e (c) oscilagdo sub-amortecida.

Ou seja, para termos de fato um circuito oscilatorio é necessario entdo
escolhermos os componentes de tal forma que (R/2L)? < 1/(LC), sen&o teremos apenas a
corrente do circuito decrescendo com o tempo e néo oscilando, como nas figuras 2.2.a e
2.2.b.

Na auséncia de uma fonte de tensdo restauradora, um circuito RLC na condicéo
de sub-amortecido (comportamento 3, fig 2.2.c) oscila no tempo, porém ha um
decaimento devido ao termo €™ (com a > 0). Para termos entdo um circuito apenas
oscilatorio, sem decaimento, é necessario repor a energia perdida no amortecimento,
para resolver isso, colocamos um elemento de resisténcia negativa.

Na natureza ndo existem resistores com resisténcia R negativa, porém podemos
simular essa resisténcia negativa através de uma combinacao de resistores, capacitores e
amplificadores operacionais alimentados. A resisténcia negativa simulada tem como
principal caracteristica uma curva I(V) com condutividade diferencial negativa
(d(corrente)/d(tenséo) < 0), chamada curva do tipo (NDC).

Nesse trabalho estamos interessados no estudo de um circuito oscilatorio similar
ao circuito RLC, mas que apresente um elemento de condutividade diferencial negativa
(NDC), fornecendo oscilagfes sem decaimento. Um circuito que apresenta essas
caracteristicas é o Circuito de Chua. Ele tem como elemento NDC néo linear, o Diodo
Chua. O circuito de Chua é formado por esse elemento ndo linear mais dois capacitores,
um resistor e um indutor, e oscila para uma faixa de valores de resisténcia, capacitancia
e indutancia. Esse circuito sera apresentado a seguir na se¢éo 2.2.
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2.2) Circuito de Chua
2.2.1) Historia

O circuito de Chua recebeu esse nome por ter sido elaborado primeiramente por
Leon O. Chua em 1984 ®. Ele foi desenvolvido com o propésito de simular o
comportamento cadtico do sistema de Lorenz @ e, dependendo dos valores dos
parametros, outros tipos de comportamentos, cadticos ou até periodicos. Porém,
resultados comprovaram que alguns dos atratores cadticos encontrados no circuito de
Chua néo apresentam nenhuma relagdo com os atratores do sistema de Lorenz.

As primeiras experiéncias realizadas nesse circuito, numa versao simplificada,
foram feitas por Matsumoto ). Nesse trabalho ele comprovou a existéncia de caos nesse
circuito através de simulacdes computacionais, onde as equagfes diferenciais eram
resolvidas utilizando-se integracdo numérica pelo método de quarta ordem de Runge-
Kutta . Nesse trabalho, mostrou-se que o atrator cadtico encontrado nas simulagdes do
circuito de Chua era diferente dos que ja haviam sido encontrados por Lorenz e Rossler,
em outros sistemas. Uma das diferencas basicas era devido a simetria do atrator: no caso
do atrator de Chua a simetria é em relacdo a origem, enquanto no atrator de Lorenz a
simetria é em relacdo ao eixo z e no atrator de Rosller ndo hd nenhuma simetria bem
definida.

Seguindo as idéias de Chua, Matsumoto e seus colaboradores alteraram o
circuito de Rosenthal, que ja utilizava um resistor do tipo NDC como elemento néo-
linear ®. No inicio de 1985 foram obtidos os primeiros resultados experimentais do
circuito de Chua, sendo essa a primeira confirmacdo de caos experimental em circuitos
eletronicos ©.

Em agosto de 1985, Takashi Matsumoto, Leon O. Chua, e Motomasa Komuro
publicaram o artigo "The Double-Scroll" ) que foi reconhecido como um dos mais
importantes da época. Nesse trabalho foram feitas anélises geométricas detalhadas dos
atratores encontrados experimentalmente no circuito de Chua, confirmando a natureza
caotica desses através da analise dos expoentes de Lyapunov.

Também estudaram a dimensdo de Lyapunov ® associada a esses atratores,
mostrando que essa dimensdo é fractal, entre 2 e 3, e um pouco maior que dimensao
obtida para o atrator de Lorenz. A figura 2.3 reproduzida do artigo “Double-Scroll” ), é
uma foto tirada num osciloscopio e mostrava um dos primeiros atratores experimentais
do tipo Duplo-Rolo (Double-Scroll) publicados.
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Figura 2.3: Primeiro atrator cadtico em formato Duplo-Rolo obtido experimental para o circuito de
Chua, em 1985, apresentado por Takashi Matsumoto, Leon O. Chua, e Motomasa Komuro no artigo
“The Double Scroll” .

O circuito de Chua é um dos circuitos osciladores mais estudados na literatura,
sendo também um dos que apresentam melhores resultados devido a sua boa
reprodutibilidade e facilidade de implementacdo, utilizando-se componentes comerciais.
Além disso, o circuito de Chua € um dos poucos sistemas fisicos ndo lineares que
apresentam regimes caoticos por diferentes abordagens, tais como simulacdes
computacionais, experimentos e analises mateméticas .
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Figura 2.4: Diagrama esquematico do circuito de Chua. Composto por um Diodo Chua (destacado pela
linha pontilha), dois capacitores C; e C, um indutor L, os resistores R e r_.. Temos como variéveis do
sistema as tensGes X, y sobre os capacitores C; e C, respectivamente, e a corrente z que passa sobre 0
indutor L.

O circuito de Chua esta representado na figura 2.4 e pode ser dividido em duas
partes. Uma parte, lado direito da figura, é constituida por um indutor L, os resistores R
e r., e dois capacitores C; e C,, que formam um circuito oscilatério linear convencional,
parecido com o circuito RLC tratado na secédo 2.1.

A outra parte, o Diodo Chua, é um circuito constituido por seis resistores R;-Rg
associados a dois amplificadores operacionais A; e A, como apresentado na figura 2.5.
O diodo Chua apresenta o efeito de uma resisténcia negativa (curva I(V) do tipo NDC),
trabalhando assim como uma fonte restauradora de energia para o circuito constituido
porR,L,C;eC,.

14



Com o diodo Chua desconectado do circuito tém-se oscilagdes amortecidas do
tipo €™ (o > 0). Esse decaimento é devido a dissipacio de energia pela resisténcia R e
pelas resisténcias dos componentes do circuito.

Utilizando a lei das malhas de Kirchoff podemos obter as trés equagdes
diferenciais, 2.5.a-c, que regem a dindmica do circuito de Chua:

X =[—x)/(RCH] = ia(x)/C; (eq.2.5.a)
y =[x =y)/(RC)] +2/C; (eq.2.5.b)
z=(=y/L) -z (r/L) (eq.2.5.c)

Sendo X, y e z as variaveis dindmicas do sistema, tal que, x é a tensdo no
capacitor Cq, y a tensdo no capacitor C, e za corrente que flui no indutor L. O parametro
R € uma resisténcia varidvel adicionada entre os capacitores C; e C,. O pardmetro r_ € a
resisténcia do enrolamento do indutor. Podemos também adicionar uma nova
resisténcia, em série com o indutor. Assim temos que r_ passa a ser a soma das duas
resisténcias, a interna do indutor e a adicionada ao circuito. O circuito de Chua tém
como parametros de controle, as resisténcias R e ry.

As equac0es eq.2.5.a-c, indicam que o circuito tem trés graus de liberdade (X, y e
z), portanto seu atrator estard contido num espaco de estados de trés dimensbes. A
confirmagéo dessa dimensdo de imersédo dos atratores no valor de 3, pode ser encontrada
no trabalho de R.M. Rubinger % na pagina 9.

Figura 2.5: Circuito equivalente do Diodo Chua. O circuito do diodo Chua é constituido de dois
amplificadores operacionais A; e A, e de seis resisténcias, R, até Rg.

A seguir, discutiremos o funcionamento do circuito equivalente do diodo Chua,
mostrado na fig. 2.5, definindo as rela¢fes entre as resisténcias e as tensdes de entrada
do circuito, para que esse apresente curva I(V) do tipo NDC, que representaria a
corrente i;(x) daequacédo 2.5.a.
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2.2.2) Funcionamento do Diodo Chua

Podemos observar na figura 2.5 que o diodo Chua é composto por dois
amplificadores operacionais (OpAmp’s) A; e A, seis resisténcias R;-Rg. Para
analisarmos o funcionamento desse circuito, que representa o diodo Chua, e também
obtermos as equacgdes que nos permite calcular os parametros do circuito, utilizaremos
as leis basicas da eletricidade e um pouco sobre a teoria de amplificadores operacionais.

Nesse circuito os amplificadores operacionais operam tanto saturados como em
regido linear. Entdo iremos calcular as faixas de valores para as quais cada um deles
opera saturados ou ndo. Podemos dividir a analise em trés casos:

1. Aje A estdo naregido linear;
2. Apenas A; esta saturado, que é similar a apenas A, saturado;
3. Aj e A;estdo saturados.

A saturacdo dos OpAmp’s se da quando suas entradas inversoras ndo estdo
conectadas a pontos que podem assumir valores de tensdo suficientemente elevados ou
baixos, garantindo assim, um "terra virtual".

No caso do A;, sua entrada inversora (-) esta conectada a um ponto (4) que tem
sua tensdo maxima e minima determinada pela relacdo dos resistores R, e Rg,
equacéo 2.6:

R
-V 3

€C R34R,

<V, <V,—=

CC R:4R, (eq.2.6)

V. representa a tensdo positiva de alimentacdo dos operacionais, por isso

R
definimos: Vg1 = Vwﬁ (eq.2.7)
3 2

Assim o OpAmp A; opera linearmente desde que Vi, ponto de ligacdo ao
terminal (+), esteja também entre -V, e +Vg;. De maneira analoga no terminal (-) do
A; a tensdo fica limitada por:

Rg Rg

—Vee Rs+Rg < Vs <V Rs+Rg (eq.2.8)
Temos também que:
_ Re
Vo = Ve RotRe (eq.2.9)

Analogamente 0 OpAmp A, opera linearmente quando -V, < V1< Vp.

Daqui por diante assumiremos, para facilitar as analises, porém sem perda de
generalidade, que Vg1 seja menor que Vg;. Isso significa que a operacao do circuito da
figura 2.5, pode ser divida em trés regimes distintos:

e Regime I: |V;| < Vg1 < Vp,: Ar e A, estdo na regido linear;

e Regime Il: Vg, < |V;| < Vp,: Apenas A; esta saturado;
e Regime lll: Vg < Vg, < |Vy|: Ar e A, estéo saturados.
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Regime I: A; e A, estdo na regido linear

Nesse regime os dois OpAmp’s estdo na regido linear, sendo assim, existe o terra
virtual, temos entdo V1=V,=Vs . Nesse regime as correntes seguem a seguintes relacoes:

Devido a alta impedancia de entrada dos OpAmp’s, podemos desprezar as
correntes em suas entradas fazendo com que:

Vo=R3i, € Vs=Rgis (eq.2.11.a) e (eq.2.11.b)
Utilizando as equacfes 2.10.a-b e 2.11.a-b temos que:
Riiy = —2V; € Ryiz=—2V, (eq.2.12.3) e (eq.2.12.b)
3 6

E finalmente pela lei de Kirchhoff das correntes no né 1 teremos que:
i, =iy + i3 = —Vl( 2y ) (€9.2.13)

RiR3  R4Rg

Portanto para valores de V; entre -Vg; e + Vpy, a corrente pelo diodo Chua varia
linearmente com a tensdo em seus terminais com inclinagdo m, é dada por:

m, = —( Re | [ ) (eq.2.14)

R1R3 R4R6

Regime Il: A; esta saturado e A, esta na regido linear

No regime Il, onde Vg, < |V;| < Vg,, A1 permanece saturado e, portanto, sua
saida fica no potencial + V. ou - V¢, respectivamente, quando a tensdo na entrada do
circuito V; € positiva ou negativa.

Sendo assim, quando a tensdo na entrada do diodo Chua é positiva, a tensdo
V5=V, € assim, temos:

i, = Ate (eq.2.15)
2 q

Ry

Embora A; esteja saturado na regido |V;| < Vg,, 0 A, estd em regime linear
fazendo com que a corrente i; possua 0 mesmo comportamento do regime |. Entdo a
corrente i; no regime 11 sera obtida da soma das correntes i, e i3, assim temos:

iy =iy +is= Vl;l’“ —V, Rf;é (eq.2.16)

Colocando-se V; em evidéncia, obtemos a corrente que flui no diodo, em funcéo
da tensdo entre seus terminais por:

. 1 R Vee
i =V (R—l— R;;G) — &, bara Vg, < Vi < Vg, (eq.2.17)
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A equacdo 2.17 representa a funcdo que passaria pelo ponto (0,-V./Ri) se o
valor zero estivesse no dominio da funcdo, com inclinacdo m, dada por:

my = (- ==) (€q.2.18)

Ry R4Rg

Dependendo dos valores dos resistores Rj, Rs, Rs @ Rg podemos ter a constante
m, positiva ou negativa. Como queremos que o diodo Chua apresente uma curva I(V)
do tipo NDC teremos uma relagdo entre os resistores tal que a inclinagdo m, seja
negativa. Os valores dos resistores utilizados no nosso circuito e que representam o
diodo Chua experimental, que utilizaremos, estardo listados na tabela 3.1, se¢éo 3.1.

Repetindo a analise anteriormente realizada, porém supondo agora que a tenséo
V1 seja menor que zero, temos que a tensdo no ponto 2 igual a -V, assim obtivemos
uma equacao analoga a equacéo 2.17:
. 1 Rs Vee
W=V (— - —) +— para -Vg, <V; < —=Vp; (eq.2.19)
Que corresponde a uma funcdo com a mesma derivada, m,, porém que agora
cruzaria o eixo das abcissas no ponto (0,V/R1).

Regime I11: A e A, estdo saturados

No regime Il temos que os dois OpAmp’s estdo saturados. Quando A; esta
saturado, a corrente i, se comporta de acordo com a equagdo 2.15. Analisando agora
para o A, quando esta saturado, temos que a corrente i; obedece a relagéo:

_ Vl_Vcc
l3 = _R4

(eq.2.20)

Sendo assim, a corrente que passa pelo diodo i, serd dada pela expressao:

. . . 1 1
1=l +is = (h = Ve (5 + 1) (eq.2.21)
1 1
my = (R—1 + R—) (€9.2.22)

Na equacdo 2.21 podemos notar que a derivada da corrente i; com relacdo a
tensdo V;, que define a inclinacdo m,, € positiva e independente dos valores dos
resistores. 1sso ocorre porque, para as tensdes V; iguais a V¢ ou -V, a corrente que
passa no diodo Chua se anula.

O regime Ill, de inclinagdo positiva m,, ndo aparecia nas formulagfes dos
primeiros diodos de Chua, pois eram considerados OpAmp’s perfeitos, mas como
estamos trabalhando com um circuito experimental composto por OpAmp’s ndo ideais,
teremos a saturacdo desses a partir de uma tensdo |V | > |Vg,|. D

Resumindo temos que as trés regides I, Il e 111, representam as cinco curvas
lineares por partes, da I(\V) do diodo Chua, apresentadas na figura 2.6. Sendo que a
regido | representa a curva de inclinagdo negativa my, a regido Il representa as duas
curvas de inclinagéo negativa m, e a regido Il1 representa as curvas de inclinagéo
positiva m,.
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iy(x)

Inclinagao -I'R

————————— To

| Inclinacao
1 my

Inclinacao my

1
Inclinacao m,
1

) i/ x(¥)

Inclinacdo |
_________ mg |

Linha de Carga

Inclinagdo my

Curva I(V) do Diodo de Chua

Figura 2.6: Curva I(V) do Diodo de Chua composta por cinco segmentos de reta, sendo dois desses com
inclinagdo negativa my (em preto), um com inclinagdo negativa mais acentuada mj, e dois com
inclinacdo éhmica my (em vermelho). A linha em azul é a chamada “linha de carga” que em interse¢do
com a curva I(V) define os pontos, (-V,,l,) e (Vo-l,), de operagdo do circuito de Chua. £Vg; S840 0S
valores da tensdo que definem a mudanca de inclinagéo das curvas de m; para m,. Vg, S&0 0s valores
de tenséo de saturacé@o dos amplificadores operacionais, consequentemente do diodo Chua.

A curva I(V) do diodo Chua, figura 2.6, é composta por cinco segmentos
lineares de inclinacdo negativas m, (preto), m, (verde) e m, (vermelho), de tal modo
que podemos escrever a sua equagdo em termos dos parametros mgy, m,, my, Vg, € Vg,,
pois sabemos 0s pontos de intersecdo entre as curvas e as inclinagdes dessas:

verde: my.x
id(x) = pretO i (m1 - mo)VBl + mo.x
vermelho i (ml - mo)VBl + i(mo - mz)VBz + mz.x

*Os sinais de + dependem do valor da tens3o . (eq.2.23)

2.2.3) Funcionamento do Circuito de Chua

Para correntes continuas 0s capacitores agem como circuitos abertos, o indutor
como um curto-circuito e a tensdo V se concentra na resisténcia R. A curva I(V) nos da
dois pontos de operacao (-Vo, lo) e (Vo,-lp), obtidos da intersecdo da linha de carga de
inclinacdo -1/R (reta azul, fig.2.6) com a regido ndo-linear da curva I(V) (reta em preto,
verde e vermelho, fig.2.6).

Apo6s um instante inicial (t=0) o indutor reage devido a uma subita variacdo na
corrente que passa por ele, gerando assim um campo magnético contrario ao campo que
foi gerado por essa variagcdo de corrente (Lei Inducdo de Faraday), logo uma forca
eletromotriz aparece no sistema.

A forca eletromotriz é somada a tenséo do diodo e essas serdo entdo aplicadas
nos capacitores C; e C,, carregando-0s, nesse instante C, passa a trocar cargas elétricas
com o indutor L e entdo aparece uma corrente passando pelo resistor R, dissipando
assim parte da energia armazenada em L e C..
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O circuito comeca a oscilar, essa oscilacdo altera os pontos de operagdo do
sistema, alterando assim a dindmica entre os componentes. Em conjunto L e C, oscilam
numa frequéncia fixa, com oscilagdes amortecidas pelas perdas no resistor R, mas
devido contribuicdo do diodo Chua de fornecer energia para o circuito, e como o diodo
Chua é um elemento nédo-linear, podemos gerar um espectro largo de freqliéncias de
oscilacdo (para valores apropriados de Ci;, C;, R e L). Para alguns valores dos
parametros de controle, os pontos de operagdo do circuito (-Vo, lo) € (Vo, -lp) podem ser
tornar instaveis, sendo assim, temos a possibilidade de observar uma dindmica caotica
de oscilagdes no circuito de Chua.

Apesar do espectro do circuito ser largo, ou seja, podemos obter varios valores
de freqiiéncia de oscilacdo, ele tem maior densidade de poténcia centrada numa
frequéncia principal, dada pela freqliéncia de ressonéancia, equagéo 2.29:

1

fres = 2mJLC, (eq.2.24)
Essa  frequéncia €
devido a condicdo de ressonancia do circuito tanque formado pelo indutor L e o
capacitor C,. Existe outra regido nos extremos da curva I(V) para a qual o diodo passa a
ser um dispositivo dissipativo (reta em vermelho, fig. 2.6), consumindo energia do
sistema e limitando o atrator a regido com condutividade diferencial negativa (NDC).
Quando isso ocorre forma-se um atrator de periodo-1 maior que os atratores formados
pelas trés retas de inclinagdo negativa da curva I(V) do diodo Chua (preta e verde,
fig 2.6). Esse atrator maior € definido pelos pontos de intersecdo entre a linha de carga e
as duas retas de saturacao dos OpAmp’s, de inclinagdo m, > 0.

2.3) Circuito de Chua com o Indutor Eletréonico

2.3.1) Introducao

Na subsecdo anterior 2.2, comentamos sobre a dindmica do circuito de Chua,
que é composto basicamente por um diodo Chua, dois capacitores C; e C,, um indutor L
e uma resisténcia R. Comentamos sobre o seu funcionamento, sobre a distribuicdo
espectral das frequéncias na transformada FFT e mais algumas caracteristicas gerais.

Nessa secdo iremos comentar sobre a implementacdo de um circuito de Chua,
sugerida no artigo de L.A.B Torres e L.A. Aguirre *® onde eles propuseram uma versao
do circuito de Chua sem o indutor fisico (bobina). No caso a indutancia do indutor L, do
circuito de Chua, sera a indutancia equivalente de um circuito eletrénico, composto de
resistores, capacitores e amplificadores operacionais.

A implementagéo experimental do circuito de Chua pode tornar-se dificil se ndo
forem utilizados componentes de boa precisdo tamanha € a sensibilidade do circuito as
condi¢des iniciais. Indutores reais apresentam diversas limitacbes e problemas
operacionais, tais como, aquecimento variando assim o valor da indutancia, imprecisdo
quanto ao valor da indutancia, acarretando em problemas de sincronismo, caso
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quiséssemos circuitos caoticos idénticos, além de problemas dimensionais (indutores
grandes e pesados) quando necessitamos de um com valores elevados de indutancia.

Para o estudo de oscilaces em circuitos eletrbnicos € necessario que as
frequéncias dessas oscila¢cdes ndo ultrapassem o limite maximo das taxas de aquisicao
de dados (medidas/segundo) no caso, as séries temporais X, y e z do circuito de Chua.

A gquantidade de pontos necessarios para determinarmos uma oscilagdo senoidal,
utilizando essa onda como um exemplo prético, € de aproxidamente 100 pontos por
ciclo, logo se essa onda tem uma frequéncia de oscilagdo na ordem de 1 kHz sera
necessario medirmos uma quantidade de 100.000 pontos numa taxa de 100.000
medidas/s para que se tenha uma série temporal de 1 segundo e com apenas uma
oscilacdo. Porém para realizarmos analises das séries temporais € necessario termos a
maior quantidade de pontos por ciclo e de ciclos possivel, respeitando a capacidade de
armazenamento em disco rigido, o tempo de aquisicdo e 0 tempo necessario para
analisarmos essas séries temporais.

O circuito de Chua com o indutor eletrdnico proposto por L.A.B. Torres ¢
nasceu da necessidade de diminuirmos a freqliéncia das oscila¢6es do circuito de Chua,
para isso é necessario utilizarmos elementos de armazenamento de energia no sistema
cada vez maiores, ou seja, devemos aumentar os valores das capacitancias C; e C,
sobretudo a indutancia de L, para diminuirmos as freqiiéncias das oscilacdes. Pois ao
multiplicarmos os valores dos componentes armazenadores de energia por um fator,
esse aumento leva a uma correspondente reducdo pelo mesmo fator, na fregliéncia
média em torno de onde se concentra a poténcia espectral do sinal do oscilador, eq.2.24.
Diminuindo a frequéncia das oscilacfes das séries para uma taxa de aquisicdo de dados
fixa (limitada pela placa de aquisicéo) obteremos mais ciclos e mais pontos por ciclo.

Na industria eletrbnica, podemos encontrar capacitores numa grande variedade
de valores, porém o mesmo ndo pode ser dito para os indutores. Ao aumentarmos muito
a relacdo entre o tamanho da espira e a sua indutancia, temos que os indutores
comerciais de valores altos tém uma resisténcia interna r_ muito alta (o que ndo é
interessante para o caso do circuito de Chua), além desses serem de baixa precisdo, ou
seja, ndo teremos confianca no valor correto da indutancia.

Para uma possivel aplicacdo de circuitos cadticos em criptografia baseada em
caos, por exemplo, em sinais de telecomunicacfes, € necessario que 0S circuitos
cadticos sejam pequenos o suficiente para serem incorporados a placa de um celular, por
exemplo. Para o circuito de Chua necessitamos de valores de indutancia L na ordem de
50 mH. Foi feita uma rapida pesquisa em lojas eletrénicas pela internet e descobrimos
que indutores dessa ordem de grandeza apresentam uma precisdo muito ruim, da ordem
de 15% e tém dimensdes na ordem de 5x5x5 até 10x10x10 cm®.

Elementos desse tamanho tornam o circuito eletrénico invidvel para aplicagdes
tecnoldgicas, sendo esse um dos motivos de utilizarmos o indutor eletrénico. O indutor
eletronico além de ser pequeno, torna possivel a implementacéo do circuito de Chua em
uma Unica placa de circuito integrado (Cl).
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Para obtermos ent&o esses indutores de valores altos e precisos, foi proposto por
Torres e Aguirre “2 um circuito eletrdnico composto por uma combinagéo de resistores,
capacitores e amplificadores operacionais, mostrado na figura 2.7, que funcionard como
o0 indutor eletronico.

Os amplificadores operacionais sdo dispositivos analogicos, isto é, ndo fazem
conversdo do tipo analégico-digital, portanto eles tém resposta imediata e continua no
tempo, conferindo a esse circuito do indutor eletrénico, um carater quase real de um
indutor fisico.

-

Circuito do Indutor Eletrénico ~

Figura 2.7: Circuito equivalente do indutor eletrénico. O circuito é constituido por dois amplificadores
operacionais, Az e A4, quatro resisténcias, R; até Ry e um capacitor Cs.

2.3.2) Funcionamento do Circuito do Indutor Eletronico

Nessa secdo apresentaremos uma breve analise do funcionamento do circuito
equivalente do indutor eletronico, que sera utilizado no nosso circuito de Chua.

O circuito mostrado na figura 2.7 € um circuito do tipo gyrator construido como
um transformador de impedancia ®¥. Esse circuito é composto por uma combinagéo de
quatro resisténcias R; até Rip, um capacitor C; e dois amplificadores operacionais
(OpAmp’s) Az e A,

Inicialmente partiremos da hip6tese de que os OpAmp’s ndo estdo saturados. Sob
essa hipdtese de ndo-saturacdo de Az e A4, e definido o terra virtual, teremos a seguinte
relacao:

V1 - VZ - V3 - V5 (eq225)
Da lei de Ohm aplicada ao resistor Ryg teremos que:

iy =—> =L (eq.2.26)

Rio  Rio

Como as impedancias de entrada dos amplificadores operacionais sao muito
elevadas podemos novamente desprezar as correntes drenadas por elas e concluir que:
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Que juntamente com a equacdo diferencial associada ao capacitor em série, nos
leva a uma equacgao para a corrente is:

is = C3- (Vs — V) (.2.28)
Por outro lado, da lei de Ohm para o resistor Ry, a tensdo V4 é tal que:

I3Rg+V,=V; (eq.2.29)

“Uma vez que i, é a corrente que circula entre Rg e Rg
Da saturacdo de A, associado a equacdo 2.29 teremos:
Vs =V, =Vs =V, = Ryisg (eq.2.30)
Que nos leva, quando associamos as equagdes 2.28 e 2.30:
d iz

Agora das equagdes 2.25 e 2.26 temos:

V1 - _C3R9R10E (eq232)
Note que da equacdo 2.25 temos também que V; = V; portanto:
Rgis = —R,i; - i3 = —2i, (eq.2.33)

Rg

Finalmente substituindo a equacdo 2.33 em 2.32, teremos uma relacdo entre a
tensdo V/; e a corrente i, dada por:

_ C3R7R9R10 d i1
R8 dt

dis

Vl - Vl == LeqF (eq.2.34)

Assim podemos ver que o circuito de fato se comporta como um indutor com
valor de indutancia igual a:

C3R7R9R1g

Leq= = — (eq.2.35)

Outra importante caracteristica deste circuito € que a medida da corrente que
passa no indutor, i;, € uma medida complicada do ponto de vista pratico, porém essa

fica reduzida a uma medida de tens&o nesse circuito por:
. V-V
i =—2 (eq.2.36)
R,

*Sendo V; a tensdo sobre o capacitor C, e V, a tensdo no ponto P da figura 2.7
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Faremos agora uma mudanga de notagdo para as tensbes Vi e V,, e a corrente i,
relacionando-as com a notacdo da figura 2.4, e de agora em diante, ndo serd mais
utilizada a notacdo das figuras 2.5 e 2.7. Temos que V; sera a tensao y, V, sera a tensdo
V), e iy seré a corrente z do circuito de Chua.

Quando utilizamos o indutor eletrébnico temos que a varidvel z pode ser
facilmente obtida através da medida de tensdo V, no ponto P, mostrado na figura 2.7, e
pela equacdo 2.36, na nova notagéo, temos:

i = Vi-V

— > lz= (Vo — ¥)/R/]| (eq.2.37)
*Sendo y a variavel definida anteriormente

O circuito de Chua com o indutor eletrénico demonstra diversas vantagens em
relacdo ao circuito com o indutor fisico, implementacdo de baixo custo, compacta,
factivel, robusta e de alta precisdo nos valores de indutancia.

O circuito do indutor eletrénico reduz a complexidade da aquisicao das medidas
experimentais, pois com ele ha a possibilidade de obtermos as trés varidveis do sistema
(x, y e z) apenas fazendo as medidas de tensdes (X, y e Vp) no circuito. Em termos
praticos € mais facil medirmos as trés variaveis do mesmo tipo, por exemplo, utilizando
uma placa de aquisicdo de dados configurada para adquirir medidas de tensdo do que
medirmos separadamente as tensées X, y e depois a corrente z utilizando-se um
amperimetro.

A fim de tornar valida a utilizacdo do indutor eletrdnico como um componente
ativo do circuito de Chua s6 falta mostrar que para a faixa de frequiéncias em que opera
esse circuito, o circuito do indutor eletrénico da figura 2.7 deve se comportar da mesma
forma que um indutor real. Isto significa realizar um estudo mais detalhado sobre a
modelagem do circuito equivalente do indutor eletrdnico, incluindo os efeitos
observados em amplificadores operacionais tais como: saturacdo, ganho finito,
desequilibrio entres as tensdes e correntes nas entradas diferenciais (DC-offset),
impedancia de entrada finita e impedancia de saida ndo nula, faixa limitada de
freqiiéncia de operagdo.

Seria muito dificil um modelo analitico que incluisse todos esses fatores, porém
em sua tese de doutorado, apéndice B ™ Téorres utilizou-se de um programa de
modelagem e simulacdo de circuitos eletrdnicos, o SPICE ™ e mostrou que de fato, o
circuito do indutor eletrénico funciona como um indutor real, para os valores de
frequiéncias entre 10% e 10° Hz, além de mostrar que o ganho desse circuito em baixas
freqiiéncias € muito pequeno, indicando a presenga de um valor baixo para a resisténcia
interna equivalente do circuito do indutor eletrénico, que € de vital importancia em se
tratando do circuito de Chua ®?.

Esse mesmo circuito utilizado para simular o indutor (figura 2.7) pode ser
utilizado para simular um capacitor, apenas invertendo as posi¢des dos elementos Rg e
Cs no circuito, onde obtemos uma capacitancia equivalente pela equagéo:

Ceq = R8R9C3/R7R10 (eq238)

*Esse circuito equivalente também podera ser utilizado caso sejam necessarios
capacitores de valores bem elevados e de alta preciséo.
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No trabalho desenvolvido nessa dissertagéo iremos utilizar o circuito de Chua na
versdo com o indutor eletronico, na secdo 3.1 iremos definir o circuito exatamente
segundo a sua montagem experimental: valores dos componentes, tipos de cabos
utilizados e a sua distribuicéo espacial.

2.4) Circuito de Chua For¢cado por uma Fonte DC

2.4.1) Introducgao

R Circuito de Chua com a fonte DC

Vpe

Iy (- *)l -|-
Dwdo % L
’hua s )\ l

Figura 2.8: Diagrama esquematico do circuito de Chua com o indutor eletrénico e com uma fonte de
tensdo continua DC em série com o diodo Chua. A esquerda, podemos ver a disposi¢ao dos componentes
do circuito de Chua, e & direita, o circuito equivalente do indutor L.

Nessa subsecdo iremos discutir os efeitos no circuito de Chua ao adicionarmos
fonte de tensdo continua (fonte DC) em série com o diodo Chua.

Como discutido anteriormente, temos pelas leis de Kirchhoff, as equacdes
2.39.a-c, que regem o circuito de Chua, na auséncia da fonte DC:

x = [(y —x)/(RC)] — ia(x)/C4 (e9.2.39.a)
¥ = [(x = »)/(RC,)] + 2/C, (e0.2.39.0)
2= (=y/L) =z (r,/L) (€9.2.39.C)

Sendo X, y e z as varidveis dindmicas do sistema e ig (X) € a corrente que passa
pelo diodo Chua, equagdo 2.23, C,e C, sdo 0s capacitores, R a resisténcia variavel e r_ a
resisténcia equivalente do circuito que simula o indutor L.
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Podemos também utilizar as equacbes 2.39.a-c na sua forma adimensional,
equacbes 2.40.a-c. Uma vantagem, ao utilizarmos essas equacGes no formato
adimensional, é a de reduzirmos a dificuldade na integracdo das equacdes diferenciais,
ja que na forma adimensional estaremos evitando valores assintoticos nos célculos de
integracéo.

X=6—-X)— iz(X) (eq.2.40.a)
Y=e(6(X-Y)+2) (eq.2.40.b)
Z=—-yY—-0Z (eq.2.40.c)
cientes: §= L g=G -G oG _
Coeficientes: § = R E5 V= —rl 6 = i’ (eq.2.41.a-d)
., . . 1
Variaveis normalizadas: X = Vi Y = Vlz eZ=—-Y) (eq.2.42.a-C)

Temos que my,m, eV, sdo parametros obtidos da curva experimental da
corrente que passa pelo diodo Chua, iz(x). R; & o resistor presente no circuito que
simula o indutor, como ja mostrado na figura 2.8 e V, a medida de tenséo no ponto P e
através da equacao 2.37 (se¢do 2.3) podemos obter a corrente que passar pelo indutor.

Temos também que as derivadas temporais sdo feitas num tempo modificado:

X=% comT =22 (eq.2.43)
dT Cy
Como ja discutido na sec¢do 2.2 a corrente ig(X) que passa no diodo Chua €
composta por 5 segmentos lineares (figura 2.7). Ao aplicarmos uma tensédo Vpc ao
circuito, através da fonte de tensdo continua em série com o diodo Chua, teremos uma
mudanca de variaveis do tipo:

iq(x) — ig(x+Vpc)comw = x+ Ve (eq.2.44)

Sem mudancas na derivada temporal: w =x + Vp — W = %, pois Vpc é
constante, porém ocorrerdo outras rotas de bifurcacfes, diferentes das obtidas no
circuito de Chua nao-forcado, ja que as equacdes 2.39.a-c sdo acopladas, x = x(x,y, z).

A seguir, na secdo 2.4.2, apresentaremos como o Circuito de Chua é forcado ao
adicionarmos a fonte DC, que aplica uma tensdo Vpc constante sobre o diodo Chua.
Mostraremos que Vpc atua como um novo parametro de controle para o circuito de
Chua.
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2.4.2) O Novo Parametro de Controle, Vpc

As equagdes 2.39.a-d regem o circuito de Chua, na versdo sem a fonte DC, e
temos que o diodo Chua apresenta uma curva I(V) do tipo NDC composta por cinco
regides lineares por partes, apresentada na figura 2.6.

Das equac6es do circuito de Chua sem a fonte DC podemos obter os pontos de
equilibrio do sistema, tal que x =y = z = 0, e fazendo a seguinte simplifica¢do r, — 0,
temos:

0=[(—-x)/(RC)] = ia(x)/C; (eq.2.45.2)
0=[(x—y)/(RCy)] +z/C, (eq.2.45.b)
0= (—y/L) (eq.2.45.c)

Da equacdo 2.45.c ja temos que y = 0, e substituindo-se esse resultado nas
equacOes 2.45.a e 2.45.b obtemos:

0=—x/(RC) — izg(x)/C; = x= —Riyz(x) (eq.2.46.a)
0=x/(RC;)+2z/C;, » x = —Rz (eq.2.46.b)

Ou seja, das equacles 2.46.a e 2.46.b, temos como pontos de equilibrio para o
Circuito de Chua: x= —Rz, y=0 e z=i4(x). Sendo assim teremos que no
equilibrio o circuito de Chua sera composto apenas pelo diodo Chua e pela resisténcia
R, ligados em série, como mostrado na figura 2.9:

Vl' ';d (\) -
. +
)| + R
—
P—F 2 A ¢ +
de z 2 -
Chua - T _
4 d no Equilibrio

Figura 2.9: Diagrama esquematico do circuito de Chua no equilibrio sem a fonte DC em série. Na
condigdo de equilibrio teremos apenas o diodo Chua ligado em série com o resistor R.

Um resistor apresenta uma curva I(V) linear com inclinacdo (1/R). Na condicao
de equilibrio entre o diodo Chua e o resistor, teremos pela Lei de Kirchhoff,
respeitando-se a polaridade do diodo e do resistor, a equacao 2.47:

—Ri—-x=0->i= — (3) X (eq.2.47)

R
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Ou seja, a solucdo de equilibrio é obtida nos pontos onde cruzam a curva I(V) do
diodo Chua (5 curvas lineares por parte) e a curva da eq. 2.52 de inclinacdo (-1/R). Essa
segunda curva é também chamada "Linha de Carga".

J' id (x) -

+ RH"

=+

Vb
-]+
|

no Equilibrio

Figura 2.10: Diagrama esquematico do circuito de Chua com a fonte DC, no equilibrio. Na condi¢do de
equilibrio teremos apenas o diodo Chua ligado em série ao resistor R e a fonte DC.

No caso do circuito de Chua com a fonte DC podemos realizar o mesmo
procedimento desenvolvido nessa subsecdo para determinar os pontos de equilibrio
desse novo circuito forcado. Como a tensdo aplicada ao circuito pela fonte DC €
continua, ndo havera mudancas na derivada temporal, apenas havera uma mudanca nas
varidveis conforme equacéo 2.44.

No equilibrio, figura 2.10, teremos entdo as mesmas equagdes da eq.2.45.a-c,
porém na nova varidvel w, definida na equacdo 2.44. Sendo assim a equagdo de
equilibrio serd obtida através na analise da "linha de carga"”, novamente respeitando a
polaridade dos componentes, por:

Vpc—Ri—x =20 (eq.2.48)
i = % + (— %) X (eq.2.50)

Da equacdo 2.50 temos entdo que as condicdes de equilibrio definem os pontos
de operacdo do circuito, que sdo funcao da tensdo V. aplicada e do parametro R.

Ao variarmos a tensdo V. estaremos deslocando a linha de carga da origem
(Vpe = 0, eq.2.47) para cima ou para baixo dependendo do valor da tensdo aplicada,
porém mantendo a mesma inclinacao (-1/R), segue a figura 2.11.a.

Ao variarmos a resisténcia R estaremos modificando a inclinagdo (-1/R) da
linha de carga, ao diminuirmos a resisténcia teremos um aumento da inclinagdo e ao
aumentarmos a resisténcia teremos uma diminuicdo da inclinagdo, segue a figura 2.11.b.
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Figura 2.11: Solugbes de Equilibrio, que definem os pontos de operagéo do circuito (Vo, -lg) e (-Vo,lo)
obtidos através da analise das "Linhas de Carga". (a) Variando-se a tensdo Vpc, porém mantendo a
inclinacdo (-1/R) fixa. (b) Variando a inclinagao (-1/R), porém mantendo Vpc = 0.

Nesse trabalho teremos entdo a possibilidade de estudar as oscila¢des caoticas e
periddicas do circuito de Chua, através do estudo das séries temporais X, y e z obtidas
experimentalmente para cada resisténcia R e para cada tensdo aplicada Vpc. As séries
temporais sdo obtidas pelos programas de aquisicdo de dados por nos desenvolvidos.
Além disso, utilizando-se a equacgéo da curva I(V) experimental do diodo Chua como a
corrente ig(x) que passa pelo diodo Chua, podemos resolver as equagdes diferenciais no
formato adimensional, eq. 2.40.a-c, que regem o circuito de Chua utilizando-se
integracdo pelo método de Runge-Kutta de 42 ordem “) e assim poderemos comparar 0s
resultados obtidos experimentalmente e teoricamente.
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Capitulo 3) Circuito de Chua
Experimental e Técnicas

3.1) Implementagdo Experimental do Circuito
de Chua com a Fonte DC

3.1.1) Projeto do Circuito de Chua Experimental

Como discutido nas duas se¢des anteriores, o Circuito de Chua é um dos circuitos mais
estudados da literatura e apresenta uma grande quantidade de resultados interessantes @ ). Foi
feita uma pesquisa no site Web of Science pelos termos "Chaos" e "Experimental Chaos", para o
primeiro foram encontrados cerca de 37 mil artigos, enquanto para o segundo foram encontrados
cerca de 3 mil artigos. Mostrando que a quantidade de artigos experimentais sobre Caos é bem
inferior a quantidade total de artigos, 1 para cada 12. Feita uma pesquisa apenas selecionando 0s
altimos cinco anos de publicacBes, foram encontrados cerca de 8.200 artigos para 0 primeiro
termo e 700 artigos para o segundo, ou seja, quase um quarto de toda a pesquisa sobre caos foi
feita nos ultimos cinco anos. A area da teoria do Caos vem crescendo nos ultimos anos,
principalmente a de caos experimental, tamanha é a facilidade de equipamentos de alta precisdo
e de computadores cada vez mais potentes.

Existem poucos trabalhos sobre o estudo de circuitos cadticos experimentais, pois o
desenvolvimento de circuitos robustos e funcionais demanda de uma boa experiéncia em
eletrbnica e perseveranca. Para produzirmos esse tipo de circuito é necessario escolhermos
cuidadosamente 0s componentes e com uma boa precisdo. Além disso, € necessario
desenvolvermos métodos que visdo uma reducdo significativa do ruido nos circuitos, pois em
Caos, quanto menor for a relacdo sinal-ruido piores os resultados e até mesmo inconclusivos,
tamanha é a sensibilidade da resposta do sistema quando "adicionado™ ruido.

O circuito de Chua utilizado nesse trabalho foi construido aqui no Departamento de
Fisica da UFMG, na parceria entre o Prof. Rero M. Rubinger, da Universidade Federal de
Itajubd, e o técnico em eletrdnica do Departamento de Fisica da UFMG, Jalio César de Souza.

O circuito produzido é similar ao proposto por Torres e Aguire ®, da secao 2.3, porém

com todos os capacitores diminuidos de um fator de mil, modificando-se assim a frequéncia
principal das oscilagBes para um valor em torno de 1.600 Hz.
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Figura 3.1: Diagrama Esquematico do projeto experimental do Circuito de Chua com a fonte DC. *A medida P
apresentada no diagrama € apenas esquematica ja que a medida de tenséo é feita no circuito equivalente do indutor
eletronico.

Na figura 3.1 apresentamos um diagrama esquematico do projeto experimental do nosso
Circuito de Chua e com a fonte DC. Podemos observar no projeto do circuito de Chua que ha a
possibilidade de adicionarmos um circuito externo (a esquerda da figura 3.1). Esse circuito
externo pode ser um elemento ndo-linear em substituicdo ao Diodo de Chua, para futuramente
estudarmos outros tipos de circuitos osciladores caéticos .

O Circuito de Chua foi produzido sobre uma placa de circuito impresso (PCB) de fenolite
com uma camada de cobre. O programa utilizado no desenvolvimento do projeto foi o Protel-
99SE ©. Primeiramente foi projetado em software o esquema elétrico da placa, em seguida o
roteamento dessa, onde sdo definidas as trilhas do circuito bem como a disposicédo fisica dos
componentes sobre a placa.

Finalizada a etapa de desenvolvimento do projeto em software, o circuito esquematico é
impresso sobre uma folha especial. O circuito impresso € entdo transferido para a superficie da
placa de PCB utilizando-se uma prensa térmica, que tem a temperatura e a pressao controladas.
Apos o circuito esquematico estar desenhado sobre a placa de PCB, essa placa é entdo colocada
em contato com um &cido que ira corroer a superficie de cobre da placa, conservando apenas as
trilhas impressas. Em seguida a placa é furada em locais predefinidos onde séo colocados todos
0s componentes da placa respeitando-se o esquema anteriormente desenvolvido em software.

Nas figuras 3.2.a e 3.2.b podemos observar a placa do Circuito de Chua pronta. No canto
superior esquerdo da figura 3.2.b podemos ver o circuito da fonte simétrica que ira alimentar o
diodo Chua, a sua direita o transformador de tensdo elétrica de £ 127 V para = 15 V. Na parte
inferior podemos ver o circuito de Chua e as suas ligacbes com o painel de controle, que esta
apresentado esquematicamente na figura 3.3.
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Figura 3.2: (b) Vista por cima da placa do nosso circuito de Chua.

O indutor eletrénico (figura 2.7, secdo 2.3.1) é composto de dois amplificadores
operacionais, Az e A4, OpAmp’s (TLO84CN), quatro resisténcias, R7, Rg Rg € R1g, € um capacitor
C3 em um Unico circuito integrado (CI) como mostrado na figura 3.2. O diodo de Chua (figura
2.5 secdo 2.2) utiliza também dois OpAmp, A; e A,, no mesmo circuito integrado do indutor,
que sdo realimentados através dos terminais positivo e negativo de um conjunto de 6 resisténcias
lineares passivas, R1, Rz, R3 R4, Rs € Rg, como mostrado na figura 3.2.
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Na figura 3.1 temos dois trimpots multivolta (potenciémetros), R, e Ry, que em série
representam a resisténcia variavel R do circuito de Chua, temos também o trimpot R, que
representa uma resisténcia em série com o circuito que simula o indutor, ou seja, uma resisténcia
r_ adicionada.

O potenciémetro do tipo trimpot tem a funcdo de ajustar o comportamento oscilatério do
circuito, atuando como uma parametro ajustavel (ja que essa € uma resisténcia variavel), de facil
implementacdo e de fundamental importancia, ja que sem ele ndo teriamos comportamentos
oscilatorios diferentes para os diferentes valores de R, como mostrado na secdo 2.4.2 figura 2.11.
O resistor R, o indutor L e os capacitores C; e C, formam a parte linear e passiva do circuito em
questéo.

Segue a tabela 3.1 com os valores dos elementos bem como suas especificacdes:

Tabela 3.1: Valores dos Componentes utilizados do circuito de Chua

Componente | Valor (erro 3%)
R 220 Q
R> 220 Q
R3 2,2 kQ
Ry 22 kQ
Rs 22 kQ
Re 3,3 kQ
R~ 1,0 kQ
Rg 1,0 kQ
Ro 1,0 kQ
R1o 1,8 kQ
Ra 0,000 a 2,000 kQ (20 voltas)
Rg 0,000 a 50,000 Q (20 voltas)
Rc 0,000 a 50,000 Q (20 voltas)
Cl 23,5nF
C, 235 nF
Cs 23,5nF

Utilizando-se os valores dos componentes contidos na tabela 3.1, teremos para o indutor
eletronico, uma indutancia equivalente, utilizando-se a equacdo 2.35, de:

Leq = R7R9R10C3/R8 = 42,3 mH (eq31)

Podemos ver no diagrama esquematico (figura 3.1) que no circuito desenvolvido iremos
realizar as medidas: Medida C; = variavel x do circuito de Chua, Medida C, = varidvel y do
circuito de Chua e Medida P no circuito do indutor eletronico = relacionado com a corrente z que
passa no indutor do circuito de Chua, pela equacgéo 2.37.
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Figura 3.3: Diagrama esquematico do painel de controle do circuito de Chua experimental.

ON | OFF

Ao projeto do circuito de Chua proposto por Torres © adicionamos um conector do tipo
J10 de 10 mm, para ligarmos a fonte DC, e dois conectores do tipo borne vermelho (+) / preto (-)
para adicionarmos um circuito externo ao circuito de Chua em substituicdo ao diodo de Chua,
como dito anteriormente.

Os conectores: (Medida P), (Medida C1), (Medida R1), (Medida R2) e (Medida C2) sdo
conectores do tipo BNC. As chaves monopolares de duas posi¢es (Medir R1) e (Medida R2)
séo chaves seletoras que quando colocadas na posi¢cdo ON desacoplam o diodo de Chua e a fonte

externa do circuito, excluimos assim da medida das resisténcias R e r., as resisténcias (R1-R1o)
presentes nos circuitos do indutor e do diodo.

Temos também na figura 3.3, Ra, Rb e Rc que séo os parafusos dos trimpots multivolta.
Quando giramos o parafuso do trimpot estamos na verdade variando o valor da resisténcia do
potencidmetro. Temos que Ra € o ajuste grosso do valor do resistor R, Rb é o ajuste fino do valor
do resistor R e Rc é 0 ajuste do resistor r_em série com o indutor.

A chave ON/OFF é a chave que coloca o circuito de Chua em operacdo, ja que ela
seleciona a entrada ou ndo da tensdo alternada de 127 V no circuito que serd transformada em
uma tensdo DC de +15 V que alimentara os amplificadores operacionais A; e A, do circuito do
diodo de Chua (fig. 2.5 se¢éo 2.2), Az e A, do circuito do indutor eletronico (fig. 2.7 segéo 2.3).

A placa do circuito estd presa a uma caixa plastica, evitando assim curtos-circuitos. Nela
foram fixados os conectores, como na figura 3.3, em seguida outra carcaca, agora metéalica, é
colocada em volta dessa caixa plastica na tentativa de reduzirmos interferéncias externas.

O custo total de um circuito de Chua como o descrito nessa se¢do fica em torno de
R$ 50,00 sendo que desses, aproximadamente R$ 35,00, sdo apenas para a compra da caixa
plastica e do transformador 120-15 V. Ou seja, € um circuito cadtico de baixo custo e devido a
esse baixo custo, podemos projetar varios circuitos idénticos. Futuramente pretendemos fazer
estudos de redes de sincronismo entre esses circuitos cadticos, que podem entdo serem aplicadas
a0 estudo de comunicacéo baseada em Caos © (.
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3.1.2) Montagem Experimental do Circuito de Chua

BNC-2090
Computador
+

LabView

CIRCUITO DE CHUA
R P f-

PCI-6251

Keithley 196 Keithley 230

II GPIB

Multimetro Fonte de tensao DC
]

Figura 3.4: Diagrama esquematico da montagem experimental do circuito de Chua com a fonte DC. Na montagem
experimental temos a esquerda o computador com LabView, placa GPIB e DAQmX, a direita temos os aparelhos
Keithley 196 e Keithley 230, e o circuito de Chua.

Na figura 3.4 apresentamos um diagrama esquematico da montagem experimental do
circuito de Chua com a fonte DC. A esquerda da figura temos um computador onde foram
instaladas as placas GPIB e DAQmX, sendo a primeira de controle de equipamentos e segunda de
aquisicdo de dados. A direita temos a caixa de isolamento que contém o circuito de Chua
experimental e dois equipamentos, um que aplicard a tensdo continua Vpc no diodo de Chua,
Keithley 230, e outro que medira a resisténcia R do circuito, Keithley 196. E necessario o
conector BNC-2090 para que possamos ligar os trés cabos BNC referentes as medidas X, y e z do
circuito, na entrada da placa de aquisicdo DAQmMX.

A montagem experimental é composta pelos seguintes componentes:
e Circuito de Chua;
e Multimetro digital Keithley 196;
e Fonte de tensdo Keithley 230;
e 5 Cabos BNC;
e 1 Cabo GPIB;
e Placa PCI-GPIB;
e Placa Aquisicdo de Dados PCI-6251 DAQmx da National Instruments;
e Computador com software Labview;
e Conector BNC-2090 da National Instruments.

A montagem experimental ¢ tal que os 3 cabos BNC que estdo ligados ao circuito atraves
dos conectores (Medida C1), (Medida C2) e (Medida P) serdo ligados a entrada do conector
BNC-2090 e sua saida sera entdo ligada a placa de aquisicdo de dados PCI-6151 DAQmXx (placa
multiplex com 8 saidas diferenciais de 16 bits de resolucdo cada e tendo como taxa maxima de
aquisicdo 1.2 M medidas/s, as limitacOes dessa placa sdo baixa impedancia de entrada e limite de
leitura de tensdo em £10 V).
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Outros dois cabos BNC que estéo ligados aos conectores (Medida R1) e (Medida R2)
poderdo ser ligados, um de cada vez, ao multimetro digital Keithley 196 (de 6 1/2 digitos de
precisdo) para medirmos as resisténcia R e r_ quando necessario.

Através de programas desenvolvidos no software de programacéo Labview da National
Instruments podemos controlar a fonte de tensdo Keithley 230 (fonte de tensdo com precisdo
méaxima de +0,5 mV, sendo esse o menor valor de tensdo que pode ser variado entre duas
medidas seguintes: 0,0000 V para £0,0005 V, por exemplo). E a fonte de tensdo é controlada
pelo computador através de um cabo GPIB.

3.1.3) Montagem para a determinac¢ao da curva
I(V) do Diodo Chua

As medidas I(V) foram realizadas utilizando-se a fonte de tensdo e corrente continua DC
Keithley modelo 237. Nossas medidas foram realizadas para valores de tensdo no diodo entre -
10,000 V e +10,000 V, a corrente € medida utilizando-se a prépria fonte 237. Uma resisténcia
ohmica no valor de 1003 Q foi colocada em série com o diodo de Chua de forma a definir os
pontos quiescentes ou de operacdo do circuito. A tensdo no diodo V,; foi obtida, subtraindo-se a
tenséo sobre o resistor (V. = i.R), sendo i, a corrente que passa no circuito, do valor tenséo total
aplicada (V; = V. + V). Utilizamos para essa medida o software de medidas de curvas I(V) do
Laboratério de Transporte Elétrico N&o linear e Caos, que utiliza a interface de comunicagéo
GPIB, conectando-se o computador a fonte 237, o que torna viavel a aquisicdo de dados e a
automacdo. A curva I(V) experimental nos forneceu informacbes relevantes quanto ao
comportamento do diodo e se 0 mesmo apresenta a regido de NDC (Negative Diferential
Conduction), informacdes relevantes para as simulagdes que serdo discutidas na secéo 4.6.2.

Podemos observar na Figura 3.5, a curva I(V) obtida de acordo com o procedimento
descrito nessa subsecdo. O grafico consiste de trés seguimentos de retas inclinados
negativamente, sendo duas delas (regides 2 e 4) de mesma inclinacdo B ~ -4,00.10” Q™ e outra
(regido 3) préxima & origem de inclinacio B ~ -7,66.10* Q™. Entre os pontos de quebra, ha uma
inclinacdo ainda mais acentuada. Nas extremidades (regides 1 e 5) para |V| proximo a 8 V a
curva apresenta regides com comportamento éhmico, caracterizado pela saturacdo dos OpAmp
do circuito do diodo (regido Ill, secdo 2.2.2). A presenga de uma regido com condutividade
diferencial negativa (NDC), que neste caso é propiciada pela realimentacdo dos amplificadores
operacionais do diodo de Chua, € o ingrediente fundamental para as oscilagdes como apresentado
anteriormente na segéo 2.1 “circuitos osciladores/ circuito RLC".
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Figura 3.5: Curva I(V) experimental do diodo de Chua, composta por 5 regides lineares, sendo trés delas
de condutividade diferencial negativa (regifes 2, 3 e 4) e sendo outras duas 6hmicas (regides 1 e 5), devido a
saturacdo dos amplificadores operacionais.

Regibes da curva I(V) do diodo de Chua

Tabela 3.2: Regides da curva I(V) do diodo de Chua experimental

x Regresséo Linear
Regibes da curva 1(V) | = A+ B*V
Regido 1 Az = (191 + 3)x10™ V
entre -9,58 e -7,60 V B; = (205 + 4)x10° Q™
Regido 2 A, = (472 + 4)x10° V
entre -7,60 e -1,40 V B, = (-400 + 1)x10° Q™
Regido 3 A; = (-38 +5)x10° V
entre -1,40 e +1,24 V B; = (-766 + 7)x10° Q™
Regido 4 A, = (-499 + 4)x10° V
entre +1,24 e +7,95 V Bs=(-399 + 1)x10° Q™
Regido 5 As = (-225 + 4)x10° V
entre +7,95 e +9,53 V Bs = (240 + 4)x10> Q'
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3.2) Aquisicao dos Dados Experimentais

Antes de apresentarmos o0s resultados experimentais é importante mostrar como sdo
obtidas as medidas em nosso circuito, qual € a metodologia aplicada e como organizamos 0s
resultados adquiridos. Na figura 3.6 apresentamos um fluxograma da metodologia aplicada as
nossas medidas. Na parte superior do fluxograma temos as etapas da aquisi¢do dos dados
experimentais, na parte central temos as etapas de analises das séries temporais, em termos da
periodicidade e dos expoentes de Lyapunov, e na parte inferior, temos as etapas de analises
globais dos resultados obtidos, onde fomos capazes de construir 0s espagos de parametros.

Aquisicéo dos dados experimentais

Primeiramente um valor de resisténcia R do circuito de Chua é ajustado manualmente nos
trimpots, R, e Ry, até obtermos um valor fixo de R na precisdao desejada 0,01 Q, com a chave
(medir Ry) ligada, (veja figura 3.3 secdo 3.1). A fonte de tensdo Keithley 230 é entdo colocada
manualmente em 0,0000 V. A chave (medir R;) é entdo desligada e a chave (ON/OFF) é
colocada na posicdo ON, assim o circuito de Chua é ligado. O programa de aquisi¢do de dados
desenvolvido por nés (“CHUA FONTE 230.vi”) é entdo colocado para funcionar, apos ajustados
0s parametros de entrada, R e Vpc.

O programa varia automaticamente a tensao Vpc na fonte do valor 0,0000 V até +0,7500
V, com um passo de +0,5 mV. Para cada passo gravamos no disco rigido as trés séries temporais
em um unico arquivo contendo quatro colunas, sendo a primeiro o tempo de cada medida e as
outras trés colunas as medidas das variaveis x, y e z. Chegando ao valor +0,7500 V, a fonte de
tensdo € entdo desligada automaticamente e o circuito de Chua é manualmente desligado por
alguns segundos. A tensdo é novamente colocada no valor 0,0000 V e agora a tensdo aplicada vai
decrescendo ao passo de -0,5 mV até atingirmos o valor de -0,7500 V, quando a fonte de tensdo
e 0 circuito sdo novamente desligados finalizando-se 0 processo de um ciclo de medida. Uma
nova resisténcia R é entdo ajustada comegando-se assim um novo ciclo de medida.

E necesséario fazermos essa reinicializagdo do circuito de Chua na metade de um ciclo
completo de medida (que tém a resisténcia R fixa), pois quando atingimos valores elevados de
tensdo aplicada, o circuito fica em uma bacia de atracdo peridédica em atratores de ciclo-1, sendo
assim se fizermos uma medida comecando em -0,7500 V e terminando em +0,7500 V
diretamente sem a reinicializacdo na metade do ciclo, apenas teremos como resposta do sistema
atratores de ciclo-1, ou seja, ndo teriamos nenhuma série temporal com comportamento cadtico.
Esse tipo de atragdo para ciclos periodicos esté relacionada & multiestabilidades do circuito® e a
linha de carga de inclinacdo (-1/R) cruzando as regifes 1 e 5 da curva 1(V) do diodo de Chua,
figura 3.5.

O programa (“CHUA FONTE 230.vi”) é uma programa desenvolvido por nds na
linguagem de programacdo Labview, que controla a fonte de tensdo Keithley 230,
automaticamente variando a tensdo Vpc aplicada ao circuito, e além disso, o programa controla a
placa de aquisicdo de dados DAQmX, que fara a aquisicdo das séries temporais X, y e Vp do
circuito de Chua modificado.
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Obtidas as trés séries temporais de tensdo, o programa mostra em tempo real o atrator do
sistema, as trés séries temporais num mesmo grafico e a transformada de Fourier realizada sobre
a medida do parametro x do circuito.

O programa entdo grava a série temporal com 0 nome, seguindo um padréo. Por exemplo:
a série temporal [CHUA R1676_-2.800E-2.dat], é definida pelos pardametros: resisténcia R =
1676,00 Q e a tensdo aplicada Vpc = -0,0280 V.

E necessario sempre utilizarmos o mesmo padrio de nomenclatura dos arquivos, para que 0s
programas de andlise das séries temporais sejam capazes de automaticamente ler todas as
medidas apenas mudando o valor de R e da tensdo na entrada do arquivo: “CHUA_R(valor do
R)_(valor da tensdo).dat”, para futuramente obtermos as figuras dos atratores das séries
temporais e construirmos os diagramas de bifurcacdo e 0s espacos de parametros que serdo
apresentados no capitulo 4.

Especificacdes da Aquisicdo dos Dados Experimentais

e Séries temporais obtidas: X, y e Vp;

e Programa utilizado: (“Chua Fonte 230.vi”);

e Taxa de Aquisicdo das séries temporais: (30.000 pontos/s)/ medida;

e Tempo de Aquisicao das séries temporais: 1 segundo, totalizando 90.000 pontos;

e Intervalo de valores da resisténcia R: 1600,00 Q até 1720,00 Q, passos de 1,00 Q;
e Intervalo de valores de tensdo Vpc aplicada: -0,7500 até +0,7500 V passos 0,5 mV;
e Numero total de medidas: (120)x(3001): 360.120 medidas;

e Tamanho de cada pasta com as 3001 medidas, com R fixo: 4,23GB,;

e Tamanho total de armazenamento no disco rigido: (120)x(4,23) GB = 507,3 GB.
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Figura 3.6: Fluxograma da metodologia aplicada as medidas experimentais do circuito de Chua.
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Figura 3.7: Painel Gréfico do programa de aquisi¢do das séries temporais experimentais ("Chua Fonte 230.vi")

0.00

Parémetros de entrada: (V inicial), (V final), (V passo), (nome da pasta aonde serdo salvos 0s
arquivos), (quantidade de medidas) e (taxa de aquisi¢do de dados).

Parte Gréfica: Superior a esquerda (séries temporais), superior a direita (atrator sistema xyz) e inferior
transformada Fourier FFT da série temporal x.

Séries temporais: x(V) = verde, y(V) = preta e z(mA) = vermelha.

3.3) Detecg¢do da Periodicidade

A evolucdo temporal de uma propriedade fisica de um sistema dinamico, passivel de
realizar oscilacbes, pode ser medida e registrada digitalmente na forma de uma série temporal.
Uma série temporal € entdo composta por uma quantidade de medidas realizadas em funcéo do
tempo que contém as informacGes sobre a dinamica do sistema.

Para sistemas dindmicos as séries temporais podem ser geradas numericamente, obtidas a
partir da solucdo das equagOes diferenciais que regem o sistema, ou séo obtidas a partir de
medidas experimentais, em funcdo do tempo das variaveis fisicas do sistema. No nosso caso, as
séries temporais experimentais adquiridas para o circuito de Chua com a fonte DC sdo as
medidas das tensdes X, y e V, em fungéo do tempo.
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Um método para detectarmos a periodicidade de uma série temporal oscilatoria, seria
realizar a transformada de Fourier (FFT) dessa e contar a quantidade de picos presentes nessa
série, porém ao realizarmos esse procedimento temos a presenga de picos multiplos dos picos
principais, ou seja, se contdssemos 0s picos presentes na transformada FFT obteriamos uma
periodicidade maior do que é na realidade. Entdo foi necessario o desenvolvimento de um
método para detectarmos a periodicidade do atrator utilizando uma transformada de Fourier,
porém que excluisse os picos multiplos.

Devido a grande quantidade de séries temporais experimentais medidas
(aproximadamente 400.000 séries), devemos determinar a periodicidade das séries temporais
automaticamente e em tempo real, sendo gastariamos uma quantidade imensa de tempo para
contar manualmente os picos das séries temporais e a quantidade desses, determinando assim a
periodicidade P.

Para determinarmos corretamente a periodicidade da série temporal, realizamos um
procedimento por nds chamado de Transformada de Fourier Unitaria, UFFT, sendo que essa é
realizada seguindo o0s seguintes procedimentos: Da serie temporal experimental padrdo
realizamos a secdo de Poincaré selecionando os valores de maximos e minimos, esses valores
sdo gravados em outras duas séries temporais de tempo unitrio, Smx(i) € Smin(j) . Tomamos
entdo essas duas séries e as intercalamos formando uma nova seérie tal que:

Stotal(K) = [Smax(1),Smin(1),Smax(i+1), Smin(j+1)...] (eq.3.2)

Na série Sii(K) realizamos a transformada de Fourier FFT, contamos a quantidade de
picos presentes, essa contagem ¢é feita através de uma ferramenta do Labview chamada Peak-
Detector, que faz basicamente um corte horizontal no valor limiar (threshold) e conta a
quantidade de maximos acima desse valor. Sendo determinada a quantidade de picos presentes
na seérie da transformada FFT da Siai(K), determinamos entdo a periodicidade da série temporal
original.

O valor 12 foi estabelecido como um limite superior para a periodicidade dos atratores
experimentais, pois quanto maior é o indice do pico menor é a sua amplitude levando a uma
limitacdo na relacdo sinal/ruido. Sendo assim o valor de threshold deve ser escolhido
cuidadosamente de tal modo que ndo seja desprezado nenhum pico e esse valor ndo deve ser
muito baixo, detectando assim picos no limite do ruido da série temporal. Para evitar erros na
deteccdo da periodicidade foram realizados testes para a escolha do valor de threshold mais
adequado tal que a deteccédo dos picos tivesse uma precisdo proxima a 99%. O valor de threshold
que apresentou os melhores resultados foi o de 0,03 V, sendo esse o utilizado em todos os
calculos da detecgdo da periodicidade. O valor 0,03 V é relacionado com a amplitude dos picos
da série FFT da variavel x do circuito de Chua, ndo tendo nenhuma relagdo com o parametro de
controle Vpc.
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A série Siai(k) obtida exclui os multiplos dos picos principais, pois ao realizarmos uma
secdo de Poincaré apenas selecionamos os valores de extremos. Para obtermos a frequéncia
correta dos picos temos de multiplicar o eixo das abscissas da transformada de Fourier pelo
inverso do tempo de amostragem, como nos interessa apenas a periodicidade ndo fizemos essa
multiplicacdo. Dessa forma, fica evidente o limite de Nyquist ©, que ocorre quando temos dois
pontos em um periodo de amostragem e correspondendo ao valor de 0,5 na escala unitaria de
frequéncia da transformada UFFT. Este pico corresponde a uma volta completa no atrator.
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Figura 3.8: (a) Série temporal da variavel x, periddica de periodo-7, medida R = 1676,00 Q e Vpc = -0,2095 V,
(b) Atrator, (c) a transformada FFT e (D) a transformada UFFT, da série temporal.

Na figura 3.8.a mostramos a série temporal da variavel x do circuito de Chua para R=
1676,00 Q e Vpc =-0,2095 V, contando manualmente a quantidade de picos presentes no grafico
obtivemos 7 picos distintos, ou seja, a periodicidade dessa série € 7.

Na figura 3.8.c podemos ver que a transformada de Fourier FFT da serie temporal padrao
apresenta uma quantidade muito maior de picos, isso € devido a presenga dos picos multiplos dos
picos principais.

Na figura 3.8.d podemos ver a transformada de Fourier Unitéria e observamos a presenca
de apenas sete picos, correspondendo aos picos principais da FFT da serie x do circuito de Chua,
sendo entdo detectada uma periodicidade periodo-7 para essa série temporal, como era esperado.
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Figura 3.9: (a) Série temporal da variavel x, caética, medida R= 1676,00 Q e Vpc = -0,1385 V, (b) Atrator, (c) a
transformada FFT e (D) a transformada UFFT, da série temporal.

Na figura 3.9.a mostramos a série temporal da variavel x do circuito de Chua para R=
1676,00 Q e Vpc = -0,1385 V, podemos observar que nesse caso nao é mais possivel
determinarmos a periodicidade da série contando-se 0s picos principais de oscilacdo, pois a série
temporal ndo se repete, ou seja a cada volta do atrator observamos amplitudes diferentes, o que é
tipico de um atrator cadtico. Na figura 3.9.b observando o atrator da série temporal podemos ver
que esse se apresenta preenchido no espaco de estados e tém caracteristicas topoldgicas de um
atrator caotico do tipo Duplo-Rolo.

Nas figuras 3.9.c e 3.9.d observamos que as transformadas de Fourier FFT e UFFT da
série temporal apresentam um espectro disperso de freqliéncias, ou seja, ndo apresenta uma
quantidade finita de picos. Ao ser realizada a contagem de picos presentes na transformada

UFFT, foi obtido um valor muito elevado, logo o programa indica que a medida experimental
seja cadtica.

Uma série temporal somente pode ser classificada como cadtica ou periodica apos serem
calculados os expoentes de Lyapunov dessa. Para a medida da figura 3.9 foram obtidos os
seguintes expoentes de Lyapunov:

Amaior = 4,41%102 s, Amedio = -0,88x107% st € Amenor = -65,38x1072 st
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Ou seja, temos um expoente positivo, um proximo de zero e um negativo, confirmando
que essa medida é cadtica, como havia sugerido o programa de deteccdo da periodicidade, sendo
observada a série temporal e o espectro das transformadas FFT e UFFT.

O programa de deteccdo da periodicidade sugere que a série temporal de uma medida
experimental (R,Vpc) é cadtica quando sdo contados mais de 12 picos na série da transformada
UFFT, pois apenas observamos séries temporais com periodicidade até periodo-12, como dito
anteriormente,. A confirmacdo de que essas series sdo cadticas pode ser feita apos calculados os
trés expoentes do espectro Lyapunov.

N&o ha perda significativa de informacéo ao considerarmos o limite de periodicidade 12
para os atratores das séries temporais. Na secdo 4.4 mostraremos que 0 tamanho das regifes
periddicas nos diagramas de bifurcacéo decresce exponencialmente com a periodicidade P, sendo
assim, poucas sao as séries temporais que apresentam periodicidade maior do que 12, para a
precisdo experimental de 0,5 mV, no passo da tensdo Vpc, utilizada.
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Figura 3.10: Painel gréafico do programa de deteccao da periodicidade (“Atratores_ CHUA_Periodicidade.vi ) que
realiza os calculos da transformada UFFT. Esse programa automaticamente I& todas as séries temporais,
determina e grava em um arquivo a periodicidade correspondente.
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3.4) Calculo dos Expoentes de Lyapunov

Uma das possiveis definicbes para Caos € tal que a resposta do sistema ndo seja
previsivel no futuro mesmo para uma evolucdo temporal deterministica. Ou seja, mesmo
conhecidas as equacfes que regem a dinamica temporal do sistema ndo saberemos qual sera a
sua resposta para tempos longos. A dispersdao aumenta exponencialmente no tempo, ainda que o
sistema seja de baixa dimenséo.

Essa imprevisibilidade é conseqliéncia de uma inerente instabilidade das solucdes das
equacOes que regem o sistema, ndo devendo ser confundida com interferéncias de agentes
externos.

O fato de trajetdrias proximas divergirem ndo traz nenhuma nova caracteristica, sistemas
ndo caoticos podem apresentar divergéncias de trajetdrias proximas, porém essas variam
lentamente, ndo causando muitos problemas na resposta final. O fato é que em sistemas ca6ticos
as trajetdrias proximas divergem exponencialmente, ou seja, temos um comportamento critico.

Para entdo quantificarmos essa divergéncia de trajetorias infinitesimalmente préximas
temos o célculo dos chamados expoentes de Lyapunov.

3.4.1) Maior Expoente de Lyapunov

Definindo S,; e Sy, como dois pontos no espago das posi¢cdes generalizado, temos a
"distancia inicial" entre eles:

8o = lISn1 — Snall (e9.3.3)
Sendo é,,, a distancia entre os pontos no tempo A4n tal que:
Oan = [ISn14an — Snz+anll (eq.3.4)
Se as trajetdrias proximas divergem exponencialmente temos que:
San ~ 8y €M™ para §,,<<1 edAn>>1 (eq.3.5)

Onde A é o maior expoente de Lyapunov. Dependendo do valor desse expoente podemos
definir se o sistema estd em carater de um Ponto fixo, Ciclo limite estavel (Periddico), Caos ou
se é apenas Ruido.

Tabela 3.3: Tipos de Movimento do atrator em relagio ao maior expoente de Lyapunov

Tipos de Movimento | Maior Expoente de Lyapunov
Ponto fixo estavel A<0
Periddico A=0
Caos 0<A<o
Ruido A — o0
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Para A > 0 podemos definir caos, porém as trajetorias ndo podem separar mais que 0
tamanho méximo do atrator, ou seja, a validade da equacao 3.5 é até An do tamanho do atrator.

Expoentes de Lyapunov tem unidade de inverso de tempo (1/t) e ddo uma escala de
tempo tipico da divergéncia das trajetorias. Para sistemas de tempo discreto, tal como mapas
iterativos ou sistemas na secdo de Poincaré, temos uma equacdo que relaciona o maior expoente
de Lyapunov calculado sobre essas series (A,,,q,,) COM 0 calculado sobre as séries de sistemas

de tempo continuo (Aontinue), dada por:

}\mapa = Acontinuo- Tp (eq.3.6)
Sendo 7, 0 tempo médio entre dois pontos subsequentes na série de tempo discreto.

Uma caracteristica importante do maior expoente de Lyapunov é que esse € invariavel
por transformagdes de reescala, reflexdo ou outras transformagdes suaves. Como 0s expoentes de
Lyapunov definem o comportamento em longo prazo, essas transformagdes néo influenciam no
valor desse. Qualquer re-parametrizacdo suave e reversivel no espaco de estados pode modificar
as razoes entre as distancias, porém apenas por fatores finitos.

O algoritmo utilizado nesse trabalho para calcularmos os expoentes de Lyapunov das
séries temporais do circuito de Chua é o método de Sano e Sawada ™?, sendo esse método
conhecido por sua eficiéncia computacional, quando a série temporal da medida define bem a
dindmica do sistema de interesse.

Para o célculo dos expoentes, quanto menor é a quantidade de ruido presente e quanto
maior é a série temporal, melhor sera a resposta liberada pelo algoritmo, porém mesmo para uma
série temporal ndo tdo grande e com um baixo nivel de ruido, ainda assim o algoritmo é capaz de
liberar resultados coerentes e precisos.

3.4.2) Espectro dos Expoentes de Lyapunov/ Método de Sano
e Sawada

Um sistema dindmico pode ser definido como um objeto matematico em um espaco de
estados por:

o X,.1 = F(x,) =sistema de tempo discreto: Ex. Mapas lterativos;

dx(t) _

T f(x(t)) = sistema de tempo continuo: Ex. Circuito de Chua;

A dimensdo do espaco de estados define a quantidade de expoentes do espectro dos
expoente de Lyapunov. No caso do circuito de Chua temos que a dimensdo do sistema é trés,
logo temos associado a esse sistema trés expoentes no espectro de Lyapunov.
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Tipicamente alguns desses expoentes sdo negativos, indicando que algumas direcdes no
espaco das trajetorias podem convergir exponencialmente. A soma de todos os expoentes de
Lyapunov € diretamente relacionada a taxa de expansao ou contragdo do espaco de estados. Esta
soma € zero para sistemas conservativos, negativa para os demais, porém ndo pode ser positiva
se temos um espaco de estados limitado.

Na subsecdo anterior 3.4.1 mostramos simplificadamente como é calculado o maior
expoente de Lyapunov de uma serie temporal, porém temos mais de um expoente para sistemas
de dimensdo maior do que um, entdo mostraremos agora como sao obtidos os demais expoentes
a partir da série temporal.

Sendo X e y duas trajetorias proximas em um espaco de estados de dimensdo m.
Considerando o sistema dindmico como um mapa, teremos:

Vnrr = Fng1 = FO) = FO) = JnOm — ) + 0(llyn — %1 (€0.3.7)

Sendo J,, uma matriz Jacobiana de dimensdo m x m, definida por:

- — = aﬁl — a(Fl,Fz)

](xl) _]l - (afj)xzxi - (a(xlvxZ"'))xzxi (eq'3'8)

A funcéo ﬁ(yn) foi expandida ao redor de x,, sabendo que §&,, = y,, — x,, podemos

calcular &,,,, utilizando a equacéo 3.7. Decompondo &,, em vetores de coeficientes £; e diregéo
é, , teremos:

Oni1 = Xi(Bi 4)E (eq.3.9)

Em particular se §,, € paralelo a um dos vetores é,, esse € alongado ou encolhido por um
fator A;. Ou seja, podemos separar 0 espaco de estados de dimensdo m, em m subespacos
lineares.

As analises definidas agora sdo locais em tempo e espago, ou seja, para cada ponto no
espaco de estados temos diferentes autovetores e autovalores da Jacobiana eq.3.8, ja que a
Jacobiana é dependente das coordenadas espaciais. E necessario entdo definirmos o sistema em
quantidades e objetos globais.

Os expoentes de Lyapunov A; sdo definidos como a taxa assintotica na qual os vetores
crescem em modulo em um determinado subespacgo. Para obtermos o maior expoente em uma
direcdo no espaco tangente temos que maximizar o0 moédulo na iteracdo N de um vetor
normalizado nesse espaco tangente:

(i @) (1Yt Ty @) — AQutu — 1) = Méximo (eq.3.10)

A solucdo desse problema é dada por um sistema de equacdes lineares nos coeficientes de
u. Esse sistema é resolvido através dos autovetores normalizados definidos por:

(M=) (M7 (eq.3.11)
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Obtidos os autovalores dessa equacdo e dividindo-os pelo numero de interacdes N
teremos os diferentes valores dos expoentes de Lyapunov e ndo apenas o do maior expoente. O
teorema Ergodico multiplicativo de Oseledec de 1968 P @2 garante que esses autovalores
normalizados pelo nimero de interagdes N convergem no limite N—oo.

As equacdes definidas anteriormente podem ser adaptadas para sistemas dindmicos de
tempo continuo considerando-se 0 mapa formado pela integracdo das equacdes diferenciais da
dindmica em um tempo finito At.

It + A0 ~ #(t) + At f(R(D)) (€9.3.12)

Em uma medida experimental no tempo continuo o intervalo de tempo entre sucessivas
medidas por ser interpretado como o tempo At. Em uma medida de tempo continuo que se
mantém finita numa regido do espaco, sem convergir para um ponto fixo, um dos expoentes de
Lyapunov necessariamente deve tender a zero, correspondendo a uma dire¢do tangente ao fluxo,
essa direcdo marginal ao expoente de Lyapunov nulo é chamada de estabilidade marginal.

A fim de evitar o célculo de expoentes espurios, afetando assim os calculos do espectro
dos expoentes de Lyapunov, é necessario obtermos a dimensdo que corretamente representa o
sistema dinamico através do calculo da dimensédo de imersdo. Nao iremos nesse trabalho explicar
mais detz(allgr)\adamente esse célculo. Sendo a dimensao de imersao trés a utilizada para o circuito
de Chua .

3.4.3) Software Lyap_Spec - TISEAN

Para analisar séries temporais nao lineares foi desenvolvido por Rainer Hegger, Holger
Kantz e Thomas Schreiber, um conjunto de softwares livre, com os cddigos fonte abertos
chamado Tisean (“Time Series Analysis”) em Fortran, disponivel para download para os
sistemas LINUX e Windows ®. Esse projeto de softwares de anélises de séries temporais é
baseado na teoria de sistemas dindmicos ndo lineares deterministicos ou podemos também
chamar, baseados na Teoria do Caos.

Nos programas podemos encontrar rotinas para o célculo dos expoentes de Lyapunov,
reducdo de ruidos, calculos de dimensdo de imersdo, estimativas de entropia de informacao,
métodos para obtencdo da secdo de Poincaré, céalculos da informacdo mdtua de uma série,
métodos de deteccdo de falsos vizinhos, métodos de deteccdo de Orbitas periddicas instaveis,
calculos da dimensdo de correlacdo, entre outros. Ou seja, estdo presentes diversos programas
que sdo importantes para uma analise completa das séries temporais.

Para calcularmos os expoentes de Lyapunov das séries temporais experimentais do nosso
circuito de Chua, utilizamos o programa Lyap_Spec, que € uma rotina baseada no trabalho de
Sano e Sawada “%. Esse método é baseado em estimativas das Jacobianas locais das equacdes de
dindmica linearizadas, que governam o crescimento das perturbagdes infinitesimais, como
anteriormente apresentado na segéo 3.4.2.

As estimativas sdo obtidas através de modelos locais lineares do tipo:
Sn+1 = AnSp + by (e9.3.13)
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A primeira linha da Jacobiana € o vetor a, com Jacobiana (] );j = §;_1y; para i =
2,3..m, sendo m a dimensdo de imersdo. Os a, sdo obtidos pelo método de quadrados
minimos, por:

0% = X(s141 = @nS; — bp)? (eq.3.14)

Onde {s;} é o conjunto de vizinhos de s,,. Ou podemos construir um modelo ndo linear
global e podemos obter a Jacobiana tomando-se as respectivas derivadas parciais.

Em ambos os casos, multiplica-se a Jacobiana um a um, seguindo a trajetoria, para 0s
diferentes vetores u, no espago tangente, onde queremos calcular os expoentes. Ap6s alguns
passos, é aplicada uma ortonormalizacdo pelo método de Gran-Schimidt sobre o conjunto dos
vetores u;, e sdo acumulados os logaritmos dos fatores de reescala. Do  valor médio  desses
logaritmos, na ordem do procedimento do método de Gran-Schimidt, obtemos os expoentes de
Lyapunov em ordem decrescente.

1) Trajetéria: X =F(%) (eq.3.15)

2) Evolucdo do vetor tangente sobre o espaco do %, sendo T a matriz
Jacobiana de F: E=T(X®).¢ (eq.3.16)

3) Solucéo da equacdo linear ndo auténoma, sendo A* o operador linear que mapeia o
vetor tangente& (0)em &(t): E(t) = AtE(0) (eq.3.17)
4) Assim os expoentes de Lyapunov sdo obtidos por:

2 (az(o), 5(0)) = limt_,oo%ln O]

HOl

(eq.3.18)

Os expoentes de Lyapunov sdo independentes da condicdo inicial X (o) sendo o
sistema ergodico

Especificacdes do Programa: Lyap Spec
Esse programa calcula todo o espectro dos expoentes de Lyapunov para uma série
temporal, podendo essa ser também de multiplos componentes. A quantidade de expoentes

calculados é (m.d), sendo d a quantidade de componentes e m a dimensédo de imersdo do sistema
caotico. Segue a tabela 3.4 com as especificacdes do programa Lyap_Spec:

Tabela 3.4: Especifica¢es do programa Tisean: Lyap_Spec

Opcéo Descri¢ao Valores Utilizados no Calculo
-1# Numero de Pontos a ser usado 30.000 (total de pontos)
-X# Numero de Linhas a ser ignorada 0
-c# Coluna a ser lida no arquivo 2 (coluna x)
-m#,# | N°de Componente, Dimenséo de Imersdo 1,3
-k# Numero de vizinhos a serem utilizados 40
-n# NUmero de Intera¢es 10.000
-0# Nome do Arquivo de Saida [nome do arquivo de entrada]_lyap_spec.dat
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Para calcularmos os expoentes de Lyapunov devemos entdo criar uma linha de comando,
seguindo a ordem da tabela 3.4, para cada da uma das séries temporais (R, Vpc) contendo todas
as informacdes contidas na tabela.

Segue o exemplo da linha de comando do calculo dos expoentes de Lyapunov para a série
R=1619,00 Q e Vpc=0,0995 V:

/lyap spec “CHUA_R1619_V +9.950E-2.dat” —130000 —x0 -c2 —m1,3 -k40
-n10000 -0 “CHUA R1619 V +9.950E-2 k40 nl10000 lyap spec.dat”

Por serem cerca de 360.00 medidas ndo € possivel fazermos todas as linhas de comando
manualmente, sendo entdo necessario o desenvolvimento de programas em Labview que
automaticamente, criam as linhas de comando para cada uma das medidas, separando-as em 121
arquivos, cada um contendo todas as linhas de comando de um ciclo de medidas, que tém o
parametro R fixo (3.001 medidas por ciclo).

Para definirmos o valor da vizinhanca corretamente foram feitos testes variando-se a
vizinhanca de k = 1 até k = 100 num passo unitério, na linha de comando de uma medida ca6tica.
Esses testes servem para garantirmos que 0s expoentes de Lyapunov encontrados para essa série
caotica estejam corretos: a soma deles deve ser negativa, além disso, devemos ter um expoente
positivo, um com um valor mais préximo possivel de zero e um com valor negativo.

Os testes realizados mostram a vizinhanca que melhor apresenta as caracteristicas agora
apresentadas para uma medida ca6tica é a vizinhanca k = 40. Sendo assim para todas as medidas,
cadticas e periddicas, utilizamos a vizinhanca de k = 40, mesmo sabendo que para as medidas
periddicas o valor de vizinhanca k = 25 apresentaria melhores resultados para 0s expoentes de
uma série periddica (um mais proximo de zero possivel e dois negativos).

N&do ha problemas em utilizarmos o valor de vizinhanca k = 40 para os dois tipos de
medidas, pois estamos apenas interessados no maior expoente de Lyapunov das séries temporais,
sendo assim os valores nulos das séries periddicas ndo afetam o contraste com os valores
positivos das séries caoticas.

Escolhida a vizinhanga correta (k = 40) e sendo criados todos os arquivos (total 121)
contendo as 3.001 linhas de comando, podemos entdo realizar os célculos do espectro dos
Expoentes de Lyapunov.

No trabalho em questdo realizamos os célculos em dois microcomputadores Core2-Quad
de 2,5MHz (Quad-1) e 2,66Mhz (Quad-2), com 4Gb e 8Gb de memdria RAM, respectivamente.
No Quad-1 fizemos os célculos para as pastas pares de resisténcia R fixa, e no Quad-2 as pastas
impares.

O tempo de processamento foi de cerca de 45 dias, sendo utilizados os quatro nucleos de

cada processador, completamente. O sistema operacional utilizado foi o Linux na versdo do
“Ubuntu 97, essa versdo além de ser livre mostrou-se muito eficiente, seguro e estavel.
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Os resultados dos expoentes séo liberados em d.(m+1) colunas, sendo a primeira coluna o
valor do nimero da interacdo atual (i = 1,...n) e sendo as outras colunas 0s respectivos expoentes
de Lyapunov A(i). Os valores dos expoentes em cada interacao sdo liberados toda vez que hd uma
mudanga significativa do valor desse e variando de acordo com a medida. Terminado o célculo
dos expoentes de Lyapunov até o valor de interacdo (i = n), sdo também liberados nessa ordem
os valores dos erros relativos e absolutos da previsdo dos expoentes, o tamanho da vizinhanca
utilizada, a quantidade de vizinhos utilizados (k) e a estimativa da dimensdo de Kaplan-Yorke
(KY-Dimension).

Exemplo do resultado do célculo do espectro dos expoentes de Lyapunov para a série
temporal do circuito de Chua com a fonte Vpc, R=1619,00 Q e Vpc=0,0995 V.

9935 1.024506e-02 -7.781499e-03 -6.224444e-01
9998 1.054110e-02 -8.131366e-03 -6.225378e-01
#Average relative forecast errors:= 3.109399e-03
#Average absolute forecast errors:= 4.420770e-03
#Average Neighborhood Size= 5.437344e-02
#Average num. of neighbors= 4.000000e+01
#estimated KY-Dimension= 2.003871

A linha apresentada em destaque corresponde a que contém o valor da interacdo
(1=9998) e o valor dos trés expoentes de Lyapunov:

A = +1.054110.10% s, 2, = -8.131366.10° st e A3 = -6.225378.10* s

Dos valores dos expoentes de Lyapunov: um positivo, um quase nulo e um negativo,
podemos afirmar que essa medida é cadtica.

Estudos desenvolvidos por Kaplan e Yorke mostraram que para a maioria dos sistemas
fisicos, 0 espectro dos expoentes de Lyapunov e a dimenséo fractal do atrator estdo relacionados,
sendo assim, sabendo-se os valores desses expoentes podemos definir uma dimenséo fractal.

Essa dimensdo é a chamada dimens&o de Kaplan-Yorke ® também chamada dimenséo
de Lyapunov, e esta apresentada na Gltima linha dos resultados. Essa é obtida através dos valores
dos expoentes de Lyapunov por:

k
Zi=1/1i

(eq.3.19)

Sendo A; os valores dos expoentes e k o valor inteiro maximo que determina a quantidade
de expoentes positivos encontrados. A dimensdo Dgy é considerada um limite superior da
dimensdo de informagé&o D;.

A dimenséo de informacdo D, pode ser obtida através da equacao:

D, = lim,_, {2pe (€9.3.20)

Ine
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Sendo (In p,) o valor médio da informacdo (de Shannon) necessaria para determinarmos
uma variavel X com uma precisdo . A dimensdo de informacdo D; especifica como essa
quantidade de informacdo se escala numa resolucéo ¢.

O termo entropia de Shannon ou informagdo de Shannon quantifica, em termos de valores
esperados, a quantidade de informacdo contida em uma mensagem. Sendo essa de vital
importancia, nos estudos de comunicagao e sincronismo, entre dois sistemas, por exemplo.
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Capitulo 4) Resultados Experimentais
e Discussoes

4.1) Introducgao

Nas subsecOes anteriores comentamos sobre o circuito de Chua (se¢édo 2.2), suas
caracteristicas principais e a sua construcdo experimental (secdo 3.1). Discutimos também as
modificacdes propostas por Torres ), além disso, na secdo 2.4 propomos um novo circuito de
Chua que € o "Circuito de Chua com a fonte DC", que é caracterizado basicamente pela adi¢édo
de uma fonte de tensdo DC em série com o diodo de Chua. Determinamos também na secédo 2.4
quais devem ser as possiveis modificacdes na curva ig (X) do diodo ao adicionamos essa fonte,
porém ainda ndo haviamos apresentado nenhum resultado experimental da nossa versdo do
Circuito de Chua.

A seguir apresentaremos os resultados experimentais divididos em subsec¢es, discutindo
as caracteristicas principais de cada um desses. Segue a ordem dos tOpicos e as suas respectivas
subsecdes:

e 4.2) Séries e atratores experimentais;
e 4.3) Diagramas de bifurcacdo experimentais;
e 4.4) BifurcacGes por adicdo de periodo (“Period-adding bifurcation );
e Janelas complexas periddicas (“Complex Periodic Windows ”);
e 4.5) Espaco de parametros da periodicidade;
e 4.6.a) Espaco de parametros do maior expoente de Lyapunov- Experimental;
e 4.6.b) Espaco de pardmetros do maior expoente de Lyapunov- Simulagao;

4.2) Séries temporais e atratores experimentais

No circuito de Chua com fonte DC temos como variaveis de controle do sistema o0s
parametros: a tensdo Vpc aplicada e as resisténcias R e r,, sendo que o parametro r_ foi mantido
fixo. Teremos entdo para cada par de valores (Vpc, R) uma forma diferente da série temporal do
circuito de Chua, sendo elas: pontos fixos, divergéncia (aqui na forma de saturacdo em £10,5 V)
ou oscilatorias periddicas ou cadticas.
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Como mencionado anteriormente obtivemos as séries temporais X (tensdo sobre o
capacitor Cy), y (tenséo sobre o capacitor C,) e V, (tenséo sobre o ponto P do circuito do indutor
eletrnico). Essa tensdo no ponto P, se relacionada com a corrente que passa pelo indutor pela
equacéo 2.37,

Nas figuras de 4.1 a 4.3 apresentaremos algumas das séries temporais experimentais
adquiridas utilizando-se a nossa versdo do circuito de Chua. Mostraremos algumas séries
temporais periddicas, de periodicidades pares e impares, algumas caoticas, que tém como
atratores os dos tipos Rossler e Duplo-Rolo (“Double-Scroll”), sendo esse ultimo um tipo de
atrator mais explorado na literatura sobre o circuito de Chua ®.
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Figura 4.1: Série temporal X, y € z e seus respectivos atratores 3D para as medidas experimentais
R=1676,00 Q e Vpc =-0,7495 V (figuras 4.1.a e 4.1.c) e -0,3510 V (figuras 4.1.b e 4.1.d).

e Periodo-1 = Resisténcia R = 1676,00 Q, tensdo Vpc aplicada de -0,7495 V, (fig.4.1.a).
e Periodo-3 = Resisténcia R = 1676,00 Q, tensdo Vpc aplicada de -0,3510 V, (fig.4.1.b).

Na série temporal do periodo-1 (figura 4.1.a) podemos observar que a onda tem apenas uma
amplitude de oscilacdo, ou seja, o valor de tensdo dos maximos da série fica praticamente
constante num valor de 7,155V para a medida X, enquanto na série temporal do periodo-3 é
possivel visualizarmos trés valores maximos de oscilagéo distintos, cada um representando uma
volta de 2@, sendo entdo necessarios 6z para voltarmos para 0 mesmo ponto no atrator. Os
valores dos maximos sdo proximos a 4,809 V, 5,503 V e 5,646 V, respectivamente.
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Figura 4.2: Série temporal X, y e z e seus respectivos atratores 3D para as medidas experimentais
R=1676,00 Q e V'pc = -0,2400 V (figuras 4.2.a e 4.2.c) e -0,2095 V (figuras 4.2.b e 4.2.d).

e Periodo-5 = Resisténcia R = 1676,00 Q, tensdo Vpc aplicada -0,2400 V, (fig.4.2.a).
e Periodo-7 = Resisténcia R = 1676,00 Q, tensdo Vpc aplicada -0,2095 V, (fig.4.2.b).
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Figura 4.3.a e 4.3.b: Série temporal x, y e z para as medidas experimentais:
R=1676,00 Q e V'pc =-0,1385 V (fig.4.3.a) e +0,0385 V (fig.4.3.b).
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Figura 4.3.c e Figura 4.3.d: Atrator 3D (x y z) para as medidas experimentais:
R=1676,00 Q e Vpc =-0,1385 V (fig.4.3.c) e +0,0385 V (fig.4.3.d).

e Caos = Resisténcia R = 1676,00 Q, tensdo Vpc aplicada -0,1385 V, (fig.4.3.a).
e Caos = Resisténcia R = 1676,00 Q, tensdo Vpc aplicada +0,0385 V, (fig.4.3.b).

O atrator para Vpc = +0,0385 V (figura 4.3.d) apresenta comportamento cadtico do tipo
Duplo-Rolo tendo o rolo da direita mais visitado que o rolo da direita. Ja na figura 4.3.c para
Vpe = -0,1385 V, temos também um atrator cadtico Duplo-Rolo, porém agora com o rolos da
esquerda mais visitado do que o da direita, isto ocorre devido ao deslocamento na corrente do
circuito quando é adicionada uma fonte DC. Quando a tensdo Vpc aplicada no sistema é
suficientemente alta podemos até observar o desaparecimento de um dos rolos como nas figuras
49.ae49.b.

Para as figuras 4.4 a 4.10 ndo apresentaremos mais as respectivas séries temporais.
Apresentaremos a seguir para o parametro R constante em 1620,00 Q, uma rota de bifurcagdo
para 0 caos onde mostrarmos apenas o0s atratores de cada uma das medidas
(R,Vpc) = (1620,00,Vpe).
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Figura 4.4: Atrator 3D (x y z) para as medidas experimentais:
R=1620,00 Q e Vpc =-0,4990 V (fig.4.4.a) e -0,4700 V (fig.4.4.b).
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Para as tensdes Vpc entre -0,7500 V e -0,4700 V apenas observamos ciclos periddicos de
periodo-1, na figura 4.4 apresentamos a medida Vpc = -0,4990 V que apresentou o menor nivel
de ruido nessa faixa de tensdes. A medida que a tensdo é aumentada ocorreu uma bifurcacio de
periodo-1 para periodo-2 em Vpc = -0,4700 V, fig. 4.4.b. Em seguida uma bifurcacao de periodo-
2 para periodo-3 para Vpc = -0,4580 V, fig. 4.5.a.
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Figura 4.5: Atrator 3D (x y z) para as medidas experimentais:
R=1620,00 Q e Vpc =-0,4580 V (fig.4.5.a) e -0,4080 V (fig.4.5.h).

Em seguida podemos observar que mesmo para tensdes altas, existem atratores caoticos
do tipo Rosller, como para Vpc = -0,4080 V, fig. 4.5.b, e conforme aumentamos a tenséo
aplicada podemos observar alguns atratores de ciclos impares imersos na regido caética como o
atrator de periodo-3 para Vpc = -0,3880 V, fig. 4.6.a.

(A) (B)
00
4
1.0°
00 F 0
= 2 = 00
% 500 = % 2 0
# 'Q - T }“0
27 R R EN° 2
e T — Wl o =
E S0 T - P,
o NP S
'\P*Q °700

Figura 4.6: Atrator 3D (x y z) para as medidas experimentais:
R=1620,00 Q ¢ Vpc =-0,3880 V (fig.4.6.a) e -0,3720 V (fig.4.6.b).

Seguindo com a variacdo da tensdo Vpc, observamos novamente um atrator caotico para
Vpc =-0,3720 V, fig. 4.6.b. Em seguida ocorreu uma bifurcacdo por reducdo de periodicidade de
periodo-4, para Vpc = -0,3490 V, fig.4.7.a, para periodo-2 para Vpc = -0,3410 V, fig. 4.7.b. Ou
seja, houve nessa regido uma inversdo no padrdo geral das bifurcagdes, passando de adicdo de
periodo alternada por regides cadticas para reducdo de periodo de dois, com o0 aumento do
parametro de controle Vpc.
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Figura 4.7: Atrator 3D (x y z) para as medidas experimentais:
R=1620,00 Q e Vpc =-0,3490 V (fig.4.7.a) e -0,3410 V (fig.4.7.h).
(B)
Yo,

Figura 4.8: Atrator 3D (x y z) para as medidas experimentais:
R=1620,00 Q ¢ Vpc =-0,3020 V (fig.4.8.a) e -0,2120 V (fig.4.8.h).

Para Vpc = -0,3020 V, fig. 4.8.a, podemos observar uma intermiténcia de um atrator
peridédico para um cadtico, e aumentando-se Vpc 0 sistema apresenta-se no regime cadtico.
Novamente podemos observar outros atratores periddicos imersos na regido cadtica, de periodo-3
e periodo-4, porém esses atratores estdo em janelas muito pequenas de tensdo, pois conforme
variamos a tensdo Vpc em passos de 0,5 mV, os observamos entre duas medidas caoticas
consecutivas, ou seja, essas bifurcacbes poderiam ter sido obtidas com mais detalhes caso
tivéssemos um passo menor na fonte de tensdo (menor do que o atual 0,5 mV). Periodos maiores
foram observados, por exemplo, o atrator periddico de periodo-9 em Vpc =-0,2120 V, fig. 4.8.b,
imerso na regido cadtica.

Para Vpc = -0,1880 V, fig. 4.9.a, obtivemos um atrator cadtico em um formato diferente
dos obtidos anteriormente e para Vpc = -0,1670 V, fig. 4.9.b podemos observar um dobramento
no ramo que sai do centro do atrator caodtico. Aumentando-se a tensdo observamos o
aparecimento de um atrator caotico de Duplo-Rolo para Vpc = -0,1660 V, fig. 4.10.a, que
manterd 0 mesmo formato até tens6es proximas de 0,0000 V, apenas alterando a proporcao entre
os rolos.
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Figura 4.9: Atrator 3D (x y z) para as medidas experimentais:
R=1620,00 Q e Vpc =-0,1880 V (fig.4.9.a) e -0,1670 V (fig.4.9.h).

(A) (B)

Figura 4.10: Atrator 3D (x y z) para as medidas experimentais:
R=1620,00 Q e Vpc = -0,1660 V (fig.4.10.a) e -0,1650 V (fig.4.10.h).

O passo de 0,5 mV na fonte de tensdo Keithley 230 foi suficiente para observarmos:
diversos processos de bifurcacdes, o aparecimento de atratores periddicos dentro de regides
cadticas, atratores periddicos de ciclos elevados e até transicdo de um atrator Duplo-Rolo para
um atrator do tipo Rosller. Entretanto outras janelas de bifurcacGes ainda mais estreitas nao
puderam ser observadas devido o tamanho do passo utilizado. O circuito de Chua apresentou-se
muito estavel e muito sensivel a variacdo da tensdo Vpc aplicada, pois o nivel de ruido presente
esteve sempre muito menor que o passo utilizado, por isso foi possivel obtermos tantos
resultados. Acreditamos que em nenhum outro trabalho em caos experimental até o momento
foram apresentados tantos resultados e em tao ricos detalhes.

Dos atratores mostrados nessa se¢do e em todos os outros obtidos, é possivel notarmos
que as séries temporais apresentam uma 6tima relagéo sinal/ruido, j& que temos atratores muito
bem definidos no espaco de estados, sobretudo porque foi possivel observarmos até alguns de
periodicidade elevada, fig. 4.8.b. E importante ressaltar que nas figuras mostradas nessa secao
ndo foi necessario nenhum método de reducdo de ruidos © para apresentarmos os resultados
claramente.
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4.3) Diagramas de Bifurcag¢do Experimentais

Como discutido anteriormente foram obtidas séries temporais de oscila¢fes do circuito de
Chua com uma resolucdo de 0,5 mV no parametro Vpc e uma resolucdo de 1,00 Q no resistor R,
0 ajuste de R foi realizado manualmente nos trimpots R, e R, até obtermos um valor de R com
uma precisao de 0,01 Q. No momento ndo pudemos obter uma resolu¢do maior no parametro R
devido a esse ajuste de R ser manual.

No estudo de sistemas dindmicos utilizamos os diagramas de bifurcacdo, pois esses
apresentam informacdes muito Uteis para identificarmos qual a influéncia de um parametro de
controle na resposta do sistema. No nosso sistema temos que 0 parametro Vpc apresenta uma
resolugdo muito maior comparada com a resolucdo da resisténcia R, logo iremos mostrar 0s
diagramas de bifurcacgdo tendo a resisténcia R fixa e o parametro de controle passa a ser a tenséo
aplicada Vpc.

Existem diversas formas de tracarmos os diagramas de bifurcacdo, podemos utilizar as
mesmas condi¢des iniciais, para cada valor de Vpc de um mesmo R, e depois tracar a curva de
uma variavel do sistema em termos do parametro de controle, ou podemos utilizar o valor das
varidveis de estado do Gltimo valor x,, obtido para um valor de Vpc € acrescentar um passo de
0,5 mV em Vpc de forma que x,, seja a condi¢do inicial do proximo valor x,,,, do parametro
Vpc NO circuito.

No nosso sistema temos que as séries temporais sdo realizadas no tempo continuo, logo
para obtermos os respectivos diagramas de bifurcacdo € necessario fazermos a secao de Poincaré
de cada uma das séries. Um método simples, porém eficiente, de obtermos a se¢do de Poincaré
de uma série temporal é detectarmos os picos de méaximos ou de minimos dessa série e entdo
salvar outra série contendo apenas esses valores de extremo, como discutido anteriormente na
secdo 1.3.

Podemos construir o diagrama de bifurcacdo para cada uma das sequéncias de medida
com R fixo (Reonstante » Voc). Em cada seqliéncia temos o valor do resistor R fixo entre 1600,00 Q
e 1720,00 Q e temos uma série temporal para cada valor de Vp¢ entre -0,7500 V e +0,7500 V ao
passo de 0,5 mV, obtendo assim um total de 3001 medidas por sequéncia.

Para todas as medidas obtivemos a se¢do de Poincaré dos maximos da varidvel x e como
as equacdes do circuito de Chua (2.10.a-c) sdo acopladas, x = x(x,y,z), as informacOes
contidas em x serdo as mesmas contidas em y e z. Assim fomos capazes de obter num grafico a
secédo de Poincaré de cada medida (R,Vpc) contra o parametro de controle V¢, formando assim
os diagramas de bifurcagéo.
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Para valores de Vpc em que as series temporais sdo periddicas teremos como secdo de
Poincaré apenas uma quantidade de pontos concentrados em uma pequena regido, dependendo
da periodicidade da série. Para uma seqiiéncia de medidas de séries temporais com a mesma
periodicidade P vermos P linhas nas direcdes horizontais do diagrama de bifurcagéo.

Para uma série de medidas de periodicidade periodo-1 apenas veremos uma unica linha,
por exemplo, no diagrama da figura 4.11, R = 1620,00 Q ¢ Vpc entre -0,7500 V e -0,5500V.
Numa de periodo-2 teremos duas linhas e assim por diante, j& que sendo baixa a quantidade de
ruido presente o valor dos maximos correspondentes varia lentamente entre duas medidas
proximas ao variamos um dos parametros. No caso de uma medida cadtica temos que a secdo de
Poincaré serd composta por regides de pontos verticalmente preenchidas e para varias medidas
cadticas em sequéncia teremos uma regido preenchida no diagrama de bifurcacdo, por exemplo,
no diagrama da figura 4.11, R =1620,00 Q ¢ V¢ entre -0,1500 V e +0,1000 V.
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1.00-
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0.00-

-0.50-
£ -1.00-
5 LS
"5 -2.00-
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-5.00-
-5.50-
-6.00-
-6.50-
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-7.50~ . , . . . . . . ' . . . f . \
-0.75 -0.60 -0.50 -040 -0.30 -0.20 -0.10 0.00 0.10 0.20 030 040 050 0.60 0.75

vdc (V)
Figura 4.11: Diagrama de bifurcacéo R = 1620,00 2, Vpc entre -0,7500 V e +0,7500 V, passo 0,5 mV.
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Figura 4.12: Diagrama de bifurcacdo R = 1620,00 Q, V¢ entre +0,0500 V e +0,4000 V.
Amplificacdo da regido do diagrama de bifurcagéo para Vpc positivo.
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-0.60 -0.55 -0.50 -0.45 -0.40 -0.35 -0.30 -0.25 -0.18

Vdc (V)
Figura 4.13: Diagrama de bifurcacdo R = 1620,00 Q, V¢ entre -0,6000 V e -0,1800 V.
Amplificacéo da regido do diagrama de bifurcagéo para Vpc negativo.

Na secdo 4.2, figuras 4.4 até 4.10, apresentamos uma seqiiéncia de bifurcacdes dos
atratores experimentais, ao variarmos a tensao Vpc aplicada, mantendo a resisténcia fixaem R =
1620,00 Q. As bifurcagdes dos atratores foram apresentadas apenas para alguns valores de Vpc.
A seqiiéncia de bifurcacdes obtidas anteriormente foi de: atratores de periodo-1, atratores de
periodo-2, de periodo-3, cadticos, de periodo-3, cadticos, de periodo-4, de periodo-2, cadticos do
tipo Rossler para cadticos do tipo Duplo-Rolo.

Na figura 4.11 apresentamos o diagrama de bifurcacdo completo, variando a tensdo Vpc
de -0,7500 V até +0,7500 V ao passo de 0,5 mV para a resisténcia fixa R = 1620,00 Q. Podemos
observar que esse apresenta mais tipos de bifurcacdes do que as apresentadas na secdo 4.2. Na
secdo 4.2 foram utilizadas apenas 14 medidas experimentais para exemplificarmos as bifurcacdes
dos atratores experimentais, enquanto no diagrama de bifurcacdo completo foram utilizadas as
3.001 medidas experimentais do ciclo de medidas (1620,00 Q,Vpc).

Nas figuras 4.12 e 4.13 apresentamos uma amplificacdo do diagrama de bifurcacdo da
fig. 4.11, para tensdes Vpc positiva e negativa, respectivamente. As amplificagdes foram feitas
apenas para ressaltar os detalhes das regides contidas no diagrama completo. Podemos observar
que o sistema responde diferente para valores iguais de sinais contrarios do parametro Vpc,
mostrando que o circuito de Chua com a fonte DC ndo é simétrico em relacdo a origem Vpc =
0,0000 V. Os dois lados apresentam uma seqiiéncia de bifurca¢6es similar ao variarmos Vpc nos
dois sentidos.

Quando o parametro de controle Vpc tem valor em modulo proximo a 0,0000 V, o
sistema apresenta-se no comportamento cadtico, isso porque ajustamos 0s outros parametros de
controle do circuito de Chua, R e r_ de forma que para essa regido de interesse, R entre 1600,00
Q e 1720,00 Q, temos caos no circuito de Chua para Vpc nulo.
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Quando aumentamos em modulo o parametro de controle Vpc nos dois sentidos (com
passo positivo ou negativo) temos que o sistema passa entdo de periodicidades altas para baixas,
diminuindo a periodicidade da série temporal conforme aumentamos o parametro de controle,
podemos ver também que para tensdes em mddulo acima de 0,5000 V o sistema apresenta
apenas séries temporais com periodicidade periodo-1 para todos os valores de resisténcia R.

Para exemplificar as diferencas basicas existentes entre os diagramas de bifurcacao para
valores proximos a R = 1600,00 Q e os outros valores, proximos a 1720,00 Q, iremos apresentar
seis diagramas de bifurcacdo, sendo eles: 1600,00 Q, 1640,00 Q, 1668,00 Q, 1680,00 Q,
1700,00 © e 1720,00 Q. Esses representam as caracteristicas gerais de todos o0s outros diagramas
de bifurcacdo dessa faixa de valores de resisténcia R.
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Figura 4.14: Diagrama de bifurcacdo R = 1600,00 Q, V¢ entre -0,7500 V e +0,7500 V.

Xmax (V)

Para o diagrama de bifurcacgéo da figura 4.14, R = 1600,00 Q, podemos observar que para
valores de tensdo aplicada Vpc, maiores do que +0,3000 V e menores gque -0,5000 V, temos
apenas séries temporais de periodo-1. Para valores entre -0,4500 V e -0,3000 V (caixa 1) temos
regibes que alternam entre caoticas e periddicas, e que apresentam-se limitadas em um intervalo
dos valores dos méximos da varidvel x, ou seja, 0s atratores cadticos estdo limitados no espaco
de estados.
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Figura 4.15: Diagrama de bifurcacdo R = 1640,00 Q, V¢ entre -0,7500 V e +0,7500 V.

caixa2

caixa 4

Ainda na figura 4.14, para a faixa de valores de tenséo Vpc entre -0,4500 V e -0,3000 V
(caixal) é possivel observarmos também as regides cadticas no esqueleto do diagrama de
bifurcacdo com uma boa resolucgdo, porém aumentando-se o valor do pardmetro R observamos
que essas regiBes caoticas desaparecem formando outras duas separadas, como no diagrama
R = 1640,00 Q da figura 4.15 (caixa2). E possivel observarmos na figura 4.15 que as medidas
com os valores de Vpc negativo apresentam uma maior riqueza de detalhes do que as de valores
positivos (caixa 2 em relacdo a caixa 4). Essa caracteristica € comum a todos o0s outros diagramas
de bifurcacao.

Para o diagrama da figura 4.15, R = 1640,00 Q podemos observar uma diferenca
significativa no formato da regido de Vpc entre -0,3000V e -0,1500V (caixa 3). Enquanto na
figura 4.14 tinhamos que as regides cadticas estavam aglomeradas, agora temos uma melhor
resolucédo nessas, além disso, podemos ver que essas regides se unem para formar uma caotica
mais extensa. Proximo a essa regido extensa acreditamos existir atratores de ciclos muito altos
devido as caracteristicas apresentadas no esqueleto do diagrama de bifurcagdo. Os dois lados do
diagrama de bifurcacdo da fig. 4.15 (caixas 2 e 4) apresentam caracteristicas similares tais como
regides ndo agrupadas e boa resolugdo nas regides caoticas, porém na regido (caixa 2) essas
regibes apresentam-se ainda mais detalhadas, como dito anteriormente.
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Figura 4.16: Diagrama de bifurcacdo R = 1668,00 2, Vp¢ entre -0,7500 V e +0,7500 V.

Agora para a resisténcia R = 1668,00 Q, figura 4.16, podemos ver que as regides cadticas
presentes nas caixas 1 e 2 das figuras 4.14 e 4.15 ndo aparecem mais, porém houve o
alargamento de outras trés regides (caixas 5.1, 5.2 e 5.3 da figura 4.16) ao aumentarmos a
resisténcia de R = 1640,00 Q para R = 1668,00 Q. Além disso, podemos observar que as caixas 6
e 7 do diagrama de bifurcacdo agora ndo estdo mais similares, podemos ver no lado direito uma
sobreposicdo das regides (caixa 7) enquanto no lado esquerdo apenas temos uma regido bem
definida de periodo-2 (caixa 6).
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Figura 4.17: Diagrama de bifurcacdo R = 1680,00 2, Vp¢ entre -0,7500 V e +0,7500 V.
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Figura 4.18: Diagrama de bifurcacdo R = 1700,00 £, Vpc entre -0,7500 V e +0,7500 V.
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Aumentando-se o valor da resisténcia R de 1680,00 Q para 1700,00 Q temos agora uma
mudanca brusca na forma da regido cadtica préxima a 0,0000 V (caixas 10 e 14), anteriormente
podiamos observar que os diagramas de bifurcacdo apresentavam duas regides preenchidas,
caixa 10 (superior, para valores de Sn acima de -2,00 V, e inferior para valores abaixo). As
regides, superior e inferior, aparecem devido a presenca de atratores caoticos do tipo Duplo-
Rolo, sendo que um dos rolos representaria a regido superior e 0 outro rolo representaria a regiao
inferior e essas estdo coexistindo, para uma faixa de valores proxima a Vpc = 0,0000 V, mas
mudando para cada diagrama de bifurcacdo de valor de resisténcia R diferente.

A confirmacdo de que essa regido (caixa 10) representaria atratores caoticos do tipo
Duplo-Rolo somente pode ser feita através da analise dos expoentes de Lyapunov das séries
temporais e do formato dos atratores correspondentes. Para o diagrama R = 1700,00 Q, figura
4.18, ndo temos mais essa superposicdo de regides (caixa 14), quando uma regido preenchida
termina a outra comeca exatamente abaixo e em seguida, mostrando que ndo existem mais
atratores cadticos do tipo Duplo-Rolo a partir de R = 1700,00 Q.

Na figura 4.19 apresentamos o diagrama de bifurcagdo para R = 1720,00 Q. Uma
caracteristica que difere esse diagrama dos outros apresentados € que agora ndo conseguimos
mais observar os ramos se unindo para formar a regido caotica extensa (caixas 9 e 13 diferentes
da 15), além disso, a regido cadtica apresenta-se alargada em relacdo a dos outros diagramas e
conseqlientemente a regido que apresenta os atratores cadticos fica mais alongada, isso ficara
mais evidente na figura 4.19 (caixa 16).
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Figura 4.19: Diagrama de bifurcacdo R = 1720,00 2, Vp¢ entre -0,7500 V e +0,7500 V.

Em resumo as principais mudanc¢as que ocorrem ao variamos 0 parametro R sdo:

e De R =1600,00 Q para 1640,00 Q = mudancas nos ramos da regido cadtica,
caixa 1 da fig. 4.14, em relacdo a regido cadtica, caixa 2 da fig. 4.15. Na caixa 1
0S ramos estdo superpostos enquanto na 2 eles ndo estdo mais separados.

e De R = 1640,00 Q para 1668,00 Q = Desaparecimento dos ramos da regido
cadtica (caixa 2 da fig. 4.15) e aparecimento de uma regido extensa periodica de
periodo-2 (caixa 6 da fig. 4.16), para a mesma faixa de tensdes Vpc. Alargamento
de trés regides periddicas definindo uma regido de atratores periodo-6, para Vpc
préximo a -0,3500 V (caixas 5.1, 5.2 e 5.3, da fig. 4.16). Fim das similaridades
entre as regides de tensbes Vpc de sinais contrarios, para as caixas 6 e 7 da
fig. 4.16, antes presentes nas caixas 2 e 4 da fig. 4.15.

e De R =1668,00 Q para 1680,00 Q = Mudancas na regido periddica, caixa 6 da
fig. 4.16 em relacdo a caixa 8, da fig. 4.17. Mudancas nas regides catticas (caixas
7 dafig.4.16 e 11 da fig. 4.17).

e De R =1680,00 Q para 1700,00 Q = Desaparecimento de atratores caéticos do
tipo Duplo-Rolo (caixa 10 da fig. 4.17) no diagrama da figura 4.18 (caixa 14).

e De R =1700,00 Q para 1720,00 = Compressao da regido cadtica, caixa 12 da
fig. 4.18, formando a regido caixa 15 da fig. 4.19. Alongamento da regido cadtica
préxima a Vpc 0,0000 V, formando a regido caixa 16 da fig. 4.19.
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Os diagramas de bifurcacdo experimentais foram obtidos utilizando-se um software
desenvolvido por nos, em Labview, chamado (“CHUA_BIF AUTO.vi”), que automaticamente
Ié todas as medidas presentes em cada uma das seqiiéncias com R fixo, totalizando 120
sequiéncias com 3.001 medidas cada. Depois obtemos a se¢do de Poincaré dos méaximos da série
temporal da varidvel x, de cada uma dessas medidas e automaticamente ele constroi o diagrama
de bifurcacdo.

O programa também grava os dados de cada um dos diagramas de bifurcacdo em um
arquivo de dados (.dat), para posteriormente fazermos as figuras desses em qualquer outro
programa grafico. Para as figuras 4.11 a 4.21 utilizamos os dados gerados pelo programa
"CHUA BIF_AUTO" do diagrama de bifurcacdo e os utilizamos em um programa gréafico
desenvolvido por noés “FOTOS BIF LEGENDA.vi” que grava a figura JPG do diagrama de
bifurcacdo, apo6s selecionada a regido de interesse do diagrama [Rmaximo,Rminimo] €
[Vméximo,vml'nimo] .

O tempo de processamento gasto em média para a confec¢cdo de cada um dos diagramas
de bifurcacdo anteriormente apresentados foi cerca de 30 minutos utilizando-se um computador
com processador da Core2-Quad de 2,66 MHz por nucleo e 8GB de memdria RAM.

Observamos também que os diagramas de bifurcagdo apresentam uma excelente
resolucdo e pouco ruido, ja que fomos capazes de identificar estruturas periddicas de elevada
periodicidade. Notamos também que as rotas de bifurcacdo para o caos sdo de formatos
diferentes dos dois lados, Vpc positivo e negativo, isso sugere que o circuito de Chua
experimental com os amplificadores operacionais ndo € simétrico em relacdo a tenséo aplicada,
ou seja, dependendo do sinal da tensdo aplicada temos diferencas na resposta do sistema
basicamente devido a polaridade e a assimetria do offset dos amplificadores operacionais. Mais
resultados sobre os diagramas de bifurcacdo serdo apresentados na préxima secdo, 4.4,
“Bifurcacdes por Adi¢do de Periodo (Period-Adding Bifurcation)”.

4.4) Bifurcacgées por Adi¢cdo de Periodo

A emergéncia de comportamentos regulares € um dos mais estudados topicos em
sistemas ndo lineares. Ao variarmos um parametro acessivel ao sistema podemos observar a sua
resposta a essa variacdo, obtendo comportamento cadtico ou periddico. A possibilidade de
observarmos uma regido estavel e periddica imersa em uma regido caodtica no espaco de
parametros depende basicamente do seu tamanho, de seu formato e da sua resolugdo @),
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Para alguns diagramas de bifurcacdo observamos janelas periddicas imersas em regides
cadticas, essas janelas complexas sdo conhecidas na literatura ® e ja foram observadas em
simulaces em uma diversa quantidade de sistemas dinamicos ©. O aparecimento desse tipo de
janelas-periddicas implica no aparecimento de um infinito nUmero de outras janelas similares,
porém que apareceriam lado a lado ao longo de uma direcédo preferencial.

O conhecimento sobre esse tipo de janelas periddicas complexas implicaria num melhor
entendimento sobre os sistemas cadticos que as apresentam, conseqiientemente aumentando a
possibilidade de aplicacdo desses sistemas caoticos, como por exemplo: osciladores caoticos
robustos em comunicacdo baseada em Caos © ),

No artigo “Experimental observation of a complex periodic window” “, foram definidas
algumas caracteristicas principais dessas janelas periodicas. Sendo que a principal dela é que o
tamanho caracteristico AP das janelas de periodicidade P satisfaz uma lei de escala de
decaimento exponencial com o expoente proporcional a periodicidade P da janela. Ou seja, para
obtermos experimentalmente esse tipo de janela complexa com uma periodicidade P elevada,
temos que aumentar exponencialmente a resolucdo dos pardmetros e controle, ou seja,
diminuindo o passo do parametro variado no diagrama de bifurcagdo ou no espaco de
parametros, para que possamos Visualiza-las com um tamanho AP suficiente.

Nessa subsecdo iremos apresentar e estudar esse tipo de janela periddica (PWs) em
termos dos diagramas de bifurcacdo experimental do Circuito de Chua com a fonte DC. Iremos
apresentar essas janelas periddicas nos diagramas de bifurcacdo, definir o tamanho AP dessas
para cada regido de periodicidade P e mostrar que essas de fato apresentam um comportamento
de decaimento exponencial.

Na figura 4.20 mostramos o diagrama de bifurcagédo para R fixo em 1677,00 Q e tensdo
Vpc aplicada entre -0,7500 V e +0,7500 V ao passo de 0,5 mV. Para visualizarmos melhor as
janelas complexas periddicas, no diagrama de bifurcacdo, ampliamos uma parte da regido
positiva, para os valores de tensdo Vpc entre 0,0000V até 0,5000V. Assim teremos uma melhor
visualizacao das estruturas contidas no diagrama de bifurcacao.

Na figura 4.21 podemos observar uma rota de bifurcacéo por adi¢éo de periodo da direita
para a esquerda, ou seja, de valores positivos mais elevados de tenséo, de Vpc= +0,7500 V, para
valores positivos porém proximos a zero. Inicialmente temos atratores de periodicidade
periodo-1 bifurcando para atratores de periodo-2 na tensdo Vpc = 0,4700 V, em seguida temos
mais uma bifurcacdo para atratores de periodicidade periodo-4 na tensdo Vpc = 0,4360V, e
dentro dessa regido representativa podemos observar a presenga de uma regido prenchida no
espago que sugere a presenca de atratores cadticos, em seguida ha uma bifurcacdo inversa de
periodo-4 para periodo-2 para a tensédo Vpc = 0,3750 V.
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Figura 4.20: Diagrama de Bifurca¢do Experimental do Circuito de Chua com a fonte DC para R = 1677,00 Q e

Vpc entre -0,7500 V e +0,7500 V, passo de 0,5 mV. Foi selecionada uma regido em vermelho na parte de Vpc

positiva do diagrama de bifurcagéo para mostrarmos com mais detalhes as regides de alternancia entre cadticas e

periddicas.
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Figura 4.21: Amplificac@o na parte positiva do Diagrama de Bifurcacéo da figura 4.20, apresentando as janelas
complexas periddicas de periodo-2 até periodo-6, cada cor representando uma janela de periodicidade diferente.

A regido de periodicidade periodo-2 continua até o valor de Vpc = 0,2960 V, quando
novamente podemos observar uma regido cadtica entre 0,2965 V e 0,2615 V, esse
comportamento caotico passa entdo a ser periddico de periodo-3 na tensdo Vpc = 0,2620 V e
persiste até chegarmos a mais uma regido cadtica agora entre as tensdes 0,2140 V e 0,1900 V.
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Em seguida podemos observar que essa regido caodtica novamente passa a ser periodica
de periodo-4 em Vpc = 0,1905 V persistindo até o valor 0,1680 V, passando em seguida por uma
regido cadtica, depois uma periodica de periodo-5 e assim sucessivamente, periodo-6, caos,
periodo-7, caos, periodo-8, caos e periodo-9, caos ...

A janela de maior periodicidade encontrada no diagrama de bifurcagéo das figuras 4.20 e
4.21 foi a de periodo-9, embora encontramos atratores isolados de periodicidade até periodo-12,
para outros diagramas. Pelas caracteristicas da regido caotica dos diagramas de bifurcacéo,
acreditamos que existem outras janelas com periodicidades ainda mais elevadas, para as tensdes
Vpc proximas a zero, porém a detecgéo dessas janelas ndo foi possivel devido basicamente a dois
fatores: o tamanho do passo utilizado na fonte ser grande comparado com o tamanho das janelas
de periodos elevados e o nivel de ruido ser alto comparado com as variagdes das amplitudes dos
picos principais da série temporal.

Comentamos que os atratores das regides preenchidas dos diagramas de bifurcacdo das
figuras 4.20 e 4.21 poderiam ser caoticos devido a essa caracteristica de preenchimento. Regides
preenchidas podem ser encontradas em diagramas de bifurcacdo de séries temporais muito
ruidosas, por isso realizamos o calculo dos expoentes de Lyapunov para as series temporais
dessa regido preenchida em fig.4.20 e 4.21. Dos resultados obtidos podemos confirmar que essas
sdo séries temporais cadticas e ndo ruido, ja que obtivemos trés expoentes de Lyapunov sendo
um deles positivo, um proximo de zero e um negativo. Para séries ruidosas ndo teriamos essa
relacdo entre os expoentes.

Resumindo obtivemos uma rota de bifurcacdo por reducdo de periodo ao aumentarmos o
valor da tenséo Vpc aplicada de 0,0000V para 0,7500 V seguindo a sequéncia: (caos) - (valores
altos de periodicidade) - (caos) - (periodo-9) - (caos) - (periodo-8) - (caos) - (periodo-7) - (caos) -
(periodo-6) - (caos) - (periodo-5) - (caos) - (periodo-4) - (caos) - (periodo-3) - (caos) - (periodo-
2) - (caos) - (periodo-1), ou seja, alternando entre caos e ciclos-limite peridédicos sempre
diminuindo a periodicidade de 1.

O tamanho das janelas periddicas foi obtido através dos dados do diagrama de bifurcacao
aumentado até sua escala méaxima, que é a precisdo do parametro Vpc, sendo assim foi possivel
determinarmos o tamanho dessas na precisdo maxima possivel. Segue a tabela 4.1 com o0s
valores do tamanho das janelas AP de acordo com a periodicidade P, do diagrama da fig. 4.20:

Tabela 4.1: Tamanho das janelas periddicas AP em fun¢éo da periodicidade P
para o diagrama de bifurca¢do R = 1677,00 Q, da figura 4.20.

Periodicidade AP Periodicidade AP
2 0,1100 V 6 0,0050 V
3 0,0475V 7 0,0030 V
4 0,0215V 8 0,0015V
5 0,0105V 9 0,0010V
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Para que possamos afirmar que essas janelas observadas na figura 4.21 sdo janelas
complexas periddicas, o tamanho AP delas deve satisfazer uma lei de decaimento exponencial de
acordo com a periodicidade do atrator por “:

AP = ae PP (eq.4.1)

Sendo assim construimos o grafico que representa a tabela 4.1 e apds feita a regressdo
ndo-linear, eq. 4.1, obtivemos que o tamanho das janelas de fato satisfaz a equacdo 4.1 com o
eXpoente ﬁexperimentm de (0.81 + 0.0l), flg. 4.23.

Em paralelo a esse resultado experimental, novamente resolvemos as equaches
diferenciais, equagdes 2.39.a-c da sec¢do 2.4, obtidas pelas leis de Kirchhoff e utilizando as
funcbes ajustadas da curva I(V) experimental do diodo de Chua, equacdes da tabela 3.2 se¢édo
3.1, como a corrente que passa pelo indutor, fomos capazes de construir os diagramas de
bifurcacdo simulados, para assim realizarmos em paralelo a analise dos resultados da simulagdo
e 0s experimentais dessas janelas periddicas complexas.

Xméx

Fig.4.22: (a) Diagrama de Bifurcagdo obtido a partir das séries temporais experimentais para R = 1677,00 Q ¢
Vpc entre 0,0000 V e +0,5000 V, passo de 0,5 mV. (b) Diagrama de Bifurcagdo simulado obtido a partir da
integracéo das equac6es diferenciais do circuito de Chua para R = 1720,00 Q e Vpc entre 0,0000 V e +0,5000 V,
passo de 0,5 mV.

Podemos ver nas figuras 4.22.a e 4.22.b que os diagramas de bifurcacdo experimental R=
1677,00 Q e o da simulagdo R = 1720,00 Q apresentam uma boa relacdo entre eles, com
caracteristicas similares nas regides das janelas complexas e além disso temos um mesmo padrao
de acumulacdo dos ramos na regido cadtica, proximo a tenséo de 0,1000 V.

Nas duas figuras 4.22.a e 4.22.b, € possivel notarmos as janelas periodicas e suas
respectivas periodicidades, destacadas por uma linha pontilhada vertical. Na figura 4.22.b do
diagrama de bifurcacdo simulado mostramos apenas as janelas de periodicidade até periodo-9.
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Janelas de periodicidades ainda mais elevadas poderiam ser obtidas atraves de
simulacgdes, caso desejassemos, utilizando-se um passo ainda menor no parametro Vpc, porém
ndo houve a necessidade ja que o queriamos € relacionar os diagramas de bifurcacdo simulado e
experimental.

O tamanho das janelas periddicas complexas AP presentes no diagrama de bifurcacdo da
simulacgdo, figura 4.22.b tambeém seguiu uma lei de decaimento exponencial, equagdo 4.1,
segundo um expoente (-BP) como mostrado no grafico da figura 4.23 a seguir. Sendo o expoente
encontrado Bsimulaczo = (0.94 + 0.03).

0,1 2 ] L] | ] v | L] | v
¢ tamanho janelas numéricas
melhor ajuste nao-linear
A tamanho janelas experimentais
melhor ajuste nao-linear
0.08 | J -
MODELO: AP = a8™
[ A= 1,202 0,14 | ]
B, =094 0,03
AP g.04 b ]
O =™ 0,56 + 0,02
I B = 0,81 £ 0,01
0.00 |- 4
'l 2 '] A L " Il A
2 4 6 8 10
P

Fig.4.23: Regressao ndo linear de decaimento exponencial do tamanho das janelas periédicas AP em relagédo a
periodicidade, para os diagramas de bifurcacédo da simulacao e o experimental, representados em vermelho e azul,
respectivamente.

Podemos observar no grafico da figura 4.23 da regressdo exponencial que os valores para
o tamanho das janelas de periodicidade mais elevadas convergiu muito bem para ambos casos,
simulado e experimental, entdo os dados simulados representam bem os dados experimentais.
Porém para periodicidades mais baixas os valores divergiram um pouco, devido a presenca de
ruido nos dados experimentais, diminuindo assim o tamanho das janelas periodicas de baixo
periodo, levando a um valor menor para 0 expoente fexperimental S¢ comparado com o Bsimulado-
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Para uma série temporal S sem ruido temos que o comportamento cadtico comeca a
existir a partir de um certo valor x,. Na presenca de ruido em S o comportamento cadtico
comeca a existir para valores mais baixos do que o pardmetro x,, sendo assim a regido cadtica
aumenta conforme adicionamos ruido a série temporal S.

Esse comportamento de aumento da regido periddica ao “adicionarmos” ruido é geral
para sistemas dindmicos como apresentado na secao 5.8 de (8). Como no nosso sistema temos
regibes de alternancia entre caoticas e periddicas, quando a regido caltica aumenta
necessariamente a regido periddica ird diminuir, isso explicaria 0 porqué do tamanho das janelas
experimentais ser sempre menor do que o tamanho das janelas da simulacéo.

O modelo de decaimento exponencial para o tamanho das janelas complexas periddicas
foi proposto primeiro para mapas iterativos quadraticos ), porém os resultados mostrados na fig.
4.23 confirmam que esse modelo também representa bem o comportamento dessas janelas PWs
em sistemas de tempo continuo, como é o caso do circuito de Chua.

Essa lei de decaimento exponencial ¥, equacdo 4.1, implica em sérias limitacdes
experimentais no estudo das janelas periddicas de periodos elevados, ja que qudo maior € a
periodicidade P dessa janela, exponencialmente menor deve ser a variacdo do parametro e
controle do sistema, necessario para detectarmos essas janelas PWSs imersas em regides caoticas,
logo € necessario o desenvolvimento de espacos de pardmetros de alta resolucdo, para que essas
estruturas possam ser detectadas e estudas mais detalhadamente.

4.5) Espaco de Parametros
Experimental da Periodicidade

Na secdo 4.2 apresentamos 0s atratores experimentais periddicos e caoticos, na 4.3
apresentamos os diagramas de bifurcacdo para alguns valores do pardmetro R, e na 4.4
mostramos e confirmamos a existéncia de janelas complexas periddicas PWs imersas em regides
cadticas, apresentando rotas de bifurcacdo por adicdo de periodo. Porém ainda ndo mostramos
como estdo distribuidas as regides periddicas no espaco de parametros.

O espaco de parametros da periodicidade é apresentado como um mapa bidimensional
(R,Vpc) onde o valor da periodicidade P da série foi codificado em uma escala de 13 cores, uma
cor para cada valor de periodicidade, variando-se de 0 até 12. Devido as restricGes experimentais
ja comentadas ndo foi possivel obtermos periodicidades de valores muito maiores do que 12,
veja a lei de decaimento exponencial do tamanho das janelas complexas periddicas, equacao 4.1,
na secdo 4.4 “bifurcacdes por adi¢do de periodo”.
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No espacgo de pardmetros da periodicidade a cor preta foi utilizada para todas as medidas
que o programa "deteccdo da periodicidade” detectou como cadtica. Para as séries temporais
cadticas ndo faz sentido analisarmos a sua periodicidade, assim como para as séries temporais
periodicas o célculo do expoente de Lyapunov ndo traz nenhuma informacao relevante, ja que
independente da sua periodicidade, teremos para as séries periddicas 0 maior expoente do
espectro Lyapunov nulo.

Portanto nessa se¢do e na proxima se¢do 4.6 "Espaco de pardmetros do maior expoente
de Lyapunov", definimos a cor preta para os resultados que ndo sao classificados pelo espaco de
parametro em questao.

No caso do espaco de parametros da periodicidade, as séries cadticas estdo apresentadas
em preto, no caso do espaco de parametros dos expoentes de Lyapunov, as séries periddicas é
que estardo em preto.

Para realizarmos um estudo sobre as regifes periddicas presentes no espaco de
parametros R por Vpc, realizamos para todas as medidas experimentais adquiridas, a deteccao da
periodicidade do atrator utilizando o programa (Atratores. CHUA Periodicidade.vi), como
apresentado na secdo 3.3 "Deteccdo da Periodicidade™, sendo assim para cada medida (R,Vpc)
associamos um valor da periodicidade P, (R,Vpc) — P, e assim somos capazes de construir um
espaco de parametros (Vpc,R,P).

O espago de parametros da periodicidade apresentado na figura 4.24 foi obtido para todo
o intervalo de medidas, ou seja, a resisténcia R variando entre 1600,00 Q e 1720,00 € ao passo
de 1,00 Q, e a tensdo variando entre -0,7500 V e +0,7500 V ao passo de 0,5 mV. A escala de
cores utilizada nesse e nos proximos espacos de parametros da periodicidade esta representada
na tabela 4.2:

Tabela 4.2: Escala de codificagdo de cores do espaco de paréametros da periodicidade.
Uma cor para cada valor de periodicidade P do atrator.

Periodicidade (P) Cor P Cor
0 = Caos Preta

1 Azul 7 Roxa

2 Vermelha | 8 Cinza Escura
3 Verde 9 Cinza Clara
4 Amarela | 10 Vinho

5 Laranja | 11 | Verde Oliveira
6 Ciano 12 | Ciano Escura

No espaco de pardmetros da figura 4.24 podemos observar que a janela de periodicidade
periodo-1 (azul) é muito extensa e é apenas encontrada para os valores mais altos de tensdo Vpc
aplicada. Na regido central do diagrama observamos uma regido extensa de atratores caoticos,
sendo que dentro dessa regido cadtica central podemos observar também janelas muito pequenas
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de periodicidade, que sdo apresentadas no grafico como pequenos "filamentos™ verticais
coloridos. Esses "filamentos” representam atratores periddicos de periodicidades elevadas
isolados no espaco de parametro.

Podemos observar também regides cadticas centradas em Vpc = -0,4170 V e
R =1617,00 Q no lado esquerdo da figura 4.24, e Vpc = +0,3170 V ¢ R =1620,00 Q no lado
direito, regides quase simétricas em relacdo a regido central. Essas regides cadticas estdo
cercadas por uma regido periédica extensa de periodo-3 (verde). Cercando essa regido periodica
em verde temos uma pequena regido de periodo-5 (laranja) seguida de outra regido extensa de
periodo-2 (vermelho).

1720
Periodicidade
1700 -3
2
3
1680 :
6
7
. 8
G 1660 a
14 1
12
1640 0 = caos
1620
1600
-0.75 -0.50 -0.25 0.00 0.25 050 0.75

VDC(V)

Figura 4.24: Espago de Parametros da Periodicidade para R entre 160,00 Q e 1720,00 Q e Vpc entre -0,7500 V e
+0,7500 V. Escala de 13 cores, uma cor para cada valor da periodicidade P da série temporal, sendo que para as
séries cadticas ou de periodicidade acima de 12, foi definida a mesma cor, preta.
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Podemos notar que o diagrama das periodicidades da figura 4.24 ndo € simetrico em
relacdo a tensdo Vpc nula, mas as suas caracteristicas sao semelhantes quando definido um novo
eixo de simetria, para uma tensdo fixa proxima a -0,1000 V. O lado direito do diagrama
apresenta-se alongado na direcdo vertical em relacdo ao lado direito, tendo ainda a regido de
periodicidade periodo-2, mais extensa em relagdo a sua regido correspondente no lado esquerdo
do diagrama.

Para melhor visualizarmos as regiGes periddicas, proximas as regides cadticas,
apresentaremos a seguir algumas ampliac6es do espaco de parametros da figura 4.24, mostrando
assim as caracteristicas das estruturas de similaridades. Devemos ressaltar que essas
amplificacdes ndo significam um aumento na resolucdo das medidas experimentais.
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Figura 4.25: Amplificacdo no Espago de Pardmetros da Periodicidade para R entre 1600,00 Q e 1720,00 Q, e
Vpc entre -0,5100 V e +0,2000 V. Amplificacdo realizada para melhor visualizagédo das regies periodicas das
janelas complexas periddicas.

A figura 4.25 foi obtida através de uma ampliacdo na figura 4.24, selecionamos a regido a
esquerda da regido central caotica do espaco de parametros, Vpc entre -0,5100 V e -0,2000 V
mantendo o mesmo passo de 0,5 mV e R na escala original, R entre 1600,00 Q e 1720,00 Q.
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Na figura 4.25, observarmos melhor a distribuicdo das regides periddicas ao redor das
regides caoticas. Com dito anteriormente podemos observar a presenca de uma grande regido de
periodo-3 (verde) seguida de uma regido de periodo-5 (laranja), nas bordas dessa regido temos
atratores de periodo-4 (amarelo).

Tracamos no espaco de parametros da figura 4.25 uma reta vertical (branca) definida para
uma tensé&o fixa de -0,4400 V e com o valor da resisténcia R variando entre 1600,00 Q e 1720,00
Q. Essa reta representaria uma rota de bifurcacdo definida no sentido perpendicular a dos
diagramas de bifurcagdo anteriormente apresentados na sec¢ao 4.3, nesse caso 0 N0sso parametro
de controle seria a resisténcia R variando ao passo de 1,00 €, mas com a tensdo Vpc fixa.

A bifurcacdo definida pela reta em branco na figura 4.25 seguiria a rota de bifurcacgdes:
comecando em R = 1600,00 Q temos uma regido de atratores de periodicidade elevada e
conforme aumentamos o valor da resisténcia R, temos uma regido cadtica para R = 1611,00 Q,
seguida por uma regido de periodo-5 em R = 1634,00 Q, por sua vez, seguida por uma regido de
periodo-3 em R = 1637,00 Q, depois passa novamente por uma regido cadtica em R = 1648,00
Q, seguida de uma regido de periodo-2 em R = 1649,00 Q, uma regido de periodo-4 em
R = 1655,00 Q, ao redor dessa regido de periodo-5 temos uma regido extensa de periodo-2 a
partir de R = 1664,00 Q até finalmente entrarmos na regido de periodo-lem R = 1680,00 Q na
qual permanece até R = 1720,00 Q.

Outras rotas de bifurcacdo podem ser definidas nas direcdes verticais (Vpc fixo) podendo
apresentar a mesma riqueza de bifurcac@es, desde bifurcacbes aumentando-se a periodicidade do
atrator até mesmo bifurcacbes diminuindo a periodicidade, como por exemplo, para
Vpc = -0,3110 V, uma bifurcacdo por reducdo de periodicidade de periodo-4 para periodo-2,
entre R = 1604,00 Q e 1605,00 Q.

Na figura 4.25 foram marcados no grafico os nimeros de [1] a [8], correspondendo a
periodicidade de cada uma das regides coloridas. Podemos observar a acumulacao dessas regides
de periodicidades mais elevadas proximo a regido de Vpc = 0,0000 V, semelhante ao mostrado
nos diagramas de bifurcacdo da secdo 4.3. Nessa mesma regido podemos notar a alternancia
entre as regides cadticas e as periodicas.

No lado direito (Vpc > 0) do espaco de parametros da figura 4.24, apresentado na figura
4.26, podemos notar as mesmas caracteristicas presentes na figura 4.25, isto é, acumulagéo de
regibes periddicas de periodos elevados, proximo a Vpc = 0,1000 V, presenca de regides
periddicas ao redor da regido caotica proxima a regido de periodo-1. Porém a faixa de valores
que apresenta as mesmas caracteristicas ndo € simétrica em relagdo ao eixo Vpc = 0,0000 V,
como ja comentado anteriormente, o circuito de Chua néo é simétrico em relagdo a Vpc = 0,0000
V. As figuras 4.25 e 4.26 sdo similares, mas ndo sdo “espelhadas”, essas seriam caso a resposta
do sistema ao aplicarmos Vpc fosse igual para os valores positivo e negativo.
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Figura 4.26: Amplificacdo no Espaco de Parametros da Periodicidade:
R entre 1650,00 Q e 1720,00 Q, Vpc entre -0,4000 V e -0,1500 V.
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Figura 4.27: Amplificacdo do Espaco de Parametros da Periodicidade:
R entre 1600,00 Q e 1720,00, Vpc entre +0,1000 V e +0,5000 V.
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Podemos observar com mais clareza nas figuras 4.26 e 4.27, que o espaco de parametros
apresenta-se deslocado de forma descontinua para alguns valores de resisténcia R. Na figura 4.27
marcamos quatro dessas regides de descontinuidades com retangulos brancos. Foram realizados
diversos testes para descobrirmos o que havia ocorrido, foram refeitas as medidas experimentais
e as andlises, porém as descontinuidades permaneceram. Dessa forma acreditamos que essas
descontinuidades sdo um resultado experimental, porém permanecendo a sua causa incognita.

Para uma amplificagdo da regido de acumulacdo apresentada na figura 4.25 ainda
observamos ainda com mais detalhes na figura 4.26 essas regides de periodicidades elevadas,
para as tensdes Vpc negativas. E através dos numeros |3 a apresentamos em 4.26, as regides
periodicas imersas na regido cadtica, de periodicidade 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9 e 10. Da mesma forma
apresentamos uma amplificacdo da figura 4.27, na figura 4.28, onde observamos novamente
regides de periodicidades elevadas, mas para Vpc positivo, e demarcamos novamente atraves dos
nimeros [3]a[10], as regides de periodicidade 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9 e 10.

1720
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1700

Periodicidade

1690

p—

Cl
~ 1680

1670

b
O OO~ LWN-O

1660

1650 ==
0.05 010 015 0.20 0.25 0.30 0.35

Vpc(V)

Figura 4.28: Amplificagdo no Espaco de Pardmetros da Periodicidade para R entre 1650,00 Q e 1720,00 Q, Vpc
entre +0,0500 V e +0,3500 V. Evidenciando as mesmas caracteristicas encontradas no lado esquerdo do espaco de
pardmetros da periodicidade, figura 4.26.
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4.6) Espaco de Parametros do Maior
Expoente de Lyapunov

4.6.1) Espaco de Parametros Experimental
do maior expoente de Lyapunov

No nosso circuito de Chua forcado por uma fonte DC realizamos um estudo sobre as
séries temporais experimentais geradas para cada par de parametros de controle (R,Vpc), sendo
R um potenciometro que varia entre 1600,00 ¢ 1720,00 Q ao passo de 1,00 Q e para cada valor
de R fixo, foi variada uma tensdo Vpc entre -0,7500 V e +0,7500 V na fonte de tensdo DC
Keithley 230 com passo de 0,5 mV.

Para cada série temporal obtida realizamos os célculos do espectro dos expoentes de
Lyapunov através do método de M. Sano e Y. Sawada ™, método esse que esta discutido na
secdo 3.4 "Expoentes de Lyapunov". Para cada par de condic@es iniciais (R,Vpc) teremos entéo
trés expoentes de LyapunoV: Amaior, Aintermedirio € Amenor, POIS @ Série temporal é de um sistema
dindmico que possui trés dimensdes (xyz).

Os trés expoentes de Lyapunov tém como principais caracteristicas as seguintes relacdes :

Tabela 4.3: Relacdes entre os expoentes de Lyapunov e os tipos de séries temporais™.

Amaior Mintermediario Amenor Tipo do Atrator
() (-) (-) Ponto de Equilibrio (ponto fixo)
(0) (-) (-) Atrator Periodico (ciclo limite)
(+) (0) (-) Atrator Cadtico

* Sendo (-) valor negativo do expoente, (+) positivo e (0) nulo.

Sendo assim podemos construir o espaco de parametros apenas utilizando o maior
expoente de Lyapunov (Amaior). POis de acordo com a tabela 4.3 apenas o sinal desse expoente ja
nos permite distinguir entre os trés possiveis casos de atratores: cadtico, periodico e ponto fixo.

A fim de garantir um valor correto para os expoentes de Lyapunov foram realizados
"testes de vizinhanca" onde variamos a vizinhangca k nos célculos dos expoentes (veja secdo
3.4.3) de forma que uma fosse escolhida tal que 0 expoente Aintermed. tenha o valor mais proximo
de zero e a soma dos trés expoentes seja negativa, pois os atratores estdo limitados no espaco.

A seguir na figura 4.29 apresentaremos 0 espaco de parametros experimental R por Vpc

do maior expoente de Lyapunov das séries temporais do circuito de Chua modificado com a
fonte DC em série com o diodo de Chua.

83



Améx
0,080
0,070
0,060
-1 0,050
-4 0,040
-1 0,030
0,020
0,010
0,000

06 04 02 0 02 04 06
VpcV)

Figura 4.29: Espacgo de Pardametros Experimental do maior expoente de Lyapunov Amaior,Vpc entre -0,7000 V e
+0,7000 V ao passo de 0,5 mV e R variando entre 1600,00 Q e 1720,00 Q .

Como dito anteriormente o espaco de parametros consiste num mapa bidimensional onde
associamos a cada uma das séries temporais (R,Vpc) 0 valor da medida de uma grandeza fisica.
Na secdo 4.5 a grandeza fisica medida era a periodicidade P da série temporal. Nessa secdo a
grandeza fisica é o valor do expoente Amaior resultante do calculo do espectro dos expoentes de
Lyapunov. Entdo para cada série temporal é associado o valor desse expoente, em seguida esse
valor é codificado numa escala de cores. Definimos para todos os expoentes nulos (séries
periodicas) a cor preta, ja que nesse espaco de pardmetros expoentes nulos ndo trazem nenhuma
informacao relevante.

A escala de cores do espacgo de parametro apresentado na figura 4.29 seguiu um padréo

de cores do preto para amarelo e do amarelo para o vermelho, em um continuo de cores com
precisdo de 16 bits (num total de 65.536 combinacdes possiveis de cores).
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O preto representa os atratores periddicos que tém o maior expoente de Lyapunov
tendendo a zero (Amaior — 0) € 0 vermelho corresponde aos valores mais altos do expoente Amajor -
O valor dos expoentes de Lyapunov Amaior Na escala de cores varia entre 0,000 s™ até 0,080 s™.

Foram encontrados, para algumas séries temporais, valores maiores do expoente Amaior,
porém fizemos um corte-limite (threshold-filter) tal que todos os expoentes com valores acima
de 0,080 s foram definidos como vermelho com Amaior = 0,080s™ para enfatizar os detalhes do
espaco de parametro: o contraste e as caracteristicas de transicdo entre as regides caoticas e
periddicas.

A fim de analisarmos as estruturas complexas presentes no espaco de parametros da
figura 4.29, vamos mostrar a seguir na figura 4.30 uma ampliacdo do espaco de parametros
(caixa azul) mostrando as similaridades e os padrdes de organizacdo das regides periddicas
imersas na regido caotica do espaco de parametros.

Regido selecionada (caixa em azul na figura 4.29)
o Vpc entre 0,0000 V e 0,2000 V, passo 0,5 mV.
° R entre 1600,00 Q e 1720,00 €, passo 1,00 Q.

Figura 4.30: Amplificacdo da regido caixa A do espaco de parametros da figura 4.29. Vpc entre 0,0000 V e
0,2000V, R entre 1600,00 Q e 1720,00 Q. Apresentando estruturas em formato de "garras" alternando entre
cadticas e periodicas.
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Podemos observar na figura 4.30 padrdes em formato de “garras”, apresentados na regido
a direita da figura, essas estruturas se organizaram numa direcdo preferencial diagonal em
relacdo ao eixo das abscissas.

Além disso, foi possivel observamos outras regides periddicas (representadas em preto)
imersas nas regides mais sensiveis as condigdes iniciais, ou seja, as com os valores mais
elevados de Amaior (representadas por vermelho forte) na parte inferior a esquerda do espaco de
parametros da figura 4.30. Para observarmos esse tipo de estrutura experimentalmente nos
espaco de parametros temos que considerar um passo muito pequeno de parametro de controle,
além disso devemos ter uma relacéo sinal/ruido o mais alto possivel.

Utilizando novamente o espaco de parametro da figura 4.29 podemos separa-lo em
regides similares em relagédo ao eixo Vpc. Podemos observar as estruturas contidas na regiéo 1,
resisténcia R entre 1600,00 Q e 1660,00 Q ¢ Vpc entre -0,6000 V e -0,3000 V, e as contidas na
regido 2, R entre 1600,00 Q ¢ 1680,00 Q e Vpc entre +0,2000 V e +0,5000 V, que apresentam
um mesmo formato de discos alongados que contém uma regido cadtica centrada, seguida de
uma regido periodica e de um anel invélucro de regides caobticas.

Como comentado na secdo 4.5, as regides 1 e 2 (Vpc negativo e positivo) apresentadas
sdo similares em estrutura, porém estdo deslocadas para a esquerda em relacdo ao eixo
Vpc = 0,0000 V por um valor de aproximadamente 0,1000 V. Esse fato ocorreu basicamente
devido a uma assimetria do diodo de Chua, j& que esse ndo é exatamente simétrico em relacéo a
tensdao nula (I(V=0) # 0) devido ao "DC-offset" inerente a amplificadores operacionais reais.
Podemos observar também que a regido 2 apresenta-se esticada no eixo das coordenadas em
relacdo a regido 1, ou seja a quantidade de atratores periddicos presentes na regido 2 mostra-se
superior a quantidade encontrada na regido 1, é possivel que isso explique o porqué da diferenca
na resolucdo dos diagramas de bifurcacdo para os lados direito (Vpc > 0) e esquerdo (Vpc < 0)
nas figuras, 4.11 e 4.14 - 4.19.

Podemos observar na regido central, Vpc entre -0,2000 V e +0,1000V para todos 0s
valores de resisténcia R, do espaco de parametros da figura 4.29, que os maiores valores dos
expoentes de Lyapunov encontram-se nessa regido central, sendo que as medidas de resisténcias
mais baixas (R entre 1600,00 ¢ 1660,00 Q) apresentaram expoentes de valores ainda mais
elevados na regido em torno de Vpc nulo. Podemos ainda observar estruturas muito estreitas
(da ordem de 1 a 3 passos de 0,5 mV na tensdo Vpc) de regides periddicas imersas na regiao
caotica. Isso sugere a presenca de atratores de alta periodicidade que muitas vezes podem passar
despercebidos no espaco de parametros da periodicidade, ja que esses ocorrem para poucos
valores de (R,Vpc) e selecionamos no programa de deteccdo da periodicidade atratores
periddicos de periodicidade até periodo-12.
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Qualquer que seja a periodicidade dos atratores teremos para uma série temporal
periodica 0 Amaior NUlO. Se tivermos, uma série periddica de periodicidade maior que 12, ndo
conseguiremos detectd-la no espaco de parametro da periodicidade, mas conseguiremos no
espacgo de parametros do expoente Amaior.

No espago de parametros da figura 4.29 podemos observar descontinuidades para
resisténcias proximas a R = 1650,00 Q e tensdes entre -0,5000 V e -0,3500 V, e +0,3500 V e
+0,5000 V. Essas descontinuidades ocorrem para a mesma faixa de valores das encontradas no
espaco de parametro da periodicidade, figura 4.27.

Ou seja, as descontinuidades apresentadas no espaco de parametro da periodicidade néo
aconteceram devido a algum erro na deteccdo da periodicidade das séries temporais, ao
utilizarmos o programa por nés desenvolvido. Reafirmamos que essas descontinuidades sdo
realmente experimentais e ndo teriam nenhuma relagdo com os procedimentos experimentais ou
com os calculos realizados, ja que é conhecida a eficiéncia do método de Sano e Sawada ? para
o calculo do espectro dos expoentes de Lyapunov.

Especificacdes do Espaco de Parametros Experimental da figura 4.29

¢ Intervalo da tensdo Vpc: entre -0,7000 V e +0,7000 V, passo 0,5mV.

e Intervalo da resisténcia R: entre 1600,00 Q ¢ 1720,00 Q, passo de 1,00 Q.

¢ Resolucdo do espaco de parametros (abcissas x coordenadas): 2801 x 120.

e Medidas utilizadas na construcdo do espaco de parametros: 336.120.

e Valores dos Expoentes de Lyapunov: entre 0,000 e 0,080 s™.

e Programa utilizado para construcdo da matriz do espago de parametros:
"Lendo_arquivos_Lyap Spec_completa. MATRIZ.vi".

e Programa utilizado para construirmos a figura a partir da matriz do espaco de parametros:
GNUPLOT (Linux).

e Escala de Cores: do amarelo para o vermelho com precisdo de 16 bits.

Procedimento para montarmos a matriz e a figura do espaco de parametros

Para cada medida experimental gravada no disco rigido, medida (R,Vpc), foi realizado o
calculo dos expoentes de Lyapunov utilizando o software "Lyap_Spec" de "Nonlinear Time
Series Analysis”, Tisean ®?. Terminado os calculos de todos os expoentes, trés para cada
medida experimental, os resultados foram gravados em um arquivo {[nome da
medida]_lyap_spec.dat}. O tempo aproximado do calculo dos expoentes de Lyapunov para
todas as séries temporais foi de 45 dias, utilizando-se dois computadores Core2-Quad com
2.50 GHz e 2.40 GHz por nucleo e memdria RAM de 8Gb e 4Gb, respectivamente.
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Para construirmos a matriz que representa a figura do espaco de parametros foram
desenvolvidos programas em Labview, que Iéem todos os resultados dos calculos de expoentes
e montam a seguinte matriz: para cada medida (R,Vpc) € associado o valor do maior expoente
de Lyapunov.

Tabela 4.4: Exemplos de algumas células da matriz que representa o espaco de parametros do Amaior

MATRIZ Vpc =-0,0005V | Vpc =0,0000V | Vpe =+0,0005V |
sh s &9)
R=1600,00 Q 0,044 0,050 0,043
R=1601,00 Q 0,051 0,047 0,056
R=1602,00 Q 0,052 0,043 0,052

Para cada valor de resisténcia R (coluna 1) e de tensdo Vpc (linha 1) na tabela 4.4, ¢é
associado o valor do expoente de Lyapunov. Nas regifes destacadas em cinza temos as
coordenadas de cada elemento na matriz e na parte destacada em branco o valor real do maior
expoente de Lyapunov de cada medida (R,Vpc).

Obtida a matriz da tabela 4.4 para todos os resultados experimentais é possivel entdo
construirmos o espacgo de parametros, como nas figuras 4.29 e 4.30, associando a cada valor
contido na tabela uma cor respeitando a escala de cores anteriormente definida.

4.6.1) Espaco de Parametro Simulado
do maior expoente de Lyapunov

No artigo de Bonatto e Gallas, "Accumulation Boundaries: codimension-two
accumulation of accumulations in phase diagrams of semiconductor lasers, eletric circuits,
atmospheric and chemical oscillators” ©, os autores comentam a importancia do estudo de
espagos de pardmetros de codimensdo-2 para discriminar exatamente onde estdo presentes as
estruturas complexas periddicas imersas na regido cadtica. Nesse artigo eles mostram através de
simulacgdes a existéncia desse tipo de estruturas complexas em diversos sistemas dinamicos, tais
como, lasers semicondutores e circuitos elétricos. Além disso, comentam a falta de trabalhos
experimentais em espacos de parametros de alta resolucdo, sendo alta resolucdo uma condicdo
necessaria para o aparecimento desse tipo de estruturas, dando assim mais forca para o trabalho
aqui desenvolvido.

Para estudarmos melhor esse tipo de estruturas, apresentadas nas secGes anteriores 4.3-
4.5, foram realizadas em paralelo a esse trabalho experimental simulacdes desse mesmo circuito
de Chua forcado pela fonte DC. Os parametros utilizados na simulagédo sdo os mesmos utilizados
na montagem experimental (o valor dos resistores, dos capacitores e dos elementos do indutor
simulado), além disso, as cinco equacdes lineares por parte da curva I(V) experimental do diodo
de Chua (tabela 3.2 se¢éo 3.1) foram utilizadas como a equagéo da corrente ig(X) que passa pelo
indutor.

88



Ja sabemos que ao adicionarmos uma fonte de tensdo Vpc em série com o circuito temos
modifica¢bes na equacdo diferencial da corrente 2.39.d por i ;(x) — iz(x + Vpe ). E como as
equacdes sdo acopladas teremos modificacfes também nas equacbes 2.44.a-d, como apresentado
na secao 2.4.2.

Sendo conhecida a forma da curva i;(x) experimental (tabela 3.2), podemos resolver as
equacOes diferenciais (eq.2.40.a-c) por integracdo numérica pelo método de Runge-Kutta de 42
ordem e em seguida podemos realizar os célculos dos expoentes de Lyapunov, num
procedimento similar ao desenvolvido no artigo "Self-similar structures in a 2D parameter-space
of an inductorless Chua’s circuit” ™. As simulacdes, os calculos e os graficos que
apresentaremos a seguir foram realizados na Universidade do Estado de Santa Catarina, em
colaboragdo com o Prof. Holokx Abreu Albugquerque ®¥.
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Figura 4.31: Espaco de Parametros Simulado do maior expoente de Lyapunov para o circuito de Chua com a fonte
DC. Vpc entre -0,7000 V e +0,7000 V com 600 valores intermediarios eqiiidistantes, R entre 1600,00 Q e 1760,00
Q com 600 valores intermediarios eqiiidistantes.

O espaco de pardmetros simulado apresentado na figura 4.31 segue 0 mesmo padrédo de
cores utilizado no espago de pardmetro experimental, escala amarelo-vermelho com 16 bits de
precisdo para atratores caoticos e preto para os atratores periddicos, além disso, novamente
fizemos um corte-limite, threshold-filter de 8,00 x 102 s no valor dos expoentes para
aumentarmos o contraste e a riqueza de detalhes. O eixo das abscissas Vpc apresenta valores
entre -0,7000 V e +0,7000 V com 600 valores intermediarios equidistantes.
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O eixo das coordenadas R apresenta valores entre 1600,00 Q e 1760,00 Q também com
600 valores intermediarios. Ou seja, temos um espaco de parametros com resolucdo de 600 X
600. O eixo das coordenadas apresenta uma maior resolugdo no parametro R comparada com a
resolugdo do espago de parametros experimental, R entre 1600,00 Q ¢ 1720,00 Q com 120
passos equidistantes, porém podemos observar que a resolugdo vertical de 1,00 Q foi suficiente
para que a maior parte das caracteristicas do espaco de pardmetros do Amaior Simulado fossem
observadas no experimental. O eixo das abscissas da simulagdo apresenta uma resolu¢cdo menor
do que o do espaco de parametros experimental, ainda assim obtivemos resultados coerentes.

Podemos observar que o espaco de parametros simulado da figura 4.31 apresenta uma
grande riqueza de detalhes, com estruturas complexas que também apresentam alternancia entre
regimes de cadticos e periddicos.

A fim de observarmos melhor essas estruturas contidas no espaco de parametros da figura
4.31, selecionamos uma regido em azul no grafico, da mesma forma que foi selecionada uma
regido no espaco de parametros experimental apresentado anteriormente na figura 4.29, obtendo
a figura 4.32.

No espacgo de parametros experimental fizemos apenas uma ampliacdo, figura 4.30, da
regido selecionada na figura 4.29, sem aumentar a resolucéo nos eixos. No espago de parametros
simulado apresentado na figura 4.31 selecionamos uma regido do espago, porém aumentamos a
resolucéo para visualizarmos com mais detalhes essas estruturas.

A figura 4.32 apresenta um formato semelhante ao obtido no espaco de parametros
experimental: estruturas em formato de "garras" apresentados a direita da figura, para os valores
mais altos de Vpc positivo, com alternancia entre regides periodicas e cadticas. Além disso, é
possivel também observarmos o aparecimento de estruturas periddicas muito pequenas imersas
numa das regifes cadticas que apresentam os maiores valores de expoente de Lyapunov. Essas
estruturas também sdo similares as encontradas no espaco de parametros experimental da
figura 4.29.

Regido selecionada (caixa azul da figura 4.31)
e Vpc entre 0,0000 V e 0,3000 V, com 600 valores intermediarios.

e Rentre 1600,00 Q e 1740,00 Q, com 600 valores intermediarios.
e Resolugéo da figura da regido ampliada: 600x600.
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Figura 4.32: Amplificagdo na figura 4.31 do Espa¢o de Pardmetros Simulado do maior expoente de Lyapunov,
para o circuito de Chua com a fonte DC. Vpc entre 0,0000 V e +0,30000 V com 600 valores intermediarios
eqiiidistantes, R entre 1600,00 Q e 1740,00 Q, com 600 valores intermediarios e eqiiidistantes.
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Figura 4.33: Selecdo de uma regido da figura 4.32 do Espaco de Pardmetros Simulado do maior expoente de
Lyapunov para o circuito de Chua com a fonte DC. Vpc entre 0,0000 V e +0,15000 V com 300 valores
intermediarios egqiiidistantes, R entre 1600,00 Q e 1740,00 Q, com 600 valores intermedidarios e eqiiidistantes.
Apresentando estruturas auto-similares no formato de camardes.
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Fazendo a selecdo de uma regido da figura 4.32, a que apresenta os atratores com valores
de expoentes mais elevados (vermelho forte), podemos observar nas regides marcadas em verde
na figura 4.33, o aparecimento de estruturas que podem ser do tipo auto-similares, os também
chamados de “"camardes” “®, porém essas ainda n&o foram analisadas mais profundamente,
quanto a sua topologia, para de fato confirmarmos se essas sdo ou ndo estruturas auto-similares.
Para serem analisadas mais profundamente devemos aumentar ainda mais a resolugéo nos eixos
da figura 4.33, isso pode ser feito através da variacdo do pardmetro Vpc na escala de pV e a
utilizacdo de motores de passos controlados automaticamente, para variarmos a resisténcia dos
trimpots com mais preciséo.

Uma condicdo basica para definirmos se uma estrutura é auto-similar seria, que ao
fazermos ampliagGes nessa regido devemos obter figuras similares ou iguais as obtidas antes da
amplificacdo. Como ampliagcbes em uma direcdo preferencial de uma estrutura fractal.
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Capitulo 5) Conclusoes e
Perspectivas

Nesse trabalho, projetamos e construimos um circuito de Chua robusto, com
uma oOtima relacdo sinal/ruido e altamente sensivel a variacdo dos pardmetros de
controle. Como mostrado no trabalho, fomos capazes de obter espacos de parametros
experimentais de resolucéo (3.001)x(120) para a periodicidade e para 0 maior expoente
de Lyapunov.

Desenvolvemos diversos programas de analise e obtencdo de dados
experimentais, que, pela sua comprovada qualidade, serdo muito utilizados nos
proximos trabalhos. Com pequenas modificacbes, podemos utiliza-los no estudo
experimental de outros sistemas ndo-lineares, em geral. Podemos, por exemplo,
substituir o diodo Chua por outro elemento ndo-linear. No caso especifico do circuito de
Chua o potencial de utilizacdo é alto por termos a possibilidade de adicionar outros
elementos no circuito, mudando a dindmica do sistema.

Da anélise das variaveis do sistema, (X, y e z), do circuito de Chua forgado por
uma fonte DC, obtivemos resultados de grande riqueza como, por exemplo:

e Diagramas de bifurcacdo com caracteristicas distintas ao variarmos o parametro
de controle associado a resisténcia R;

e Atratores periddicos de periodicidade elevada, atratores caoticos dos tipos
Rdssler e Duplo-Rolo, apresentamos também (nas figuras 4.9 e 4.10), uma
transicdo suave entre eles ao variarmos o parametro de controle associado a
tensdo, Vpc;

e Rotas de Bifurcacdo por adicdo (reducdo) de periodo ao diminuirmos
(aumentarmos) o parametro de controle associado a tensdo, Vpc, para alguns
valores de resisténcia R. Nesses diagramas de bifurcacdo, mostramos que
existem janelas periodicas complexas PWs. As janelas PWs apresentam-se como
janelas periodicas imersas na regido cadtica, numa regido de alternancia entre
caos e regides periddicas.

e As janelas PWs apresentam uma caracteristica especial que é o decaimento
exponencial do tamanho da janela 4P de periodicidade P de acordo com o
expoente (-pP) (equagdo 4.1). Mostramos que esse expoente [ tem valor
proximo a 1 para 0s nossos resultados, tanto para os experimentais quanto para
0s dados obtidos da simulacdo do circuito de Chua com a fonte DC. O expoente
B da simulagdo, Bsimulagio, € um pouco maior do que o expoente B do
experimento, Bexperimental: E 0 expoente Psimulagio tem valor mais proximo de 1.

O decaimento exponencial das janelas PWs implica em sérias restricdes
para a deteccdo experimental das janelas de periodicidade elevada, ja que é
necessaria uma variagdo muito pequena nos parametros de controle, suficientes
para detecta-las.
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O valor do expoente B relaciona-se com a parte real, p, e imaginaria, o,
dos auto-valores do ponto de foco, associado as Orbitas homociclicas
responsaveis pela criacdo das PWs, por B = z(p/w).

O valor do expoente PBsimulacio Maior que Pexperimental fOI €Xplicado como
sendo devido a presenca de um pequeno ruido nas series experimentais, fazendo
com que a regido caotica ficasse maior e, conseqlientemente, a regido periodica
(janela 4P) menor, j& que temos alternancia entre caos e regides periddicas. Essa
contracéo da janela 4P leva a um valor menor para o expoente [3.

O decaimento exponencial com o tamanho da janela foi primeiramente
obtido no estudo de mapas quadraticos ®. Porém a equacdo 4.1 mostrou-se
valida também para sistemas de tempo continuo, com o Circuito de Chua.

e Os espacos de parametros da Periodicidade e do Maior expoente de Lyapunov,
apresentados nas secfes 4.5 e 4.6, tm caracteristicas muito interessantes de
organizacdo das estruturas periodicas e caoticas, no formato de "garras"”, figuras
4.25, 4.26 e 4.28, e no formato de "camardes" na figura 4.33, similares entre si.

e Essas estruturas organizadas sdo interessantes porque se apresentam imersas em
regides caolticas, ou seja, para pequenas variacbes dos parametros de controle
podemos passar rapidamente de um comportamento cadtico para periddico,
sendo o periédico de periodos 1 a 12, para 0 nosso circuito. Isso mostra que
mesmo numa regido que pareca desorganizada podemos encontrar estruturas
altamente organizadas, em diversos formatos e com caracteristicas diferentes.

Devemos ressaltar que os espacos de Pardmetros da periodicidade P e do
expoente de Lyapunov Amaior devem, preferencialmente, ser apresentados juntos, para
que as informacdes neles contida se completem. Eles se completam porque nas regides
em que um nao apresenta resultados relevantes no outro espaco essas regides estardo
presentes.

Os espacos de parametros, simulado e experimental, do Amaior apresentaram uma
Otima relacdo entre as regides complexas neles contidas. Como é de se esperar, 0s
resultados apresentados no espaco de parametro da simulacdo sdo mais ilustrativos,
podemos definir melhor as regides de alternancia caos-periddicas, ja que temos
resolucédo tdo grande quanto quisermos. Porém esse trabalho mostrou a importancia dos
resultados experimentais, pois se ndo tivéssemos realizado antes da simulagédo a anélise
experimental do circuito forcado ndo teriamos algumas das caracteristicas que s&o
inerentes a sistemas reais, no caso do nosso circuito de Chua, desequilibrio nos
OpAmps (DC-offset), ruido alargando as regides caoticas e contraindo as periodicas,
resposta ndo-simétrica a variacdo do parametro de controle V¢, nos dois sentidos, entre
outras.

Assim, caso desejassemos utilizar um circuito de Chua com a fonte DC em uma
aplicacdo tecnoldgica, como em comunicagdo baseada em caos, devemos ter em mente
que somente as solucdes das equacdes diferenciais (simulacdo) ndo séo suficientes para
apresentar todas as possiveis respostas do sistema cadtico, algumas dessas s6
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apareceram nos experimentos, como se as "imperfei¢des” do projeto (ruido, DC-offset)
fossem "geradoras” de novos resultados, entenda por resultado, todos aqueles que
satisfazem as condi¢6es minimas de confiabilidade da teoria geral dos experimentos.

Nos proximos trabalhos iremos realizar estudos ainda mais detalhados das
regibes complexas apresentadas nos espacos de parametros das figuras 4.24 e 4.29. Para
Isso utilizaremos uma fonte de tensdo DC ainda mais precisa. Uma fonte recentemente
adquirida pelo Prof. Rero M. Rubinger da UNIFEI, é capaz de variar Vpc a passos de
micro-volts (uV). E para melhorarmos a resolugao do parametro associado ao resistor R,
utilizaremos potenciémetros multi-volta mais precisos, através da combinacgéo de varios
resistores de baixa resisténcia, mas com maior quantidade de voltas, além disso o valor
da resisténcia R podera ser variado automaticamente utilizando-se pequenos motores-
de-passo.

Segue em desenvolvimento em Itajubd, na colaboracdo UNIFEI/UFMG, o
estudo do espaco de parametros da resisténcia R e r_ (em série com o circuito que
simula o indutor) para a periodicidade e para 0 Amaior, Para um circuito de Chua similar
ao construido para esse trabalho®. Para aumentar a quantidade de séries temporais
obtidas iremos variar os parametros de controle R e r_ através de motores de passo,
podendo assim obter espacos de parametros com uma boa resolucéo.

Os resultados apresentados nessa dissertacdo serdo publicados no formato de
artigos, ja em fase de conclusdo, em revistas da area de Teoria do Caos. Em um dos
artigos, apresentaremos 0s espacos de parametro simulado e experimental, do maior
expoente de Lyapunov, Amaior. Nesse trabalho faremos a conexédo entre as estruturas
periddicas, contidas nos espacos de parametro, e as janelas complexas periddicas PWs,
presentes nos diagramas de bifurcacdo, do circuito de Chua experimental. Em outro
artigo iremos mostrar algumas caracteristicas do espaco de parametro experimental da
periodicidade e relaciona-las ao espaco de parametro experimental dos expoentes de
Lyapunov.

Resumindo o nosso trabalho é inovador no sentido de introduzir uma nova
forma de estudarmos o circuito de Chua, através da adicdo da fonte DC em série com o
diodo Chua. Essa tensdo aplicada, Vpc, atua como um novo parametro de controle,
desse circuito. Quando variamos as linhas de carga, por rotagdo (ao variarmos R) ou por
deslocamento (ao variarmos Vpc) teremos entdo respostas diferentes para o circuito,
pois modificamos a evolucao das equacOes diferenciais (veja se¢do 2.4.2).

Devido a possibilidade de variarmos Vpc em passos pequenos (0,5 mV) fomos
capazes de obter pela primeira vez, diagramas de bifurcacao e espacos de parametros da
periodicidade e do maior expoente de Lyapunov, em uma boa resolugdo. Além disso,
realizando uma anélise, através de simulagdes, do nosso circuito de Chua mostrando
que os resultados experimentais e 0s obtidos da simulacdo sdo coerentes. Porém
devemos ressaltar que o foco desse trabalho foi nos resultados experimentais.
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Dicionario de termos
técnicos e abreviaturas

Para discutirmos sobre os sistemas ndo lineares é necesséario definirmos
formalmente algumas ferramentas quantitativas e qualitativas, para que seja mais facil o
entendimento de algumas propriedades. Para isso criamos um dicionario de termos
técnicos e de abreviagOes para evitar repeticGes e para simplificada mente definirmos
alguns termos técnicos que a todo 0 momento serdo utilizados:

Atrator — é um conjunto de pontos no espaco de estados obtido, pela solucdo do
sistema de equacdes diferenciais da evolucdo temporal do sistema ou pelas séries
temporais experimentais. Um atrator tem este nome por consistir em um objeto no
espaco de estados para o qual as trajetorias convergem no tempo. Um atrator pode ter
uma dimens&o caracteristica inteira ou fracionaria. No caso da dimenséo ser fracionaria
0 atrator € dito estranho. Simplificadamente podemos dividir os atratores em trés tipos:
periodicos, quase periddicos e cadticos, onde os periodos apresentam-se como ciclos
limite no espaco de fase, os quase-periddicos como superficies toroidais de N
dimensdes e os cadticos como regides preenchidas no espaco de fase.

Atrator Duplo-Rolo (Double-Scroll) — Tipo especial de atrator cadtico que apresenta
no espaco de estados (X,y,z) um formato parecido com o de duas folhas que sdo
enroladas juntas numa forma espiral em um ndmero infinito de rotacfes. Originalmente
esse tipo de atrator foi obtido no circuito de Chua.

Atrator Rossler — Tipo especial de atrator cadtico que apresenta no espaco de estados
um formato de espiral para fora no plano (x,y), ao redor de um ponto instavel.
Apresenta também um segundo ponto fixo, que causa um enrolamento do atrator na
componente ortogonal a essa regido espiral. Originalmente esse tipo de atrator foi
obtido no sistema de Rdéssler, que é composto conjunto de equacgdes diferenciais de
primeira ordem. Os atratores de Rossler apresentam um comportamento similar aos
atratores de Lorenz, porém sdo mais faceis de serem analisados qualitativamente.

Amplificadores Operacionais (OpAmp) — E um componente eletrdnico compacto
construido da juncdo de resistores, capacitores e transistores. Um OpAmp apresenta
duas entradas (V+ e V. ) e uma saida (V,), onde & funcdo é apresentar na saida o
multiplo da diferenca entre as duas entradas, por V, = A.[(V+) - (V.)]. Sendo A o ganho
de tensdo do OpAmp. Caracteristicas que um OpAmp ideal deve apresentar sdo:
resisténcia de entrada infinita, resisténcia de saida nula, ganho de tensdo infinito,
resposta a frequéncia infinita, insensibilidade a temperatura.

Bifurcacido — E uma mudanca no estado ou na topologia do atrator quando um

parametro de controle é variado no sistema. Em geral, uma bifurcacdo é associada a
mudancas na estabilidade da solugdo da equacao da dindmica néo linear.
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Curva I(V) — Medida que se faz da corrente | que passa por um dispositivo quando
aplicamos uma tensdo V no mesmo.

DAQmMx — Placa de aquisicdo de dados de 1.2 MS/s (medidas/s) em um sistema de
multiplexo de 8 canais diferenciais com 16 bits de resolugéo cada.

DC-offset — Em um OpAmp deveriamos ter na saida V, um valor nulo quando temos
exatamente os mesmo valores de entrada (V. e V.), porém OpAmp’s ndo ideais
apresentam um valor de saida diferente de zero mesmo quando (V.)=(V.). Esse valor de
saida ndo nulo multiplicado pelo ganho A do OpAmp causa uma diferenca de tenséo
DC-offset de saida.

Diagramas de Bifurcacdo — E uma representacdo grafica do comportamento
qualitativo das orbitas ao variarmos o valor de um dos parametros do sistema. Os
diagramas de bifurcacdo sdo Uteis para identificarmos qual € a influéncia desse
parametro de controle na resposta do sistema. Os diagramas sdo construidos ao
tragarmos a se¢do de Poincaré de uma das variaveis do sistema contra o pardmetro de
controle.

Diagramas de Bifurcacdo por adicdo de Periodo — S&o casos especiais de rotas de
bifurcacdo onde temos alternancia entre regides caoticas e periddicas, tal que as regides
periddicas proximas sempre se diferem de um ndmero inteiro (passo inteiro). Exemplo:
... caos-(periodo-2)- caos-(periodo-3)-caos-(periodo-4)... nesse caso a adi¢do de periodo
foi ao passo de 1 em 1.

Dimensdo de Hausdorff — E um nimero real ndo negativo associado a um espaco
métrico, que define a dimensdo de estruturas fractais. Definindo um espago métrico X
coberto por um namero N(r) de "bolas™ de raio r que completamente cobre o espaco X.
Quando diminuimos r necessariamente aumentaremos a quantidade N(r) para cobrir o
espaco X, assim, quando N(r) cresce como 1/r%, definimos d com a dimensdo de
Hausdorff.

Dimensdo de Imersdo — E a menor dimensdo do espaco de fase necessaria para
representar um atrator de um sistema sem que ocorram cruzamentos de trajetorias. Esta
dimensdo é sempre definida por nimeros inteiros positivos.

Dimensdo de Informacdo — A dimensdo de informacdo D1 especifica como a
quantidade de informacdo, necessaria para determinarmos uma variavel X com uma
precisdo €, se escala com a resolucdo €. Muito utilizada nos estudos de comunicagao e
sincronismo entre sistemas.

Dimenséo de Kaplan-Yorke (ou Dimenséo de Lyapunov ) — A dimenséo de um atrator

em um espaco de estados multidimensional pode ser definido em termos do valor medio
k
L A

dos expoentes de Lyapunov nesse espago por : Dyy = k + ﬁ , sendo A; os
k

valores dos expoentes e k quantidade de expoentes positivos. A dimensdo Dy, €

considerada um limite superior da dimensé&o de informagéo D;.

Dimensédo Fractal — é a dimensdo de um objeto que ndo preenche completamente um
volume no espaco em que é imerso.
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Efeito Borboleta — O efeito borboleta refere-se a idéia de que o bater das asas da
borboleta poderia criar pequenas modificacdes na atmosfera local, que no futuro
poderiam alterar o caminho de um tornado, ou acelerando-o, ou freiando-o ou até
mesmo desviando-o de seu curso original. Reflete a idéia de hipersensibilidade as
condigdes iniciais.

Espaco de Estados — Um sistema descrito por uma equacdo diferencial de ordem n
pode também ser descrito por um conjunto de n equacdes todas de primeira ordem nas
derivadas temporais das varidveis de estado. O espaco de estados é entdo definido pelos
n valores das varidveis de estados desse sistema. Por exemplo, o circuito de Chua é
descrito por trés equacdes de primeira ordem com: x = x(x,y,z), vy =y(x,y,2) e
z = z(x,y,z). Sendo assim o espaco de estados é definido pelos valores (x,y, z).

Espaco de Fase — Sistemas podem ser descritos por vetores multidimensionais que
evoluem em tempo continuo ou discreto. O espaco no qual estes vetores sdo imersos é
chamado espaco de fase. A dimensdo deste espaco é inteira. Por exemplo: Espaco de
fase x(t) por x(t), de um oscilador harmoénico unidimensional onde dado um ponto
nesse espaco é possivel definirmos toda a sua dindmica.

Espaco de Parametros — Sdo mapas bidimensionais descrito por dois parametros de
controle do sistema a e b, tal que a resposta do sistema para essa condicédo inicial (a,b)
sera codificada numa escala de cores. Por exemplo, para o circuito de Chua, temos
associada a condicdo inicial, o espaco de parametro (Vpc,R)—P (periodicidade da
série) ou (Vbc,R)— Amaior ( maior expoente de Lyapunov). As respostas P € Amajor SA0
codificadas numa escala de cores coerente.

Expoentes de Lyapunov — S8o0 expoentes que descrevem a taxa de afastamento (no
caso de serem positivos) ou de aproximacdo (no caso de negativos) de trajetorias
regidas pela evolucdo temporal de um dado sistema dinamico que tem condic@es iniciais
préximas. Este expoente é uma medida da sensibilidade as condigdes iniciais e pode ser
utilizado para definirmos se um sistema apresenta-se em comportamento caético.

Maior expoente de Lyapunov: Uma série temporal caotica apresenta divergéncia
exponencial de trajetérias proximas em uma certa direcdo do espaco de estados, logo
nessa direcdo podemos definir o maior expoente de Lyapunov da série, ja que nas outras
direcdes necessariamente devemos ter contragdo do espago de estados.

Espectro dos expoentes de Lyapunov: Para uma série temporal de dimensdao m podemos
obter m expoentes de Lyapunov diferentes, um para cada uma das m dire¢fes do espaco
de estados. Todos esses expoentes definirdo entdo o espectro dos expoentes de
Lyapunov.

Falsos Vizinhos — Séo estados (posic¢des) visitados em tempos distintos pela evolucao
temporal do sistema dindmico espacialmente proximos, de forma a sugerir uma
evolucdo temporal que viole as leis de Newton. Tal efeito pode ocorrer devido a
presenca de ruido ou a representacdo do atrator em uma dimenséo inferior a dimensao
definida pelo nimero de graus de liberdade do sistema dindmico, dimenséo de imers&o.

Fluxos e Mapas — fluxos caracterizam a evolucdo temporal de um sistema num tempo

continuo. Mapas caracterizam a evolugdo temporal de um sistema num tempo discreto.
Mapas podem ser obtidos a partir de fluxos atraves da secdo de Poincare.
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Fonte DC — Fontes DC sdo fontes de tensdo ou corrente continua que alimentam o
sistema, por exemplo, um circuito elétrico. Nesse trabalho utilizamos basicamente duas
fontes de tensdo Keithley 237 e Keithley 230.

GPIB - Interface de comunicacdo de dados entre um computador e os instrumentos de
medida. Esta interface permite o controle e envio de comandos remotos aos
instrumentos.

Gyrator — Circuito elétrico que tém a funcdo de um transformador de impedancia.
Podendo ser utilizado tanto para simular um indutor fisico tanto como um capacitor
dependo da disposi¢do dos componentes.

Iteracédo — Quantidade de vezes que se repete um algoritmo computacional ou equacgéo
matematica para se chegar a um resultado partindo dos resultados anteriores. EX:
guando estamos trabalhando com mapas iterativos temos que a funcdo que mapeia € tal
que Xn+1 = f(X,), onde X; é o valor da funcdo no tempo discreto i.

Informacd@o Mutua — Célculos realizados considerando a entropia de Shannon que séo
utilizados para se obter o atraso (delay) de uma série temporal, que depois pode ser
usado para reconstruir o atrator no espaco de estados, também chamado método de
delay. O valor da informacdo mutua também quantifica qudo sincronizado estdo duas
séries temporais distintas.

Labview — Linguagem de programacdo visual do tipo G, desenvolvida pela National
Instruments onde a programacdo ¢ feita de acordo com o modelo de fluxo de dados.
Desenvolvida principalmente para automatizacdo de experimentos cientificos
controlados por computador, porém apresenta todas as ferramentas operacionais
necessarias para uma programacdo eficiente, bem como a possibilidade de programacao
paralela com outras linguagens de programacao, tais como Fortran e C++.

Leis de Kirchhoff — Para sistemas ndo-dissipativos temos que o valor do potencial
elétrico tem o mesmo valor depois de percorrido qualquer percurso em uma trajetéria
fechada, ou seja, a soma algébrica das diferencas de potencial elétrico ao longo de um
percurso fechado é nula. As leis de Kirchhoff sdo baseadas na conservacéo de energia e
no principio de conservacdo de carga elétrica.

Lei de decaimento exponencial com a periodicidade — Para janelas periddicas
complexas PWs temos que o tamanho de uma janela de periodicidade P decae
exponencialmente de acordo com P, por um expoente —BP. Implicando em um limite
experimental para a deteccéo de janelas de periodicidade elevada.

Linha de Carga — Linha de intersecdo entre a curva I(V) da resisténcia R com a curva
I(V) do diodo de Chua que define os pontos de operagédo do circuito de Chua. As linhas
de carga sdo obtidas quando analisamos as condicdes de equilibrio do sistema.

Lyap_ Spec — Software de analise de séries temporais de TISEAN que realiza o calculo
do espectro dos expoentes de Lyapunov através do método proposto em 1985 por Sano
e Sawada.
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Picos Multiplos — Sao picos na série da transformada de Fourier que ndo apresentam
restricdes nas relacBes entre a amplitude e o indice n dos vetores de base da FFT,
sen(nnx/L) e cos(nmx/L). Normalmente s3o associados a termos ndo lineares na
decomposicéo FFT. Por exemplo: f(x) = sen’(2x).cos(x) .

Picos Harmonicos — Sao picos na série da transformada de Fourier que apresentam
restricdes nas relacbes entre as amplitudes (a,e b,,) e o indice n dos vetores de base da
FFT, sen(nmt/L) e cos(nmt/L). Normalmente sdo associados a termos lineares na
decomposicdo FFT. Segue forma trigonométrica da transformada de Fourier para uma

funcdo f(¢t) tal que f(t+ 2L) = f(t).

c t
f) = —0 Z[ cos +bnsinni
n=1

2 L
1 c+2L
a, = —f f(t)dt
c

L
1 c+2L nict
a"ZZJ; f(t)cosTdt
1 c+2L nmt
bnzzfc f(t)Sil’let

Secdo de Poincaré (mapa de Poincaré) — Na secdo de Poincaré utilizaremos um
hiperplano de dimensdo (m-1) para seccionar o atrator no espaco de estados, gerado a
partir da série temporal do sistema. A Odrbita do atrator ird cruzar esse hiperplano
orientado numa certa direcdo, marcando pontos sobre esse plano. Os pontos marcados
sobre o hiperplano serdo entdo salvos em uma nova série temporal que ira representar o
sistema. Para cada orientacdo do hiperplano teremos uma série temporal (X,,incare)
distinta. Um método simples de obtermos a se¢do de Poincaré de uma série temporal é
selecionarmos 0s pontos de maximo ou minimo dessa série e 0s gravarmos entdao em
uma nova série. Ao realizarmos sobre uma série temporal uma secdo de Poincaré
estaremos entdo reduzindo o estudo do sistema no fluxo (tempo continuo) de dimenséo
m, para o estudo do sistema no tempo discreto, dimensao unitaria.

Série Temporal — E uma sequéncia de medidas realizadas em funcdo do tempo que
contém informacBes sobre a dindmica do sistema. As séries temporais podem ser
obtidas através de medidas experimentais das variaveis do sistema, por exemplo, as
variaveis xyz do circuito de Chua. Ou ainda podemos obter as séries temporais atraves
da solucéo das equaces diferenciais que regem o sistema.

TISEAN — “Nonlinear Time Series Analysis” softwares de cddigo aberto distribuidos

livremente na Internet que contém as principais ferramentas para analise e classificacdo
de séries temporais cadticas.
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Testes de Vizinhanga — A fim de determinarmos o espectro dos expoentes de
Lyapunov corretamente foram feitos testes de vizinhanca, onde variamos o parametro
“vizinhanga k” do programa Lyap_Spec do TISEAN. A vizinhanga foi variada de forma
que uma fosse escolhida tal que o expoente Amggio tenha o valor mais proximo de zero e
a soma dos trés expoentes do espectro seja negativa.

Transformada de Fourier Unitaria (UFFT) — De uma série temporal experimental
S(t) realizamos a secdo de Poincaré selecionando os valores de maximos e minimos,
esse valores sdo gravados em outras duas séries temporais de tempo unitario, Smax(i) €
Smin(j). Tomamos entdo essas duas séries e as intercalamos formando uma nova série tal
que:  Siotal(K) = [Smax(i),Smin(j),Smax(i+1), Smin(j+1)...] . Na série Siai(K) realizamos a
transformada de Fourier FFT e contamos a quantidade de picos presentes para que seja
determinada a periodicidade P da série temporal original S(t).

Threshold filter — No caso da “detecgdo da periodicidade” temos que 0 threshold filter
é um corte horizontal na série da transformada de Fourier Unitaria UFFT que seleciona
a quantidade de picos acima de um valor limite (threshold). No caso do espaco de
parametros dos expoentes de Lyapunov, € um filtro que seleciona os valores acima de
um valor limite (Amaximo). Para todos os valores superiores a Amaximo (A >Amaximo) t€MOS
que A passa a ser Amaximo-

Abreviaturas

CI - Circuito integrado.

C, — Capacitor do circuito de Chua, sobre o qual se mede a variavel x.

C, — Capacitor do circuito de Chua, sobre o qual se mede a variavel y.

Dky — Dimensédo de Kaplan-Yorke.

D1 - Dimensao de Informacéo.

De — Dimensdo de Imersao.

k (vizinhanca) — Parametro do programa Lyap_Spec do TISEAN.

L — Indutor do circuito de Chua, sobre o qual se mede a variavel z.

NDC - Curva de condutividade diferencial negativa, (d(corrente)/d(tenséo) <0 ).
OpAmp — Amplificador Operacional.

P — Periodicidade de uma serie temporal ou de uma janela PWs.

PWs — Janela complexa periddica.

AP — Largura da PWs.

R — Resistor varidvel do circuito de Chua.

r_ — Resistor variavel do circuito de Chua.

Sn — Valores dos maximos da série temporal da variavel x.

Vpc — Tenséo aplicada em série com o diodo de Chua no circuito de Chua.

Aminimo — Menor expoente do espectro dos Expoentes de Lyapunov para uma série
temporal de dimenséo 3.

Amedio — EXpoente médio do espectro dos Expoentes de Lyapunov para uma série
temporal de dimenséo 3.

Amaximo — Maior expoente do espectro dos Expoentes de Lyapunov para uma série
temporal.

A — Expoente de Lyapunov.

B — Expoente da Lei de decaimento exponencial com a periodicidade para as janelas
PWs.

102



Livros Gratis

( http://www.livrosgratis.com.br )

Milhares de Livros para Download:

Baixar livros de Administracao

Baixar livros de Agronomia

Baixar livros de Arquitetura

Baixar livros de Artes

Baixar livros de Astronomia

Baixar livros de Biologia Geral

Baixar livros de Ciéncia da Computacao
Baixar livros de Ciéncia da Informacéo
Baixar livros de Ciéncia Politica

Baixar livros de Ciéncias da Saude
Baixar livros de Comunicacao

Baixar livros do Conselho Nacional de Educacdo - CNE
Baixar livros de Defesa civil

Baixar livros de Direito

Baixar livros de Direitos humanos
Baixar livros de Economia

Baixar livros de Economia Doméstica
Baixar livros de Educacao

Baixar livros de Educacdo - Transito
Baixar livros de Educacao Fisica

Baixar livros de Engenharia Aeroespacial
Baixar livros de Farmacia

Baixar livros de Filosofia

Baixar livros de Fisica

Baixar livros de Geociéncias

Baixar livros de Geografia

Baixar livros de Histdria

Baixar livros de Linguas



http://www.livrosgratis.com.br
http://www.livrosgratis.com.br
http://www.livrosgratis.com.br
http://www.livrosgratis.com.br
http://www.livrosgratis.com.br
http://www.livrosgratis.com.br
http://www.livrosgratis.com.br
http://www.livrosgratis.com.br
http://www.livrosgratis.com.br
http://www.livrosgratis.com.br/cat_1/administracao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_1/administracao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_1/administracao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_1/administracao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_1/administracao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_1/administracao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_1/administracao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_2/agronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_2/agronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_2/agronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_2/agronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_2/agronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_2/agronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_2/agronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_3/arquitetura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_3/arquitetura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_3/arquitetura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_3/arquitetura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_3/arquitetura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_3/arquitetura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_3/arquitetura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_4/artes/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_4/artes/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_4/artes/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_4/artes/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_4/artes/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_4/artes/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_4/artes/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_5/astronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_5/astronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_5/astronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_5/astronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_5/astronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_5/astronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_5/astronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_6/biologia_geral/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_6/biologia_geral/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_6/biologia_geral/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_6/biologia_geral/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_6/biologia_geral/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_6/biologia_geral/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_6/biologia_geral/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_6/biologia_geral/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_6/biologia_geral/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_8/ciencia_da_computacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_8/ciencia_da_computacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_8/ciencia_da_computacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_8/ciencia_da_computacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_8/ciencia_da_computacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_8/ciencia_da_computacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_8/ciencia_da_computacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_8/ciencia_da_computacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_8/ciencia_da_computacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_8/ciencia_da_computacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_8/ciencia_da_computacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_9/ciencia_da_informacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_9/ciencia_da_informacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_9/ciencia_da_informacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_9/ciencia_da_informacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_9/ciencia_da_informacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_9/ciencia_da_informacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_9/ciencia_da_informacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_9/ciencia_da_informacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_9/ciencia_da_informacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_9/ciencia_da_informacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_9/ciencia_da_informacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_7/ciencia_politica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_7/ciencia_politica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_7/ciencia_politica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_7/ciencia_politica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_7/ciencia_politica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_7/ciencia_politica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_7/ciencia_politica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_7/ciencia_politica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_7/ciencia_politica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_10/ciencias_da_saude/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_10/ciencias_da_saude/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_10/ciencias_da_saude/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_10/ciencias_da_saude/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_10/ciencias_da_saude/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_10/ciencias_da_saude/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_10/ciencias_da_saude/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_10/ciencias_da_saude/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_10/ciencias_da_saude/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_10/ciencias_da_saude/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_10/ciencias_da_saude/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_11/comunicacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_11/comunicacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_11/comunicacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_11/comunicacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_11/comunicacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_11/comunicacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_11/comunicacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_13/defesa_civil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_13/defesa_civil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_13/defesa_civil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_13/defesa_civil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_13/defesa_civil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_13/defesa_civil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_13/defesa_civil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_13/defesa_civil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_13/defesa_civil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_14/direito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_14/direito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_14/direito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_14/direito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_14/direito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_14/direito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_14/direito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_15/direitos_humanos/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_15/direitos_humanos/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_15/direitos_humanos/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_15/direitos_humanos/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_15/direitos_humanos/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_15/direitos_humanos/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_15/direitos_humanos/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_15/direitos_humanos/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_15/direitos_humanos/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_16/economia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_16/economia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_16/economia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_16/economia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_16/economia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_16/economia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_16/economia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_17/economia_domestica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_17/economia_domestica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_17/economia_domestica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_17/economia_domestica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_17/economia_domestica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_17/economia_domestica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_17/economia_domestica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_17/economia_domestica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_17/economia_domestica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_18/educacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_18/educacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_18/educacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_18/educacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_18/educacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_18/educacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_18/educacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_19/educacao_-_transito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_19/educacao_-_transito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_19/educacao_-_transito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_19/educacao_-_transito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_19/educacao_-_transito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_19/educacao_-_transito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_19/educacao_-_transito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_19/educacao_-_transito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_19/educacao_-_transito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_20/educacao_fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_20/educacao_fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_20/educacao_fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_20/educacao_fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_20/educacao_fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_20/educacao_fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_20/educacao_fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_20/educacao_fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_20/educacao_fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_21/engenharia_aeroespacial/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_21/engenharia_aeroespacial/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_21/engenharia_aeroespacial/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_21/engenharia_aeroespacial/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_21/engenharia_aeroespacial/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_21/engenharia_aeroespacial/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_21/engenharia_aeroespacial/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_21/engenharia_aeroespacial/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_21/engenharia_aeroespacial/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_22/farmacia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_22/farmacia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_22/farmacia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_22/farmacia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_22/farmacia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_22/farmacia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_22/farmacia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_23/filosofia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_23/filosofia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_23/filosofia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_23/filosofia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_23/filosofia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_23/filosofia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_23/filosofia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_24/fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_24/fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_24/fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_24/fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_24/fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_24/fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_24/fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_25/geociencias/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_25/geociencias/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_25/geociencias/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_25/geociencias/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_25/geociencias/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_25/geociencias/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_25/geociencias/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_26/geografia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_26/geografia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_26/geografia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_26/geografia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_26/geografia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_26/geografia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_26/geografia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_27/historia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_27/historia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_27/historia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_27/historia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_27/historia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_27/historia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_27/historia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_31/linguas/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_31/linguas/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_31/linguas/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_31/linguas/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_31/linguas/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_31/linguas/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_31/linguas/1

Baixar livros de Literatura

Baixar livros de Literatura de Cordel
Baixar livros de Literatura Infantil
Baixar livros de Matematica

Baixar livros de Medicina

Baixar livros de Medicina Veterinaria
Baixar livros de Meio Ambiente
Baixar livros de Meteorologia
Baixar Monografias e TCC

Baixar livros Multidisciplinar

Baixar livros de Musica

Baixar livros de Psicologia

Baixar livros de Quimica

Baixar livros de Saude Coletiva
Baixar livros de Servico Social
Baixar livros de Sociologia

Baixar livros de Teologia

Baixar livros de Trabalho

Baixar livros de Turismo



http://www.livrosgratis.com.br/cat_28/literatura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_28/literatura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_28/literatura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_28/literatura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_28/literatura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_28/literatura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_28/literatura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_30/literatura_de_cordel/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_30/literatura_de_cordel/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_30/literatura_de_cordel/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_30/literatura_de_cordel/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_30/literatura_de_cordel/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_30/literatura_de_cordel/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_30/literatura_de_cordel/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_30/literatura_de_cordel/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_30/literatura_de_cordel/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_30/literatura_de_cordel/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_30/literatura_de_cordel/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_29/literatura_infantil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_29/literatura_infantil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_29/literatura_infantil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_29/literatura_infantil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_29/literatura_infantil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_29/literatura_infantil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_29/literatura_infantil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_29/literatura_infantil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_29/literatura_infantil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_32/matematica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_32/matematica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_32/matematica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_32/matematica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_32/matematica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_32/matematica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_32/matematica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_33/medicina/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_33/medicina/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_33/medicina/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_33/medicina/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_33/medicina/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_33/medicina/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_33/medicina/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_34/medicina_veterinaria/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_34/medicina_veterinaria/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_34/medicina_veterinaria/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_34/medicina_veterinaria/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_34/medicina_veterinaria/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_34/medicina_veterinaria/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_34/medicina_veterinaria/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_34/medicina_veterinaria/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_34/medicina_veterinaria/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_35/meio_ambiente/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_35/meio_ambiente/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_35/meio_ambiente/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_35/meio_ambiente/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_35/meio_ambiente/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_35/meio_ambiente/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_35/meio_ambiente/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_35/meio_ambiente/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_35/meio_ambiente/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_36/meteorologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_36/meteorologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_36/meteorologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_36/meteorologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_36/meteorologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_36/meteorologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_36/meteorologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_45/monografias_e_tcc/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_45/monografias_e_tcc/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_45/monografias_e_tcc/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_45/monografias_e_tcc/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_45/monografias_e_tcc/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_45/monografias_e_tcc/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_45/monografias_e_tcc/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_37/multidisciplinar/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_37/multidisciplinar/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_37/multidisciplinar/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_37/multidisciplinar/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_37/multidisciplinar/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_38/musica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_38/musica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_38/musica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_38/musica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_38/musica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_38/musica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_38/musica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_39/psicologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_39/psicologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_39/psicologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_39/psicologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_39/psicologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_39/psicologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_39/psicologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_40/quimica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_40/quimica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_40/quimica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_40/quimica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_40/quimica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_40/quimica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_40/quimica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_41/saude_coletiva/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_41/saude_coletiva/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_41/saude_coletiva/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_41/saude_coletiva/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_41/saude_coletiva/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_41/saude_coletiva/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_41/saude_coletiva/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_41/saude_coletiva/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_41/saude_coletiva/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_42/servico_social/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_42/servico_social/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_42/servico_social/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_42/servico_social/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_42/servico_social/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_42/servico_social/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_42/servico_social/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_42/servico_social/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_42/servico_social/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_43/sociologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_43/sociologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_43/sociologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_43/sociologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_43/sociologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_43/sociologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_43/sociologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_44/teologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_44/teologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_44/teologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_44/teologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_44/teologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_44/teologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_44/teologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_46/trabalho/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_46/trabalho/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_46/trabalho/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_46/trabalho/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_46/trabalho/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_46/trabalho/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_46/trabalho/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_47/turismo/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_47/turismo/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_47/turismo/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_47/turismo/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_47/turismo/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_47/turismo/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_47/turismo/1

