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Resumo

Neste trabalho, dissertamos sobre uma recente versao unificada do Teorema da
Dominagao de Pietsch, devida a Botelho, Pellegrino e Rueda ([8]), que unifica vérios
teoremas de dominagao do tipo Pietsch para certas classes de fungoes que generalizam
o ideal dos operadores lineares absolutamente p-somantes. Um resultado final mostra
que tais teoremas de dominacao sao totalmente livres de condicoes algébricas, tais como
linearidade, multilinearidade, etc.

Palavras-Chave:
Teorema da Dominagao de Pietsch, operadores absolutamente somantes, teoremas
de dominacao do tipo Pietsch.
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Abstract

In this work we study a recent unified version of Pietsch Domination Theorem, due
to Botelho, Pellegrino and Rueda ([8]) that unifies a number of known Pietsch-type
domination theorems for classes of mappings that generalize the ideal of absolutely p-
summing linear operators. A final result shows that Pietsch-type domination theorems
are totally free from algebraic conditions, such as linearity, multilinearity, etc.

Key-Words:
Pietsch’s Domination Theorem, absolutely summing operators, Pietsch-type
domination theorems.
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Introducao

As raizes da teoria dos operadores lineares absolutamente somantes repousam sob
o fértil solo cultivado pelos trabalhos de Alexandre Grothendieck iniciados em 1950.
Contudo, foi somente em 1967 que Albrecht Pietsch isolou de forma realmente clara esta
classe de operadores e estabeleceu muitas de suas propriedades fundamentais. Dentro
de um ano, gragas a Lindenstrauss e Pelczynski [23], o trabalho de Pietsch ganhou
verdadeiro reconhecimento e prestigio.

Na década de 80, Pietsch [35] esbogou uma generalizacdo da teoria de operadores
absolutamente somantes para aplicagoes multilineares. A partir de entao, varios autores
comecaram a se interessar pelo assunto e atualmente ja existe uma extensa literatura
nio-linear relacionada ao tema. E natural que imaginemos uma teoria néo-linear
construida indutivamente a partir da teoria linear classica, porém numerosos problemas
dificeis tém surgido, o que exigiu novas técnicas totalmente distintas dos argumentos
utilizados na teoria linear. Uma boa amostra dos caminhos que a teoria nao-linear
estd tracando pode ser encontrada, por exemplo em [6, 5, 13, 14, 15, 21, 33, 34].
Atualmente a teoria nao-linear relacionada a operadores absolutamente somantes nao se
resume apenas ao caso de aplicacoes multilineares e polinomios, mas também a funcoes
holomorfas e até a aplicagdes mais gerais (veja, por exemplo, [26, 27]).

Um dos resultados centrais da teoria de operadores absolutamente somantes é o
famoso Teorema da Dominagao de Pietsch (TDP), reconhecido também por estabelecer
uma surpreendente conexao entre a teoria de operadores somantes e a teoria da
medida. O préprio Pietsch [35] foi o responsdvel pela primeira versao nao-linear do
TDP. O presente trabalho apresenta algumas outras versoes nao-lineares do mesmo,
devidas a Botelho, Pellegrino e Rueda ([8]), incluindo uma versao recente para fungoes
completamente arbitrdrias e livres de exigéncias mais fortes como, por exemplo, a
linearidade e continuidade. Apds apresentd-las, este trabalho prova uma versao abstrata
do TDP que unifica as demais versoes tornando-as consequéncias relativamente simples
daquela. Para citar alguns dos resultados que sao unificados pelo teorema principal
(Teorema 2.2.1) mencionamos: o teorema de dominacdo de Farmer e Johnson para
fungoes Lipschitz somantes entre espagos métricos [19, Theorem 1(2)], o teorema de
dominagao de Pietsch e Geiss para aplicagdes multilineares dominadas ([35, Theorem
14],]20, Satz 3.2.3]), o teorema de dominagao de Dimant para aplicagoes multilineares
fortemente somantes e polinomios homogeéneos [17, Proposition 1.2(ii) and Proposition
3.2(ii)], o teorema de dominacdo para fungoes subhomogéneas [7, Theorem 2.4] e o
teorema de dominagao para operadores (D, p)-somantes [24, Theorem 3.11].
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Estrutura dos Tépicos Apresentados

O Capitulo 1 foi escrito para fornecer uma discreta introducao ao assunto que, por
sua vez, estd essencialmente contido nos demais. Recomendamos que sua leitura nao
seja omitida. A teoria linear dos operadores absolutamente somantes constitui a fonte de
inspiracao mais importante para a criacao de outras teorias (incluindo as nao-lineares)
que a generalizam e a estendem. A referéncia cldssica para sua construcao e leitura
¢ o livro de J. Diestel [16]. Neste capitulo faremos uma rapida revisao sobre a teoria
linear, comentando seus resultados cléssicos e definindo os operadores absolutamente
somantes. Para nossos propdsitos, o principal resultado deste capitulo serd o Teorema da
Dominacao de Pietsch (TDP), que serviu como modelo para as generalizagoes estudadas
no Capitulo 3, bem como para a construcao e demonstracao de sua versao unificadora
estudada no Capitulo 2.

No Capitulo 2, construiremos um ambiente abstrato onde serd definida a classe das
fungoes abstratas somantes. Inspirado no famoso TDP, demonstraremos um teorema
de dominacao correspondente a esta classe. Este teorema constitui o resultado mais
importante desta dissertacao, recebendo o nome titulo de nosso trabalho: O Teorema
da Dominacao de Pietsch Unificado (TDPU).

O Capitulo 3 subdivide-se em cinco segoes. Cada secao apresenta uma classe
de funcoes absolutamente somantes. Sao elas: a classe dos operadores lineares
absolutamente somantes, das aplicagoes muiltilineares semi-integrais, das funcoes
subhomogéneas, das multilineares 7 (p)-somantes e, finalmente, dos polinémios
dominados. A primeira delas é pertinente & teoria linear, as demais sdo pertinentes a
teoria nao-linear. Neste capitulo, serd provado que cada uma dessas classes estd contida
na classe das fungoes abstratas somantes. Isto tornard possivel invocar nosso TDPU
para demonstrar os respectivos teoremas de dominacao. Em verdade, o leitor podera
verificar que cada teorema de dominacao seguird como consequéncia quase imediata do
TDPU. Dito de outro modo, todos aqueles poderao ser vistos como corolario deste, que
os cobrem e os unificam, justificando sua denominacao.

O Capitulo 4 pode muito bem ser encarado como uma sexta secao do capitulo
anterior.  Seguiremos o mesmo roteiro do terceiro capitulo, sé que desta vez,
abordaremos a classe das fungoes arbitrarias que sao absolutamente somantes. Serd
provado que tais fungoes sao precisamente as funcoes abstratas somantes e que,
portanto, seu teorema de dominacao é mais um coroldrio do TDPU. O motivo por
termos colocado como capitulo é deixar claro ao leitor nosso segundo propdsito, além
do principal visto no Capitulo 3. Este capitulo esclarece que a esséncia de um teorema



de dominacao do tipo Pietsch, em geral, nao depende de condicoes algébricas tais como,
por exemplo, a linearidade e continuidade do operador. Mesmo para fungoes arbitrarias,
ser absolutamente somante equivale a satisfazer a um teorema de dominagao. A fonte
dos resultados principais dos Capitulos 2, 3 e 4 da presente dissertagao é o artigo ([8]).

No apéndice, escrevemos algumas palavras sobre as aplicagoes multilineares
e polinomiais, definindo-as e estendendo o conceito de operadores absolutamente
somantes para tais classes. O objetivo ¢ auxiliar a leitura do capitulo 3, mais
especificamente, das secoes 3.2, 3.4 e 3.5. Encontram-se também no apéndice as
demonstragoes dos resultados que foram diretamente utilizados nos capitulos anteriores.
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Notacao e Terminologia

e Em todo o texto, K denotard o corpo dos reais R ou o corpo dos complexos C.
Os espacos vetoriais serao sempre considerados sobre K = R ou C.

e Usaremos o termo "operador'"com o mesmo sentido de "funcgao".

e I Ei,...FE, e F representam espacos de Banach, exceto quando houver algo
mencionado em contrario.

e Se E & um espaco vetorial normado, escreveremos ||-||, para denotar a norma
definida em FE. Quando nao houver possibilidade de confusao, escreveremos
simplesmente ||| no lugar de ||-|| ;.

e Se F e F sao espagos vetorias normados, o espago vetorial formado pelos
operadores lineares de F em F' ¢é denotado por L (E; F). Vamos denotar L (EF; K)
por E* e chamé-lo de dual algébrico de E. Analogamente, denotamos o espago
vetorial formado pelos operadores lineares continuos de E em F por L (E; F). O

dual topolégico de E é o conjunto L (E;K) que, por sua vez, serd denotado por
E.

e Quando X for um espago vetorial normado, o stmbolo Bx denotard a bola unitéria
fechada {z € X; ||z|| < 1} de X.

e Para cada niimero real 1 < p < 0o, denotamos por ¢, o espaco de Banach definido
por

o0
fp = {(%)20—1 , com z, € K; Z ’x”’p < OO} ,

n=1

Sl

o
com a norma ||(z,),2, |, = <Z |xn|p> :
n=1

xii



Capitulo 1

A Teoria Linear dos Operadores
Absolutamente Somantes

1.1 Séries em espacos de Banach

1.1.1 Séries absolutamente e incondicionalmente convergentes
em espacos de Banach

Seja X um espago vetorial normado. Uma sequéncia (z,),., em X chama-se
absolutamente somdvel quando »_ ||z,| é uma série convergente. Diremos que uma
sequéncia (z,),~, em X ¢ incondicionalmente somdvel quando, para toda bijecao
¢ : N — N, pondo-se y, = Ty, a série ) y, é convergente (veremos adiante
que » z, = > yn). No primeiro caso, a série » z, recebe o nome de absolutamente
convergente e, no segundo, chama-se incondicionalmente convergente.

Na reta, devido a Dirichlet, uma série é absolutamente convergente se, e somente
se, € incondicionalmente convergente. Uma demonstragdo pode ser encontrada em [22,
p. 151]. Isto, porém, nao é verdadeiro para espagos mais gerais, como os de Banach de
dimensao infinita. Em verdade, o importante Teorema de Dvoretzky-Rogers, provado
na década de 50, garantiu a existéncia de uma sequéncia incondicionalmente somével
que nao é absolutamente somével, para qualquer espaco de Banach de dimensao infinita.

No entanto, independente do fato desta propriedade ser perdida ou nao, os espagos
de Banach apresentam intima relacao com sequéncias absoluta e incondicionalmente
somaveis. E o que diz a

Proposicao 1.1.1 Um espago vetorial normado X é Banach se, e somente se, toda
sequéncia absolutamente somdvel é incondicionalmente somdvel.

Demonstracdo: Sejam X um espago de Banach e (z,) ., uma sequéncia em X
absolutamente somavel. Vamos mostrar que (z,),-, ¢ incondicionalmente somdvel.
Seja dada uma permutacdo o arbitraria dos nimeros naturais. Pondo-se vy, = ||z,/,
obtemos que (y,),—, ¢ uma sequéncia numérica absolutamente somdvel e, portanto,



incondicionalmente somavel. Logo, > Hxa(n) || ¢é convergente e, consequentemente, suas
reduzidas formam uma sequéncia de Cauchy na reta. Isto é, dado € > 0 existe um
Ny € N tal que

N M N
N>M> Ny = 'n; on'(n)H —n; on(n)H‘ = n:%ﬂ ||37cr(n)H < €.

Por outro lado,

N M N N
D Tom) — Lo = || X Tew|| S X |[Tem]| <e
n=1 n=1 n=M+1 n=M+1

sempre que N > M > N,. Isto mostra que a sequéncia das reduzidas da série

P 2, o0 P

Y %) € de Cauchy em X e, como X é completo, a mesma converge. Logo, (z,),_; €
incondicionalmente somavel.

Reciprocamente, seja (z,),; uma sequéncia de Cauchy em X. Entao, dados k € N

ee=2"%>0, existe nék) € N tal que

m,n > n(()k) = ||z, — 20| < 275

Seja ny = n(()l). Dado k£ > 2, a partir de n(()k) podemos encontrar n; € N de tal forma

que ng > n(() ) e n, > ngp_1 Com isso, encontramos naturais n, < ny < --- tais que

—k
e = 2 || <2

para todo k € N. Portanto,

N N &
Z Hmnk - xnk+1H < 227
k=1 k=1

para todo N € N, o que nos da
o oo _k
Z ||x"k - xnk+1H < 22 = 1,
k=1 k=1

mostrando que a série ) (:an o xnk) ¢ absolutamente convergente. Por hipétese,
considerando a permutacio o = id, a série Y. (&, ,, — Tn,) é convergente. Note agora
que

k
Tngyy = Tny + > (x”j-kl - LZJ) :
Jj=1

oo (S I . N
Logo, (xnk +1) ; ¢ convergente. Como (xy),_, € de Cauchy e possui uma subsequéncia
~ o0 , 2
convergente, entao (z,),., também converge. Logo, X é completo. |

Proposigao 1.1.2 Se (xz,),-, é uma sequéncia incondicionalmente somdvel em um
espaco de Banach X, entao

z_jlxn = z_:lxa(n)

para qualquer permutacao o dos naturais.



o0

Demonstracao: Lembremos inicialmente que uma sequéncia de escalares (\,),_,

incondicionalmente somavel é absolutamente somavel e, além disso,
o0 oo
Z An = Z /\J(n)
n=1 n=1

para toda permutagdo o dos naturais (veja [22, p. 151]). Sejam dadas (z,),., uma
sequéncia incondicionalmente somdvel em X e 0 : N — N uma bijecao. Para toda
f € X' temos:

00 ] N ) N
f (lelxo(n)) = f (A}Eréonzlxa(n)) = 1\}1*>H(1>of (nzlxo(n))
N N
= lim <Zlf (:pg(n))) = lim ( f(xn))

N—oo

N N
= lim f (Z:L‘n> =f (z\}l Ty,
n=1

N—o0 —00

(5)

Sejam & = Y Tym) €Y = Y T, vamos mostrar que x = y. De fato, segue do resultado

acima que i "
flx—y)=0,VfeX

e, portanto,

sup |f (z —y)| = 0.

fex’

lfl<1
Por [10, Corollaire 1.4.], resulta

lz = yll =0,

donde vem que z = y. |

1.2 Um pouco sobre a teoria linear dos operadores
absolutamente somantes
Definigao 1.2.1 Sejam 1 < p < oo e X um espago de Banach. Uma sequéncia

(z,,),2, em X é dita fortemente p-somdvel se a sequéncia de escalares correspondente
(1)), estiver em €.

Usa-se a notacao ¢, (X) para designar o espago vetorial de todas as sequéncias
fortemente p-somdaveis em X. Mais explicitamente, trata-se do espaco

0, (X) = {(ajn)zozl, com z, € X; Y ||| < oo} :

n=1



A fuangdo [|-]|,,, dada por |[(z,),2, |, = (’; ||xn||p) p, define uma norma em ¢, (X)

e o torna completo com relagao a essa norma.

O exemplo mais fécil de elementos de ¢, (X) s@o as sequéncias finitas (z1,...,Zy,) -
identificadas com (1, ..., 2y, 0,0,...). Tais sequéncias constituem um subspaco denso
de 0, (X).

Também ¢é possivel definirmos sequéncias fortemente p-somédveis quando p = oo.
Neste caso, terfamos o espaco de Banach (¢« (X),||-]|,,) definido por

loo (X) = {(xn)ffl, com x, € X;sup ||z,| < oo} ,
neN

oo
com a norma ||(z,), ||, = sup ||zx].
neN

oo

Definigao 1.2.2 Sejam 1 < p < oo e X um espaco de Banach. Uma sequéncia (z,,),
em X é dita fracamente p-somdvel se a sequéncia de escalares (¢ (x,)),—, estiver
em ¢, para todo ¢ € X'.

Denotamos por £, (X) o espago de todas as sequéncias fracamente p-soméveis. Em
sfmbolos:

0 (X) = {(xn)zol, com z, € X; Y | (2,)]" < 00,V € X'}.

n=1

Uma norma natural em £ (X) é dada por

ol = s (S 1pear) (L)

pEBx1 \n=

e, com esta norma, o espago torna-se completo.

Note que nao é imediato perceber que o supremo em (1.1) seja finito, mas isto é
verdade gragas ao Teorema do Gréfico Fechado. Com efeito, para cada z = (z,),-, €
£y (X), associamos a fungao

u: X' — 1,

u (@) = (# (Tn))pzy -

E evidente que u estd bem definida e ¢ linear. Admitindo que

o — p e X'
1.2
{U(Spk)—W'OGEp (12)

o0

com 2y = (2,), 4,

que

mostremos que 2o = u (). A segunda convergéncia em (1.2) garante

lim @y (r,) = 2zn, (1.3)

k—o0



para todo n € N. Por outro lado, a primeira convergéncia em (1.2) garante que

lim g (x,) = ¢ (z,), (1.4)

k—o00

para todo n € N. Pela unicidade do limite, se conclui de (1.3) e (1.4) que zp = u () e
o Teorema do Grafico Fechado garante que u é limitado. Em outras palavras

1
00 P
sup ( 1|gp($n)|p> < oo.

pEBx1 \n=

Se 1 < p < oo, muitas vezes é titil trabalhar com o espaco

~o}.
p,w

Prova-se que £}, (X) é um subespaco fechado de ¢ (X). Em particular, & um espaco de
Banach (veja [36, p. 44]).

Seja u : X — Y um operador linear e continuo entre espacos de Banach. E facil
verificar que a correspondéncia

0 (X) = {(:cj);’il € by (X); lim H(%)}’in

n—oo

(#n)pzy = (uwn),” (1.5)

n=1

sempre induz um operador linear limitado @° : ¢,(X) — ¢, (X), como também um
operador linear limitado 4" : £ (X) — £ (X). Em ambos os casos, as normas de 4° e
4" sao iguais a ||u||. De fato, note primeiramente que, se (z,) -, € £, (X) entdo

[e%e) : 0 ’
p p
izl = (£ tuealr) " < (5 ul? ol
n= n—=

1
oo P
= [ull (Zl IImnII”) = [lull |(zn)5Z I, < o0
n=

e, portanto,
@l = sup  [(uzn)ll, < 0 sup o lull (@) 4, = el (1.6)
il < il <
Por outro lado,
lull = sup [ju(z)] = sup 1° ((yn)nz)l, < 137 (1.7)
lzl<1 || (wn)oey=(,0,0...) || <1
De (1.6) e(1.7), segue que [|@°| = |lu]|. Com raciocinio similar se mostra que

[a*]] = [lull



Observacao 1.2.3 A inclusao ¢, (X) C £ (X) sempre é verdadeira. De fato, se
()00, € L, (X), entio

N N
>l @)l < 3 llell P

para todos N € N e ¢ € X'. Logo,

S p = p p p R p
- e @a)” < X2 llell” lzall” = llell” 22 lzall” < oo,
n=1 n=1 n=1

para todo ¢ € X'. Portanto (x,),_, € £y (X).

Em suma, a discussao contida no tltimo pardgrafo acima revela que o operador
u sempre permite associar a uma sequéncia fracamente p-somdvel em X uma
sequéncia fracamente p-somédvel correspondente em Y. Também é sempre possivel
a correspondéncia que associa a cada sequéncia fortemente p-somdvel em X uma
sequéncia fortemente p-somdvel em Y. Em particular, gragas & inclusao ¢, (X) C
£y (X), verifica-se que, sendo (z,),—, uma sequéncia fortemente p-somavel em X,
entao a sequéncia (uwn)zozl serd fracamente p-soméavel em Y. Entretanto, nao é sempre
verdade que se (z,),_; € £y (X), entao (ux,),_, € £, (Y). Os operadores que satisfazem
esta propriedade sao de especial interesse neste ramo da Anélise Funcional e recebem
o nome de operadores absolutamente p-somantes.

Definicao 1.2.4 Sejam 1 < p,q < o0 eu : X — Y wum operador linear continuo
entre espagos de Banach. Dizemos que u é absolutamente (p; q)-somante (ou (p;q)-
somante) se (u(x,)),—, € £, (Y) sempre que (xy,),—, € £y (X).

Neste caso, é possivel definir o operador induzido
U Ly (X) — £, (Y)

(Tn)pey = (u(@0))2, -
Denotamos por Hm (X;Y) o conjunto formado por todos os operadores (p;q)-
somantes de X em Y. Quando p = g, escrevemos [[, (X;Y) no lugar de [, , (X;Y).
O préximo resultado traz vdrias caracterizagoes para operadores absolutamente
(p; ¢)-somantes.

Proposicao 1.2.5 Sejam X, Y espacos de Banach. As sequintes afirmagcoes a respeito
de um operador linear continuo u : X — Y sao equivalentes:

(i) u é (p; q)-somante;

(ii) Existe uma constante K > 0 tal que

(£ ||u<mk>||p)’17 < sw (3 |so<a:k>|q);, (18)

pEBx/



para quaisquer xi,...,r, € X en € N;
(iii) Existe uma constante K > 0 tal que

1

(S o) <& s (Sleeor)

pEByr \k=

sempre que (1), € Ly (X);
(iv) Existe uma constante K > 0 tal que

1

(£ lulr) < sup <°°1|<,o<ask>|");,

pEBxr \k=

sempre que (Ty),—; € Ly (X);

(v) (u(xr))pey € £y (Y) sempre que (wx),—; € Ly (X).

Denotamos por m, , (u) o infimo do conjunto constituido pelas constantes K tais que
a desigualdade (1.8) continua vdlida. Além disso, temos , , (u) = ||u]|.

Demonstragao: (i) = (ii). Suponha que u seja (p; ¢)-somante. Vamos mostrar que
u tem gréfico fechado em £f’ (X)) x £, (Y'). De fato, o grafico de u é o conjunto

G (@) ={(z,y);7 = (va)yy €4 (X) ey=T(a)}.
Seja (z,y) € £, (X) x £, (Y) um ponto aderente ao gréfico de u. Isto &,

(r,y) = lim (z(k),ﬁ (:v(k))) , (1.9)

onde (x(k),ﬂ(mk)) € G (u) para todo k € N. Vamos mostrar que (z,y) € G (u) e, para
isso, basta mostrar que y = u (z). Temos de (1.9) que

(k) w
{ 2™ — gz em £ (X) (1.10)

a(z®) = yem £, (Y)

A primeira convergéncia em (1.10) nos garante que, dado € > 0 existe N € N tal que

Q=

k> N = sup (i |g0 (xglk) — xn)|q) = H(x(k) — I)H%w <e.

pEBxr \n=1

Assim,
k>N= Y |p @@l —a,)|" <& (1.11)

n=1
para todo ¢ € Byxs,. Como cada termo da série (1.11) é dominado por €7, segue do
Teorema de Hanh-Banach que

k>N = |z -z, = sup o (23 —2a)| <€
pebxr
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o0
para todo n € N. Isso mostra que, dado n € N, a sequéncia (a:n > converge para

x, em X. Como u é continuo, segue que

lim u (xg“)) =u(zy,) (1.12)

k—o0

para todo n € N. Por outro lado, a segunda convergéncia em (1.10) nos garante que,
dado ¢ > 0 existe N’ € N tal que

Jun

b2 8= (£ o) -l ) = [260) -, <

e, consequentemente,
E>N = ||u (xslk)) — yn” <e

para todo n € N. Portanto,
lim u (:Ug“)) = Yn (1.13)

k—o0

para todo n € N. Pela unicidade do limite, segue de (1.12) e (1.13) que u(x,) = yn
para todo n € N. Dali,

y= (ynﬁozl = (u (wn))le i ()

donde vem que (z,y) € G (u). Concluimos com isso que o operador linear u é fechado e,
portanto, pelo Teorema do Gréfico Fechado segue que u é continuo. Note que podemos
identificar a sequéncia finita (z;),_, em X com a sequéncia (1, ...,2,,0,0,...) em X,
para todo n € N. Agindo dessa maneira, fica claro que (z3),_, € ly., (X) assim como
(u(zg))r_y € €, (Y), para todo n € N. Dai, pela continuidade de @, obtemos

(2 Hu(xk)ll’”)p — @), = [ () (1.14)

1
n q
< Al Ny, = @] sup ( lrso<xk>|q)

pEBx/

para qualquer sequéncia finita (zj),_, em X. Note ainda que de (1.14)
Tpg (u) < Jlul- (1.15)

(17) = (i77). Suponha que para quaisquer xi,...,z, € X e n € N tenhamos

(1§1Hu<xk>||p)’l’ <& swp (Ele@r). (1.16)

(pEBX/



Seja (w,),—, € £ (X). Primeiramente, note que

1 1
sup [K s (Sl @) ]=K up [sup( o0l ] (1.17)
neN pEByxr \k=1 pEByxs | neEN \k=1

— K s (£ lol’)

@pEBx1 \k=

= K ||(zn) 2 [l < 00,

1
mostrando por (1.16) e (1.17) que as reduzidas <Z |l (zx) || ) " formam uma sequéncia
k=1

mondétona nao-decrescente limitada. Portanto,

(£ cor) = s (£ mcor)’

1
q

< sup [K sup (Z \gp(mk)|q)
neN peBxr \k=1

pEBx | neEN \k=1

K sup [sup (= rka)rQ);

~ K sw ($ |so<xk>|q);.

pEBx1 \k=1

(49i) = (iv) & 6bvio, pois £y (X) C £ (X).
(iv) = (v) também é 6bvio.
(v) = (ii). Assumindo (v), podemos definir o operador linear induzido

i 0 (X) = 6, (Y)

por
0 ((z)i21) = (u(@R))is,

e, procedendo de maneira andloga a demonstracao de (i) = (ii), chegaremos que @ é

continuo. Note agora que, para quaisquer n € N e xy,...,z, € X, temos

(z1,...,7,,0,0,...) € £; (X)

e, portanto,

-

P

(z uu<xk>up) ), = (=),

< Nl l(r)izy

1

n q

= lall sup ( rso<:ck>rQ> -
k=1

lpGBX/



(41) = (). Se (w),—, € Ly (X), é claro que

1

swp (S lor)" <o
1

pEBx1 \k=

Portanto, segue de (iii) que

[

P

(£ hutalr) <o

donde se conclui (7). Além disso,

-

[ulf = sup  f[u((za)yZ)ll, = sup <k§ I (ﬂfk)Hp) '

ezl <1 ezl o

(GRS

q,w
Logo,
[l < 7pq (u) - (1.18)
De (1.15) e (1.18) segue que m,, (u) = ||ul|. |
Observagao 1.2.6 Acabamos de provar que 7, , (u) = ||u||. Além disso, a continuidade

de w, também contida na demonstracao acima, nos garante que

[ (i) ez, < Nl 1 (r)ezall g -

15t0 €,

,_.
QR

(E lelP)” <m0 swp (£ lor)

pEBys \k=

donde segue que o infimo m,, (u) é assumido.

1.2.1 O Teorema da Dominacao de Pietsch

No que segue, C (K) denotard o espago real de Banach com a norma

| f]l = sup | f (¢)],
peK

constituido de todas as fungoes continuas f : K — R no compacto K.
O lema a seguir seré 1til para a demonstragao do Teorema da Dominagao de Pietsch.

Lema 1.2.7 O conjunto P ={f € C(K); f(¢) > 0,Yp € K} é convero e aberto em
C(K).
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Demonstracao: Vamos provar que P é convexo. Sejam dados f,g € P. Para
qualquer A € [0, 1], temos:

A+ (1=Ng=heC(K)

h(e)=Af(p)+ (1 =X g(p) >0, para todo ¢ € K.

Portanto, P é convexo.
Vamos mostrar que P é aberto em C' (K). Seja f € P. Como K é compacto, existe
o € K tal que

inf f () = f (go) >0

peK

[ (o)
2

Escolha ¢ = . Se |lg — f]| < € segue que

19 () = f(p)] < 2161[13{|(9—f) @l=llg—fll <e

para todo ¢ € K. Como f () > f (o) para todo ¢, segue que

g(e)>f(p)—e> f(po) —e=e>0

para todo ¢ € K. Assim, g € P e a bola aberta com centro em f e raio ¢ estd contida
em P. Logo, P ¢ aberto em C' (K). [

Enunciaremos agora um importante teorema, pertinente & Teoria da Medida, que
também sera utilizado na demonstracdo do Teorema da Dominacdo de Pietsch. E
interessante registrar que a particular relagao que o TDP estabelece entre a Teoria da
Medida e a teoria dos operadores absolutamente somantes é devida principalmente a
este resultado. Sua demonstragao pode ser encontrada em [2, Theorem 4.3.10].

Teorema 1.2.8 Seja ) um espaco topoldgico de Hausdorff compacto, e seja h um
funcional linear positivo definido em C () com h(1l) = 1. Entdo, existe uma tnica
medida de probabilidade ., definida na sigma-dlgebra de Borel de ), tal que

para todo f € C ().

Teorema 1.2.9 (Teorema da Dominagao de Pietsch) Sejam 1 < p < co e u :
X — Y um operador linear continuo entre espacos de Banach. Entdao u é absolutamente
p-somante se, e somente se, existem uma constante C > 0 Pelo Teorema e uma medida
de probabilidade p sobre a sigma-dlgebra de Borel de Bx:, com a topologia fraca estrela,
tats que

=

lu @)l < € (fy,, e @I du () (1.19)

para todo x € X. Neste caso, m, (u) é a menor das constantes C' tais que (1.19) ocorre.

11



Demonstracao: Suponhamos que existam C' e p descritas na hipétese acima tais que
a desigualdade (1.19) ocorra para todo x € X. Entao, também ocorre

2 @)l < €% (fi, lo ()l din(9)

_ v / (i |so<xj>|p> d ()

SC”/ sup (Z |¢(a:j)|p> dp ()
By peEBxr \ j=1

=7 sup | 3 o (@)l | [, din ()
pEBx \ j=1
=C" sup | 2 le(z)" | p(Bx)
pEBx \ j=1
=C7 sup | 3 | ()l
pEBx \ j=1
para todos x1,...,x, € X e m € N, uma vez que y ¢ uma medida de probabilidade.

Portanto, pela Proposicao 1.2.5, u é absolutamente p-somante e
mp(u) <C (1.20)

Reciprocamente, para cada conjunto finito M C X defina:

M - Bxl — R
gu (¢) = 3 (Ju@)" = m ()" (2)).

Convém observar que, estando By munido com a topologia fraca estrela, a fungao

hM BX/—>R
har () := —mp (u)” %ZM o (2)I”
= ()" X [Tz (o))

zeM

é continua, uma vez que serd composta de fungoes continuas, gragas & continuidade
do funcional Jz : (X',0(X', X)) — K definido por Jz (¢) = ¢ (z). Isto justifica a
continuidade de g, pois esta serd igual a soma da funcao constante

cte: Bxyr — R
cte(p) == > [lu()]
rxeM

12



com a funcao continua h,;. Assim, denotando por Q o conjunto formado por todas as
g, obtemos a inclusdo Q@ C C'(Bx).

Afirmamos que o conjunto Q é convexo. De fato, dados ga,, 90, € Qe 0 < A <1
temos:

Agar, (0) + (1 =N gar, (#) = A 32 (lu(@)]|" = mp (w)” [ (2)[7)

reM;

+ (1 =2 2 (lu @ =m () e (2)]")

_ erMl (Hu (A%) o (A%x> ,,)
()

+ 3 <Hu ((1 ENY: m)
= ) (Il (@)[)” = mp (w)” | (@) ")
ac{\V/Pz;zeM }

+ 2 (llu (@) = mp (w)” |0 ()]

ae{(lf)\)l/px;zeMz}

= 2 (lu(@)" = mp (u)” | (a)[") (1.21)

aeM

= gum (¢),

"y ()

"y ()

com

M:{A%x;xeMl}U{u—A)%x;xe%} (1.22)

Para que a igualdade (1.21) seja possivel, os conjuntos que integram a uniao em (1.22)
devem ser lidos como sequéncias finitas ao invés de conjuntos finitos. Assim, a uniao
em (1.22) tem o sentido de "colar"uma sequéncia finita na outra, respeitando repeticoes
quando houver.
Defina
P={weC(Bx);w(p)>0,Vo € Bx}.

Pelo Lema 1.2.7, P é convexo e aberto em C' (Bx/). Note ainda que P é nao-vazio, pois
cada fungao constante positiva em C (By) pertence a P.
Vamos mostrar que

QNP =g,

isto é, dado g); € Q existe py € Bx: tal que gy (o) < 0. Com efeito, o Teorema de
Banach-Alaoglu-Bourbaki garante a compacidade de By e, pela continuidade de gy,
em Byx/, podemos encontrar ¢y € Bx: tal que

() = inf o (9) = T @l =m0 swp (T o @)l).

reM wEBxr \zeM

Como u é p-somante e 7, (u) é a menor das constantes que satisfazem (1.8), segue que
> Nu(@)[” = mp (u)” sup (Z !@(w)lp) <0,
xeM pEBx1 \zEM
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isto é,
gu (o) < 0.

Com isso, fica provado que P e Q sao dois conjuntos convexos, nao-vazios e disjuntos no
espago de Banach real C' (By). Como P é aberto, segue de uma das formas geométricas
do teorema de Hahn-Banach, que existem h € C (Bx/) e ¢ > 0 tais que

h(g) <c<h(w) (1.23)

para todos w € Peg € Q.
Vamos mostrar que h (w) > 0 sempre que w > 0. De fato, observe que 0 = gro; € Q
e, de (1.23) segue que
h(w)>c>h(0)=0 (1.24)

para todo w € P, isto é, h (w) > 0 para todo w € P. Seja w € C' (Bx/) tal que w > 0.
Defina, para cada k € N, a funcdo wy, € C' (Bx/) dada por

1
wi () = w(p) + 7.
Entao, wi, >0 e
{ h (wk) >0
lwi — w”C(BX/) = %

para todo k € N. Assim, obtemos uma sequéncia (wy),.y em C (Bx-) tal que

lim W =W € C(BX/>

k—o0

e, como h é continua em C (By), segue que

h(w) = lim h(wg) >0

k—oo

sempre que w > 0.
Afirmamos ainda que ¢ = 0. De fato, para cada k € N definimos g, € C' (Bx/) como
sendo a funcao constante % E claro que gr € P, uma vez que % > 0. Note ainda que

Ik *2%°0 no espago C' (Bx/). Logo,
h(gi) "= 1 (0) = 0.
Como h (gi) > ¢ para todo k € N, segue que
c<0. (1.25)

De (1.24) e (1.25), concluimos que ¢ = 0.
Defina agora a fungao h; : C'(Bx/) — R por

hy (w) = ﬁh(w).

14



Note que h; estd bem definida, pois k(1) > 0 e, além disso, temos que h; € C (Bx/)'.
Lembremos ainda que, ao considerarmos X’ munido com a topologia fraca estrela, a bola
By, munida com a topologia fraca estrela induzida, pode muito bem ser vista como
um espago topolégico de Hausdorff compacto. Assim, como hy (1) = 1 e hy (w) > 0
sempre que w > 0, obtemos do Teorema 1.2.8 que existe uma medida de probabilidade
i sobre a sigma-élgebra de Borel de By, B (Bx/), tal que

w) = [z w(e)du(p)

para todo w € C (Byx/). Em particular,

S50 (9) dp () = I (9) (1.26)
para cada g € Q. Por outro lado, dado g € Q obtemos

g =" < ¢ g

(1) = h(1)

e concluimos de (1.26) que
S5, 9(0)di(p) <0

para todo g € Q.
Agora, seja dado x € X. Como g, € Q, entao

S5, 913 (0) du () <0,

isto é,
Jo, U @) =7, (w)” o (2)[) du (¢) < 0,
ou seja,
lu @) [, du (@) = mp (W)’ [5, [ (@) dp(p) <0.
Dai, usando que i ¢ medida de probabilidade, resulta
lu(@)” < mp ()" [5, 1o (@) du(p) -

Finalmente, elevando ambos os membros a %, obtemos que

Ju @)l < 7, ) ([, I @ dn () (1.27)

para todo z € X. De (1.20) e (1.27) segue que 7, (u) ¢ a menor das constantes que
satisfaz (1.19). [ ]
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Capitulo 2

O Ambiente Abstrato e o Teorema
da Dominacao de Pietsch Unificado
(TDPU)

Existem vérias generalizacoes do conceito de operadores lineares absolutamente
somantes sendo que, muitas delas, compreendem operadores que nao sao
necessariamente lineares. Tais generalizacoes constituem o que se chama de teoria
nao-linear de operadores absolutamente somantes. As fungoes a-subhomogéneas [7], as
aplicagoes multilineares p-semi-integrais [11, 31] e 7 (p)-somantes [30], os polindomios
p-dominados [25], os operadores (D,p)-somantes [24], as aplicagoes holomorfas
absolutamente somantes [25] e as fungdes Lipschitz somantes [19] sdo alguns exemplos.
Cada uma dessas classes de funcoes somantes acompanha um teorema de dominacao
do tipo Pietsch correspondente. As quatro primeiras, com seus respectivos teoremas
de dominacao, serao vistas com mais detalhes nos proximos capitulos. Antes disso,
estaremos interessados em construir uma classe de funcoes somantes que possa ser a
mais geral possivel, no sentido de incluir cada uma das outras como casos particulares.
Trata-se da classe das fungoes abstratas somantes. Em seguida, demonstraremos um
teorema de dominacio do tipo Pietsch correspondente a esta nova classe. E o que
veremos neste capitulo.

2.1 O ambiente abstrato

Sejam X,Y e F conjuntos nao-vazios arbitrdrios, H uma familia de funcoes de X
em Y, G um espago de Banach e K um espaco de Hausdorff compacto. Sejam

R:KxEXG—[0,00)eS:HXEXxG—|0,00)
funcoes tais que
(i) Para cada f € H, existe 7o € E tal que
R (p,x0,b) = S (f,x9,b) =0
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para quaisquer ¢ € K e b € G,
(17) A fungao
R,p: K — [0,00)

definida por
Rx’b(QO) = R (907 xZ, b)

é continua para cada z € F e b € G}
(7ii) As seguintes desigualdades sao satisfeitas:
R(p,z,mb) <nk(p,x,b) e
nS (f,,b) < S (f,x,nb),
quaisquer que sejam p € K, x € E,0<n<1,beGe feH.

Definigao 2.1.1 Sejam R e S fungoes definidas como acima e 0 < p < oo. Uma
funcao f € H é dita R-S-abstrata p-somante se existe uma constante Cy > 0 tal que

.ils(f’ zj,b;)" < Cysup (iR(%%‘a bj)p) (2.1)

peK \ j=1
Para QUALSQUET X1, ..., T, € E, by,...,b, € G e m € N. Neste caso, o conjunto
C ={C, > 0;C, satisfaz (2.1) para todo m € N} (2.2)

¢ nao-vazio e limitado inferiormente, logo, possui um infimo. Denotaremos este infimo
por Trsp (f)-

Fixado m € N, temos que
Zle (907 Ljs bj)p = Z:lej,bj (@)p'
J= J=

Mas, cada R, 5, ¢ uma funcao real continua definida no compacto K; entao, sempre que
0 < p < o0, a composi¢ao P, o R, 5, : K — R, com P, : R — R dada por P, (x) = 27,
é continua. Concluimos que
m
Zle oRyp, K — R

J]=

definida por

<§PP © ijﬁj) (90) = ijl?j (Sp)p

J

s

é continua sobre K. Logo, o supremo em (2.1) é atingido.

A seguir, veremos que 7gs, (f) (o infimo de C em (2.2)) também satisfaz a
desigualdade (2.1). De fato, esse resultado é consequéncia de um argumento bem mais
geral, o qual estd contido no préximo lema.
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Lema 2.1.2 Seja X um conjunto nao-vazio e sejam Gp : X — [0,00) e Gy : X —
[0,00) fungdes tais que existe C' > 0 satisfazendo

2.G(z;) < O G (a)) (2.3)
j=1 7=1
para todo m natural. Entdo o infimo dos C que satisfazem (2.3) ainda satisfaz (2.3).

Demonstracao: Sejam = infC, onde C ={C > 0; C satisfaz (2.3) para todo m € N}.
Vamos mostrar que m € C. Suponha o contrdrio. Entao, existe m; € N tal que

S-Gy(ay) > 3G (xy). (2.4)
j=1 j=1
Note que

> (1) 0

]:

pois se fosse zero, pela hipétese em (2.3) seguiria que
mi
> Gi(z;) =0
j=1

e (2.4) ndo aconteceria. Tomando ¢ > 0 de modo que

> Gi(z)) =7 Ga(z))
7j=1 7j=1
£ < — :
> G (z)
7j=1

concluimos que, para essas escolhas de €, os nimeros 7 + € nao estao em C. Ora, como
7 =inf C, existe C' € C tal que C' < m + . Dai, como toda constante maior que C' € C
satisfaz (2.3)(isto ¢, estd em C), segue que (7 +¢) € C, o que é um absurdo. Portanto
meC. [ |

2.2 O Teorema da Dominacao de Pietsch unificado
(TDPU)

Teorema 2.2.1 Sejam R e S funcoes definidas como acima, 0 < p < oo e f € H.
Entao f é R-S-abstrata p-somante se, e somente se, existem uma constante C' > 0 e
uma medida de probabilidade de Borel i sobre K tal que

hSA

S(f.2,0) < C ([ R (¢, 2,0) dpu () (2.5)

B =

para todo v € E eb e G. Além disso, o infimo das constantes C € igual a mrs, (f)7.
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Demonstracao: Suponhamos que existam uma constante C' > 0 e uma medida
de probabilidade de Borel p sobre K tal que (2.5) ocorra. Vamos mostrar que f &
R-S-abstrata p-somante. Dados m € N, xy,....,x,,, € F e by, ..., b,, € G, obtemos

i::ls (fa xjabj)p < cr (i::l KR ((paxjvbj)pd/jl (90)>

Jj=1

_ CP/K (iR((,O,xj;bj)p> dp ()

< Cp/K (SUPiR(%%‘?bj)p) dp ()

peEKj=1

:C’psupZR(go,xj,bj)p/d#(@)
K

peKj=1

= CPsup ) R (¢, x;,b;)" 1 (K)

peKj=1

= C’psup ZR (Qoa Ly, bj)p

peKj=1

para quaisquer zi,...,x,, € FE, b,....b, € G e m € N. Portanto, f ¢ R-S-abstrata
p-somante e

Thso (F) < CF (2.6)

Reciprocamente, suponha que f : X — Y seja R-S-abstrata p-somante. Considere
C (K) o espago de Banach constituido por todas as fungoes reais continuas definidas
em K. Para cada conjunto finito M = {(z1,b1), ..., (xx, bx)} C E x G, definimos

Uy : K—-R

por

qu(QO) = Z (S (fv T, b)p — TRSp (f) R (307 T, b)p)

(z,b)eM

E necessério considerar M como uma sequéncia finita de elementos de E x G ao
invés de um subconjunto finito (isto é, repetigdes sdo permitidas).

Distribuindo adequadamente o somatério na definicao de ¥,;, podemos notar que
esta funcao é uma soma de uma funcao constante

Clp)= > S(fizb)

(z,b)eM

com uma funcao continua

justificando que ¥y, € C (K).
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Sejam agora G o conjunto formado por todas as ¥, e F a sua envoltéria convexa,
isto é

J=1

k k
F = {\I/ = Z/\]\I/M]’ Z/\] = 1, com >‘j S [O, 1], \I/Mj S g7 ] - 1,...,]{? S N}
j=1

E claro que G ¢ F cC (K).
Vamos mostrar que para cada ¥ € F existe gy € K tal que ¥ (py) < 0. De fato,

k
dado ¥ € F existem k € N, Ay, ..., A\ € [0,1] com Y A =1e Wy, ..., ¥y, € G tais
=1
) J
que ¥ = > AWy,
=1

J
Defina

e escolha py € K tal que

> R(pw,z,b)’ =sup Y R(p,z,b)P

(z,b)EMy PEK (z,b)eMy

Conforme ja comentamos, como cada R, ; ¢ uma funcao real continua no compacto
K, a existéncia de ¢y estd garantida.
Entao,

NgkS

U (og) = > ANV, (ow)

j=1

I
R

)‘j Z (S(f,l‘, b)p_ﬂ'RS,p (f)R(qu,,x,b)p)

1 (.Z',b)GMj

> X (S(f,2,0)" = 7rsy (f) R (pw,2,0)")
1(x,b)eM;

Z ()‘]S (f?xa b)p_ﬂ-RS,p (f) )\jR (Sp‘lfyx7b)p)
x,b)eM;

.
Il

I
R

J

I
R

.
Il
—

(

S (S (f,x,)\j;b) _WRS,p(f)R(SOW7$’A%b) )
J=1(x,b)eM;
= ( )ZM (S (f, xz, w)p — TRSp (f) R (QO‘IM Z, w)p)

IN

—~
N

=W, (pw) -

Para que a igualdade (1) seja verdadeira, é necessdrio considerar cada M; como
uma sequéncia finita de elementos de F x G ao invés de um subconjunto finito do
mesmo. Assim, a uniao definida em My tem o sentido de "colar"a sequéncia finita
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correspondente (em My ) a M; na sua correspondente & subsequente M, 1, ao invés de
considerarmos a uniao no seu sentido usual.
Pela desigualdade (2.1), obtemos que Wy (¢w) < 0 e, portanto

¥ (pg) 0. (2.7)

Seja
P={feC(K);f(p)>0paratodo ¢ € K}

E claro que P é nio-vazio, pois cada funcio constante positiva definida em K pertence
a P. Pela defini¢do de P e de (2.7) temos que P N F = @. Além disso, o Lema 1.2.7
garante que P é convexo e aberto em C' (K). Entao, pelo Teorema de Hanh-Banach
(forma geométrica), existem L € R e h € C (K)' tais que

h(0) < L <h(f) (2.8)

para toda ¥ € F e toda f € P.
Se xyg € E é tal que R (p,x0,b) = S (f,x9,b) = 0 para cada ¢ € K e b € GG, entao

0= S <f7 o, b)P — TRS,p (f) R (QO, o, b>p = LIj{(:co,b)} (Q0>

para cada ¢ € K. Temos daf que 0 = Wy, € F. Portanto, 0 = h(0) < L. Como a
funcao constante %, definida em K, pertence a P para cada k € N, segue de (2.8) que
0 < L < h(3+). Fazendo k — 400, como h é continua, h (1) — h(0) = 0 e obtemos
que L = 0. Dai, reescrevemos (2.8) como

h (V) <0 <h(f) (2.9)

para toda ¥ € F e toda f € P.
Vamos mostrar que se f > 0 entdo h(f) > 0, para toda f € C(K). De fato, seja
f € C(K) tal que f > 0. Defina, para cada k € N, a fungao gy : K — R como

o (9) = F () + 1.
Entao g, € P e, de (2.9), segue que
h(gx) >0
{H%—ﬂMMZ%

para todo k € N. Assim,
gk — f

e, como h é continua, segue que

h(f) = limh(gi) =0

k—o0
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sempre que f > 0.
Seja hy € C (K)' dado por

De (2.9), h (1) > 0, de modo que h; estd bem definido. Sua linearidade e continuidade
decorrem da linearidade e continuidade de h. Note ainda que h; (1) = 1 e que hy (w) > 0
sempre que w > 0. Do Teorema 1.2.8, existe uma unica medida de probabilidade u
sobre a sigma-dlgebra de Borel de K, B (K), tal que

w) = [rw
para todo w € C (K). Entao, de (2.9) obtemos que
Jx9 (@ =hi(g) <0
para cada g € F. Pois,
(o) = Z% <=

para cada g € F. Em particular, para cada (z,b) € £/ x G temos que W) € F, e

S Wiy (9) du () <0
Entao
S (S(f,2,0)" = rs, (f) R (@, 2,0)") du () <
=[S (f;2,0)" dp () —WRsp(f)fK (o, z,b)" du () 0
= S (f,2,b)" [redp( )<7TRsp( ) [ R (¢, 2,b)" dp ()
= S(f, 2,0 11 (K) < Trsy (f) [ R (¢, 2,b)" dp ()
:>S(f7x7b)p§7TRSp fK (o, 2,b)" du (@)

Elevando ambos os membros a }10, obtemos

RS

S (f.,b) < mrsy ()7 ([ R (0,2, b) du () (2.10)

De (2.10) e de (2.6), segue que Tgs, (f)% ¢ a menor das constantes que satisfaz (2.5),
e a prova estd completa. n

22



Capitulo 3

Unificando os Conhecidos Teoremas
de Dominacao

Como ja mencionamos, para vdrias classes de fungoes absolutamente somantes
encontradas na literatura, existe um teorema de dominacao correspondente. Neste
capitulo, mostraremos que, para convenientes escolhas de X, Y, F, K, G, H, Re S,
uma fungao somante pertencente a uma classe dada se torna precisamente uma funcao
R-S-abstrata p-somante, definida no Capitulo 2. Consequentemente, veremos que o
teorema de dominacgao correspondente a sua classe podera ser demonstrado a partir de
uma aplicacao direta de nosso TDPU. Feito isto, teremos concluido que tais conhecidos
teoremas podem todos serem substituidos por um tinico, o TDPU.

3.1 O Teorema da Dominacao de Pietsch para
operadores lineares absolutamente p-somantes

A Proposi¢ao 1.2.5 nos permite redefinir o conceito de operadores absolutamente
p-somantes.

Definicao 3.1.1 Sejam 1 < p < o0 eu : X — Y um operador linear continuo entre
espagos de Banach. Dizemos que u é absolutamente p-somante (ou simplesmente p-
somante) se existe uma constante C' > 0 tal que

(f: ||u<xj>||p)p < C swp (’" e <:cj>|p>p .1

pEBx/

[

para quaisquer xi,...,x, € X e m € N. A menor das constantes C tais que a
desigualdade (3.1) continua vdlida é denotada por m, (u).

Seja ' um espago de Banach. Sabemos que a topologia fraca estrela o (E', E) em
E’ é¢ Hausdorff. O Teorema de Banach-Alaoglu-Bourbaki afirma que no espaco dual £,
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munido com a topologia fraca estrela, a bola unitéria fechada B = {p € E'; ||¢|| < 1}
¢ compacta. Como todo subespaco de um espaco topolégico de Hausdorff é Hausdorff,
segue que Bpg/, com a topologia fraca estrela induzida, é um espago topoldgico de
Hausdorff compacto.

Sendo assim, podemos escolher X = F e Y espacos de Banach, K = Bg/, G = K
e H=L(X;Y) o espago dos operadores lineares continuos de X em Y, e definir as
funcoes R e S da seguinte forma:

R:Bp x X xK—[0,00) ,

R (@, 2, A) = [Allp (2)]

S:L(X;Y)x X x K —[0,00),
STy, A) = AT (@) -

Observacao 3.1.2 Ao longo desta secio, R e S denotardao as funcoes definidas sob as
condigoes acima.

Verifiquemos que R e S satisfazem as trés condi¢oes impostas pelo ambiente abstrato
criado no capitulo 2.

De fato, escolhendo zy = 0 a condigao (i) fica claramente satisfeita.

Para verificarmos a condigao (ii), fixados z € X e A € K, definimos a fungao

R%)\ . BE/ - [O, OO)
por

Rex(p) = R(p,z,A) = [A e (2)],

que também pode ser escrita como

para todo ¢ € Bpg/, onde J é a injecao canonica de F em E”. Assim, a continuidade
de R, segue da continuidade do funcional Jx : (E',0(E’, E)) — K, uma vez que R, )
serd uma composta de funcoes continuas.

Finalmente, tome ¢ € Bp, z € X, 0<n <1, A€ KeT € L(X;Y) arbitrarios.
Temos:

R(p,z,m\) = [nA] ¢ ()]
=n (A e (z)])
= 77R (907 z, )‘>
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nS (T2, A) = n (AT ()]])

= [nA[NT ()]
= S(T,z,n\)

para quaisquer ¢ € B, x € X, 0<n <1, e KeT € L(X;Y), e a condigao (7i7)
fica também satisfeita.

Mostraremos agora que, para estas escolhas de X, Y, F, K, G, H, R e S, todo
operador T" : X — Y absolutamente p-somante é, precisamente, uma funcao R-S
abstrata p-somante. E o que diz a

Proposicao 3.1.3 Sejam 1 < p < 00 eT : X — Y wum operador linear continuo
entre espacos de Banach. Entao, T é absolutamente p-somante se, e somente se, é R-S

abstrato p-somante. Além disso, Trs, (T)% =7, (T)

Demonstracao: Suponha que T seja absolutamente p-somante. Sejam dados
X1,y Ty € X, A1, o Ay € K e m € N. Entao,

I
NE

STy, 77)" (AT () 1D (3.2)

\gE

<.
Il
—

I
INGE:

(T gz 1)

.
Il

e, pela hipotese, existe C' > 0 tal que

2 (1T (Mg )ID” < CP sup | 3 o (ijj)|p> (3-3)
j=1 ¢€Bp \ j=1
= CPsup | > (IA] e (2))]) )
pEBE \ j=1
= C? sup iR(gp,gA)).
pEBE \ j=1

De (3.2) e (3.3) segue que

iS(T z;, Aj)’ < CP sup (iR(cp,xx)\j)p) (3.4)

Jj=1 pEBR \ j=1

para quaisquer xi,...,T, € X, A,..., A\, € Kem € N. Portanto, 7' é R-S abstrato
p-somante. Note que C' = 7, (T') também satisfaz (3.3) e, portanto, segue de (3.4) que

Trsy (T)7 <, (T) . (3.5)
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Reciprocamente, se T' € L (X;Y) é R-S abstrato p-somante entdo, para quaisquer
T1, ..y Ty € X e m € N, temos:

jﬁ:jl\| ()| = ZS(T 25, 1) (3.6)

e, por hipdtese, existe uma constante C' > 0 tal que

-

1

l\gE

> S (T, 2;,1)P < C sup (

wEBg

R (o, z;, 1)p> (3.7)

= C sup ( |90(=%‘j)|p> :
wEBR \j

De (3.6) e (3.7) elevando os membros extremos a %, obtemos

NE

I
_

pEBE \ j=1

(f: ||T<a:j>up)p <CF sup (i \so(xmf’)p (38)

donde concluimos que T é absolutamente p-somante. Como mgs, (1) também satisfaz
(3.7), segue de (3.8) que

wrsp (T)? > 7, (T). (3.9)

De (3.5) e (3.9) concluimos que 7gs, (T)% =7, (T). |

Veremos agora como o Teorema da Dominacao de Pietsch segue como consequéncia
do Teorema 2.2.1. O famoso Teorema da Dominagao de Pietsch, estudado na teoria
linear classica dos operadores absolutamente somantes, encontra-se enunciado e provado
no primeiro capitulo desta dissertacao. Iremos enuncié-lo novamente e substituir aquela
demonstracao por outra, agora bem mais simples. Apds isto, o leitor deverd estar

convencido de que tal teorema também pode ser visto como um caso particular do
TDPU.

Teorema 3.1.4 Sejam 1 < p < oo el : X — Y um operador linear continuo entre
espacos de Banach. Entao T é absolutamente p-somante se, e somente se, existem uma
constante C' > 0 e uma medida de probabilidade p sobre a sigma-dlgebra de Borel de
Bx:, com a topologia fraca estrela, tais que

S

IT @) < C ([, I @) dia () (3.10)

para todo x € X. Neste caso, 7, (T) é a menor das constantes C' tais que (3.10) ocorre.
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Demonstracao: Suponhamos que existam C' e p descritas na hipétese tais que a
desigualdade (3.10) ocorra para todo = € X. Entao, também ocorre

ST @)l < €8 (f, o )
. <§ o <:c>|p) an ()
<crf,  sw (§|so<x>|p) ne
= swp (Sl @I ) [, du(e)

=" sup (3l (@)” | u(Bx)

paratodos zy,...,x, € X em € N, uma vez que i ¢ medida de probabilidade. Portanto,
pela Proposicao 1.2.5, T é absolutamente p-somante e

w0, (T) < C (3.11)

Assumindo que T' € L (X;Y) seja absolutamente p-somante entao, pela Proposi¢ao
3.1.3, T é R-S abstrato p-somante. Como R e S satisfazem as condigoes exigidas pelo
ambiente abstrato, o Teorema 2.2.1 nos garente as existéncias de uma constante C' > 0
e de uma medida de probabilidade de Borel i sobre B (Bg/) tais que

3 =

(T2 2) < C ([, R(p,w N du () (3.12)

para quaisquer z € X e A € K. Entao,

3=

AT @) < € (f, A e @ du ()"

isto é,

ST

AT @) < A C ([, le @ du ()

e portanto )
1T @) < C(fy,, le @I du(e))” (3.13)

para todo x € X. Lembre que mgs, (T)% = 7, (T') também satisfaz (3.12) e, por
recorréncia, satisfaz (3.13). Este fato e (3.11) garantem que 7, (7') ¢ a menor das
constantes C' tais que (3.10) ocorre. |
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3.2 0O teorema de dominacao para aplicagoes
multilineares p-semi-integrais

A classe das aplicagoes p-semi-integrais foi introduzida em [11, 31] e sdo casos
particulares de funcoes R-S abstratas p-somantes, como veremos em seguida.

Definicao 3.2.1 Sejam p > 1, n € N comn > 2, Ey,....F, e F espagos de Banach.
Uma aplicagao T € L (Fy, ..., Ey; F) é p-semi-integral quando existe uma constante
C >0 tal que

(Z ||T(x17j>-~-axn,j)||p) <C  sup (Z o1 (@1,5) - n (ffn,j)|p)
=t @1 € B =1
[=1,...,n

para quaisquer m € N, x;; € B coml=1,...,n ej=1,..m. O infimo das constantes

C tais que a desigualdade acima continua vdlida é denotado por ||T||,; .

Como, para cada [ = 1,...,n, a bola Bg, com a topologia fraca estrela induzida,
é um espaco topolégico de Hausdorff compacto, entao, pelo Teorema de Tychonoff, o
produto
BEi X XBE;L,
n

munido com a topologia produto HO‘ (E], E}), também o é.

=1

Considere n € N, X, ..., X, e Y espacos de Banach e escolha F = X = X; x---x X,
K = Bx; x -+ x Bx;, G = KeH=L(Xy,..,X,;Y). Defina as fungdes 2 e S da
seguinte forma:

R:(By; X+ x Bx;) x (X; x - x X;,) x K— [0,00) ,

R((@150n) s (1,0, 0) , A) = [A] 01 (1) -0 ()|

S L(Xy, o X Y) x (Xg x - x X)) x K—[0,00) ,
S(T, (1, ey Tn) s A) = AT (21, .0, )| -

E facil ver que R e S estdo bem definidas.

As fungoes R e S assim definidas satisfazem as condigoes impostas pelo ambiente
abstrato. De fato, tome 2o = (0, ...,0) e a condigao (7) fica claramente satisfeita.

Para cada = = (21,...,2,) € X1 X -+ X X, e A € K previamente fixados, defina

R%)\ZBxi X"'XBXaH[O,OO)

por
R x (1,5 0n) = Al 1 (1) -om ()]
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Vamos mostrar que R, ¢ continua em BXi X +++ X Byr. Sejam (Q1,..y0n) €

Bx; X --- X By e (goﬁV),...,gngV)) uma rede em By X --- X By, tais que
~yel

(wﬁ”), ey o)

)~ o).
Entao, como Bx; X -+ x By estd com a topologia produto, segue que

gpg“’) — (1 na topologia fraca estrela de By,

9057) — ¢, na topologia fraca estrela de Bx: (3.14)

Assim, como Jzy, ..., Jx, sao continuas, é claro que

J%@@) — Jr1(p1) em K

Tz, (¢$)) = Jz,(p,) em K,
isto é,

(1) — p1(21) em K

901(17) (Tn) = @n(r,) em K.
Logo, por propriedades elementares da topologia usual de K, segue que

A1 (1) 0D (@) = N @1 (@1) oo (),
e obtemos a continuidade de R, ), para todos = (z1,...,2,) € X1 X --- X X,, e A € K|
obtendo (7).
Para verificarmos a condicao (ii7), tome (1, ..., on) € Bx; X+ X Bxz, (71,...,2,) €
Xix--xX,,0<n<1, eKeT e L(Xy,... X,;Y) arbitrérios. Temos:

R((Spb ) 9071) ) ($1, ’xn> 777)‘) = |77)\| |901 (Il) - Pn ($N)|
= (A1 (1) - on (20)])
=nNR((©1, s 0n), (T1, 0y Tn) , A)

nS (T, (z1, s zn) , A) = 0 (AT (21, ..., 20)])
= AT (21, 0y 20) ||
=S (T, (x1, ..., xn) ,NA)

para todos (¢1,...,n) € Bx; X -++ X Bxz, (71,..,2,) € X3 x --- X X, 0 < < 1,
AeKeT e L(Xy,...,X,;Y), e obtemos ().
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Proposicao 3.2.2 Sejam R e S funcoes definidas como acima e 1 < p < oco. Uma
aplicacao n-linear continua T : X1 x --- x X,, = Y é p-semi-integral se, e somente se,
¢ R-S abstrata p-somante.

Demonstracao: Suponha que 7T seja p-semi-integral e sejam dados z(V =

(.73171,...,%”71),...,1'("1) = (ml,m,...,xmm) S X1 X oo X Xn, )\1;~~7>\m c Kem € N.
Entao

(|>\ T (155 s ) D (3.15)

le (T, (]3173', ceuy xn,j) 7)\j)p

JNgERINgE

T (g, e T ) D7

Como T é p-semi-integral, existe C' > 0 tal que

> (1T Qa7 (3.16)
j:
< CP sup (Z o1 (Ajz1j) - (xw‘”p)
‘PZGBXZ’ j=1
l=1,...,n
= C? sup (Z ([Nl 11 (@1,5) -0 (l’w')|)p>
SDZEBXl/ J=1
=1,...,n

=CP sup (ZR((gol,...,gon),(xl,j,...,a:n,j),)\j)p)

((pl,...,gon)EBxi ><“-><BX4l 7=1
para todos 1) = (21, ..o; Tnj) 5 ooy ™ = (X1 ooy Tpn) € X1 X+ X Xy Apy ooy A € K
e m € N. Portanto, de (3.15) e (3.16) segue que T' é R-S abstrato p-somante.

Reciprocamente, suponha que T' é R-S abstrato p-somante. Entao, para quaisquer
meN, z; € Xjcoml=1,...nej=1 ..m, temos

(ZIHT(;ELJ-,...,% Hp) ZS (1,4 oy Tnj) , 1) (3.17)
j:
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e como T' é R-S abstrato p-somante, existe C' > 0 tal que

le (T, (3717]', ceey .I'mj) y 1)]) (318)
J:

IN

¢ Sup ( IR((SDD"'73071)7(x17j>"'?xn,]')71)p>
j:

(4)01779077.)63)(1 XH'XBX,;L

= C sup ( 1|<P1 ($1,j)---90n(93n,j)|p>
J

SOLGBXZ/

I=1,...,n

Usando (3.17) e (3.18) e elevando ambos os membros a ]l) obtemos

p

1
(21 HT(acl,j,...,xn,j)up) <CF sup ( 1\¢1<x1,j>...son<xn,j>\f’>
J= J

SDZGBXI/

=1,....,n

e T é p-semi-integral. |
O seguinte teorema de dominagao aparece em [11]. Vamos demonstré-lo utilizando
o Teorema Abstrato.

Teorema 3.2.3 Sejamp > 1, n € N comn > 2, Eq, ..., E, e F espagos de Banach e
T :Ey X --- x E, — F uma aplicagao n-linear continua. Entao T é p-semi-integral se,
e somente se, existem uma constante C' > 0 e uma medida de probabilidade 1 sobre a
sigma-dlgebra de Borel B (BEi X oo X BE/n) de Bp; X -+ X B, munido com o produto
das topologias fracas-estrelas o (E], Ey), | =1,...,n, tais que

B =

IT 12 £ € (S, 1 1) o @) i (i)

para todos x; € Ej e j =1,..n.

Demonstracao: Suponha que T é p-semi-integral. Entao, pela Proposicao 3.2.2, T' é
R-S abstrato p-somante com R e S acima definidas. Como R e S satisfazem as condicoes
do ambiente abstrato, segue do Teorema Abstrato que existem uma constante C' > 0
e uma medida de probabilidade i sobre a sigma-dlgebra de Borel B (B B XX B E,)
de Bg; X -+ X Bp, tais que

S(T, (1, ..., ), A

3=

< C (fBExlx~-~><BE;1R ((901? ) Qpn) ) (xb Sy xn) ) )\)p d,u (901, e (,0”))
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para todos (xy,...x,) € By X --- x E,, e A € K. Dai,

B =

AT @@,z < C (f AP o1 (21) o ()P it i, ...,m)

3=

= INC (e 191 00) i (o) i (1)

e portanto

3=

I Con e <. (fg i, 10100 0 0] i)

para todos z; € Fj e j =1,..n.
A reciproca se prova de modo anédlogo ao que foi feito na demonstragao do Teorema
Abstrato. |

3.3 O teorema de dominacao para funcoes
subhomogéneas

A classe das funcoes subhomogéneas aqui definida foi introduzida em [7]. Veremos
que uma fungao absolutamente-somante desta classe é precisamente uma funcao R-S
abstrata p-somante (Proposicao 3.3.3), e que seu correspondente teorema de dominagao
¢ mais uma consequéncia do Teorema Abstrato.

Definicao 3.3.1 Sejam o > 0 e f : E — F uma funcao entre espacos de Banach.
Dizemos que f é a-subhomogénea quando

Lf A2 = A% |1 f (@)]]

para todox € E e < A < 1.

A seguinte definigdo aparece em [7] como teorema que caracteriza fungoes a-
subhomogéneas absolutamente-somantes [7, Theorem 2.3]. Por questoes de objetividade
preferimos usé-lo como definicao.

Definigao 3.3.2 Sejam 1 < p < 00 e a > 0.Uma fung¢ao a-subhomogénea f : E — F
é dita absolutamente (g; p) -somante quando existe uma constante C' > 0 tal que

(f: ||f<xj>||i> < C sup (Am |so<xj>|p>
j=1 pEBxs \j=1

para todos xq,...,x, € E e m e N.

32



Agora construiremos o ambiente adequado para que seja provado o TDP para
fungoes a-subhomogéneas. Escolha ' = X e Y espacos de Banach,

H={f:X —Y;féa-subhomogénea e f(0) =0},
K =By, G =K, e defina R e S como
R:By x X xK—10,00),

R (@, 2, ) = [Allp (2)]

S:HxXxK—=]0,00),
S(f,2,0) =\ If (@)=

Note que as fungoes R e S assim definidas satisfazem as condicoes do ambiente
abstrato. De fato, escolhendo zy = 0 € E, obtemos

R(p,x0,\) =S (f,20,A\) =0
para todos ¢ € K e A € K. Dados quaisquer z € X e A\ € K, a continuidade da fungao
Rx’)\ : BX/ — [O, OO)

dada por

Ry (@) = [Ale (2)]
se justifica de modo idéntico ao feito na Secao 3.1. Resta provar a condigao (7ii). Sejam
entao p € By, r € X,0<n<1e f € H. Temos

R (p,7,nA) = [nA][p (7)]
=n (A e (z)])
= nR (907 xz, )‘)

7S (fa. ) =n (N1 @)]1%)

— Al |1 f (=)=
=S (f,xz,n\)

para todos p € By, z € X,0<n<1le feH.
Proposicao 3.3.3 Sejam R e S funcoes definidas como acima, 1 < p < oo e a > 0.

Uma funcao f € 'H é absolutamente (g;p) -somante se, e somente se, é R-S abstrata
p-somante.

33



Demonstracao: Suponha que f seja absolutamente (%; p)—somante e tome
L1,y T € X, A1,y Ay € K e m € N arbitrdrios. Temos

35 (fr ) = X I @I (319)

Considere

Ao = max {|A1], ..y | Aml|}-
No caso em que A\p = 0 nao hd o que fazer, pois terfamos A\; = 0 para todo j, e o
resultado segue. Se A\g > 0, entao

o< Nl
0

para todo j = 1,...,m. Como f é a-subhomogénea,

() el (5]

para todo j = 1,...,m. Elevando ambos os membros a £ e somando, obtemos

.

Como f é absolutamente (g; p) -somante, podemos encontrar uma constante C' > 0 tal

que
|\ ) (IM )
<C su . 3.21
<Ao s "o \ 2T N (3:21)

Usando a linearidade de ¢ € By e uma propriedade elementar do supremo, obtemos
de (3.20) e (3.21) que

() <2

y
o

1

]_ m P m
A—gZIIAj!”Hf@j)H < )\gC’a sup (Z Mj\p\so(xj)\”>,
j:

pEBy \ j=1
e portanto

Z 7L ()l < OF sup (i |%~|p|90(fvj)lp> (3.22)

pEBy \ j=1

= Cg sup ZR(%‘/L‘JF Aj)p

pEBx1j=1

para todos xi,...,T, € X, A1,..., A\ € K e m € N. Finalmente, de (3.19) e (3.22)
concluimos que

215 (fyxj, M) < C% sup SR (p, 25, \)"
=

pEBx1j=1
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para todos x4, ...,z € X, A\1,..., A\, € Kem € N. Logo, f é R-S abstrata p-somante.
Reciprocamente, suponha que f € H seja R-S abstrata p-somante. Sejam dados
r1,....,Tm € X e m € N, entao

P
«

S NF () lF = 28 (fy. 1) (323)

e, por hipdtese, existe uma constante C' > 0 tal que

(f,a:], 1)’ < C sup iR(gp,a:j,l)p (3.24)

pEBx1j=1

= Csup > o ()]

pEBx1j=1

TEMS

Usando (3.23) e (3.24) e elevando ambos os membros a % obtemos

(i”f <wj>r|5>p <C% sup (i |so<a:j>|p>p

pEBx \ j=1

para todos x1, ..., z,, € X e m € N. Logo, f é absolutamente (g;p)—somante. [ |
Apresentaremos agora o teorema de dominacao para a classe das funcoes

subhomogéneas. Este resultado encontra-se provado em [7, Theorem 2.4]. Observe

como este mesmo teorema pode ser visto como um coroldrio do Teorema Abstrato.

Teorema 3.3.4 Sejam 1 <p<oo, a>0ce f: FE — F uma fungio a-subhomogénea.
Entao f é absolutamente (g, p) -somante se, e somente se, existem uma constante C' > 0
e uma medida de probabilidade p sobre a sigma-dlgebra de Borel B (Bg:) de Bg: com a
topologia fraca estrela, tais que

TR

1f @I < C (S, lo@P du () (3.25)

para todo x € E.

Demonstracao: Se f é absolutamente (g,p)—somante entao, pela Definicao 3.3.2,
existe uma constante Cj, > 0 tal que

(i IIf(xj)IIZ) <y sup (i |so<a:j>|p)

para todos x1,...,x,, € X e m € N. Em particular, fazendo m = 1 e x = 0 obtemos

If (@) < Cy sup | (2)]",

(pEBX/
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donde vem que ||f (0)|| = 0 e, portanto, f(0) = 0. Assim, f € H e, pela Proposigao
3.3.3, f é R-S-abstrata p-somante. Pelo TDPU, existem uma constante C' > 0 e uma
medida de probabilidade p sobre a sigma-édlgebra de Borel B(K) de K = Bp/ com a
topologia fraca estrela, tais que

S(fa. ) < C ([, Rl N dp(9))”

para todos x € X = F e A € K. Pelas definicoes de R e S, segue que

3=

NS @I < C (L, WPl @) du ()
isto é, )
1f @)% < C(Jy,, I @) du(e)’

para todo z € E. Elevam-se ambos os membros desta desigualdade a « e o resultado
segue.

Reciprocamente, seja f : E — F uma funcao a-subhomogénea. Suponha que
existam uma constante C' > 0 e uma medida de probabilidade p nos borelianos de
Bp, com a topologia fraca estrela, tais que a desigualdade (3.25) ocorra. Entdo, se
X1, ..., tm € EF e m €N, temos

If ()ll= < C& [ Lo (@)1 dpa ()

para todo x; € F/, com j = 1,...,m. Dai,

in ()5 < CF ZfB o (z) dp ()
=04, (i o <xj>|p> ()

< Cx [y, sup (i Iw(l’j)lp> dp ()

pEBR \ j=1

ety ()

pEBpr \ j=1

— % sup (i |so<xj>|p> ,

pEBR \ j=1

uma vez que 4 é uma medida de probabilidade em B (Bg/). Consequentemente,

(i I7 <wj>||ﬁ> <cmwp (i |¢<xj>|p> p

para todos x1, ..., z,, € F e m € N. Portanto, f é absolutamente (g;p)—somante. [ |
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3.4 O teorema de dominacao para aplicagoes
multilineares 7 (p)-somantes

A classe das aplicagdes multilineares 7 (p)-somantes foi introduzida por X. Mujica
em [30] e também é um caso particular de funcao R-S abstrata p-somante, como veremos
adiante.

Definicao 3.4.1 Sejam p > 1, n € N comn > 2, Ey,....F, e F espagos de Banach.
Uma aplicagio T € L (E\, ..., E,; F) € dita T (p)-somante quando existe uma constante
C >0 tal que, para todom € N, z;; € E;, b € F',i=1,..,n,j=1,...,m,

(Z b (T (15, --->$nj))|p> < C sup <Z a1 (1) -.Gn (T05) bj (y)\p>
Jj=1 las||<1 \ j=1
lyll<1

onde a; € El ey € F. O infimo das constantes C' tais que a desigualdade acima
continua vdlida é denotado por |||, -

A classe das fungoes multilineares 7 (p)-somantes T' € L (Ey, ..., E,; F) é denotada
por L.y (B, ..., By F).

Considere n € N, X4, ..., X,,, e Y espacos de Banach. Escolha £ = X = X;x...x X,
H=L(X1,...,Xn;Y), K= Bx; x ... X Bx; x Byn onde cada fator estd munido com a
topologia fraca estrela, G = Y’ e defina R e S como segue:

R: (By; X ... x Bx; X Byr) x (X1 X ... x X,;) x Y — [0, 00),

R (@15 n,0) 5 (2150, 20) 1 0) = |1 (1) . om ()| 0 ()]

S L (X, X Y) x (X X oo x X)) XY — [0, 00),
S(T, (1, ...y xp),b) = |b(T (x1, ..., 2,))|

E facil ver que R e S estdo bem definidas.

As fungoes R e S assim definidas cumprem as condi¢oes do ambiente abstrato. De
fato, tomando zy = (0,...,0) € X, as linearidades de T e dos funcionais garantem
que a condigao (i) fique claramente satisfeita. Para justificarmos (i7), fixamos z =
(X1, 2p) € X1 X ... X X, e b €Y', definimos

Rz,b : (BX{ X ..o X BXL X Byu) — [O, OO)
por

Rop (91, s @) = |01 (1) 0p ()| |0 (D)
= |1 (71) oo (z0) 0 (B)]
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e sua continuidade fica demonstrada de modo andlogo ao feito na Secao 3.2,
considerando <g0§7), ...,gpg), 4,0(7)) uma rede convergindo a um dado (@1, ..., o, ©)

vyel
em K e usando a continuidade dos funcionais Jzy, ..., Jx, e J'b, onde J'b é o funcional

Jb: (Y o(Y"Y")) — K definido por J'b (p) = ¢ (b). Finalmente,

R (@1, 0n,0), (T1, ..., ) ﬂ?b) = |901 (71) ...om ($n>| |80(7lb)|
=nle1(21) - on (20)| @ (b))
=R (@1, Pn @), (T15 -, 70) , b)

nS (T, (x1,...,xn),b) =n|b(T (z1,...,x,))|
= nb (T (1, .., 2))]
= |(nb) (T (21, ..., wn))|
=S(T, (z1,...,Tn) ,nb)
para todos (¢1, ..., pn, ) € K, (x1,....,2,) € X,0<n<1,b€ Y eT € H, e a condigao
(7i1) fica satisfeita.

A préxima observacao é 1til para a demonstragao do Lema 3.4.3.

Observacao 3.4.2 Lembre que se 1 < p < o0 e q é seu conjugado, o dual de ¢, é
isometricamente isomorfo a {,, onde

T:l;— (Ep)/

definida por
Ty =¢:{,—K

dada por
[e.9]
p () = 2wy
=1
é o isomorfismo isométrico.

Lema 3.4.3 Sejam E um espago de Banach, p > 1, m € N, a; € E' e j = 1,..m.

Entao,
1 1
m P m p
sup ( |5(%)|p) = sup ( |a; (t)|p>
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Demonstracao: Considere a sequéncia (aj)jozl = (a1, as, ...,a1,, 0,0, ...), com a; € E'.
E claro que (a;);2, € £ (E") bem como (a; (t));2, € £, para todo ¢ € E. Entao,

m P
oo HB 00
swp (So18(a) | = sup ||| s swp [e ((5@))),
BEBpn \ j=1 BEBgn p /BGBE’MPEB(ZP)’
= sup sup () y;B(a;)| = sup sup yiB (a;)| (3.26)
/BEBE//(yj)Eng j=1 ,BEBE//(yj)Eng j=1
= sup sup |B| D yja; || = sup Y,
(y;)€Be, BB | \j=1 (ys)€B, ||1=1
= sup sup < yjaj) (t)| = sup sup yja; (1)
(yj)€Be, t€BE | \J=1 t€BE (y;)€Be, |1=1
00 HB [e's)
= s sw [ (0 0)2, )2 swp [0 0, 327)
teBg (,OEB(EP)/ teBgp p

m ’
= sup la; (DI |
teBg \ j=1

Nas passagens marcadas com (HB) utilizamos um dos coroldrios do Teorema de
Hahn-Banach (veja [10, Corollaire 1.4]), e em (3.26) e (3.27) usamos a caracterizacao
do dual de ¢, (Observagao 3.4.2). [

Proposicao 3.4.4 Sejam R e S funcoes definidas como acima e 1 < p < oo. Uma
aplicagao n-linear continua T : X7 X - x X, — Y é 7 (p)-somante se, e somente se,
é R-S abstrata p-somante.

Demonstragao: Suponha que 7' € H seja 7 (p)-somante e sejam dados m € N,
xj = (T1j,...,Tnj) € X, b € Y e j=1,...,m. Pela definicao de S obtemos

I

ST, (1o ey ng) s 03)" = 30 10 (T (@1 )7 (3.28)
j=

e, como T é 7 (p)-somante, existe uma constante C' > 0 tal que
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32 105 (T g, ) (329)

< C” sup <§) (lax (215) -an (@n;)] 1b; (y)l)p>

(liGBX{ 7=1
yEBy
=C"  sup (Z (lax (215) -an (2n5)] | Ty (bj)|)p>
a»;EBXl( 7=1
JyEJ(By)CBYn
=CP sup R ((a1,...;an, Jy), (1, ..., ) , bj)’
(a1 ..... a"’Jy)EBXiX“'XBX,;L X By j=1

<C? sup ( R((al,...,an,y"),(a:l,...,xn),bj)p) . (3.30)
j=1

(a1 ,,,,, a"“y“)EBXiX"'XBX,Z X By

De (3.28) e (3.29) concluimos que T é R-S abstrata p-somante.
Reciprocamente, suponha que T' € 'H seja R-S abstrata p-somante. Dados m € N,
xi; € X, b, €Y' i=1,...,n,j=1,..,m, temos pela definicao de S que
Zl 10 (T (@15, o g ) " = 2285 (T, (15 s Tng) 5 b5)" (3.31)
j:

Jj=1

e como T é R-S abstrata p-somante, existe uma constante C' > 0 tal que

ZS (T, (fL‘lj, ceny ZL’nj> ,bj)p (332)
Jj=1
<C sup ( R((al,...,an,ﬁ),(mlj,...,xnj),bj)p>

(a1 ..... an,ﬁ)GBXi><...><BX41 XByn \ j=1

= Ollsﬁgl (il (|a1 (1)) --.an (205)] |8 (bj)|)p>
18l<1

= C||S-ligl (: laa (9€1j) e (xnj> p (ijP) :
18l1<1
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Usando (3.31) e (3.32) e elevando ambos os membros a % obtemos

(jzzm:ﬂbj (T ($1j>...,37nj>>’p) p <Cr sup (i |ay (z15) -..an (l"nj)ﬂ(bj)’p) |

llas|<1 \ j=1
l8l<1

D=

= C’% sup sup (i |5 (Cll (xlj)---an (xm) bj)’p)

llas[|<1 | lIBII<1 \j=1

(Lema 3.4.3) = C'r sup sup ( 3 a1 (715) @ (Tn5) by (?J)|p)
7j=1

llail| <1 llyl[<1

RS

flail|<1 \j=1
lyll<1

= C’% sup (i \al (xlj) Oy (Cﬁm) bj (?/)|p>

e T é 7 (p)-somante. [

O seguinte resultado é o teorema de dominagao para a classe das aplicagoes 7 (p)-
somantes e encontra-se provado em [30, Theorem 3.5]. Vamos demonstra-lo através de
uma aplicacao relativamente simples do TDPU.

Teorema 3.4.5 Sejam 1 < p < oo, n € N comn > 2, Ey,....E, e F espacos de
Banach e T: Ey x -+ x E, — F uma aplicagao n-linear continua. Entao T é T (p)-
somante se, e somente se, existem uma constante C' > 0 e uma medida de probabilidade
1 sobre a sigma-dlgebra de Borel B (BEg X o+ X B X BF//) de Bgy X -+ X Bgi X By,
munido com o produto das topologias fraca-estrela de cada bola, tais que

b (T (21, ..., xn))|

<C (fBEi oty sy |0 (1) 0 (20) B O dit (a1, @)) ” (3.33)

para todos x; € E; e b € F'. Neste caso, o infimo das constantes C' tais que a

destgualdade (3.33) continua vdlida é denotado por |[T'|| -

Demonstragao: Se T é 7 (p)-somante entao, pela Proposicao 3.4.4, é R-S abstrata
p-somante considerando X; = F; e Y = F, com i =1,...,n. Como R e S satisfazem as
condicoes impostas pelo ambiente abstrato, o Teorema 2.2.1 garante as existéncias de
uma constante C' > 0 e de uma medida de probabilidade p sobre a sigma-dlgebra de
Borel B(K) de K, tais que

S(T, (x1,...,2,),b) < C (fKR((al, ooy Uy B) 5 (21, ooy ), D) dp (ay, ..,an,ﬁ))% (3.34)
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para todos x; € E; e b € (G. Pelas definicoes de R e S e substituindo as escolhas feitas
para K e GG, obtemos de (3.34)

|6(T (x1,...,x))]

< O (o 01 52t (o) (BB s 015

1
p

=

p

=C <fBEi><~-~><BE;1><BF// |a1 (.%'1) - (Jl‘n) B (b)|p d:u (a17 ©ey anvﬁ))

para todos x; € E; e b € F'.
Reciprocamente, se a desigualdade (3.33) ocorre, entdo, para quaisquer m € N, xz;;
€eE,bjeF i=1,.,nej=1,..m, também ocorre
22 b (T (w15, ey )

i=1

S ij;fBEiX“'XBEgXBF” ’al (xlj) N (:Un]) ﬁ (b])‘p dﬂ (ala -y A, 5) .
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Elevando ambos os membros a %, obtemos

1
P

(f: 1b; (T (5, ...,a:njmp)

Sl

S C -ZlfBE’ XX B XBpur ‘al (‘rl]) e (xnj) 6 (b])|p d:u (ala "7an7/6))
j= 1 n

=C fBngmxBE;LxBFu (i a1 (1) ---an (xnj)ﬁ(bjﬂp) dp (as, --,an,ﬁ)]

<C fBE/ XX B XBF””SIiEl (Zl |CL1 (xlj) --ln (‘I”J) 5 (bj)|p) du <a17 ooy G, 6)
1 n a; ||< =
I IS
=Csup [ > |a1 (z15) ...an (z0) B (bj)|p>
llaslI<1 \ j=1
IBl<1
=Csup | sup | > |B (a1 (21) .an (2n5) by)"
laill<1 | IBI<1 \j=1
i 1
= C sup sup laq (215) -y (225) b; ()" ] (pelo Lema 3.4.3)
lail <1 flyll<t \j=1
=C sup | > a1 (w1)) -.an (Tnj) b (y)|p> 3
llaslI<1 \ j=1
llyll<1
e T é 7 (p)-somante. [

3.5 0O teorema de dominacao para polindmios
dominados

O conceito de polinomio dominado foi introduzido por Pietsch e em seguida
explorado por Geiss [20], Matos [25, Definition 3.2] e diversos outros autores (veja,
por exemplo [4, 9, 12, 28, 32]). A defini¢do que introduzimos logo a seguir é possivel
gragas a Proposigao 5.1.13. Tal proposigdo aparece também em [25, Proposition 2.4]
caracterizando os polindmios absolutamente somantes (em particular, os dominados)
por meio de desigualdades. Nao seria exagero enfatizarmos sua importincia em nossos
propdsitos pois, devido a este resultado, podemos caracterizar os polinémios dominados
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como funcoes R-S abstratas p-somantes e, consequentemente, demonstrar seu teorema
de dominacao correspondente fazendo uso apenas de nosso TDPU.

Definicao 3.5.1 Sejam 1 <p <oo e P : X — Y um polinémio n-homogéneo continuo
entre espacos de Banach. Dizemos que P é p-dominado quando existe uma constante

C >0 tal que
. P k P
) <C sup ( |so<xj>|p) , (3.35)
pEBx \ j=1

para todos x4, ...,z € X e k € N. A menor das constantes C' tais que (3.35) ocorre é
denotada por || P|[, -

(z 1P ()

Nosso proximo passo é caracterizar os polindmios p-dominados como fungoes R-S
abstratas p-somantes. Para isso, nos remetemos ao ambiente abstrato e fazemos as
seguintes escolhas:

e [/ =X eY espacos de Banach;
® 19 =0;
e H=P("X;Y);

e K = Bxs munido com a topologia fraca estrela;

G =K.

Feito isso, definimos R e S como
RIBX/ XX xK— [0,00)

R(p,2,A) = [l (z)]

S:HxXxK—[0,00)
S Q. \) =N 1Q @)

Observagao 3.5.2 No que seque, ao longo desta se¢io, R e S denotardo as fungoes
definidas acima.

E facil verificar que R e S séo funcdes bem definidas que cumprem as trés condicoes
exigidas pelo ambiente abstrato. Isto nos leva a

Proposicao 3.5.3 Sejam 1 < p < o0 e P : X — Y um polinomio n-homogéneo

continuo entre espacos de Banach. Entdo P é p-dominado se, e somente se, é R-S
abstrato p-somante. Além disso, Trs, (P)? = || Py,
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Demonstragao: Suponha que P € P ("X;Y) seja p-dominado. Entao,

(

n n

S (P, zj, Aj)p) = (22 A7 IIP(%)HZ) (3.36)

- (£ psrent)
= (jilﬂp()\jfl?j) Z) p,

pois P é um polindémio n-homogéneo. Como P é p-dominado, existe uma constante
C > 0 tal que

1Ms

[

@pEBx/

<
Il
-

(Zjll IIP(ijj)||5> <c sup |¢(%ﬂfj>lp) p (3.37)

= C sup Z (A7 Jop ()7 )
pEBx/ =1

= C sup ZR(%%)\J‘)p>
peEBys \ j=1

Elevando os membros extremos a £, obtemos de (3.36) e (3.37) que

R (e, A )p> (3.38)

'MS

% S (P,xj, \)P < Chn sup (

pEBx/

para todos x1,...,x, € X, A\,..., A\ € Ke m € N. Portanto, P é R-S abstrato
p-somante. Observe que, de (3.37) e (3.38), temos
Trsp (P)? < [|Pl|g,- (3.39)

Reciprocamente, suponha que P € P ("X;Y) seja R-S abstrato p-somante. Temos
inicialmente que

3k

> IP () = 228 (P, 1) (3.40)

e como P é R-S abstrato p-somante, podemos encontrar uma constante C' > 0 tal que

iS(P,xj,l)ng sup <§: (o, 25, )p> (3.41)

@pEB

= (C' sup
wEBxr \ j

45

NIE

|0 (%’)I”) :

1



Elevando os membros extremos a 7 segue imediatamente de (3.40) e (3.41) que

n

(inma:j)nﬁ)p < C% sup (iww)ﬁ (3.42)

pEBx \ j=1

para todos x1, ..., 2, € X e m € N. Logo, P é p-dominado. Além disso, (3.41) e (3.42)
nos garantem que
Trsp (P)7 2 ||Pl4,

donde conclufmos de (3.39) que mxg, (P)?r = 1Pl |
O préximo resultado que enunciamos é o teorema de dominagao para polindmios
dominados. Sua demonstracao, como veremos, ¢ uma aplicacao direta do TDPU.

Teorema 3.5.4 Sejam 1 <p< oo e P: X — Y um polindmio n-homogéneo continuo
entre espagos de Banach. FEntao P é p-dominado se, e somente se, existem uma
constante C' > 0 e uma medida de probabilidade 11 sobre a sigma-dlgebra de Borel
de Bx:, munida com a topologia fraca estrela, tais que

1P @) < C (fy, le @) du ()’ (3.43)
para todo x € X. Neste caso, || P|,, é a menor das constantes C' tais que (3.43) ocorre.

Demonstragao: Admita as existéncias de C' e p tais que (3.43) ocorra para todo
r € X. Entao,

- c%fBX, (i mmnp) du ()

<CH[,  sup (i |so<a:j>|”) e

Jj=1

— % sup (i WW) i (By)

pEBx \ j=1

— % sup (iwxmp),

uma vez que pu ¢ uma medida de probabilidade. Elevendo os membros extremos a %
obtemos

n n

(f: HP(wj)HZ>p <C (fz wmw)p

peEBxr \ j=1
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para todos x1,...,x, € X e m € N. Logo, P é p-dominado e
1Plly, <C. (3.44)

Reciprocamente, se P ¢é p-dominado, pela Proposicao 3.5.3, P é R-S abstrato p-
somante. Entao, pelo Teorema 2.2.1, existem uma constante C' > 0 e uma medida
de probabilidade 1 sobre a sigma-dlgebra de Borel de K tais que

B =

S (P, N) < C ([ R (0,00 du (9) (3.45)
isto &,
. 1
MIP @I <€ (i, NPl @F du ()
=N C (f5, le@Pdu(e)”
e portanto,
1P @Il <" ([, le @I du(p)” (3.46)
para todo z € X. Lembre que mggs, (P)% também satisfaz (3.45) e, portanto,
Trep (P)? = |P|l,, satisfaz (3.46). Com isso e (3.44) conclufmos que [P, ¢ a
menor das constantes C' tais que (3.43) ocorre. [
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Capitulo 4

Funcoes Arbitrarias Absolutamente
Somantes

De acordo com a definicao usual de operadores lineares absolutamente somantes
dada por meio de desigualdades [16, p. 31], a seguinte definigdo parece natural:

Definigao 4.0.5 Sejam E e F espacos de Banach. Uma fun¢ao arbitraria f - E — F
¢ absolutamente p-somante em a € E quando existe uma constante C > 0 tal que

> rso<xj>rp)

=

S 1f (a )~ f (@] < C sup (

QOEBE/
para todos 1, ...,x,, € F em € N,

Essa definigao estd essencialmente contida em [26], mas na forma acima aparece em
8]-
Se E e F sao espacos de Banach, fazemos

H={f:E—F},
e definimos R e S da seguinte forma:
R:Bp x ExK—|0,00)

R(p,2,A) = [l (z)]

S:HxExK—|0,00)
S(fox, A) = AIf (a+x) = f(a)l

Note que R e S sao funcoes bem definidas e satisfazem as condig¢oes do ambiente
abstrato. De fato, pondo xy = 0 obtemos claramente a condic¢do (i). Dados z € E e
A € K, a funcao

Rx,)\ . BE/ — [0, OO)
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definida por
Rex (9) = [Al ] (2)]

é sempre continua, pois trata-se de uma composta de fungoes continuas, conforme visto
na Sec¢ao 3.1. Finalmente,

R(p,z,m\) = Al o ()|
=n (A e (z)])
=nR(p,z,))

nS (f,z,A) =n (Al f (a+2z)— f(a)]l)
= Al f (a+2) — f(a)]
=S (f,7,n\)

para todos ¢ € Bp, v € E, 0 <n<1ebeckK, oque conclui (7).

Demonstraremos agora um lema técnico que serd utilizado na demonstracao da
caracterizacao de fungoes arbitrdrias absolutamente p-somantes logo a seguir. Sua
demonstragao usa o argumento de [19, p. 2] (também creditado a M. Mendel e G.
Schechtman), aplicado por Farmer e Johnson no contexto de operadores Lipschitz
somantes.

Lema 4.0.6 Uma funcao arbitrdaria f : E — F é absolutamente p-somante em a € E
se, e somente se, existe uma constante C > 0 tal que

NgE

J peBr \J=

il (a+ ) = £ (@) < C sup ( > by m-w) (@)

para todos m € N, xq,...,x,, € E e by,...,b,, € K.

Demonstracao: Suponha que f seja absolutamente p-somante em a € E. Vamos
dividir a demonstracao em trés casos.

Caso 1: Os escalares sao inteiros.

Sejam dados m € N, zy,...,z,, € F e by,....b,, € Z. Considere os seguintes
(|b1] + ... + |bm]) vetores de E:

L1y T y Ly -0 T
—— ———
|b1] vezes |bm | vezes

Por hipdtese,
IS (a+z1) = fa)]]" + ...+ ||f (a+x1) = f(a)]]"+

TV
|b1| vezes
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+lfla+zn) = f@)l + .. +[If (a+zm) = f(a)]”

~
|bm | vezes

< sup | o (z) 4+ o (@) o o (@) "+ £ o () [
QDGBEI ~ ‘b |v - ~ |b rr -
1] vezes m| vezes

isto &,
o] [ (@ + 21) = f (@ + .. + [bl [|f (@ + zn) = f (a)]]”

< sup ([ouf [ ()" + o + (o] | (2)[7)
pEBE

ou, equivalentemente,

> bl f (a+a;) = f(a)]f" <C sup (Z b1 |<p(wj)|p)
j=1 @EBp \ j=1
para todos m € N, zq,...,x,, € E e by,....b,, € Z.
Caso 2: Os escalares sao racionais.
Sejam dados m € N, z1,...,x,, € E e ¢y, ..., ¢;, € Q. Entao,

a/.
Cj = -
b
j
com aj,b; € Zej=1,..,m, com todos os b; nao nulos. Temos que
[b1 .. . b | &

I (atzy) = (@] (4.2)

2 Il I (a+3) = £ @I = [ 52 |2
|bl bm
b

_ b |(ﬂ
b1...by| \|b

(a+a1) = f(a)]"+

#5218 () - 7 @)

=l 1 @) = F @)+ e a1 @) - £ @)
:;( lag| b2 .- b If (@ +21) — f(@)||” + - - ) 43)
|b1bm| —i—]amelbm,llﬂf(a—i—:cl)—f(a)up ’ ’

Recorremos entao ao caso anterior e concluimos de, (4.2) e (4.3), que
2 lesl If (@t zj) = f (@)l
iz

1
sup (lax| (b2 - - bm| @ (@2)[" +- - + |am] [br - - bl (zm)[")

T b1 b peBy
(en)? )

aq
= Sup
wEBg 1

b
— sup (i o5 !w(%)!") ,

| (1) " + -

wEBR \ j=1
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e o Caso 2 fica demonstrado.

Caso 3: Os escalares sao reais.

Suponhamos, por absurdo, que o resultado nao seja valido quando os escalares sao
reais. Isto ¢, dado C' > 0 existem m¢ € N, x4, ..., 2, € E e 11, ...,7. € R tais que

Jj=1 ©EBg \ j=1

Sl If @+ ;) — f(@)]P > € sup ("i e <a:j>|p) . (4.4)
Considere

=3Il lIf (at ) — @) —C sup (mZC 7] IsO(Ij)Ip) (4.5)

Jj=1 p€Bp \ j=1

e escolha g, ..., g € Q de modo que

Sl ta) - F@I - Sl If a+a) - f@IP < (46)

C sup (mi\qmso(xj)v’) ~C sup (mz \rmwmp) << @

wEBR \ j= wEBR \ j=1

Para maiores detalhes, veja o resultado (5.2) no Apéndice. Logo, por (4.6) obtemos

S lalIf (e ta) = F @I > X Iyl 1 (a+ ) = £ (@) -

J
mc » c
e+ Cswp (Sinlletr]| -
@wEBR \ j=1

mg 3e
= (C sup ( 1|7“j||80(9€j)|p> +Z

(Por (4.5)) =

@YEBR \ j=
= » € 3e
(Por (4.7)) > [C sup | X gl e (z)|" | — iR
pEBR \ j=1

me e
= (C sup (Z g ’@(ﬂfj)’p> +3

pEBR \ j=1

> O sup (mz g rso<a:j>rp)

pEBR \ j=1

o que é um absurdo pelo Caso 2, concluindo a demonstracao.
Reciprocamente, se existe uma constante C' > 0 tal que a desigualdade (4.1) seja
valida para todos m € N, xy,...,z,, € F e by, ..., b,, € K, basta tomar

b= = by =1,

e obtemos que f é absolutamente p-somante em a € F. [ |
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Proposicao 4.0.7 Sejam E e F espacos de Banach, e 0 < p < oo. Uma funcgao
arbitraria f : E — F é absolutamente p-somante em a € E se, e somente se, é R-S
abstrata p-somante.

Demonstragao: Escolha X = FE,Y = F,
H={f:E— F},

K = Bgp e G = K. Provamos acima que, para estas escolhas, as funcoes R e S
satisfazem as condigoes do ambiente abstrato. Suponha agora que f seja absolutamente
p-somante em a € F. Entao, usando o Lema 4.0.6 com escalares k; = b? para todo
j =1,...,m, podemos encontrar uma constante C' > 0 tal que

peBRr \Jj=

S 1 (a+ ;) = f (@) < C sup ( > b1 |¢($j)|p> (48)

para todos m € N, z1,...,x,, € E e by,....b,, € K. Pelas definicoes de R e S,
reescrevemos (4.8) como

m m
> S (fiwy,b)" < C sup ( R(%l’jabj)p>
Jj=1 pE€B \ j=1
para todosm € N, zq, ..., x,, € Eebq,...,b,, € K, donde se conclui que f é R-S abstrata
p-somante.

Reciprocamente, suponha que f seja R-S abstrata p-somante. Entao, existe uma
constante C' > 0 tal que

3

J

S<f7mjv l)p <C sup (iR(QOaxjv 1>p)
1

pEBR \ j=1

para todos m € N e xq,...,z,, € E. Pelas definicoes de R e S

S 1f (ata)~ f (@ <C s ( > rso<xj>rp)

(pEBE/

para todos m € N e xy,...,x,, € E. Logo, f é absolutamente p-somante em a. [ |

Aplicamos mais uma vez o TDPU para mostrar que, mesmo livre de condicoes
algébricas, fungoes absolutamente p-somantes sao exatamente aquelas que gozam de
algum teorema de dominagao:

Teorema 4.0.8 Sejam E e I’ espacos de Banach e 0 < p < co. Uma funcao arbitrdria
f + E — F é absolutamente p-somante em a € FE se, e somenle se, existem uma
constante C' > 0 e uma medida de probabilidade p sobre a sigma-dlgebra de Borel de
Bgr, munida com a topologia fraca estrela, tais que

=

I @+2) = f @)l < C ([, le @F dulp)’ (4.9)

para todo x € E.
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Demonstracao: Se f é absoutamente p-somante em a € F, pela Proposicao 4.0.7, é
R-S abstrata p-somante. Dai, pelo Teorema 2.2.1, existem uma constante C' > 0 e uma
medida de probabilidade p sobre a sigma-algebra de Borel de K = By tais que

A

S (fr2,b) < C ([ R (p,2,b)" du(p))

isto &,

3=

L 1F (@ +2) = F (@l < C ([, b e @) dp ()
= b1 C ([, I (@) due ()

RS

e portanto,

Sl

I (@+2) = f @I £C [y, lo @ du(e))

para todo z € E.
Reciprocamente, se a desigualdade (4.9) ocorre para todo x € FE, entdo, também
ocorre

3 1f (0 2) = (@I < €73 f, o () di o)

="y, (i o <a:j>|p) ()

< C? [, sup <m1 | (xj)lp) dp ()

(pGBE/

=7 sup (m |so<xj>|p) u(By) (4.10)

pEBE
e, como p ¢ uma medida de probabilidade em B (Bg), segue de (4.10) que
2l (frj)|p)

J]=

i I/ (a+ ;) = f(a)][” < C7 sup (

pEBE

para todo = € E. Portanto, f é absolutamente p-somante em a € E. [ |
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Capitulo 5

Apéndice

5.1 Aplicacoes multilineares e polindémios
homogéneos

Reservamos este espago na dissertagao para dizermos algumas palavras sobre as
aplicagoes multilineares e polinomiais. Aqui, nosso principal objetivo é estenter o
conceito de operadores absolutamente somantes para tais aplicacoes. O trabalho
realizado por Alencar-Matos em [1] constitui um dos primeiros passos nessa diregao,
no qual algumas classes de fungoes multilineares entre espacos de Banach foram
investigadas. A literatura no assunto é vasta e nao temos intencao alguma em esgoté-lo,
apenas nos limitamos em fornecer um possivel complemento as Segoes 3.2, 3.4 ¢ 3.5. No
entanto, ao leitor que sentir necessidade de maiores detalhes, recomendamos [3, 18, 29].

5.1.1 Aplicacoes multilineares

Definigao 5.1.1 Sejam m € N, Ei, Es, ..., E,, e F espacos vetoriais sobre K. Uma
fungdo A : Ey X -+ X E,, — F ¢é chamada de aplicagao multilinear (ou aplicacao
m-linear) se A for linear em cada varidvel, isto é, se para cada i, 1 < i < m, e para
todos x;,x; € E; e A € K, temos que

A(xla'” J)\xl—i_‘r;? 7xm):

:)\A('le 7xi’... ,xm)_i_A(xl,... 71;;’... ’xm)

Exemplo 5.1.2 Sejam Ey, Es,--- , E,, espagos vetoriais sobre K e funcionais ¢; € E,
para cada 1 < ¢ < m. Considere a funcio ¢ : E; x --- x E,, — K definida por
o1, ) =@ (21) - ¢ (x). Nao é dificil ver que ¢ é uma aplicagdo multilinear.

Para cada m € N, o conjunto formado por todas as aplicagoes multilineares
de Ey X -+ X E,, em F ¢é denotado por L (FE,---,E,;F). Para o caso F = K
escrevemos simplesmente L (Ey,---, E,,) ao invés de L (Fi,---, E,;K) e, quando
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E, = Ey = --. = E,, = E, escrevemos L(™E;F). E facil ver que o conjunto

L(Ey, -, E,; F), munido com as operagoes usuais de espagos de fungoes, é um espago
vetorial.
Se Fy,---, FE, sao espacos vetorias normados, entao F; X --- X E,, torna-se um

espago vetorial normado ao considerarmos qualquer uma das normas

] = max [zl
1
lzll, = (lzall” + - - + llam]") 7
onde z = (z1,--+,xy,) € By X - X E, el < p < oo. Quando nao dissermos
explicitamente qual a norma que estamos considerando em FE; X --- x FE,,, fica

subentendido que se trata da norma ||-||  a qual, por comodidade, serd escrita apenas
como |||l
Uma aplicagdo m-linear A : Fy X --- X E,, — F é dita limitada quando

sup [|A (21, ,xm)] < 0.
[EARST
i=1,...,n

Finalmente, dizemos que A : F4 X --- X E,, — F é continua quando for continua no
sentido de continuidade entre espacos métricos.

O proximo teorema apresenta algumas importantes e tteis equivaléncias sobre a
continuidade de uma aplicagao multilinear.

Proposicao 5.1.3 Sejam E1, E», ..., E,, e F' espacos vetoriais normados. As sequintes
afirmagoes a respeito de uma aplicagao multilinear A : E; X --- X E,, — F sao
equivalentes:

(i) A é continua;
(17) A é continua na origem;
(i19) Existe uma constante M > 0 tal que

[A (s zm) | < M|zl - flzm]]

para todo (1, ,Tp) € By X -+ X Ep;
(iv) A é lipschitziana em cada parte limitada de Ey X - -+ X Ey,.

Demonstragdo: E evidente que (i) = (i4). Para provar que (ii) = (iii), seja A
continua na origem. Como A (0) = 0, tomando ¢ = 1 obtemos § > 0 tal que

||(Z)31,~~- 7:Em)|| <d= ||A(ZE1, ’Im)H <1
Seja agora (r1, -+ ,%y) € By X -+ X E,,. A relacao
[A (@1, am) | < M ] - flzm]]
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é evidente se x; = 0 para algum i = 1,...,m. Se, porém, z; # 0 paratodoi =1,...,m,

entao
( dxy 0T )
el ]|

| () =
el Tl

Como A é multilinear, isto nos d&

tem norma igual a 6. Logo

§m
Tl Tl [A (1, o) | <1,

ou seja,
[A (21, 2| < 5m (B8 R E

E o resultado segue com M = 5. Mostraremos agora que (iii) = (iv). Admitindo

(
(7i1) como hip6tese, provaremos que A € lipschitziana em cada bola B [0;r]. Com efeito,
como A é multilinear, podemos escrever

A(x) —A(y) = Az, 29, ..., xm) — A(Y1, Ty - o Ym) + A (Y1, T2y -, Ti) —

_A<y17y27w3,"'7$m> +A(ylay27x37"'7xm) -
te +A(y1>y27'-'7ym—17xm) _A(y17y27"'aym—1aym) =
= A(xl —Y1,%2, ... 7:Em)+A (ylva —Y2,%3 ... 7xm)+ ' +A (y1’y27' oy Ym—1,Tm _ym) .

Logo, se © = (x1,-+ ,Zm) €y = (Y1, -+ , Ym) Pertencem a B[0; 7] entdo ||z;||, [y < r
para todo ¢ = 1,...,m. Segue-se daf que

[A (@) = AW < [[A (e =y 2, wm)l + -+ A WL Y2, Ymets T = Ym)]
< Mllzy =yl ezl - Nomll + - 4+ Myl lymall [ 2m = ymll
< Mr™ (e = wll 4+ om = yll) < mMrm 7z =yl

Provemos finalmente que (iv) = (7). Admitindo (iv), mostraremos que A é continua
em cada ponto a. De fato, dado B C E; x --- x E,, limitado, a hipétese nos garente a
existéncia de uma constante de Lipschitz cg > 0 tal que

[A () = AWl < cpllz =yl
para todos x,y € B. Assim, dado € > 0, escolhemos § = é e obtemos que
|z —all <6 = [[A(x) — A(a)]| < cpllr —all <cpd =,
onde B = Ba;d]. |
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Para cada m € N, denotamos o conjunto das aplicagoes multilineares continuas de
Eyx- -+ x E,emF por L(Fy, - ,FE,;F). Quando £, = --- = E,, = E, escrevemos
L(ME;F) e, se F' =K, usamos L (Ey, -+, E,,) e L(™E) no lugar de L (Ey, - -+, Ey; K)
e L (™FE;K), respectivamente.

Quando F' é completo, prova-se que L (Ey,- -+, E,,; F') é um espago de Banach com
relacao a norma

[A]l = sup [[A ()],

[l=]I<1

para quaisquer espagos vetorias normados Ey,--- , E,,.

Aplicagoes multilineares absolutamente somantes

Definicao 5.1.4 Sejam 0 < p,q1,...,qn com qil R i. Uma aplicacao A €

dm
L(Ey,--,Ey; F) é dita absolutamente (p; q1, . . ., qm)-somante quando
1 m °
(4 (2"l >))j_1 € 1, (F)

sempre que
M) e (g
Lj . Qk< k)
para todo k=1,...,m.

O espaco das aplicagoes (p; g1, - - - , ¢m)-somantes de Fy X --- X E,, em F' é denotado
POT Las(pigr,...qm) (Bv, o B F)

Assim como no caso dos operadores lineares absolutamente somantes, as
aplicagoes multilineares absolutamente somantes apresentam uma caracterizagao por
desigualdades:

Proposicao 5.1.5 Sejamn € N e Ey,--- | E, e F espagos de Banach. As sequintes
afirmagoes a respeito de uma aplica¢ao n-linear continua T : E; X --+- X E, — F sao
equivalentes:

(CL) T € Las(p;ql,...,qm) (Ela e 7Ena F)7

(b) Eziste uma constante C' > 0 tal que

1
1 |7\ ? ®\™
7 (a),....2)|f) gc'@. )",
(k)

para todosm € Nex;” € By, k=1,....nej=1,...,m;
(¢) Existe uma constante C > 0 tal que
<1))°°
€T
< 7o) j=1

L

T (o)) <]

sempre que <a:§k)> €ty (Ey), comk=1,...,n.
Jj=1 '

(2

my”
<$J j=1

w?ql ‘ w7qTL

(25

")
<$J j=1

w,q1 ' W,qn

A menor das constantes C' tais que (5.1) vale é denotada por | T'| s an)-
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Observagao 5.1.6 A rigor, nao é claro que o infimo das constantes C seja atingido,
mas isso de fato ocorre e podemos falar em menor das constantes que satisfazem (5.1).

E interessante notar que, apesar de nao serem pertinentes a teoria linear de
operadores somantes, as aplicagoes n-lineares (%; Dyenns p)—soma,ntes tém propriedades
muito parecidas com as propriedades daquela teoria. Por exemplo, para tais aplicacoes
existe um Teorema de Dominagao de Pietsch (que também pode ser obtido a partir
do TDPU, embora este caso seja um pouco mais delicado e nao seja abordado nesse
trabalho). Por essa razdo, tais aplica¢oes sdo também conhecidas como aplicagdes p-
dominadas. A seguir, enunciamos tal teorema de dominagao correspondente a esta classe
de aplicagbes. Sua demonstracao encontra-se em [35] (veja também [20, 25]).

Teorema 5.1.7 Seja 1 < p < co. Uma aplicagio A € L (Ey,--- , E,; F) é p-dominada
se, e somente se, existem uma constante C' > 0 e medidas de probabilidades py nos
borelianos das bolas By, k =1,...,n, munidas com a topologia fraca estrela, tais que

1AGer, . H ( Jon o) dn ) )

5.1.2 Polin6mios homogéneos

Comecemos pelo conceito de aplicacao multilinear simétrica, que serd ttil no
decorrer desta segao.

Definicao 5.1.8 Sejam n € N e X,Y espagos vetorias sobre K. Uma aplicacao n-
linear A : X x --- x X — Y ¢é dita stimétrica se, para quaisquer x1,...,T, € X,
tivermos

A (1'1, Ce ,:L‘n) =A (ZL’U(l), Ce ,:L‘g(n)) s

para toda bijegao o : {1,...,n} — {1,... n}.

Definicao 5.1.9 Sejam X e Y espacos vetoriais normados sobre o corpo K. Uma
aplicagio P : X — Y é chamada de polinémio n-homogéneo se existe A € L ("X;Y)
tal que

A(z,...,z) = P(x),

para todo x € X. Nesse caso, dizemos que P é o polindmio n-homogéneo associado a

A.

Denotaremos por P ("X;Y) o espago de Banach formado por todos os polindmios
n-homogéneos continuos de X em Y com a norma

|1P| = sup [|P(z)]].

r€Bg
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Observagao 5.1.10 Se P: X — Y é um polindomio n-homogéneo, é possivel provar a
existéncia e unicidade de uma aplicagcao n-linear simétrica Py : X x---x X — Y tal
que P, (z,...,x) = P (x) (veja [3, Proposi¢io 1.3.4]). Denotaremos por P a aplicagio
multilinear simétrica associada a P.

O resultado seguinte (para sua demonstragao, veja [3, Proposi¢do 1.3.4]) fornece
algumas caracterizagoes dos polindbmios n-homogéneos continuos envolvendo sua
aplicagao multilinear simétrica associada.

Proposicao 5.1.11 Sejam X e Y espacos vetoriais normados sobre K, n € N e
P: X — Y um polinomio n-homogéneo. As sequintes afirmacoes sio equivalentes:
(a) PeL("X;Y);
(b) PP (X;Y);
(¢) P é continuo na origem;
(d) Eziste uma constante M > 0,tal que

1P (@)l < M lz]"

para qualquer x € X.

Polinémios absolutamente somantes

Definicao 5.1.12 Sejam 0 < p,g < o© e P : X — Y wum polinémio n-homogéneo
continuo entre espagos de Banach. Dizemos que P é absolutamente (p; q)-somante (ou
(p; )-somante) quando (P (x;))72, € £, (Y) sempre que (2;)}2, € €7 (X).

Denotamos por Py pq) ("X;Y) 0 espago formado por todos os polinomios (p;q)-
somantes de X em Y. E interessante notar que quando n = 1 temos o conceito original
de operadores absolutamente somantes e nesse caso usamos a notagao da teoria linear.

O seguinte resultado encontra-se em [25, Proposition 2.4] e caracteriza os polinémios
absolutamente somantes por desigualdades.

Proposicao 5.1.13 Sejam X e Y espacos de Banach. As sequintes afirmacgoes a
respeito de um polindmio n-homogéneo continuo P : X — Y sao equivalentes:

(a) P é absolutamente (p; q)-somante;

(b) Eziste uma constante C > 0 tal que ,

1 n

(Sr P @)IP)” < ¢ sup (S le ()l (5.2)
pEBx/
para todos x1,...x, € X em € N;
(c) Eziste uma constante C' > 0 tal que ,

1

(2P @)lP)” <€ swp (SR le()l)"

QOGBX/

23

sempre que (z;)2, € Uy (E).

Denotamos por ||P||,; ., © fimo das constantes C' tais que (5.2) ocorre.

piq
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Demonstracao: (Esbogo) As relagoes (¢) = (a) e (¢) = (b) sdo evidentes.
(a) = (c¢) : Assumindo (a) como hipdtese, observamos que a aplicagao

P: (" (E) — (,(F)

()70 = P ((@)3) = (P ),

estd bem definida. Afirmamos que P é um polindmio n-homogéneo continuo. Com
efeito, pode-se ver que (veja a Observagao 5.1.14) a aplicagao

P: (0 (E)" =4, (F),

s M) N\ _ (p(,D (O
B ()7 e ()7 ) = (P ()T

estd bem definida, é n-linear e satisfaz

dada por

P ((xj>;<;1 . (xj);;) _P ((xj);;) .

Isso mostra que P é um polindémio n-homogéneo. Agora, procedendo de forma andloga
a demonstracao de (i) = (ii) da Proposicao 1.2.5, chegaremos que P é continuo. Assim,

n

AP @) =[P (@i)]| < 1P|, (53)
j=1 P qw
= ||P|| su > z)]4)°.
Pl sup (541 ()1)
Note que de (5.3) obtemos
||P||a5,(p;q) < ||P|| (54)

(b) = (c) = Se ()2

Jj=1

(i up<xj>up>p ~ s <§: ||p<xj>||p>p

< sup [C’ sup (2721 |90(%')|q>

meN LPEBX/

€ (y (E), entao

Q3

|

—C sup {Sup (Sl @) Z]

pEBxs [meN

Q|3

= awp (SR 1))

@pEBx/
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o que prova (c). Note ainda que a relagao (¢) = (a) contém a seguinte desigualdade:

B (i ||P<xj>||p>p

P = sup ‘P <(‘rﬂ)ji1>
lerl, . P el .
< s Clen| =c
@32, <t 4w
Logo,
IP1 < 1Pl s ) - (5.5)
De (5.4) e (5.5) segue que [|P|,, .y = [IP]l- .

Observacao 5.1.14 Prova-se que um polindmio n-homogéneo continuo P : X — Y
¢ absolutamente (p;q)-somante se, e somente se, sua aplicagao multilinear simétrica
P:Xx---xX — Y associada é absolutamente (p;q,...q)-somante. Note que isso
garante que a aplicacio P acima esteja realmente bem definida.

Observacao 5.1.15 Uma vez provada a igualdade ||P|,, ., = [Pl seque da
continutdade de P que

[P (@), < el ez

)

18to €,

(z ||P<mj>||”) NPl 20 (4 L (2)17)
J=1 <,0€BX/

23

Portanto, o infimo ||P|| ., € assumido.

z

Observagao 5.1.16 Se p < 1, ||[|,; () € uma p-norma e, se p > 1, |||, g €
uma norma em P (pq) ("X;Y). Em qualquer um dos casos, temos espagos topoldgicos
metrizdveis e completos (veja [25]).

Polinémios dominados

A teoria dos polindmios absolutamente (p; ¢)-somantes apresenta, em geral, pouca
relacao com a teoria linear.  Entretanto, o caso particular de polindbmios n-
homogéneos absolutamente (5; p) -somantes (chamados de p-dominados) resgata muitas
das propriedades da teoria linear como, por exemplo, o Teorema da Dominagao de
Pietsch (visto na segao 3.5) e o Teorema de Inclusao. Por essa razao, este caso particular
tem sido estudado separadamente.

Definigao 5.1.17 Seja p > 1. Os elementos de P, (23) ("X;Y) sao chamados
de polinémios p-dominados. Nesse caso, escrevemos Pa, ("X;Y) em vez de

Pas,(l’ p) (nXaY) € ”'”d,p em vez de H'HaS,(%;p)'

n’
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5.2 Resultados auxiliares

Al. Seja {aw}o\ JeLx M Uma familia de escalares positivos, entao:

a) Se sup (supa)\“) = 00, entao sup <Supa,\u) = 00y
AeL \peM peEM \ €L

b) Se sup (supaw) = A < 00, entdo sup (supaw) = A.

AL \peM neM \ €L
Demonstracao: [Prova de (a)]. Considere by = supa,,. Entao, dado K > 0, existe
pneM
Ao € L tal que
supay,, = by, > K.
neM

Logo, existe pg € M tal que

Axopo = K.
Como
buo = SUPAru, 2= Grguy > K,
AEL
seque que
sup (supaw> =00
peEM \ €L

o que prova (a).
[Prova de (b)]. Por hipétese, para todo € > 0 existe Ao € L tal que

SUpay,, = by, > A — €.
neM

Logo, existe pp € M tal que
Axopo =~ A—e.

Como, para todo € M,

SUpay, = Axop
AEL

segue que

B = sup (supaw) > SUpPay, > SUPGx,u > Grgpe > A — €
peEM \XeL AeL HEM

mostrando que B > A — ¢ para todo € > 0, o que implica B > A. Note que B < o©
pois, caso contrério, o item (a) nos daria A = co (absurdo). Agora, sabendo que

sup <Supa,\u) =B <o
peEM \ €L

e usando o mesmo argumento utilizado para mostrar que B > A, podemos concluir que
A > B e o resultado segue. |
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A2. Sejam dados m € N, x1,...,x,, € E e ry,...,r,, € R. Entao, para todo € > 0
existem qi,...,qm € Q tais que

sup ( qu-IIsO(wj)lp> — sup ( ITjIIsO(mj)Ip)
pEBRr \ j=1 pEBE \ j=1
)

Demonstracao: Pela densidade de Q em R, é possivel encontrar racionais ¢,”’ tais

que

<

NS

7= Jim al

para todo j = 1,...,m. Mais ainda, podemos supor que (q,(cj )> é uma sequéncia
keN
crescente em Q. Comecemos por afirmar que

Jim Lse%p/ (é !w(:vj)!’D)] = sup Li%p, (g:l !w(%)!”)] : (5.6)

Para isso, ¢é suficiente mostrar que a sequéncia, cujo termo geral é

Iw(ﬂfj)l”) ,

é crescente e limitada. De fato, note primeiramente que

i

#

Q;E;j)

Y = Sup (Z

peBg \ j=1

m

2.

J=1

lpll” fl; 1"

qlij)

o (@)l < 2 |af
]:

<> g
=1

L 1"

m

< > gl llag||” = cte

J=1

para todo ¢ € Bgr. Logo,

ql(cj)

sup (z v mw’) < cte.
pEBg \ j=1
Note ainda que a constante acima nao depende do indice k. Assim, lembrando que

a) < q!

para todos £ € Ne j =1,..., m, obtemos a monotonicidade e limitacao desejadas para
a sequéncia (yx). Consequentemente, a igualdade (5.6) é verdadeira. Usando o anexo
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(A1), segue dessa mesma equagao que

m i m
lim | sup [ > lo(x;)]" || = sup [sup | >
k—oo | eB \ j=1 9€Bp | keN \ j=1

m
= sup |lim | >
@€By | ko0 \ j=1

qlgj)

(J;E;j)

\90(%-)\’9”
|¢(Ij)lp)]

qlgj)

= sup (z lim g’ |go<xj>|p)]
¢€Bp | \j=1 k—oo

= s z|rj||so<xj>|p>.
peBp \ j=1

Logo, dado ¢ > 0 existe ky € N tal que

m . m £
k > ko = | sup (Z ar !@(%’)’p) — sup (Z \Tj\\SO(ij)\p) ST
@wEBpr \ j=1 @wEBR \ j=1
Em particular, obtemos os racionais procurados ao definirmos ¢; = q,(cf) ), com j
1,....,m.
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