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Resumo
Neste trabalho, dissertamos sobre uma recente versão uni�cada do Teorema da

Dominação de Pietsch, devida a Botelho, Pellegrino e Rueda ([8]), que uni�ca vários
teoremas de dominação do tipo Pietsch para certas classes de funções que generalizam
o ideal dos operadores lineares absolutamente p-somantes. Um resultado �nal mostra
que tais teoremas de dominação são totalmente livres de condições algébricas, tais como
linearidade, multilinearidade, etc.

Palavras-Chave:
Teorema da Dominação de Pietsch, operadores absolutamente somantes, teoremas

de dominação do tipo Pietsch.

vi



Abstract
In this work we study a recent uni�ed version of Pietsch Domination Theorem, due

to Botelho, Pellegrino and Rueda ([8]) that uni�es a number of known Pietsch-type
domination theorems for classes of mappings that generalize the ideal of absolutely p-
summing linear operators. A �nal result shows that Pietsch-type domination theorems
are totally free from algebraic conditions, such as linearity, multilinearity, etc.

Key-Words:
Pietsch�s Domination Theorem, absolutely summing operators, Pietsch-type

domination theorems.
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Introdução

As raízes da teoria dos operadores lineares absolutamente somantes repousam sob
o fértil solo cultivado pelos trabalhos de Alexandre Grothendieck iniciados em 1950.
Contudo, foi somente em 1967 que Albrecht Pietsch isolou de forma realmente clara esta
classe de operadores e estabeleceu muitas de suas propriedades fundamentais. Dentro
de um ano, graças a Lindenstrauss e Pelczyński [23], o trabalho de Pietsch ganhou
verdadeiro reconhecimento e prestígio.
Na década de 80, Pietsch [35] esboçou uma generalização da teoria de operadores

absolutamente somantes para aplicações multilineares. A partir de então, vários autores
começaram a se interessar pelo assunto e atualmente já existe uma extensa literatura
não-linear relacionada ao tema. É natural que imaginemos uma teoria não-linear
construída indutivamente a partir da teoria linear clássica, porém numerosos problemas
difíceis têm surgido, o que exigiu novas técnicas totalmente distintas dos argumentos
utilizados na teoria linear. Uma boa amostra dos caminhos que a teoria não-linear
está traçando pode ser encontrada, por exemplo em [6, 5, 13, 14, 15, 21, 33, 34].
Atualmente a teoria não-linear relacionada a operadores absolutamente somantes não se
resume apenas ao caso de aplicações multilineares e polinômios, mas também a funções
holomorfas e até a aplicações mais gerais (veja, por exemplo, [26, 27]).
Um dos resultados centrais da teoria de operadores absolutamente somantes é o

famoso Teorema da Dominação de Pietsch (TDP), reconhecido também por estabelecer
uma surpreendente conexão entre a teoria de operadores somantes e a teoria da
medida. O próprio Pietsch [35] foi o responsável pela primeira versão não-linear do
TDP. O presente trabalho apresenta algumas outras versões não-lineares do mesmo,
devidas a Botelho, Pellegrino e Rueda ([8]), incluindo uma versão recente para funções
completamente arbitrárias e livres de exigências mais fortes como, por exemplo, a
linearidade e continuidade. Após apresentá-las, este trabalho prova uma versão abstrata
do TDP que uni�ca as demais versões tornando-as consequências relativamente simples
daquela. Para citar alguns dos resultados que são uni�cados pelo teorema principal
(Teorema 2.2.1) mencionamos: o teorema de dominação de Farmer e Johnson para
funções Lipschitz somantes entre espaços métricos [19, Theorem 1(2)], o teorema de
dominação de Pietsch e Geiss para aplicações multilineares dominadas ([35, Theorem
14];[20, Satz 3.2.3]), o teorema de dominação de Dimant para aplicações multilineares
fortemente somantes e polinômios homogêneos [17, Proposition 1.2(ii) and Proposition
3.2(ii)], o teorema de dominação para funções subhomogêneas [7, Theorem 2.4] e o
teorema de dominação para operadores (D; p)-somantes [24, Theorem 3.11].
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Estrutura dos Tópicos Apresentados

O Capítulo 1 foi escrito para fornecer uma discreta introdução ao assunto que, por
sua vez, está essencialmente contido nos demais. Recomendamos que sua leitura não
seja omitida. A teoria linear dos operadores absolutamente somantes constitui a fonte de
inspiração mais importante para a criação de outras teorias (incluindo as não-lineares)
que a generalizam e a estendem. A referência clássica para sua construção e leitura
é o livro de J. Diestel [16]. Neste capítulo faremos uma rápida revisão sobre a teoria
linear, comentando seus resultados clássicos e de�nindo os operadores absolutamente
somantes. Para nossos propósitos, o principal resultado deste capítulo será o Teorema da
Dominação de Pietsch (TDP), que serviu como modelo para as generalizações estudadas
no Capítulo 3, bem como para a construção e demonstração de sua versão uni�cadora
estudada no Capítulo 2.
No Capítulo 2, construiremos um ambiente abstrato onde será de�nida a classe das

funções abstratas somantes. Inspirado no famoso TDP, demonstraremos um teorema
de dominação correspondente a esta classe. Este teorema constitui o resultado mais
importante desta dissertação, recebendo o nome título de nosso trabalho: O Teorema
da Dominação de Pietsch Uni�cado (TDPU).
O Capítulo 3 subdivide-se em cinco seções. Cada seção apresenta uma classe

de funções absolutamente somantes. São elas: a classe dos operadores lineares
absolutamente somantes, das aplicações muiltilineares semi-integrais, das funções
subhomogêneas, das multilineares � (p)-somantes e, �nalmente, dos polinômios
dominados. A primeira delas é pertinente à teoria linear, as demais são pertinentes à
teoria não-linear. Neste capítulo, será provado que cada uma dessas classes está contida
na classe das funções abstratas somantes. Isto tornará possível invocar nosso TDPU
para demonstrar os respectivos teoremas de dominação. Em verdade, o leitor poderá
veri�car que cada teorema de dominação seguirá como consequência quase imediata do
TDPU. Dito de outro modo, todos aqueles poderão ser vistos como corolário deste, que
os cobrem e os uni�cam, justi�cando sua denominação.
O Capítulo 4 pode muito bem ser encarado como uma sexta seção do capítulo

anterior. Seguiremos o mesmo roteiro do terceiro capítulo, só que desta vez,
abordaremos a classe das funções arbitrárias que são absolutamente somantes. Será
provado que tais funções são precisamente as funções abstratas somantes e que,
portanto, seu teorema de dominação é mais um corolário do TDPU. O motivo por
termos colocado como capítulo é deixar claro ao leitor nosso segundo propósito, além
do principal visto no Capítulo 3. Este capítulo esclarece que a essência de um teorema
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de dominação do tipo Pietsch, em geral, não depende de condições algébricas tais como,
por exemplo, a linearidade e continuidade do operador. Mesmo para funções arbitrárias,
ser absolutamente somante equivale a satisfazer a um teorema de dominação. A fonte
dos resultados principais dos Capítulos 2, 3 e 4 da presente dissertação é o artigo ([8]).
No apêndice, escrevemos algumas palavras sobre as aplicações multilineares

e polinomiais, de�nindo-as e estendendo o conceito de operadores absolutamente
somantes para tais classes. O objetivo é auxiliar a leitura do capítulo 3, mais
especi�camente, das seções 3.2, 3.4 e 3.5. Encontram-se também no apêndice as
demonstrações dos resultados que foram diretamente utilizados nos capítulos anteriores.

xi



Notação e Terminologia

� Em todo o texto, K denotará o corpo dos reais R ou o corpo dos complexos C.
Os espaços vetoriais serão sempre considerados sobre K = R ou C.

� Usaremos o termo "operador"com o mesmo sentido de "função".

� E;E1; : : : Em e F representam espaços de Banach, exceto quando houver algo
mencionado em contrário.

� Se E é um espaço vetorial normado, escreveremos k�kE para denotar a norma
de�nida em E. Quando não houver possibilidade de confusão, escreveremos
simplesmente k�k no lugar de k�kE.

� Se E e F são espaços vetorias normados, o espaço vetorial formado pelos
operadores lineares de E em F é denotado por L (E;F ). Vamos denotar L (E;K)
por E� e chamá-lo de dual algébrico de E. Analogamente, denotamos o espaço
vetorial formado pelos operadores lineares contínuos de E em F por L (E;F ). O
dual topológico de E é o conjunto L (E;K) que, por sua vez, será denotado por
E

0
.

� QuandoX for um espaço vetorial normado, o símbolo BX denotará a bola unitária
fechada fx 2 X; kxk � 1g de X.

� Para cada número real 1 � p <1, denotamos por `p o espaço de Banach de�nido
por

`p :=

�
(xn)

1
n=1 , com xn 2 K;

1P
n=1

jxnjp <1
�
,

com a norma k(xn)1n=1kp =
� 1P
n=1

jxnjp
� 1

p

.
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Capítulo 1

A Teoria Linear dos Operadores
Absolutamente Somantes

1.1 Séries em espaços de Banach

1.1.1 Séries absolutamente e incondicionalmente convergentes
em espaços de Banach

Seja X um espaço vetorial normado. Uma sequência (xn)
1
n=1 em X chama-se

absolutamente somável quando
P
kxnk é uma série convergente. Diremos que uma

sequência (xn)
1
n=1 em X é incondicionalmente somável quando, para toda bijeção

' : N ! N, pondo-se yn = x'(n), a série
P
yn é convergente (veremos adiante

que
P
xn =

P
yn). No primeiro caso, a série

P
xn recebe o nome de absolutamente

convergente e, no segundo, chama-se incondicionalmente convergente.
Na reta, devido a Dirichlet, uma série é absolutamente convergente se, e somente

se, é incondicionalmente convergente. Uma demonstração pode ser encontrada em [22,
p. 151]. Isto, porém, não é verdadeiro para espaços mais gerais, como os de Banach de
dimensão in�nita. Em verdade, o importante Teorema de Dvoretzky-Rogers, provado
na década de 50, garantiu a existência de uma sequência incondicionalmente somável
que não é absolutamente somável, para qualquer espaço de Banach de dimensão in�nita.
No entanto, independente do fato desta propriedade ser perdida ou não, os espaços

de Banach apresentam íntima relação com sequências absoluta e incondicionalmente
somáveis. É o que diz a

Proposição 1.1.1 Um espaço vetorial normado X é Banach se, e somente se, toda
sequência absolutamente somável é incondicionalmente somável.

Demonstração: Sejam X um espaço de Banach e (xn)
1
n=1 uma sequência em X

absolutamente somável. Vamos mostrar que (xn)
1
n=1 é incondicionalmente somável.

Seja dada uma permutação � arbitrária dos números naturais. Pondo-se yn = kxnk,
obtemos que (yn)

1
n=1 é uma sequência numérica absolutamente somável e, portanto,

1



incondicionalmente somável. Logo,
Px�(n) é convergente e, consequentemente, suas

reduzidas formam uma sequência de Cauchy na reta. Isto é, dado " > 0 existe um
N0 2 N tal que

N > M > N0 )
���� NP
n=1

x�(n)� MP
n=1

x�(n)���� = NP
n=M+1

x�(n) < ".
Por outro lado, NP

n=1

x�(n) �
MP
n=1

x�(n)

 =  NP
n=M+1

x�(n)

 � NP
n=M+1

x�(n) < "
sempre que N > M > N0. Isto mostra que a sequência das reduzidas da sérieP
x�(n) é de Cauchy em X e, como X é completo, a mesma converge. Logo, (xn)

1
n=1 é

incondicionalmente somável.
Reciprocamente, seja (xn)

1
n=1 uma sequência de Cauchy em X. Então, dados k 2 N

e " = 2�k > 0, existe n(k)0 2 N tal que

m;n � n(k)0 ) kxm � xnk < 2�k.

Seja n1 = n
(1)
0 . Dado k � 2, a partir de n

(k)
0 podemos encontrar nk 2 N de tal forma

que nk � n(k)0 e nk > nk�1 Com isso, encontramos naturais n1 < n2 < � � � tais quexnk � xnk+1 < 2�k
para todo k 2 N. Portanto,

NP
k=1

xnk � xnk+1 < NP
k=1

2�k

para todo N 2 N, o que nos dá
1P
k=1

xnk � xnk+1 < 1P
k=1

2�k = 1,

mostrando que a série
P�

xnk+1 � xnk
�
é absolutamente convergente. Por hipótese,

considerando a permutação � = id, a série
P�

xnk+1 � xnk
�
é convergente. Note agora

que

xnk+1 = xn1 +
kP
j=1

�
xnj+1 � xnj

�
.

Logo,
�
xnk+1

�1
k=1

é convergente. Como (xn)
1
n=1 é de Cauchy e possui uma subsequência

convergente, então (xn)
1
n=1 também converge. Logo, X é completo. �

Proposição 1.1.2 Se (xn)
1
n=1 é uma sequência incondicionalmente somável em um

espaço de Banach X, então
1P
n=1

xn =
1P
n=1

x�(n)

para qualquer permutação � dos naturais.
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Demonstração: Lembremos inicialmente que uma sequência de escalares (�n)
1
n=1

incondicionalmente somável é absolutamente somável e, além disso,

1P
n=1

�n =
1P
n=1

��(n)

para toda permutação � dos naturais (veja [22, p. 151]). Sejam dadas (xn)
1
n=1 uma

sequência incondicionalmente somável em X e � : N ! N uma bijeção. Para toda
f 2 X 0 temos:

f

� 1P
n=1

x�(n)

�
= f

�
lim
N!1

NP
n=1

x�(n)

�
= lim

N!1
f

�
NP
n=1

x�(n)

�
= lim

N!1

�
NP
n=1

f
�
x�(n)

��
= lim

N!1

�
NP
n=1

f (xn)

�
= lim

N!1
f

�
NP
n=1

xn

�
= f

�
lim
N!1

NP
n=1

xn

�
= f

� 1P
n=1

xn

�
.

Sejam x =
1P
n=1

x�(n) e y =
1P
n=1

xn, vamos mostrar que x = y. De fato, segue do resultado

acima que
f (x� y) = 0, 8f 2 X 0

e, portanto,
sup
f2X0

kfk�1

jf (x� y)j = 0.

Por [10, Corollaire I.4.], resulta
kx� yk = 0,

donde vem que x = y. �

1.2 Um pouco sobre a teoria linear dos operadores
absolutamente somantes

De�nição 1.2.1 Sejam 1 � p < 1 e X um espaço de Banach. Uma sequência
(xn)

1
n=1 em X é dita fortemente p-somável se a sequência de escalares correspondente

(k(xn)k)1n=1 estiver em `p.

Usa-se a notação `p (X) para designar o espaço vetorial de todas as sequências
fortemente p-somáveis em X. Mais explicitamente, trata-se do espaço

`p (X) :=

�
(xn)

1
n=1 , com xn 2 X;

1P
n=1

kxnkp <1
�
.

3



A função k�kp, dada por k(xn)
1
n=1kp =

� 1P
k=1

kxnkp
� 1

p

, de�ne uma norma em `p (X)

e o torna completo com relação a essa norma.
O exemplo mais fácil de elementos de `p (X) são as sequências �nitas (x1; : : : ; xm) -

identi�cadas com (x1; : : : ; xm; 0; 0; : : :). Tais sequências constituem um subspaço denso
de `p (X).
Também é possível de�nirmos sequências fortemente p-somáveis quando p = 1.

Neste caso, teríamos o espaço de Banach (`1 (X) ; k�k1) de�nido por

`1 (X) :=

�
(xn)

1
n=1 , com xn 2 X; sup

n2N
kxnk <1

�
,

com a norma k(xn)1n=1k1 = sup
n2N

kxnk.

De�nição 1.2.2 Sejam 1 � p <1 e X um espaço de Banach. Uma sequência (xn)
1
n=1

em X é dita fracamente p-somável se a sequência de escalares (' (xn))
1
n=1 estiver

em `p para todo ' 2 X 0.

Denotamos por `wp (X) o espaço de todas as sequências fracamente p-somáveis. Em
símbolos:

`wp (X) :=

�
(xn)

1
n=1 , com xn 2 X;

1P
n=1

j' (xn)jp <1;8' 2 X 0
�
:

Uma norma natural em `wp (X) é dada por

k(xn)1n=1kp;w := sup
'2BX0

� 1P
n=1

j' (xn)jp
� 1

p

(1.1)

e, com esta norma, o espaço torna-se completo.
Note que não é imediato perceber que o supremo em (1:1) seja �nito, mas isto é

verdade graças ao Teorema do Grá�co Fechado. Com efeito, para cada x = (xn)
1
n=1 2

`wp (X), associamos a função
u : X 0 ! `p

u (') = (' (xn))
1
n=1 .

É evidente que u está bem de�nida e é linear. Admitindo que�
'k ! ' 2 X 0

u ('k)! z0 2 `p
(1.2)

com z0 = (zn)
1
n=1, mostremos que z0 = u ('). A segunda convergência em (1:2) garante

que
lim
k!1

'k (xn) = zn, (1.3)
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para todo n 2 N. Por outro lado, a primeira convergência em (1:2) garante que

lim
k!1

'k (xn) = ' (xn) , (1.4)

para todo n 2 N. Pela unicidade do limite, se conclui de (1:3) e (1:4) que z0 = u (') e
o Teorema do Grá�co Fechado garante que u é limitado. Em outras palavras

sup
'2BX0

� 1P
n=1

j' (xn)jp
� 1

p

<1.

Se 1 � p <1, muitas vezes é útil trabalhar com o espaço

`up (X) :=

�
(xj)

1
j=1 2 `p;w (X) ; limn!1

(xj)1j=n
p;w
= 0

�
.

Prova-se que `up (X) é um subespaço fechado de `
w
p (X). Em particular, é um espaço de

Banach (veja [36, p. 44]).
Seja u : X ! Y um operador linear e contínuo entre espaços de Banach. É fácil

veri�car que a correspondência

(xn)
1
n=1 7! (uxn)

1
n=1 (1.5)

sempre induz um operador linear limitado ûs : `p (X) ! `p (X), como também um
operador linear limitado ûw : `wp (X)! `wp (X). Em ambos os casos, as normas de ûs e
ûw são iguais a kuk. De fato, note primeiramente que, se (xn)1n=1 2 `p (X) então

k(uxn)1n=1kp =
� 1P
n=1

kuxnkp
� 1

p

�
� 1P
n=1

kukp kxnkp
� 1

p

= kuk
� 1P
n=1

kxnkp
� 1

p

= kuk k(xn)1n=1kp <1

e, portanto,

kûsk = sup
k(xn)1n=1kp�1

k(uxn)1n=1kp � sup
k(xn)1n=1kp�1

kuk k(xn)1n=1kp = kuk . (1.6)

Por outro lado,

kuk = sup
kxk�1

ku (x)k = sup
k(yn)1n=1=(x;0;0:::)k�1

kûs ((yn)1n=1)kp � kû
sk . (1.7)

De (1:6) e(1:7), segue que kûsk = kuk. Com raciocínio similar se mostra que
kûwk = kuk.
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Observação 1.2.3 A inclusão `p (X) � `wp (X) sempre é verdadeira. De fato, se
(xn)

1
n=1 2 `p (X), então

NP
n=1

j' (xn)jp �
NP
n=1

k'kp kxnkp ,

para todos N 2 N e ' 2 X 0. Logo,

1P
n=1

j' (xn)jp �
1P
n=1

k'kp kxnkp = k'kp
1P
n=1

kxnkp <1,

para todo ' 2 X 0. Portanto (xn)
1
n=1 2 `wp (X).

Em suma, a discussão contida no último parágrafo acima revela que o operador
u sempre permite associar a uma sequência fracamente p-somável em X uma
sequência fracamente p-somável correspondente em Y . Também é sempre possível
a correspondência que associa a cada sequência fortemente p-somável em X uma
sequência fortemente p-somável em Y . Em particular, graças à inclusão `p (X) �
`wp (X), veri�ca-se que, sendo (xn)

1
n=1 uma sequência fortemente p-somável em X,

então a sequência (uxn)
1
n=1 será fracamente p-somável em Y . Entretanto, não é sempre

verdade que se (xn)
1
n=1 2 `wp (X), então (uxn)

1
n=1 2 `p (Y ). Os operadores que satisfazem

esta propriedade são de especial interesse neste ramo da Análise Funcional e recebem
o nome de operadores absolutamente p-somantes.

De�nição 1.2.4 Sejam 1 � p; q < 1 e u : X ! Y um operador linear contínuo
entre espaços de Banach. Dizemos que u é absolutamente (p; q)-somante (ou (p; q)-
somante) se (u (xn))

1
n=1 2 `p (Y ) sempre que (xn)

1
n=1 2 `wq (X).

Neste caso, é possível de�nir o operador induzido

û : `wq (X)! `p (Y )

(xn)
1
n=1 7! (u (xn))

1
n=1 .

Denotamos por
Q
p;q (X;Y ) o conjunto formado por todos os operadores (p; q)-

somantes de X em Y . Quando p = q, escrevemos
Q
p (X;Y ) no lugar de

Q
p;q (X;Y ).

O próximo resultado traz várias caracterizações para operadores absolutamente
(p; q)-somantes.

Proposição 1.2.5 Sejam X, Y espaços de Banach. As seguintes a�rmações a respeito
de um operador linear contínuo u : X ! Y são equivalentes:
(i) u é (p; q)-somante;
(ii) Existe uma constante K > 0 tal que�

nP
k=1

ku (xk)kp
� 1

p

� K sup
'2BX0

�
nP
k=1

j' (xk)jq
� 1

q

, (1.8)
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para quaisquer x1; : : : ; xn 2 X e n 2 N;
(iii) Existe uma constante K > 0 tal que� 1P

k=1

ku (xk)kp
� 1

p

� K sup
'2BX0

� 1P
k=1

j' (xk)jq
� 1

q

,

sempre que (xk)
1
k=1 2 `wq (X);

(iv) Existe uma constante K > 0 tal que� 1P
k=1

ku (xk)kp
� 1

p

� K sup
'2BX0

� 1P
k=1

j' (xk)jq
� 1

q

,

sempre que (xk)
1
k=1 2 `uq (X);

(v) (u (xk))
1
k=1 2 `p (Y ) sempre que (xk)

1
k=1 2 `uq (X).

Denotamos por �p;q (u) o ín�mo do conjunto constituído pelas constantes K tais que
a desigualdade (1:8) continua válida. Além disso, temos �p;q (u) = kbuk.
Demonstração: (i) ) (ii). Suponha que u seja (p; q)-somante. Vamos mostrar quebu tem grá�co fechado em `wq (X)� `p (Y ). De fato, o grá�co de bu é o conjunto

G (bu) = �(x; y) ; x = (xn)1n=1 2 `wq (X) e y = bu (x)	 .
Seja (x; y) 2 `wq (X)� `p (Y ) um ponto aderente ao grá�co de bu. Isto é,

(x; y) = lim
k!1

�
x(k); bu �x(k)�� , (1.9)

onde
�
x(k); bu (xk)� 2 G (bu) para todo k 2 N. Vamos mostrar que (x; y) 2 G (bu) e, para

isso, basta mostrar que y = bu (x). Temos de (1:9) que�
x(k) ! x em `wq (X)
û
�
x(k)
�
! y em `p (Y )

(1.10)

A primeira convergência em (1:10) nos garante que, dado " > 0 existe N 2 N tal que

k � N ) sup
'2BX0

� 1P
n=1

��' �x(k)n � xn
���q� 1

q

=
�x(k) � x�

q;w
< ".

Assim,

k � N )
1P
n=1

��' �x(k)n � xn
���q < "q (1.11)

para todo ' 2 BX0. Como cada termo da série (1:11) é dominado por "q, segue do
Teorema de Hanh-Banach que

k � N )
x(k)n � xn

 = sup
'2BX0

��' �x(k)n � xn
��� � "
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para todo n 2 N. Isso mostra que, dado n 2 N, a sequência
�
x
(k)
n

�1
k=1

converge para

xn em X. Como u é contínuo, segue que

lim
k!1

u
�
x(k)n
�
= u (xn) (1.12)

para todo n 2 N. Por outro lado, a segunda convergência em (1:10) nos garante que,
dado " > 0 existe N 0 2 N tal que

k � N 0 )
� 1P
n=1

u �x(k)n �� ynp� 1
p

=
bu �x(k)�� y

p
< "

e, consequentemente,
k � N 0 )

u �x(k)n �� yn < "
para todo n 2 N. Portanto,

lim
k!1

u
�
x(k)n
�
= yn (1.13)

para todo n 2 N. Pela unicidade do limite, segue de (1:12) e (1:13) que u (xn) = yn
para todo n 2 N. Daí,

y = (yn)
1
n=1 = (u (xn))

1
n=1 = û (x)

donde vem que (x; y) 2 G (bu). Concluímos com isso que o operador linear bu é fechado e,
portanto, pelo Teorema do Grá�co Fechado segue que bu é contínuo. Note que podemos
identi�car a sequência �nita (xk)

n
k=1 em X com a sequência (x1; : : : ; xn; 0; 0; : : :) em X,

para todo n 2 N. Agindo dessa maneira, �ca claro que (xk)nk=1 2 `q;w (X) assim como
(u (xk))

n
k=1 2 `p (Y ), para todo n 2 N. Daí, pela continuidade de bu, obtemos�

nP
k=1

ku (xk)kp
� 1

p

= k(u (xk))nk=1kp = kbu ((xk)nk=1)kp (1.14)

� kbuk k(xk)nk=1kq;w = kbuk sup
'2BX0

�
nP
k=1

j' (xk)jq
� 1

q

para qualquer sequência �nita (xk)
n
k=1 em X. Note ainda que de (1:14)

�p;q (u) � kbuk . (1.15)

(ii)) (iii). Suponha que para quaisquer x1; : : : ; xn 2 X e n 2 N tenhamos�
nP
k=1

ku (xk)kp
� 1

p

� K sup
'2BX0

�
nP
k=1

j' (xk)jq
� 1

q

. (1.16)
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Seja (xn)
1
n=1 2 `wq (X). Primeiramente, note que

sup
n2N

"
K sup

'2BX0

�
nP
k=1

j' (xk)jq
� 1

q

#
= K sup

'2BX0

"
sup
n2N

�
nP
k=1

j' (xk)jq
� 1

q

#
(1.17)

= K sup
'2BX0

� 1P
k=1

j' (xk)jq
� 1

q

= K k(xn)1n=1kq;w <1,

mostrando por (1:16) e (1:17) que as reduzidas
�

nP
k=1

ku (xk)kp
� 1

p

formam uma sequência

monótona não-decrescente limitada. Portanto,� 1P
k=1

ku (xk)kp
� 1

p

= sup
n2N

�
nP
k=1

ku (xk)kp
� 1

p

� sup
n2N

"
K sup

'2BX0

�
nP
k=1

j' (xk)jq
� 1

q

#

= K sup
'2BX0

"
sup
n2N

�
nP
k=1

j' (xk)jq
� 1

q

#

= K sup
'2BX0

� 1P
k=1

j' (xk)jq
� 1

q

.

(iii)) (iv) é óbvio, pois `uq (X) � `wq (X).
(iv)) (v) também é óbvio.
(v)) (ii). Assumindo (v), podemos de�nir o operador linear induzido

~u : `uq (X)! `p (Y )

por
~u ((xk)

1
k=1) = (u (xk))

1
k=1

e, procedendo de maneira análoga à demonstração de (i) ) (ii), chegaremos que ~u é
contínuo. Note agora que, para quaisquer n 2 N e x1; : : : ; xn 2 X, temos

(x1; : : : ; xn; 0; 0; : : :) 2 `uq (X)

e, portanto,�
nP
k=1

ku (xk)kp
� 1

p

= k(u (xk))1k=1kp = k~u ((xk)
1
k=1)kp

� k~uk k(xk)1k=1kq;w = k~uk sup
'2BX0

�
nP
k=1

j' (xk)jq
� 1

q

.

9



(iii)) (i). Se (xk)
1
k=1 2 `wq (X), é claro que

sup
'2BX0

� 1P
k=1

j' (xk)jq
� 1

q

<1:

Portanto, segue de (iii) que � 1P
k=1

ku (xk)kp
� 1

p

<1,

donde se conclui (i). Além disso,

kbuk = sup
k(xn)1n=1kq;w�1

kbu ((xn)1n=1)kp = sup
k(xn)1n=1kq;w�1

� 1P
k=1

ku (xk)kp
� 1

p

� sup
k(xn)1n=1kq;w�1

K k(xk)1k=1kq;w = K.

Logo,
kbuk � �p;q (u) . (1.18)

De (1:15) e (1:18) segue que �p;q (u) = kbuk. �

Observação 1.2.6 Acabamos de provar que �p;q (u) = kbuk. Além disso, a continuidade
de bu, também contida na demonstração acima, nos garante que

kbu ((xk)1k=1)kp � kbuk k(xk)1k=1kq;w ,
isto é, � 1P

k=1

ku (xk)kp
� 1

p

� �p;q (u) sup
'2BX0

� 1P
k=1

j' (xk)jq
� 1

q

,

donde segue que o ín�mo �p;q (u) é assumido.

1.2.1 O Teorema da Dominação de Pietsch

No que segue, C (K) denotará o espaço real de Banach com a norma

kfk = sup
'2K

jf (')j ,

constituído de todas as funções contínuas f : K ! R no compacto K.
O lema a seguir será útil para a demonstração do Teorema da Dominação de Pietsch.

Lema 1.2.7 O conjunto P = ff 2 C (K) ; f (') > 0;8' 2 Kg é convexo e aberto em
C (K).
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Demonstração: Vamos provar que P é convexo. Sejam dados f; g 2 P. Para
qualquer � 2 [0; 1], temos:

�f + (1� �) g = h 2 C (K)

e
h (') = �f (') + (1� �) g (') > 0, para todo ' 2 K.

Portanto, P é convexo.
Vamos mostrar que P é aberto em C (K). Seja f 2 P. Como K é compacto, existe

'0 2 K tal que
inf
'2K

f (') = f ('0) > 0

Escolha " = f('0)
2
. Se kg � fk < " segue que

jg (')� f (')j � sup
'2K

j(g � f) (')j = kg � fk < "

para todo ' 2 K. Como f (') � f ('0) para todo ', segue que

g (') > f (')� " � f ('0)� " = " > 0

para todo ' 2 K. Assim, g 2 P e a bola aberta com centro em f e raio " está contida
em P. Logo, P é aberto em C (K). �
Enunciaremos agora um importante teorema, pertinente à Teoria da Medida, que

também será utilizado na demonstração do Teorema da Dominação de Pietsch. É
interessante registrar que a particular relação que o TDP estabelece entre a Teoria da
Medida e a teoria dos operadores absolutamente somantes é devida principalmente a
este resultado. Sua demonstração pode ser encontrada em [2, Theorem 4.3.10].

Teorema 1.2.8 Seja 
 um espaço topológico de Hausdor¤ compacto, e seja h um
funcional linear positivo de�nido em C (
) com h (1) = 1. Então, existe uma única
medida de probabilidade �, de�nida na sigma-álgebra de Borel de 
, tal que

h (f) =
R


fd�;

para todo f 2 C (
).

Teorema 1.2.9 (Teorema da Dominação de Pietsch) Sejam 1 � p < 1 e u :
X ! Y um operador linear contínuo entre espaços de Banach. Então u é absolutamente
p-somante se, e somente se, existem uma constante C > 0 Pelo Teorema e uma medida
de probabilidade � sobre a sigma-álgebra de Borel de BX0, com a topologia fraca estrela,
tais que

ku (x)k � C
�R

BX0
j' (x)jp d� (')

� 1
p

(1.19)

para todo x 2 X. Neste caso, �p (u) é a menor das constantes C tais que (1:19) ocorre.
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Demonstração: Suponhamos que existam C e � descritas na hipótese acima tais que
a desigualdade (1:19) ocorra para todo x 2 X. Então, também ocorre

mP
j=1

ku (xj)kp � Cp
mP
j=1

�R
BX0

j' (xj)jp d� (')
�

= Cp
Z
BX0

 
mP
j=1

j' (xj)jp
!
d� (')

� Cp
Z
BX0

sup
'2BX0

 
mP
j=1

j' (xj)jp
!
d� (')

= Cp sup
'2BX0

 
mP
j=1

j' (xj)jp
!R

BX0
d� (')

= Cp sup
'2BX0

 
mP
j=1

j' (xj)jp
!
� (BX0)

= Cp sup
'2BX0

 
mP
j=1

j' (xj)jp
!

para todos x1; : : : ; xn 2 X e m 2 N, uma vez que � é uma medida de probabilidade.
Portanto, pela Proposição 1.2.5, u é absolutamente p-somante e

�p (u) � C (1.20)

Reciprocamente, para cada conjunto �nito M � X de�na:

gM : BX0 ! R
gM (') :=

P
x2M

(ku (x)kp � �p (u)p j' (x)jp) .

Convém observar que, estando BX0 munido com a topologia fraca estrela, a função

hM : BX0 ! R
hM (') := ��p (u)p

P
x2M

j' (x)jp

= ��p (u)p
P
x2M

jJx (')jp

é contínua, uma vez que será composta de funções contínuas, graças à continuidade
do funcional Jx : (X 0; �(X 0; X)) ! K de�nido por Jx (') = ' (x). Isto justi�ca a
continuidade de gM , pois esta será igual à soma da função constante

cte : BX0 ! R
cte (') :=

P
x2M

ku (x)kp
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com a função contínua hM . Assim, denotando por Q o conjunto formado por todas as
gM , obtemos a inclusão Q � C (BX0).
A�rmamos que o conjunto Q é convexo. De fato, dados gM1 ; gM2 2 Q e 0 < � < 1

temos:

�gM1 (') + (1� �) gM2 (') = �
P
x2M1

(ku (x)kp � �p (u)p j' (x)jp)

+ (1� �)
P
x2M2

(ku (x)kp � �p (u)p j' (x)jp)

=
P
x2M1

�u�� 1
px
�p � �p (u)p ���'�� 1

px
����p�

+
P
x2M2

�u�(1� �) 1p x�p � �p (u)p ���'�(1� �) 1p x����p�
=

P
a2f�1=px;x2M1g

(ku (a)kp � �p (u)p j' (a)jp)

+
P

a2f(1��)1=px;x2M2g
(ku (a)kp � �p (u)p j' (a)jp)

=
P
a2M

(ku (a)kp � �p (u)p j' (a)jp) (1.21)

= gM (') ,

com
M =

n
�
1
px;x 2M1

oSn
(1� �)

1
p x;x 2M2

o
(1.22)

Para que a igualdade (1:21) seja possível, os conjuntos que integram a união em (1:22)
devem ser lidos como sequências �nitas ao invés de conjuntos �nitos. Assim, a união
em (1:22) tem o sentido de "colar"uma sequência �nita na outra, respeitando repetições
quando houver.
De�na

P = fw 2 C (BX0) ;w (') > 0;8' 2 BX0g :
Pelo Lema 1.2.7, P é convexo e aberto em C (BX0). Note ainda que P é não-vazio, pois
cada função constante positiva em C (BX0) pertence a P.
Vamos mostrar que

Q\ P = ?,
isto é, dado gM 2 Q existe '0 2 BX0 tal que gM ('0) � 0. Com efeito, o Teorema de
Banach-Alaoglu-Bourbaki garante a compacidade de BX0 e, pela continuidade de gM
em BX0, podemos encontrar '0 2 BX0 tal que

gM ('0) = inf
'2BX0

gM (') =
P
x2M

ku (x)kp � �p (u)p sup
'2BX0

� P
x2M

j' (x)jp
�
.

Como u é p-somante e �p (u) é a menor das constantes que satisfazem (1:8), segue queP
x2M

ku (x)kp � �p (u)p sup
'2BX0

� P
x2M

j' (x)jp
�
� 0,
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isto é,
gM ('0) � 0.

Com isso, �ca provado que P e Q são dois conjuntos convexos, não-vazios e disjuntos no
espaço de Banach real C (BX0). Como P é aberto, segue de uma das formas geométricas
do teorema de Hahn-Banach, que existem h 2 C (BX0)0 e c � 0 tais que

h (g) � c < h (w) (1.23)

para todos w 2 P e g 2 Q.
Vamos mostrar que h (w) � 0 sempre que w � 0. De fato, observe que 0 = gf0g 2 Q

e, de (1:23) segue que
h (w) > c � h (0) = 0 (1.24)

para todo w 2 P, isto é, h (w) > 0 para todo w 2 P. Seja w 2 C (BX0) tal que w � 0.
De�na, para cada k 2 N, a função wk 2 C (BX0) dada por

wk (') = w (') +
1

k
.

Então, wk > 0 e �
h (wk) > 0

kwk � wkC(BX0 ) =
1
k

para todo k 2 N. Assim, obtemos uma sequência (wk)k2N em C (BX0) tal que

lim
k!1

wk = w 2 C (BX0)

e, como h é contínua em C (BX0), segue que

h (w) = lim
k!1

h (wk) � 0

sempre que w � 0.
A�rmamos ainda que c = 0. De fato, para cada k 2 N de�nimos gk 2 C (BX0) como

sendo a função constante 1
k
. É claro que gk 2 P, uma vez que 1

k
> 0. Note ainda que

gk
k!1! 0 no espaço C (BX0). Logo,

h (gk)
k!1! h (0) = 0.

Como h (gk) > c para todo k 2 N, segue que

c � 0. (1.25)

De (1:24) e (1:25), concluímos que c = 0.
De�na agora a função h1 : C (BX0)! R por

h1 (w) =
1

h (1)
h (w) .
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Note que h1 está bem de�nida, pois h (1) > 0 e, além disso, temos que h1 2 C (BX0)0.
Lembremos ainda que, ao considerarmosX 0 munido com a topologia fraca estrela, a bola
BX0, munida com a topologia fraca estrela induzida, pode muito bem ser vista como
um espaço topológico de Hausdor¤ compacto. Assim, como h1 (1) = 1 e h1 (w) � 0
sempre que w � 0, obtemos do Teorema 1.2.8 que existe uma medida de probabilidade
� sobre a sigma-álgebra de Borel de BX0, B (BX0), tal que

h1 (w) =
R
BX0
w (') d� (')

para todo w 2 C (BX0). Em particular,R
BX0
g (') d� (') = h1 (g) (1.26)

para cada g 2 Q. Por outro lado, dado g 2 Q obtemos

h1 (g) =
h (g)

h (1)
� c

h (1)
= 0,

e concluímos de (1:26) que R
BX0
g (') d� (') � 0

para todo g 2 Q.
Agora, seja dado x 2 X. Como gfxg 2 Q, entãoR

BX0
gfxg (') d� (') � 0,

isto é, R
BX0

(ku (x)kp � �p (u)p j' (x)jp) d� (') � 0,
ou seja,

ku (x)kp
R
BX0
d� (')� �p (u)p

R
BX0

j' (x)jp d� (') � 0.

Daí, usando que � é medida de probabilidade, resulta

ku (x)kp � �p (u)p
R
BX0

j' (x)jp d� (') .

Finalmente, elevando ambos os membros a 1
p
, obtemos que

ku (x)k � �p (u)
�R

BX0
j' (x)jp d� (')

� 1
p

(1.27)

para todo x 2 X. De (1:20) e (1:27) segue que �p (u) é a menor das constantes que
satisfaz (1:19). �
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Capítulo 2

O Ambiente Abstrato e o Teorema
da Dominação de Pietsch Uni�cado
(TDPU)

Existem várias generalizações do conceito de operadores lineares absolutamente
somantes sendo que, muitas delas, compreendem operadores que não são
necessariamente lineares. Tais generalizações constituem o que se chama de teoria
não-linear de operadores absolutamente somantes. As funções �-subhomogêneas [7], as
aplicações multilineares p-semi-integrais [11, 31] e � (p)-somantes [30], os polinômios
p-dominados [25], os operadores (D; p)-somantes [24], as aplicações holomorfas
absolutamente somantes [25] e as funções Lipschitz somantes [19] são alguns exemplos.
Cada uma dessas classes de funções somantes acompanha um teorema de dominação
do tipo Pietsch correspondente. As quatro primeiras, com seus respectivos teoremas
de dominação, serão vistas com mais detalhes nos próximos capítulos. Antes disso,
estaremos interessados em construir uma classe de funções somantes que possa ser a
mais geral possível, no sentido de incluir cada uma das outras como casos particulares.
Trata-se da classe das funções abstratas somantes. Em seguida, demonstraremos um
teorema de dominação do tipo Pietsch correspondente a esta nova classe. É o que
veremos neste capítulo.

2.1 O ambiente abstrato

Sejam X; Y e E conjuntos não-vazios arbitrários, H uma família de funções de X
em Y , G um espaço de Banach e K um espaço de Hausdor¤ compacto. Sejam

R : K � E �G! [0;1) e S : H� E �G! [0;1)
funções tais que

(i) Para cada f 2 H, existe x0 2 E tal que
R ('; x0; b) = S (f; x0; b) = 0
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para quaisquer ' 2 K e b 2 G;

(ii) A função
Rx;b : K ! [0;1)

de�nida por
Rx;b(') = R ('; x; b)

é contínua para cada x 2 E e b 2 G;

(iii) As seguintes desigualdades são satisfeitas:

R ('; x; �b) � �R ('; x; b) e
�S (f; x; b) � S (f; x; �b) ;

quaisquer que sejam ' 2 K; x 2 E; 0 � � � 1; b 2 G e f 2 H:

De�nição 2.1.1 Sejam R e S funções de�nidas como acima e 0 < p < 1. Uma
função f 2 H é dita R-S-abstrata p-somante se existe uma constante C1 � 0 tal que

mP
j=1

S (f; xj; bj)
p � C1sup

'2K

 
mP
j=1

R ('; xj; bj)
p

!
(2.1)

para quaisquer x1; :::; xm 2 E, b1; :::; bm 2 G e m 2 N. Neste caso, o conjunto

C = fC1 � 0;C1 satisfaz (2.1) para todo m 2 Ng (2.2)

é não-vazio e limitado inferiormente, logo, possui um ín�mo. Denotaremos este ín�mo
por �RS;p (f).

Fixado m 2 N, temos que
mP
j=1

R ('; xj; bj)
p =

mP
j=1

Rxj ;bj(')
p.

Mas, cada Rxj ;bj é uma função real contínua de�nida no compactoK; então, sempre que
0 < p <1, a composição Pp � Rxj ;bj : K ! R, com Pp : R ! R dada por Pp (x) = xp,
é contínua. Concluímos que

mP
j=1

Pp �Rxj ;bj : K ! R

de�nida por  
mP
j=1

Pp �Rxj ;bj

!
(') =

mP
j=1

Rxj ;bj(')
p

é contínua sobre K. Logo, o supremo em (2.1) é atingido.
A seguir, veremos que �RS;p (f) (o ín�mo de C em (2.2)) também satisfaz a

desigualdade (2.1). De fato, esse resultado é consequência de um argumento bem mais
geral, o qual está contido no próximo lema.
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Lema 2.1.2 Seja X um conjunto não-vazio e sejam G1 : X ! [0;1) e G2 : X !
[0;1) funções tais que existe C > 0 satisfazendo

mP
j=1

G1 (xj) � C
mP
j=1

G2 (xj) (2.3)

para todo m natural. Então o ín�mo dos C que satisfazem (2.3) ainda satisfaz (2.3).

Demonstração: Seja � = inf C, onde C = fC > 0;C satisfaz (2.3) para todo m 2 Ng.
Vamos mostrar que � 2 C. Suponha o contrário. Então, existe m1 2 N tal que

m1P
j=1

G1 (xj) > �
m1P
j=1

G2 (xj) . (2.4)

Note que
m1P
j=1

G2 (xj) 6= 0;

pois se fosse zero, pela hipótese em (2.3) seguiria que

m1P
j=1

G1 (xj) = 0

e (2.4) não aconteceria. Tomando " > 0 de modo que

" <

m1P
j=1

G1 (xj)� �
m1P
j=1

G2 (xj)

m1P
j=1

G2 (xj)
;

concluímos que, para essas escolhas de "; os números � + " não estão em C. Ora, como
� = inf C, existe C 2 C tal que C < � + ". Daí, como toda constante maior que C 2 C
satisfaz (2.3)(isto é, está em C), segue que (� + ") 2 C, o que é um absurdo. Portanto
� 2 C. �

2.2 O Teorema da Dominação de Pietsch uni�cado
(TDPU)

Teorema 2.2.1 Sejam R e S funções de�nidas como acima, 0 < p < 1 e f 2 H.
Então f é R-S-abstrata p-somante se, e somente se, existem uma constante C > 0 e
uma medida de probabilidade de Borel � sobre K tal que

S (f; x; b) � C
�R
K
R ('; x; b)p d� (')

� 1
p (2.5)

para todo x 2 E e b 2 G. Além disso, o ín�mo das constantes C é igual a �RS;p (f)
1
p .
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Demonstração: Suponhamos que existam uma constante C > 0 e uma medida
de probabilidade de Borel � sobre K tal que (2.5) ocorra. Vamos mostrar que f é
R-S-abstrata p-somante. Dados m 2 N, x1; :::; xm 2 E e b1; :::; bm 2 G, obtemos

mP
j=1

S (f; xj; bj)
p � Cp

 
mP
j=1

Z
K

R ('; xj; bj)
p d� (')

!

= Cp
Z
K

 
mP
j=1

R ('; xj; bj)
p

!
d� (')

� Cp
Z
K

 
sup
'2K

mP
j=1

R ('; xj; bj)
p

!
d� (')

= Cpsup
'2K

mP
j=1

R ('; xj; bj)
p

Z
K

d� (')

= Cpsup
'2K

mP
j=1

R ('; xj; bj)
p � (K)

= Cpsup
'2K

mP
j=1

R ('; xj; bj)
p

para quaisquer x1; :::; xm 2 E, b1; :::; bm 2 G e m 2 N. Portanto, f é R-S-abstrata
p-somante e

�RS;p (f) � Cp (2.6)

Reciprocamente, suponha que f : X ! Y seja R-S-abstrata p-somante. Considere
C (K) o espaço de Banach constituído por todas as funções reais contínuas de�nidas
em K. Para cada conjunto �nito M = f(x1; b1) ; :::; (xk; bk)g � E �G, de�nimos

	M : K ! R

por
	M(') =

P
(x;b)2M

(S (f; x; b)p � �RS;p (f)R ('; x; b)p)

É necessário considerar M como uma sequência �nita de elementos de E � G ao
invés de um subconjunto �nito (isto é, repetições são permitidas).
Distribuindo adequadamente o somatório na de�nição de 	M , podemos notar que

esta função é uma soma de uma função constante

C (') =
P

(x;b)2M
S (f; x; b)p

com uma função contínua

h (') = ��RS;p (f)
P

(x;b)2M
R ('; x; b)p ;

justi�cando que 	M 2 C (K).
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Sejam agora G o conjunto formado por todas as 	M e F a sua envoltória convexa,
isto é

F =
(
	 =

kP
j=1

�j	Mj
;
kP
j=1

�j = 1, com �j 2 [0; 1] , 	Mj
2 G, j = 1; :::; k 2 N

)

É claro que G � F �C (K).
Vamos mostrar que para cada 	 2 F existe '	 2 K tal que 	('	) � 0. De fato,

dado 	 2 F existem k 2 N, �1; :::; �k 2 [0; 1] com
kP
j=1

�j = 1 e 	M1 ; :::;	Mk
2 G tais

que 	 =
kP
j=1

�j	Mj
.

De�na

M	 =
kS
j=1

��
x; �

1
p

j b

�
; (x; b) 2Mj

�
e escolha '	 2 K tal queP

(x;b)2M	

R ('	; x; b)
p = sup

'2K

P
(x;b)2M	

R ('; x; b)p

Conforme já comentamos, como cada Rx;b é uma função real contínua no compacto
K, a existência de '	 está garantida.
Então,

	('	) =
kP
j=1

�j	Mj
('	)

=
kP
j=1

�j
P

(x;b)2Mj

(S (f; x; b)p � �RS;p (f)R ('	; x; b)p)

=
kP
j=1

P
(x;b)2Mj

�j (S (f; x; b)
p � �RS;p (f)R ('	; x; b)p)

=
kP
j=1

P
(x;b)2Mj

(�jS (f; x; b)
p � �RS;p (f)�jR ('	; x; b)p)

�
kP
j=1

P
(x;b)2Mj

�
S

�
f; x; �

1
p

j b

�p
� �RS;p (f)R

�
'	; x; �

1
p

j b

�p�
(1)
=

P
(x;w)2M	

(S (f; x; w)p � �RS;p (f)R ('	; x; w)p)

= 	M
	
('	) .

Para que a igualdade (1) seja verdadeira, é necessário considerar cada Mj como
uma sequência �nita de elementos de E � G ao invés de um subconjunto �nito do
mesmo. Assim, a união de�nida em M	 tem o sentido de "colar"a sequência �nita
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correspondente (em M	) a Mj na sua correspondente à subsequente Mj+1, ao invés de
considerarmos a união no seu sentido usual.
Pela desigualdade (2.1), obtemos que 	M

	
('	) � 0 e, portanto

	('	) � 0. (2.7)

Seja
P = ff 2 C (K) ; f (') > 0 para todo ' 2 Kg

É claro que P é não-vazio, pois cada função constante positiva de�nida em K pertence
a P. Pela de�nição de P e de (2.7) temos que P \ F = ?. Além disso, o Lema 1.2.7
garante que P é convexo e aberto em C (K). Então, pelo Teorema de Hanh-Banach
(forma geométrica), existem L 2 R e h 2 C (K)0 tais que

h (	) � L < h (f) (2.8)

para toda 	 2 F e toda f 2 P.
Se x0 2 E é tal que R ('; x0; b) = S (f; x0; b) = 0 para cada ' 2 K e b 2 G, então

0 = S (f; x0; b)
p � �RS;p (f)R ('; x0; b)p = 	f(x0;b)g (')

para cada ' 2 K. Temos daí que 0 � 	f(x0;b)g 2 F . Portanto, 0 = h (0) � L. Como a
função constante 1

k
, de�nida em K, pertence a P para cada k 2 N, segue de (2.8) que

0 � L < h
�
1
k

�
. Fazendo k ! +1, como h é contínua, h

�
1
k

�
! h (0) = 0 e obtemos

que L = 0. Daí, reescrevemos (2.8) como

h (	) � 0 < h (f) (2.9)

para toda 	 2 F e toda f 2 P.
Vamos mostrar que se f � 0 então h (f) � 0, para toda f 2 C (K). De fato, seja

f 2 C (K) tal que f � 0. De�na, para cada k 2 N, a função gk : K ! R como

gk (') = f (') +
1

k
.

Então gk 2 P e, de (2.9), segue que(
h (gk) > 0

kgk � fkC(K) =
1

k

para todo k 2 N. Assim,
gk ! f

e, como h é contínua, segue que

h (f) = lim
k!1

h (gk) � 0
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sempre que f � 0.
Seja h1 2 C (K)0 dado por

h1 (w) =
h (w)

h (1)
.

De (2.9), h (1) > 0, de modo que h1 está bem de�nido. Sua linearidade e continuidade
decorrem da linearidade e continuidade de h. Note ainda que h1 (1) = 1 e que h1 (w) � 0
sempre que w � 0. Do Teorema 1.2.8, existe uma única medida de probabilidade �
sobre a sigma-álgebra de Borel de K, B (K), tal que

h1 (w) =
R
K
w (') d� (')

para todo w 2 C (K). Então, de (2.9) obtemos queR
K
g (') d� (') = h1 (g) � 0

para cada g 2 F . Pois,
h1 (g) =

h (g)

h (1)
� L

h (1)
= 0

para cada g 2 F . Em particular, para cada (x; b) 2 E �G temos que 	f(x;b)g 2 F , eR
K
	f(x;b)g (') d� (') � 0

Então R
K
(S (f; x; b)p � �RS;p (f)R ('; x; b)p) d� (') � 0

)
R
K
S (f; x; b)p d� (')� �RS;p (f)

R
K
R ('; x; b)p d� (') � 0

) S (f; x; b)p
R
K
d� (') � �RS;p (f)

R
K
R ('; x; b)p d� (')

) S (f; x; b)p � (K) � �RS;p (f)
R
K
R ('; x; b)p d� (')

) S (f; x; b)p � �RS;p (f)
R
K
R ('; x; b)p d� (')

Elevando ambos os membros a 1
p
, obtemos

S (f; x; b) � �RS;p (f)
1
p
�R
K
R ('; x; b)p d� (')

� 1
p . (2.10)

De (2.10) e de (2.6), segue que �RS;p (f)
1
p é a menor das constantes que satisfaz (2.5),

e a prova está completa. �
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Capítulo 3

Uni�cando os Conhecidos Teoremas
de Dominação

Como já mencionamos, para várias classes de funções absolutamente somantes
encontradas na literatura, existe um teorema de dominação correspondente. Neste
capítulo, mostraremos que, para convenientes escolhas de X, Y , E , K, G, H, R e S,
uma função somante pertencente a uma classe dada se torna precisamente uma função
R-S-abstrata p-somante, de�nida no Capítulo 2. Consequentemente, veremos que o
teorema de dominação correspondente à sua classe poderá ser demonstrado a partir de
uma aplicação direta de nosso TDPU. Feito isto, teremos concluído que tais conhecidos
teoremas podem todos serem substituídos por um único, o TDPU.

3.1 O Teorema da Dominação de Pietsch para
operadores lineares absolutamente p-somantes

A Proposição 1.2.5 nos permite rede�nir o conceito de operadores absolutamente
p-somantes.

De�nição 3.1.1 Sejam 1 � p < 1 e u : X ! Y um operador linear contínuo entre
espaços de Banach. Dizemos que u é absolutamente p-somante (ou simplesmente p-
somante) se existe uma constante C � 0 tal que 

mP
j=1

ku (xj)kp
! 1

p

� C sup
'2BX0

 
mP
j=1

j' (xj)jp
! 1

p

(3.1)

para quaisquer x1; :::; xm 2 X e m 2 N. A menor das constantes C tais que a
desigualdade (3.1) continua válida é denotada por �p (u).

Seja E um espaço de Banach. Sabemos que a topologia fraca estrela � (E 0; E) em
E 0 é Hausdor¤. O Teorema de Banach-Alaoglu-Bourbaki a�rma que no espaço dual E 0,
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munido com a topologia fraca estrela, a bola unitária fechada BE0 = f' 2 E 0; k'k � 1g
é compacta. Como todo subespaço de um espaço topológico de Hausdor¤ é Hausdor¤,
segue que BE0, com a topologia fraca estrela induzida, é um espaço topológico de
Hausdor¤ compacto.
Sendo assim, podemos escolher X = E e Y espaços de Banach, K = BE0, G = K

e H = L (X;Y ) o espaço dos operadores lineares contínuos de X em Y , e de�nir as
funções R e S da seguinte forma:

R : BE0 �X �K! [0;1) ,

R ('; x; �) = j�j j' (x)j
e

S : L (X;Y )�X �K![0;1),
S (T; x; �) = j�j kT (x)k .

Observação 3.1.2 Ao longo desta seção, R e S denotarão as funções de�nidas sob as
condições acima.

Veri�quemos que R e S satisfazem as três condições impostas pelo ambiente abstrato
criado no capítulo 2.
De fato, escolhendo x0 = 0 a condição (i) �ca claramente satisfeita.
Para veri�carmos a condição (ii), �xados x 2 X e � 2 K, de�nimos a função

Rx;� : BE0 ! [0;1)

por
Rx;� (') = R ('; x; �) = j�j j' (x)j ,

que também pode ser escrita como

Rx;� (') = j�j jJx (')j ,

para todo ' 2 BE0 ; onde J é a injeção canônica de E em E 00: Assim, a continuidade
de Rx;� segue da continuidade do funcional Jx : (E 0; �(E 0; E))! K, uma vez que Rx;�
será uma composta de funções contínuas.
Finalmente, tome ' 2 BE0, x 2 X, 0 � � � 1, � 2 K e T 2 L (X;Y ) arbitrários.

Temos:

R ('; x; ��) = j��j j' (x)j
= � (j�j j' (x)j)
= �R ('; x; �)
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e

�S (T; x; �) = � (j�j kT (x)k)
= j��j kT (x)k
= S (T; x; ��)

para quaisquer ' 2 BE0, x 2 X, 0 � � � 1, � 2 K e T 2 L (X;Y ), e a condição (iii)
�ca também satisfeita.
Mostraremos agora que, para estas escolhas de X, Y , E , K, G, H, R e S, todo

operador T : X ! Y absolutamente p-somante é, precisamente, uma função R-S
abstrata p-somante. É o que diz a

Proposição 3.1.3 Sejam 1 � p < 1 e T : X ! Y um operador linear contínuo
entre espaços de Banach. Então, T é absolutamente p-somante se, e somente se, é R-S
abstrato p-somante. Além disso, �RS;p (T )

1
p = �p (T )

Demonstração: Suponha que T seja absolutamente p-somante. Sejam dados
x1; :::; xm 2 X, �1; :::; �m 2 K e m 2 N. Então,

mP
j=1

S (T; xj; �j)
p =

mP
j=1

(j�jj kT (xj)k)p (3.2)

=
mP
j=1

(kT (�jxj)k)p

e, pela hipótese, existe C � 0 tal que

mP
j=1

(kT (�jxj)k)p � Cp sup
'2BE0

 
mP
j=1

j' (�jxj)jp
!

(3.3)

= Cp sup
'2BE0

 
mP
j=1

(j�jj j' (xj)j)p
!

= Cp sup
'2BE0

 
mP
j=1

R ('; xj;�j)
p

!
.

De (3:2) e (3:3) segue que

mP
j=1

S (T; xj; �j)
p � Cp sup

'2BE0

 
mP
j=1

R ('; xj;�j)
p

!
(3.4)

para quaisquer x1; :::; xm 2 X, �1; :::; �m 2 K e m 2 N. Portanto, T é R-S abstrato
p-somante. Note que C = �p (T ) também satisfaz (3:3) e, portanto, segue de (3:4) que

�RS;p (T )
1
p � �p (T ) . (3.5)
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Reciprocamente, se T 2 L (X;Y ) é R-S abstrato p-somante então, para quaisquer
x1; :::; xm 2 X e m 2 N, temos:

mP
j=1

kT (xj)kp =
mP
j=1

S (T; xj; 1)
p (3.6)

e, por hipótese, existe uma constante C � 0 tal que

mP
j=1

S (T; xj; 1)
p � C sup

'2BE0

 
mP
j=1

R ('; xj; 1)
p

!
(3.7)

= C sup
'2BE0

 
mP
j=1

j' (xj)jp
!
.

De (3:6) e (3:7) elevando os membros extremos a 1
p
, obtemos

 
mP
j=1

kT (xj)kp
! 1

p

� C
1
p sup
'2BE0

 
mP
j=1

j' (xj)jp
! 1

p

(3.8)

donde concluímos que T é absolutamente p-somante. Como �RS;p (T ) também satisfaz
(3:7), segue de (3:8) que

�RS;p (T )
1
p � �p (T ) . (3.9)

De (3:5) e (3:9) concluímos que �RS;p (T )
1
p = �p (T ). �

Veremos agora como o Teorema da Dominação de Pietsch segue como consequência
do Teorema 2.2.1. O famoso Teorema da Dominação de Pietsch, estudado na teoria
linear clássica dos operadores absolutamente somantes, encontra-se enunciado e provado
no primeiro capítulo desta dissertação. Iremos enunciá-lo novamente e substituir aquela
demonstração por outra, agora bem mais simples. Após isto, o leitor deverá estar
convencido de que tal teorema também pode ser visto como um caso particular do
TDPU.

Teorema 3.1.4 Sejam 1 � p < 1 e T : X ! Y um operador linear contínuo entre
espaços de Banach. Então T é absolutamente p-somante se, e somente se, existem uma
constante C > 0 e uma medida de probabilidade � sobre a sigma-álgebra de Borel de
BX0, com a topologia fraca estrela, tais que

kT (x)k � C
�R

BX0
j' (x)jp d� (')

� 1
p

(3.10)

para todo x 2 X. Neste caso, �p (T ) é a menor das constantes C tais que (3:10) ocorre.
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Demonstração: Suponhamos que existam C e � descritas na hipótese tais que a
desigualdade (3:10) ocorra para todo x 2 X. Então, também ocorre

mP
j=1

kT (xj)kp � Cp
mP
j=1

�R
BX0

j' (x)jp d� (')
�

= Cp
R
BX0

 
mP
j=1

j' (x)jp
!
d� (')

� Cp
R
BX0

sup
'2BX0

 
mP
j=1

j' (x)jp
!
d� (')

= Cp sup
'2BX0

 
mP
j=1

j' (x)jp
!R

BX0
d� (')

= Cp sup
'2BX0

 
mP
j=1

j' (x)jp
!
� (BX0)

= Cp sup
'2BX0

 
mP
j=1

j' (x)jp
!

para todos x1; : : : ; xn 2 X em 2 N, uma vez que � é medida de probabilidade. Portanto,
pela Proposição 1.2.5, T é absolutamente p-somante e

�p (T ) � C (3.11)

Assumindo que T 2 L (X;Y ) seja absolutamente p-somante então, pela Proposição
3.1.3, T é R-S abstrato p-somante. Como R e S satisfazem as condições exigidas pelo
ambiente abstrato, o Teorema 2.2.1 nos garente as existências de uma constante C � 0
e de uma medida de probabilidade de Borel � sobre B (BE0) tais que

S (T; x; �) � C
�R

BE0
R ('; x; �)p d� (')

� 1
p

(3.12)

para quaisquer x 2 X e � 2 K. Então,

j�j kT (x)k � C
�R

BE0
j�jp j' (x)jp d� (')

� 1
p
,

isto é,

j�j kT (x)k � j�jC
�R

BE0
j' (x)jp d� (')

� 1
p

e portanto

kT (x)k � C
�R

BE0
j' (x)jp d� (')

� 1
p

(3.13)

para todo x 2 X. Lembre que �RS;p (T )
1
p = �p (T ) também satisfaz (3:12) e, por

recorrência, satisfaz (3:13). Este fato e (3:11) garantem que �p (T ) é a menor das
constantes C tais que (3:10) ocorre. �
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3.2 O teorema de dominação para aplicações
multilineares p-semi-integrais

A classe das aplicações p-semi-integrais foi introduzida em [11, 31] e são casos
particulares de funções R-S abstratas p-somantes, como veremos em seguida.

De�nição 3.2.1 Sejam p � 1, n 2 N com n � 2, E1; :::; En e F espaços de Banach.
Uma aplicação T 2 L (E1; :::; En;F ) é p-semi-integral quando existe uma constante
C � 0 tal que 

mP
j=1

kT (x1;j; :::; xn;j)kp
! 1

p

� C sup
'l 2 BE0l
l = 1; :::; n

 
mP
j=1

j'1 (x1;j) :::'n (xn;j)jp
! 1

p

para quaisquer m 2 N, xl;j 2 El com l = 1; :::; n e j = 1; :::m. O ín�mo das constantes
C tais que a desigualdade acima continua válida é denotado por kTksi;p.

Como, para cada l = 1; :::; n, a bola BE0l , com a topologia fraca estrela induzida,
é um espaço topológico de Hausdor¤ compacto, então, pelo Teorema de Tychono¤, o
produto

BE01 � � � � �BE0n,

munido com a topologia produto
nY
l=1

� (E 0l; El), também o é.

Considere n 2 N, X1; :::; Xn e Y espaços de Banach e escolha E = X = X1�� � ��Xn,
K = BX0

1
� � � � � BX0

n
, G = K e H = L (X1; :::; Xn;Y ). De�na as funções R e S da

seguinte forma:

R :
�
BX0

1
� � � � �BX0

n

�
� (X1 � � � � �Xn)�K! [0;1) ,

R (('1; :::; 'n) ; (x1; :::; xn) ; �) = j�j j'1 (x1) :::'n (xn)j
e

S : L (X1; :::; Xn;Y )� (X1 � � � � �Xn)�K! [0;1) ,
S (T; (x1; :::; xn) ; �) = j�j kT (x1; :::; xn)k .

É fácil ver que R e S estão bem de�nidas.
As funções R e S assim de�nidas satisfazem as condições impostas pelo ambiente

abstrato. De fato, tome x0 = (0; :::; 0) e a condição (i) �ca claramente satisfeita.
Para cada x = (x1; :::; xn) 2 X1 � � � � �Xn e � 2 K previamente �xados, de�na

Rx;� : BX0
1
� � � � �BX0

n
! [0;1)

por
Rx;� ('1; :::; 'n) = j�j j'1 (x1) :::'n (xn)j .
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Vamos mostrar que Rx;� é contínua em BX0
1
� � � � � BX0

n
. Sejam ('1; :::; 'n) 2

BX0
1
� � � � �BX0

n
e
�
'
()
1 ; :::; '

()
n

�
2�

uma rede em BX0
1
� � � � �BX0

n
tais que�

'
()
1 ; :::; '

()
n

�
! ('1; :::; 'n) .

Então, como BX0
1
� � � � �BX0

n
está com a topologia produto, segue que

'
()
1 ! '1 na topologia fraca estrela de BX0

1

...

'()n ! 'n na topologia fraca estrela de BX0
n

(3.14)

Assim, como Jx1; :::; Jxn são contínuas, é claro que

Jx1('
()
1 )! Jx1('1) em K
...

Jxn('
()
n )! Jxn('n) em K,

isto é,

'
()
1 (x1)! '1(x1) em K

...

'()n (xn)! 'n(xn) em K.

Logo, por propriedades elementares da topologia usual de K, segue que

j�j'()1 (x1) :::'
()
n (xn)! j�j'1 (x1) :::'n (xn) ,

e obtemos a continuidade de Rx;�, para todos x = (x1; :::; xn) 2 X1� � � � �Xn e � 2 K,
obtendo (ii).
Para veri�carmos a condição (iii), tome ('1; :::; 'n) 2 BX0

1
�� � ��BX0

n
, (x1; :::; xn) 2

X1 � � � � �Xn, 0 < � < 1, � 2 K e T 2 L (X1; :::; Xn;Y ) arbitrários. Temos:

R (('1; :::; 'n) ; (x1; :::; xn) ; ��) = j��j j'1 (x1) :::'n (xn)j
= � (j�j j'1 (x1) :::'n (xn)j)
= �R (('1; :::; 'n) ; (x1; :::; xn) ; �)

e

�S (T; (x1; :::; xn) ; �) = � (j�j kT (x1; :::; xn)k)
= j��j kT (x1; :::; xn)k
= S (T; (x1; :::; xn) ; ��)

para todos ('1; :::; 'n) 2 BX0
1
� � � � � BX0

n
, (x1; :::; xn) 2 X1 � � � � � Xn, 0 < � < 1,

� 2 K e T 2 L (X1; :::; Xn;Y ), e obtemos (iii).
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Proposição 3.2.2 Sejam R e S funções de�nidas como acima e 1 � p < 1: Uma
aplicação n-linear contínua T : X1 � � � � �Xn ! Y é p-semi-integral se, e somente se,
é R-S abstrata p-somante.

Demonstração: Suponha que T seja p-semi-integral e sejam dados x(1) =
(x1;1; :::; xn;1) ; :::; x

(m) = (x1;m; :::; xn;m) 2 X1 � � � � � Xn, �1; :::; �m 2 K e m 2 N.
Então

mP
j=1

S (T; (x1;j; :::; xn;j) ; �j)
p =

mP
j=1

(j�jj kT (x1;j; :::; xn;j)k)p (3.15)

=
mP
j=1

(kT (�jx1;j; :::; xn;j)k)p .

Como T é p-semi-integral, existe C � 0 tal que

mP
j=1

(kT (�jx1;j; :::; xn;j)k)p (3.16)

� Cp sup
'l2BX0

l

l=1;:::;n

 
mP
j=1

j'1 (�jx1;j) :::'n (xn;j)jp
!

= Cp sup
'l2BX0

l

l=1;:::;n

 
mP
j=1

(j�jj j'1 (x1;j) :::'n (xn;j)j)p
!

= Cp sup
('1;:::;'n)2BX01�����BX0n

 
mP
j=1

R (('1; :::; 'n) ; (x1;j; :::; xn;j) ; �j)
p

!

para todos x(1) = (x1;j; :::; xn;j) ; :::; x(m) = (x1;m; :::; xn;m) 2 X1�� � ��Xn, �1; :::; �m 2 K
e m 2 N. Portanto, de (3.15) e (3.16) segue que T é R-S abstrato p-somante.
Reciprocamente, suponha que T é R-S abstrato p-somante. Então, para quaisquer

m 2 N, xl;j 2 Xl com l = 1; :::; n e j = 1; :::;m, temos 
mP
j=1

kT (x1;j; :::; xn;j)kp
!
=

mX
j=1

S (T; (x1;j; :::; xn;j) ; 1)
p (3.17)
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e como T é R-S abstrato p-somante, existe C � 0 tal que
mP
j=1

S (T; (x1;j; :::; xn;j) ; 1)
p (3.18)

� C sup
('1;:::;'n)2BX01�����BX0n

 
mP
j=1

R (('1; :::; 'n) ; (x1;j; :::; xn;j) ; 1)
p

!

= C sup
'l2BX0

l

l=1;:::;n

 
mP
j=1

j'1 (x1;j) :::'n (xn;j)jp
!

Usando (3.17) e (3.18) e elevando ambos os membros a 1
p
obtemos

 
mP
j=1

kT (x1;j; :::; xn;j)kp
! 1

p

� C
1
p sup
'l2BX0

l

l=1;:::;n

 
mP
j=1

j'1 (x1;j) :::'n (xn;j)jp
! 1

p

e T é p-semi-integral. �
O seguinte teorema de dominação aparece em [11]. Vamos demonstrá-lo utilizando

o Teorema Abstrato.

Teorema 3.2.3 Sejam p � 1, n 2 N com n � 2, E1; :::; En e F espaços de Banach e
T :E1 � � � � � En ! F uma aplicação n-linear contínua. Então T é p-semi-integral se,
e somente se, existem uma constante C � 0 e uma medida de probabilidade � sobre a
sigma-álgebra de Borel B

�
BE01 � � � � �BE0n

�
de BE01 � � � � �BE0n munido com o produto

das topologias fracas-estrelas � (E 0l; El), l = 1; :::; n, tais que

kT (x1; :::; xn)k � C
�R

BE01
�����BE0n

j'1 (x1) :::'n (xn)jp d� ('1; :::; 'n)
� 1

p

para todos xj 2 Ej e j = 1; :::n.

Demonstração: Suponha que T é p-semi-integral. Então, pela Proposição 3.2.2, T é
R-S abstrato p-somante comR e S acima de�nidas. ComoR e S satisfazem as condições
do ambiente abstrato, segue do Teorema Abstrato que existem uma constante C � 0
e uma medida de probabilidade � sobre a sigma-álgebra de Borel B

�
BE01 � � � � �BE0n

�
de BE01 � � � � �BE0n tais que

S (T; (x1; :::; xn) ; �)

� C
�R

BE01
�����BE0n

R (('1; :::; 'n) ; (x1; :::; xn) ; �)
p d� ('1; :::; 'n)

� 1
p
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para todos (x1; :::xn) 2 E1 � � � � � En e � 2 K. Daí,

j�j kT (x1; :::xn)k � C
�R

BE01
�����BE0n

j�jp j'1 (x1) :::'n (xn)jp d� ('1; :::; 'n)
� 1

p

= j�jC
�R

BE01
�����BE0n

j'1 (x1) :::'n (xn)jp d� ('1; :::; 'n)
� 1

p

e portanto

kT (x1; :::xn)k � C
�R

BE01
�����BE0n

j'1 (x1) :::'n (xn)jp d� ('1; :::; 'n)
� 1

p

para todos xj 2 Ej e j = 1; :::n.
A recíproca se prova de modo análogo ao que foi feito na demonstração do Teorema

Abstrato. �

3.3 O teorema de dominação para funções
subhomogêneas

A classe das funções subhomogêneas aqui de�nida foi introduzida em [7]. Veremos
que uma função absolutamente-somante desta classe é precisamente uma função R-S
abstrata p-somante (Proposição 3.3.3), e que seu correspondente teorema de dominação
é mais uma consequência do Teorema Abstrato.

De�nição 3.3.1 Sejam � > 0 e f : E ! F uma função entre espaços de Banach.
Dizemos que f é �-subhomogênea quando

kf (�x)k � �� kf (x)k

para todo x 2 E e 0 < � < 1.

A seguinte de�nição aparece em [7] como teorema que caracteriza funções �-
subhomogêneas absolutamente-somantes [7, Theorem 2.3]. Por questões de objetividade
preferimos usá-lo como de�nição.

De�nição 3.3.2 Sejam 1 � p < 1 e � > 0.Uma função �-subhomogênea f : E ! F
é dita absolutamente

�
p
�
; p
�
-somante quando existe uma constante C � 0 tal que 

mP
j=1

kf (xj)k
p
�

!�
p

� C sup
'2BX0

 
mP
j=1

j' (xj)jp
!�

p

para todos x1; :::; xm 2 E e m 2 N.
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Agora construiremos o ambiente adequado para que seja provado o TDP para
funções �-subhomogêneas. Escolha E = X e Y espaços de Banach,

H = ff : X ! Y ; f é �-subhomogênea e f (0) = 0g ;

K = BX0 , G = K, e de�na R e S como

R : BX0 �X �K! [0;1) ,

R ('; x; �) = j�j j' (x)j
e

S : H�X �K! [0;1) ,

S (f; x; �) = j�j kf (x)k
1
� .

Note que as funções R e S assim de�nidas satisfazem as condições do ambiente
abstrato. De fato, escolhendo x0 = 0 2 E, obtemos

R ('; x0; �) = S (f; x0; �) = 0

para todos ' 2 K e � 2 K. Dados quaisquer x 2 X e � 2 K, a continuidade da função

Rx;� : BX0 ! [0;1)

dada por
Rx;� (') = j�j j' (x)j

se justi�ca de modo idêntico ao feito na Seção 3.1. Resta provar a condição (iii). Sejam
então ' 2 BX0, x 2 X, 0 � � � 1 e f 2 H. Temos

R ('; x; ��) = j��j j' (x)j
= � (j�j j' (x)j)
= �R ('; x; �)

e

�S (f; x; �) = �
�
j�j kf (x)k

1
�

�
= j��j kf (x)k

1
�

= S (f; x; ��)

para todos ' 2 BX0, x 2 X, 0 � � � 1 e f 2 H.

Proposição 3.3.3 Sejam R e S funções de�nidas como acima, 1 � p < 1 e � > 0.
Uma função f 2 H é absolutamente

�
p
�
; p
�
-somante se, e somente se, é R-S abstrata

p-somante.
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Demonstração: Suponha que f seja absolutamente
�
p
�
; p
�
-somante e tome

x1; :::; xm 2 X, �1; :::; �m 2 K e m 2 N arbitrários. Temos
mP
j=1

S (f; xj; �j)
p =

mP
j=1

j�jjp kf (xj)k
p
� . (3.19)

Considere
�0 = max fj�1j ; :::; j�mjg :

No caso em que �0 = 0 não há o que fazer, pois teríamos �j = 0 para todo j, e o
resultado segue. Se �0 > 0, então

0 � j�jj
�0

� 1

para todo j = 1; :::;m. Como f é �-subhomogênea,�
j�jj
�0

��
kf (xj)k �

f � j�jj�0 xj
�

para todo j = 1; :::;m. Elevando ambos os membros a p
�
e somando, obtemos

mP
j=1

�
j�jj
�0

�p
kf (xj)k

p
� �

mP
j=1

f � j�jj�0 xj
� p

�

. (3.20)

Como f é absolutamente
�
p
�
; p
�
-somante, podemos encontrar uma constante C � 0 tal

que
mP
j=1

f � j�jj�0 xj
� p

�

� C
p
� sup
'2BX0

 
mP
j=1

����'� j�jj�0 xj
�����p
!
: (3.21)

Usando a linearidade de ' 2 BX0 e uma propriedade elementar do supremo, obtemos
de (3.20) e (3.21) que

1

�p0

mP
j=1

j�jjp kf (xj)k
p
� � 1

�p0
C

p
� sup
'2BX0

 
mP
j=1

j�jjp j' (xj)jp
!
,

e portanto

mP
j=1

j�jjp kf (xj)k
p
� � C

p
� sup
'2BX0

 
mP
j=1

j�jjp j' (xj)jp
!

(3.22)

= C
p
� sup
'2BX0

mP
j=1

R ('; xj; �j)
p

para todos x1; :::; xm 2 X, �1; :::; �m 2 K e m 2 N. Finalmente, de (3.19) e (3.22)
concluímos que

mP
j=1

S (f; xj; �j)
p � C

p
� sup
'2BX0

mP
j=1

R ('; xj; �j)
p
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para todos x1; :::; xm 2 X, �1; :::; �m 2 K e m 2 N. Logo, f é R-S abstrata p-somante.
Reciprocamente, suponha que f 2 H seja R-S abstrata p-somante. Sejam dados

x1; :::; xm 2 X e m 2 N, então
mP
j=1

kf (xj)k
p
� =

mP
j=1

S (f; xj; 1)
p (3.23)

e, por hipótese, existe uma constante C � 0 tal que
mP
j=1

S (f; xj; 1)
p � C sup

'2BX0

mP
j=1

R ('; xj; 1)
p (3.24)

= C sup
'2BX0

mP
j=1

j' (xj)jp .

Usando (3.23) e (3.24) e elevando ambos os membros a �
p
obtemos 

mP
j=1

kf (xj)k
p
�

!�
p

� C
�
p sup
'2BX0

 
mP
j=1

j' (xj)jp
!�

p

para todos x1; :::; xm 2 X e m 2 N. Logo, f é absolutamente
�
p
�
; p
�
-somante. �

Apresentaremos agora o teorema de dominação para a classe das funções
subhomogêneas. Este resultado encontra-se provado em [7, Theorem 2.4]. Observe
como este mesmo teorema pode ser visto como um corolário do Teorema Abstrato.

Teorema 3.3.4 Sejam 1 � p <1, � > 0 e f : E ! F uma função �-subhomogênea.
Então f é absolutamente

�
p
�
; p
�
-somante se, e somente se, existem uma constante C � 0

e uma medida de probabilidade � sobre a sigma-álgebra de Borel B (BE0) de BE0 com a
topologia fraca estrela, tais que

kf (x)k � C
�R

BE0
j' (x)jp d� (')

��
p

(3.25)

para todo x 2 E.

Demonstração: Se f é absolutamente
�
p
�
; p
�
-somante então, pela De�nição 3.3.2,

existe uma constante Cb � 0 tal que 
mP
j=1

kf (xj)k
p
�

!�
p

� Cb sup
'2BX0

 
mP
j=1

j' (xj)jp
!�

p

para todos x1; :::; xm 2 X e m 2 N. Em particular, fazendo m = 1 e x = 0 obtemos

kf (x)k � Cb sup
'2BX0

j' (x)j� ,
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donde vem que kf (0)k = 0 e, portanto, f (0) = 0. Assim, f 2 H e, pela Proposição
3.3.3, f é R-S-abstrata p-somante. Pelo TDPU, existem uma constante C � 0 e uma
medida de probabilidade � sobre a sigma-álgebra de Borel B (K) de K = BE0 com a
topologia fraca estrela, tais que

S (f; x; �) � C
�R

BE0
R ('; x; �)p d� (')

� 1
p

para todos x 2 X = E e � 2 K. Pelas de�nições de R e S, segue que

j�j kf (x)k
1
� � C

�R
BE0
j�jp j' (x)jp d� (')

� 1
p
,

isto é,

kf (x)k
1
� � C

�R
BE0
j' (x)jp d� (')

� 1
p

para todo x 2 E. Elevam-se ambos os membros desta desigualdade a � e o resultado
segue.
Reciprocamente, seja f : E ! F uma função �-subhomogênea. Suponha que

existam uma constante C � 0 e uma medida de probabilidade � nos borelianos de
BE0 , com a topologia fraca estrela, tais que a desigualdade (3.25) ocorra. Então, se
x1; :::; xm 2 E e m 2 N, temos

kf (xj)k
p
� � C

p
�

R
BE0
j' (xj)jp d� (')

para todo xj 2 E, com j = 1; :::;m. Daí,

mP
j=1

kf (xj)k
p
� � C

p
�

mP
j=1

R
BE0
j' (xj)jp d� (')

= C
p
�

R
BE0

 
mP
j=1

j' (xj)jp
!
d� (')

� C
p
�

R
BE0

sup
'2BE0

 
mP
j=1

j' (xj)jp
!
d� (')

= C
p
� sup
'2BE0

 
mP
j=1

j' (xj)jp
!R

BE0
d� (')

= C
p
� sup
'2BE0

 
mP
j=1

j' (xj)jp
!
,

uma vez que � é uma medida de probabilidade em B (BE0). Consequentemente, 
mP
j=1

kf (xj)k
p
�

!�
p

� C sup
'2BE0

 
mP
j=1

j' (xj)jp
!�

p

para todos x1; :::; xm 2 E e m 2 N. Portanto, f é absolutamente
�
p
�
; p
�
-somante. �
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3.4 O teorema de dominação para aplicações
multilineares � (p)-somantes

A classe das aplicações multilineares � (p)-somantes foi introduzida por X. Mujica
em [30] e também é um caso particular de funçãoR-S abstrata p-somante, como veremos
adiante.

De�nição 3.4.1 Sejam p � 1, n 2 N com n � 2, E1; :::; En e F espaços de Banach.
Uma aplicação T 2 L (E1; :::; En;F ) é dita � (p)-somante quando existe uma constante
C � 0 tal que, para todo m 2 N, xij 2 Ei, bj 2 F 0, i = 1; :::; n, j = 1; :::;m, 

mP
j=1

jbj (T (x1j; :::; xnj))jp
! 1

p

� C sup
kaik�1
kyk�1

 
mP
j=1

ja1 (x1j) :::an (xnj) bj (y)jp
! 1

p

onde ai 2 E 0i e y 2 F . O ín�mo das constantes C tais que a desigualdade acima
continua válida é denotado por kTk�(p).

A classe das funções multilineares � (p)-somantes T 2 L (E1; :::; En;F ) é denotada
por L�(p) (E1; :::; En;F ).
Considere n 2 N, X1; :::; Xn, e Y espaços de Banach. Escolha E = X = X1�:::�Xn,

H = L (X1; :::; Xn;Y ), K = BX0
1
� :::�BX0

n
�BY 00 onde cada fator está munido com a

topologia fraca estrela, G = Y 0 e de�na R e S como segue:

R :
�
BX0

1
� :::�BX0

n
�BY 00

�
� (X1 � :::�Xn)� Y 0 ! [0;1),

R (('1; :::; 'n; ') ; (x1; :::; xn) ; b) = j'1 (x1) :::'n (xn)j j' (b)j
e

S : L (X1; :::; Xn;Y )� (X1 � :::�Xn)� Y 0 ! [0;1),
S (T; (x1; :::; xn) ; b) = jb (T (x1; :::; xn))j

É fácil ver que R e S estão bem de�nidas.
As funções R e S assim de�nidas cumprem as condições do ambiente abstrato. De

fato, tomando x0 = (0; :::; 0) 2 X, as linearidades de T e dos funcionais garantem
que a condição (i) �que claramente satisfeita. Para justi�carmos (ii), �xamos x =
(x1; :::; xn) 2 X1 � :::�Xn e b 2 Y 0, de�nimos

Rx;b :
�
BX0

1
� :::�BX0

n
�BY 00

�
! [0;1)

por

Rx;b ('1; :::; 'n; ') = j'1 (x1) :::'n (xn)j j' (b)j
= j'1 (x1) :::'n (xn)' (b)j ,
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e sua continuidade �ca demonstrada de modo análogo ao feito na Seção 3.2,
considerando

�
'
()
1 ; :::; '

()
n ; '()

�
2�

uma rede convergindo a um dado ('1; :::; 'n; ')

em K e usando a continuidade dos funcionais Jx1; :::; Jxn e J 0b, onde J 0b é o funcional
J 0b : (Y 00; � (Y 00; Y 0))! K de�nido por J 0b (') = ' (b). Finalmente,

R (('1; :::; 'n; ') ; (x1; :::; xn) ; �b) = j'1 (x1) :::'n (xn)j j' (�b)j
= � j'1 (x1) :::'n (xn)j j' (b)j
= �R (('1; :::; 'n; ') ; (x1; :::; xn) ; b)

e

�S (T; (x1; :::; xn) ; b) = � jb (T (x1; :::; xn))j
= j�b (T (x1; :::; xn))j
= j(�b) (T (x1; :::; xn))j
= S (T; (x1; :::; xn) ; �b)

para todos ('1; :::; 'n; ') 2 K, (x1; :::; xn) 2 X, 0 � � � 1, b 2 Y 0 e T 2 H, e a condição
(iii) �ca satisfeita.
A próxima observação é útil para a demonstração do Lema 3.4.3.

Observação 3.4.2 Lembre que se 1 � p < 1 e q é seu conjugado, o dual de `p é
isometricamente isomorfo a `q, onde

T : `q ! (`p)
0

de�nida por
T (y) = ' : `p ! K

dada por

' (x) =
1P
j=1

xjyj

é o isomor�smo isométrico.

Lema 3.4.3 Sejam E um espaço de Banach, p � 1, m 2 N, aj 2 E 0 e j = 1; :::m.
Então,

sup
�2BE00

 
mP
j=1

j� (aj)jp
! 1

p

= sup
t2BE

 
mP
j=1

jaj (t)jp
! 1

p
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Demonstração: Considere a sequência (aj)
1
j=1 = (a1; a2; :::; am; 0; 0; :::), com aj 2 E 0.

É claro que (aj)
1
j=1 2 `wp (E 0) bem como (aj (t))

1
j=1 2 `p, para todo t 2 E. Então,

sup
�2BE00

 
mP
j=1

j� (aj)jp
! 1

p

= sup
�2BE00

(� (aj))1j=1
p

HB
= sup

�2BE00
sup

'2B
(`p)

0

���'�(� (aj))1j=1����
= sup

�2BE00
sup

(yj)2B`q

����� 1Pj=1yj� (aj)
����� = sup

�2BE00
sup

(yj)2B`q

����� mPj=1yj� (aj)
����� (3.26)

= sup
(yj)2B`q

sup
�2BE00

������
 

mP
j=1

yjaj

!����� HB= sup
(yj)2B`q

 mP
j=1

yjaj


= sup

(yj)2B`q
sup
t2BE

�����
 

mP
j=1

yjaj

!
(t)

����� = sup
t2BE

sup
(yj)2B`q

����� 1Pj=1yjaj (t)
�����

= sup
t2BE

sup
'2B

(`p)
0

���'�(aj (t))1j=1���� HB= sup
t2BE

(aj (t))1j=1
p

(3.27)

= sup
t2BE

 
mP
j=1

jaj (t)jp
! 1

p

.

Nas passagens marcadas com (HB) utilizamos um dos corolários do Teorema de
Hahn-Banach (veja [10, Corollaire I.4]), e em (3:26) e (3:27) usamos a caracterização
do dual de `p (Observação 3.4.2). �

Proposição 3.4.4 Sejam R e S funções de�nidas como acima e 1 � p < 1: Uma
aplicação n-linear contínua T : X1 � � � � �Xn ! Y é � (p)-somante se, e somente se,
é R-S abstrata p-somante.

Demonstração: Suponha que T 2 H seja � (p)-somante e sejam dados m 2 N,
xj = (x1j; :::; xnj) 2 X, bj 2 Y 0 e j = 1; :::;m. Pela de�nição de S obtemos

mP
j=1

S (T; (x1j; :::; xnj) ; bj)
p =

mP
j=1

jbj (T (x1j; :::; xnj))jp , (3.28)

e, como T é � (p)-somante, existe uma constante C � 0 tal que
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mP
j=1

jbj (T (x1j; :::; xnj))jp (3.29)

� Cp sup
ai2BX0

i

y2BY

 
mP
j=1

(ja1 (x1j) :::an (xnj)j jbj (y)j)p
!

= Cp sup
ai2BX0

i

Jy2J(BY )�BY 00

 
mP
j=1

(ja1 (x1j) :::an (xnj)j jJy (bj)j)p
!

= Cp sup
(a1;:::;an;Jy)2BX01�:::�BX0n�BY 00

 
mP
j=1

R ((a1; :::; an; Jy) ; (x1; :::; xn) ; bj)
p

!

� Cp sup
(a1;:::;an;y00)2BX01�:::�BX0n�BY 00

 
mP
j=1

R ((a1; :::; an; y
00) ; (x1; :::; xn) ; bj)

p

!
: (3.30)

De (3.28) e (3.29) concluímos que T é R-S abstrata p-somante.
Reciprocamente, suponha que T 2 H seja R-S abstrata p-somante. Dados m 2 N,

xij 2 Xi, bj 2 Y 0, i = 1; :::; n, j = 1; :::;m, temos pela de�nição de S que
mP
j=1

jbj (T (x1j; :::; xnj))jp =
mP
j=1

S (T; (x1j; :::; xnj) ; bj)
p , (3.31)

e como T é R-S abstrata p-somante, existe uma constante C � 0 tal que
mP
j=1

S (T; (x1j; :::; xnj) ; bj)
p (3.32)

� C sup
(a1;:::;an;�)2BX01�:::�BX0n�BY 00

 
mP
j=1

R ((a1; :::; an; �) ; (x1j; :::; xnj) ; bj)
p

!

= C sup
kaik�1
k�k�1

 
mP
j=1

(ja1 (x1j) :::an (xnj)j j� (bj)j)p
!

= C sup
kaik�1
k�k�1

 
mP
j=1

ja1 (x1j) :::an (xnj) � (bj)jp
!
.
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Usando (3:31) e (3:32) e elevando ambos os membros a 1
p
obtemos

 
mP
j=1

jbj (T (x1j; :::; xnj))jp
! 1

p

� C
1
p sup
kaik�1
k�k�1

 
mP
j=1

ja1 (x1j) :::an (xnj) � (bj)jp
! 1

p

= C
1
p sup
kaik�1

24 sup
k�k�1

 
mP
j=1

j� (a1 (x1j) :::an (xnj) bj)jp
! 1

p

35
(Lema 3.4.3) = C

1
p sup
kaik�1

sup
kyk�1

 
mP
j=1

ja1 (x1j) :::an (xnj) bj (y)jp
! 1

p

= C
1
p sup
kaik�1
kyk�1

 
mP
j=1

ja1 (x1j) :::an (xnj) bj (y)jp
! 1

p

e T é � (p)-somante. �
O seguinte resultado é o teorema de dominação para a classe das aplicações � (p)-

somantes e encontra-se provado em [30, Theorem 3.5]. Vamos demonstrá-lo através de
uma aplicação relativamente simples do TDPU.

Teorema 3.4.5 Sejam 1 � p < 1, n 2 N com n � 2, E1; :::; En e F espaços de
Banach e T : E1 � � � � � En ! F uma aplicação n-linear contínua. Então T é � (p)-
somante se, e somente se, existem uma constante C � 0 e uma medida de probabilidade
� sobre a sigma-álgebra de Borel B

�
BE01 � � � � �BE0n �BF 00

�
de BE01�� � ��BE0n�BF 00,

munido com o produto das topologias fraca-estrela de cada bola, tais que

jb (T (x1; :::; xn))j

� C
�R

BE01
�����BE0n�BF 00

ja1 (x1) :::an (xn) � (b)jp d� (a1; ::; an; �)
� 1

p

(3.33)

para todos xi 2 Ei e b 2 F 0. Neste caso, o ín�mo das constantes C tais que a
desigualdade (3.33) continua válida é denotado por kTk�(p).

Demonstração: Se T é � (p)-somante então, pela Proposição 3.4.4, é R-S abstrata
p-somante considerando Xi = Ei e Y = F , com i = 1; :::; n. Como R e S satisfazem as
condições impostas pelo ambiente abstrato, o Teorema 2.2.1 garante as existências de
uma constante C � 0 e de uma medida de probabilidade � sobre a sigma-álgebra de
Borel B (K) de K, tais que

S (T; (x1; :::; xn) ; b) � C
�R
K
R ((a1; :::; an; �) ; (x1; :::; xn) ; b)

p d� (a1; ::; an; �)
� 1
p (3.34)

41



para todos xi 2 Ei e b 2 G. Pelas de�nições de R e S e substituindo as escolhas feitas
para K e G, obtemos de (3.34)

jb (T (x1; :::; xn))j

� C
�R

BE01
�����BE0n�BF 00

(ja1 (x1) :::an (xn)j j� (b)j)p d� (a1; ::; an; �)
� 1

p

= C

�R
BE01

�����BE0n�BF 00
ja1 (x1) :::an (xn) � (b)jp d� (a1; ::; an; �)

� 1
p

para todos xi 2 Ei e b 2 F 0.
Reciprocamente, se a desigualdade (3.33) ocorre, então, para quaisquer m 2 N, xij

2 Ei, bj 2 F 0, i = 1; :::; n e j = 1; :::;m, também ocorre

mP
j=1

jbj (T (x1j; :::; xnj))jp

� Cp
mP
j=1

R
BE01

�����BE0n�BF 00
ja1 (x1j) :::an (xnj) � (bj)jp d� (a1; ::; an; �) .

42



Elevando ambos os membros a 1
p
, obtemos

 
mP
j=1

jbj (T (x1j; :::; xnj))jp
! 1

p

� C
 

mP
j=1

R
BE01

�����BE0n�BF 00
ja1 (x1j) :::an (xnj) � (bj)jp d� (a1; ::; an; �)

! 1
p

= C

"R
BE01

�����BE0n�BF 00

 
mP
j=1

ja1 (x1j) :::an (xnj) � (bj)jp
!
d� (a1; ::; an; �)

# 1
p

� C

2664RBE01�����BE0n�BF 00 supkaik�1
k�k�1

 
mP
j=1

ja1 (x1j) :::an (xnj) � (bj)jp
!
d� (a1; ::; an; �)

3775
1
p

= C sup
kaik�1
k�k�1

 
mP
j=1

ja1 (x1j) :::an (xnj) � (bj)jp
! 1

p

= C sup
kaik�1

24 sup
k�k�1

 
mP
j=1

j� (a1 (x1j) :::an (xnj) bj)jp
! 1

p

35
= C sup

kaik�1
sup
kyk�1

 
mP
j=1

ja1 (x1j) :::an (xnj) bj (y)jp
! 1

p

(pelo Lema 3.4.3)

= C sup
kaik�1
kyk�1

 
mP
j=1

ja1 (x1j) :::an (xnj) bj (y)jp
! 1

p

,

e T é � (p)-somante. �

3.5 O teorema de dominação para polinômios
dominados

O conceito de polinômio dominado foi introduzido por Pietsch e em seguida
explorado por Geiss [20], Matos [25, De�nition 3.2] e diversos outros autores (veja,
por exemplo [4, 9, 12, 28, 32]). A de�nição que introduzimos logo a seguir é possível
graças à Proposição 5:1:13. Tal proposição aparece também em [25, Proposition 2.4]
caracterizando os polinômios absolutamente somantes (em particular, os dominados)
por meio de desigualdades. Não seria exagero enfatizarmos sua importância em nossos
propósitos pois, devido a este resultado, podemos caracterizar os polinômios dominados
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como funções R-S abstratas p-somantes e, consequentemente, demonstrar seu teorema
de dominação correspondente fazendo uso apenas de nosso TDPU.

De�nição 3.5.1 Sejam 1 � p <1 e P : X ! Y um polinômio n-homogêneo contínuo
entre espaços de Banach. Dizemos que P é p-dominado quando existe uma constante
C � 0 tal que  

kP
j=1

kP (xj)k
p
n

!n
p

� C sup
'2BX0

 
kP
j=1

j' (xj)jp
!n

p

, (3.35)

para todos x1; : : : ; xk 2 X e k 2 N. A menor das constantes C tais que (3:35) ocorre é
denotada por kPkd;p.

Nosso próximo passo é caracterizar os polinômios p-dominados como funções R-S
abstratas p-somantes. Para isso, nos remetemos ao ambiente abstrato e fazemos as
seguintes escolhas:

� E = X e Y espaços de Banach;

� x0 = 0;

� H = P (nX;Y );

� K = BX0 munido com a topologia fraca estrela;

� G = K.

Feito isso, de�nimos R e S como

R : BX0 �X �K! [0;1)

R ('; x; �) = j�j j' (x)j
e

S : H�X �K! [0;1)

S (Q; x; �) = j�j kQ (x)k
1
n .

Observação 3.5.2 No que segue, ao longo desta seção, R e S denotarão as funções
de�nidas acima.

É fácil veri�car que R e S são funções bem de�nidas que cumprem as três condições
exigidas pelo ambiente abstrato. Isto nos leva a

Proposição 3.5.3 Sejam 1 � p < 1 e P : X ! Y um polinômio n-homogêneo
contínuo entre espaços de Banach. Então P é p-dominado se, e somente se, é R-S
abstrato p-somante. Além disso, �RS;p (P )

n
p = kPkd;p.
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Demonstração: Suponha que P 2 P (nX;Y ) seja p-dominado: Então, 
mP
j=1

S (P; xj; �j)
p

!n
p

=

 
mP
j=1

j�jjp kP (xj)k
p
n

!n
p

(3.36)

=

 
mP
j=1

�njP (xj) p
n

!n
p

=

 
mP
j=1

kP (�jxj)k
p
n

!n
p

,

pois P é um polinômio n-homogêneo. Como P é p-dominado, existe uma constante
C � 0 tal que  

mP
j=1

kP (�jxj)k
p
n

!n
p

� C sup
'2BX0

 
mP
j=1

j' (�jxj)jp
!n

p

(3.37)

= C sup
'2BX0

 
mP
j=1

j�jjp j' (xj)jp
!n

p

= C sup
'2BX0

 
mP
j=1

R ('; xj; �j)
p

!n
p

.

Elevando os membros extremos a p
n
, obtemos de (3:36) e (3:37) que

mP
j=1

S (P; xj; �j)
p � C

p
n sup
'2BX0

 
mP
j=1

R ('; xj; �j)
p

!
(3.38)

para todos x1; : : : ; xm 2 X, �1; : : : ; �m 2 K e m 2 N. Portanto, P é R-S abstrato
p-somante. Observe que, de (3:37) e (3:38), temos

�RS;p (P )
n
p � kPkd;p . (3.39)

Reciprocamente, suponha que P 2 P (nX;Y ) seja R-S abstrato p-somante. Temos
inicialmente que

mP
j=1

kP (xj)k
p
n =

mP
j=1

S (P; xj; 1)
p , (3.40)

e como P é R-S abstrato p-somante, podemos encontrar uma constante C � 0 tal que

mP
j=1

S (P; xj; 1)
p � C sup

'2BX0

 
mP
j=1

R ('; xj; 1)
p

!
(3.41)

= C sup
'2BX0

 
mP
j=1

j' (xj)jp
!
.
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Elevando os membros extremos a n
p
segue imediatamente de (3:40) e (3:41) que 

mP
j=1

kP (xj)k
p
n

!n
p

� C
n
p sup
'2BX0

 
mP
j=1

j' (xj)jp
!n

p

(3.42)

para todos x1; : : : ; xm 2 X e m 2 N. Logo, P é p-dominado. Além disso, (3:41) e (3:42)
nos garantem que

�RS;p (P )
n
p � kPkd;p

donde concluímos de (3:39) que �RS;p (P )
n
p = kPkd;p. �

O próximo resultado que enunciamos é o teorema de dominação para polinômios
dominados. Sua demonstração, como veremos, é uma aplicação direta do TDPU.

Teorema 3.5.4 Sejam 1 � p <1 e P : X ! Y um polinômio n-homogêneo contínuo
entre espaços de Banach. Então P é p-dominado se, e somente se, existem uma
constante C � 0 e uma medida de probabilidade � sobre a sigma-álgebra de Borel
de BX0, munida com a topologia fraca estrela, tais que

kP (x)k � C
�R

BX0
j' (x)jp d� (')

�n
p

(3.43)

para todo x 2 X. Neste caso, kPkd;p é a menor das constantes C tais que (3:43) ocorre.

Demonstração: Admita as existências de C e � tais que (3:43) ocorra para todo
x 2 X. Então,

mP
j=1

kP (xj)k
p
n � C

p
n

mP
j=1

R
BX0

j' (xj)jp d� (')

= C
p
n

R
BX0

 
mP
j=1

j' (xj)jp
!
d� (')

� C
p
n

R
BX0

sup
'2BX0

 
mP
j=1

j' (xj)jp
!
d� (')

= C
p
n sup
'2BX0

 
mP
j=1

j' (xj)jp
!
� (BX0)

= C
p
n sup
'2BX0

 
mP
j=1

j' (xj)jp
!
,

uma vez que � é uma medida de probabilidade. Elevendo os membros extremos a n
p

obtemos  
mP
j=1

kP (xj)k
p
n

!n
p

� C sup
'2BX0

 
mP
j=1

j' (xj)jp
!n

p
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para todos x1; : : : ; xm 2 X e m 2 N. Logo, P é p-dominado e

kPkd;p � C. (3.44)

Reciprocamente, se P é p-dominado, pela Proposição 3.5.3, P é R-S abstrato p-
somante. Então, pelo Teorema 2.2.1, existem uma constante C > 0 e uma medida
de probabilidade � sobre a sigma-álgebra de Borel de K tais que

S (P; x; �) � C
�R
K
R ('; x; �)p d� (')

� 1
p , (3.45)

isto é,

j�j kP (x)k
1
n � C

�R
BX0

j�jp j' (x)jp d� (')
� 1
p

= j�jC
�R

BX0
j' (x)jp d� (')

� 1
p
,

e portanto,

kP (x)k � Cn
�R

BX0
j' (x)jp d� (')

�n
p

(3.46)

para todo x 2 X. Lembre que �RS;p (P )
1
p também satisfaz (3:45) e, portanto,

�RS;p (P )
n
p = kPkd;p satisfaz (3:46). Com isso e (3:44) concluímos que kPkd;p é a

menor das constantes C tais que (3:43) ocorre. �
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Capítulo 4

Funções Arbitrárias Absolutamente
Somantes

De acordo com a de�nição usual de operadores lineares absolutamente somantes
dada por meio de desigualdades [16, p. 31], a seguinte de�nição parece natural:

De�nição 4.0.5 Sejam E e F espaços de Banach. Uma função arbitrária f : E ! F
é absolutamente p-somante em a 2 E quando existe uma constante C � 0 tal que

mP
j=1

kf (a+ xj)� f (a)kp � C sup
'2BE0

 
mP
j=1

j' (xj)jp
!

para todos x1; :::; xm 2 E e m 2 N.

Essa de�nição está essencialmente contida em [26], mas na forma acima aparece em
[8].
Se E e F são espaços de Banach, fazemos

H = ff : E ! Fg ;

e de�nimos R e S da seguinte forma:

R : BE0 � E �K! [0;1)

R ('; x; �) = j�j j' (x)j
e

S : H� E �K! [0;1)
S (f; x; �) = j�j kf (a+ x)� f (a)k

Note que R e S são funções bem de�nidas e satisfazem as condições do ambiente
abstrato. De fato, pondo x0 = 0 obtemos claramente a condição (i). Dados x 2 E e
� 2 K, a função

Rx;� : BE0 ! [0;1)
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de�nida por
Rx;� (') = j�j j' (x)j

é sempre contínua, pois trata-se de uma composta de funções contínuas, conforme visto
na Seção 3.1. Finalmente,

R ('; x; ��) = j��j j' (x)j
= � (j�j j' (x)j)
= �R ('; x; �)

e

�S (f; x; �) = � (j�j kf (a+ x)� f (a)k)
= j��j kf (a+ x)� f (a)k
= S (f; x; ��)

para todos ' 2 BE0, x 2 E, 0 � � � 1 e b 2 K, o que conclui (iii).
Demonstraremos agora um lema técnico que será utilizado na demonstração da

caracterização de funções arbitrárias absolutamente p-somantes logo a seguir. Sua
demonstração usa o argumento de [19, p. 2] (também creditado a M. Mendel e G.
Schechtman), aplicado por Farmer e Johnson no contexto de operadores Lipschitz
somantes.

Lema 4.0.6 Uma função arbitrária f : E ! F é absolutamente p-somante em a 2 E
se, e somente se, existe uma constante C � 0 tal que

mP
j=1

jbjj kf (a+ xj)� f (a)kp � C sup
'2BE0

 
mP
j=1

jbjj j' (xj)jp
!

(4.1)

para todos m 2 N, x1; :::; xm 2 E e b1; :::; bm 2 K.

Demonstração: Suponha que f seja absolutamente p-somante em a 2 E. Vamos
dividir a demonstração em três casos.
Caso 1: Os escalares são inteiros.
Sejam dados m 2 N, x1; :::; xm 2 E e b1; :::; bm 2 Z. Considere os seguintes

(jb1j+ :::+ jbmj) vetores de E:

x1; :::; x1| {z }
jb1j vezes

; : : : ; xm; :::; xm| {z }
jbmj vezes

Por hipótese,
kf (a+ x1)� f (a)kp + :::+ kf (a+ x1)� f (a)kp| {z }

jb1j vezes

+

� � �

49



+ kf (a+ xm)� f (a)kp + :::+ kf (a+ xm)� f (a)kp| {z }
jbmj vezes

� sup
'2BE0

0B@j' (x1)jp + :::+ j' (x1)jp| {z }
jb1j vezes

+ :::+ j' (xm)jp + :::+ j' (xm)jp| {z }
jbmj vezes

1CA
isto é,

jb1j kf (a+ x1)� f (a)kp + :::+ jbmj kf (a+ xm)� f (a)kp

� sup
'2BE0

(jb1j j' (x1)jp + :::+ jbmj j' (xm)jp)

ou, equivalentemente,

mP
j=1

jbjj kf (a+ xj)� f (a)kp � C sup
'2BE0

 
mP
j=1

jbjj j' (xj)jp
!

para todos m 2 N, x1; :::; xm 2 E e b1; :::; bm 2 Z.
Caso 2: Os escalares são racionais.
Sejam dados m 2 N, x1; :::; xm 2 E e c1; :::; cm 2 Q. Então,

cj =
aj
bj

com aj; bj 2 Z e j = 1; :::;m, com todos os bj não nulos. Temos que

mP
j=1

jcjj kf (a+ xj)� f (a)kp =
jb1 : : : bmj
jb1 : : : bmj

mP
j=1

����ajbj
���� kf (a+ xj)� f (a)kp (4.2)

=
jb1 : : : bmj
jb1 : : : bmj

�����a1b1
���� kf (a+ x1)� f (a)kp + � � �+ ����ambm

���� kf (a+ xm)� f (a)kp�
=
jb2 : : : bmj
jb1 : : : bmj

(ja1j kf (a+ x1)� f (a)kp) + � � �+
jb1 : : : bm�1j
jb1 : : : bmj

(jamj kf (a+ x1)� f (a)kp)

=
1

jb1 : : : bmj

�
ja1j jb2 : : : bmj kf (a+ x1)� f (a)kp + � � �
� � �+ jamj jb1 : : : bm�1j kf (a+ x1)� f (a)kp

�
. (4.3)

Recorremos então ao caso anterior e concluímos de, (4:2) e (4:3), que
mP
j=1

jcjj kf (a+ xj)� f (a)kp

� 1

jb1 : : : bmj
sup
'2BE0

(ja1j jb2 : : : bmj j' (x1)jp + � � �+ jamj jb1 : : : bm�1j j' (xm)jp)

= sup
'2BE0

�����a1b1
���� j' (x1)jp + � � �+ ����ambm

���� j' (xm)jp�
= sup

'2BE0

 
mP
j=1

jcjj j' (xj)jp
!
,

50



e o Caso 2 �ca demonstrado.
Caso 3: Os escalares são reais.
Suponhamos, por absurdo, que o resultado não seja válido quando os escalares são

reais. Isto é, dado C > 0 existem mC 2 N, x1; :::; xmC
2 E e r1; :::; rmC

2 R tais que

mCP
j=1

jrjj kf (a+ xj)� f (a)kp > C sup
'2BE0

 
mCP
j=1

jrjj j' (xj)jp
!
. (4.4)

Considere

" =
mCP
j=1

jrjj kf (a+ xj)� f (a)kp � C sup
'2BE0

 
mCP
j=1

jrjj j' (xj)jp
!

(4.5)

e escolha q1; :::; qmC
2 Q de modo que

mCP
j=1

jrjj kf (a+ xj)� f (a)kp �
mCP
j=1

jqjj kf (a+ xj)� f (a)kp <
"

4
(4.6)

e

C sup
'2BE0

 
mCP
j=1

jqjj j' (xj)jp
!
� C sup

'2BE0

 
mCP
j=1

jrjj j' (xj)jp
!
<
"

4
. (4.7)

Para maiores detalhes, veja o resultado (5:2) no Apêndice. Logo, por (4:6) obtemos
mCP
j=1

jqjj kf (a+ xj)� f (a)kp >
mCP
j=1

jrjj kf (a+ xj)� f (a)kp �
"

4

(Por (4:5) ) =

"
"+ C sup

'2BE0

 
mCP
j=1

jrjj j' (xj)jp
!#

� "
4

= C sup
'2BE0

 
mCP
j=1

jrjj j' (xj)jp
!
+
3"

4

(Por (4:7) ) >

"
C sup
'2BE0

 
mCP
j=1

jqjj j' (xj)jp
!
� "
4

#
+
3"

4

= C sup
'2BE0

 
mCP
j=1

jqjj j' (xj)jp
!
+
"

2

> C sup
'2BE0

 
mCP
j=1

jqjj j' (xj)jp
!

o que é um absurdo pelo Caso 2, concluindo a demonstração.
Reciprocamente, se existe uma constante C � 0 tal que a desigualdade (4:1) seja

válida para todos m 2 N, x1; :::; xm 2 E e b1; :::; bm 2 K, basta tomar

b1 = � � � = bm = 1,

e obtemos que f é absolutamente p-somante em a 2 E. �
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Proposição 4.0.7 Sejam E e F espaços de Banach, e 0 < p < 1. Uma função
arbitrária f : E ! F é absolutamente p-somante em a 2 E se, e somente se, é R-S
abstrata p-somante.

Demonstração: Escolha X = E, Y = F ,

H = ff : E ! Fg ,

K = BE0 e G = K. Provamos acima que, para estas escolhas, as funções R e S
satisfazem as condições do ambiente abstrato. Suponha agora que f seja absolutamente
p-somante em a 2 E. Então, usando o Lema 4.0.6 com escalares kj = bpj para todo
j = 1; :::;m, podemos encontrar uma constante C � 0 tal que

mP
j=1

jbjjp kf (a+ xj)� f (a)kp � C sup
'2BE0

 
mP
j=1

jbjjp j' (xj)jp
!

(4.8)

para todos m 2 N, x1; :::; xm 2 E e b1; :::; bm 2 K. Pelas de�nições de R e S,
reescrevemos (4:8) como

mP
j=1

S (f; xj; bj)
p � C sup

'2BE0

 
mP
j=1

R ('; xj; bj)
p

!
para todosm 2 N, x1; :::; xm 2 E e b1; :::; bm 2 K, donde se conclui que f é R-S abstrata
p-somante.
Reciprocamente, suponha que f seja R-S abstrata p-somante. Então, existe uma

constante C � 0 tal que
mP
j=1

S (f; xj; 1)
p � C sup

'2BE0

 
mP
j=1

R ('; xj; 1)
p

!
para todos m 2 N e x1; :::; xm 2 E. Pelas de�nições de R e S

mP
j=1

kf (a+ xj)� f (a)kp � C sup
'2BE0

 
mP
j=1

j' (xj)jp
!

para todos m 2 N e x1; :::; xm 2 E. Logo, f é absolutamente p-somante em a. �
Aplicamos mais uma vez o TDPU para mostrar que, mesmo livre de condições

algébricas, funções absolutamente p-somantes são exatamente aquelas que gozam de
algum teorema de dominação:

Teorema 4.0.8 Sejam E e F espaços de Banach e 0 � p <1. Uma função arbitrária
f : E ! F é absolutamente p-somante em a 2 E se, e somente se, existem uma
constante C > 0 e uma medida de probabilidade � sobre a sigma-álgebra de Borel de
BE0, munida com a topologia fraca estrela, tais que

kf (a+ x)� f (a)k � C
�R

BE0
j' (x)jp d� (')

� 1
p

(4.9)

para todo x 2 E.
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Demonstração: Se f é absoutamente p-somante em a 2 E, pela Proposição 4.0.7, é
R-S abstrata p-somante. Daí, pelo Teorema 2.2.1, existem uma constante C > 0 e uma
medida de probabilidade � sobre a sigma-álgebra de Borel de K = BE0 tais que

S (f; x; b) � C
�R
K
R ('; x; b)p d� (')

� 1
p

isto é,

jbj kf (a+ x)� f (a)k � C
�R

BE0
jbjp j' (x)jp d� (')

� 1
p

= jbjC
�R

BE0
j' (x)jp d� (')

� 1
p

e portanto,

kf (a+ x)� f (a)k � C
�R

BE0
j' (x)jp d� (')

� 1
p

para todo x 2 E.
Reciprocamente, se a desigualdade (4:9) ocorre para todo x 2 E, então, também

ocorre

mP
j=1

kf (a+ xj)� f (a)kp � Cp
mP
j=1

R
BE0
j' (xj)jp d� (')

= Cp
R
BE0

 
mP
j=1

j' (xj)jp
!
d� (')

� Cp
R
BE0

sup
'2BE0

 
mP
j=1

j' (xj)jp
!
d� (')

= Cp sup
'2BE0

 
mP
j=1

j' (xj)jp
!
� (BE0) (4.10)

e, como � é uma medida de probabilidade em B (BE0), segue de (4:10) que

mP
j=1

kf (a+ xj)� f (a)kp � Cp sup
'2BE0

 
mP
j=1

j' (xj)jp
!

para todo x 2 E. Portanto, f é absolutamente p-somante em a 2 E. �
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Capítulo 5

Apêndice

5.1 Aplicações multilineares e polinômios
homogêneos

Reservamos este espaço na dissertação para dizermos algumas palavras sobre as
aplicações multilineares e polinomiais. Aqui, nosso principal objetivo é estenter o
conceito de operadores absolutamente somantes para tais aplicações. O trabalho
realizado por Alencar-Matos em [1] constitui um dos primeiros passos nessa direção,
no qual algumas classes de funções multilineares entre espaços de Banach foram
investigadas. A literatura no assunto é vasta e não temos intenção alguma em esgotá-lo,
apenas nos limitamos em fornecer um possível complemento às Seções 3.2, 3.4 e 3.5. No
entanto, ao leitor que sentir necessidade de maiores detalhes, recomendamos [3, 18, 29]:

5.1.1 Aplicações multilineares

De�nição 5.1.1 Sejam m 2 N, E1; E2; : : : ; Em e F espaços vetoriais sobre K. Uma
função A : E1 � � � � � Em ! F é chamada de aplicação multilinear (ou aplicação
m-linear) se A for linear em cada variável, isto é, se para cada i, 1 � i � m, e para
todos xi; x0i 2 Ei e � 2 K, temos que

A (x1; � � � ; �xi + x0i; � � � ; xm) =

= �A (x1; � � � ; xi; � � � ; xm) + A (x1; � � � ; x0i; � � � ; xm)

Exemplo 5.1.2 Sejam E1; E2; � � � ; Em espaços vetoriais sobre K e funcionais �i 2 E�i ,
para cada 1 � i � m. Considere a função ' : E1 � � � � � Em ! K de�nida por
' (x1; � � � ; xm) = � (x1) � � �� (xm). Não é difícil ver que ' é uma aplicação multilinear.

Para cada m 2 N, o conjunto formado por todas as aplicações multilineares
de E1 � � � � � Em em F é denotado por L (E1; � � � ; Em;F ). Para o caso F = K
escrevemos simplesmente L (E1; � � � ; Em) ao invés de L (E1; � � � ; Em;K) e, quando
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E1 = E2 = � � � = Em = E, escrevemos L (mE;F ). É fácil ver que o conjunto
L (E1; � � � ; Em;F ), munido com as operações usuais de espaços de funções, é um espaço
vetorial.
Se E1; � � � ; Em são espaços vetorias normados, então E1 � � � � � Em torna-se um

espaço vetorial normado ao considerarmos qualquer uma das normas

kxk1 = max
1�i�m

kxikEi

kxkp = (kx1k
p + � � �+ kxmkp)

1
p ,

onde x = (x1; � � � ; xm) 2 E1 � � � � � Em e 1 � p < 1. Quando não dissermos
explicitamente qual a norma que estamos considerando em E1 � � � � � Em, �ca
subentendido que se trata da norma k�k1 a qual, por comodidade, será escrita apenas
como k�k.
Uma aplicação m-linear A : E1 � � � � � Em ! F é dita limitada quando

sup
kxik�1
i=1;:::;n

kA (x1; � � � ; xm)k <1.

Finalmente, dizemos que A : E1� � � ��Em ! F é contínua quando for contínua no
sentido de continuidade entre espaços métricos.
O próximo teorema apresenta algumas importantes e úteis equivalências sobre a

continuidade de uma aplicação multilinear.

Proposição 5.1.3 Sejam E1; E2; : : : ; Em e F espaços vetoriais normados. As seguintes
a�rmações a respeito de uma aplicação multilinear A : E1 � � � � � Em ! F são
equivalentes:
(i) A é contínua;
(ii) A é contínua na origem;
(iii) Existe uma constante M > 0 tal que

kA (x1; � � � ; xm)k �M kx1k � � � kxmk

para todo (x1; � � � ; xm) 2 E1 � � � � � Em;
(iv) A é lipschitziana em cada parte limitada de E1 � � � � � Em.

Demonstração: É evidente que (i) ) (ii). Para provar que (ii) ) (iii), seja A
contínua na origem. Como A (0) = 0, tomando " = 1 obtemos � > 0 tal que

k(x1; � � � ; xm)k � � ) kA (x1; � � � ; xm)k � 1.

Seja agora (x1; � � � ; xm) 2 E1 � � � � � Em. A relação

kA (x1; � � � ; xm)k �M kx1k � � � kxmk
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é evidente se xi = 0 para algum i = 1; : : : ;m. Se, porém, xi 6= 0 para todo i = 1; : : : ;m,
então �

�x1
kx1k

; � � � ; �xmkxmk

�
tem norma igual a �. Logo A� �x1kx1k

; � � � ; �xmkxmk

� � 1.
Como A é multilinear, isto nos dá

�m

kx1k � � � kxmk
kA (x1; � � � ; xm)k � 1,

ou seja,

kA (x1; � � � ; xm)k �
1

�m
kx1k � � � kxmk .

E o resultado segue com M = 1
�m
. Mostraremos agora que (iii) ) (iv). Admitindo

(iii) como hipótese, provaremos que A é lipschitziana em cada bola B [0; r]. Com efeito,
como A é multilinear, podemos escrever

A (x)� A (y) = A (x1; x2; : : : ; xm)� A (y1; x2; : : : ; ym) + A (y1; x2; : : : ; xm)�

�A (y1; y2; x3; : : : ; xm) + A (y1; y2; x3; : : : ; xm)� � � �
� � �+ A (y1; y2; : : : ; ym�1; xm)� A (y1; y2; : : : ; ym�1; ym) =

= A (x1 � y1; x2; : : : ; xm)+A (y1; x2 � y2; x3; : : : ; xm)+� � �+A (y1; y2; : : : ; ym�1; xm � ym) .
Logo, se x = (x1; � � � ; xm) e y = (y1; � � � ; ym) pertencem a B [0; r] então kxik ; kyik � r
para todo i = 1; : : : ;m. Segue-se daí que

kA (x)� A (y)k � kA (x1 � y1; x2; : : : ; xm)k+ � � �+ kA (y1; y2; : : : ; ym�1; xm � ym)k
�M kx1 � y1k kx2k � � � kxmk+ � � �+M ky1k � � � kym�1k kxm � ymk
�Mrm�1 (kx1 � y1k+ � � �+ kxm � ymk) � mMrm�1 kx� yk .

Provemos �nalmente que (iv) ) (i). Admitindo (iv), mostraremos que A é contínua
em cada ponto a. De fato, dado B � E1 � � � � �Em limitado, a hipótese nos garente a
existência de uma constante de Lipschitz cB > 0 tal que

kA (x)� A (y)k � cB kx� yk

para todos x; y 2 B. Assim, dado " > 0, escolhemos � = "
cB
e obtemos que

kx� ak < � ) kA (x)� A (a)k � cB kx� ak < cB� = ",

onde B = B [a; �]. �
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Para cada m 2 N, denotamos o conjunto das aplicações multilineares contínuas de
E1 � � � � � Em em F por L (E1; � � � ; Em;F ). Quando E1 = � � � = Em = E, escrevemos
L (mE;F ) e, se F = K, usamos L (E1; � � � ; Em) e L (mE) no lugar de L (E1; � � � ; Em;K)
e L (mE;K), respectivamente.
Quando F é completo, prova-se que L (E1; � � � ; Em;F ) é um espaço de Banach com

relação à norma
kAk = sup

kxk�1
kA (x)k ,

para quaisquer espaços vetorias normados E1; � � � ; Em.

Aplicações multilineares absolutamente somantes

De�nição 5.1.4 Sejam 0 < p; q1; : : : ; qm com 1
q1
+ � � � + 1

qm
� 1

p
. Uma aplicação A 2

L (E1; � � � ; Em;F ) é dita absolutamente (p; q1; : : : ; qm)-somante quando�
A
�
x
(1)
j ; : : : ; x

(m)
j

��1
j=1

2 `p (F )

sempre que �
x
(k)
j

�1
j=1

2 `wqk (Ek)

para todo k = 1; : : : ;m.

O espaço das aplicações (p; q1; : : : ; qm)-somantes de E1� � � � �Em em F é denotado
por Las(p;q1;:::;qm) (E1; � � � ; Em;F )
Assim como no caso dos operadores lineares absolutamente somantes, as

aplicações multilineares absolutamente somantes apresentam uma caracterização por
desigualdades:

Proposição 5.1.5 Sejam n 2 N e E1; � � � ; En e F espaços de Banach. As seguintes
a�rmações a respeito de uma aplicação n-linear contínua T : E1 � � � � � En ! F são
equivalentes:
(a) T 2 Las(p;q1;:::;qm) (E1; � � � ; En;F );
(b) Existe uma constante C � 0 tal que�Pm

j=1

T �x(1)j ; : : : ; x(n)j �p� 1
p � C

�x(1)j �m
j=1


w;q1

� � �
�x(n)j �m

j=1


w;qn

(5.1)

para todos m 2 N e x(k)j 2 Ek, k = 1; : : : ; n e j = 1; : : : ;m;
(c) Existe uma constante C � 0 tal que�P1

j=1

T �x(1)j ; : : : ; x(n)j �p� 1
p � C

�x(1)j �1
j=1


w;q1

� � �
�x(n)j �1

j=1


w;qn

sempre que
�
x
(k)
j

�1
j=1

2 `wqk (Ek), com k = 1; : : : ; n.

A menor das constantes C tais que (5:1) vale é denotada por kTkas(p;q1;:::;qn).
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Observação 5.1.6 A rigor, não é claro que o ín�mo das constantes C seja atingido,
mas isso de fato ocorre e podemos falar em menor das constantes que satisfazem (5:1).

É interessante notar que, apesar de não serem pertinentes à teoria linear de
operadores somantes, as aplicações n-lineares

�
p
n
; p; : : : ; p

�
-somantes têm propriedades

muito parecidas com as propriedades daquela teoria. Por exemplo, para tais aplicações
existe um Teorema de Dominação de Pietsch (que também pode ser obtido a partir
do TDPU, embora este caso seja um pouco mais delicado e não seja abordado nesse
trabalho). Por essa razão, tais aplicações são também conhecidas como aplicações p-
dominadas: A seguir, enunciamos tal teorema de dominação correspondente a esta classe
de aplicações. Sua demonstração encontra-se em [35] (veja também [20, 25]).

Teorema 5.1.7 Seja 1 � p <1. Uma aplicação A 2 L (E1; � � � ; En;F ) é p-dominada
se, e somente se, existem uma constante C � 0 e medidas de probabilidades �k nos
borelianos das bolas BE0k , k = 1; : : : ; n, munidas com a topologia fraca estrela, tais que

kA (x1; : : : ; xn)k � C
nY
k=1

�R
BE0

k

j'k (xk)jp d� ('k)
� 1

p

.

5.1.2 Polinômios homogêneos

Comecemos pelo conceito de aplicação multilinear simétrica, que será útil no
decorrer desta seção.

De�nição 5.1.8 Sejam n 2 N e X,Y espaços vetorias sobre K. Uma aplicação n-
linear A : X � � � � � X ! Y é dita simétrica se, para quaisquer x1; : : : ; xn 2 X,
tivermos

A (x1; : : : ; xn) = A
�
x�(1); : : : ; x�(n)

�
,

para toda bijeção � : f1; : : : ; ng ! f1; : : : ; ng.

De�nição 5.1.9 Sejam X e Y espaços vetoriais normados sobre o corpo K. Uma
aplicação P : X ! Y é chamada de polinômio n-homogêneo se existe A 2 L (nX;Y )
tal que

A (x; : : : ; x) = P (x) ,

para todo x 2 X. Nesse caso, dizemos que P é o polinômio n-homogêneo associado a
A.

Denotaremos por P (nX;Y ) o espaço de Banach formado por todos os polinômios
n-homogêneos contínuos de X em Y com a norma

kPk = sup
x2BE

kP (x)k .
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Observação 5.1.10 Se P : X ! Y é um polinômio n-homogêneo, é possível provar a
existência e unicidade de uma aplicação n-linear simétrica Ps : X�� � ��X ! Y tal
que Ps (x; : : : ; x) = P (x) (veja [3, Proposição 1.3.4]). Denotaremos por �P a aplicação
multilinear simétrica associada a P .

O resultado seguinte (para sua demonstração, veja [3, Proposição 1.3.4]) fornece
algumas caracterizações dos polinômios n-homogêneos contínuos envolvendo sua
aplicação multilinear simétrica associada.

Proposição 5.1.11 Sejam X e Y espaços vetoriais normados sobre K, n 2 N e
P : X ! Y um polinômio n-homogêneo. As seguintes a�rmações são equivalentes:
(a) �P 2 L (nX;Y ) ;
(b) P 2 P (nX;Y ) ;
(c) P é contínuo na origem;
(d) Existe uma constante M > 0;tal que

kP (x)k �M kxkn

para qualquer x 2 X.

Polinômios absolutamente somantes

De�nição 5.1.12 Sejam 0 < p; q < 1 e P : X ! Y um polinômio n-homogêneo
contínuo entre espaços de Banach. Dizemos que P é absolutamente (p; q)-somante (ou
(p; q)-somante) quando (P (xj))

1
j=1 2 `p (Y ) sempre que (xj)

1
j=1 2 `wq (X).

Denotamos por Pas;(p;q) (nX;Y ) o espaço formado por todos os polinômios (p; q)-
somantes de X em Y . É interessante notar que quando n = 1 temos o conceito original
de operadores absolutamente somantes e nesse caso usamos a notação da teoria linear.
O seguinte resultado encontra-se em [25, Proposition 2.4] e caracteriza os polinômios

absolutamente somantes por desigualdades.

Proposição 5.1.13 Sejam X e Y espaços de Banach. As seguintes a�rmações a
respeito de um polinômio n-homogêneo contínuo P : X ! Y são equivalentes:
(a) P é absolutamente (p; q)-somante;
(b) Existe uma constante C > 0 tal que ,�Pm

j=1 kP (xj)k
p
� 1
p � C sup

'2BX0

�Pm
j=1 j' (xj)j

q
�n
q
, (5.2)

para todos x1; : : : xm 2 X e m 2 N;
(c) Existe uma constante C > 0 tal que ,�P1

j=1 kP (xj)k
p
� 1
p � C sup

'2BX0

�P1
j=1 j' (xj)j

q
�n
q
,

sempre que (xj)
1
j=1 2 `uq (E).

Denotamos por kPkas;(p;q) o ín�mo das constantes C tais que (5:2) ocorre.
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Demonstração: (Esboço) As relações (c)) (a) e (c)) (b) são evidentes.
(a)) (c) : Assumindo (a) como hipótese, observamos que a aplicação

P : `uq (E)! `p (F )

(xj)
1
j=1 7! P

�
(xj)

1
j=1

�
= (P (xj))

1
j=1

está bem de�nida. A�rmamos que P é um polinômio n-homogêneo contínuo. Com
efeito, pode-se ver que (veja a Observação 5.1.14) a aplicação

�P :
�
`uq (E)

�n ! `p (F ) ,

dada por

�P

��
x
(1)
j

�1
j=1
; : : : ;

�
x
(n)
j

�1
j=1

�
=
�
�P
�
x
(1)
j ; : : : ; x

(n)
j

��1
j=1
,

está bem de�nida, é n-linear e satisfaz

�P
�
(xj)

1
j=1 ; : : : ; (xj)

1
j=1

�
= P

�
(xj)

1
j=1

�
.

Isso mostra que P é um polinômio n-homogêneo. Agora, procedendo de forma análoga
à demonstração de (i)) (ii) da Proposição 1.2.5, chegaremos que P é contínuo. Assim, 

1P
j=1

kP (xj)kp
! 1

p

=
P�(xj)1j=1�

p
� kPk

(xj)1j=1n
q;w

(5.3)

= kPk sup
'2BE0

�P1
j=1 j' (xj)j

q
�n
q
.

Note que de (5:3) obtemos
kPkas;(p;q) � kPk (5.4)

(b)) (c) : Se (xj)
1
j=1 2 `uq (E), então 

1P
j=1

kP (xj)kp
! 1

p

= sup
m2N

 
mP
j=1

kP (xj)kp
! 1

p

� sup
m2N

"
C sup
'2BX0

�Pm
j=1 j' (xj)j

q
�n
q

#

= C sup
'2BX0

�
sup
m2N

�Pm
j=1 j' (xj)j

q
�n
q

�
= C sup

'2BX0

�P1
j=1 j' (xj)j

q
�n
q
.

60



o que prova (c). Note ainda que a relação (c)) (a) contém a seguinte desigualdade:

kPk = sup
k(xj)1j=1kq;w�1

P�(xj)1j=1�
p
= sup
k(xj)1j=1kq;w�1

 
1P
j=1

kP (xj)kp
! 1

p

� sup
k(xj)1j=1kq;w�1

C
(xj)1j=1n

q;w
= C.

Logo,
kPk � kPkas;(p;q) : (5.5)

De (5:4) e (5:5) segue que kPkas;(p;q) = kPk. �

Observação 5.1.14 Prova-se que um polinômio n-homogêneo contínuo P : X ! Y
é absolutamente (p; q)-somante se, e somente se, sua aplicação multilinear simétrica
�P : X � � � � � X ! Y associada é absolutamente (p; q; : : : q)-somante. Note que isso
garante que a aplicação �P acima esteja realmente bem de�nida.

Observação 5.1.15 Uma vez provada a igualdade kPkas;(p;q) = kPk, segue da
continuidade de P que P�(xj)1j=1�

p
� kPk

(xj)1j=1n
q;w
,

isto é,  
1P
j=1

kP (xj)kp
! 1

p

� kPkas;(p;q) sup
'2BX0

�P1
j=1 j' (xj)j

q
�n
q
.

Portanto, o ín�mo kPkas;(p;q) é assumido.

Observação 5.1.16 Se p < 1, k�kas;(p;q) é uma p-norma e, se p � 1, k�kas;(p;q) é
uma norma em Pas;(p;q) (nX;Y ). Em qualquer um dos casos, temos espaços topológicos
metrizáveis e completos (veja [25]).

Polinômios dominados

A teoria dos polinômios absolutamente (p; q)-somantes apresenta, em geral, pouca
relação com a teoria linear. Entretanto, o caso particular de polinômios n-
homogêneos absolutamente

�
p
n
; p
�
-somantes (chamados de p-dominados) resgata muitas

das propriedades da teoria linear como, por exemplo, o Teorema da Dominação de
Pietsch (visto na seção 3.5) e o Teorema de Inclusão. Por essa razão, este caso particular
tem sido estudado separadamente.

De�nição 5.1.17 Seja p � 1. Os elementos de Pas;( pn ;p) (
nX;Y ) são chamados

de polinômios p-dominados. Nesse caso, escrevemos Pd;p (nX;Y ) em vez de
Pas;( pn ;p) (

nX;Y ) e k�kd;p em vez de k�kas;( pn ;p).
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5.2 Resultados auxiliares

A1. Seja fa��g(�;�)2L�M uma família de escalares positivos, então:

a) Se sup
�2L

�
sup
�2M

a��

�
=1, então sup

�2M

�
sup
�2L
a��

�
=1;

b) Se sup
�2L

�
sup
�2M

a��

�
= A <1, então sup

�2M

�
sup
�2L
a��

�
= A.

Demonstração: [Prova de (a)]. Considere b� = sup
�2M

a��. Então, dado K > 0, existe

�0 2 L tal que
sup
�2M

a�0� = b�0 > K.

Logo, existe �0 2M tal que
a�0�0 > K.

Como
b�0 = sup

�2L
a��0 � a�0�0 > K,

seque que

sup
�2M

�
sup
�2L
a��

�
=1

o que prova (a).
[Prova de (b)]. Por hipótese, para todo " > 0 existe �0 2 L tal que

sup
�2M

a�0� = b�0 > A� ".

Logo, existe �0 2M tal que
a�0�0 > A� ".

Como, para todo � 2M ,
sup
�2L
a�� � a�0�

segue que

B = sup
�2M

�
sup
�2L
a��

�
� sup

�2L
a�� � sup

�2M
a�0� � a�0�0 > A� "

mostrando que B > A � " para todo " > 0, o que implica B � A. Note que B < 1
pois, caso contrário, o item (a) nos daria A =1 (absurdo). Agora, sabendo que

sup
�2M

�
sup
�2L
a��

�
= B <1

e usando o mesmo argumento utilizado para mostrar que B � A, podemos concluir que
A � B e o resultado segue. �
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A2. Sejam dados m 2 N , x1; : : : ; xm 2 E e r1; : : : ; rm 2 R. Então, para todo " > 0
existem q1; : : : ; qm 2 Q tais que����� sup'2BE0

 
mP
j=1

jqjj j' (xj)jp
!
� sup

'2BE0

 
mP
j=1

jrjj j' (xj)jp
!����� < "

4

Demonstração: Pela densidade de Q em R, é possível encontrar racionais q(j)k tais
que

rj = lim
k!1

q
(j)
k

para todo j = 1; : : : ;m. Mais ainda, podemos supor que
�
q
(j)
k

�
k2N

é uma sequência

crescente em Q. Comecemos por a�rmar que

lim
k!1

"
sup
'2BE0

 
mP
j=1

���q(j)k ��� j' (xj)jp
!#

= sup
k2N

"
sup
'2BE0

 
mP
j=1

���q(j)k ��� j' (xj)jp
!#

. (5.6)

Para isso, é su�ciente mostrar que a sequência, cujo termo geral é

yk = sup
'2BE0

 
mP
j=1

���q(j)k ��� j' (xj)jp
!
,

é crescente e limitada. De fato, note primeiramente que

mP
j=1

���q(j)k ��� j' (xj)jp � mP
j=1

���q(j)k ��� k'kp kxjkp
�

mP
j=1

���q(j)k ��� 1 kxjkp
�

mP
j=1

jrjj kxjkp = cte

para todo ' 2 BE0. Logo,

sup
'2BE0

 
mP
j=1

���q(j)k ��� j' (xj)jp
!
� cte.

Note ainda que a constante acima não depende do índice k. Assim, lembrando que

q
(j)
k < q

(j)
k+1

para todos k 2 N e j = 1; : : : ;m, obtemos a monotonicidade e limitação desejadas para
a sequência (yk). Consequentemente, a igualdade (5:6) é verdadeira. Usando o anexo
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(A1), segue dessa mesma equação que

lim
k!1

"
sup
'2BE0

 
mP
j=1

���q(j)k ��� j' (xj)jp
!#

= sup
'2BE0

"
sup
k2N

 
mP
j=1

���q(j)k ��� j' (xj)jp
!#

= sup
'2BE0

"
lim
k!1

 
mP
j=1

���q(j)k ��� j' (xj)jp
!#

= sup
'2BE0

" 
mP
j=1

��� lim
k!1

q
(j)
k

��� j' (xj)jp!#

= sup
'2BE0

 
mP
j=1

jrjj j' (xj)jp
!
.

Logo, dado " > 0 existe k0 2 N tal que

k � k0 )
����� sup'2BE0

 
mP
j=1

���q(j)k ��� j' (xj)jp
!
� sup

'2BE0

 
mP
j=1

jrjj j' (xj)jp
!����� < "

4
.

Em particular, obtemos os racionais procurados ao de�nirmos qj = q
(j)
k0
, com j =

1; : : : ;m. �
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