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Resumo

Neste trabalho usaremos algumas técnicas da Análise Funcional Não-Linear para

estudar a existência de solução para os chamados Problemas Elípticos Não-Locais, entre

os quais destacamos aqueles que incluem o operador de Kirchho�, ou seja, problemas

do tipo

 −M(‖u‖2)∆u = f(x, u) em Ω,

u = 0 em ∂Ω,
(1)

onde Ω ⊂ RN é um domínio limitado com fronteira suave, M : R+ −→ R, R+ =

[0,+∞), e f : Ω×R −→ R são funções satisfazendo certas condições a serem apresen-

tadas ao longo deste trabalho e ∆ é o operador Laplaciano. ‡

‡Palavras Chave: Problemas Elípticos Não-Locais, Operador de Kirchho�, Equação de Carrier,

Método Variacional, Método de Galerkin, Sub e Supersolução.



Abstract

In this work we will use some techniques of Nonlinear Analysis Functional to

study the existence of solutions for the some Nonlocal Elliptic Problems, among then

those which include the Kirchho� operator, that is, problems of the type −M(‖u‖2)∆u = f(x, u) em Ω,

u = 0 em ∂Ω,
(2)

where Ω ⊂ RN is boundary domain with smooth boundary, M : R+ −→ R, R+ =

[0,+∞), and f : Ω × R −→ R are functions satisfying some properties which will be

timely introduced and ∆ is the Laplace operator. §

§Keywords: Nonlocal Elliptic Problems, Kirchho� Operator, Carrier Equation, Variational

Method, Galerkin Method, Sub and Supersolution.
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Notações

(1) Ω ⊂ RN , N ≥ 1;

(2) ∂Ω - fronteira de Ω;

(3) BR(0) - Bola fechada de centro zero e raio R;

(4) Bδ(x) - Bola aberta de centro x e raio δ;

(5) L2(Ω) =
{
u : Ω −→ R/u é mensurável e

∫
Ω
|u|2dx < +∞

}
(6) H1(Ω), H1

0 (Ω) e W 1,p(Ω) - espaços de Sobolev;

(7) ‖u‖ =

(∫
Ω

|∇u|2dx
) 1

2

norma do espaço H1
0 (Ω);

(8) ‖u‖1,2 =

(∫
Ω

(|∇u|2 + |u|2)dx

) 1
2

a norma do espaço H1(Ω).

(9) ‖u‖2 =

(∫
Ω

|u|2dx
) 1

2

norma do espaço L2(Ω);

(10) q.t.p. - em quase toda parte;

(11) ∆u =
∑N

i=1

∂2u

∂x2
i

:= Laplaciano de u;

(12) C0,α(Ω) =

{
u ∈ C(Ω); sup

x,y∈Ω

|u(x)− u(y)|
|x− y|α

< +∞
}

com 0 < α < 1;

(13) C1,α(Ω) = {u ∈ C1(Ω);Diu ∈ C0,α(Ω) ∀i, |i| ≤ 1}.
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Introdução

Neste trabalho, usaremos algumas técnicas da Análise Funcional Não-Linear para

estudar a existência de solução dos chamados Problemas Elípticos Não-Locais.

Os Problemas Elípticos Não-Locais, muito embora apresentem uma variedade

relevante de situações físicas, biológicas e das engenharias e requeiram, em seu es-

tudo, técnicas não-triviais da Análise Não-Linear, somente recentemente têm rece-

bido a devida atenção por partes dos pesquisadores em Equações Diferenciais Parciais

Elípticas. Vários autores tem estudado problemas não-locais, entre os quais citamos

[4], [9], [13], [14], [16], [28] e suas referências onde diferentes técnicas foram usadas.

Destacamos, aqui, aqueles que incluem o operador de Kirchho�, ou seja, proble-

mas do tipo

 −M(‖u‖2)∆u = f(x, u) em Ω,

u = 0 em ∂Ω,
(3)

onde Ω ⊂ RN é um domínio limitado com fronteira suave, M : R+ −→ R, R+ =

[0,+∞), e f : Ω × R −→ R são funções dadas e ∆ é o operador de Laplace, em que

‖.‖ é a norma usual no espaço de Sobolev H1
0 (Ω) dada por

‖u‖ =

(∫
Ω

|∇u|2dx
) 1

2

.

Este problema é bem conhecido, sendo a versão estacionária da equação da onda

estudada por Kirchho� [21]. Mais precisamente, Kirchho� considerou o modelo dado

por
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ρ
∂2u

∂t2
−

(
ρ0

h
+
E

2L

∫ L

0

∣∣∣∣∂u∂x
∣∣∣∣2 dx

)
∂2u

∂x2
= 0, (4)

onde os parâmetros nesta equação possuem os seguintes signi�cados: L é o comprimento

da corda, h é a área de sua seção transversal, E é o módulo de Young do material do

qual ela é feita, ρ é a densidade da massa e ρ0 é a tensão inicial.

Este modelo estende a equação de onda clássica proposta por D' Alembert, consi-

derando os efeitos da mudança de comprimento da corda durante a vibração. A versão

(4) apareceu pela primeira vez no trabalho de Kirchho� [21], em 1883, mas apenas

com a publicação do trabalho de J. Lions [24], no qual foi proposta uma abordagem de

Análise Funcional para tal problema, a equação dada em (4) começou a receber maior

atenção.

Destacamos, também, alguns problemas que, incluem a equação de Carrier,

 −a(‖u‖2
2)∆u = f(x, u) em Ω,

u = 0 em ∂Ω,
(5)

onde Ω ⊂ RN é um domínio limitado com fronteira suave, a : R −→ (0,+∞), f :

Ω× R −→ R são funções dadas e

‖u‖2 =

(∫
Ω

|u|2dx
) 1

2

é a norma usual do espaço L2(Ω).

G.F. Carrier [10] deduz a equação que modela vibrações de uma corda elástica

quando as mudanças nas tensões não são pequenas

ρutt −
(

1 +
EA

LT0

∫ L

0

|u|2dx
)
uxx = 0. (6)

Aqui, u(x, t) é o deslocamento do ponto x no instante t, T0 é a tensão axial inicial,

E é o módulo de Young de um material, A é a seção transversal de uma corda, L é o

comprimento da corda e ρ é a densidade do material. Claramente, se as propriedades

do material variam com x e t, então temos uma equação hiperbólica quase-linear do

tipo

utt − a(x, t, ‖u(t)‖2
2)∆u = 0. (7)
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Larkin [22] estudou a equação não homogênea de Carrier

utt − a(x, t, ‖u(t)‖2
2)∆u+ g(x, t, ut) = f(x, t), (8)

provando a existência e unicidade de soluções globais e decaimento exponencial da

energia.

Quando as funções a e g não dependem de x e t, Frota, Cousin e Larkin [20] pro-

varam a existência de soluções globais para o problema misto de Carrier sem restrição

no tamanho dos dados iniciais.

No que segue, faremos um breve comentário dos capítulos deste trabalho.

No Capítulo 1, intitulado Problemas Não-Locais Via Minimização, utilizaremos

Métodos Variacionais Via Minimização para estudar a existência de solução em alguns

problemas não-locais.

O primeiro problema não-local que estudaremos é

 −M(‖u‖2)∆u = f(x) em Ω,

u = 0 em ∂Ω,
(9)

onde f ∈ L2(Ω) e M : R+ −→ R, é uma função contínua satisfazendo

0 < m0 ≤M(s) ≤M∞ < +∞ ∀s ∈ R, com m0,M∞ ∈ R. (10)

A versão local de (9), isto é, quando M(t) ≡ 1, é o problema de Dirichlet clássico

cuja solução existe e é única. Em Chipot, Valente e Ca�arelli [14] os autores mostraram

um resultado para o problema (9) que aparece na seção 1.2 deste trabalho. Podemos

citar outros autores que estudaram este problema, como por exemplo, Alves, Corrêa e

Ma [4].

Um outro problema que foi estudado neste trabalho, é dado por


−M(‖∇u‖2

2)∆u = f(u) + ρ(x) em Ω,
∂u

∂η
= 0 em ∂Ω,

(11)

em que Ω ⊂ RN (N ≥ 1) é um domínio limitado com fronteira suave, M : R+ −→ R é
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uma função contínua satisfazendo (10), f : R −→ R é uma função contínua p-periódica

e ρ ∈ L2(Ω) as quais satisfazem∫ p

0

f(s)ds = 0,

∫
Ω

ρ(x)dx = 0. (12)

Aqui, adaptaremos para o problema (11) o que foi desenvolvido por Costa [17].

No Capítulo 2, denominado O Teorema do Passo da Montanha, demonstrare-

mos, na seção 2.1, este teorema na versão de Ambrosetti e Rabinowitz [6], e nas seções

seguintes aplicaremos este teorema para estudar alguns problemas não-locais.

O primeiro problema considerado foi

 −M(‖u‖2)∆u = f(x, u) em Ω,

u = 0 em ∂Ω,
(13)

onde Ω ⊂ RN (N ≥ 1) é um domínio limitado com fronteira suave, M : R+ −→ R é

uma função contínua e não-crescente satisfazendo

0 < M0 ≤M(t) ≤M∞, ∀t ≥ 0, (14)

em queM∞,M0 > 0 são constantes e f : Ω×R −→ R é uma função de Carathéo-

dory cumprindo as seguintes condições:

(f1) Existem constantes

c, d > 0 e

 0 ≤ θ < N+2
N−2

se N ≥ 3

0 ≤ θ < +∞ se N = 1, 2

tais que |f(x, s)| ≤ c|s|θ + d.

(f2) lim
s→0

f(x, s)

|s|
= 0, uniformemente em x ∈ Ω.

(f3) Existem µ > 2 e r > 0 tais que

0 < µF (x, s) ≤ sf(x, s), ∀|s| ≥ r

onde

F (x, s) =

∫ s

0

f(x, ξ)dξ.
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Seguimos algumas idéias desenvolvidas em Alves, Corrêa e Ma [4] para estudar

o problema (13). Estes autores mostraram que, com algumas hipóteses adicionais,

encontramos a existência de solução positiva para o problema (13).

O outro problema considerado neste capítulo foi o seguinte

 −M(‖u‖2)∆u = f(u) em Ω,

u = 0 em ∂Ω,
(15)

onde Ω ⊂ RN (N ≥ 1) é um domínio limitado com fronteira suave, f : R −→ R uma

função de Carathéodory satisfazendo as condições (f1)−(f2)−(f3) acima mencionadas

e M : R+ −→ R é função contínua satisfazendo,

(M1) Existem m1, t1 > 0 tais que, M(t) ≥ m1 se, 0 ≤ t ≤ t1.

(M2) Existem m2, t2 > 0 tais que, 0 < M(t) ≤ m2 se, t ≥ t2.

(M3) lim
t→+∞

M(t2)t = +∞.

(M4) M é não-crescente e M(t) > 0 para todo t ≥ 0.

A versão generalizada do problema (15) é dada por,

 −[M(‖u‖p1,p)]p−1∆pu = f(x, u) em Ω,

u = 0 em ∂Ω,

cujo Ω ⊂ RN é como antes, 1 < p < N , f é uma função superlinear com crescimento

subcrítico e M é uma função satisfazendo (M1) - (M4). Nascimento [26], mostra a

existência de solução não-trivial e não-negativa para o problema em questão.

No Capítulo 3, intitulado Problemas Singulares Via Método de Galerkin, es-

tudamos existência de solução para alguns problemas elípticos não-locais utilizando o

Método de Galerkin.

O primeiro problema considerado é dado por,

 −M(‖u‖2)∆u = f em Ω,

u = 0 em ∂Ω,
(16)
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onde Ω ⊂ RN é um domínio limitado com fronteira suave, f ∈ H−1(Ω) e M : R −→ R

é uma função contínua satisfazendo

(M0) Existem constantes t∞,m0 > 0 tais que, M(t) ≥ m0 > 0 ∀t ≥ t∞.

O segundo problema foi o caso sub-linear,
−M(‖u‖2)∆u = uα em Ω,

u > 0 em Ω,

u = 0 em ∂Ω,

(17)

cujo 0 < α < 1, M é não-crescente e contínua, H(t) = M(t2)t é crescente, H(R) = R

e G(t) = t(M(t2))
2

1−α é injetora.

Por �m, consideramos o problema, −a
(∫

Ω

|u|qdx
)

∆u = f em Ω,

u = 0 em ∂Ω,

(18)

em que Ω ⊂ RN é um domínio limitado, 1 < q < 2N
N−2

, N ≥ 3, a : R −→ (0,+∞) é uma

dada função e f ∈ H−1(Ω). Observe que, quando q = 2 temos a equação de Carrier.

Seguimos neste capítulo as idéias desenvolvidas por Corrêa-Menezes [16] onde os

autores mostram, também, a existência de solução para o problema (16) considerando

a função M descontínua. Vários autores possuem trabalhos relacionados com os pro-

blemas (16) - (17) - (18), são eles Alves-Corrêa [3], Corrêa [15] e Chipot-Lovat [13]

respectivamente. O problema (18) foi estudado por Chipot-Lovat [13] considerando

q = 2.

No Capítulo 4, denominado Aplicações do Método de Sub e Supersolução, en-

contramos a existência de solução utilizando o Método de Sub e Supersolução Via

Iteração Monotônica.

Consideramos, primeiramente, a seguinte classe de problemas não-locais
−M(‖u‖2)∆u = f(x, u) em Ω,

u > 0 em Ω,

u = 0 em ∂Ω,

(19)
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em que Ω ⊂ RN , (N ≥ 1) é um domínio limitado e suave, f : Ω × R+ −→ R+ é uma

função de classe C1 satisfazendo

lim
t→0+

f(x, t)

t
> λ1 (20)

e

lim
t→+∞

f(x, t)

t
< λ1, (21)

e a função M satisfaz

(m0) M : R+ −→ R+ é contínua e existe m0 > 0 tal que M(t) ≥ m0 > 0, para todo

t ≥ 0,

(m1) M é não-crescente em [0,+∞).

O problema (19) foi estudado seguindo as idéias desenvolvidas em Corrêa [15]

que por sua vez segue as idéias de Alves-Corrêa [3].

Em seguida, estudamos a seguinte classe de sistemas com termos não-locais



−∆u = f1(x, u)‖v‖p1α1
, x ∈ Ω,

−∆v = f2(x, v)‖u‖p2α2
, x ∈ Ω,

u > 0, v > 0, x ∈ Ω,

u = v = 0, x ∈ ∂Ω,

(22)

onde Ω ⊂ RN , (N ≥ 1), é um domínio limitado e suave, pi > 0, 1 ≤ αi ≤ ∞ e

fi, i = 1, 2 são positivas, não-decrescentes e Lipschitz contínua respectivamente em

u, v ∈ H1
0 (Ω).

O sistema (22) segue o trabalho de Chen-Gao [11] onde os autores estudam a

versão estacionária do problema considerado em Deng, Li e Xie [28].

Por �m, a classe de problemas elípticos não-locais,

 −a
(∫

Ω

udx

)
∆u = λf(u) em Ω,

u = 0 em ∂Ω.

(23)

em que a : R −→ R é uma função contínua satisfazendo

Existem números positivos a0 ≤ a∞ tais que a0 ≤ a(t) ≤ a∞, ∀t ∈ R, (24)
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λ > 0 é um parâmetro, e existe θ > 0 tal que f : [0, θ] −→ R é uma função de classe

C1 satisfazendo

f(0) = f(θ) = 0, (25)

f ′(0) > 0, (26)

f(t) > 0, para todos t ∈ (0, θ). (27)

Designaremos por λ1 o primeiro autovalor de (−∆, H1
0 (Ω)), o qual satisfaz

λ1 = inf
06=v∈H1

0 (Ω)

∫
Ω

|∇v|2dx∫
Ω

v2dx

. (28)

O problema (22) é um caso particular do problema abordado pelos autores em

[12].

No Apêndice A vamos mostrar um resultado da Análise Funcional, que será de

grande ajuda no estudo dos problemas não-locais abordados nos capítulos 1 e 2.

No Apêndice B vamos mostrar que o operador T , que surge, também, nos

capítulos 1 e 2, é um operador compacto.

Por �m, noApêndice C estaremos enunciando os principais resultados utilizados

durante o desenvolvimento deste trabalho.



Capítulo 1

Problemas Não-Locais Via

Minimização

Este capítulo tem como objetivo apresentar alguns resultados básicos de minimi-

zação, tal como demonstrar algumas versões do Teorema de Deformação, e utilizá-los

para obter soluções fracas para uma classe de Problemas Elípticos Não-Locais.

1.1 Resultados Básicos de Minimização

Nesta seção, apresentaremos o conceito de função semicontinua inferiormente e

demonstraremos um teorema que será de grande importância na obtenção de existência

de solução para o problema de Kirchho� M -Linear,

 −M(‖u‖2)∆u = f(x) em Ω,

u = 0 em ∂Ω,

onde f ∈ L2(Ω) e M : R+ −→ R, é uma função dada.

Comecemos com a de�nição de função semicontínua inferiormente.

De�nição 1.1 Seja X um espaço topológico. Diz-se que uma função φ : X −→ R é

semicontínua inferiormente (s.c.i.) se φ−1((a,+∞)) é aberto em X, qualquer que seja

a ∈ R. (Se X for um espaço métrico, então φ : X −→ R é s.c.i. se, e somente se,

φ(u) ≤ lim inf φ(un) para qualquer u ∈ X e (un) ⊂ X tal que un → u).
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Teorema 1.1 Seja X um espaço topológico compacto e seja φ : X −→ R um funcional

s.c.i.. Então φ é limitado inferiormente e existe u0 ∈ X tal que

φ(u0) = inf
u∈X

φ(u).

Demonstração: Inicialmente, observemos que se pode escrever R =
+∞⋃
n=1

(−n,+∞).

Sendo φ s.c.i. e X um espaço topológico, tem-se

X =
+∞⋃
n=1

φ−1((−n,+∞))

onde φ−1((−n,+∞)) é aberto em X. Como X é compacto, segue-se que existe n0 ∈ N

tal que

X =

n0⋃
n=1

φ−1((−n,+∞)).

Logo, φ(u) > −n0 ∀u ∈ X, de sorte que φ é limitado inferiormente.

Seja

c = inf
u∈X

φ(u) > −∞

e suponha, por contradição, que φ(u) > c para todo u ∈ X, ou seja, ∀u ∈ X, ∃n ∈ N

tal que φ(u) > c+
1

n
. Assim,

X =
+∞⋃
n=1

φ−1((c+
1

n
,+∞)).

Como X é compacto, existe n1 ∈ N tal que

X =

n1⋃
n=1

φ−1((c+
1

n
,+∞)),

isto é, φ(u) > c+
1

n1

∀u ∈ X.

Sendo

c = inf
u∈X

φ(u)

tem-se que c ≥ c+
1

n1

, o que é um absurdo.

Portanto, o ín�mo c é atingido, ou seja, existe u0 ∈ X tal que

φ(u0) = inf
u∈X

φ(u).

�
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De�nição 1.2 Seja X um espaço topológico. Diz-se que φ : X −→ R é fracamente

semicontínua inferiormente (fracamente s.c.i.) se, φ for s.c.i. considerando X com

sua topologia fraca.

Teorema 1.2 Seja X um espaço de Hilbert e suponha que o funcional φ : X −→ R
seja:

(i) fracamente s.c.i.,

(ii) coercivo, isto é, φ(u)→ +∞ quando ‖u‖ → +∞.

Então φ é limitado inferiormente e existe u0 ∈ X tal que

φ(u0) = inf
u∈X

φ(u).

Demonstração: Sendo φ coercivo, escolhemos R > 0 tal que φ(u) ≥ φ(0), ∀u ∈ X

com ‖u‖ > R. Sendo X um espaço de Hilbert, tem-se que X é uniformemente convexo,

o que implica pelo Teorema de Milman-Pettis [7], que X é um espaço re�exivo.

Usando o Teorema de Kakutani [7], obtemos que BR(0) é fracamente compacta.

Ora, sendo φ fracamente s.c.i. eBR(0) fracamente compacta, tem-se que φ restrito

a BR(0) ⊂ X é fracamente s.c.i..

Pelo Teorema 1.1, φ é limitado inferiormente e existe u0 ∈ BR(0) tal que

φ(u0) = inf
u∈BR(0)

φ(u).

Como 0 ∈ BR(0) seque-se que φ(u0) ≤ φ(0), o que implica φ(u0) ≤ φ(u) ∀u ∈ X

com ‖u‖ > R.

Assim, φ(u0) ≤ φ(u), ∀u ∈ X. Ou seja, φ é limitado inferiormente em X e

φ(u0) = inf
u∈X

φ(u).

�

Exemplo 1 Seja Ω ⊂ RN (N ≥ 1) um domínio limitado e seja F : Ω × R −→ R
uma função satisfazendo as chamadas condições de Carathéodory (Ver Apêndice C).

Sob uma condição de crescimento adequada, a saber

Existem a, b > 0 e

{
0 ≤ σ < 2N/(N − 2) se N ≥ 3,

0 ≤ σ < +∞ se N = 1, 2,
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tais que,

|F (x, s)| ≤ a|s|σ + b, ∀x ∈ Ω e ∀s ∈ R, (1.1)

então o funcional Ψ(u) =

∫
Ω

F (x, u)dx está bem de�nido e é fracamente contínuo no

espaço de Sobolev H1
0 (Ω).

Primeiramente vamos veri�car que o funcional Ψ está bem de�nido.

De fato, para u ∈ H1
0 (Ω), tem-se

Ψ(u) =

∫
Ω

F (x, u)dx ≤
∫

Ω

|F (x, u)|dx ≤
∫

Ω

(a|u|σ + b)dx.

Logo, sendo Ω um domínio limitado e pela imersão compacta de Sobolev

H1
0 (Ω) ↪→ Lσ(Ω), 0 ≤ σ <

2N

N − 2
, N ≥ 3

obtemos

Ψ(u) ≤ a‖u‖σσ + b|Ω| < +∞

mostrando que Ψ está bem de�nido.

Consideraremos N ≥ 3. Os casos N = 1, 2 seguem-se de maneira análoga.

Agora, mostremos que Ψ é fracamente contínua.

Com efeito, pela imersão compacta de Sobolev, dados (un) ⊂ H1
0 (Ω) e u ∈ H1

0 (Ω)

tais que

un ⇀ u em H1
0 (Ω)

tem-se,

un → u em Lp(Ω), 1 ≤ p <
2N

N − 2
, N ≥ 3.

Assim, seja p ≥ σ ⇒ p

σ
≥ 1. Com isso, temos a imersão contínua

Lp/σ(Ω) ↪→ L1(Ω).

Pela continuidade do operador de Nemytskii [19], seque-se

F (., un(.))→ F (., u(.)) em Lp/σ(Ω)

o que implica,

F (., un(.))→ F (., u(.)) em L1(Ω).
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Com isso,

|Ψ(un)−Ψ(u)| ≤
∫

Ω

|F (x, un(x))− F (x, u(x))|dx

e daí

|Ψ(un)−Ψ(u)| ≤ |Ω|‖F (., un(.))− F (., u(.))‖1 → 0 quando n→ +∞

logo,

Ψ(un)→ Ψ(u) em R.

Portanto, Ψ é fracamente contínuo. �

1.2 O Problema de Kirchho� M-linear

Nesta seção, vamos mostrar a existência de solução fraca para o problema de

Kirchho� M-linear

 −M(‖u‖2)∆u = f(x) em Ω,

u = 0 em ∂Ω,
(1.2)

onde M : R+ −→ R é uma função contínua satisfazendo

0 < m0 ≤M(s) ≤M∞ ∀s ∈ R (1.3)

em que m0,M∞ ∈ R são constantes e f ∈ L2(Ω).

Nesta seção, seguiremos as idéias desenvolvidas por Chipot, Valente e Ca�arelli

[14].

Consideremos o funcional energia E : H1
0 (Ω) −→ R de�nido por

E(u) =
1

2
M̂

(∫
Ω

|∇u|2dx
)
−Ψ(u) ∀u ∈ H1

0 (Ω) (1.4)

onde,

M̂(s) =

∫ s

0

M(ξ)dξ e Ψ(u) =

∫
Ω

f(x)udx.

Proposição 1.1 Seja E : H1
0 (Ω) −→ R de�nido por (1.4). Então E está bem de�nido

e, além disso, E ∈ C1(H1
0 (Ω),R) com

E ′(u).v = M(‖u‖2)

∫
Ω

∇u∇vdx−
∫

Ω

f(x)vdx ∀u, v ∈ H1
0 (Ω). (1.5)
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Demonstração: Observemos, inicialmente, que os termos que compõem o funcional

E estão todos bem de�nidos e o funcional Ψ é linear, contínuo e diferenciável a Fréchet

com

Ψ′(u)v =

∫
Ω

f(x)vdx ∀u, v ∈ H1
0 (Ω).

Com isso, basta mostrarmos que o funcional ϕ : H1
0 (Ω) −→ R de�nido por

ϕ(u) =
1

2
M̂(`(u)),

onde `(u) = ‖u‖2para todo u ∈ H1
0 (Ω), é de classe C1(H1

0 (Ω),R). Mas isso ocorre, pois

a composta de funções diferenciáveis é diferenciável. Logo, sendo ` e M̂ diferenciáveis

com

`′(u)v = 2〈u, v〉 = 2

∫
Ω

∇u∇vdx ∀u ∈ H1
0 (Ω)

e

M̂ ′(s) = M(s) ∀s ∈ R,

obtemos,

ϕ′(u)v = M(‖u‖2)

∫
Ω

∇u∇vdx ∀u ∈ H1
0 (Ω). (1.6)

Portanto, o funcional E está bem de�nido e é de classe C1(H1
0 (Ω),R) com deri-

vada dada por (1.5). �

Uma função u ∈ H1
0 (Ω) é solução fraca de (1.2) se satis�zer,

M(‖u‖2)

∫
Ω

∇u∇vdx−
∫

Ω

f(x)vdx = 0 ∀u ∈ H1
0 (Ω).

Portanto, u ∈ H1
0 (Ω) é solução de (1.2) se, e somente se, u é um ponto crítico de E.

Teorema 1.3 O funcional E de�nido em (1.4) possui um mínimo global em H1
0 (Ω).

Demonstração: Inicialmente, mostraremos que o funcional E é coercivo.

De fato, de (1.3) tem-se

M̂(s) =

∫ s

0

M(ξ)dξ ≥
∫ s

0

m0dξ = m0s ∀s ∈ R,

ou seja,

M̂(‖u‖2) ≥ m0‖u‖2 ∀u ∈ H1
0 (Ω).
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Além disso, das desigualdades de Hölder e de Poincaré obtemos∫
Ω

f(x)udx ≤
∣∣∣∣∫

Ω

f(x)udx

∣∣∣∣ ≤ ∫
Ω

|f(x)||u|dx ≤ ‖f‖2‖u‖2 ≤ c‖f‖2‖u‖ ∀u ∈ H1
0 (Ω),

e, portanto,

E(u) =
1

2
M̂

(∫
Ω

|∇u|2dx
)
−
∫

Ω

f(x)udx ≥ 1

2
m0‖u‖2 − c‖f‖2‖u‖ ∀u ∈ H1

0 (Ω).

Logo,

E(u) ≥ ‖u‖
(

1

2
m0‖u‖ − c‖f‖2

)
→ +∞ quando ‖u‖ → +∞,

mostrando que E é coercivo e, consequentemente, limitado inferiormente.

Mostraremos que E é fracamente s.c.i..

Sejam (un) ⊂ H1
0 (Ω) e u ∈ H1

0 (Ω) tais que un ⇀ u em H1
0 (Ω). Da semicontinui-

dade inferior da norma, deduzimos que,

lim inf
n→+∞

‖un‖2 ≥ ‖u‖2. (1.7)

Assim,

lim inf
n→+∞

E(un) = lim inf
n→+∞

(
1

2
M̂(‖un‖2)−

∫
Ω

f(x)undx

)
.

Como as funções acima são integrais limitadas e contínuas tem-se

lim inf
n→+∞

E(un) = lim
n→+∞

(
1

2

∫ ‖un‖2
0

M(ξ)dξ −
∫

Ω

f(x)undx

)
,

e obtemos,

lim inf
n→+∞

E(un) =

(
1

2

∫ lim
n→+∞

‖un‖2

0

M(ξ)dξ − lim
n→+∞

∫
Ω

f(x)undx

)
.

Daí, segue-se

lim inf
n→+∞

E(un) =

(
1

2

∫ lim inf
n→+∞

‖un‖2

0

M(ξ)dξ − lim
n→+∞

∫
Ω

f(x)undx

)
.

Logo, pelo Teorema de Lebesque [18] e pela desigualdade dada por (1.7), tem-se

lim inf
n→+∞

E(un) ≥

(
1

2

∫ ‖u‖2
0

M(ξ)dξ −
∫

Ω

f(x)udx

)
,

ou seja,

lim inf
n→+∞

E(un) ≥ E(u)
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mostrando que o funcional E é fracamente s.c.i. em H1
0 (Ω).

Portanto, pelo Teorema 1.2, existe u0 ∈ H1
0 (Ω) tal que

E(u0) = inf
u∈H1

0 (Ω)
E(u).

�

Observação 1.1 Quando trabalhamos com o problema local{
−∆u = f(x) em Ω,

u = 0 em ∂Ω,
(1.8)

o funcional energia associado J : H1
0 (Ω) −→ R é dado por

J(u) =
1

2

∫
Ω

|∇u|2dx−
∫

Ω

f(x)udx ∀u ∈ H1
0 (Ω),

f ∈ L2(Ω), o qual possui um único mínimo global. No entanto, como veremos mais

adiante, o funcional E pode ter vários mínimos.

Teorema 1.4 O conjunto das soluções fracas de (1.2) está em correspondência biuní-

voca com o conjunto das soluções de

[M(µ)]2.µ = ‖ϕ‖2 (1.9)

em que ϕ é a única solução fraca de{
−∆ϕ = f(x) em Ω,

ϕ = 0 em ∂Ω.
(1.10)

Demonstração: Seja u ∈ H1
0 (Ω) uma solução fraca de (1.2), ou seja,

M(‖u‖2)

∫
Ω

∇u∇vdx−
∫

Ω

f(x)vdx = 0 ∀v ∈ H1
0 (Ω),

a qual pode ser reescrita como∫
Ω

∇(M(‖u‖2)u)∇vdx−
∫

Ω

f(x)vdx = 0 ∀v ∈ H1
0 (Ω).

Agora, seja ϕ ∈ H1
0 (Ω) a única solução fraca de (1.10), então∫

Ω

∇ϕ∇vdx−
∫

Ω

f(x)vdx = 0 ∀v ∈ H1
0 (Ω).

Por unicidade de solução fraca de (1.10) tem-se

M(‖u‖2)u = ϕ⇒M(‖u‖2)‖u‖ = ‖ϕ‖ ⇒ [M(‖u‖2)]2‖u‖2 = ‖ϕ‖2
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e daí, ‖u‖2 é solução de (1.9).

Reciprocamente, seja µ uma solução de (1.9) e designemos por uµ a solução do

problema  −M(µ)∆uµ = f(x) em Ω,

uµ = 0 em ∂Ω,

que existe e é única pois, M(µ) 6= 0.

Novamente, por unicidade de solução fraca de (1.10), tem-se

M(µ)uµ = ϕ⇒M(µ)‖uµ‖ = ‖ϕ‖ ⇒ [M(µ)]2‖uµ‖2 = ‖ϕ‖2 = [M(µ)]2µ.

Logo, ‖uµ‖2 = µ é solução de (1.2).

Consequentemente, −M(‖uµ‖2)∆uµ = f(x) em Ω

uµ = 0 em ∂Ω.

o que conclui a demonstração. �

Observação 1.2 Pelo Teorema 1.4 as soluções fracas de (1.2) (pontos estacionários

de E) são determinados pelas soluções da equação

M(µ) =

√
‖ϕ‖2

µ
=
‖ϕ‖
√
µ

(1.11)

de modo que podemos escolher M tal que (1.11) possa ter uma ou mais soluções.

Exemplo 2 Considerando M(t) = e−µ para µ ≥ 0, o problema (1.2) possui o mesmo

número de soluções da equação

e−µ
√
µ = ‖ϕ‖.

Observemos que

g(µ) = e−µ
√
µ

satisfaz

g(0) = 0 e lim
µ→+∞

g(µ) = 0.

Notando que g′(µ) = −e−µ.√µ + 1
2
e−µ.µ−1/2 e que g′(µ) = 0 se, e somente se

µ = 1
2
, segue-se que g atinge seu ponto de máximo em µ = 1

2
e g(1/2) =

1

e1/2.
√

2
.

Portanto,
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(i) se ‖ϕ‖ > 1

e1/2.
√

2
, o problema (1.2) não possui solução;

(ii) se ‖ϕ‖ =
1

e1/2.
√

2
, o problema (1.2) possui somente uma solução;

(iii) ‖ϕ‖ < 1

e1/2.
√

2
, o problema (1.2) possui exatamente duas soluções.

Como podemos observar, a presença do termoM(‖u‖2) produz grandes diferenças

entre o problema não-local (1.2) e o problema local (1.8).

Observação 1.3 Se M : R+ −→ (0,+∞) for contínua,

t 7−→M(t)t
1
2

for crescente e

lim
t→+∞

M(t)t
1
2 = +∞,

segue-se, em vista de

lim
t→0+

M(t)t
1
2 = 0

e do Teorema do Valor Intermediário, que o problema (1.2) possui uma única solução.

Teorema 1.5 (Comparação de Energias) Sejam u1 e u2 duas soluções de (1.2) corres-

pondentes às soluções µ1 e µ2 da equação (1.9). Suponhamos que

M(µ) >
‖ϕ‖
√
µ
∀µ ∈ (µ1, µ2) (1.12)

(respectivamente, M(µ) <
‖ϕ‖
√
µ
, M(µ) =

‖ϕ‖
√
µ

).

Então, E(u2) > E(u1) (respectivamente, E(u2) < E(u1), E(u2) = E(u1)).

Demonstração: Seja uj a solução única de −M(‖µj‖2)∆uj = f(x) em Ω,

uj = 0 em ∂Ω,

isto é, ‖uj‖2 = µj e uj =
ϕ

M(µj)
, j = 1, 2.

Assim,

E(uj) =
1

2
M̂(‖uj‖2)−

∫
Ω

f(x)ujdx =
1

2

∫ ‖uj‖2
0

M(ξ)dξ −
∫

Ω

f(x)
ϕ

M(µj)
dx

o que implica,

E(uj) =
1

2

∫ µj

0

M(ξ)dξ −
∫

Ω

f(x)
ϕ

M(µj)
dx.
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Sendo ϕ a solução única de (1.10), tem-se

‖ϕ‖2 =

∫
Ω

f(x)ϕdx.

Logo,

E(uj) =
1

2

∫ µj

0

M(ξ)dξ − ‖ϕ‖
2

M(µj)
.

Daí,

E(u1) =
1

2

∫ µ1

0

M(ξ)dξ − ‖ϕ‖
2

M(µ1)
,

e

E(u2) =
1

2

∫ µ2

0

M(ξ)dξ − ‖ϕ‖
2

M(µ2)
.

Subtraindo E(u1) de E(u2) obtemos,

E(u2)− E(u1) =
1

2

∫ µ2

0

M(ξ)dξ − ‖ϕ‖
2

M(µ2)
− 1

2

∫ µ1

0

M(ξ)dξ +
‖ϕ‖2

M(µ1)
,

o que implica,

E(u2)− E(u1) =
1

2

∫ µ2

µ1

M(ξ)dξ +
‖ϕ‖2

M(µ1)
− ‖ϕ‖

2

M(µ2)
.

Como u1 e u2 são soluções correspondentes a µ1 e µ2, respectivamente, tem-se

(∗) [M(µ1)]2µ1 = ‖ϕ‖2 = [M(µ2)]2µ2.

Daí,

E(u2)− E(u1) =
1

2

∫ µ2

µ1

M(ξ)dξ +M(µ1)µ1 −M(µ2)µ2.

Consideremos, inicialmente, o caso em que

M(µ) >
‖ϕ‖
√
µ
∀µ ∈ (µ1, µ2).

Assim,

E(u2)− E(u1) >
1

2

∫ µ2

µ1

‖ϕ‖√
ξ
dξ +M(µ1)µ1 −M(µ2)µ2.

e daí,

E(u2)− E(u1) > ‖ϕ‖√µ2 − ‖ϕ‖
√
µ1 +M(µ1)µ1 −M(µ2)µ2.

Observe que, por (∗) tem-se M(µ1)µ1 = ‖ϕ‖√µ1 e M(µ2)µ2 = ‖ϕ‖√µ2.

Logo, E(u2)− E(u1) > M(µ2)µ2 −M(µ1)µ1 +M(µ1)µ1 −M(µ2)µ2 = 0.

Portanto, E(u2) > E(u1).

Os outros casos são feitos de maneira análoga. �
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Observação 1.4 Note que o funcional E(u) não é convexo e, pelo Teorema 1.4, pode

possuir mais de um mínimo global.

Aplicação 1.1 A seguir, faremos uma aplicação usando argumentos semelhantes àque-

les utilizados no estudo do problema M-Linear. Estudaremos o problema
−M(‖u‖2)∆u = uα em Ω,

u > 0 em Ω,

u = 0 em ∂Ω,

(1.13)

onde 1 < α <
N + 2

N − 2
se N ≥ 3 e 1 < α < +∞ se N = 1, 2. Isto será feito por

comparação com o problema semilinear,
−∆w = wα em Ω,

w > 0 em Ω,

w = 0 em ∂Ω,

(1.14)

o qual, como é bem conhecido, para os valores de α descritos acima, possui solução

positiva.

Mostra-se então, que:

Teorema 1.6 Suponhamos que a função M satisfaça a condição (1.3). Então o pro-

blema (1.13) possui pelo menos o mesmo número de soluções da equação

M(t) = ‖w‖1−αt
α−1

2 (com relação a t > 0), (1.15)

onde w é solução positiva do problema (1.14). Além disso, se

lim
t→∞

M(t)

t
α−1

2

= 0, (1.16)

então, o problema (1.13) possui pelo menos uma solução positiva.

Demonstração: Seja t > 0 uma solução da equação (1.15). Escrevendo

γ = t
1
2‖w‖−1,

vê-se que

‖γw‖2 =

∥∥∥∥∥ t
1
2

‖w‖
w

∥∥∥∥∥
2

= (t
1
2 )2

∥∥∥∥ w

‖w‖

∥∥∥∥ = t

logo,

M(‖γw‖2) = M(t) = ‖w‖1−αt
α−1

2 = (t
1
2‖w‖−1)α−1
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ou seja,

M(‖γw‖2) = M(t) = γα−1.

Portanto, u = γw > 0 é uma solução de (1.13) pois

−M(‖u‖2)∆u = −M(‖γw‖2)∆(γw) = γα−1γ(−∆w)

o que implica,

−M(‖u‖2)∆u = γαwα = uα.

Agora, observe que, de (1.3), tem-se

lim
t→0+

M(t)

t
α−1

2

= +∞.

Em virtude da continuidade deM , a equação (1.15) possui uma solução, qualquer

que seja a solução w de (1.14). Então, o problema (1.13) possui uma solução, o que

conclui a demonstração do teorema. �

1.3 Teorema da Deformação e um Princípio de Mí-

nimo

Nesta seção demonstraremos duas versões do Teorema de Deformação (ver Costa

[17]) que serão fundamentais na demonstração de um princípio de mínimo importante.

No que segue, designamos porX um espaço de Banach, φ : X −→ R um funcional

de classe C1(X,R) e por φc o conjunto de todos os níveis menores ou iguais a c, isto é,

φc = {u ∈ X;φ(u) ≤ c}.

De�nição 1.3 Sejam U ⊂ X e φ ∈ C1(U,R). O vetor v ∈ X é dito vetor pseudo-

gradiente (p.g.) para φ em u ∈ U se

(i) ‖v‖ ≤ 2‖φ′(u)‖

(ii) 〈φ′(u), v〉 ≥ ‖φ′(u)‖2.

De�nição 1.4 Um campo pseudo-gradiente para φ ∈ C1(X,R) é uma aplicação local-

mente Lipschitziana V : Y −→ X, onde

Y = {u ∈ X;φ′(u) 6= 0},

satisfazendo as condições
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(i) ‖V (u)‖ ≤ 2‖φ′(u)‖

(ii) 〈φ′(u), V (u)〉 ≥ ‖φ′(u)‖2

para todo u ∈ Y .

Observação 1.5 Combinação convexa de vetores p.g. para φ em u é também um vetor

p.g. para φ em u.

Com efeito, sejam (vj)j∈J uma família de vetores p.g. para φ em u e (αj)j∈J uma

partição de unidade em X. Consideremos

w =
∑
j∈J

αjvj.

Note que,

‖vj‖ ≤ 2‖φ′(u)‖ e 〈φ′(u), vj〉 ≥ ‖φ′(u)‖2, ∀j ∈ J.

Daí,

‖w‖ =

∥∥∥∥∥∑
j∈J

αjvj

∥∥∥∥∥ ≤∑
j∈J

‖αjvj‖ =
∑
j∈J

αj‖vj‖

o que implica,

‖w‖ ≤
∑
j∈J

αj(2‖φ′(u)‖) = 2‖φ′(u)‖
∑
j∈J

αj

assim,

‖w‖ ≤ 2‖φ′(u)‖

e

〈φ′(u), w〉 =

〈
φ′(u),

∑
j∈J

αjvj

〉
=
∑
j∈J

αj(〈φ′(u), vj〉) ≥
∑
j∈J

(αj‖φ′(u)‖2).

Logo,

〈φ′(u), w〉 ≥
∑
j∈J

(αj‖φ′(u)‖2) = ‖φ′(u)‖2
∑
j∈J

αj = ‖φ′(u)‖2.

Portanto, w é um vetor p.g. para φ em u.

Lema 1.1 Todo φ ∈ C1(X,R) possui um campo pseudo-gradiente.
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Demonstração: Seja ũ ∈ Y , logo φ′(ũ) 6= 0. Então, existe w = w(ũ) ∈ X com

‖w‖ = 1 e

(∗) 〈φ′(ũ), w〉 > 2

3
‖φ′(ũ)‖.

Com efeito, desde que φ′(ũ) é um funcional linear contínuo, tem-se

‖φ′(ũ)‖ = sup
‖w‖=1

〈φ′(ũ), w〉. (1.17)

Daí, como

‖φ′(ũ)‖ > 2

3
‖φ′(ũ)‖,

por (1.17) temos que, existe (wn) ⊂ X com ‖wn‖ = 1 tal que

〈φ′(ũ), wn〉 → ‖φ′(ũ)‖ quando n→ +∞.

Assim, existe w = wn para n su�cientemente grande tal que

〈φ′(ũ), w〉 > 2

3
‖φ′(ũ)‖.

Agora de�na a seguinte função,

v : Y −→ X

ũ 7−→ v(ũ) =
3

2
‖φ′(ũ)‖w.

Assim,

‖v(ũ)‖ =
3

2
‖φ′(ũ)‖ < 2‖φ′(ũ)‖

e

〈φ′(ũ), v(ũ)〉 = 〈φ′(ũ),
3

2
‖φ′(ũ)‖w〉,

de onde tem-se

〈φ′(ũ), v(ũ)〉 =
3

2
‖φ′(ũ)‖〈φ′(ũ), w〉.

Agora, por (∗) obtemos

〈φ′(ũ), v(ũ)〉 > 3

2

2

3
‖φ′(ũ)‖‖φ′(ũ)‖

e, consequentemente,

〈φ′(ũ), v(ũ)〉 > ‖φ′(ũ)‖2.
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Desde que φ′ é contínua, existe uma vizinhança aberta de ũ em Y que iremos

denotar por Vũ tal que para cada u ∈ Vũ tem-se:

‖v(ũ)‖ < 2‖φ′(u)‖ (1.18)

e

〈φ′(u), v(ũ)〉 > ‖φ′(u)‖2. (1.19)

Note que a família {Vũ; ũ ∈ Y } é uma cobertura em Y . Além disso, Y ⊂ X

é metrizável, portanto paracompacto, logo existe um re�namento localmente �nito

{Vũj}j∈J . Desta forma, existe uma partição de unidade contínua e localmente lipschit-

ziana {φj}j∈J subordinada a {Vũj}j∈J tal que 0 ≤ φj ≤ 1 e∑
j∈J

φj = 1 em Y.

Considere

V (u) =
∑
j∈J

φj(u)vj tal que vj = v(ũj), ∀u ∈ Y.

Fixado u ∈ Y , existe I ⊂ J �nito tal que

V (z) =
∑
j∈I

φj(z)vj ∀z ∈ Bδ(u),

mostrando que V é localmente lipschitziana, pois V é soma �nita de funções localmente

lipschitziana φj(z)vj em Bδ(u).

Para �xar a idéia, vamos supor I = {1, 2, ..., n0} tal que n0 = n0(u) e δ = δ(u),

portanto,

V (z) =

n0∑
j=1

φj(z)vj ∀z ∈ Bδ(u).

Em particular,

V (u) =

n0∑
j=1

φj(u)vj

e daí

‖V (u)‖ ≤
n0∑
j=1

φj(u)‖vj‖.

Usando (1.18), obtém-se

‖V (u)‖ ≤
n0∑
j=1

2φj(u)‖φ′(u)‖
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o que implica,

‖V (u)‖ ≤ 2‖φ′(u)‖
n0∑
j=1

φj(u),

isto é,

‖V (u)‖ ≤ 2‖φ′(u)‖.

Além disso,

〈φ′(u), V (u)〉 =

〈
φ′(u),

n0∑
j=1

φj(u)vj

〉
logo,

〈φ′(u), V (u)〉 =

n0∑
j=1

φj(u)〈φ′(u), vj〉

de onde obtém-se, por (1.19),

〈φ′(u), V (u)〉 ≥
n0∑
j=1

φj(u)‖φ′(u)‖2,

ou seja,

〈φ′(u), V (u)〉 ≥ ‖φ′(u)‖2

n0∑
j=1

φj(u).

Assim,

〈φ′(u), V (u)〉 ≥ ‖φ′(u)‖2,

mostrando que existe um campo pseudo-gradiente para φ. �

Observação 1.6 Quando X é um espaço de Hilbert e φ ∈ C1(X,R) tem uma derivada

localmente lipschitziana φ′ : X −→ X∗, então o gradiente de φ (quando restrito a Y ),

∇φ : Y −→ X é claramente um campo pseudo-gradiente para φ.

Com efeito, como para todo u ∈ X, ∇φ(u) satisfaz

〈φ′(u), h〉 = 〈∇φ(u), h〉 ∀h ∈ X

obtemos,

‖∇φ(u)‖ = ‖φ′(u)‖ ≤ 2‖φ′(u)‖

e

〈φ′(u),∇φ(u)〉 = 〈∇φ(u),∇φ(u)〉 = ‖∇φ(u)‖2 = ‖φ′(u)‖2, ∀u ∈ X.

Logo, ∇φ(u) : Y −→ X é um campo pseudo-gradiente para φ em Y . �
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De�nição 1.5 Seja S ⊂ X e δ > 0, designamos por Sδ a vizinhança fechada de S

de�nida por

Sδ = {u ∈ X; d(u, S) ≤ δ}.

O seguinte resultado é uma versão quantitativa do Teorema de Deformação sem

uma condição de compacidade sobre φ.

Teorema 1.7 Seja φ : X −→ R um funcional de classe C1(X,R). Suponhamos que

S ⊂ X, c ∈ R e ε, δ > 0 são tais que

‖φ′(u)‖ ≥ 4ε

δ
para todo u ∈ φ−1([c− 2ε, c+ 2ε]) ∩ S2δ. (1.20)

Então existe η ∈ C([0, 1]×X,X) tal que, para todo u ∈ X e t ∈ [0, 1], tem-se:

(i) η(0, u) = u,

(ii) η(t, u) = u se u /∈ φ−1([c− 2ε, c+ 2ε]) ∩ S2δ,

(iii) η(1, φc+ε ∩ S) ⊂ φc−ε ∩ Sδ,

(iv) η(t, .) : X −→ X é um homeomor�smo.

Demonstração: De�namos

A = φ−1([c− 2ε, c+ 2ε]) ∩ S2δ,

B = φ−1([c− ε, c+ ε]) ∩ Sδ

e

Y = {u ∈ X;φ′(u) 6= 0},

de sorte que B ⊂ A ⊂ Y .

Além disso, considere V : Y −→ X um campo pseudo-gradiente para φ e de�na-

mos uma função localmente lipschitziana p : X −→ R da seguinte forma

p(u) =
dist(u,Ac)

dist(u,Ac) + dist(u,B)
.

Observe que, 0 ≤ p ≤ 1 e

p(u) =

 1 se u ∈ B,

0 se u ∈ X \ A.
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Agora, considere a seguinte aplicação localmente lipschitziana

f : X −→ X

u 7−→ f(u) = −p(u)
V (u)

‖V (u)‖
.

Note que,

‖f(u)‖ =

∥∥∥∥−p(u)
V (u)

‖V (u)‖

∥∥∥∥ = ‖p(u)‖ ≤ 1, ∀u ∈ X.

Segue que o problema de Cauchy w′(t) = f(w),

w(0) = u,

tem solução única (Ver dos Santos [27]) a qual denotaremos por w(t, u), sendo de�nida

para todo t ≥ 0.

Seja η : [0, 1]×X −→ X de�nida por η(t, u) = w(δt, u). Então,

(i) η(0, u) = w(0, u) = u;

(ii) η(t, u) = w(δt, u) = u, se u /∈ A = φ−1([c− 2ε, c+ 2ε]) ∩ S2δ;

De fato, considere u /∈ A e seja w1(t, u) = u ∀ t ∈ R. Note que

w′1(t, u) = 0 = f(w1(t, u))

o que implica  w′1(t) = f(w1(t)),

w1(0) = u.

Assim, pelo teorema de existência e unicidade, tem-se

w1(t, u) = w(t, u) = u ∀ t ∈ R.

Daí,

w(δt, u) = u ∀ t ∈ R,

logo,

η(t, u) = w(δt, u) = u ∀ t ∈ [0, 1].

(iii) η(1, φc+ε ∩ S) ⊂ φc−ε ∩ Sδ;

De fato, note que, para t ≥ 0, temos:

‖w(t, u)− u‖ = ‖w(t, u)− w(0, u)‖ =

∥∥∥∥∫ t

0

w′(τ, u)dτ

∥∥∥∥ =

∥∥∥∥∫ t

0

f(w(τ, u))dτ

∥∥∥∥
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o que implica,

‖w(t, u)− u‖ ≤
∫ t

0

‖f(w(τ, u))‖dτ ≤
∫ t

0

dτ = t,

logo,

‖w(t, u)− u‖ ≤ t ≤ δ ∀ t ∈ [0, δ],

portanto, se u ∈ S tem-se

dist(w(t, u), S) ≤ δ,

o que implica,

w(t, u) ∈ Sδ ∀u ∈ S,

isto é,

w(t, S) ⊂ Sδ ∀ t ∈ [0, δ]

de onde concluímos

η(t, S) ⊂ Sδ ∀ t ∈ [0, 1]. (1.21)

Por outro lado, para cada u ∈ X �xado, a função

φ : [0, 1] −→ R

t 7−→ φ(w(t, u))

é decrescente pois,

d

dt
φ(w(t, u)) = φ′(w(t, u))w′(t, u) = φ′(w(t, u))f(w(t, u)),

e usando a de�nição da função f ,

d

dt
φ(w(t, u)) = φ′(w(t, u))

(
−p(w(t, u))

V (w(t, u))

‖V (w(t, u))‖

)
,

o que implica,

d

dt
φ(w(t, u)) = −p(w(t, u))

(
φ′(w(t, u))

V (w(t, u))

‖V (w(t, u))‖

)
logo, pela De�nição 1.4 tem-se

d

dt
φ(w(t, u)) ≤

(
−p(w(t, u))

‖φ′(w(t, u))‖2

‖V (w(t, u))‖

)
, (1.22)

portanto,
d

dt
φ(w(t, u)) ≤ 0,
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mostrando que φ(w(t, u)) é decrescente.

Com isso, seja u ∈ φc+ε ∩ S e vamos mostrar as seguintes a�rmações:

(a) Se φ(w(t̃, u)) < c− ε para algum t̃ ∈ [0, δ) então,

φ(η(1, u)) = φ(w(δ, u)) ≤ φ(w(t̃, u)) < c− ε,

de onde podemos concluir que,

η(1, u) ∈ φc−ε.

Portanto, disto e de (1.21) obtemos,

η(1, u) ∈ φc−ε ∩ Sδ.

(b) Neste caso, supondo w(t, u) ∈ B = φ−1([c− ε, c+ ε])∩Sδ ∀ t ∈ [0, δ] de sorte

que, usando (1.22), a De�nição 1.4 e o fato que p ≡ 1 em B, obtém-se

φ(w(δ, u))− φ(w(0, u)) =

∫ δ

0

d

dt
φ(w(t, u))dt ≤

∫ δ

0

(
−p(w(t, u))

‖φ′(w(t, u))‖2

‖V (w(t, u))‖

)
dt

o que implica,

φ(w(δ, u)) ≤ φ(u)−
∫ δ

0

1

2
‖φ′(w(t, u))‖dt ≤ c+ ε− 1

2

4ε

δ
δ = c− ε,

onde usamos (1.20) na última desigualdade.

Portanto, em qualquer dos casos (a) ou (b), mostramos que

η(1, u) = w(δ, u) ∈ φc−ε ∩ Sδ se u ∈ φc+ε ∩ S.

Por último mostremos (iv), isto é, η(t, .) : X −→ X é um homeomor�smo.

Para isto, de�namos as seguintes funções

g : X −→ X

u 7−→ g(u) = η(t, u) = w(δt, u),

e
h : X −→ X

u 7−→ h(u) = w(−δt, u).

Observe o seguinte,

(g ◦ h)(u) = g(h(u)) = w(δt, h(u)) = w(δt, w(−δt, u))
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usando propriedade de �uxo (Ver dos Santos [27]), obtemos,

(g ◦ h)(u) = w(δt− δt, u) = w(0, u) = u.

Com um raciocínio análogo encontramos,

(h ◦ g)(u) = w(0, u) = u

de onde segue que η é inversível.

Além disso, η(t, .) = w(δt, .) é contínua pela dependência contínua com relação aos

dados iniciais para w(δt, .). Desde que w(−δt, .) também é contínua, η(t, .) : X −→ X

é um homeomor�smo. �

De�nição 1.6 Um funcional φ : X −→ R de classe C1(X; R), é dito veri�car a

condição de Palais-Smale, denotada por (PS), se toda sequência (un) ⊂ X tal que,

φ(un) é limitada e φ
′
(un)→ 0, possui uma subsequência que converge forte em X.

Como consequência do Teorema 1.7, obtemos a seguinte versão do Teorema da

Deformação.

Teorema 1.8 Suponha que φ ∈ C1(X,R) satisfaz a condição de Palais-Smale {(PS)}.

Se c ∈ R não for um valor crítico de φ então, para todo ε > 0 su�cientemente pequeno,

existe η ∈ C([0, 1]×X,X) tal que (para qualquer u ∈ X e t ∈ [0, 1]):

(i) η(0, u) = u,

(ii) η(t, u) = u se u /∈ φ−1([c− 2ε, c+ 2ε]),

(iii) η(1, φc+ε) ⊂ φc−ε,

(iv) η(t, .) : X −→ X é um homeomor�smo.

Demonstração: Como c ∈ R não é um valor crítico para φ, devem existir constantes

α, β > 0 tais que

u ∈ φ−1([c− 2α, c+ 2α])⇒ ‖φ′(u)‖ ≥ β,

pois do contrário, para quaisquer α, β > 0 existirá

ũ ∈ φ−1([c− 2α, c+ 2α]) com ‖φ′(ũ)‖ < β.
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Considerando α =
1

2n
e β =

1

n
, para cada n ≥ 1 tem-se

un ∈ X com un ∈ φ−1

(
[c− 1

n
, c+

1

n
]

)
e ‖φ′(un)‖ ≤ 1

n
.

Assim, passando ao limite quando n→ +∞ obtemos

φ(un)→ c e φ′(un)→ 0.

Da condição Palais-Smale, existe uma subsequência (unk) ⊂ (un) tal que

unk → u para algum u ∈ X.

Desde que φ ∈ C1(X,R) tem-se,

φ(unk)→ φ(u) e φ′(unk)→ φ′(u).

Portanto, pela unicidade dos limites obtemos

φ(u) = c e φ′(u) = 0.

Logo, c é um valor crítico de φ, o que contradiz a hipótese.

Daí, usando o Teorema 1.7 com S = X, ε ∈ (0, α] �xado e δ =
4ε

β
concluímos a

demonstração do teorema. �

Torna-se claro na demonstração acima que o Teorema 1.8 é válido sob uma condi-

ção mais fraca de compacidade, a saber, a condição {(PS)c} que de�niremos a seguir.

De�nição 1.7 Seja φ : X −→ R um funcional de classe C1(X; R), e c ∈ R. O

funcional φ veri�ca a condição de Palais-Smale no nível c ou (PS)c, se dada uma

sequência (un) ⊂ X tal que φ(un)→ c e φ
′
(un)→ 0, então c é um valor crítico de φ.

Esta condição é útil em certas situações onde φ não é coercivo, como veremos no

próximo resultado.

Teorema 1.9 Seja X um espaço de Banach e seja φ ∈ C1(X,R). Se,

(i) φ é limitado inferiormente com

c = inf
u∈X

φ(u),

(ii) φ satisfaz (PS)c,
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então, existe u0 ∈ X tal que

φ(u0) = inf
u∈X

φ(u).

(Logo, c é um valor crítico de φ).

Demonstração: Suponhamos, por contradição, que c não seja um valor crítico de

φ. Então, o Teorema 1.8 implica a existência de ε > 0 su�cientemente pequeno e

η ∈ C([0, 1]×X,X) tais que

η(1, φc+ε) ⊂ φc−ε,

daí,

φc+ε 6= ∅⇒ φc−ε 6= ∅,

o que é um absurdo pois,

φc−ε = ∅, já que c = inf
u∈X

φ(u).

Portanto, c é um valor crítico de φ. �

Como na próxima seção estaremos estudando um problema de Neumann, iremos

trabalhar no espaço H1(Ω) o qual será decomposto da seguinte maneira: Como toda

função constante pertence aH1(Ω), designaremos porX1 = 〈1〉 o espaço de tais funções,

o qual pode ser identi�cado com R. Designaremos por X0 o espaço das funções em

H1(Ω) que possuem média zero em Ω, ou seja,

X0 = {w ∈ H1(Ω);

∫
Ω

wdx = 0}.

Para u ∈ H1(Ω), seja u0 ∈ H1(Ω) dada por

u0 := u− 1

|Ω|

∫
Ω

udx

onde
1

|Ω|

∫
Ω

udx é uma constante real. Logo,

∫
Ω

u0dx =

∫
Ω

udx−
(

1

|Ω|

∫
Ω

udx

)
|Ω| = 0

e assim, toda função u ∈ H1(Ω) pode ser escrita na forma u = α+ u0 em que α é uma

constante real e u0 possui média zero.
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Observe que tal decomposição é única. De fato, se u = α + u0 = α̃ + ũ0, onde

α, u0, α̃ e ũ0 são como antes, teremos

α− α̃ = ũ0 − u0.

Vamos, agora, integrar ambos os membros desta igualdade

(α− α̃)|Ω| = 0⇒ α = α̃,

obtendo assim, ũ0 = u0 o que mostra a unicidade da decomposição.

Consequentemente,

H1(Ω) = X0 ⊕X1,

isto é, a decomposição de H1(Ω) acima é em soma direta.

A seguir, demonstraremos uma Desigualdade do tipo Poincaré para as funções

em X0.

Lema 1.2 (Desigualdade de Poincaré�Wirtinger) (Ver Nascimento [26]) Existe uma

constante C > 0 tal que∫
Ω

|w|2dx ≤ C

∫
Ω

|∇w|2dx, para todo w ∈ X0.

Demonstração: Sejam ψ o funcional de�nido por

ψ : X0 −→ R

w 7−→ ψ(w) =

∫
Ω

|∇w|2dx, para todo w ∈ X0,

e S a variedade

S = {w ∈ X0;

∫
Ω

|w|2dx = 1}.

Desde que ψ é limitado inferiormente em H1(Ω), também será limitado inferior-

mente em S ⊂ H1(Ω). Logo, pelo Postulado de Dedekind existe ψ∞ tal que

ψ∞ = inf
w∈S

ψ(w).

Então, pela de�nição de ín�mo, existe uma sequência minimizante (wn) ⊂ S, isto

é,

ψ(wn)→ ψ∞ = inf
w∈S

ψ(w).
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Consequentemente,
∫
Ω

|wn|2dx = 1 e existe uma constante positiva C1 tal que

∫
Ω

|∇wn|2dx ≤ C1, para todo n ∈ N.

Com este fato, a sequência (wn) é limitada em H1(Ω) e em vista disso, a sequên-

cia real (‖wn‖2
1,2) possui subsequência convergente. Além disso, H1(Ω) é um espaço

re�exivo, o que implica a existência de w0 ∈ H1(Ω) tal que, a menos de subsequência,

wn ⇀ w0 em H1(Ω).

Daí, pela imersão compacta H1(Ω) ↪→ L2(Ω), tem-se

wn → w0 em L2(Ω).

Em particular, pela continuidade da integral, obtém-se

0 =

∫
Ω

wndx→
∫

Ω

w0dx

e

1 =

∫
Ω

|wn|2dx→
∫

Ω

|w0|2dx.

Consequentemente, w0 ∈ S.

A�rmação 1.1 ψ∞ > 0

Suponhamos, por contradição, que ψ∞ = 0. Como o funcional

` : H1(Ω) −→ R

w 7−→ `(w) = ‖w‖2
1,2

é convexo, semicontínuo inferiormente e wn ⇀ w0 em H1(Ω) segue-se

0 = limn→∞

∫
Ω

|∇wn|2dx = limn→∞

(∫
Ω

|∇wn|2dx+

∫
Ω

|wn|2dx−
∫

Ω

|wn|2dx
)

= limn→∞(‖wn‖2
1,2 − ‖wn‖2

2)

= limn→∞ ‖wn‖2
1,2 − lim ‖wn‖2

2

= ‖w0‖2
1,2 − ‖w0‖2

2 =

∫
Ω

|∇w0|2dx,
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isto é, ∫
Ω

|∇w0|2dx = 0,

o que implica

w0(x) = C2 q.t.p. em Ω,

onde C2 é uma constante real.

Como w0 ∈ S ⊂ X0 temos∫
Ω

w0dx =

∫
Ω

C2dx = 0

e concluímos que C2 = 0, o que é impossível devido a
∫
Ω

|w0|2dx = 1.

Portanto, ψ∞ > 0.

Voltemos à demonstração do teorema.

Desde que

ψ∞ ≤
∫

Ω

|∇w|2dx, para todo w ∈ S com ‖w‖2 = 1,

tomando-se 0 6= w ∈ X0, observando que

∣∣∣∣ w

‖w‖2

∣∣∣∣ = 1, segue-se

ψ∞ ≤
∫

Ω

∣∣∣∣∇( w

‖w‖2

)∣∣∣∣2 dx =
1

‖w‖2
2

∫
Ω

|∇w|2dx

o que implica em

‖w‖2
2 ≤

1

ψ∞

∫
Ω

|∇w|2dx, para todo w ∈ X0

mostrando a Desigualdade de Poincaré-Wirtinger. �

1.4 Um Problema Não-Local com Condição de Neu-

mann

Nesta seção iremos estudar uma aplicação da seção precedente. Vamos considerar

o seguinte problema de Neumann não-linear


−M(‖∇u‖2

2)∆u = f(u) + ρ(x) em Ω,
∂u

∂η
= 0 em ∂Ω,

(1.23)
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onde Ω ⊂ RN (N ≥ 1) é um domínio limitado com fronteira suave, f : R −→ R é uma

função contínua p-periódica, M : R+ −→ R é uma função contínua e ρ ∈ L2(Ω) as

quais satisfazem ∫ p

0

f(s)ds = 0,

∫
Ω

ρ(x)dx = 0 (1.24)

e

0 < µ0 ≤M(s) ≤M∞ < +∞ em que µ0,M∞ ∈ R. (1.25)

A versão local, isto é, M(t) ≡ 1, foi estudada em Costa [17]. Além disso, segui-

remos as idéias desenvolvidas por ele adaptando o estudo a função M .

Estaremos interessados em encontrar soluções fracas de (1.23), isto é, funções

u ∈ H1(Ω) tais que

M(‖∇u‖2
2)

∫
Ω

∇u∇vdx =

∫
Ω

f(u)vdx+

∫
Ω

ρ(x)vdx ∀v ∈ H1(Ω). (1.26)

Associado ao problema (1.23) temos o funcional energia E : H1(Ω) −→ R, dado

por

E(u) =
1

2
M̂

(∫
Ω

|∇u|2dx
)
−
∫

Ω

F (u)dx−
∫

Ω

ρ(x)udx ∀u ∈ H1(Ω) (1.27)

onde

M̂(t) =

∫ t

0

M(τ)dτ e F (s) =

∫ s

0

f(τ)dτ. (1.28)

Proposição 1.2 O funcional E : H1(Ω) −→ R de�nido por (1.27) está bem de�nido.

Além disso, E é limitado inferiormente e é de classe C1(H1(Ω),R) com

E ′(u)v = M

(∫
Ω

|∇u|2dx
)∫

Ω

∇u∇vdx−
∫

Ω

(f(u)+ρ(x))vdx ∀u, v ∈ H1(Ω). (1.29)

Demonstração: Uma vez que, neste caso as funções M e f : R −→ R são contínuas

e f é periódica satisfazendo (1.24), segue-se que F é periódica, portanto |F (s)| ≤ A e

E está claramente bem de�nida em H1(Ω).

Agora vamos mostrar que o funcional E é limitado inferiormente. Para isto vamos

decompor em soma direta o espaço H1(Ω) como

H1(Ω) = X0 ⊕X1,

onde X1 e X0 são como de�nidos anteriormente.
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Então, escrevendo em (1.27) u = v + w com v ∈ X0 e w ∈ X1 obtemos,

E(u) = E(v + w) =
1

2
M̂(‖∇(v + w)‖2

2)−
∫

Ω

F (v + w)dx−
∫

Ω

ρ(x)(v + w)dx.

Note que,

∇w = 0 e
∫

Ω

ρ(x)wdx = w

∫
Ω

ρ(x)dx = 0,

daí, da limitação da F e de (1.25) temos,

E(u) ≥ 1

2
µ0‖∇v‖2

2 − A|Ω| −
∫

Ω

ρ(x)vdx,

o que implica, das desigualdades de Hölder e Poincaré-Wirtinger,

E(u) ≥ 1

2
µ0‖∇v‖2

2 − A|Ω| − c‖ρ‖2‖∇v‖2

logo,

E(u) ≥ ‖∇v‖2

(
1

2
µ0‖∇v‖2 − c‖ρ‖2

)
− A|Ω| ∀u ∈ H1(Ω).

Portanto, E é limitado inferiormente.

Mostremos que E ∈ C1(H1(Ω),R).

Observe que os funcionais

ϕ(u) =
1

2
M̂(‖∇u‖2

2) e q(u) =

∫
Ω

ρ(x)udx

são diferenciáveis a Fréchet e ϕ, q ∈ C1(H1(Ω),R) com

ϕ′(u)v = M(‖∇u‖2
2)

∫
Ω

∇u∇vdx ∀u, v ∈ H1(Ω),

e

q′(u)v =

∫
Ω

ρ(x)vdx ∀u, v ∈ H1(Ω).

Assim, basta mostrarmos que

ψ(u) =

∫
Ω

F (u)dx onde F (s) =

∫ s

0

f(τ)dτ

é de classe C1(H1(Ω),R) com,

ψ′(u)v =

∫
Ω

f(u)vdx ∀u, v ∈ H1(Ω). (1.30)

Fixemos u ∈ H1(Ω), e de�namos

g(v) = ψ(u+ v)− ψ(u)−
∫

Ω

f(u)vdx.
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Daí, pela de�nição da ψ,

g(v) =

∫
Ω

(F (u+ v)− F (u))dx−
∫

Ω

f(u)vdx.

Observe que, pelo Teorema Fundamental do Cálculo, tem-se∫ 1

0

d

dt
F (u+ tv)dt = F (u+ v)− F (u).

Então,

g(v) =

∫
Ω

[∫ 1

0

d

dt
F (u+ tv)dt

]
dx−

∫
Ω

f(u)vdx.

Usando a Regra da Cadeia

g(v) =

∫
Ω

[∫ 1

0

(f(u+ tv)v)dt

]
dx−

∫
Ω

f(u)vdx,

e daí,

g(v) =

∫
Ω

[∫ 1

0

(f(u+ tv)v)dt

]
dx−

∫
Ω

[∫ 1

0

(f(u)v)dt

]
dx.

Logo,

g(v) =

∫
Ω

[∫ 1

0

(f(u+ tv)v − f(u)v)dt

]
dx.

Usando, o Teorema de Fubini obtemos,

g(v) =

∫ 1

0

[∫
Ω

(f(u+ tv)v − f(u)v)dx

]
dt,

o que implica,

|g(v)| ≤
∫ 1

0

[∫
Ω

|f(u+ tv)− f(u)||v|dx
]
dt.

Como f é limitada temos que f ∈ L2(Ω). Logo, podemos usar a desigualdade de

Hölder, obtendo

|g(v)| ≤
∫ 1

0

‖f(u+ tv)− f(u)‖2‖v‖2dt.

Pela imersão contínua de Sobolev H1(Ω) ↪→ L2(Ω),

se v → 0 em H1(Ω) ⇒ v → 0 em L2(Ω)

o que implica,

u+ tv → u em L2(Ω), ∀ t ∈ [0, 1].

Sendo f contínua, tem-se

f(u+ tv)→ f(u) em L2(Ω), ∀ t ∈ [0, 1].
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Assim,
|g(v)|
‖v‖1,2

≤ c
|g(v)|
‖v‖2

≤ c

∫ 1

0

‖f(u+ tv)− f(u)‖2dt,

o que implica,

0 ≤ lim
v→0

|g(v)|
‖v‖1,2

≤ lim
v→0

(
c

∫ 1

0

‖f(u+ tv)− f(u)‖2dt

)
,

pelo Teorema da Convergência Dominada de Lesbegue,

0 ≤ lim
v→0

|g(v)|
‖v‖1,2

≤ c

∫ 1

0

(
lim
v→0
‖f(u+ tv)− f(u)‖2

)
dt = 0.

Logo,

lim
v→0

|g(v)|
‖v‖1,2

= 0.

Portanto, ψ é diferenciável a Fréchet, com derivada dada por (1.30).

Vamos veri�car que, ψ ∈ C1(H1(Ω),R).

Sejam (un) ⊂ H1(Ω) e u ∈ H1(Ω) tais que,

un → u em H1(Ω).

Daí,

‖ψ′(un)− ψ′(u)‖H−1 = sup
‖v‖1,2≤1

|(ψ′(un)− ψ′(u))v|

= sup
‖v‖1,2≤1

∣∣∣∣∫
Ω

(f(un)− f(u))vdx

∣∣∣∣
≤ sup

‖v‖1,2≤1

∫
Ω

|f(un)− f(u)||v|dx

≤ sup
‖v‖1,2≤1

‖f(un)− f(u)‖2‖v‖2

≤ sup
‖v‖1,2≤1

(c‖f(un)− f(u)‖2‖v‖1,2)

≤ c‖f(un)− f(u)‖2 ∀n ≥ 1.

Então como,

un → u em H1(Ω) tem-se un → u em L2(Ω).

Pela continuidade da função f obtemos,

f(un)→ f(u) em L2(Ω).

Logo, ψ′(un)→ ψ′(u) em H−1(Ω).

Portanto, ψ ∈ C1(H1(Ω),R). �



45

Teorema 1.10 Suponhamos que (1.24) e (1.25) sejam válidos, onde f ∈ C(R,R) é p-

periódica e ρ ∈ L2(Ω). Então, o problema (1.23) possui uma solução fraca u ∈ H1(Ω).

Demonstração: Em vista da Proposição 1.2, encontraremos um ponto crítico do

funcional E ∈ C1(H1(Ω),R) dado por (1.27). Sendo F p-periódica e
∫

Ω

ρ(x)dx = 0,

segue-se

E(u+ p) =
1

2
M̂(‖∇(u+ p)‖2

2)−
∫

Ω

F (u+ p)dx−
∫

Ω

ρ(x)(u+ p)dx

e daí,

E(u+ p) =
1

2
M̂(‖∇(u)‖2

2)−
∫

Ω

F (u)dx−
∫

Ω

ρ(x)udx = E(u).

Portanto, E(u+ p) = E(u) ∀u ∈ H1(Ω).

A�rmação 1.2 E satisfaz (PS)c para todo c ∈ R.

De fato, seja (un) ⊂ H1(Ω) tal que

E(un)→ c e E ′(un)→ 0.

Escreva un = vn + wn com vn ∈ X0 e wn ∈ X1, ∀n ∈ N. Então,

E(un) = E(vn +wn) =
1

2
M̂(‖∇(vn +wn)‖2

2)−
∫

Ω

F (vn +wn)dx−
∫

Ω

ρ(x)(vn +wn)dx,

com um mesmo raciocínio feito anteriormente, obtemos

E(un) ≥ 1

2
µ0‖∇vn‖2

2 − A|Ω| −
∫

Ω

ρ(x)vndx e |E(un)| ≤ C1

para algum C1 > 0 (pois, E(un)→ c).

Logo,

‖∇vn‖2

(
1

2
µ0‖∇vn‖2 − c‖ρ‖2

)
− A|Ω| ≤ C1,

o que implica,

(‖∇vn‖2) é limitada.

Então, pela desigualdade de Poincaré-Wirtinger,

(‖vn‖2) é limitada.

Portanto,

(‖vn‖1,2) =
(
(‖vn‖2

2 + ‖∇vn‖2
2)

1
2

)
é limitada.
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Seja, agora, w̃n ∈ [0, p) tal que wn ≡ w̃n(mod p), de�nindo ũn = vn + w̃n, tem-se

E(ũn) = E(vn + w̃n) = E(vn + wn + αp) = E(vn + wn) = E(un)

ou seja,

E(ũn) = E(un).

Analogamente,

E ′(ũn) = E ′(vn + w̃n) = E ′(vn + wn + αp) = E ′(vn + wn) = E ′(un).

Logo,

E(ũn)→ c e E ′(ũn)→ 0.

Ora, sendo (‖vn‖1,2) limitada e w̃n ∈ [0, p) tem-se que (‖ũn‖1,2) é limitada. Temos

ainda que (‖∇ũn‖2) é limitada.

Assim, ‖∇ũn‖2
2 → t̃.

Como H1(Ω) é um espaço re�exivo, existe ũ ∈ H1(Ω) tal que, a menos de sub-

sequência,

ũn ⇀ ũ em H1(Ω).

Logo, pela imersão contínua de Sobolev H1(Ω) ↪→ L2(Ω),

ũn → ũ em L2(Ω),

e pela continuidade da função M obtemos,

M(‖∇ũn‖2
2)→M(t̃) em R.

Sendo ∇E(u) = M(‖∇u‖2
2)u − T (u) onde T : H1(Ω) −→ H1(Ω) é operador

compacto, tem-se

M(‖∇ũn‖2
2)ũn = ∇E(ũn) + T (ũn)→ 0 + T (ũ) em H1(Ω),

o que implica,

ũn =
1

M(‖∇ũn‖2
2)
M(‖∇ũn‖2

2)ũn →
1

M(t̃)
T (ũ) em H1(Ω).

Então por unicidade, ũn → ũ em H1(Ω).

Portanto, E(ũ) = c e E ′(ũ) = 0, ou seja, c é um valor crítico de E.
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Aplicando o Teorema 1.9, concluímos que existe u0 ∈ H1(Ω) tal que

E(u0) = inf
u∈H1(Ω)

E(u).

Isto é, existe solução fraca para o problema (1.23). �



Capítulo 2

O Teorema do Passo da Montanha

Neste capítulo demonstraremos o Teorema do Passo da Montanha e em seguida

apresentaremos duas aplicações ao problema não-local do tipo

 −M(‖u‖2)∆u = f(x, u) em Ω,

u = 0 em ∂Ω,

onde a não-linearidade f tem crescimento subcrítico e superlinear, e M : R+ −→ R é

uma função contínua satisfazendo certas condições a serem apresentadas ao longo das

próximas seções.

2.1 O Teorema do Passo da Montanha

Nesta seção demonstraremos o Teorema do Passo da Montanha de Ambrosetti e

Rabinowitz [6].

Teorema 2.1 Sejam X um espaço de Banach e φ ∈ C1(X,R) um funcional satisfa-

zendo a condição de Palais-Smale (PS) (ou(PS)c). Se e ∈ X e 0 < r < ‖e‖ são tais

que

a ≡ max{φ(0), φ(e)} < inf
‖u‖=r

φ(u) ≡ b, (2.1)

então,

c = inf
γ∈Γ

max
t∈[0,1]

φ(γ(t))

é um valor crítico de φ com c ≤ b, onde

Γ = {γ ∈ C([0, 1], X)/γ(0) = 0 e γ(1) = e}.
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Demonstração: Primeiramente, vamos veri�car que c está bem de�nido.

De fato, para cada γ ∈ Γ, a função

h : [0, 1] −→ R

t 7−→ h(t) = φ(γ(t))

é uma função contínua de�nida num compacto, portanto possui máximo, isto é,

max
t∈[0,1]

h(t) = max
t∈[0,1]

φ(γ(t)).

Por outro lado, a função

Λ : [0, 1] −→ R

t 7−→ Λ(t) = ‖γ(t)‖

é também uma função contínua com

Λ(0) = ‖γ(0)‖ = ‖0‖ = 0 e Λ(1) = ‖γ(1)‖ = ‖e‖ > r.

Usando o teorema do Valor Intermediário, existe t0 ∈ (0, 1) tal que Λ(t0) = r isto

é, ‖γ(t0)‖ = r implicando em γ(t0) ∈ ∂Br (fronteira da bola com centro na origem e

raio r).

Daí,

max
t∈[0,1]

φ(γ(t)) ≥ φ(γ(t0)) ≥ b, pois b = inf
‖u‖=r

φ(u).

Pelo estudo feito, b é uma cota inferior para o conjunto

Y =

{
max
t∈[0,1]

φ(γ(t)); γ ∈ Γ

}
,

logo, pelo Postulado de Dedekind, tal conjunto tem ín�mo e deve ser maior ou igual a

b, ou seja, o nível "minimax"dado por

c = inf
γ∈Γ

max
t∈[0,1]

φ(γ(t))

está bem de�nido e veri�ca c ≥ b.

Suponhamos por contradição que c não é valor crítico.

Então pelo Teorema 1.7, existem 0 < ε <
b− a

2
e η ∈ C([0, 1]×X,X) tais que

• η(t, u) = u se u /∈ φ−1([c− 2ε, c+ 2ε]), t ∈ [0, 1],
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• η(1, φc+ε) ⊂ φc−ε.

Pela de�nição de c como o ín�mo sobre Γ, podemos escolher um γ0 ∈ Γ tal que

max
t∈[0,1]

φ(γ0(t)) ≤ c+ ε (2.2)

e de�nir o caminho

γ̂(t) = η(1, γ0(t)).

Assim, como γ0 ∈ Γ tem-se

γ̂(t) = η(1, γ0(t))⇒

 γ̂(0) = η(1, γ0(0)) = η(1, 0),

γ̂(1) = η(1, γ0(1)) = η(1, e),

mas como

φ(0), φ(e) ≤ a < b− 2ε ≤ c− 2ε

e por (2.2) temos que

γ̂(0) = η(1, 0) = 0 e γ̂(1) = η(1, e) = e

o que implicam γ̂ ∈ Γ.

Mas então, pelo estudo feito tem-se

max
t∈[0,1]

φ(γ̂(t)) ≤ c− ε

o que é um absurdo, em vista da de�nição de c.

Portanto, c é um valor crítico. �

2.2 Primeiro Resultado de Existência

Nesta seção, vamos mostrar um resultado de existência de solução não-trivial,

para o problema de Dirichlet não-linear

 −M(‖u‖2)∆u = f(x, u) em Ω,

u = 0 em ∂Ω,
(2.3)

onde Ω ⊂ RN (N ≥ 2) é um domínio limitado com fronteira suave, M : R+ −→ R é

uma função contínua e não-crescente satisfazendo

(M0,∞) 0 < M0 ≤M(t) ≤M∞, ∀t ≥ 0
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em que,M∞,M0 são constantes reais, e f : Ω×R −→ R é uma função de Carathéodory

satisfazendo as seguintes condições:

(f1) Existem constantes

c, d > 0 e

 1 ≤ θ < N+2
N−2

se N ≥ 3,

1 ≤ θ < +∞ se N = 1, 2,

tais que |f(x, s)| ≤ c|s|θ + d.

(f2) lim
s→0

f(x, s)

|s|
= 0, uniformemente em x ∈ Ω.

(f3) Existem µ > 2 e r > 0 tais que

0 < µF (x, s) ≤ sf(x, s), ∀|s| ≥ r

onde

F (x, s) =

∫ s

0

f(x, ξ)dξ.

Seguiremos algumas idéias desenvolvidas por Alves, Corrêa e Ma [4].

Estamos interessados em encontrar soluções fracas de (2.3), isto é, funções u ∈

H1
0 (Ω) tais que

M(‖u‖2)

∫
Ω

∇u∇vdx−
∫

Ω

f(x, u)vdx = 0 ∀v ∈ H1
0 (Ω). (2.4)

De�niremos o funcional energia associado ao problema (2.3) e mostraremos que,

ele está bem de�nido e é de classe C1. Isso implica que, encontrar a solução para o

problema em questão, se resume em encontrar pontos críticos para o funcional energia

associado.

Proposição 2.1 Suponhamos que f : Ω× R −→ R seja uma função de Carathéodory

satisfazendo a condição (f1) e M satisfaz (M0,∞). Então o funcional

E(u) =
1

2
M̂(‖u‖2)−

∫
Ω

F (x, u)dx ∀u ∈ H1
0 (Ω), (2.5)

onde

M̂(t) =

∫ t

0

M(ξ)dξ e F (x, s) =

∫ s

0

f(x, ξ)dξ,

está bem de�nido, e além disso, E ∈ C1(H1
0 (Ω),R) com

E ′(u)v = M(‖u‖2)

∫
Ω

∇u∇vdx−
∫

Ω

f(x, u)vdx, ∀u, v ∈ H1
0 (Ω). (2.6)
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Demonstração: Como q(u) =
1

2
M̂(‖u‖2) está bem de�nido e é de classe C1 com

q′(u)v = M(‖u‖2)

∫
Ω

∇u∇vdx ∀u, v ∈ H1
0 (Ω),

é su�ciente mostrar que ψ(u) =

∫
Ω

F (x, u)dx está bem de�nido e ψ ∈ C1(H1
0 (Ω),R)

com

ψ′(u)v =

∫
Ω

f(x, u)vdx, ∀u, v ∈ H1
0 (Ω).

Observemos que a função F (x, s) é de Carathéodory, e satisfaz a condição de

crescimento (f1).

De fato, tem-se

|F (x, s)| =
∣∣∣∣∫

Ω

f(x, ξ)dξ

∣∣∣∣ ≤ ∫ s

0

|f(x, ξ)|dξ ≤
∫ s

0

(c|ξ|θ + d)dξ.

Se s ≥ 0 obtemos,

|F (x, s)| ≤
∫ s

0

(cξθ + d)dξ ≤
(

c

θ + 1
ξθ+1 + d.ξ

) ∣∣∣∣s
0

=
c

θ + 1
sθ+1 + ds.

Portanto, sendo s ≥ 0

|F (x, s)| ≤ c

θ + 1
|s|θ+1 + d|s|.

Se s < 0 obtemos,

|F (x, s)| ≤
∣∣∣∣∫ s

0

f(x, ξ)dξ

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣−∫ 0

s

f(x, ξ)dξ

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∫ 0

s

f(x, ξ)dξ

∣∣∣∣
assim,

|F (x, s)| ≤
∫ 0

s

|f(x, ξ)|dξ ≤
∫ 0

s

(c|ξ|θ + d)dξ

logo,

|F (x, s)| ≤
∫ 0

s

(c(−ξ)θ + d)dξ.

Façamos, agora, a mudança de variável,

τ = −ξ ⇒ dτ = −dξ.

Daí,

|F (x, s)| ≤ −
∫ 0

−s
(cτ θ + d)dτ ≤

∫ −s
0

(cτ θ + d)dτ,



53

o que implica,

|F (x, s)| ≤
(

c

θ + 1
τ θ+1 + d.τ

) ∣∣∣∣−s
0

=
c

θ + 1
(−s)θ+1 + d(−s).

Portanto, sendo s < 0 obtemos,

|F (x, s)| ≤ c

θ + 1
|s|θ+1 + d|s|.

Concluímos que |F (x, s)| ≤ c1|s|θ+1 + d|s|, onde c1 =
c

θ + 1
≥ 0.

Ora,

1 ≤ θ + 1⇒ |s| ≤ 1 + |s|θ+1 ⇒ d|s| ≤ d+ d|s|θ+1.

Daí,

|F (x, s)| ≤ c1|s|θ+1 + d|s| ≤ c1|s|θ+1 + d+ d|s|θ+1,

o que implica,

|F (x, s)| ≤ (c1 + d)|s|θ+1 + d.

Portanto,

|F (x, s)| ≤ a|s|α + b

onde a = c1 + d, b = d e 1 ≤ α = θ + 1 < N+2
N−2

+ 1 = 2N
N−2

= 2∗ se N ≥ 3,

1 ≤ α = θ + 1 < +∞ se N = 1, 2.

Portanto pelo Exemplo 1 do Capítulo 1, ψ é um funcional bem de�nido e, além

disso, ψ é fracamente s.c.i. em H1
0 (Ω).

Mostremos que ψ é diferenciável a Fréchet.

Fixemos u ∈ H1
0 (Ω), e de�na

g(h) = ψ(u+ h)− ψ(u)−
∫

Ω

f(x, u)hdx.

Assim, pela de�nição da ψ,

g(h) =

∫
Ω

(F (x, u+ h)− F (x, u))dx−
∫

Ω

f(x, u)hdx.

Observe que, pelo Teorema Fundamental do Cálculo, tem-se∫ 1

0

d

dt
F (x, u+ th)dt = F (x, u+ h)− F (x, u).
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Então,

g(h) =

∫
Ω

[∫ 1

0

d

dt
F (x, u+ th)dt

]
dx−

∫
Ω

f(x, u)hdx.

Usando a Regra da Cadeia obtemos,

g(h) =

∫
Ω

[∫ 1

0

f(x, u+ th)hdt

]
dx−

∫
Ω

f(x, u)hdx,

o que implica,

g(h) =

∫
Ω

[∫ 1

0

f(x, u+ th)hdt

]
dx−

∫
Ω

[∫ 1

0

f(x, u)hdt

]
dx.

Daí,

g(h) =

∫
Ω

[∫ 1

0

(
f(x, u+ th)h− f(x, u)h

)
dt

]
dx.

Usando, o Teorema de Fubini obtemos,

g(h) =

∫ 1

0

[∫
Ω

(f(x, u+ th)− f(x, u))hdx

]
dt,

o que implica,

|g(h)| ≤
∫ 1

0

[∫
Ω

|f(x, u+ th)− f(x, u)||h|dx
]
dt.

Pela imersão contínua de Sobolev

H1
0 (Ω) ↪→ Lp(Ω), ∀1 ≤ p ≤ 2∗,

tem-se

h ∈ H1
0 (Ω)⇒ h ∈ Ls(Ω), onde s = 2∗.

Também tem-se que,

r =
2N

N + 2
≥ 1 ⇒ r ≤ θr <

N + 2

N − 2
r = s,

logo, por

|f(x, u)| ≤ c|u|θ + d

tem-se

|f(x, u)|r ≤ 2r(cr|u|θr + dr)

o que implica,

|f(x, u)|r ≤ c2|u|θr + d2 < +∞.
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Então pelas imersões contínuas de Sobolev

H1
0 (Ω) ↪→ Lθr(Ω) ↪→ Lr(Ω),

tem-se

f ∈ Lr(Ω).

Como
1

r
+

1

s
= 1, pela desigualdade de Hölder segue-se

∫
Ω

|f(x, u+ th)− f(x, u)||h|dx ≤ ‖f(x, u+ th)− f(x, u)‖r‖h‖s.

Daí,

|g(h)| ≤
∫ 1

0

‖f(x, u+ th)− f(x, u)‖r‖h‖sdt.

Assim,

h→ 0 em H1
0 (Ω) ⇒ h→ 0 em Ls(Ω)

o que implica,

u+ th→ u em Ls(Ω), ∀ t ∈ [0, 1].

Como s ≥ θ, pelo resultado de Vainberg [19],

f(., u+ th)→ f(., u) em L
s
θ (Ω) ∀ t ∈ [0, 1].

E, uma vez que, r =
2N

N + 2
<
s

θ
segue-se

f(., u+ th)→ f(., u) em Lr(Ω) ∀ t ∈ [0, 1].

Como,
|g(h)|
‖h‖

≤ c
|g(h)|
‖h‖s

tem-se
|g(h)|
‖h‖

≤ c

∫ 1

0

‖f(x, u+ th)− f(x, u)‖rdt,

o que implica,

0 ≤ lim
h→0

|g(h)|
‖h‖

≤ lim
h→0

(
c

∫ 1

0

‖f(x, u+ th)− f(x, u)‖rdt
)
.

Então, pelo Teorema da Convergência Dominada de Lesbegue,

0 ≤ lim
h→0

|g(h)|
‖h‖

≤ c

∫ 1

0

(
lim
h→0
‖f(x, u+ th)− f(x, u)‖r

)
dt = 0.
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Logo,

lim
h→0

|g(h)|
‖h‖

= 0.

Portanto, ψ é diferenciável a Fréchet, com derivada de�nida por

ψ′(u)v =

∫
Ω

f(x, u)vdx ∀u, v ∈ H1
0 (Ω).

Veri�quemos agora que, ψ ∈ C1(H1
0 (Ω),R).

Sejam (un) ∈ H1
0 (Ω) e u ∈ H1

0 (Ω) tais que,

un → u em H1
0 (Ω).

Daí,

‖ψ′(un)− ψ′(u)‖H−1 = sup
‖h‖≤1

|(ψ′(un)− ψ′(u))h|

= sup
‖h‖≤1

∣∣∣∣∫
Ω

(f(x, un)− f(x, u))hdx

∣∣∣∣
≤ sup

‖h‖≤1

∫
Ω

|f(x, un)− f(x, u)||h|dx

≤ sup
‖h‖≤1

‖f(x, un)− f(x, u)‖r‖h‖s

≤ sup
‖h‖≤1

(c‖f(x, un)− f(x, u)‖r‖h‖)

≤ c‖f(x, un)− f(x, u)‖r ∀n ≥ 1.

Assim,

un → u em H1
0 (Ω)⇒ un → u em Ls(Ω).

Então, pelo resultado de Vainberg,

f(., un)→ f(., u) em L
s
θ (Ω),

o que implica,

f(., un)→ f(., u) em Lr(Ω).

Logo, ψ′(un)→ ψ′(u) em H−1.
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Portanto, ψ ∈ C1(H1
0 (Ω),R).

Com o estudo feito, concluímos que E ∈ C1(H1
0 (Ω),R) com derivada dada por

(2.6). �

O próximo resultado mostrará que, o funcional E, de�nido por (2.5), satisfaz a

Geometria do Passo da Montanha.

Lema 2.1 Seja E : H1
0 (Ω) −→ R o funcional de�nido por (2.5). Então,

(a) u = 0 é um ponto de mínimo local estrito para E.

(b) Dado 0 6= v ∈ H1
0 (Ω), existe ρ0 > 0 tal que E(ρ0v) ≤ 0.

Demonstração: (a) Pela hipótese (f2), dado ε > 0, existe δ = δ(ε) > 0 tal que∣∣∣∣f(x, s)

|s|

∣∣∣∣ ≤ ε para |s| ≤ δ,

o que implica |f(x, s)| ≤ ε|s| para |s| ≤ δ.

Assim, se 0 ≤ s ≤ δ tem-se

F (x, s) =

∫ s

0

f(x, ξ)dξ ≤
∫ s

0

ε|ξ|dξ =

∫ s

0

εξdξ =
ε

2
s2 =

ε

2
|s|2.

Se −δ ≤ s ≤ 0, tem-se

F (x, s) =

∫ s

0

f(x, ξ)dξ = −
∫ 0

s

f(x, ξ)dξ ≥ −
∫ 0

s

ε|ξ|dξ = −
∫ 0

s

ε(−ξ)dξ,

daí,

F (x, s) ≥
∫ 0

s

εξdξ =
ε

2
ξ2

∣∣∣∣0
s

= − ε
2
s2 = − ε

2
|s|2.

Logo,

− ε
2
|s|2 ≤ F (x, s) ≤ ε

2
|s|2 para |s| ≤ δ

implicando

|F (x, s)| ≤ ε

2
|s|2 para |s| ≤ δ. (2.7)

Por outro lado, da condição (f1) nós encontramos anteriormente, que

|F (x, s)| ≤ c

θ + 1
|s|θ+1 + d|s| para todo s ∈ R.

Em particular, a desigualdade acima vale para, |s| ≥ δ. Ainda temos, 1 ≤ θ + 1 < 2∗

se N ≥ 3 e

|F (x, s)| ≤ |s|
θ+1

θ + 1

(
c+

d(θ + 1)

|s|θ

)
.
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Daí, podemos encontrar R > 0 su�cientemente grande, tal que

d(θ + 1) ≤ |s|θ ∀|s| ≥ R.

Assim,

|F (x, s)| ≤ |s|
θ+1

θ + 1
(c+ 1) = c1|s|θ+1, ∀|s| ≥ R.

Agora, se δ ≤ |s| ≤ R temos,

|F (x, s)| ≤ c

θ + 1
|s|θ+1 + d|s| ≤ c

θ + 1
Rθ+1 + dR = c2.

Logo, para

A ≥ c2(θ + 1)

|δ|θ+1
temos c2 ≤

A|δ|θ+1

θ + 1

de onde segue,

|F (x, s)| ≤ A

θ + 1
|δ|θ+1 ≤ A

θ + 1
|s|θ+1.

Se |s| ≥ δ = δ(ε) temos

|F (x, s)| ≤
(

A

θ + 1

)
|s|θ+1 + c1|s|θ+1

o que implica,

|F (x, s)| ≤ Aε|s|θ+1, onde Aε =
A

θ + 1
+ c1. (2.8)

Combinando (2.7) e (2.8) obtemos,

|F (x, s)| ≤ ε

2
|s|2 + Aε|s|θ+1, ∀s ∈ R e ∀x ∈ Ω.

Portanto,

E(u) =
1

2
M̂(‖u‖2)−

∫
Ω

F (x, u)dx ≥ 1

2
M0‖u‖2 −

∫
Ω

|F (x, u)|dx

o que implica,

E(u) ≥ 1

2
M0‖u‖2 −

∫
Ω

( ε
2
|u|2 + Aε|u|θ+1

)
dx

logo,

E(u) ≥ 1

2
M0‖u‖2 − 1

2
ε‖u‖2

2 − Aε‖u‖θ+1
θ+1.

Observemos que a desigualdade de Poincaré

λ1‖u‖2
2 ≤ ‖u‖2,
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onde λ1 > 0 é o primeiro auto-valor do −∆ sob condições de fronteira de Dirichlet,

implica que,
ε

2
‖u‖2

2 ≤
ε

2λ1

‖u‖2,

e a imersão contínua de Sobolev

H1
0 (Ω) ↪→ Lθ+1(Ω), 1 ≤ θ + 1 < 2∗

implica que,

Aε‖u‖θ+1
θ+1 ≤ cAε‖u‖θ+1 = cε‖u‖θ+1.

Logo,

E(u) ≥ 1

2
M0‖u‖2 − ε

2λ1

‖u‖2 − cε‖u‖θ+1

o que implica,

E(u) ≥ 1

2

(
M0 −

ε

λ1

)
‖u‖2 − cε‖u‖θ+1, ∀u ∈ H1

0 (Ω). (2.9)

Podemos considerar ε > 0 tal que ε < λ1 para que

(
M0 −

ε

λ1

)
> 0.

Seja ‖u‖ = ρ, então

E(u) ≥
(
M0 −

ε

λ1

)
ρ2

2
− cερθ+1,

isto é,

E(u) ≥
(
M0 −

ε

λ1

− 2cερ
θ−1

)
ρ2

2
.

Fixemos ρ > 0 tal que, (
M0 −

ε

λ1

− 2cερ
θ−1

)
> 0,

ou seja, (
M0 −

ε

λ1

)
> 2cερ

θ−1,

isto é,

0 < ρθ−1 ≤ M0

2cε
− ε

2λ1cε
.

Logo,

0 < ρ ≤
[
M0

2cε
− ε

2λ1cε

] 1
θ−1

.
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Escolhendo, ρ =

[
1

2

(
M0

2cε
− ε

2λ1cε

)] 1
θ−1

temos,

E(u) ≥ ρ2

2

(
M0

2
− 3ε

2λ1

)
= r > 0,

ou seja,

E(u) > 0 = E(0) para todo u ∈ H1
0 (Ω) com 0 < ‖u‖ ≤ r,

desde que r > 0 seja pequeno.

(b) Como a condição (f3) implica a existência de constantes c, d > 0 tais que

|F (x, s)| ≥ c|s|µ − d ∀x ∈ Ω e ∀ ∈ R, (2.10)

(Ver Apêndice A), tem-se

E(u) =
1

2
M̂(‖u‖2)−

∫
Ω

F (x, u)dx ≤ 1

2
M̂(‖u‖2)−

∫
Ω

(c|u|µ − d)dx

o que implica,

E(u) ≤ 1

2
M∞‖u‖2 − c‖u‖µµ + d|Ω|,

de sorte que, dado 0 6= v ∈ H1
0 (Ω) com ‖v‖ = 1, e escrevendo δ = c‖v‖µµ > 0 obtemos,

E(ρ0v) ≤ M∞
2
ρ2

0‖v‖2 − cρµ0‖v‖µµ + d|Ω| ≤ M∞
2
ρ2

0 − δρ
µ
0 + d|Ω|

o que implica,

E(ρ0v)→ −∞ quando ρ0 → +∞.

Assim, existe ρ > 0 tal que E(ρv) ≤ 0. �

Teorema 2.2 Se f : Ω × R −→ R é uma função de Carathéodory satisfazendo as

condições (f1), (f2) e (f3) e a função M satisfaz a condição (M0,∞), então o problema

(2.3) possui uma solução não trivial u ∈ H1
0 (Ω).

Demonstração: Mostremos que o funcional E, dado em (2.5), satisfaz a condição

(PS).

Seja (un) ⊂ H1
0 (Ω) tal que |E(un)| ≤ c, E ′(un)→ 0.

Então, para todo n su�cientemente grande temos,

|E ′(un)un| ≤ ‖E ′(un)‖‖un‖ ≤ ‖un‖
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ou seja,

E(un)− 1

µ
E ′(un)un ≤ |E(un)|+ 1

µ
|E ′(un)un| ≤ c+

1

µ
‖un‖

assim,

c+
1

µ
‖un‖ ≥

1

2
M̂(‖un‖2)−

∫
Ω

F (x, un)dx− 1

µ
M(‖un‖2)‖un‖2 − 1

µ

∫
Ω

f(x, un)undx

o que implica,

c+
1

µ
‖un‖ ≥

1

2
M̂(‖un‖2)− 1

µ
M(‖un‖2)‖un‖2 −

∫
Ω

(
1

µ
f(x, un)un − F (x, un)

)
dx.

Note que, pela condição (f3) tem-se,∫
Ω

(
1

µ
f(x, un)un − F (x, un)

)
dx = C +

∫
|un|>r

(
1

µ
f(x, un)un − F (x, un)

)
dx,

ou seja, todos os termos acima são positivos.

Daí,

c+
1

µ
‖un‖ ≥

1

2

∫ ‖un‖2
0

M(s)ds− 1

µ
M(‖un‖2)‖un‖2.

Como M é contínua, pelo Teorema do Valor Médio para as integrais, para cada

n ∈ N, existe 0 < εn < ‖un‖2 tal que∫ ‖un‖2
0

M(s)ds = M(εn)‖un‖2.

Logo,

c+
1

µ
‖un‖ ≥M(εn)‖un‖2 − 1

µ
M(‖un‖2)‖un‖2.

Além disso, como M é não-crescente

M(εn) ≥M(‖un‖2).

Portanto,

c+
1

µ
‖un‖ ≥

1

2
M(‖un‖2)‖un‖2 − 1

µ
M(‖un‖2)‖un‖2 =

(
1

2
− 1

µ

)
M(‖un‖2)‖un‖2.

Desde que µ > 2,

(
1

2
− 1

µ

)
> 0, e usando a condição (M0,∞) obtemos que (‖un‖)

é limitada.

Assim, a menos de subsequência,

‖un‖2 → t̃,
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e sendo H1
0 (Ω) re�exivo, ainda temos,

un ⇀ u em H1
0 (Ω).

Logo,

un → u em Lp(Ω), 1 ≤ p <
2N

N − 2
.

Pela continuidade da função M , obtemos

M(‖un‖2)→M(t̃) em R.

Sendo ∇E(u) = M(‖u‖2)u− T (u) onde T é um operador compacto, obtemos,

M(‖un‖2)un = ∇E(un) + T (un)→ 0 + T (u) em H1
0 (Ω),

o que implica,

un =
1

M(‖un‖2)
M(‖un‖2)un →

1

M(t̃)
T (u) em H1

0 (Ω),

Logo, por unicidade, temos un → u em H1
0 (Ω).

Portanto, E satisfaz a condição (PS).

Pelo Teorema do Passo da Montanha E possui um ponto crítico. �

2.3 Segundo Resultado de Existência

Nesta seção, vamos mostrar um resultado de existência de solução não-trivial e

não-negativa para o problema

 −M(‖u‖2)∆u = f(u) em Ω,

u = 0 em ∂Ω,
(2.11)

onde Ω ⊂ RN (N ≥ 1) é um domínio limitado com fronteira suave, f : R −→ R uma

função de Carathéodory satisfazendo as condições (f1), (f2) e (f3), e M : R+ −→ R é

uma função contínua cumprindo,

(M1) Existem m1, t1 > 0 tais que M(t) ≥ m1 se 0 ≤ t ≤ t1.

(M2) Existem m2, t2 > 0 tais que 0 < M(t) ≤ m2 se t ≥ t2.
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(M3) lim
t→+∞

M(t2)t = +∞.

(M4) M é não-crescente e M(t) > 0 para todo t ≥ 0.

Observação 2.1 A função

M(t) =
1

(1 + t)α

para todo t ≥ 0 e 0 < α <
1

2
satisfaz as hipóteses acima.

Note que, o problema considerado é uma versão particular do seguinte problema −[M(‖u‖p1,p)]p−1∆pu = f(x, u) em Ω,

u = 0 em ∂Ω,

onde Ω ⊂ RN é como antes, 1 < p < N , f é uma função superlinear com crescimento

subcrítico eM é uma função que satisfaz (M1)-(M4). Em Nascimento [26] foi mostrado

a existência de solução não-trivial e não-negativa para esta versão.

Considerando o caso p = 2, Alves, Corrêa e Ma [4] mostraram um resultado de

existência usando o teorema do Passo da Montanha, onde a não-linearidade f possui

crescimento subcrítico e superlinear. Vale ressaltar que neste artigo, pelo que parece,

foi usada pela primeira vez a abordagem variacional para essa classe de problemas

não-locais.

Como sabemos, o fato de f ser uma função de Carathéodory satisfazendo (f1)

implica que o funcional

E(u) =
1

2
M̂(‖u‖2)−

∫
Ω

F (u)dx (2.12)

está bem de�nido e é de classe C1(H1
0 (Ω),R), com

E ′(u)v = M(‖u‖2)

∫
Ω

∇u∇vdx−
∫

Ω

f(u)vdx, ∀u, v ∈ H1
0 (Ω). (2.13)

O resultado que segue nos ajudará a demonstrar que o funcional E satisfaz a

Geometria do Passo da Montanha.

Lema 2.2 (a) u = 0 é um ponto de mínimo local estrito para E;

(b) Dado 0 6= v ∈ H1
0 (Ω), existe ρ0 > 0 tal que E(ρ0v) ≤ 0.
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Demonstração: Suponhamos que 0 < ‖u‖ = ρ < t1 então, por (M1)

E(u) ≥ 1

2
m1‖u‖2 −

∫
Ω

F (u)dx, ∀u ∈ H1
0 (Ω).

De (f2), dado ε > 0 existe δ = δ(ε) > 0 tal que

|f(s)| ≤ ε|s|, se |s| ≤ δ.

De maneira análoga a seção 2.2 obtemos

|F (s)| ≤ ε

2
|s|2, se |s| ≤ δ

e por (f1),

|F (s)| ≤ Aε|s|θ+1, se |s| > δ.

Com estas a�rmações obtemos,

|F (s)| ≤ ε

2
|s|2 + Aε|s|θ+1, ∀s ∈ R e ∀x ∈ Ω.

Portanto,

E(u) ≥ 1

2
m1‖u‖2 −

∫
Ω

|F (u)|dx, ∀u ∈ H1
0 (Ω),

o que implica,

E(u) ≥ 1

2
m1‖u‖2 − ε

2

∫
Ω

|u|2dx− Aε
∫

Ω

|u|θ+1dx, ∀u ∈ H1
0 (Ω),

logo, usando a desigualdade de Hölder,

E(u) ≥ 1

2
m1‖u‖2 − ε

2
‖u‖2

2 − Aε‖u‖θ+1
θ+1.

Usando imersão de Sobolev e a desigualdade de Poincaré, analogamente como na seção

2.2, obtemos

E(u) ≥ 1

2

(
m1 −

ε

λ1

)
‖u‖2 − cε‖u‖θ+1.

Podemos considerar ε > 0 tal que ε < λ1 para que

(
m1 −

ε

λ1

)
> 0.

Agora seja, ‖u‖ = ρ, temos que

E(u) ≥
(
m1 −

ε

λ1

)
ρ2

2
− cερθ+1,

isto é,

E(u) ≥
(
m1 −

ε

λ1

− 2cερ
θ−1

)
ρ2

2
.
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Fixemos ρ > 0 tal que, (
m1 −

ε

λ1

− 2cερ
θ−1

)
> 0,

ou seja, (
m1 −

ε

λ1

)
> 2cερ

θ−1,

assim,

0 < ρθ−1 ≤ m1

2cε
− ε

2λ1cε
.

Logo,

0 < ρ ≤
[
m1

2cε
− ε

2λ1cε

] 1
θ−1

.

Escolhendo, ρ =

[
1

2

(
m1

2cε
− ε

2λ1cε

)] 1
θ−1

temos,

E(u) ≥ ρ2

2

(
m1

2
− 3ε

2λ1

)
= r > 0,

e daí,

E(u) > 0 = E(0) para todo u ∈ H1
0 (Ω) com 0 < ‖u‖ ≤ r,

desde que r > 0 seja pequeno.

(b) Como a condição (f3) implica a existência de constantes c, d > 0 tais que

|F (s)| ≥ c|s|µ − d ∀x ∈ Ω e ∀s ∈ R, (2.14)

(Ver Apêndice A), tem-se

E(u) =
1

2
M̂(‖u‖2)−

∫
Ω

F (u)dx ≤ 1

2
M̂(‖u‖2)−

∫
Ω

(c|s|µ − d)dx.

Dessa forma, �xando uma função 0 6= v ∈ H1
0 (Ω) com ‖v‖ = 1 temos,

E(u) ≤ 1

2

∫ t2

0

M(s)ds+
1

2

∫ ‖u‖2
t2

M(s)ds− c‖u‖µµ + d|Ω|.

Usando (M2) e fazendo u = ρ0v, obtemos

E(ρ0v) ≤ c1 +
m2

2
ρ2

0‖v‖2 − cρµ0‖v‖µµ + d|Ω|

escrevendo δ = c‖v‖µµ > 0 tem-se

E(ρ0v) ≤ c1 +
m2

2
ρ2

0 − δρ
µ
0 + d|Ω|
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logo,

E(ρ0v)→ −∞ quando ρ0 → +∞.

Assim, existe ρ > 0 tal que E(ρv) ≤ 0. �

Teorema 2.3 Se f : R −→ R é uma função de Carathéodory satisfazendo as condições

(f1),(f2) e (f3), e a função M satisfaz as condições (M1) − (M4), então o problema

(2.11) possui uma solução não-trivial u ∈ H1
0 (Ω).

Demonstração: Vamos mostrar que o funcional E dado em (2.12) satisfaz a condição

(PS).

Seja (un) ⊂ H1
0 (Ω) tal que |E(un)| ≤ c e E ′(un) → 0. Então, para todo n

su�cientemente grande temos,

|E ′(un)un| ≤ ‖E ′(un)‖‖un‖ ≤ ‖un‖

ou seja,

E(un)− 1

µ
E ′(un)un ≤ |E(un)|+ 1

µ
|E ′(un)un| ≤ c+

1

µ
‖un‖

assim,

c+
1

µ
‖un‖ ≥

1

2
M̂(‖un‖2)−

∫
Ω

F (un)dx− 1

µ
M(‖un‖2)‖un‖2 − 1

µ

∫
Ω

f(un)undx

isto é,

c+
1

µ
‖un‖ ≥

1

2
M̂(‖un‖2)− 1

µ
M(‖un‖2)‖un‖2 −

∫
Ω

(
1

µ
f(un)un − F (un)

)
dx.

Note que, pela condição (f3) tem-se,∫
Ω

(
1

µ
f(un)un − F (un)

)
dx = C +

∫
|un|>r

(
1

µ
f(un)un − F (un)

)
dx,

ou seja, todos os termos acima são positivos.

Daí,

c+
1

µ
‖un‖ ≥

1

2
M̂(‖un‖2)− 1

µ
M(‖un‖2)‖un‖2 =

1

2

∫ ‖un‖2
0

M(s)ds− 1

µ
M(‖un‖2)‖un‖2.

Como M é contínua, pelo Teorema do Valor Médio para integrais, para cada

n ∈ N, existe 0 < εn < ‖un‖2 tal que∫ ‖un‖2
0

M(s)ds = M(εn)‖un‖2.
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Logo,

c+
1

µ
‖un‖ ≥M(εn)‖un‖2 − 1

µ
M(‖un‖2)‖un‖2.

Além disso, como M é não-crescente

M(εn) ≥M(‖un‖2).

Portanto,

c+
1

µ
‖un‖ ≥

1

2
M(‖un‖2)‖un‖2 − 1

µ
M(‖un‖2)‖un‖2 =

(
1

2
− 1

µ

)
M(‖un‖2)‖un‖2.

Desde que, µ > 2 temos

(
1

2
− 1

µ

)
> 0, e usando (M3) segue-se que (‖un‖) é

limitada.

Assim, a menos de subsequência,

‖un‖2 → t̃,

un ⇀ u em H1
0 (Ω),

un → u em Lp(Ω), 1 ≤ p < 2N
N−2

.

Da continuidade da função M ,

M(‖un‖2)→M(t̃).

Sendo ∇E(u) = M(‖u‖2)u− T (u) onde T é um operador compacto, obtemos,

M(‖un‖2)un = ∇E(un) + T (un)→ 0 + T (u) em H1
0 (Ω),

o que implica,

un =
1

M(‖un‖2)
M(‖un‖2)un →

1

M(t̃)
T (u) em H1

0 (Ω).

Logo, por unicidade, temos un → u em H1
0 (Ω).

Portanto, E satisfaz a condição (PS).

Pelo Teorema do Passo da Montanha o funcional E possui um ponto crítico. �



Capítulo 3

Problemas Singulares Via Método de

Galerkin

Neste capítulo estudaremos a existência de solução para alguns problemas elípti-

cos não-locais do tipo  −M(‖u‖2)∆u = f(x, u) em Ω,

u = 0 em ∂Ω,
(3.1)

onde Ω ⊂ RN é um domínio limitado com fronteira suave. Consideraremos o caso

M -Linear com f ∈ H−1(Ω), o caso sub-linear f(u) = uα, 0 < α < 1. Utilizaremos o

Método de Galerkin para resolver estes problemas. Ainda neste capítulo utilizaremos

este método para resolver um outro problema não-local. Seguiremos aqui as idéias

contidas em Corrêa-Menezes [16].

3.1 Teorema do Ponto Fixo de Brouwer

Nesta seção, enunciaremos o Teorema do Ponto Fixo de Brouwer e em seguida

demonstraremos um resultado que é uma variação deste teorema.

Teorema 3.1 Seja F : BR(0) −→ BR(0) com BR(0) ⊂ RN uma função contínua.

Então, F têm um ponto �xo z ∈ BR(0), isto é, existe z ∈ BR(0) tal que F (z) = z.

O leitor interessado poderá consultar Almeida [1] para a demonstração do Teo-

rema 3.1.
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Proposição 3.1 Suponhamos que F : RN −→ RN é uma função contínua tal que

〈F (ξ), ξ〉 ≥ 0 para todo |ξ| = r > 0, onde 〈., .〉 é o produto interno usual do RN e |.|
sua relativa norma. Então, existe z0 ∈ BR(0) tal que F (z0) = 0.

Demonstração: Vamos demonstrar este resultado por contradição. Suponhamos que

F (x) 6= 0, ∀x ∈ BR(0), e de�na a seguinte função

h : BR(0) −→ BR(0)

x 7−→ h(x) =
−R
|F (x)|

F (x).

Observe que h veri�ca h(BR(0)) ⊂ BR(0), pois

|h(x)| =
∣∣∣∣ −R|F (x)|

F (x)

∣∣∣∣ =
R

|F (x)|
|F (x)| = R

e com isso h(x) ∈ BR(0).

Além disso, como F é uma função contínua tem-se que h é contínua. Portanto,

pelo Teorema do Ponto Fixo de Brouwer, a função h tem um ponto �xo em BR(0).

Seja x0 tal ponto �xo de h, isto é, h(x0) = x0. Desta forma,

|x0| = |h(x0)| = R > 0.

Por outro lado,

R2 = |x0|2 = 〈x0, x0〉 = 〈x0, h(x0)〉 =

〈
x0,

−R
|F (x0)|

F (x0)

〉
=
−R
|F (x0)|

〈x0, F (x0)〉.

Desde que, por hipótese 〈x0, F (x0)〉 ≥ 0, tem-se,

0 < R2 =
−R
|F (x0)|

〈x0, F (x0)〉 ≤ 0,

o que é um absurdo.

Portanto, existe z0 ∈ BR(0) tal que F (z0) = 0. �

3.2 O Problema M-Linear

Nesta seção, utilizaremos a Proposição 3.1, para estudar a existência de solução

no chamado problema M -Linear, dado por −M(‖u‖2)∆u = f em Ω,

u = 0 em ∂Ω,
(3.2)



70

onde Ω ⊂ RN é um domínio limitado com fronteira suave, f ∈ H−1(Ω) e M : R −→ R

é uma função contínua satisfazendo

(M0) Existem constantes t∞,m0 > 0 tais que M(t) ≥ m0 > 0 ∀t ≥ t∞.

Estamos interessados em encontrar soluções para o problema (3.2), ou seja, fun-

ções u ∈ H1
0 (Ω) que satisfazem

M(‖u‖2)

∫
Ω

∇u∇ϕdx =

∫
Ω

fϕdx ∀ϕ ∈ H1
0 (Ω). (3.3)

Para isso, iremos resolver o seguinte resultado,

Teorema 3.2 Suponhamos que M : R −→ R seja uma função contínua que satisfaz

(M0). Então, para cada 0 6= f ∈ H−1(Ω), o problema (3.2) possui uma solução fraca.

Demonstração: Consideremos M+ = max{M(t), 0}, a parte positiva de M , e o

problema auxiliar  −M+(‖u‖2)∆u = f em Ω,

u = 0 em ∂Ω,
(3.4)

Vamos mostrar que o problema (3.4) possui solução e tal solução resolve o pro-

blema (3.2).

Seja Σ = {e1, e2, ..., em, ...} uma base ortonormal para o espaço de Hilbert H1
0 (Ω).

Para cada m ∈ R considere Vm = span{e1, e2, ..., em} ⊂ H1
0 (Ω) o espaço vetorial

de dimensão �nita (dim(Vm) = m) gerado por e1, e2, ..., em. Assim, cada u ∈ Vm é

representado de maneira única por

u =
m∑
i=1

ξiei.

Notemos que (Vm, ‖.‖) e (Rm, |.|) são isometricamente isomorfos por intermédio

da aplicação

T : (Vm, ‖.‖) −→ (Rm, |.|)

u =
m∑
i=1

ξiei 7−→ T (u) = ξ = (ξ1, ξ2, ..., ξm)

onde ‖u‖ = |ξ| = |T (u)| e ‖.‖ é a norma usual do espaço H1
0 (Ω) e |.| é a norma

euclidiana em Rm.

A partir daqui, sem nenhum comentário adicional, identi�caremos u ∈ Vm com

ξ ∈ Rm via isometria T .
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Vamos mostrar que para cada m existe um ∈ Vm solução aproximada de (3.4)

satisfazendo

M+(‖um‖2)

∫
Ω

∇um∇eidx =� f, ei �, i = 1, ...,m

onde � ., .� é o par de dualidade de H−1(Ω) e H1
0 (Ω), isto é, f ∈ H−1(Ω) signi�ca

f : H1
0 (Ω) −→ R

ϕ 7−→ � f, ϕ�,

pelo Teorema da Representação de Riesz, para cada f ∈ H−1(Ω) existe uma única

u = uf ∈ H1
0 (Ω) tal que∫

Ω

∇uf∇ϕdx =� f, ϕ�, ∀ϕ ∈ H1
0 (Ω)

além disso, ‖uf‖ = ‖f‖H−1 .

Consideremos, para cada m ∈ N, a seguinte aplicação

F : Rm −→ Rm

ξ 7−→ F (ξ) = (F1(ξ), ..., Fm(ξ)),

onde

Fi(ξ) = M+(‖u‖2)

∫
Ω

∇u∇eidx− � f, ei �, i = 1, ...,m e u =
m∑
i=1

ξiei.

Como {e1, ..., em} é uma base ortonormal para o espaço Vm e u =
m∑
i=1

ξiei, então

ξi = 〈u, ei〉 =

∫
Ω

∇u∇eidx. Assim,

Fi(ξ) = M+(‖u‖2)ξi− � f, ei � .

Com as informações acima, vamos calcular no Rm o produto interno

〈F (ξ), ξ〉 = F1(ξ)ξ1 + ...+ Fm(ξ)ξm

assim,

〈F (ξ), ξ〉 = M+(‖u‖2)ξ2
1− � f, e1 � ξ1 + ...+M+(‖u‖2)ξ2

m− � f, em � ξm

o que implica,

〈F (ξ), ξ〉 = M+(‖u‖2)
m∑
i=1

|ξi|2− � f,
m∑
i=1

ξiei � = M+(‖u‖2)‖u‖2− � f, u� .
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Usando (M0) e as desigualdades de Hölder e Poincaré, obtemos

〈F (ξ), ξ〉 ≥ m0‖u‖2 − ‖f‖H−1‖u‖2

o que implica,

〈F (ξ), ξ〉 ≥ m0‖u‖2 − c‖f‖H−1‖u‖ ≥ 0, se ‖u‖ = r, r ≈ +∞.

Daí, pela Proposição 3.1, existe um ∈ Vm com ‖um‖ ≤ r, r não dependendo de

m, tal que F (um) = 0, isto é, Fi(um) = 0, i = 1, ...,m, ou seja,

M+(‖um‖2)

∫
Ω

∇um∇eidx =� f, ei �, i = 1, ...,m

o que implica,

M+(‖um‖2)

∫
Ω

∇um∇wdx =� f, w � ∀w ∈ Vm. (3.5)

Observe que de (3.5) fazendo w = um, obtemos,

M+(‖um‖2)‖um‖2 =� f, um �≤ c‖f‖H−1‖um‖. (3.6)

Vamos mostrar, agora, que (‖um‖2) é limitado.

De fato, suponhamos por contradição que isto não ocorre. Logo, a menos de

subsequência,

‖um‖ → +∞.

Da condição (M0) e da desigualdade (3.6) teríamos,

0 < m0‖um‖2 ≤M+(‖um‖2)‖um‖2 ≤ c‖f‖H−1‖um‖ ≤ A‖um‖

de onde segue,

0 < m0 ≤
A

‖um‖
.

Para ‖um‖ → +∞ teríamos 0 < m0 ≤ 0 o que é uma contradição.

Portanto, (‖um‖2) é limitado.

Assim, a menos de subsequência,

‖um‖2 → t̃0, para t̃0 > 0.

Como H1
0 (Ω) é um espaço re�exivo, existem (umk) ⊂ (um) e u ∈ H1

0 (Ω) tais que

umk ⇀ u em H1
0 (Ω)



73

o que implica,

umk → u em L2(Ω).

Da continuidade de M , tem-se

M+(‖um‖2)→M+(t̃0).

Tomemos k ≤ m. Assim, Vk ⊂ Vm e considere ϕ ∈ Vk. Logo,

M+(‖um‖2)

∫
Ω

∇um∇ϕdx =� f, ϕ� ∀ϕ ∈ Vk.

Fixemos k e façamos m→ +∞, obtemos

M+(t̃0)

∫
Ω

∇u∇ϕdx =� f, ϕ� ∀ϕ ∈ Vk. (3.7)

Como k é arbitrário nós teremos que a última igualdade permanece verdadeira

para toda ϕ ∈ H1
0 (Ω).

SeM+(t̃0) = 0 nós teríamos� f, ϕ�= 0 ∀ϕ ∈ H1
0 (Ω) e assim f ≡ 0 em H−1(Ω)

o que é uma contradição. Consequentemente, M+(t̃0) > 0, e assim, M+(t̃0) = M(t̃0).

Tomemos agora, w = um, em (3.5). Daí,

M(‖um‖2)‖um‖2 =� f, um �

e assim, fazendo m→ +∞ obtemos

M(t̃0)t̃0 =� f, u� .

Mas de (3.7) com ϕ = u, encontramos

M(t̃0)‖u‖2 =� f, u� .

Destas duas últimas igualdades encontramos ‖u‖2 = t̃0 o que mostra por (3.7)

que a função u é uma solução fraca do problema (3.2). �

Observação 3.1 Segue da demonstração do Teorema 3.2 que a solução u obtida sa-

tisfaz M(‖u‖2) > 0 (é claro, se tivéssemos usado outra forma de modo a obter uma

solução de (3.2) tal propriedade não seria verdadeira).

Observação 3.2 Note que há somente uma solução de (3.2) que satisfaz esta propri-

edade. Isto pode ser provado como segue:
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Sejam u e v soluções de (3.2) obtidas anteriormente. Como u e v são soluções

fracas de (3.2) tem-se

M(‖u‖2)

∫
Ω

∇u∇wdx = M(‖v‖2)

∫
Ω

∇v∇wdx ∀w ∈ H1
0 (Ω),

o que implica,∫
Ω

∇(M(‖u‖2)u)∇wdx =

∫
Ω

∇(M(‖v‖2)v)∇wdx ∀w ∈ H1
0 (Ω).

Daí, M(‖u‖2)u e M(‖v‖2)v são duas soluções para o problema

−∆U = f em Ω e U = 0 em ∂Ω.

Por unicidade de solução tem-seM(‖u‖2)u = M(‖v‖2)v em Ω, e assim,M(‖u‖2)‖u‖ =

M(‖v‖2)‖v‖.

Suponha que a função H : R −→ R de�nida por H(t) = M(t2)t seja crescente

para t > 0. Obtém-se que ‖u‖ = ‖v‖. Consequentemente, −∆u = −∆v em Ω,

u = v em ∂Ω,

e então u = v em Ω. Daí, se H for crescente temos unicidade de solução para o

problema (3.2).

Observação 3.3 Se M(t0) = 0 para algum t0 > 0 e f = 0 em H−1(Ω) então não

temos unicidade.

De fato, seja u 6= 0 uma função em C2
0(Ω) e seja v =

√
t0

u

‖u‖
. Neste caso,

‖v‖2 = t0, e assim, para cada função 0 6= u ∈ C2
0(Ω), a função v de�nida anteriormente

é uma solução não-trivial para o seguinte problema, −M(‖v‖2)∆v = 0 em Ω,

v = 0 em ∂Ω.

Observação 3.4 Suponhamos que M : R −→ R é uma função contínua satisfazendo

(M̃0) Existem números t̃∞, m̃0 tais que M(t) ≤ −m̃0 ∀t ≥ t̃∞.

Então o problema (3.2) possui uma solução.
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De fato, suponhamos que 0 6= f ∈ H−1(Ω) e considere o problema −M̃(‖u‖2)∆u = f em Ω,

u = 0 em ∂Ω,

onde M̃(t) = −M(t). É claro que M̃ satisfaz (M0) e o problema acima possui uma

solução v ∈ H1
0 (Ω) com M̃(‖v‖2) > 0. Daí, u = −v é uma solução para (3.2) com

M(‖u‖2) < 0.

3.3 Um Caso Sub-linear

Nesta seção vamos focar nossa atenção no problema


−M(‖u‖2)∆u = uα em Ω,

u > 0 em Ω,

u = 0 em ∂Ω,

(3.8)

onde 0 < α < 1, M é não-crescente e contínua, H(t) = M(t2)t é crescente, H(R) = R

e G(t) = t(M(t2))
2

1−α é injetora.

Mais precisamente, temos o seguinte resultado:

Teorema 3.3 Se M satisfaz (M0), M(t) ≤ m∞, para algum m∞ > 0 e todo t ≥ 0, e

lim
t→+∞

M(t2)t1−α = +∞,

então o problema (3.8) possui uma solução.

Demonstração: Primeiramente, considere o problema auxiliar
−M(‖u‖2)∆u = (u+)α + λφ(x) em Ω,

u > 0 em Ω,

u = 0 em ∂Ω,

(3.9)

onde λ > 0 é um parâmetro, φ > 0 é uma função em H1
0 (Ω), e u+ = max{u, 0} é a

parte positiva de u.

Seja Σ = {e1, e2, ..., em, ...} uma base ortonormal para o espaço de Hilbert H1
0 (Ω).

Para cada m ∈ N considere Vm = span{e1, e2, ..., em} ⊂ H1
0 (Ω) o espaço vetorial de
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dimensão �nita (dim(Vm) = m) gerado por {e1, e2, ..., em}. Assim, cada u ∈ Vm é

representado de maneira única por

u =
m∑
i=1

ξiei.

A partir daqui, sem nenhum comentário adicional, identi�caremos u ∈ Vm com

ξ ∈ Rm via isometria T de�nida na seção 3.2.

Vamos mostrar que para cada m ∈ N existe um ∈ Vm solução aproximada de

(3.9) satisfazendo

M(‖um‖2)

∫
Ω

∇um∇eidx−
∫

Ω

(u+
m)αeidx− λ

∫
Ω

φ(x)eidx, i = 1, ...,m.

Consideremos, para cada m ∈ N, a seguinte aplicação

F : Rm −→ Rm

ξ 7−→ F (ξ) = (F1(ξ), ..., Fm(ξ)),

onde

Fi(ξ) = M(‖u‖2)

∫
Ω

∇u∇eidx−
∫

Ω

(u+)αeidx−λ
∫

Ω

φ(x)eidx, i = 1, ...,m e u =
m∑
i=1

ξiei.

Assim, sendo ξi = 〈u, ei〉, tem-se

Fi(ξ) = M(‖u‖2)ξi −
∫

Ω

(u+)αeidx− λ
∫

Ω

φ(x)eidx, i = 1, ...,m.

Com as identi�cações acima, vamos calcular no Rm o produto interno

〈F (ξ), ξ〉 = F1(ξ)ξ1 + ...+ Fm(ξ)ξm

assim,

〈F (ξ), ξ〉 = M(‖u‖2)ξ2
1 −

∫
Ω

(u+)αe1ξ1dx− λ
∫

Ω

φ(x)e1ξ1dx +

...+ M(‖u‖2)ξ2
m −

∫
Ω

(u+)αemξmdx− λ
∫

Ω

φ(x)emξmdx

o que implica,

〈F (ξ), ξ〉 = M(‖u‖2)|ξ|2 −
∫

Ω

(u+)α
m∑
i=1

eiξidx− λ
∫

Ω

φ(x)
m∑
i=1

eiξidx

logo,

〈F (ξ), ξ〉 = M(‖u‖2)‖u‖2 −
∫

Ω

(u+)αudx− λ
∫

Ω

φ(x)udx.
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Observe que,

(∗)
∫

Ω

(u+)αudx ≤
∫

Ω

(u+)α|u|dx ≤
∫

Ω

|u|α+1dx.

Usando (M0), (∗) e a desigualdade de Hölder tem-se

〈F (ξ), ξ〉 ≥ m0‖u‖2 − ‖u‖α+1
α+1 − λ‖φ‖2‖u‖2

Note que, 0 < α < 1 implica que 1 < α + 1 < 2. Daí, tem-se a imersão contínua

de Sobolev

L2(Ω) ↪→ Lα+1(Ω).

Assim,

〈F (ξ), ξ〉 ≥ m0‖u‖2 − A‖u‖α+1
2 − λ‖φ‖2‖u‖2.

Agora, usando a desigualdade de Poincaré obtemos,

〈F (ξ), ξ〉 ≥ m0‖u‖2 − C1‖u‖α+1 − C2‖u‖ ≥ 0 para ‖u‖ = r, r ≈ +∞.

Daí, pela Proposição 3.1, existe um ∈ Vm com ‖um‖ ≤ r, r não dependendo de

m, tal que F (um) = 0, isto é, Fi(um) = 0 qualquer que seja i = 1, ...,m, ou seja,

M(‖um‖2)

∫
Ω

∇um∇eidx−
∫

Ω

(u+
m)αeidx− λ

∫
Ω

φ(x)eidx = 0, i = 1, ...,m,

o que implica,

M(‖um‖2)

∫
Ω

∇um∇wdx−
∫

Ω

(u+
m)αwdx− λ

∫
Ω

φ(x)wdx = 0, ∀w ∈ Vm. (3.10)

Assim obtemos,

M(‖um‖2)‖um‖2 −
∫

Ω

(u+
m)αumdx− λ

∫
Ω

φ(x)umdx = 0

o que implica,

M(‖um‖2)‖um‖2 =

∫
Ω

(u+
m)αumdx+ λ

∫
Ω

φ(x)umdx

≤
∫

Ω

(u+
m)α|um|dx+ λ

∫
Ω

|φ(x)||um|dx

≤
∫

Ω

|um|α+1dx+ λ

∫
Ω

|φ(x)||um|dx

≤ ‖um‖α+1
α+1 + λ‖φ‖2‖um‖2

≤ C‖um‖α+1 +D‖um‖, C,D > 0 constantes.
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Vamos mostrar que (‖um‖2) é limitada.

Com efeito, suponhamos, por contradição, que (‖um‖2) não seja limitada. Então,

a menos de subsequência, teríamos

‖um‖ → +∞.

Daí, da condição (M0), obteríamos

0 < m0‖um‖2 ≤ C‖um‖α+1 +D‖um‖

o que implicaria,

0 < m0 ≤
C

‖um‖1−α +
D

‖um‖
→ 0

isto é, 0 < m0 ≤ 0 o que é uma contradição pois m0 > 0.

Portanto, (‖um‖2) é limitado.

Sendo H1
0 (Ω) um espaço re�exivo, a menos de subsequência, tem-se

‖um‖2 → t̃, para t̃ > 0.

Além disso,

um ⇀ u em H1
0 (Ω)

o que implica,

um → u em L2(Ω)

e ainda temos,

um → u em Lα+1(Ω).

Da continuidade de M , tem-se

M(‖um‖2)→M(t̃).

Tomemos k ≤ m. Assim, Vk ⊂ Vm e considere ϕ ∈ Vk. Logo,

M(‖um‖2)

∫
Ω

∇um∇ϕdx−
∫

Ω

(u+
m)αϕdx− λ

∫
Ω

φ(x)ϕdx = 0, ∀ϕ ∈ Vk.

Fixe k e seja m→ +∞ obtemos

M(t̃)

∫
Ω

∇u∇ϕdx−
∫

Ω

(u+)αϕdx− λ
∫

Ω

φ(x)ϕdx = 0, ∀ϕ ∈ Vk. (3.11)
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Como k é arbitrário teremos que a última igualdade permanece verdadeira para

toda ϕ ∈ H1
0 (Ω).

Façamos w = um em (3.10), então

M(‖um‖2)‖um‖2 −
∫

Ω

(u+
m)αumdx− λ

∫
Ω

φ(x)umdx = 0

e assim fazendo m→ +∞ obtemos

M(t̃)t̃−
∫

Ω

(u+)αudx− λ
∫

Ω

φ(x)udx = 0.

Desta igualdade e de (3.11) com ϕ = u, ou seja,

M(t̃)

∫
Ω

∇u∇udx−
∫

Ω

(u+)αudx− λ
∫

Ω

φ(x)udx = 0,

obtemos,M(t̃)t̃ = M(t̃)‖u‖2 o que implica, ‖u‖2 = t̃, isto é, u é uma solução fraca para

o problema auxiliar (3.9) na qual depende de λ, ou seja, para cada λ ∈ (0, 1) obtemos

uma solução fraca uλ para o problema (3.9).

Como M(‖uλ‖2) > 0 podemos mostrar que uλ ≥ 0 e pelo Princípio do Máximo,

uλ > 0.

Daí, 
−M(‖uλ‖2)∆uλ = (u+

λ )α + λφ(x) em Ω,

uλ > 0 em Ω,

uλ = 0 em ∂Ω,

usando que M(t) ≤ m∞ ∀t ≥ 0, tem-se

m∞(−∆uλ) ≥M(‖uλ‖2)(−∆uλ) = (u+
λ )α + λφ(x) ≥ uαλ em Ω

o que implica,  −∆uλ ≥ m−1
∞ u

α
λ em Ω,

uλ = 0 em ∂Ω.

Por um resultado em Ambrosetti-Brézis-Cerami [5], tem-se

uλ ≥ m−1
∞ w1,

onde w1 > 0 em Ω é a única solução do problema −∆w1 ≥ wα1 em Ω,

w1 = 0 em ∂Ω.
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Como anteriormente, ‖uλ‖ ≤ rλ onde rλ é uma constante positiva que depende

de λ.

Vamos considerar λ ∈ (0, 1) e fazer λ → 0+. Para termos a garantia que (‖uλ‖)

é limitada qualquer que seja λ ∈ (0, 1). Primeiramente, observemos que

M(‖uλ‖2)‖uλ‖2 =

∫
Ω

uα+1
λ dx+ λ

∫
Ω

φ(x)uλdx

o que implica,

M(‖uλ‖2)‖uλ‖2 ≤
∫

Ω

|uλ|α+1dx+

∫
Ω

|φ(x)||uλ|dx.

Usando a imersão contínua de Sobolev L2(Ω) ↪→ Lα+1(Ω), e as desigualdades de

Hölder e Poincaré encontramos

M(‖uλ‖2)‖uλ‖2 ≤ ‖uλ‖α+1
α+1 + ‖φ‖2‖uλ‖2 ≤ C1‖uλ‖α+1 + C2‖uλ‖, onde C1, C2 > 0.

Como 0 < α < 1 obtemos,

M(‖uλ‖2)‖uλ‖ ≤ C1‖uλ‖α + C2

o que implica,

M(‖uλ‖2)
‖uλ‖
‖uλ‖α

≤ C1 +
C2

‖uλ‖α

logo,

M(‖uλ‖2)‖uλ‖1−α ≤ C1 +
C2

‖uλ‖α
.

Suponhamos, por contradição, que (‖uλ‖) não seja limitada, então a menos de

subsequência, ‖uλ‖ → +∞.

Daí, e do fato que lim
t→∞

M(t2)t1−α = +∞ obtemos,

+∞ ≤ C1

o que é um absurdo. Portanto, (‖uλ‖) é limitada ∀λ ∈ (0, 1).

Fazendo λ→ 0 e procedendo como antes, teremos que

limuλ = u

e u é solução de (3.9). �
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3.4 Um Resultado de Existência e Unicidade de So-

lução

Nesta seção, estudaremos um problema que é uma generalização do problema es-

tudado por Chipot-Lovat [13]. Mas precisamente, esses autores, estudaram o problema −a
(∫

Ω

udx

)
∆u = f em Ω,

u = 0 em ∂Ω,

(3.12)

onde Ω ⊂ RN é um domínio limitado, N ≥ 1, a : R −→ (0,+∞) é uma dada função e

f ∈ H−1(Ω). A equação (3.12) é a versão estacionária do problema parabólico


ut − a

(∫
Ω

u(x, t)dx

)
∆u = f em Ω× (0, T ),

u = 0 em ∂Ω× (0, T ),

u(x, 0) = u0(x), ut(x, 0) = u1(x),

em que Ω ⊂ RN é como antes, a : R −→ (0,+∞) é uma dada função, f ∈ H−1(Ω), T é

uma constante arbitrária. Neste problema a função u pode representar, por instância, a

densidade de uma população (de bactérias, por exemplo) sujeita à disseminação. Neste

caso, o coe�ciente a é suposto depender da população total em Ω. Ver Chipot-Lovat[13]

para mais detalhes.

Aqui estudaremos o seguinte problema −a
(∫

Ω

|u|qdx
)

∆u = f em Ω,

u = 0 em ∂Ω,

(3.13)

onde Ω, f são como antes e 1 < q < 2N
N−2

, N ≥ 3. Quando q = 2 temos a equação de

Carrier.

Teorema 3.4 Se t 7→ a(t) é decrescente e contínua, para t ≥ 0,

lim
t→+∞

a(tq)t = +∞

e t 7→ a(tq)t é injetora, para t ≥ 0, então para cada 0 6= f ∈ H−1(Ω) o problema (3.13)

possui uma única solução fraca.
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Demonstração: Como na prova do Teorema 3.3 da seção anterior, seja

F : Rm −→ Rm

ξ 7−→ F (ξ) = (F1(ξ), ..., Fm(ξ)),

onde

Fi(ξ) = a(‖u‖qq)
∫

Ω

∇u∇eidx− � f, ei �, i = 1, ...,m com u =
m∑
i=1

ξiei,

e a identi�cação Rm e Vm mencionada anteriormente. Assim,

Fi(ξ) = a(‖u‖qq)ξi− � f, ei �, i = 1, ...,m

e então

〈F (ξ), ξ〉 = a(‖u‖qq)‖u‖2− � f, ei � .

Temos que mostrar a existência de r > 0 de modo que 〈F (ξ), ξ〉 ≥ 0, ∀|ξ| = r

em Vm.

Suponhamos, por contradição, que para cada r > 0 existe ur ∈ Vm tal que

‖ur‖ = r e

〈F (ξr), ξr〉 < 0, ξr ↔ ur.

Tomando r = n ∈ N nós obtemos a sequência (un), ‖un‖ = n, un ∈ Vm e

〈F (un), un〉 = a(‖un‖qq)‖un‖2− � f, un � < 0.

Assim,

a(‖un‖qq)‖un‖2 < � f, un � ≤ ‖f‖H−1‖un‖2 ≤ C‖f‖H−1‖un‖

o que implica,

a(‖un‖qq)‖un‖ ≤ C‖f‖H−1 , ∀n = 1, 2, ... .

Pela imersão contínua de Sobolev

H1
0 (Ω) ↪→ Lq(Ω), 1 < q <

2N

N − 2
, N ≥ 3,

obtém-se ‖u‖q ≤ α‖u‖ para algum α > 0. Agora, pela monotonicidade da aplicação a

tem-se

a(‖u‖qq) ≥ a(αq‖u‖q)
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e assim,

a(αq‖un‖q)‖un‖ < c‖f‖

ou ainda,

a((β
1
q ‖un‖)q)β

1
q ‖un‖ < β

1
q c‖f‖.

Em vista de,

lim
t→+∞

a(tq)t = +∞

tem-se que, ‖un‖ ≤ k, ∀n ∈ N o que é uma contradição pois ‖un‖ = n.

Assim, existe rm > 0 tal que

〈F (ξ), ξ〉 ≥ 0, ∀|ξ| = rm.

Em vista da Proposição 3.1, existe um ∈ Vm, com ‖um‖ ≤ rm tal que

Fi(um) = 0, i = 1, 2, ...,m,

de modo que,

a(‖um‖qq)
∫

Ω

∇um∇wdx = � f, w �, ∀w ∈ Vm. (3.14)

Seja w = um em (3.14), encontramos

a(‖um‖qq)‖um‖2 = � f, um �≤ C‖f‖H−1‖um‖

o que implica,

a(‖um‖qq)‖um‖ ≤ C‖f‖H−1 .

Logo,

a((β
1
q ‖um‖)q)β

1
q ‖um‖ < β

1
q c‖f‖.

Como lim
t→+∞

a(tq)t = +∞, concluímos que ‖um‖ ≤ k, ∀m = 1, 2, ... para uma

constante k que não depende de m.

Daí,

um ⇀ u em H1
0 (Ω)

o que implica,

um → u em Lq(Ω), 1 < q <
2N

N − 2

e assim,

‖um‖q → ‖u‖q.



84

Tomando o limite em (3.14), nós concluímos que u é solução fraca para o problema

(3.13). Sendo a(tq)t injetora para t ≥ 0, tal solução é única. �



Capítulo 4

Aplicações do Método de Sub e

Supersolução

Neste capítulo, estudaremos alguns Problemas Elípticos Não-Locais utilizando

Sub e Supersolução Via Iteração Monotônica. A Primeira classe de problemas que

aparece é dado por 
−M(‖u‖2)∆u = f(x, u) em Ω,

u > 0 em Ω,

u = 0 em ∂Ω,

em que Ω ⊂ RN , (N ≥ 1) é um domínio limitado suave, f : Ω × R+ −→ R+ é uma

função de classe C1 satisfazendo algumas condições.

Em seguida, estudamos uma classe de Sistemas Elípticos Não-Locais dado por

−∆u = f1(x, u)‖v‖p1α1
, x ∈ Ω,

−∆v = f2(x, v)‖u‖p2α2
, x ∈ Ω,

u > 0, v > 0, x ∈ Ω,

u = v = 0, x ∈ ∂Ω,

onde Ω ⊂ RN , (N ≥ 1), é um domínio limitado suave, pi > 0, 1 ≤ αi ≤ +∞ e

fi, i = 1, 2 satisfazem algumas hipóteses que serão introduzidas posteriormente.
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Por último,  −a
(∫

Ω

udx

)
∆u = λf(u) em Ω,

u = 0 em ∂Ω,

em que a : R −→ R é uma função contínua satisfazendo:

Existem números positivos a0 ≤ a∞ tais que a0 ≤ a(t) ≤ a∞, ∀t ∈ R,

λ > 0 é um parâmetro, e existe θ > 0 tal que f : [0, θ] −→ R é uma função de classe

C1 satisfazendo
f(0) = f(θ) = 0,

f ′(0) > 0,

f(t) > 0, para todos t ∈ (0, θ).

Dessa vez o problema estará associado a um teorema de ponto �xo.

4.1 Um Problema Sub-linear

Nesta seção estudaremos a seguinte classe de problemas elípticos não-locais,


−M(‖u‖2)∆u = f(x, u) em Ω,

u > 0 em Ω,

u = 0 em ∂Ω,

(4.1)

em que Ω ⊂ RN , (N ≥ 1) é um domínio limitado suave, f : Ω × R+ −→ R+ é uma

função de classe C1 satisfazendo

lim
t→0+

f(x, t)

t
> λ1 (4.2)

e

lim
t→+∞

f(x, t)

t
< λ1, (4.3)

onde λ1 > 0 é o primeiro autovalor de (−∆, H1
0 (Ω)) sob condições de fronteira de

Dirichlet. Estas duas últimas condições nos dizem que nas proximidades de 0 o grá�co

da função f(x, .) encontra-se acima da reta λ1t, enquanto que para t su�cientemente

grande o grá�co da função f(x, .) está abaixo do grá�co da reta λ1t.
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Usaremos aqui, a técnica de Sub e Supersolução, via Iteração Monotônica, para

mostrar a existência de solução positiva para o problema (4.1). Estamos seguindo as

idéias desenvolvidas em Corrêa [15].

Antes de iniciarmos, relembre-mos os conceitos de subsolução e supersolução.

Diz-se que u ∈ C2(Ω) é uma supersolução para o problema (4.1) se −M(‖u‖2)∆u ≥ f(x, u) em Ω,

u = 0 em ∂Ω.

Analogamente, diz-se que u ∈ C2(Ω) é uma subsolução para o problema (4.1) se −M(‖u‖2)∆u ≤ f(x, u) em Ω,

u = 0 em ∂Ω.

Consideremos, agora, as seguintes condições:

(m0) M : R+ −→ R+ é contínua e existe m0 > 0 tal que M(t) ≥ m0 > 0, para todo

t ≥ 0,

(m1) M é não-crescente em [0,+∞), e de�na H : R+ −→ R+ por H(t) = M(t2)t.

Com as informações acima tem-se o seguinte resultado:

Teorema 4.1 (Um Princípio de Comparação) Suponhamos que M satisfaça (m0) −
(m1) e H seja crescente com H(R) = R. Sejam u,w ∈ C2(Ω) funções não-negativas

veri�cando {
−M(‖u‖2)∆u ≤ −M(‖w‖2)∆w em Ω,

u = w = 0 em ∂Ω.
(4.4)

Então,

u ≤ w em Ω.

Demonstração: Façamos o seguinte: multipliquemos ambos os membros da desigual-

dade em (4.4) por u e depois integrando por partes, obtém-se

M(‖u‖2)

∫
Ω

−∆uudx ≤M(‖w‖2)

∫
Ω

−∆wudx

o que implica,

M(‖u‖2)‖u‖2 ≤M(‖w‖2)

∫
Ω

∇w∇udx.
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Agora, façamos o mesmo multiplicando ambos os membros da desigualdade em

(4.4) por w e depois integrando por partes, para obter

M(‖u‖2)

∫
Ω

∇u∇wdx ≤M(‖w‖2)‖w‖2.

Assim,
M(‖u‖2)‖u‖2

M(‖w‖2)
≤
∫

Ω

∇u∇wdx ≤ M(‖w‖2)‖w‖2

M(‖u‖2)

o que implica,
M(‖u‖2)‖u‖2

M(‖w‖2)
≤ M(‖w‖2)‖w‖2

M(‖u‖2)
.

Logo, (
M(‖u‖2)

)2

‖u‖2 ≤
(
M(‖w‖2)

)2

‖w‖2

de onde resulta que,

M(‖u‖2)‖u‖ ≤M(‖w‖2)‖w‖

e desde que H(t) = M(t2)t é crescente, obtém-se

‖u‖ ≤ ‖w‖.

Daí, como M é não-crescente em [0,+∞)

M(‖u‖2) ≥M(‖w‖2). (4.5)

De (4.4) tem-se −∆(M(‖u‖2)u−M(‖w‖2)w) ≤ 0 em Ω,

u = w = 0 em ∂Ω.

Usando o Princípio do Máximo,

M(‖u‖2)u−M(‖w‖2)w ≤ 0

o que implica,

M(‖u‖2)u ≤M(‖w‖2)w.

Desta última desigualdade e de (4.5), concluímos

u ≤ w em Ω.

�
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Teorema 4.2 Suponhamos que M satisfaça (m0)− (m1), H seja crescente e H(R) =

R. Sejam u,w ∈ C2(Ω) funções satisfazendo

0 ≤ u ≤ w em Ω,

u = w = 0 em ∂Ω,
(4.6)

e
−M(‖u‖2)∆u ≤ f(x, u) em Ω,

−M(‖w‖2)∆w ≥ f(x,w) em Ω.
(4.7)

As funções u e w são, respectivamente, sub e supersolução do problema{
−M(‖u‖2)∆u(x) = f(x, u(x)) em Ω,

u(x) = 0 em ∂Ω.

Além disso, suponhamos que f : Ω× R −→ R seja crescente na variável t, para x ∈ Ω

�xado, isto é,

t1 ≥ t2 ⇒ f(x, t1) ≥ f(x, t2), para todo x ∈ Ω.

Então, existe U ∈ H1
0 (Ω) tal que{
−M(‖U‖2)∆U = f(x, U) em Ω,

U = 0 em ∂Ω,
(4.8)

e u ≤ U ≤ w em Ω.

Demonstração: Como u ∈ C2(Ω) tem-se que f(., u(.)) ∈ L2(Ω). Consideremos o

problema M -linear  −M(‖v‖2)∆v = f(x, v) em Ω,

v = 0 em ∂Ω.
(4.9)

Observe que, t 7→M((t
1
2 )2)t

1
2 é crescente,

lim
t→+∞

M((t
1
2 )2)t

1
2 = +∞ e lim

t→0+
M((t

1
2 )2)t

1
2 = 0,

então pelo Observação 1.3 segue-se que existe uma única solução u1 ∈ H1
0 (Ω) do pro-

blema (4.9). Tem-se, também, que

−M(‖u1‖2)∆u1 = f(x, u) ≥ −M(‖u‖2)∆u, em Ω

e, pelo Teorema 4.1,

u ≤ u1 em Ω.
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Observe que, sendo f crescente na variável t, para x ∈ Ω �xado, temos f(x, u) ≤

f(x,w). Logo,

−M(‖u1‖2)∆u1 ≤ −M(‖w‖2)∆w em Ω,

e usando novamente o Princípio de Comparação (Teorema 4.1) tem-se

u1 ≤ w em Ω

consequentemente,

0 ≤ u ≤ u1 ≤ w em Ω.

Analogamente, obtemos v1 ∈ H1
0 (Ω) tal que −M(‖v1‖2)∆v1 = f(x,w) em Ω,

v1 = 0 em ∂Ω,

ou seja

−M(‖u‖2)∆u ≤ f(x, u) = −M(‖u1‖2)∆u1 ≤ f(x,w) = −M(‖v1‖2)∆v1

e

f(x,w) = −M(‖v1‖2)∆v1 ≤ −M(‖w‖2)∆w, em Ω

o que implica,

0 ≤ u ≤ u1 ≤ v1 ≤ w em Ω.

Repetindo este argumento, encontramos duas sequências (un), (vn) ⊂ H1
0 (Ω) sa-

tisfazendo

0 ≤ u = u0 ≤ u1 ≤ ... ≤ un ≤ vn ≤ ... ≤ v1 ≤ v0 = w em Ω, (4.10) −M(‖un‖2)∆un = f(x, un−1) em Ω,

un = 0 em ∂Ω,
(4.11)

e  −M(‖vn‖2)∆vn = f(x, vn−1) em Ω,

vn = 0 em ∂Ω.
(4.12)

Mostraremos que, a sequência (un) converge para uma solução U de (4.8). Multi-

plicando ambos os membros da equação (4.11) por un e integrando por partes, obtemos

M(‖un‖2)‖un‖2 =

∫
Ω

f(x, un−1(x))un(x)dx.
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Daí,

M(‖un‖2)‖un‖2 ≤ ‖f(., un−1(.))‖2‖un‖2

o que implica,

M(‖un‖2)‖un‖ ≤ C‖f(., un)‖2

logo,

M(‖un‖2)‖un‖ ≤ C. (4.13)

Desde que H é crescente com H(R) = R concluímos, da última desigualdade, que

(‖un‖) é limitada. Assim, passando possivelmente para subsequência, existe U ∈ H1
0 (Ω)

tal que

un ⇀ U em H1
0 (Ω),

e usando a compacidade das imersões de Sobolev, obtém-se

un → U em Lp(Ω)

para p ∈ [1, p∗), se N ≥ 3, ou p ∈ [1,+∞) se N = 1, 2. Observando que existe k1 > 0

tal que

‖un‖∞ ≤ k1 ∀n ∈ N,

teremos que un ∈ W 1,p(Ω) com p > N , e consequentemente (un) ⊂ C1,α(Ω) com

‖un‖1,α ≤ k2 para algum k2 > 0.

Portanto, usando a imersão de Schauder, conseguimos

‖un‖2 → ‖U‖2

e pela continuidade da função M

M(‖un‖2)→M(‖U‖2). (4.14)

Além disso, para cada ϕ ∈ H1
0 (Ω), temos

〈un, ϕ〉 → 〈U,ϕ〉 (4.15)

e ∫
Ω

f(., un(.))ϕdx→
∫

Ω

f(., U)ϕdx. (4.16)
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Assim, de (4.14)− (4.16) tem-se

−M(‖U‖2)

∫
Ω

∇U∇ϕdx =

∫
Ω

f(x, U)ϕdx, ∀ϕ ∈ H1
0 (Ω)

isto é,  −M(‖U‖2)∆U = f(x, U) em Ω,

U = 0 em ∂Ω,

com 0 ≤ u ≤ U ≤ w em Ω.

Do mesmo modo, encontramos V como o limite da sequência (vn) tal que −M(‖V ‖2)∆V = f(x, V ) em Ω,

V = 0 em ∂Ω,

com 0 ≤ u ≤ U ≤ V ≤ w em Ω, e a demonstração do teorema está completa. �

Aplicação 4.1 Faremos uma aplicação do teorema precedente ao seguinte problema
−M(‖u‖2)∆u = uα em Ω,

u > 0 em Ω,

u = 0 em ∂Ω,

(4.17)

em que 0 < α < 1.

Mostraremos que se M : R −→ R for uma função contínua, não-crescente, satis-

fazendo (m0), se H : R −→ R for crescente, com H(R) = R e se a função

G(t) = [M(t2)]
1

1−α t

for injetiva em [0,+∞) o problema (4.17) possui uma única solução.

Vamos mostrar a existência e a unicidade.

Existência. Seja φ1 uma auto-função positiva de (−∆, H1
0 (Ω)), associada ao

seu primeiro autovalor λ1, ou seja,{
−∆φ1 = λ1φ1 em Ω,

φ1 = 0 em ∂Ω,

e tal que ‖φ1‖ = 1. Assim,

−M(‖εφ1‖2)∆(εφ1) = εM(ε2)λ1φ1 em Ω.

Observe que εφ1 é uma subsolução para o problema (4.17) se ε > 0 for su�cientemente

pequeno, ou seja,

εM(ε2)λ1φ1 ≤ (εφ1)α em Ω
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com 0 < α < 1.

De fato, observe que,

lim
ε→0

ε1−αM(ε2)λ1‖φ1‖1−α
∞ = 0

e

‖φ1‖1−α
∞ ≥ [φ1(x)]1−α.

Logo,

ε1−αM(ε2)λ1[φ1(x)]1−α ≤ ε1−αM(ε2)λ1‖φ1‖1−α
∞ ≤ 1.

Assim,

ε1−αM(ε2)λ1[φ1(x)]1−α ≤ 1,

e sendo 0 < α < 1 tem-se

εM(ε2)λ1φ1(x) ≤ εα[φ1(x)]α

o que implica

εM(ε2)λ1φ1 ≤ (εφ1)α, 0 < α < 1.

Portanto,

−M(‖εφ1‖2)∆(εφ1) ≤ (εφ1)α em Ω.

Seja e ∈ C∞0 (Ω) a solução do problema{
−∆e = 1 em Ω,

e = 0 em ∂Ω.

Note que, γe é uma supersolução de (4.17), isto é,

−M(γ2‖e‖2)∆(γe) ≥ (γe)α,

ou equivalentemente,

γM(γ2‖e‖2) ≥ γαeα,

quando γ for su�cientemente grande.

De fato, observe que,

lim
γ→+∞

γ1−α = +∞.

Suponha que γ1−α > ‖e‖α∞ ≥ [e(x)]α então,

γ1−α > [e(x)]α ⇒ γ > γα[e(x)]α ⇒ γ > (γe(x))α.

Logo,

−∆(γe) = γ > (γe)α

o que implica,

−M(γ2‖e‖2)∆(γe) ≥ (γe)α

ou equivalentemente,

γM(γ2‖e‖2) ≥ γαeα.
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A�rmação 4.1 Para ε > 0 su�cientemente pequeno temos também

εφ1(x) < γe(x), ∀x ∈ Ω. (4.18)

Para δ > 0 su�cientemente pequeno, de�namos o conjunto

Ωδ = {x ∈ Ω; dist(x, ∂Ω) < δ}.

Sendo e, φ1 > 0 em Ω e Ω\Ωδ compacto, temos que existe k0 > 0 tal que

γe(x)

φ1(x)
≥ k0 ∀x ∈ Ω\Ωδ. (4.19)

Por outro lado, sendo
∂e

∂ν
(x) < 0 em ∂Ω, onde ν é o vetor normal unitário exterior

em ∂Ω, e sendo ∂Ω compacto, então existe k1 < 0 tal que

∂e

∂ν
(x) ≤ k1, ∀x ∈ Ωδ.

Além disso, como φ1 ∈ C1
0(Ω) existe k2 > 0 satisfazendo∣∣∣∣∂φ1

∂ν
(x)

∣∣∣∣ ≤ k2, ∀x ∈ Ωδ.

Seja A1 = inf
Ωδ

∂φ1

∂ν
< 0 e de�na

H(x) = nφ1(x)− e(x), com x ∈ Ωδ.

Então,
∂H

∂ν
(x) = n

∂φ1

∂ν
− ∂e

∂ν
(x) ≥ nA1 − k1 > 0, ∀x ∈ Ωδ,

desde que n >
k1

A1

.

Fixemos x ∈ Ωδ e consideremos a função

g(s) = H(x+ sν), para todo s ∈ R.

Para cada x ∈ Ωδ escolha único x̃ ∈ Ωδ de modo que a reta que passa por esses dois

pontos coincida com a reta suporte do vetor normal exterior ν = ν(x̃).

Logo, existe s̃ > 0 tal que x+ s̃ν = x̃ ∈ ∂Ω.

Desde que, H(∂Ω) ≡ 0, segue-se

g(s̃) = H(x+ s̃ν) = 0.

Aplicando o Teorema do Valor Médio, existe ξ ∈ (0, s̃) tal que

g(s̃)− g(0) = g′(ξ)(s̃− 0),
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ou seja,

−H(x) =
∂H

∂ν
(x+ ξν)s̃ > 0 em Ωδ.

Portanto, H(x) ≤ 0 para todo x ∈ Ωδ. De onde segue que,

nφ1(x) ≤ e(x) em ∀x ∈ Ωδ,

consequentemente
γe(x)

φ1(x)
≥ γn > 0 em Ωδ. (4.20)

Logo, de (4.19) e (4.20) obtemos

γe(x)

φ1(x)
≥ k > 0 ∀x ∈ Ω

onde k = min{k0, γn}.
Segue para 0 < ε < k a validade da desigualdade (4.18). �

Assim, temos ao nosso dispor as hipóteses do Teorema 4.2 de modo que existe

uma solução U ∈ C2(Ω) de (4.17), satisfazendo

εφ1(x) ≤ U(x) ≤ γe(x) em Ω

o que mostra a existência.

Unicidade. Sejam U1 e U2 soluções de (4.17). Observe que as funções

Ũ1(x) = [M(‖U1‖2)]
1

1−αU1(x)

e

Ũ2(x) = [M(‖U2‖2)]
1

1−αU2(x)

são ambas soluções do problema
−∆v = vα em Ω,

v > 0 em Ω,

v = 0 em ∂Ω,

pois ∫
Ω

∇Ũ1∇ϕdx = [M(‖U1‖2)]
1

1−α

∫
Ω

∇U1∇ϕdx = [M(‖U1‖2)]
α

1−α

∫
Ω

Uα
1 ϕdx

o que implica,∫
Ω

∇Ũ1∇ϕdx =

∫
Ω

[[M(‖U1‖2)]
1

1−αU1]αϕdx =

∫
Ω

Ũα
1 ϕdx, ∀ϕ ∈ H1

0 (Ω).
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Analogamente, obtém-se∫
Ω

∇Ũ2∇ψdx =

∫
Ω

Ũα
2 ψdx, ∀ψ ∈ H1

0 (Ω).

Usando o resultado de unicidade mostrado em Brezis-Oswald [8], concluímos que

Ũ1(x) = Ũ2(x) para todo x ∈ Ω

e

[M(‖U1‖2)]
1

1−α‖U1‖ = [M(‖U2‖2)]
1

1−α‖U2‖.

Pela hipótese de que a função G é injetora em [0,+∞) segue-se que ‖U1‖ = ‖U2‖,
concluído assim que, U1(x) = U2(x) para todo x ∈ Ω. E com isso a demonstração da

unicidade está completa.

Aplicação 4.2 Uma outra aplicação refere-se ao problema
−M(‖u‖2)∆u = uα + λuβ em Ω,

u > 0 em Ω,

u = 0 em ∂Ω,

(4.21)

ondeM : R −→ R é uma função contínua satisfazendo (m0), λ é um parâmetro positivo

e 0 < β < 1 < α. A versão local deste problema, isto é, quando M(t) ≡ 1 para todo

t ∈ R, foi abordado em Ambrosetti, Brezis e Cerami [5].

Vamos considerar o seguinte problema,{
−∆e = 1 em Ω,

e = 0 em ∂Ω,

e seja e > 0, e ∈ C∞0 (Ω) a única solução do problema anterior. Desde que 0 < β <

1 < α, podemos encontrar λ0 > 0 tal que, para cada 0 < λ ≤ λ0 existe δ = δ(λ) > 0

satisfazendo

m0γ ≥ λγβ‖e‖β∞ + γα‖e‖α∞.

De fato, a desigualdade acima é equivalente a

1 ≥ λ

m0

γβ−1‖e‖β∞ +
1

m0

γα−1‖e‖α∞. (4.22)

Seja F : (0,+∞) −→ (0,+∞) uma função real dada por

F (γ) =
λ

m0

γβ−1‖e‖β∞ +
1

m0

γα−1‖e‖α∞.

Assim, desejamos que F (γ) ≤ 1. Para isso, vamos derivar a função F e obter,

F ′(γ) =
λ

m0

(β − 1)γβ−2‖e‖β∞ +
1

m0

(α− 1)γα−2‖e‖α∞.



97

Façamos, F ′(γ) = 0. Com isso,

λ

m0

(β − 1)γβ−2‖e‖β∞ +
1

m0

(α− 1)γα−2‖e‖α∞ = 0

o que implica,
1

m0

(α− 1)γα−2‖e‖α∞ =
λ

m0

(1− β)γβ−2‖e‖β∞,

logo,

γ(λ) = γ = λ
1

α−β

(
1− β
α− 1

)
‖e‖−1

∞ . (4.23)

Ou seja, o mínimo de F ocorre em (4.23), além disso,

F (γ(λ))→ 0 quando λ ↓ 0.

Logo, existe λ0 > 0 tal que, para todo λ ∈ [0, λ0) temos, F (γ(λ)) ≤ 1.

Acabamos de justi�car (4.22).

Consequentemente, obtemos que a função γe satisfaz

−M(‖γe‖2)∆(γe) = γM(γ2‖e‖2) ≥ γm0

o que implica,

−M(‖γe‖2)∆(γe) ≥ λγβ‖e‖β∞ + γα‖e‖α∞

de onde segue,

−M(‖γe‖2)∆(γe) ≥ λ(γe)β + (γe)α

e portanto γe é uma supersolução de (4.21).

Por outro lado, seja φ1 uma autofunção positiva de (−∆, H1
0 (Ω)), associada ao

seu primeiro autovalor λ1, e tal que ‖φ1‖ = 1.

Observe que,

−M(‖εφ1‖2)∆(εφ1) = εM(ε2)λ1φ1 em Ω.

Assim, para ε > 0 su�cientemente pequeno, temos

εM(ε2)λ1φ1(x) ≤ λ(εφ1)β + (εφ1)α em Ω

pois 0 < β < 1 < α.

De fato, note que

lim
ε→0

ε1−βλ1M(ε2)‖φ1‖1−β
∞ = 0

e

‖φ1‖1−β
∞ ≥ [φ1(x)]1−β.

Logo,

ε1−βλ1M(ε2)[φ1(x)]1−β ≤ ε1−βλ1M(ε2)‖φ1‖1−β
∞ ≤ 1.
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Assim,

ε1−βλ1M(ε2)[φ1(x)]1−β ≤ 1,

e sendo 0 < β < 1, tem-se

εM(ε2)λ1φ1(x) ≤ εβ[φ1(x)]β

o que implica,

εM(ε2)λ1φ1(x) ≤ (εφ1(x))β, para 0 < β < 1.

Logo,

−M(‖εφ1‖2)∆(εφ1) = εM(ε2)λ1φ1 ≤ λ(εφ1)β.

Como φ1(x) > 0 em Ω, concluímos

−M(‖εφ1‖2)∆(εφ1) ≤ λ(εφ)β + (εφ1)α, para 0 < β < 1 < α.

Portanto, εφ1 é uma subsolução de (4.21) desde que ε > 0 seja su�cientemente

pequeno.

Observe que, pela A�rmação 4.1 tem-se,

εφ1(x) < γe(x), ∀x ∈ Ω

desde que ε > 0 seja su�cientemente pequeno.

Portanto, temos as hipóteses do Teorema 4.2, de modo que existe uma solução

U ∈ C2(Ω) de (4.21), satisfazendo

εφ1(x) ≤ U(x) ≤ γe(x), ∀x ∈ Ω.

4.2 Existência de Soluções Positivas para uma Classe

de Sistemas Elípticos Não-Locais

Nesta seção ainda utilizaremos o método de Sub e Supersolução, via Iteração

Monotônica para estudar a existência de solução positiva na seguinte classe de sistemas

elípticos não-locais,



−∆u = f1(x, u)‖v‖p1α1
, x ∈ Ω,

−∆v = f2(x, v)‖u‖p2α2
, x ∈ Ω,

u > 0, v > 0, x ∈ Ω,

u = v = 0, x ∈ ∂Ω,

(4.24)
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onde Ω ⊂ RN , (N ≥ 1), é um domínio limitado e suave, pi > 0, 1 ≤ αi ≤ +∞ e

fi, i = 1, 2 satisfazem algumas hipóteses que serão introduzidas posteriormente.

Este sistema é a versão estacionária do seguinte sistema parabólico não-local

ut −∆u = f1(x, u)‖v‖p1α1
, x ∈ Ω, t > 0,

vt −∆v = f2(x, v)‖u‖p2α2
, x ∈ Ω, t > 0,

u(x, 0) = u0(x), v(x, 0) = v0(x), x ∈ Ω,

u(x, t) = 0, v(x, t) = 0, x ∈ ∂Ω, t > 0.

(4.25)

Quando as funções f1, f2 forem constantes positivas, o sistema (4.25) foi discutido

por Deng, Li e Xie [28].

Seguiremos as idéias desenvolvidas em Chen-Gao [11].

Vejamos a de�nição de solução fraca para o sistema (4.24),

De�nição 4.1 Dizemos que uma função (u, v) ∈ H1
0 (Ω)×H1

0 (Ω) é uma solução fraca

de (4.24), se satis�zer ∫
Ω

∇u∇ϕdx = ‖v‖p1α1

∫
Ω

f1(x, u)ϕdx∫
Ω

∇v∇ϕdx = ‖u‖p2α2

∫
Ω

f2(x, v)ϕdx

para todo ϕ ∈ H1
0 (Ω).

A seguir, enunciaremos a de�nição de subsolução e supersolução para o sistema

(4.24).

De�nição 4.2 Uma função (u, v) ∈ H1
0 (Ω)∩L∞(Ω)×H1

0 (Ω)∩L∞(Ω) é chamada uma

supersolução fraca para (4.24) se∫
Ω

∇u∇ϕdx ≥ ‖v‖p1α1

∫
Ω

f1(x, u)ϕdx, ∀ϕ ∈ H1
0 (Ω), ϕ > 0 q.t.p. em Ω,

∫
Ω

∇v∇ψdx ≥ ‖u‖p2α2

∫
Ω

f2(x, v)ψdx, ∀ψ ∈ H1
0 (Ω), ψ > 0 q.t.p. em Ω.

(4.26)

Analogamente, (u, v) ∈ H1
0 (Ω) ∩ L∞(Ω) × H1

0 (Ω) ∩ L∞(Ω) é chamada uma sub-

solução fraca para (4.24) se∫
Ω

∇u∇ϕdx ≤ ‖v‖p1α1

∫
Ω

f1(x, u)ϕdx, ∀ϕ ∈ H1
0 (Ω), ϕ > 0 q.t.p. em Ω,

∫
Ω

∇v∇ψdx ≤ ‖u‖p2α2

∫
Ω

f2(x, v)ψdx, ∀ψ ∈ H1
0 (Ω), ψ > 0 q.t.p. em Ω.

(4.27)
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Veremos, agora, o seguinte resultado:

Teorema 4.3 Suponhamos que f1(x, u), f2(x, v) ∈ C(Ω×R) são não-decrescentes, po-

sitivas e Lipschitz contínua em u e v respectivamente. Suponhamos também, que exista

uma supersolução fraca (u(x), v(x)) e uma subsolução fraca (u(x), v(x)) do sistema

(4.24), satisfazendo

(u(x), v(x)) ≥ 0, (u(x), v(x)) ≤ 0 em ∂Ω no sentido do traço,

(u(x), v(x)) ≤ (u(x), v(x)) q.t.p. em Ω.

(4.28)

Então existe uma solução (u, v) de (4.24), tal que

(u(x), v(x)) ≤ (u(x), v(x)) ≤ (u(x), v(x)), q.t.p. em Ω. (4.29)

Além disso, se (u(x), v(x)) > 0 em Ω, a solução do sistema (4.24) é positiva.

Demonstração: Escrevendo (u0, v0) = (u, v), podemos construir uma sequência

{(uk, vk)} ⊂ H1
0 (Ω)×H1

0 (Ω) a partir do seguinte processo iterativo∫
Ω

∇uk∇ϕdx = ‖vk−1‖p1α1

∫
Ω

f1(x, uk−1)ϕdx, ∀ϕ ∈ H1
0 (Ω),

∫
Ω

∇vk∇ψdx = ‖uk−1‖p2α2

∫
Ω

f2(x, vk−1)ψdx, ∀ψ ∈ H1
0 (Ω).

(4.30)

A�rmamos que,

(u0, v0) = (u, v) ≤ (u1, v1) ≤ ... ≤ (un, vn) ≤ (u, v). (4.31)

Para demonstrar (4.31), façamos primeiro, k = 1 em (4.30).

Assim, ∫
Ω

∇u1∇ϕdx ≤ ‖v0‖p1α1

∫
Ω

f1(x, u0)ϕdx, ∀ϕ ∈ H1
0 (Ω),

∫
Ω

∇v1∇ψdx ≤ ‖u0‖p2α2

∫
Ω

f2(x, v0)ψdx, ∀ψ ∈ H1
0 (Ω).

(4.32)

Subtraindo (4.32) de (4.27) encontramos,∫
Ω

∇u0∇ϕdx−
∫

Ω

∇u1∇ϕdx ≤ ‖v0‖p1α1

∫
Ω

f1(x, u0)ϕdx− ‖v0‖p1α1

∫
Ω

f1(x, u0)ϕdx

isto é, ∫
Ω

∇(u0 − u1)∇ϕdx ≤ 0.
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Analogamente encontramos, ∫
Ω

∇(v0 − v1)∇ψdx ≤ 0.

De�nindo ϕ = (u0 − u1)+ e ψ = (v0 − v1)+, obtemos∫
Ω

∇(u0 − u1)∇(u0 − u1)+dx ≤ 0,

∫
Ω

∇(v0 − v1)∇(v0 − v1)+dx ≤ 0.

Destas duas últimas desigualdades tem-se,∫
Ω

∇((u0 − u1)+ − (u0 − u1)−)∇(u0 − u1)+dx ≤ 0

o que implica,∫
Ω

∇(u0 − u1)+∇(u0 − u1)+dx−
∫

Ω

∇(u0 − u1)−∇(u0 − u1)+dx ≤ 0.

Daí, ∫
Ω

|∇(u0 − u1)+|2dx ≤ 0

ou seja, ∫
Ω

|∇(u0 − u1)+|2dx = 0

logo,

(u0 − u1)+ = 0.

Portanto, u0 ≤ u1. De modo análogo, encontramos v0 ≤ v1.

Com o estudo feito, podemos concluir que,

(u0, v0) ≤ (u1, v1) q.t.p. em Ω.

Suponhamos a veracidade de,

(uk−1, vk−1) ≤ (uk, vk) q.t.p. em Ω, para algum k. (4.33)

De (4.30) obtemos,∫
Ω

∇uk+1∇ϕdx = ‖vk‖p1α1

∫
Ω

f1(x, uk)ϕdx, ∀ϕ ∈ H1
0 (Ω),

∫
Ω

∇vk+1∇ψdx = ‖uk‖p2α2

∫
Ω

f2(x, vk)ψdx, ∀ψ ∈ H1
0 (Ω).

(4.34)
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De�nindo ϕ = (uk−uk+1)+ e ψ = (vk−vk+1)+, e procedendo como anteriormente,

obtemos∫
Ω

∇(uk−uk+1)+∇(uk−uk+1)+dx =

∫
Ω

[f1(x, uk−1)‖vk−1‖p1α1
−f1(x, uk)‖vk‖p1α1

](uk−uk+1)+dx

e∫
Ω

∇(vk−vk+1)+∇(vk−vk+1)+dx =

∫
Ω

[f2(x, vk−1)‖uk−1‖p2α2
−f2(x, vk)‖uk‖p2α2

](vk−vk+1)+dx.

Assim, de (4.33) e como f1, f2 são positivas, não-decrescentes, concluímos que∫
Ω

∇(uk − uk+1)+∇(uk − uk+1)+dx ≤ 0

e ∫
Ω

∇(vk − vk+1)+∇(vk − vk+1)+dx ≤ 0.

Portanto, como anteriormente, obtemos

(uk, vk) ≤ (uk+1, vk+1) q.t.p. em Ω.

Por �m, subtraindo (4.34) de (4.26) vamos encontrar∫
Ω

∇(u− uk+1)∇ϕdx ≥ ‖v‖p1α1

∫
Ω

f1(x, u)ϕdx− ‖vk‖p1α1

∫
Ω

f1(x, uk)ϕdx

e ∫
Ω

∇(v − vk+1)∇ψdx ≥ ‖u‖p2α2

∫
Ω

f2(x, v)ψdx− ‖uk‖p2α2

∫
Ω

f2(x, vk)ψdx

para todos ϕ, ψ ∈ H1
0 (Ω).

Daí, de�nindo ϕ = (uk+1 − u)+ e ψ = (vk+1 − v)+, encontramos∫
Ω

∇(uk+1 − u)∇(uk+1 − u)+dx ≤
∫

Ω

[f1(x, uk)‖vk‖p1α1
− f1(x, u)‖v‖p1α1

](uk+1 − u)+dx

e ∫
Ω

∇(vk+1 − v)∇(vk+1 − v)+dx ≤
∫

Ω

[f2(x, vk)‖uk‖p2α2
− f2(x, v)‖u‖p2α2

](vk+1 − v)+dx

Como (uk, vk) ≤ (u, v) e f1, f2 são positivas e não-decrescentes, obtemos∫
Ω

∇(uk+1 − u)∇(uk+1 − u)+dx ≤ 0

e ∫
Ω

∇(vk+1 − v)∇(vk+1 − v)+dx ≤ 0,
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temos,

(uk+1, vk+1) ≤ (u, v) q.t.p. em Ω.

Além disso, para k = 0 também é válido por (4.29). Portanto (4.31) é válido.

Vamos mostrar que (‖un‖) é limitada. Para isso, observe que u, v ∈ H1
0 (Ω) ×

L∞(Ω) então

|un(x)| ≤ |u(x)| ≤ ‖u‖∞

e

|un(x)| ≤ |u(x)| ≤ ‖u‖∞,

o que implica que, (un, vn) ∈ Lα(Ω) qualquer que seja 1 ≤ α ≤ +∞.

Como as funções f1, f2 são não-decrescentes, tem-se

f1(x, un) ≤ f1(x, u) ≤ f1(x, ‖u‖∞)

e

f2(x, vn) ≤ f2(x, v) ≤ f2(x, ‖v‖∞).

Fazendo ϕ = un em (4.30) encontramos

‖un‖2 =

∫
Ω

∇un∇undx = ‖vn−1‖p1α1

∫
Ω

f1(x, un−1)undx.

Logo, com as informações acima e esta última igualdade, obtemos,

‖un‖2 ≤ ‖v‖p1∞
∫

Ω

f1(x, ‖u‖∞)‖u‖∞dx = C, ∀n ∈ N.

Portanto, (‖un‖) é limitada. De maneira análoga, encontramos que, (‖vn‖) tam-

bém é limitada.

Com o estudo feito e do fato de H1
0 (Ω) ser um espaço re�exivo, a menos de

subsequência, existe u ∈ H1
0 (Ω) tal que,

un ⇀ u em H1
0 (Ω),

un → u em Lα2(Ω), 1 ≤ α2 ≤ α∗2

e,

un(x)→ u(x) q.t.p. em Ω.
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Analogamente, encontramos a menos de subsequência,

vn ⇀ v em H1
0 (Ω),

vn → v em Lα1(Ω), 1 ≤ α1 ≤ α∗1

e,

vn(x)→ v(x) q.t.p. em Ω.

Vamos mostrar que,

un → u em H1
0 (Ω),

e

vn → v em H1
0 (Ω).

Para isso, observe que

|f1(x, un)| ≤ f1(x, ‖u‖∞)

e

|f2(x, vn)| ≤ f2(x, ‖v‖∞)

pela continuidade de f1, f2 em u, v respectivamente, tem-se

f1(x, un(x))→ f1(x, u(x)) q.t.p. em Ω

e

f2(x, vn(x))→ f2(x, v(x)) q.t.p. em Ω.

Com isso, notemos que estamos nas hipóteses do Teorema da Convergência Do-

minada de Lebesgue, o que implica∫
Ω

f1(x, un(x))dx→
∫

Ω

f1(x, u(x))dx

e ∫
Ω

f2(x, vn(x))dx→
∫

Ω

f2(x, v(x))dx.

Logo, tem-se que,

‖un − u‖2 =

∫
Ω

∇(un − u)∇(un − u)dx =

∫
Ω

∇un∇(un − u)dx−
∫

Ω

∇u∇(un − u)dx
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isto é,

‖un − u‖2 = ‖vn−1‖p1α1

∫
Ω

f1(x, un−1)(un − u)dx− ‖v‖p1α1

∫
Ω

f1(x, u)(un − u)dx.

Daí, passando ao limite, quando n→ +∞ obtemos

‖un − u‖2 → 0 ⇒ ‖un − u‖ → 0.

Logo, un → u em H1
0 (Ω).

De modo análogo, obtemos vn → v em H1
0 (Ω).

Portanto, (u, v) ∈ H1
0 (Ω)×H1

0 (Ω) é uma solução fraca para o sistema (4.24). �

Teorema 4.4 Suponhamos que f1, f2 satisfazem as hipóteses do Teorema 4.3, e que

0 < m1 ≤ f1(x, u) ≤M1, 0 < m2 ≤ f2(x, v) ≤M2 em Ω× R e p1p2 < 1. Então, existe

uma solução positiva para o sistema (4.24).

Demonstração: Seja (w1, w2) a única solução para o problema
−∆w1 = m1 em Ω,

−∆w2 = m2 em Ω,

w1 = w2 = 0 em ∂Ω,

tais que

‖w1‖p1p2α1
‖w2‖p2α2

≤ ‖w2‖p1α1
‖w1‖p1p2α2

.

Sejam

u =
(
‖w1‖p1p2α1

‖w2‖p2α2

) 1
(1−p1p2) w1

e

v =
(
‖w2‖p1p2α1

‖w1‖p2α2

) 1
(1−p1p2) w2.

Vamos mostrar que, (u, v) é uma subsolução positiva para o sistema (4.24).

De fato, ∫
Ω

∇u∇ϕdx = (‖w1‖p1p2α1
‖w2‖p2α2

)
1

(1−p1p2)

∫
Ω

∇w1∇ϕdx

= (‖w1‖p1p2α1
‖w2‖p2α2

)
1

(1−p1p2)

∫
Ω

m1ϕdx

≤ (‖w1‖p1p2α1
‖w2‖p2α2

)
1

(1−p1p2)

∫
Ω

f1(x, u)ϕdx.
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A partir daqui, vamos apenas desenvolver o seguinte termo, (‖w1‖p1p2α1
‖w2‖p2α2

)
1

(1−p1p2) .

Observe que,

(‖w1‖p1p2α1
‖w2‖p2α2

)
1

(1−p1p2) = (‖w1‖p1p2α1
‖w2‖p2α2

‖w1‖p2α2
‖w1‖−p2α2

‖w2‖p1p2α1
‖w2‖−p1p2α1

)
1

(1−p1p2)

=
(

(‖w2‖p1p2α1
‖w1‖p2α2

)
(
‖w1‖α1

‖w2‖α1

)p1p2 (‖w2‖α2

‖w1‖α2

)p2) 1
(1−p1p2)

= (‖w2‖p1p2α1
‖w1‖p2α2

)p1
[

(‖w1‖
p1
α1
‖w2‖α2 )p2

(‖w1‖
p2
α2

)p1

] 1
(1−p1p2) ‖w2‖p1α1

≤ (‖w2‖p1p2α1
‖w1‖p2α2

)p1‖w2‖p1α1
.

Logo, ∫
Ω

∇u∇ϕdx ≤ (‖w2‖p1p2α1
‖w1‖p2α2

)p1‖w2‖p1α1

∫
Ω

f1(x, u)ϕdx,

o que implica, ∫
Ω

∇u∇ϕdx ≤ ‖v‖p1α1

∫
Ω

f1(x, u)ϕdx.

De maneira análogo, obtemos∫
Ω

∇v∇ψdx ≤ ‖u‖p2α2

∫
Ω

f2(x, v)ψdx.

Portanto, (u, v) é uma subsolução para o sistema (4.24).

Agora, considere (W1,W2) a solução positiva do problema
−∆W1 = M1 em Ω,

−∆W2 = M2 em Ω,

W1 = W2 = 0 em ∂Ω,

e sejam

u =
(
‖W1‖p1p2α1

‖W2‖p2α2

) 1
(1−p1p2) W1

e

v =
(
‖W2‖p1p2α1

‖W1‖p2α2

) 1
(1−p1p2) W2,

satisfazendo

‖W1‖p1p2α1
‖W2‖p2α2

≥ ‖W2‖p1α1
‖W1‖p1p2α2

.

De forma similar, mostra-se que (u, v) de�nidos acima, é uma supersolução para

o sistema (4.24).
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Como mi ≤ Mi, temos wi ≤ Wi, i = 1, 2. Sendo 0 < p1p2 < 1, podemos concluir

(u, v) ≤ (u, v). Isso prova o teorema. �

Agora, estudemos o caso espacial αi = pi = 1, i = 1, 2. Com isso, tem-se o

seguinte sistema, 

−∆u = f1(x, u)

∫
Ω

|v|dx, em Ω,

−∆v = f2(x, v)

∫
Ω

|u|dx, em Ω,

u = v = 0 em ∂Ω.

(4.35)

Denotando por ϕ0(x) a única solução positiva do problema elíptico linear −∆ϕ0(x) = 1 em Ω,

ϕ0(x) = 0 em ∂Ω,

tem-se o seguinte resultado:

Proposição 4.1 Assumindo que f1 e f2 cumprem as hipóteses do Teorema 4.3, e sa-

tisfazem 0 < fi ≤ Mi, i = 1, 2 em Ω × R. Então, a solução não-negativa de (4.35)

existe se

ρ2 ≤ 1

M1M2

.

Demonstração: Aplicando a desigualdade acima, vê-se que existem constantes posi-

tivas su�cientemente grandes K1 e K2 tais que

M1ρ ≤
K1

K2

≤ 1

M2ρ
.

Sejam W (x) = K1ϕ0(x) e S(x) = K2ϕ0(x), então (W,S) é uma supersolução

para (4.35).

De fato, observe que∫
Ω

∇W∇ϕdx = K1

∫
Ω

∇ϕ0∇ϕdx

≥ M1ρK2

∫
Ω

∇ϕ0∇ϕdx

= M1ρK2

∫
Ω

ϕdx,
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o que implica, ∫
Ω

∇W∇ϕdx ≥ ρK2

∫
Ω

f1(x,W )ϕdx

=

∫
Ω

S(x)dx

∫
Ω

f1(x,W )ϕdx

=

∫
Ω

|S|dx
∫

Ω

f1(x,W )ϕdx.

Portanto, ∫
Ω

∇W∇ϕdx ≥
∫

Ω

|S|dx
∫

Ω

f1(x,W )ϕdx, x ∈ Ω.

Analogamente, encontramos,∫
Ω

∇S∇ψdx ≥
∫

Ω

|W |dx
∫

Ω

f2(x, S)ψdx, x ∈ Ω.

Portanto, (W,S) é uma supersolução para (4.35). Além disso, (0, 0) é uma sub-

solução para (4.35), o que mostra a existência de uma solução não-negativa para (4.35)

via Teorema 4.3. �

Proposição 4.2 Assumindo que, 0 < mi ≤ fi ≤ Mi (i = 1, 2) em Ω × R e que ρ

satisfaz

ρ2 <
1

M1M2

ou ρ2 >
1

m1m2

. (4.36)

Então o sistema (4.35) possui apenas a solução trivial.

Demonstração: Suponha que (u, v) é uma solução não-trivial para (4.35). Multipli-

cando (4.35) por ϕ0, encontramos

−∆uϕ0 = f1(x, u)ϕ0

∫
Ω

|v|dx,

e

−∆vϕ0 = f2(x, v)ϕ0

∫
Ω

|u|dx,

agora integrando por partes em Ω cada uma das igualdades acima, obtemos∫
Ω

∇u∇ϕ0dx =

∫
Ω

|v|dx
∫

Ω

f1(x, u)ϕ0dx

e ∫
Ω

∇u∇ϕ0dx =

∫
Ω

|u|dx
∫

Ω

f2(x, v)ϕ0dx
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o que implica, ∫
Ω

udx = ‖v‖1

∫
Ω

f1(x, u)ϕ0dx

e ∫
Ω

vdx = ‖u‖1

∫
Ω

f2(x, v)ϕ0dx.

Como 0 < mi ≤ fi ≤Mi, (i = 1, 2), e ϕ0 é uma função positiva, tem-se

m1ρ‖v‖1 ≤ ‖v‖1

∫
Ω

f1(x, u)ϕ0dx =

∫
Ω

udx ≤
∫

Ω

|u|dx = ‖u‖1 ≤M1ρ‖v‖1,

e

m2ρ‖u‖1 ≤ ‖u‖1

∫
Ω

f2(x, v)ϕ0dx =

∫
Ω

vdx ≤
∫

Ω

|v|dx = ‖v‖1 ≤M2ρ‖u‖1.

Assim, multiplicando membro a membro, essas duas desigualdades, encontramos

m1m2ρ
2‖v‖1‖u‖1 ≤ ‖v‖1‖u‖1 ≤M1M2ρ

2‖v‖1‖u‖1

o que implica,

m1m2ρ
2 ≤ 1 ≤M1M2ρ

2

o que é um absurdo, por (4.36). �

4.3 Existência de Solução Via Teorema do Ponto Fixo

de Schauder

Nesta seção, consideraremos o seguinte problema não-local, −a
(∫

Ω

udx

)
∆u = λf(u) em Ω,

u = 0 em ∂Ω,

(4.37)

em que a : R −→ R é uma função contínua satisfazendo:

Existem números positivos a0 ≤ a∞ tais que a0 ≤ a(t) ≤ a∞, ∀t ∈ R, (4.38)

λ > 0 é um parâmetro, e existe θ > 0 tal que f : [0, θ] −→ R é uma função de classe

C1 satisfazendo

f(0) = f(θ) = 0, (4.39)

f ′(0) > 0, (4.40)

f(t) > 0, para todos t ∈ (0, θ). (4.41)
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Dessa vez o problema estará associado a um teorema de ponto �xo. Seguiremos

aqui, as idéias desenvolvidas por Chipot-Corrêa [12].

Designaremos por λ1 o primeiro autovalor de (−∆, H1
0 (Ω)), o qual satisfaz

λ1 = inf
06=v∈H1

0 (Ω)

∫
Ω

|∇v|2dx∫
Ω

v2dx

. (4.42)

Teorema 4.5 Sob as hipóteses (4.39), (4.40), (4.41), (4.42) e se

λ >
λ1a∞
f ′(0)

. (4.43)

Então, existe uma solução não-trivial u do problema (4.37) tal que 0 < u(x) < θ

para todo x ∈ Ω.

Demonstração: Designemos por φ1 a primeira autofunção normalizada para o pro-

blema de Dirichlet, isto é,
−∆φ1 = λ1φ1 em Ω,

φ1 ∈ H1
0 (Ω), φ1 > 0,

∫
Ω

φ2
1 = 1.

(4.44)

Vamos dividir esta demonstração em seis passos.

1o Passo. Escolheremos t0 > 0 tal que u = t0φ1 satisfaz

−∆u ≤ λf(u)

a

(∫
Ω

wdx

) (4.45)

para toda w ∈ L1(Ω).

De fato, em virtude de (4.44), tem-se

−∆(t0φ1) = λ1t0φ1 em Ω

o que implica,

−∆u = λ1t0φ1 em Ω.

Desde que φ1 ∈ C0(Ω), φ1 > 0 em Ω, encontramos t0 > 0 su�cientemente pe-

queno, tal que 0 < t0φ1(x) < θ para todo x ∈ Ω. Assim, para toda w ∈ L1(Ω),

teremos
λf(t0φ1)

a∞
≤ λf(u)

a

(∫
Ω

wdx

) ,
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lembrando que vale (4.38).

Observemos que f ′(0) >
λ1a∞
λ

e f(0) = 0. Daí, sendo f ∈ C1(Ω), podemos

escolher t0 > 0 su�cientemente pequeno, de modo que

f(t0φ1)− f(0)

t0φ1 − 0
=
f(t0φ1)

t0φ1

≥ λ1a∞
λ

.

Consequentemente,

λ1t0φ1 ≤
λf(t0φ1)

a∞
≤ λf(u)

a

(∫
Ω

wdx

) em Ω,

o que implica,

−∆(t0φ1) ≤ λf(u)

a

(∫
Ω

wdx

) em Ω,

logo,

−a
(∫

Ω

wdx

)
∆u ≤ λf(u) em Ω.

De agora em diante, �xemos t0 > 0 tal que(4.45) seja satisfeita.

Consideremos o seguinte subconjunto fechado e convexo de L2(Ω):

K = {v ∈ L2(Ω); t0φ1 ≤ v ≤ θ q.t.p. em Ω}. (4.46)

2o Passo. Existe µ > 0 tal que

g(t) = λf(t) + µt (4.47)

é não-decrescente em (0, θ).

De fato, basta observar que

g′(t) = λf ′(t) + µ ≥ λ inf
(0,θ)

f ′ + µ ≥ 0

o que é possível, pois f ∈ C1([0, θ]), bastando para isso tomarmos µ > 0 su�cientemente

grande.

Admitamos, no que se segue, que (4.47) seja satisfeita.

Para cada w ∈ K consideremos

u = Tw (4.48)
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a solução do problema
−∆u+

µu

a

(∫
Ω

wdx

) =
g(w)

a

(∫
Ω

wdx

) em Ω,

u = 0 em ∂Ω.

(4.49)

Observe que w ∈ K implica que w ∈ Lp(Ω) ∀p ≥ 1, e todos os termos em (4.49)

fazem sentido. Logo, pontos �xos de T são soluções de (4.37).

3o Passo. u = Tw ∈ K.

Devido a monotonicidade de g, temos para x ∈ Ω,

−∆u+
µu

a

(∫
Ω

wdx

) =
g(w)

a

(∫
Ω

wdx

) ≤ g(θ)

a

(∫
Ω

wdx

) = −∆θ +
µθ

a

(∫
Ω

wdx

)
e

−∆u+
µu

a

(∫
Ω

wdx

) =
g(w)

a

(∫
Ω

wdx

) ≥ g(u)

a

(∫
Ω

wdx

) ≥ −∆u+
µu

a

(∫
Ω

wdx

) .
Desde que, u ≤ u ≤ θ em ∂Ω, pelo Princípio do Máximo u ≤ u ≤ θ em Ω, isto é,

u ∈ K.

4o Passo. Existe uma constante C > 0, independente de w tal que

∥∥|∇u|∥∥
2
≤ C (4.50)

isto é, u é limitada em H1
0 (Ω) independente de w. Aqui,

∥∥.∥∥
2
designa a norma usual

em L2(Ω) e |.| é a norma euclidiana em RN .

De fato, da formulação fraca de (4.49) tem-se∫
Ω

|∇u|2dx+
µ

a

(∫
Ω

wdx

) ∫
Ω

u2dx =

∫
Ω

g(w)

a

(∫
Ω

wdx

)udx. (4.51)

Seja M = sup
(0,θ)

|g|.
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De (4.51), obtemos∫
Ω

|∇u|2dx =

∫
Ω

g(w)

a

(∫
Ω

wdx

)udx− µ

a

(∫
Ω

wdx

) ∫
Ω

u2dx

=
1

a

(∫
Ω

wdx

) [∫
Ω

g(w)udx− µ
∫

Ω

udx

]

≤ 1

a0

∫
Ω

g(w)udx

≤ M

a0

∫
Ω

udx.

Usando a desigualdade de Hölder nesta última integral, encontramos,∫
Ω

|∇u|2dx ≤ M

a0

· |Ω|
1
2 ·
(∫

Ω

u2dx

) 1
2

≤ M

a0

· |Ω|
1
2

√
λ1

·
(∫

Ω

|∇u|2dx
) 1

2

∥∥|∇u|∥∥
2,Ω
≤ M

a0

· |Ω|
1
2

√
λ1

. (4.52)

5o Passo. A aplicação T : K −→ K é contínua.

Observemos que K está equipado com a norma induzida de L2(Ω).

Seja (wu) uma sequência tal que

wu → w em L2(Ω), wu, w ∈ K.

Mostraremos que,

uµ = Twu → Tw = u em L2(Ω).

De (4.49), obtemos

−∆(u− uµ) +
µu

a

(∫
Ω

wdx

) − µuµ

a

(∫
Ω

wudx

) =
g(w)

a

(∫
Ω

wdx

) − g(wu)

a

(∫
Ω

wudx

)
e assim,

(∗)

−∆(u− uµ) +
µ(u− uµ)

a

(∫
Ω

wdx

) = µuµ


1

a

(∫
Ω

wudx

) − 1

a

(∫
Ω

wdx

)


+


g(w)

a

(∫
Ω

wdx

) − g(wu)

a

(∫
Ω

wudx

)
 .
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A menos de subsequência, temos

wu(x)→ w(x) q.t.p. em Ω.

Do Teorema da Convergência Dominada de Lembesgue, desde que wu, w ∈ K,

segue-se

wu → w em Lp(Ω), ∀p ≥ 1. (4.53)

O lado direito Aµ de (∗) satisfaz

|Aµ| ≤ µθ

∣∣∣∣∣∣∣∣


1

a

(∫
Ω

wudx

) − 1

a

(∫
Ω

wdx

)

∣∣∣∣∣∣∣∣+

∣∣∣∣∣∣∣∣


g(w)

a

(∫
Ω

wdx

) − g(wu)

a

(∫
Ω

wudx

)

∣∣∣∣∣∣∣∣

e

a

(∫
Ω

wudx

)
→ a

(∫
Ω

wdx

)
.

Agora, novamente pelo Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue, segue-

se que

Aµ → 0 em L2(Ω).

De (∗), tem-se que,

uµ → u em H1
0 (Ω),

mostrando assim, a continuidade de T.

6o Passo. Conclusão.

Devido a compacidade da imersãoH1
0 (Ω) ↪→ L2(Ω), T : K −→ K é uma aplicação

compacta. Então, pelo Teorema do Ponto Fixo de Schauder [18], T : K −→ K possui

um ponto �xo em K.

Isto completa a demonstração do teorema. �

Observação 4.1 Se h é uma função satisfazendo (4.39) − (4.41), então existe uma

solução não-trivial para 
−∆u =

h(u)

a

(∫
Ω

udx

) ,
u ∈ H1

0 (Ω),

(4.54)

desde que h′(0) > λ1a∞. (Basta fazer h = λf).
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Exemplo 3 Consideremos θ′ < 0 < θ e f : [θ′, θ] −→ R uma função de classe C1

satisfazendo

(i) f(θ′) = f(0) = f(θ) = 0,

(ii) f ′(0) > 0,

(iii) f(t) < 0 ∀t ∈ (θ′, 0) e f(t) > 0 ∀t ∈ (0, θ).

Nas condições acima, tem-se o seguinte resultado

Teorema 4.6 Assumindo (4.38), (i), (ii), (iii) e

λ >
λ1a∞
f ′(0)

,

o problema (4.37) possui duas soluções não-triviais.

Demonstração: Sabemos que existe uma solução não-trivial entre 0 e θ pelo Teorema

4.5. Agora, se ũ é uma solução de
−∆u =

−λf(−u)

a

(∫
Ω

(−u)dx

) ,
u ∈ H1

0 (Ω),

entre 0 e −θ′ então, claramente u = −ũ é uma solução não-trivial de (4.37) entre θ′ e

0. Isso completa a demonstração do teorema. �



Apêndice A

Uma Consequência da Condição de

Ambrosetti-Rabinowitz

Teorema A.1 Suponhamos que, existem µ > 2 e r > 0 tais que

0 < µF (x, s) ≤ sf(x, s), ∀|s| ≥ r

onde

F (x, s) =

∫ s

0

f(x, ξ)dξ

e f : Ω× R −→ R é uma função contínua.

Então, existem constantes c, d > 0 tais que

|F (x, s)| ≥ c|s|µ − d, ∀s ∈ R e ∀x ∈ Ω.

Demonstração: Com efeito, da hipótese temos,

µ

s
≤ f(x, s)

F (x, s)
, ∀s ≥ r > 0.

Logo, ∫ t

r

µ

s
ds ≤

∫ t

r

f(x, s)

F (x, s)
ds ∀t ≥ r,

⇒ µln s

∣∣∣∣t
r

≤ lnF (x, s)

∣∣∣∣t
r

∀t ≥ r,

⇒ µ(ln t− ln r) ≤ lnF (x, t)− lnF (x, r) ∀t ≥ r,

⇒ ln

(
t

r

)µ
≤ ln

F (x, t)

F (x, r)
∀t ≥ r,
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⇒
(
t

r

)µ
≤ F (x, t)

F (x, r)
∀t ≥ r,

⇒ F (x, t) ≥ F (x, r)

(
1

r

)µ
tµ ∀t ≥ r > 0.

Como F é contínua, tem-se

(i) F (x, t) ≥ k1|t|µ ∀s ≥ r > 0.

Agora, seja s ≤ −r ≤ 0. Pela hipótese tem-se

(∗) µ

s
≥ f(x, s)

F (x, s)
.

Façamos u ≥ r > 0 e −u = s. Assim, f(x, s) = f(x,−u) = g(x, u),

F (x, s) = F (x,−u) = G(x, u),

implica que,

f(x, s) = F ′(x, s) =
d

ds
F (x, s) =

d

ds
G(x, u) =

d

du
G(x, u)

du

ds

logo,

f(x, s) = −G′(x, u)

ou ainda

G′(x, u) = −g(x, u).

Por (∗) segue que,
µ

−u
≥ g(x, u)

G(x, u)
⇒ µ

u
≤ −g(x, u)

G(x, u)
,

logo, ∫ t

r

µ

u
du ≤

∫ t

r

−g(x, u)

G(x, u)
du ∀t ≥ r > 0,

De forma análoga ao caso anterior, encontramos,(
t

r

)µ
≤ G(x, t)

G(x, r)
du ∀t ≥ r > 0,

o que implica,

G(x, t) ≥ k2t
µ, ∀t ≥ r > 0,

ou ainda,

G(x, u) ≥ k2u
µ, ∀u ≥ r > 0,
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logo,

(ii) F (x, s) ≥ k2(−s)µ, ∀s ≤ −r < 0.

Tomemos k = min{k1, k2}, então de (i),e (ii) tem-se

F (x, s) ≥ k|s|µ, ∀|s| ≥ r.

Por outro lado, sendo F uma aplicação contínua, tem-se que

F
∣∣∣
Ω̄×[−r,r]

é limitado inferiormente.

Logo, existe d > 0 tal que

−d
2
≤ inf

Ω̄×[−r,r]
F (x, s) ≤ F (x, s), ∀|s| ≤ r.

Tomando k3 > 0 tal que,

k3|s|µ ≤
d

2
(|s| ≤ r)

obtemos,

F (x, s) ≥ −d
2

=
d

2
− d ≥ k3|s|µ − d.

Seja c = min{k, k3} então

F (x, s) ≥ k|s|µ ≥ k|s|µ − d ≥ c|s|µ − d, se |s| ≥ r

e

F (x, s) ≥ k3|s|µ − d ≥ c|s|µ − d, se |s| ≤ r.

Logo,

F (x, s) ≥ c|s|µ − d, ∀s ∈ R e ∀x ∈ Ω.

Portanto,

|F (x, s)| ≥ c|s|µ − d, ∀s ∈ R e ∀x ∈ Ω,

onde c, d > 0. �



Apêndice B

Um Operador Compacto

Neste apêndice vamos mostrar que o operador T : H1
0 (Ω) −→ H1

0 (Ω), o qual foi

considerado no decorrer do Capítulo 1 e no Capítulo 2, é compacto.

Vamos denotar por ∇E : H1
0 (Ω) −→ H1

0 (Ω) o gradiente de E, o qual é de�nido

através do Teorema da Representação de Riesz, isto é, ∇E(u) ∈ H1
0 (Ω) é o único vetor

tal que

E ′(u)v = 〈∇E(u), v〉, v ∈ H1
0 (Ω),

onde 〈., .〉 é o produto interno do espaço H1
0 (Ω).

Vamos considerar aqui, E : H1
0 (Ω) −→ R, de�nido por,

E(u) =
1

2
M̂

(∫
Ω

|∇u|2dx
)
− ψ(u), ∀u ∈ H1

0 (Ω)

onde

ψ(u) =

∫
Ω

F (x, u)dx, M̂(t) =

∫ t

0

M(τ)dτ e F (x, s) =

∫ s

0

f(x, τ)dτ.

Além disso, f é uma função de Carathéodory satisfazendo

(f1) Existem constantes

c, d > 0 e

 0 ≤ θ < N+2
N−2

se N ≥ 3,

0 ≤ θ < +∞ se N = 1, 2

tais que |f(x, s)| ≤ c|s|θ + d.
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E note que sua derivada é dada por,

E ′(u)v = M

(∫
Ω

|∇u|2dx
)∫

Ω

∇u∇vdx−
∫

Ω

f(x, u)vdx ∀u, v ∈ H1
0 (Ω).

Daí,

E ′(u)v = M(‖u‖2)

∫
Ω

∇u∇vdx−
∫

Ω

f(x, u)vdx = M(‖u‖2)〈u, v〉−ψ′(u)v, ∀u, v ∈ H1
0 (Ω).

Por outro lado, usando novamente o Teorema da Representação de Riesz, agora

para ψ′(u), tem-se

ψ′(u)v = 〈∇ψ(u), v〉, ∀v ∈ H1
0 (Ω).

Logo,

E ′(u)v = M(‖u‖2)〈u, v〉 − 〈∇ψ(u), v〉 = 〈M(‖u‖2)u−∇ψ(u), v〉, ∀v ∈ H1
0 (Ω).

Consequentemente,

∇E(u) = M(‖u‖2)u−∇ψ(u).

Considerando, T (u) = ∇ψ(u) obtemos,

∇E(u) = M(‖u‖2)u− T (u).

Proposição B.1 O operador T : H1
0 (Ω) −→ H1

0 (Ω) é um operador compacto.

Demonstração: Considere (un) ⊂ H1
0 (Ω) uma sequência limitada. Como H1

0 (Ω) um

espaço re�exivo tem-se que, a menos de subsequência, existe u ∈ H1
0 (Ω) tal que,

un ⇀ u em H1
0 (Ω).

Agora, pela imersão compacta

H1
0 (Ω) ↪→ Lp1(Ω), ∀1 ≤ p1 < 2∗,

tem-se

un → u em Lp1(Ω).

Também tem-se que,

r1 =
p1

p1 − 1
≤ p1

θ
⇒ 0 ≤ θr1 < p1,
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logo,

|f(x, u)|r1 ≤ 2r1(cr1|u|θr1 + dr1)

assim,

|f(x, u)|r1 ≤ c2|u|θr1 + d2 < +∞.

Então pelas imersões contínuas de Sobolev

H1
0 (Ω) ↪→ Lθr1(Ω) ↪→ Lr1(Ω),

tem-se

f ∈ Lr1(Ω).

Como
1

r1

+
1

p1

= 1, pela desigualdade de Hölder segue-se

∫
Ω

|f(x, u+ th)− f(x, u)||h|dx ≤ ‖f(x, u+ th)− f(x, u)‖r1‖h‖p1 .

Assim, para h ∈ H1
0 (Ω) tem-se,

h→ 0 em H1
0 (Ω) ⇒ h→ 0 em Lp1(Ω)

o que implica,

u+ th→ u em Lp1(Ω), ∀ t ∈ [0, 1].

Como p1 ≥ θ, pelo resultado de Vainberg,

f(., u+ th)→ f(., u) em L
p1
θ (Ω) ∀ t ∈ [0, 1].

E, uma vez que, r1 =
p1

p1 − 1
<
p1

θ
segue-se que

f(., u+ th)→ f(., u) em Lr1(Ω) ∀ t ∈ [0, 1].
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Daí,

‖T (un)− T (u)‖ = ‖ψ′(un)− ψ′(u)‖H−1 = sup
‖h‖≤1

|(ψ′(un)− ψ′(u))h|

= sup
‖h‖≤1

∣∣∣∣∫
Ω

(f(x, un)− f(x, u))hdx

∣∣∣∣
≤ sup

‖h‖≤1

∫
Ω

|f(x, un)− f(x, u)||h|dx

≤ sup
‖h‖≤1

‖f(x, un)− f(x, u)‖r1‖h‖p1

≤ sup
‖h‖≤1

(c‖f(x, un)− f(x, u)‖r1‖h‖)

≤ c‖f(x, un)− f(x, u)‖r1 ∀n ≥ 1.

Assim,

un → u em H1
0 (Ω)⇒ un → u em Lp1(Ω).

Então, pelo resultado de Vainberg,

f(., un)→ f(., u) emL
p1
θ (Ω),

o que implica,

f(., un)→ f(., u) emLr1(Ω)

Logo, T (un)→ T (u) em H−1.

Portanto, T é um operador compacto. �



Apêndice C

Alguns Resultados Utilizados

Neste apêndice enunciaremos algumas de�nições e alguns teoremas utilizados no

decorrer desta dissertação.

Teorema C.1 (Ver [23]) Uma família C = (Cλ)λ∈L de subconjuntos de um espaço

métricoM chama-se localmente �nita quando todo ponto x ∈M possui uma vizinhança

que intercepta apenas um número �nito de conjuntos Cλ.

Em termos mais explícitos: C é localmente �nita se, e somente se, para cada

x ∈ M existem índices λ1, ..., λn ∈ L e uma vizinhança V 3 x tais que V ∩ Cλ 6= ∅ ⇒
λ ∈ {λ1, ...λn}.

Teorema C.2 (Ver [23]) Um espaço métrico M chama-se paracompacto quando toda

cobertura aberta de M pode ser reti�cada por uma cobertura aberta localmente �nita.

Teorema C.3 (Ver [23]) Seja M um espaço métrico. Uma partição de unidade em

M é uma família (ϕλ)λ∈I de funções contínuas ϕλ : M −→ R tais que:

(i) Para todo x ∈M e todo λ ∈ I, tem-se ϕλ(x) ≥ 0;

(ii) A família C = (sup(ϕλ))λ∈I é localmente �nita em M ;

(iii) Para todo x ∈M tem-se
∑
λ∈I

ϕλ(x) = 1.

Teorema C.4 (Ver [7]) Seja H um espaço de Hilbert. Chamamos de Base Hilbertiana

(ou, simplesmente, se não houver confusão, base), uma sequência (en) de elementos de

H tal que

(i) |en| = 1 ∀n, (em, en) = 0 ∀m,n, m 6= n,
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(ii) O espaço vetorial gerado por (en) é denso em H.

Teorema C.5 (Ver [7]) Todo espaço de Hilbert H separável, admite uma base Hilber-

tiana.

Teorema C.6 (Ver [23]) Todo espaço métrico M separável, é paracompacto.

Teorema C.7 (Teorema de Kakutani) (Ver [7]) Seja X um espaço de Banach. Então

X é um espaço re�exivo se, e somente se,

BX = {x ∈ X; ‖x‖ ≤ 1}

é compacta na topologia fraca.

Teorema C.8 (Teorema de Milman-Pettis) (Ver [7]) Todo espaço de Banach unifor-

memente convexo é re�exivo.

Teorema C.9 (Ver [7]) Seja {fn} ⊂ X ′. Então,

(i) fn → f em X ′ ⇒ fn ⇀ f em X ′.

(ii) fn ⇀ f em X ′ ⇒ fn
∗
⇀ f em X ′.

(iii) fn
∗
⇀ f em X ′, então ‖fn‖ é limitada e ‖f‖ ≤ lim inf

n→∞
‖fn‖.

(iv) fn
∗
⇀ f e xn → x, então fn(x)→ f(x) em R.

De�nição C.1 (Ver [19]) Seja Ω ⊂ RN , N ≥ 1. Diz-se que f : Ω × R −→ R é uma

função de Carathéodory se:

(a) f(., s) é mensurável em Ω, qualquer que seja s ∈ R �xado;

(b) f(x, .) é contínua em R, q.t.p. em Ω.

Teorema C.10 (Teorema de Vainberg)(Ver [19]) Suponha que existam constantes c >

0, uma função b(x) ∈ Lq(Ω), 1 ≤ q ≤ +∞, e r > 0 tais que

|f(x, s)| ≤ c|s|r + b(x), ∀x ∈ Ω, ∀s ∈ R.

Então,

(a) Nf : Lrq −→ Lq;

(b) Nf é contínua e limitada (mais ainda, leva conjunto limitado em conjunto limi-

tado).

N é chamado Operador de Nemitski.
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Teorema C.11 (Teorema de Fubini)(Ver [7]) Suponhamos que F ∈ L1(Ω1 × Ω2).

Então, para todo x ∈ Ω1

F (x, u) ∈ L1
y(Ω2) e

∫
Ω2

F (x, y)dy ∈ L1
x(Ω1).

De maneira análoga, para todo y ∈ Ω2

F (x, u) ∈ L1
x(Ω1) e

∫
Ω1

F (x, y)dx ∈ L1
y(Ω2).

Além disso,∫
Ω1

dx

∫
Ω2

F (x, y)dy =

∫
Ω2

dy

∫
Ω1

F (x, y)dx =

∫∫
Ω1×Ω2

F (x, y)dxdy.

Teorema C.12 (Teorema da representação de Riesz-Fréchet)(Ver [7]) Para toda ϕ ∈
H ′ existe f ∈ H único tal que,

〈ϕ, v〉 = (f, v) ∀v ∈ H.

Além disso, |f | = ‖ϕ‖H′. (H ′ é o dual do espaço de Hilbert H).

Teorema C.13 (Ver [7]) Seja H um espaço de Banach re�exivo. Se (un) é uma

sequência limitada em H, então existem uma subsequência (unj) ⊂ (un) e u ∈ H tais

que

unj ⇀ u em H.

Teorema C.14 (Ver [7]) Seja (xn) uma sequência fracamente convergente em um

espaço normado X, isto é, existe x ∈ X tal que

xn ⇀ x em X.

Então,

• O limite fraco x de (xn) é único.

• Toda subsequência (xnj) ⊂ (xn) converge fraco para x.

• A sequência (xn) é limitada.

Teorema C.15 (Desigualdade de Hölder)(Ver [7]) Sejam f ∈ Lp(Ω) e g ∈ Lq(Ω),

onde 1 ≤ p <∞ e
1

p
+

1

q
= 1. Então,

fg ∈ L1(Ω) e ‖fg‖1 ≤ ‖f‖p.‖g‖q.
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Teorema C.16 (Desigualdade de Poincaré)(Ver [7]) Seja Ω um aberto limitado de

RN . Então existe uma constante C > 0 tal que

‖u‖2 ≤ C.

(∫
Ω

|∇u|pdx
) 1

2

, ∀u ∈ H1
0 (Ω).

Teorema C.17 (Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue)(Ver [18]) Seja fn

uma sequência de funções integráveis que convergem em quase toda parte para uma

função mensurável f . Se existe uma função integrável g tal que

|fn| ≤ g ∀n ∈ N,

então f é integrável e ∫
fdµ = lim

∫
fndµ.

Teorema C.18 (Imersões de Sobolev)(Ver [7]) As seguintes imersões são contínuas:

H1
0 (Ω) ↪→ Lp(Ω), 1 ≤ s ≤ 2∗ =

2N

N − 2
para N ≥ 3,

e

H1
0 (Ω) ↪→ Lp(Ω), 1 ≤ p < +∞ para N = 1 ou N = 2.

Teorema C.19 (Teorema da Imersão Compacta de Rellich-Kondrachov)(Ver [7]) sendo

Ω ⊂ RN , as seguintes imersões são compactas:

H1(Ω) ↪→ Lp(Ω), 1 ≤ s < 2∗ =
2N

N − 2
para N ≥ 3,

e

H1(Ω) ↪→ Lp(Ω), 1 ≤ p < +∞ para N = 1 ou N = 2.

Teorema C.20 (Princípio do Máximo)(Ver[18]) Seja u ∈ H1
0 (Ω) solução de{

−∆u+ λu = h em Ω,

u = 0 em ∂Ω,
(C.1)

onde h ∈ Lσ(Ω), σ = 2N
N+2

, λ um parâmetro real não-negativo e h ≥ 0 em Ω. Então

u ≥ 0 em Ω. Além disso, se h > 0 em um conjunto de medida positiva, então u > 0

em Ω.

Se u ∈ C1(Ω), então a derivada normal exterior
∂u

∂η
(x) < 0 para todo x ∈ Ω.

Teorema C.21 (Ver [18]) Sejam X um espaço de Banach, K um compacto convexo

e T : K −→ K uma função contínua. Então T admite um ponto �xo x ∈ X, isto é,

Tx = x.
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