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Resumo

Rocha,Valdomiro. Centros Persistentes. Goiania, 2010. 68p. Dissertacdo de
Mestrado. Instituto de Matematica e Estatistica, Universidade Federal de Goias.

O problema de decidir se um ponto singular monodrdémico com autovalores imaginarios
para uma familia analitica de um campo de vetores planares ¢ um centro ou um foco foi
resolvido por Lyapunov. Este € o famoso problema centro- foco, que foi resolvido calcu-
lando as chamadas constantes de Lyapunov e verificar se elas sdo ou ndo nulas. Existem
métodos diferentes de calculd-las dependendo da aproximagdo a ser utilizada: célculo da
func¢do de Lyapunov; uso de formas normais; calculo da poténcia na expansao da solucdo
em coordenadas polares; uso da estrutura algébrica das constantes de Lyapunov; método
de Lyapunov-Schmit e fun¢des de Melnikov. Apesar de todos os métodos acima o pro-
blema centro-foco para uma familia simples, como a cubica, tem resisitido a todas as
tentativas de solugdo, por isto classificamos os centros em trés niveis para tornar o pro-

blema mais viavel.

Palavras—chave
Equacdes diferenciais, ponto singular, problema centro-foco, constantes de

Lyapunov.



Abstract

Rocha,Valdomiro. Persistent Center. Goiania, 2010. 68p. MSc. Dissertation.
Instituto de Matematica e Estatistica, Universidade Federal de Goias.

The problem of destingnishing whether a monodromic critical point with imaginary
eigenvalues of a family of a planar analitical vector field is a center or a focus was
already solved by Lyapunov. This is the famous center-focus problem which was solved
by calculating the so-called Lyapunov constants and see whether or not they are zero. We
present a few ways to calculate them acording the approaches that they use: camputation
of a Lyapunov function; use of normal forms; computation of the power of expansion
of a solution in polar coordinates; use of the algebraic structure of Lyapunov constants;
method of Lyapunov-Schmit and Melnikov functions. Despite all of the above the center-
focus problem for a simple family as the cube is resisting all attempts at solution. For this
reason the centers, we propose to grade the in three levels in order to make the problem

more feasible.

Keywords
Differential Equations, singular point, center-focus problem, Lyapunov con-

stants.
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Introducao

Seja A um aberto do espaco R?, considere a familia analitica de um campo de
vetores planar
x=X(x),

o ponto x € A tal que X (x) = 0 é chamado de ponto singular.

Suponha que a familia acima possui um ponto singular do tipo centro, ou seja, os
autovalores associados a ele sdo imaginarios puros. O problema de decidir se este ponto
singular € um centro ou um foco foi resolvido por Lyapunov, este é o famoso problema
centro-foco, que foi resolvido calculando as chamadas constantes de Lyapunov e verificar
se elas sdo ou ndo nulas. Citamos algumas formas de calculd-las dependendo da forma
que sdo utilizadas.

No Capitulo 1, apresentamos resultados importantes no desenvolvimento do
trabalho, como o Teorema de existéncia e unicidade de solucdes, propriedades de fluxo e
dependéncia continua, citamos a estrutura local e indice dos pontos singulares, definimos
aplicacao de primeiro retorno de Poincaré, integral primeira, e por fim, o divergente de
um campo de vetores e as equagdes de Cauchy-Riemann.

No Capitulo 2, damos a defini¢do de centro persistente.

Definicdo. Dada a equacdo diferencial z = iz + F(z,7), dizemos que:

(a) A origem é um centro persistente se ela € um centro para

z=1iz+AF(z,Z) , V AeC.

(b) A origem € um centro fracamente persistente se € um centro para

;=1iz+uF(z,z) , YVuek.

Demonstramos um Lema técnico, Lema 2.2, que advém do fato da familia
possuir um centro persistente na origem, que serd de fundamental importancia para
demonstracdo do Teorema B abaixo, e por fim enunciamos os Teoremas principais, A,B
e C.
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Teorema A. Sejam f uma fun¢do analitica complexa, A , B e C nimeros complexos e Y
uma funcio analitica tal que z7/\(z,Z) comeca com termos de no minimo ordem

dois. Temos que as equacdes diferenciais

Quadritica: 7 =iz +Az> +CZ,

Holomorfa: z =iz+ f(z) com f(0)= f'(0)=0,
Hamiltoniana: z =iz+ f(Z) com f(0)= f'(0) =0,
Separada: z=iz+z7f(Z),

Reversivel: 7 = iz+B7*7y(z,Z) comk # 1+ 1,

possuem um centro persistente na origem.

Teorema B. Considere a equacio diferencial complexa cubica.
t=iz+AL +BZ+CZ + D + EFPZ+Fz2> + G2

A origem € um centro persistente se e somente se for escrito nos seguintes formas:

Quadritica: ;= iz+Az> +C7Z,
Holomorfa: = iz +Az? + Dz°.
Hamiltoniana: ;= iz+CZ> + G2,

Separada: 7 = iz + BzZ+ FzZ>

Teorema C. O sistema rigido

;=iz+zH(z,Z) , onde H(z,Z)=H(z,2),

possui um centro persistente na origem, se € somente se, € o trivial, ou seja,
H(z,7) =0.

Estes sdo os resultados principais que encontramos para sistemas de equagdes
diferenciais que possuem a propriedade de ter um centro persistente na origem, cuja
demonstracdo serd apresentada no Capitulo 4. Utilizamos do algoritmo do célculo da

primeira constantes de Lyapunov ndo nula para o sistema

n
= —y+P(xy = —y+) Plxy)
k=2

y= x4+0(xy) =x+) Olxy)
k=2

onde, Py e Oy sdo polindmios homogéneos de grau k.
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Fazemos uso do célculo da poténcia na expansdo da solu¢do em coordenadas
polares e uso da estrutura algébrica das constantes de Lyapunov.

No Capitulo 3, citamos algumas familias conhecidas de centros, introduzimos as
func¢des de Melnikov, calculamos a primeira e segunda ordem obtendo um resultado que
coincidird com o Lema 2.2 do Capitulo 2, falamos sobre os sistemas rigidos, uma classe
particular de campos que possuem centros persistentes somente no caso linear, isto serd
de fundamental importancia para demosntra¢ido dos Teoremas principais.

No Capitulo 4, demonstramos os Teoremas principais.

No Capitilo 5, como aplicagdo para centro fracamente persistente, de acordo
com a Defini¢do 2.1, apresentamos o Teorema 5.3.

Teorema 5.3. Considere a equacgao diferencial

=iz+F,(z,2) = iz+ Z Aklszl, onde Ay € C. E seja
k+Il=n

S.(6) = ¢ °F, <ei67efi9) — 0 y Age—*0p—il8 — y Ay k=1=1)8

Temos que, as equagdes diferenciais polinomiais planares a seguir possuem a propriedade

de ter um centro fracamente persistente na origem.
(a) para n par, temos m casos
1) z=iz+Ap + A1 12257,

2°) z=iz+Ap_112 12+ Ag 22272,

3%) 2 =iz+Ar 222 2P + A3 307,

k k k k
0y 5 kyp ko k1254
(m-l))z—zz+A§+27§_zzz Z2 +A§_17§+]zz 72t
.. koq_k_ k_k
mo) Z:lZ+AK+1 k_lzZJrlZZ 1+AK k2272
2 ’2 202
(b) para n impar, temos m casos
1°) 2= l'Z—l—AkoZk—l—AkalZZk_l,
2°) z=iz+Ap112 12+ Ag 02?22,
3%) z=iz+Ar 0272 + Az 32373,
. k1) o _(k=1) (k=1) 4 _(k+1)
(m-l)o) Z:lZ+A(k+l) (k=1) % 2 +ZZ 2 2+A(/H 1y, 22 1Z 2 +1,
T2 2 i T ek |

. . _(e=1) (k=1) _
m°) Z:lZ+A(k+l)+1 (k1) (2 2 e TrApywnz 2 7 2
2 > 2
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Onde,
n 7
ok se n € par

n—1

, se n & impar

€ o nimero de casos.
Note que, este Teorema ndo tem o proposito de classificar todas as equacoes
diferenciais polinomiais planares que possuem centro fracamente persistente na origem,

mas sim, exemplificar o segundo item da Definicdo 2.1.



CAPITULO 1

Preliminares

1.1 Fluxos e campos de vetores

Seja A um aberto do espago euclidiano R?. Definiremos um campo de vetor de

classe C" em A como sendo a aplicacio
X:A—R?

onde X (x) representa o vetor no ponto x € A.

Considere a equagao diferencial
=X (x), (1-1)

onde X denota ccll_x

As solutg:()es da equacdo diferencial acima séo as curvas x(t), com ¢ pertencendo
a algum intervalo de R.

As varidveis x e t sao chamadas de varidvel dependente e varidvel independente
da equacdo diferencial respecitivamente. Usualmente ¢ também € chamado de fempo.

Quando X = X (x) ndo depende de ¢, dizemos que a equacdo diferencial acima é
autébnoma.

Recordamos que a solucdo da Equacdo (1-1) € uma aplicacao
Q0:1— A,

onde / € o intervalo em que a solugdo esta definida, tal que

o) = T2 (0) = X (o10)),

paratodot € 1.

Uma das formas de representar o campo de vetor X € por meio do operador
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diferencial. Para (1-1), temos

0 d
X=Xi—+Xo—,
: 0x1 2 0x2
operando em funcdes que sdo no minimo de classe C'.
Um ponto x € A tal que X (x) = 0 é chamado de ponto singular, caso contrario
serd chamado de ponto regular de X.

Seja xp € A. Considere o problema de valor inicial

= X(x)
xl‘() = X0,
temos que
¢o: 1 — A,

¢ a solucdo do problema de valor inicial, satisfazendo ¢(0) = xp.

A solucao @ : I — A é chamada maximal se para toda solugcdo
y:J—Atalque ICJ e =V,

entdo J = I e, consequentemente @ = . Neste caso escrevemos I = I, € 0 chamamos de
intervalo mdximo.

Seja @ : Iy, — A a solu¢gdo maxima, regular ou constante. A imagem
Ao ={0(t) :t €L} CA,

com orientacdo induzida por @, neste caso @ € regular e é chamada de a trajetdria, orbita
ou curva integral mdxima associada a solu¢cao maxima @.
A seguir apresentaremos sem demonstracdo resultados importantes para o de-

senvolvimento do trabalho, as provas podem ser encontradas em [29].

Teorema 1.1. [Existéncia e unicidade] Seja X um campo de vetor de classe C" com
1 <r<+wour=uw,istoé, f analitica, segue que:
(i) Existéncia e unicidade de solugcoes mdximas

Para cada x € A existe um intervalo aberto I, em que uma tinica solu¢do mdxima

Oy da equagdo diferencial X = X (x) € definida satisfazendo a condi¢do @,(0) = x.
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(ii) Propriedades de fluxo

Sey=@.(t) et € I, entdo
L=L—t={r—t:rel}e

Px(t) = @x(t +5)

para todo s € I,

(iii) Dependéncia continua

Seja Q = {(t,x) : x € At € I,}. Entdo Q é um conjunto aberto doR> e ¢ : Q — R?

dada por ©(t,x) = @x(t) é uma aplica¢ao de classe C", além disso, @ satisfaz
D1Dy¢(1,x) = DX (9(1,x)) D29(1, x)

para cada (t,x) € Q, onde Dy denota a derivada com respeito ao tempo e D, denota

a derivada com respeito a x, e DX denota a parte linear do campo de vetor.

1.2 Estrutura local de pontos singulares

Seja A um aberto do espago R?, considere a equacdo diferencial (1-1), os pontos

p € Atais que X(p) = 0 sdo os pontos singulares, definiremos,
e Um ponto singular p é ndo degenerado se nao possui autovalor nulo.

e Um ponto singular p é hiperbdlico se os autovalores de DX (p) possuem parte real

ndo nula.

e Um ponto singular p é semi hiperbdlico se apenas um dos autovalores de DX (p) é
nulo. Singularidades hiperbdlicas e semi hiperbdlicas s@o chamadas de singulari-

dades elementares.
e Um ponto singular p é centro se a parte real dos autovalores é nula.

e Num sistema de equagdes ndo lineares, um ponto singular p é um foco fraco se os

autovalores sdo imagindrios puros.

1.2.1 Indice de pontos singulares

Considere um campo de vetores em um aberto do plano orientado euclidiano.

Suponhamos que é dada uma curva fechada orientada no plano, que ndo possua nenhum
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ponto singular do campo, e suponhamos que um ponto faz um circuito ao redor da curva
no sentido positivo. Entdo, o vetor campo no ponto em questdo ird rodar continuamente
sobre a curva. Quando o ponto estd na sua posi¢do original, tendo ido ao redor da
curva, o vetor também retorna a sua posi¢ao original, mas ao fazé-lo, pode fazer varias
revolugdes em um sentido ou no outro. O numero de rotacdes realizadas pelo vetor
campo ao percorrer a curva de uma vez é chamado de indice da curva. Aqui, 0 nimero
de rotacdes € tomada com o sinal positivo se o vetor gira na direcdo especificada pela
orientagdio do plano , e negativa caso contrario. Seja X um campo de vetor C! em R?,
e pi,..., Pm pontos singulares desde campo, definiremos o indice de um ponto singular
em uma superficie bidimensional S. Entende-se por uma superficie bidimensional, vamos
dizer um compacto, uma variedade diferencidvel de classe C2, o indice da superficie S
em relagdo ao campo vetorial X, que denotemos por Ix(S), é definido como a soma dos
indices de cada um dos pontos singulares py,..., p,, em S.

Um fato interessante, € que, o indice da superficie S ndo depende do campo de
vetor X, depende somente da topologia da superficie, a defini¢do a seguir encontra-se em
[29].

Definicao 1.2. Seja C uma curva de Jordan. O indice Ix(C) relativo a um campo de vetor

Xec! (]Rz), onde X ndo possui ponto singular em C é definido como sendo o inteiro

A®

IX(C) - %7

onde A® é a variagdo total do angulo © que o vetor X = (P,Q)" faz com respeito ao eixo

x, ou seja, A® ¢ obtido usando

O(x,y) =tan"

pois o ponto (x,y) intercepta C somente uma vez na direcdo positiva.

O indice Ix (C) também pode ser calculada através da férmula

_ dy 1 4 0xy) 1 ?{PdQ—Qd
(€)= Znéjdtan dx Zn?{cdtan P(x,y) 2mnJc P24 Q2

Para um exemplo, veja [29].

1.3 Aplicaciao de primeiro retorno de Poincaré

Provavelmente o instrumento mais basico para o estudo e bifurcacdes de drbitas
periddicas € a aplicacdo de primeiro retorno de Poincaré, definido por Henri Poincaré em

1881. A idéia da aplicagcdo de Poincaré € bastante simples.
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Se I' € uma 6rbita periddica do sistema
x=X(x)

atrdvés do ponto xg, € X um hiperplano transversal a I em xp, entdo para qualquer ponto
x € X suficientemente perto de xp, a solu¢do ¢,(x) de x = X (x) que passa por xemt =0

intercepta novamente X no ponto 7(x). A aplicagdo
n:X— X,

€ chamada de a aplicacdo de primeiro retorno de Poincaré.

(xo0)

x(t,x0)
X0

Figura 1.1: Aplicacdo de Poincaré.

Por fim, daremos algumas definicdes que serdo relevantes no prosseguimento do
trabalho.
Seja A um aberto do espaco euclidiano R?, e seja

f:A—TR

uma func¢do diferencidvel.

Definicao 1.3. A funcdo f é dita integral primeira da equagdo diferencial
x=X(x), xEA,

se, a derivada na direg¢do do campo de vetor X é nula, isto é,

ou equivalentemente, se

¢©:1— A, &R umintervalo,
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é solucdo da equacdo acima, entdo
fo@: I — R ¢ constante,

isto é, f é constante ao longo de cada solugdo.

O problema de sabermos se uma fun¢do complexa f € derivdvel em um ponto
Z0 = X0 + iyo € simplificada pelo fato de sabermos se as partes real e imagindria de f sdo
parcialmente derivaveis em (xg,y).

Seja f: A — C, sendo A um aberto do plano complexo.

Teorema 1.4. Se f(z) = u(x,y) +iv(x,y) é uma fungdo analitica em um ponto zo = (a,b),

onde u e v sdo funcoes reais, entdo, valem as Equacoes de Cauchy-Riemann, isto é:

o o o
ox 9y ¢ dy  ox

Prova. Como f € analitica em z(, entao

v 1. flzo+h) = f(z0)
f(ZO)_}ll_r)I(l) h ’

este limite existe independente do modo como % tende a zero. Tomando /2 — 0 por valores

reais h = k, teremos
()= f'(a,b)

_ i “atkib) —ula,b) +ilv(a+kb) —v(a,b)]
k—0 k

_ i atkb)—ulab) | vlatkb)—viab)
Logo
ou v
/ _ou .ov
f(z0) = e —Hax.

Tomando agora h — 0 por valores imagindrios & = it, teremos

f'(z0) = [f'(a,b)

o dlasb 1) —u(ab) +ilv(abt1) — v(a,b)
=0 it
u(a,b+t)—u(a,b) v(a,b+t)—v(a,b)

= lim —1i .
t—0 t t
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Desse modo,

Das expressdes acima, obtemos

ou n Qv oJdv  odu
—Fi— = ——i.
ox dx dy Ody
Igualando as partes reais e as partes imagindrias, obtemos as Equacdes de Cauchy-

Riemann

Ju Jdv Jdu ov

—_— = — € — = ——
ox dy dy ox’
como queriamos demonstrar. [}

Observacao 1.5. As equagoes de Cauchy-Riemann ndo sdo suficientes para a analiti-
cidade, isto é, existem fungoes f(z) = u(x,y) + iv(x,y) que satisfazem as equagdes de

Cauchy-Riemann em um dado ponto zp, mas que ndo possuem derivada neste ponto.

Exemplo 1. Seja f(z) = u(x,y) +iv(x,y), onde x e y sdo varidveis reais, definamos

_ Xy o4y _
u(x,y) = m e v(x,y) = m para x,y ndo nulos,e

u(0,0) =v(0,0) =0.

Temos que a fungdo f assim definida, satisfaz as equacoes de Cauchy—Riemann, mas ndo

é analitica na origem.

Prova. Temos que as equagdes de Cauchy-Riemann sdo satisfeitas em (0,0), pois
ux(0,0) =1 =v4(0,0) e uy(0,0) =—v,(0,0).
Porém f(z) = u(x,y) +iv(x,y) ndo tem derivada em (0,0). De fato

i e J@=F0) L P ay+yt L P4y
SO = lim = = et T @Dty

tomando z — 0 através da reta real x = 0, obtemos

£(0) = 1im 22 — 1
y—0 1y
Agora, para z — 0 através da reta y = 0, temos
, . o Xx+ix )
0)=1 =141
f ( ) xli% ix T

Portanto, f néo possui derivada em z = 0+i0 = (0,0).
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Definicao 1.6. Seja X um campo de vetor no espago euclidiano R", com coordenadas
retangulares x;, a fungdo
" 0X;

divX =) —
v i;axi,

é chamada de o divergente do campo de vetor X. No caso em que o campo é linear, o

divergente é simplesmente o traco do operador X.



CAPITULO 2

Centros persistentes

Neste capitulo apresentamos resultados preliminares que serdo ultizados na
demonstrac@o dos Teoremas A, B, e C.
Um foco fraco para uma equacao diferencial analitica autdnoma planar pode ser

€scrito como:

= —y+Pxy = -y+) PFlxy)
A (2-1)

y= x4+0(xy) =x+) Olxy)
k=2

onde Py e Oy sdo polindmios homogéneos de grau k.
Expressando o Sistema (2-1) em varidveis complexas, ou seja, fazendo a mu-
dancga de varidveis

z=x+1y,
temos que o Sistema (2-1) é dado por
= X+iy
= —y+ix+P(x,y) +iQ(x,y)
= iz+F(z,2),

onde a ultima igualdade se deve ao fato de,

4z .
x:Re(z):% e y:Im(z):ZZ—i.

ou ainda, temos a seguinte equagao diferencial

:=iz+F(z,%), (2-2)

onde F(z,Z) é um polindmio complexo.
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Usaremos a nota¢do
n n k l
F(z,2) =Y Fl(z2) = ) fud'?,
k=2 k=2

onde fi; sdo nimeros complexos, coeficientes de Fi(z, 7).

Logo a Equacdo (2-2) pode ser escrita como

n
z=1iz+F(z,2) =iz+ kazzkzl,
k=2

onde F' € um polindmio que comegam com termos de segunda ordem no minimo. O fato

de usar a mudanca de varidveis complexas € devido a simplificagdo que se tem na notagao.
Exemplo 2. Para exemplificar a mudanga de varidveis, seja
P(x,y) = +xy+) ¢ Q(x,y) =20 —xy+2y°

polinomios homogéneos de grau 2. Encontraremos A, B e C do polinomio complexo,
homogéneo de grau 2, F>(z,7) = AZ? + BzZ + CZ%, de maneira que o Sistema (2-1) seja

transformado na expressao dada em (2-2).

Para este exemplo, o Sistema (2-1) fica

X= —y+x*+xy+y?
y= x+2x*—xy+2y?

fazendo a mudanca de varidveis z = x + iy, obtemos

. I 1)\, . _ I 1)\,
c=iz— (= +-i ) 2+ (1+2i)z+ - +-
=iz (4 41) 77+ ( 0)zZ (4 41) z5,

portanto,

I 1, . 1 1.
0ndeA:—<z+Zl) ,B=(1+2i)eC= (4_1+é_ll)

Defini¢iio 2.1. Dada a equagdo diferencial z = iz + F(z,Z), dizemos que:

(a) A origem é um centro persistente se ela é um centro para

z=1iz+AF(z,Z) , V AeC.
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(b) A origem é um centro fracamente persistente se ¢ um centro para

z=iz4+uF(z,7) , VueR.

Observe que
{centros persistentes} C {centros fracamente persistentes} C {centros}.

Os centros persistentes serdo ditos a menor categoria. Um conceito similar
também poderia ser desenvolvido considerando os centros degenerados. No Capitu-
lo 5, apresentamos equacgdes diferenciais polinomiais que tem a origem como centro
fracamente persistente, mas esta classe de centros € bem mais ampla que os persistentes,
por exemplo no caso ndo linear, eles coincidem com todos os centros, sendo assim, o
enfoque aqui € dado aos centros persistentes.

A seguir apresentamos os trés resultados mais importantes, o primeiro resultado

cataloga todos os centros persistentes que encontramos.

Teorema A Seja f uma funcdo analitica complexa, A , B e C nimeros complexos e Y
uma funcio analitica tal que z*7/\(z,Z) comeca com termos de no minimo ordem
dois. Temos que as equacdes diferenciais
Quadritica: ;= iz+Az> +C7Z,

Holomorfa: z=iz+ f(z) com f(0)=f'(0)=0,
Hamiltoniana: z =iz+ f(z) com f(0)= f'(0)=0,
Separada: =iz +zZf(2),

Reversivel: z = iz+BZ*7'y(z,z) comk #£ 1+ 1,

possuem um centro persistente na origem.

Teorema B Considere a equacdo diferencial complexa cubica.
¢=iz+AZ + Bz +CZ + D7 + EZ* 7+ FzZ* + GZ.

A origem € um centro persistente se e somente se for escrito nos seguintes formas:

Quadritica: ;= iz+Az> +C7,
Holomorfa: = iz +Az* + Dz°.
Hamiltoniana: = iz+CZ> + G2,

Separada: 7 = iz + BzZ + FzZ°
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Teorema C O sistema rigido

¢=iz+zH(z,Z) , onde H(z,z)=H(z,Z),

possui um centro persistente na origem, se € somente se, é o trivial, ou seja,
H(z,7) =0.

Lembremos que o problema geral de obter todos os centros de uma equagdo
cubica esta longe de ser resolvido.

Nas provas usaremaos

e O calculo da primeira constante de Lyapunov ndo nula para o Sistema (2-1);

e O célculo da primeira e segunda ordem das fun¢des de Melnikov, usando o enfoque
descrito em [9], [14], [18], [19], [24], [25].

2.1 Constantes de Lyapunov

Considere o nimero complexo z na forma polar
z=re, (2-3)

derivando a Equagdo (2-3), e usando o Sistema (2-1) obtemos

n
e + rie®®0 = ire'® + Y F(z,2).
k=2

Multiplicando ambas as partes da igualdade acima por e~ temos
. . n
F4ri®=ir+e ™ Z Fi(z,2),
k=2

ou seja,
(

= Re (e_ie Xn: Fi(z, Z))
k=2

n
= 1+Im (e_ie Z Fk(z,2)> r 1.
k=2

Observe que utilizando a Equacgdo (2-3) a expressao acima € reescrita da seguinte

\
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forma

n
= Re (eie Z Fy <e’9,e_’9>> r*
k=2

(2-4)
n
0= 1+Im (eie Z Fy <e’9.e_’9>) <=1
\ k=2
Da Equagdo (2-4) escrevemos
. n . .
Re | o—i® Z F (eze,eﬂe) k
dr k=2
do n , _ ’
I+Im (e ® Z F (e’e,e_’e> rk=1
k=2
ou ainda, fazendo Sy (0) = e °F, (eie,e*ie), temos
n
Y Re(Sk(6))
dr k=2 “ k
= ~ Y (o), (2-5)
1+ Z Im (S;(0)) <=1 k=2
k=2

para algum 7;(0).
Considere que a solucdo do Sistema (2-5) assuma o valor p > 0 quando® =0e

chame de r(p,0) a solugdo, assim
n
r(p,8) = Z ur(8)p* com u1 (0) = 1 e ux(0) = 0 para todo k > 2.
k=1

equivalentemente

r(p.0) = Y u(0)p"
k=1

r(p,0) =p-
Por defini¢do r(p,0) = 0 é um centro se e somente se uy(21) = 0 para todo k > 2,

ou seja

r(2m,p) = u1 (21)p +uz (27)p? + ... +ur(2m)p* + ... = uy (27m)p
(2-6)
r(2m,p) =p, pois u;(2w) =u;(0) = 1.

Temos m : (p,0) — (p,0) a aplicagdo de primeiro retorno de Poincaré, onde

(p,0) =X, éasecgio transversal 8 =0,
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definida como sendo m(p) = r(2m,p), os valores u(2m) para todo k > 2 controla o
comportamento das solugdes (Orbitas) do Sistema (2-5) perto da origem, ou seja, o
proposito é obter as fungdes uy(0) e avalid-las em 6 = 2.

No caso em que a origem ndo € um centro é bem conhecido que o primeiro valor
de k tal que uy(2m) # 0 acontece quando k € um niimero impar, ou seja, k =2m+1 > 3.

Veja [2]. Chamaremos:

Voms1 i= Upms1(27),

a m-ésima constante de Lyapunov do Sistema (2-5).
Usaremos as expressdes gerais de V3 e Vs, jd que a expressdo de V7 € muito

extensa e ndo serd repetida aqui, assim,
Vi=us3 (27’5) e Vs =us (275).

Quando precisarmos ir mais além no cédlculo das constantes de Lyapunov usa-
remos o algoritmo desenvolvido em [13]. Observe que as vezes as constantes de Lya-
punov sdo calculadas de formas diferentes (métodos diferentes) podendo diferir por uma
constante multiplicativa, trataremos este fato, dizendo que Vi1 o< W significando que
Vok+1 = cW onde ¢ > 0 € uma constante.

Para simplificar as expressoes de V3 e V5 usaremos f;; para os coeficientes de
7*7Z' em F e usaremos a notacio expressa no Capitulo 1. A seguir listamos as expressdes

de V3 e V5, de acordo com [11], temos
V3 =2n[Re(E) —Im(AB)],

T = - _
Vs= 3|6Re(0)+Im (3E* — 6DF +6AI — 12BI — 6BJ — 8CH — 2CK) +
+ Re(—8CCE +4ACF +6BCG — 12B*>D — 4ACD — 6ABD + 10BCD+

+ 4ACG+2BCG) +1m (6AB°C+ 34252 — 4425C + 4}3%)} .
Estas expressoes serdo utilizadas na demonstragdo do Lema 2.2 a seguir.

Lema 2.2. Se a origem do Sistema (2-1) for um centro persistente entdo

E=0, 3DF +6BI+4CH = 0,
AB =0, Im (3A] —3BJ —CK) =0,
BC =0, A(CF+CG) =0,

0=0, D (3B*+AC) =0.
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Onde
A = fro, F=fn, K=fi,
B = fi, G=fo3, L= fo,
C=fon, H=fon, M= fs,
D= fy, I=fi, N = fai,

E=fn, J=jn, 0 = f3.

Prova. A origem € um centro persistente para o Sistema (2-1), entdo € um centro para

i= iz+AF(z,2)
= iz+A[F(2,2) +F3(z,2) + -]
= iz M [0 + 12+ fouZ + .

= lZ‘|‘7b Z fkleZl
k+1>2

= iz+ Z MuZZ, ¥V reC.
kH1>2

Usando a mudanga de coordenadas (2-3) obtemos a Equacao diferencial (2-5),
cuja solucdo é expressa no Sistema (2-6). Como a origem € um centro temos por defini¢do
que

r(p,6) =0,

assim
ur(2m) =0 paratodo k> 2.

A aplicagdo de primeiro retorno de Poincaré controlard o comportamento das

solucdes proximo da origem devido a dependéncia continua das condi¢des iniciais, assim
r(2m,p) = w(21)p = p,

com isso, a m-ésima constante de Lyapunov € nula,
Voms1 = tams1(2m) = 0.

Escrevemos V2,11 (fi;) como a m-ésima constante de Lyapunov para explicitar

a dependéncia dos coeficientes de z e Z, assim

Vom+1 (fu) = Vams1 AMf) =0, VA € C.

Para A = u € R, obtemos que todos os termos homogéneos da expressao Va4

tem que ser zero, assim

V3 (M) = u3 (ufia) = 2 [Re(E)u — Im(AB)uz] =0, paratodo u € R,
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¢ um polindmio nulo na varidvel u, logo
Re(E) =Im(AB) =0.
Por outro lado, para A = iu, com u € R, obtemos

V3 (M i) = us (iufiy) = 2% [Re(iE)u+ Im(AB)u*] =0,

como
Re(iE) =Im(E) =0, temosque E =0.
Para A = uv/i com u € R, vem
V3 (M) = u3 (M\/isz) =2n [Re(\/iE)M —Im(iAB)u* | =0,
como

Im(iAB) = Re(AB) =0, conclui-se que AB = 0.

Esta argumentacio pode ser extendida para Vs, considerando E = AB = 0.

Para A = u, com u € R, temos que, Vs (Afi;) = V5 é dado por

Vs = g 6Re(O)u+Im (—6DF +6AT — 12BI — 6BJ — 8CH — 2CR) u*+

+ Re (4ACF +6BCG — 12B*D — 4ACD — 6ABD + 10BCD + 4ACG + 2BCG) u’ +

+ Im(6AB*C+3A?B* —4A*BC+4B°C) u*| =0.

Novamente temos um polindmio na varidvel u, como este polindmio € nulo,

temos que seus coeficientes sdo nulos, ou seja,
Re(0) = 0.
Com A = iu, u € R, temos
Re(i0) =Im(0) =0, logo 0O=0.

Observe que todas as partes homogéneas de V5 sdo identicamente nulas, fixemos

inicialmente os de grau 2, e definimos

W (fu) :=Im (—6DF + 6AI — 12BI — 6BJ — 8CH — 2CK) = 0.



2.1 Constantes de Lyapunov 31

substituindo os coeficientes fi; de zXZ pelos coeficientes A fi;, consideremos
—6DF —12BI —8CH := Pe'’ ¢

6AI — 6BJ —2CK = Qe',

onde P,Q,p,q sdo o médulo e o argumento dos nimeros —A (6DF + 12BI+8CH) ¢
A (6AI — 6BJ — 2CK) respectivamente.

Agora, seja A = €* = cos(a) + isen(at), com isso
A2 = e%® = cos(2ar) +isen(20t) e

A =e " =cos(at) —isen(at),

assim

M=% =0 =1,

Como W (fi;) = 0 para todo A € C, otemos
A2Pe'? = Pel(P12%) ¢

li»Qeiq = Qe’.q7

dai, temos que

Pcos(p+2a)+isen(p+2a)]+ Q|cos(q) +isen(q)],

W (fir) = Im (P[cos(p +2a) +isen(p +2a)] + Q [cos(g) +isen(q)]) =0,

Assim, temos
Psen(p+2a) + Qsen(q) =0 paratodo o€ R,

escolhendo P = 0 e sen(g) = 0, obtemos:
e P=0,
—6DF —12BI —8CH := Pe'? =0 = (3DF +6BI+4CH) = 0.
e sen(q) =0,
6AI — 6BJ —2CK = Qe = Q (cos(q) +isen(q)),

ou ainda
Im(Qe') =0,
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portanto,
Im (6AI —6BJ —2CK) =0 ou Im(3Al—3BJ—CK) =0,

Observemos que o nimero complexo 3AI — BJ — CK tem 0 mesmo argumento
¢, mas com a metade do médulo do ndmero complexo 6AI — 6BJ — 2CK.

Para mostrarmos que BC = 0, usaremos o fato de que AB = 0 implica em
AB=BA=0.

Seja A = uv/i da expressio

Im (6AB*C +3A?B* — 4A*BC +4B°C)

segue que BC = 0, ou seja, BC = 0.

Fixemos agora os termos de grau 3 de Vs, definindo
Y (fu) := Re (4ACF — 12B*D — 4ACD +4ACG) = 0.
Substituindo os coeficientes fi; de 27 pelos coeficientes A fy;, consideremos
4ACF +4ACG :=Ue" ¢

—12B%D — 4ACD := Veé'

onde U,V,u,v sdo o mdédulo e o argumento dos numeros 7L(4ACF +4AC‘G) e
—A (1282D + 4ACD) respectivamente.

Agora, seja A = e* = cos(a) +isen(at), com isso
AP =& = cos(3at) +isen(301) e

A =e " =cos(at) —isen(at),

logo
A2N — 20, =it _ ot
Como Y (f;) = 0 para todo A € C, otemos
WU = Uelut3) o
W2AVel — Velra)
Logo

U [cos(u+3a) +isen(u+3a)] +V [cos(v+ o) +isen(v+ )],
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que nos fornece
Y (fir) = Re (U [cos(u+3a) +isen(u+3a)] 4+ V [cos(v+ o) +isen(v+a)]) = 0.
Assim, temos
Ucos(u+3a)+Vcos(v+a) =0 paratodo o € R,

escolhendo U =0 e V = 0, obtemos:

e U=0,
4ACF +4ACG :=Ue" =0 = A(CF+CG)=0.
e V=0,
—12B*D —4ACD := Ve’ = 0.
Assim
D(B> +AC) =0,
como queriamos demonstrar. [

Observacao 2.3. Usando a mesma argumentacdo do Lema (2.2), fica mais fdcil pesquisar
a condigdo de ter centros persistentes. Como temos visto, V3 = Vs = 0 nos fornece somente
duas condigoes reais e por outro lado estas igualdades eleva as possibilidades a 2x7+1 =
15 condigoes reais para centros persistentes. Este novo aspecto das condi¢des é a razdo
principal para que a pesquisa de centros persistentes torne mais vidvel o problema geral
“centro-foco”. Similarmente a pesquisa por centros fracamente persistentes, para as
condigoes V3 = Vs = 0 obtemos 6 condicdes reais, uma para cada parte homogénea das

constantes de Lyapunov.



CAPITULO 3

Centros conhecidos

Neste capitulo, continuamos a apresentar resultados, que serdo utilizados nas
demonstracdes dos Teoremas principais.

Considere o Sistema (2-1)

X= —y+Pxy = —y+) Plxy)
k=2
y= x4+0(xy) =x+)Y Olxy)
k=2

onde P, e Oy sdo polindbmios homogéneos de grau k.
Definicao 3.1.

(i) Se as componentes do sistema acima satisfazem as equacoes de Cauchy-Riemann,

dizemos que o sistema é holomorfo.

(ii) Se o divergente do campo de vetores associado ao sistema for nulo, dizemos que ele

¢ hamiltoniano.

(iii) O sistema é reversivel se é invariante sobre a mudanca de varidveis

w= ¢%z
T= -t

No proximo resultado, listamos algumas familias conhecidas de centros.

Teorema 3.2. Considere a Equagdo z = iz+ F(z,Z), com F analitica e comegcando com

termos de no minimo ordem 2. Entdo as seguintes familias possuem um centro na origem

Holomorfa: F(z,7) = f(z),

oF
Hamiltoniana: Re (F(Z,Z)> =0,
Z
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Separada: iz + F(z,2) = f(2)g(2), onde f e g sdo fun¢ées Holomorfas com f(0) = 0,
f(0)=ieg(0)=1,

Reversivel: F ¢ tal que fi; = — Fe =R bara algum o€ R e V k.
Prova.

Holomorfa: Pelo item (i) da Defini¢ao 3.1, o sistema deve satisfazer as equacdes de

Cauchy-Riemann em coordenadas complexas, isto é,

oF
B_Z(Z’Z) =0 oqueimplica F(z,7) = f(z2).

Para mostrar que a origem € um centro, escrevemos para z # 0,

i _1, =/
iz+f(2)  z z(iz+f(z))’
denotemos mM(z) = % observe que mM(z) é uma fungdo holomorfa na

vizinhanga da origem. Agora considere a funcao
H(z) =In(z) +Re(S(z)) com S'(z) =n(z),

seja z(r) a solugdo de z = iz + f(z), entdo

M= 2 re[s ()70

— Re|Z0| g5+

+1(
- Re{[iz(t) + £ (z(1))] {% +n (Z(f))] }

= Re(i)

Logo a solug@o de 7z = iz+ f(z) estd contida na curva

In| (z(r)) [+Re(8(z)) =&,

como o sistema € analitico, temos que a origem € um centro ou um foco. Veja [29].
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Suponha que a origem é um foco, entdo existe um caminho z(¢) que tende a z =0,

seja o caminho
2(1) =In] (z(¢)) | = E—Re(S(z(1))),

como S(z(t)) é uma fungdo continua perto da origem, temos um absurdo, logo a

origem € um centro.

Hamiltoniana: Usaremos o item (ii) da Defini¢do 3.1. Temos que o divergente do campo

de vetor associado ao Sistema (2-1) é dado por

of
2Re| == ) =0
( 9z ’
e sabemos também que para um sistema planar hamiltoniano, o inico ponto singular

com indice positivo sdo os centros, veja [29], logo a origem € um centro.

Separada: Numa vizinhanga da origem escrevemos

. N 80 L @I f@ a2
1= f(2)8(2) = f(2)g(2) = = f(2) O 1 g@@) %

onde g(w) = g(w). Assim, perto da origem a equacdo diferencial é uma
reparametrizacdo de um centro holomorfo, e o resultado segue pelo primeira parte

do teorema.

Reversivel: Usaremos o item (iii) da Definicdo 3.1. Sabemos que o sistema

z=iz+F(z,2) =iz+ Z A7
k+1>2

¢é invariante, assim,

d o dZ . e _—
_W _ _elOL_Z — _ i (—iZ+F(Z,Z)) = jw — Z Aklel(l_'_l_k)awlwk.
dt dt ke >2

Portanto

Ay = —A_klei(Hl_k)O‘.
Para mostrar que a origem é um centro, considerem x(z) e y(¢) solu¢des do Sistema

(2-1), tal que para ¢ = 0 o ponto (x(0),y(0)) estd sobre a reta

z=re?’, (3-1)

entdo para r suficientemente pequeno, existe # tal que (x(#9),y(#p)) também esteja

sobre a reta dada pela Equag@o (3-1), temos que a curva (x(z),y(¢)) é simétrica com
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respeito a Reta (3-1), e € solucao do Sistema (2-1), logo a origem é um centro, como

queriamos demonstrar. [}

Uma familia interessante para se estudar o problema centro — foco porém mais
simples, sdo os denominados sistemas rigidos ou uniformemente isocromos. Esta familia
€ dada por um sistema planar do tipo (2-1), que € expresso em coordenadas polares como

na equacio z = re'®, satisfazendo 6 = 1. Eles podem ser escrito na forma

z=1iz+zH(z,Z) , onde H(z,7) =H(z,2). (3-2)

Em [7] hd um estudo sobre os sistemas do tipo (3-2). Observe que, quando
alguma Equagdo do tipo (3-2) tem um centro, ele € sempre isécromo. Provaremos no
Capitulo 4, que os Unicos centros persistentes num sistema rigido ocorre no caso linear.
Estd secdo termina estudando a classe de centros dado em [15], como veremos alguns

deles sdo persistentes.

Proposicao 3.3. Considere a equacdo diferencial
¢ =iz+ Fu(z,2), (3-3)

onde Fy, é um polinomio homogéneo de grau n, e defina S,(0) = e ®F,(¢® ¢7®), Se
existir s € R tal que

Re (s5,,(0)i+S,(8)) =0,

entdo a origem é um centro, além disso, a equagdo tem integral primeira do tipo Darboux,

ou seja, integral primeira algébrica.

Prova. Utilizando o mesmo processo do Capitulo 2, ou seja, fazendo a mudanca de

varidveis dada em (2-4), temos que a Equacdo (3-3) em coordenadas polares é dada por

. dr

P=— =Re (Sn(8)) " = sIm (S,,(0)) r".

A terceira igualdade da expressdo acima se deve ao fato de
Re (s5,,(0)i+5,(8)) = 0.

Para 6, por (2-4) temos

o= fl—? 14 Tm (S,(0)) .
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Para uma melhor notagdo, usaremos S(8) = Im (S,(0)). Assim

F= g— sS'(8)r"
(3-4)
do
b= —= 1+50)r"!
= s,

vamos supor que para algum a,b € R, a fun¢do da forma
H=H(r,0) =’ +aS(®)r" "1,

¢ uma integral primeira do Sistema (3-3), assim

oH

Hzg

= H,i+ HgH
= o a(brn—1)S(0) P2 5 ()1 + |as' (@) | [1+5(6)r" ]

- [(sb+a) P+ [(b+n—1)s+ 1]a5(e)rb*"*1} s'(0)" 1,
tome a+sb = s(b+n—1)+1 =0, obtemos a fungdo
H(r,0) =y (I+sb=s)/s [1+(1 —ns—s)S(G)r”_l} )

que € uma integral primeira do tipo Darboux para a equacdo diferencial (3-3). Se o

expoente de r for negativo, tomamos 7 que também é continua na origem, assim, temos

que a origem € um centro, como queriamos demonstrar. [}

Corolario 3.4. A origem da equacdo diferencial
t=iz+ fud?, fueC, (3-5)

é um centro persistente, se e somente se, k # 1+ 1. Além disso, é reversivel e Darboux

integradvel.

Prova. Tome y(z,Z) = 1 no caso Reversivel do Tereoma A, assim, temos que a origem é
um centro persistente do tipo reversivel.

Provemos que existe integral primeira do tipo Darboux. Seja

S(0) = fiue' 118 com k—1—1+£0,
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assim
$S(0)i+54(8) = [1 — s (k—1 — 1)] fyre®,
1
tomando s = ————, obtemos que a expressdo acima € identicamente nula, Assim o
resultado segue da Proposi¢do 3.3. [}
Observacao 3.5.

(i) Quando k =1+ 1, a origem é um centro, se e somente se, Re( fy;) = 0, e neste caso
é um centro fracamente persistente também reversivel e com integral primeira do

tipo Darboux.
Prova. (=) De fato, seja
. k=l
z=1iz+ fuzz, fu€C, e

$p(0) = frye'k=1=18

como na Proposicao 3.3, derivando

Sh(0) =i(k—1—1) frye® 178 = 5§ (0)i=—(k—1—1)fye*1"D8

assim,
sSL(0)i+S.(8) = |1—s(k—1—1)| fige'®1=10,
0
portanto,

Re(sS),(0)i+S,,(8)) = Re(fklei(k_l_l)e) =0,

logo, Re(fi;) = 0.

(<) Agora temos k = [+ 1 e Re(fy;) = 0, refazendo os cdlculos feitos
acima, obtemos S,(0) = fi; e S,(0) = 0, assim, para qualquer que seja s € R, temos
Re (5S),(8)i+S,(0)) = 0, como queriamos. i

(i1) Nem todos os centros da Proposicdo 3.3 sdo reversiveis.
Exemplo 3. Seja a equacdo diferencial
t=iz+EZZ, (3-6)

onde, a € R\{0} e E = ai é um niimero complexo imagindrio puro, isto é, tem parte real

nula. Temos que a origem da Equagdo (3-6) é um centro ndo reversivel.
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Prova. Refazendo o que foi feito na Proposic¢ao 3.3, obtemos que, existe s € R tal que
Re (s85(0)i+S3(8)) =0,

pois, S5(6) = 0. Assim, a origem da equagio diferencial z = iz + Ez%7 é um centro, Mas
este centro nao € reversivel.

De fato, para ser reversivel teria que existir & € R de tal forma que

—— i(1+I—k
fur = — fre 1R

mas como veremos na demonstragao do Teorema A, k # [ + 1 é condi¢@o necessaria para

existéncia de o € R, como no nosso caso, k = [+ 1, temos que este centro ndo é reversivel.

3.1 Funcoes de Melnikov

As funcoes de Melnikov sdo usadas para aproximar os valores dos parametros
para os quais uma pertubagdo de um sistema Hamiltoniano tem um laco homoclinico, ou
seja, se p é um ponto singular do sistema, entdo, o(p) = ®(p). Veja [29]. Isto é mais geral
ainda, uma vez que para cada lagco fechado do sistema Hamiltoniano somos informados
sobre os valores de pardmetros para os quais este laco fechado € preservado na pertubagdo
do sistema.

Consideremos o sistema da forma

oH
X = a——l-Ef(X,y)
)é (3-7)
H
y= —a——f—eg(x,y)

onde, H:U C R? — R é uma funcdo de classe C2, U um aberto de R2, f,g fungdes
reais, € > 0 pequeno, tal que o Sistema (3-7) possa ter ou ndo um laco homoclinico
(heteroclinico).

Consideremos ainda em (3-7), para € pequeno, a aplicacdo de Poincaré P sobre
uma se¢do X transversal as curvas de niveis H = h ou Orbitas 7, inclusive quando tivermos
laco homoclinico ou heteroclinico.

Observemos que quando ocorre uma bifurcagdo tipo laco homoclinico, depen-
dendo da posi¢do das separatrizes, pode acontecer que a aplicacdo de Poincaré no sentido

positivo do fluxo ndo esteja definida, e neste caso devemos considerar a aplicagdo inversa.
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Assim sendo, pode-se verificar que

Po(h)—h—¢ / gdx— fdy+o(e), (3-8)
Yn

fazendo
M) = | gdx—fy
Yh

temos que existe uma relacao entre a aplicac@o de Poincaré e a funcio de Melnikov, dada
por
Pe(h) —h=¢eM(h)+o(g). (3-9)

Estudar os pontos fixos da aplicacdo de Poincaré P equivale a estudar as raizes
de M(h), pois

O - Pg — h
= eM(h)+o(e),
dividindo por € > 0,temos
P.—h
0=
" ole)
€
RO

ou seja, M(h) = 0 quando € — 0.
Suponhamos que 7y, seja Orbita periddica de (3-7). Dizemos que ocorre uma

bifurcagdo tipo k-ciclo limite, para k > 2 se
M(h)=---=M"Y(h)=0.
A equagdo do conjunto de bifurcacdo do tipo k-ciclo limite € dada por
M(h)=---=M"Y(h) =0, M*(h) #0, paraalgum k > 2.

Para mais detalhe, veja [29].

Do Sistema (2-1) sabemos que

:=iz+F(z,2) e Z=—iZ+F(z,2),

donde vem

dz —iz+F(z,2)

dz z4+F(z,2)

Y

logo

W+F@awa%ﬁ—F@a}&:Q
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0 que nos fornece
Im|[(iz+ F(z,2))dz] = 0.

Considere o Hamiltoniano H = % logo

dH = 3 dz2-+ 2d2) = Re(ed?) = Imiizdz),
tome w = Im(F (z,Z)dz), assim, obtemos a 1 — forma associada ao Sistema (2-1)
dH+w =0, (3-10)
considere agora a familia de 1 — forma do Sistema (2-1)
dH+ew =0, onde e R, € pequeno. (3-11)

Seja

a aplicacdo de primeiro retorno de Poincaré perto da origem associada ao fluxo de (3-10),
definido na sec¢do transversal X parametrizada por H = p. E claro que, se a origem é um
centro persistente para o Sistema (2-1), entdo Ly (p) =0 V k> 1.

Usando o algoritmo dado em [9], e desenvolvido posteriormente em [13], [14],

[18], [19], [24], [25], obtemos uma expressdo simples para o primeiro Li(p) tal que
Li(p) #0.

Teorema 3.6. Considere a equacdo diferencial (3-10), onde H(z,7) = ZEZ e w é uma

1 — forma comegando com termos de no minimo segunda ordem. Entdo

quando Li(p) = 0, temos

onde h é uma funcdo que satisfaz d(hdH) = —dw.

Prova. A demonstragdo para este Teorema encontra-se em [13]. Usaremos o resultado
~2Im(e)Im(B) = Re [B(ct— )]

na demonstracdo do Corolario 3.7 a seguir.
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Corolario 3.7. Considere a equacdo diferencial (3-10), onde

Hz2) =% w=Im(F(z,2)d2) e F(z,0) = Y. fudZ,
2 k+1>2

entdo

Li(p) =21 )" Re(fy41) R =0,
=1

R2
onde p = 5 Quando Li(p) =0, isto é, Re (f(l+1)l) = 0 para todo | > 1, temos

k
Lyp)= —2m) Im T fafmt
p=4 (k,mn)eDpN(k+m=1+n+2) " °
+ Y . it fon | RP
k—1—1 ’

(k,l,m,n)eDpN(k-+n=I+m)
onde, D :={(k,l,m,n) :k+I14+m—+n=p}n{k#I1+1}.

Prova. Pelo Teorema 3.6,

Li(p) = — /H _ Im(Fdz) = ~Im [ /H . FdZ] .

2
Se parametrizarmos {H = p} por z = Re’®, com p = e obtemos que

7= Re_ie, com isto, dZ = —iRe_iedG,

assim, a integral acima pode ser escrita como

Li(p)= —Im { /H dez}
— Im [i /0 ” <ki’2fmkzl> [Re—ie} de]
bl

m| e , : .
= Re/ [ Z fklee’keRle_’leRe_’e] do
0 [k+i=2

[

271 .
_ Re/ y FREH ilk=1-18 40
0 kti=2
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dividiremos em dois casos, para k = [+ 1, temos

Li(p)= —Im { /H . Fdz}

2w

_ Re/o Zf(lH)leHzei(o)ede
=1

21
= ZRe )R / 1d6
0

= 2n Z Re(f(11))R¥ 2.

Para L;(p) =0, tome Z RefkleJ“lJrl =q, e seja k # [+ 1, obtemos
k+=2

2r
Li(p) = —Im UH_dez} :/0 aelk—1=1)8 49

2T
_ oc/ Lik—1-1)8 19
0

_ oc/ozn{cos(k—l—1)+isen(k—l—1)}d6

= a(04i0) =0,

como queriamos.

Observe que L;(p) = 0, se e somente se, Re(f(;41);) = 0, para todo / > 2. Neste

caso, para calcular L, (p) necessitamos de uma fungdo 4 tal que d(hdH) = —dw. Seja
- N Tv 2k k=151
h= —Im(G(z,z)) , com G(Z,Z) - Z k—1]— fklZ
k+1>2
observe que h satisfaz a propriedade acima, aqui Z significa que no somatdério descar-
k+1>2

tamos os indices satisfazendo k = [+ 1, isto pode ser feito porque, quando Re( fa+1) 1) =0,

temos d(Im(f(;, 1),zl+lz’dz) = 0. Veja também [9], [13]. Inicialmente, calculamos Aw,

hw = —Im(Fdz)Im(G) = %Re [G(FdZ — Fdz)] :
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Pelo Teorema 3.6, temos Ly (p) = — || Hep hw, desenvolvendo temos

[ N k — 1z mzn js £ zm_n
Ly(p)= —Re / Z mfkle 17 *( Z SinZ"7dZ — funZ"'z dz)}

LJH=P >0 m+n>2

B 2n [ —— k .
— Im /O (Z y o Fo R ikl tm—n=2)8 |
L k+1>2 m+n>2

+ Z Z k fkl]%Rk+l+m+nei(klm+n)6) de] :
k+1>2 m+n>2 k—1—-1

com o mesmo argumento usado para obter L (p), Lo(p) segue da expressdo acima. [

Corolario 3.8. Se a equacao diferencial (2-2) tem um centro persistente na origem, entdo

(a)
fip+1)p =0, paratodo p>1,

(b) L

—fklfmn =0 , para todo p Z 47
(k.1 m,n) €Dy (k+m=I+n+2) k—1-1
(c)
Im ) Lfkl]% =0, paratodo p>4.

k—1—1 ’ -

(k,l,m,n)eD,N(k+n=I+m)

onde F(z,7) = Z fukkz e D, = {(k,l,m,n) :k+1+m+n=pyn{k#I+1}.
k+1>2
Prova. Podemos aplicar o Coroldrio 3.7 para cada umas das formas associadas a equacao

z=1iz+€AF(z,Z), onde A € C e € > 0 € pequeno o suficiente. Como a origem € um centro
persistente, temos

Li(p)=L(p)=--=L(p)=---=0.

Para obtermos o item (a), usaremos o fato de L;(p) = 0, substituindo os coefi-
cientes fi; por Afi temos

Li(p)=— /H :pIm(deZ) = —Im s AFd7.

. . R?
Novamente parametrizando {H = p} por z = Re™® com p = > obtemos

2 o)
\Fds — —i/ T Z kfkleHHei(k_l_l)e:
0

H=p k+=2
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assim

Li(p) =21 ) Re(Afy1)R*? =0,
I=1

para A = i, o resultado segue.
Os itens (b) e (c) seguem de Lr(p) = 0 e do fato das somas que aparecem na
expressdo de Ly (p) serem disjuntas. [
Daremos alguns detalhes do cdlculo de Ly (p) como aplica¢do do Corolério 3.8.
Usando o Coroldrio 3.7, escrevemos L(p) = —Im (W (p)), onde

W(p)= fiifooR*+ (—%ﬁsﬁ%—fsoﬁz — firfaz +2f1131 — 2211 + 220 31+
3 o (5 5 IR S
+ 3f31f0+ Zf40f02)R + (§f51f02 + Zfsofoz - Zf14fo3 - §f24f02 + f13fa0—

- %flzfz‘i‘ %f12f41 — faafiz+ %f23f30 — fifsz+3fitfar+ fofsi—

— 3fnafil—fufo+ %wa + 210130 + 220 a2 + 4f42j%) R +0 <R10) .

Entao pelo Coroldrio 3.8 parte (a) e também itens (b) e (c), parap =4e p =6,
obtemos as seguintes condicdes necessdrias para que o Sistema (2-1) tenha um centro

persistente,

Sip+1p =0, paratodo p >4, fi1f0=0,
4
f0fi2+2f11f31+ §f4ofoz =0,

Im (—%fwﬂ—fluz— 2f2fi1+2f0f + 3f31]%) =0.

Note que usando a notagdo do Capitulo 2, apds alguns calculos, a lista de condi¢des acima

fornece
E=0, AB=0, 3DF+6BI+4HC=0, e Im(CI?+3BJ_— 3AT) =0,

que coicidem com as mesmas condi¢des obtidas no Lema 2.2.
Similarmente, quando aplicamos os resultados acima para obter condicdes

necessdrias para ter um centro persistente para equagdes nao lineares do tipo

n
Z=iz+ Z fn(k_n)ZnZn_k.
k=0
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Quando n = 2k + 1, obtemos que f(;; 1) =0, e quando n € {2k,2k + 1} temos

k—1

Y fo-pifiinm-j-1) =0
=0

Em particular, quando
F(z,2) = H + 127+ 777 + K22 + L,
entdo IJ+ HK = 0, e quando
F(z,7) = M?> + NZ*7+ 02’7 + P?3 + Q7'+ R?,

obtemos O = NP+ MQ = 0.



CAPiTULO 4

Provas dos resultados principais

4.1 Provado Teorema A

Sejam f uma func¢do analitica complexa, A , B e C nimeros complexos e y uma
funcio analitica, tal que z*zZ'y(z,Z) comega com termos de no minimo ordem dois. Temos

que as equacgdes diferenciais

Quadritica: ;= iz+Az> +C7Z,

Holomorfa: z=iz+ f(z) com f(0)=f'(0)=0,
Hamiltoniana: z =iz+ f(z) com f(0)= f'(0)=0,
Separada: 7= iz+z7f(Z),

Reversivel: 7= iz+Bz"7'y(z,z) comk # [+ 1.

possuem um centro persistente na origem.

Prova. A partir das expressoes das equagdes listadas acima, fica claro que se elas possuem
um centro na origem, este centro € persistente, de acordo com a Defini¢do 2.1. Vamos
provar efetivamente que todos eles sdo centros.

A equagdo quadritica € bem conhecida, e sabemos que ela posui centro da
origem, ver por exemplo [28].

As equacdes holomorfa e hamiltoniana, seguem facilmente do Teorema 3.2.

A equacdo separada segue também do mesmo Teorema citado acima, pois
iz+22f(2) = iz[1 —izf(2)].
Finalmente, a equagao reversivel. Note que, Teorema 3.2, existe o € R tal que

fur = — frge 1R (4-1)
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para todos os mondmios dos F' correspondentes. No nosso caso

F(z,2) = B7'y(z,2) = ) By, 22,
j=0

para alguns y; € R, j > 0.

Seja re® = By na equagdo (4-1), como —1 = ¢™, desenvolvendo, obtemos

i0

re® = —pe i1+ -k

_ reinei(fe)ei(lﬂfk)ot

_ rei[n—9+(1+l—k)oc]7

assim,
0=n—0+a(l+1—k),

onde 6 é o argumento comum dos By ;. Desde que 1+ — k # 0, tomamos

o 20—m
IR RN

e o resultado fica provado. [}

4.2 Prova do Teorema B

Considere a equagao diferencial complexa cubica.
¢=iz+AZ + Bz +CZ + D7 + EZ* 7+ FzZ* + GZ.

A origem € um centro persistente, se € somente se, for escrito nos seguintes

formas

Quadritica: ;= iz+Az7> +CZ,
Holomorfa: ;= iz+Az>+ D7,
Hamiltoniana: ;= iz+Cz*+ G2,
Separada: 7 = iz + BzZ+ FzZ%.

Prova. Pelo Teorema A, sabemos que todas as equacgdes listadas aqui tem um centro

persistente na origem. Provaremos que eles sdo os tinicos.
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Pelo Lema 2.2, temos que as condi¢des E = AB = BC = DF = 0 sdo necessarias.

Entdo temos as seguintes possibilidades.
(1) E=B=D=0,
(i) E=B=0, D#0 e F=0,
(iii) E=0, B#0 e A=C=DF =0.

para cada uma das possibilidades, encotramos na equagdo cubica geral uma classe, a qual
os centros persistentes pertencem a uma das seguintes classes usaremos muitas vezes a

expressao de V7. Por [11], temos que, quando E = B =0,

Vi= 3z |9Re(18GF?+48FDG— 18D°G) — 3Im (96ACD? — 1384DGC + 63FGC*+

+ 183GC*D —216ACDF + 198AGCF + T2AADF + 456CCDF + 72ACF*—
— 27A’FG+45A>DG) + 2Re (72A2CDC + 36A%AFC + 396ACF C? — 7242 GC?—

36A%ACD — 396ACC*D — T2A*CCF + 36A*ACG + 54A°F G + 396AC*CG) |,

e, quando £ = A = C =0, obtemos

T

Vy = STe 9Re (18GF? +48FDG — 18D*G) — 3Im (396B>DG + 324B*F G+

+ 1224BBDF) +2Re (—1728B°BD —243BG) |,
para a primeira classe, a equacgao cubica fica
=iz + AP +CP +F22 + G2

Usando a primeira expressao de V7, e argumentos similar ao usado na prova do Lema 2.2,
obtemos, GF? = 0.
Dividiremos o estudo desta classe em duas subclasses.
e Quando G =0,
e QuandoG#0e F =0,

na primeira subclasse, usaremos novamente a expressio de V5, obtemos que, ACF? = 0,

aqui, surge mais duas possibilidades
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(@) F =0,
(b) F#0.

Quando F' = 0, temos o centro presistente quadritico dado do primeiro item.

Sempre que F # 0, temos
i=iz+CP+FzZ? e i=iz+AL+FZ,

usando o método para o cédlculo das constantes de Lyapunov desenvolvido em [13],
obtemos que
Voo<Re (C?F3) e Voo Re(A*F?F),

respectivamente. Com o mesmo argumento usado acima, obtem-se, que, ou C = 0 ou
A = 0 respectivamente, ambas as situagdes corresponde ao caso particular dado no quarto
item.

Para a segunda subclasse, a equagdo cubica € escrita como
t=iz+AZ+CT+ G2,

com G # 0. Usando novamente a expressio de V5, obtemos que A>’GC? = 0. Entiio AC = 0,
pois, G # 0. Quando A = 0, obtemos o centro persistente para equagio hamiltoniana.

Resta-nos portanto estudar a situagdo em que AG # 0 e C = 0, para a equagio
t=iz+AZ+GZ.
Novamente, pelo método descrito em [13], vem que
Vo =0 e Vij < Re (G*GAY).

Desde que, AG # 0 ndo ha centros persistente nesta situagao.

Para a segunda classe, usando a condicio D(3B> +AC) = 0 do Lema 2.2,
obtemos que AC = 0, além disso, pela primeira expressdo de V7 e argumento similar
usado para a primeira classe, tem-se, D>G=0,0 que nos fornece, G = 0, assim a equagao
ctibica reduz a

¢=iz+AZ+CZ+D2,

com D # 0 e AC = 0. Observe que quando C = 0 o segundo item do teorema segue.
Agora, o caso em que CD # 0 e A = 0. Usando novamente o método desenvolvido em

[13], obtém-se, Vg o< Re(C2D3), neste caso, também ndo temos centro persistente.
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Para a ultimas classe, pelo Lema 2.2, obtemos que D?B =0, entdo, D = 0. Pela
segunda expressdo de V7 obtemos B*G = 0, que fornece G = 0, assim obtemos a expressio

do quarto item do teorema.

4.3 Prova do Teorema C

O sistema rigido

z=iz+zH(z,Z) , onde H(z,Z)=H(z,2),

possui um centro persistente na origem, se e somente se, é o trivial, ou seja, H(z,7) = 0.

Prova. Escrevamos

H(Z7Z) = Z HP(Z7Z) = Z hjkzjzka
p=1 JjHk>1

onde H), sdo polindmios homogéneos. Pelo primeiro item do Corolério 3.8, sabemos que
para ter um centro persistente € necessario que /1), = 0 para todo k > 1. Calcularemos

diretamente as constantes de Lyapunov da equagdo
z=1iz+7MH(z,Z7), AeC.

Usando (2-3), e o mesmo método empregado para obter (2-5), temos

dr  PRy(8)+rR3(8) + -+ "Ry(8) + -
do  14+rh(8)+r2L(8)+ -+ 11,(8)+---

(4-2)

= r*Ry(0) +7°[R3(8) — L(8)R2(8)] + O(r*),
onde
Ru(8) = Re (AH,H (e"e,e**’)) e [(8)=Im (AH,H <ei6, e*i(’)) .
Substituindo a expresso dada em (2-6) em (4-2), obtemos
r(8) =R2(0) e  u3(8) =2R2(8)uz(6) + [R3(8) — (8)R2(8)],

com 1SS0,

271

Va=12m) = [ Ra(6)d0 = Re { /0

2% . - .
A (hloe’e + hloe_’9> de} —0.



4.3 Prova do Teorema C 53

(&
V3= uz(2m)
_ /O " [R3(9) —IZ(G)RQ(G)} d9
_ /0 " {Iz(e)Rz(G)}dG,
isto é

Vo= 3 [ m[2m? (0,0 )] a0

= —7lm (7\.2) |/’l1()|2.
Onde nas igualdades acima usamos o fato de que

Im(A?)

Im(A)Re(A) = 5

Logo a condicdo para se ter um centro persistente é que hj9 = 0, assim, H;(z,Z7) =0 e
consequentemente R»(0) = I(8) = 0 e por fim, V3 = 0.

Para finalizar a demonstracdo, usaremos indu¢do matemadtica, ou seja, provare-
mos que se, H| = Hy = --- = Hy_1 = 0 que significaque V3 = V5 =--- =V =0, entdo
Hk =0e V2k+1 =0.

Vamos provar para o caso k = 2, neste caso a equacdo diferencial (4-2) é escrita

como
dr  rPR3(8)+r*R4(0)+- -

do 1+ r21(0)+r31(0)+---

= R3(0) +r'Ry(0) + 7 [R5(0) — I3(8)R3(0)] + O(r°),

substituindo novamente a solucdo dada em (2-6), temos o sistema

<
—~~
D
N——
I
|3
=
O8]
—~~
D
~—
<
93]
—
D
N~—
_|_
~
W
~~
D
N—
|
e
N
D
~—
~
(98]
N
D
=

comparando novamente com a expressao de (4-2) no caso k = 2, como feito anteriormente,
obtém-se que, Vo =V3 =V, =0, ¢
1 /2= . .
Vs=—3 [ Im [R5 (¢®,e7) | 06 = —7im (22) [|xol?]
0

como Vs tem que ser zero, para todo A € C, pois temos que ter um centro persistente,
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assim, temos hyo = 0, e entdo, H, = 0 como queriamos.
Assumindo agora que Hy = H, = --- = Hy_1 = 0, temos a seguinte hipdtese de
inducgio
dr rk+1Rk+1 (9)+rk+2Rk+2(9)+---
do 1+ (8)+ A2 0(9)

_|_

= FTRe 1 (8) + PR 2(0) + -+ P Ry+

+ PRy 1(8) — i1 (0)Res1 (8)] + O (r2412),

sustituindo a solugdo, temos
U 1(8) = Rit1(6)

U5 (8) = R (6)
ypy1(8) = (k4 1)Rir1(0)ur11(8) + [Roty1(8) — Lok (0)Rx ()]

que implica, Vo =V3 =--- =V, =0, e
k+1
1 [2m 2072 ( 0 —i0 2 N 2
V2k+1 = —5/ Im [7» Hk (e’ ,eil )] d0 = —nlm (k ) Z |hk,kfj’ s
0 4
j=0

entdo, Hy = 0 e Vo1 = 0, como queriamos provar. ]



CAPITULO 5

Centros fracamente persistentes

Neste capitulo, apresentamos equacdes diferenciais polinomiais que tenham a
origem como centro fracamente persistente, € ndo somente persistente, pois se assim o
fosse, coincidiriam com as listadas nos Teoremas principais A, B ou C. Assim, dada a
equagdo diferencial z = iz + F,(z,Z) a origem é um centro fracamente persistente se é um
centro para
z=iz+uFy(z,2), Vu €R.

Os Teoremas 5.1, 5.2 e 5.3 apresentam equacdes diferenciais polinomiais de grau
2, de grau 3, e a generalizacao dos casos anteriores para equagOes diferenciais polinomiais
de grau n, n € N, respectivamente, que possuem a propriedade de ter um centro fracamente

persistente na origem.

Teorema 5.1. A equacado diferencial
2 =iz+ A7 + Bz (5-1

Onde A,B € C, Im (ZB) e A # B, possui um centro fracamente persistente na origem.

Prova. Mostraremos que a equacdo diferencial (5-1) possui um centro na origem, o qual
€ fracamente persistente.

Considere a mundanca de coordenadas polares z = re'®, e defina
$,(0) =e R (eie,e_ie> :
Se existir s € R, tal que
Re (555(8)i+52(8)) =0, (5-2)

entdo, de acordo com a Proposi¢do 3.3, a origem € um centro fracamente persistente e
além disso é Darboux integravel.

O préximo passo € verificar se existe s € R de forma que a expressdo dada em
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(5-2) seja nula. Temos

$,(8) = e ®(Ae*® +B)

= Ae®+Be ™,

e sua derivada € dada por

S5(0) = iAe™® —iBe ™.

Logo da expressao (5-2), segue que

Re (55’2(9)i+52(9)) = Re [s <iAei6 — iBe*’-e> i+ (Ae’.e —l—Be*ie)]

. A
Portanto existe s = 2

= Re [—sAeie + sBe —I—Aeie —I—Be_ie}

= [A+B—s(A—B)|cos(0)

B
+ B’ tal que (5-2) seja verdadeira.

Observe que s€ R, pois

Im(s)

Ou seja, s € R.

A+B
Im( ——
A—B

1[A+B A+B
2i|A—-B A_B

1 [(A+B)(A—B)— (A+B)(A—B)
2i JA—B|P

1 1 — _ — _ N —
——— —|AA—AB+BA—-BB—AA+AB—AB-+ BB
2iHA—BH2[ * + +BB]
Lo
L2 AR _AB
2i|]A—B|]2[ ]

2 _
— = __Im(AB) =0.
|A—B|?
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Teorema 5.2. A equacdo diferencial
i=iz+ D7 +FzZ, (5-3)

onde D,F € C, Im(ﬁF ) e D # F, possui um centro fracamente persistente na origem.

Prova. Vamos mostrar que a Equagdo (5-3) possui um centro fracamente persistente na
origem, para isto, usaremos a Proposi¢ao 3.3, ou seja, devemos verificar se 3 s € R, tal
que

Re (585(8)i+S53(6)) = 0. (5-4)

Usando S, (0) como definido na Proposic¢do 3.3 para n = 3, temos
S3(0) = De*® 4 Fe=29 ¢
S4(8) = 2i (De*® — Fe29) .
Substituindo as expressoes de S3(0) e S5(6) em (5-4), obtemos

Re (s53(0)i+S53(8)) = Re [i2s (De"29 - Fe_i29> i+ <De"29 +Fe_i29>]
= Re [—2sDe’.26 +2sFe 4+ De?® 4 Fe*ize}

= [D+F —2s(D—F)]cos(20)

F
Para s = ﬁ, o resultado fica provado. Verificaremos mais um vez, que
s € R, ou seja,

B 1{D+F D+F}

2i[2(D-F) 2(D-F)

SN [DF — DF |
~ 2i[ID-FIP

Ou seja, s € R. ]
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Como foi visto no inicio do trabalho,

A seguir generalizaremos a expressdo dada na Proposicdo 3.3 e que tem nos ajudado
encontrar equagdes diferenciais que tem a propriedade de ter um centro fracamente
persistente na origem.

Seja Fy(z,2) = Z AuZ7, onde Ay € R. Como,
k+Il=n

S,(8) = e ®F, <ei9’e—i6> _ o0 Z Age—*0pil8 — Z Age(k=1=1)8
k+l=n k+l=n

derivando, obtemos

$,0)= Y Agi(k—1—1)e k18,
k+I1=n

Sendo assim, a expressao da Proposicdo 3.3 é dada por

Re (s5}(0)i + 5,(8)) = & [s$,(0)i-+5,(6) + 55,(8)i + 5,(6)|
il . ,
= 3 —s< Z Akl(k—l—l)el(kll)9> + Z Ayl k118 _
k+l=n k+l=n

k+Il=n k+Il=n

_ s( Z Akl(k_l_l)e—i(k—l—l)9>+ Z Akle—i(k—l—l)e]

Il
e

(5-5)

Estudadaremos os casos para n = 2,3,4 e 5. Para uma melhor notacio, seja

Re (s5,,(0)i +5,(8)) = Q.
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Q)

{—S (Azoeie —Alleiie — 3A02€i36) +

| =

+ A +Are 0+ Age 0

- s (Azoe_ie —Alleie — 3A02e_i39> +
+ Aye P+ A+ 3A02€i3e] =

= (—s+1)Azcos(0)+ (s+1)Aj1cos(0)+ (3s+ 1)Agp cos(30).

1 . . .
Q3= 5 |:—S (214306216 — 2A12€7126 — 4A03eil4e) +

+ As0e®® 4 Ax) +Appe 0 Agze MO

s <2A3()e_i29 — 2A12€i29 — 4A()3ei49> +

Asoe 20 1+ Ay, +Alzeize+AO3ei4e] _

(—2s+ 1)A39c0s(20) + 2451 + (254 1)A12c08(20) + (4s + 1)Agz cos(46).

1 . . . . .
5 {—S (3144()631e -|—A31€le —Azze_le — 3A13e_’39 — 5A()4e_l59> +
+ A4Oei39 +A31€ie —|—A22€_ie +A13e—i39 _|_A04e—i59_

- 5 <3A4067i3e +A31€7ie —Azzeie — 3A136i3e — 5A04ei50> +
+ Agoe 0 4 A31e70 £ Ane®® + A 13670 +A04ei59] -

= (—3s+1)A40c08(30) + (—s+ 1)A3; cos(0) + (s+ 1)Az cos(0)+

+ (3s+1)A13c08(30) + (5s+ 1)Agacos(58).
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{—S <4A50€4ie +2A41 20— 2A23e_i29 — 414146_[4e — 6A05€_i6e> +

| =

F Aspe™® 1 Ay 4 Agy + Asze 20 4 A e ™0 4 Agse 60—

- S (45’4506449 + 2A41€7i26 — 2A23€i29 — 4A14ei4e — 6A056i69) +
+ Asoe 0+ Agem?0 + Azy + Ap3e™®® + Ay +A05e"69} =

= (—4s+1)Aspcos(40) + (—2s+ 1)A4 cos(20) + 243+

+ (2s+1)A23c08(20) + (4s+ 1)A1acos(40) + (65 + 1)Aps cos(60).

Teorema 5.3. Considere a equacdo diferencial

z=iz+F,(z,2) =iz + Z AuZZ, onde Ay € C. E seja
k+l=n

S.(8) = ¢ °F, <ei67efi6> _ 0 Y Age—*0p—il8 — y Ay k=1=1)8

Temos que, as equagoes diferenciais polinomiais planares a seguir possuem a pro-

priedade de ter um centro fracamente persistente na origem.
(a) para n par, temos m casos

1°) Z:iz+Ak0zk+A1,k_1sz71,
2%) z= iZ+Ak_1712k712+A27k_2Z22k72,
3) z= iZ—f—Ak,z,sz_zZz +A37k,3Z3Zk_3,
koo k k_q_k
o) 5 ko k o kopzky
(m-1)°) Z—lZ+A%+27%7222 72 +A§,17§+1Z2 7o+l

.. ko k_ k_k
m°) z=iz+Ar,  x 221227 4 Ay 12270,
7+1,3-1 272

(b) para n impar, temos m casos

1°) z=iz+ A + Ay g_12271,

2°) z= iZ—|—Ak_171zk_12+A27k_2ZZZk_2,
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3°) z= iZ—|-Ak_272Zk_222 +A37k_3z32k_3,

(k+1)

(m_])()) Z:iZ+A(k+l) 5 (k=1) 2Z 2 +22 2 72—|—A(1¢71) (k+1)  ,Z 2 712 2 +1,
R R 7 L+
. . (k1) 4 _(k=1) (k=1) _(k+1)
m’) =izt Awn o) (72 Mz Ay @z 7 2 2
2 > 2 2 T 2
onde,
n Ve
50 sen é par
m =
n—1

, se n é impar

2

é o niimero de casos.

Prova. Para n = 2, temos que pelo Teorema 5.1, segue que
¢ =iz + Az +A112Z

possui um centro fracamente persistente na origem, para Aj; # Ay e Im (A_zoA 11) =0,

com
Ay +Ag

A1 —Ay

o resultado segue pela Proposi¢do 3.3.

eR,

Observe que, a expressao dada em (5-5) nos fornece uma equacdo, e que os
termos que multiplicam os coeficientes Ay; possui cos(6) em evidéncia, como foi feito
para o caso n = 2 acima.

Para n = 3, temos o caso dado pelo Teorema 5.2, ou seja
. 3 )
z=1z+A307 +A122Z

tem a propriedade de ter um centro fracamente persistente na origem, como foi visto, para
A12 7& A30 eIm (A_30A]2) = 0, para
Az+A
¢ — 30 12 c R,
2(A30 —A12)
o resultado segue pela Proposi¢do 3.3.

Observe que, a expressdao dada em (5-5) nos fornece uma equagdo, € que 0s
termos que multiplicam os coeficientes Ay possui cos(26) em evidéncia, como foi feito
para o caso n = 3 acima.

Para n = 4, temos os seguintes casos que tem a propriedade de ter um centro

fracamente persistente na origem,



62

1°) z=iz+Ag* +A13228,
2°) 7 =iz 4+A312°7+ Anz27>.

Observe que, temos duas equacdes dada pela expressdo (5-5), e os termos que
multiplicam os coeficientes Ay possui no primeiro caso cos(30) em evidéncia, para
Ago # A1z e Im (AgoA13) = 0, temos que

Ayp+A
3(A40—A13)
E no segundo caso aparece cos(8) em evidéncia, para A3; # Ay e Im (A31A2,) =0, temos

que
Az t+Ax

s =
Az1 —Ap

de acordo com o que foi feito para o caso n = 4 acima.

eR,

Para n = 5, temos os seguintes casos que tem a propriedade de ter um centro

fracamente persistente na origem
1°) 2 =iz+As02° +A427",
2°) z = iz4+An7+An23,

observe que, temos duas equagdes dada pela expressao (5-5), e os termos que multiplicam
os coeficientes Ay; possui no primeiro caso cos(40) em evidéncia, para Asy # Ay €
Im (A_50A14) =0, temos que
5 — _Aso+ A cR.
4(Aso—A14)
E no segundo caso aparece cos(20) em evidéncia, para A4; # A3 e Im (AT,IAB) =0,
temos que
5 — _AatAxs c R,
2(Ag1 —An3)
de acordo com o que foi feito para o caso n = 5 acima.

Para valores de n > 6, considere a seguinte Tabela 5.1 abaixo, que € obtida a
partir da Expressao (5-5).

Independentemente de n ser par ou impar, temos que os termos que multiplicam
os coeficientes Ag; comecam com cos((k — 1)0) em evidéncia. Generalizando o exposto
acima, temos:

Para n par, observe pela Tabela 5.1 que os termos que multiplicam os coefi-

cientes Ay possui no primeiro caso, cos((k — 1)0) em evidéncia, para Agy # A x—1 €
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[ Au ] | ! | 2 |3 |k |
0 (—s+1) (—2s+1) [—(k—1)s+1]
cos(0) cos(20) cos((k—1)0)
1 (s+1) 2A7; (—s+1) [—(k—2)s+1]
cos(0) cos(0) cos((k—2)0)
2 (3s+1) (2s+1) (s+1) 243, [—(k—3)s+1]
cos(30) cos(20) cos(0) cos((k—3)0)
3 (4s+1) (3s+1) (2s+1) (s+1) [—(k—4)s+1]
cos(40) cos(30) cos(20) cos(0) cos((k—4)0)
=1 [Is+1] [(I-1)s+1] [( 2)s+1] [( 3)s+1] 24141
cos(16) cos((I—1)8) | cos((/—2)8) cos((1—3)8)
l [(I+1)s+1] [Is+1] [(I-1)s+1] [(I-2)s+1] (s+1)
cos((I+1)8) cos(10) cos((I—1)8) cos((1—2)8) cos(9)

Im (AgoA1 x—1)

=0, temos que

Aro +A1 k-1

eR.

(k—1) (Ao —A1x-1)

Tabela 5.1: Termos que multiplicam os coeficientes Ay

No segundo caso, aparece cos((k — 3)8) em evidéncia, para Ay_1; # Axx—2 €

Im (Ay_1,1A24-2)

= (0, temos que

Ar—11+A2%-2

B (k—3) (Ak—1,1 — Az k)

eR.

No terceiro caso, aparece cos((k — 5)0) em evidéncia, para Ay 22 # Azx3 €

Im (Ay_22A34-3)

=0, temos que

Ar22+A3% 3

~ (k-5) (Ak—22 —A343)

eR,

e assim sucessivamente, até chegarmos ao pendltimo caso, onde aparece cos(36) em

evidéncia, paraA§+2’§_2 7£A§—1,§+1 e Im <A§+2,§_2A§_17§+1) =0, temos que

e para o ultimo caso, aparece cos(6) em evidéncia, para A% L1k # A

Im <Ak+17l§ 1A§7§> =0, temos que

A’5+2 L 2+Ak 1

72+1

S =

3(Agiat 2= A1 t0)

eR

k k
22

€



64

Para n impar, observe pela Tabela 5.1 que os temos que multiplicam os coe-
ficientes Ay, possui no primeiro caso cos((k —1)0) em evidéncia, para Axg # Ajx—1 €
Im (A_kOAl,kfl) =0, temos que

Ao +A71 k-
G— kO TALk—1 cR.

(k—1) (Aro—A1x-1)

No segundo caso, aparece cos((k —3)0) em evidéncia, para Ay_1; # Az ©
Im (Akfl,lAZ,ku) =0, temos que

Aj_ Ar
G— k—1,1 TA2k—2 cR.

(k—3) (Ak—1,1 —Azk—2)

No terceiro caso, aparece cos((k — 5)0) em evidéncia, para Ay 22 # Az 3 €
Im (Ak,272A37k,3) = (0, temos que
Ar—22+A35 3

§ = S R?
(k—5) (Ak—22 —A34-3)

e assim sucessivamente, até chegarmos ao pentltimo caso, onde aparece cos(40) em ev-

idéncia, paraA(k;UH,(k;l),z 7éA<";1L1,<’<;‘)+1 e Im (A(k§1)+2, A 717(,{51)“) =

0, temos que

Aty |, t-1) HFAw-)) | ()
(D) o o) _p TAG) g (D) 4y
s = Z 2 Z Z € R,
4 <A k—1 k+1 —A k—1 )
( = )40 ( = )_o %_1’%4_1

e para o ultimo caso, aparece cos(26) em evidéncia, para A 1) NG FAp-1) (r1) ©
T2 ThT2 T

T
Im<A(k+1) (k=1) A

1) (k-1)
o tL ol

) =0, temos que

A(k+1)+] (=) FAG) k)
= 7 1 7 2 eR,

2 <A SIS —A(k%n (k71)>

2 2

observe que a Proposi¢do 3.3 foi usada diversas vezes, ou seja, o fato de existir s € R, é
que nos garante que a origem € um centro fracamente persistente em todos os casos, como
queriamos demonstrar. [

Observe também, que, quando n € impar, aparece o caso 2A; onde k =1+1, ¢
como sabemos as familias de equacdes diferenciais que possuem estes coeficientes ndao
possuem um centro na origem, veja Coroldrio 3.8, outro aspecto que se observa na Tabela

5.1 e que os coeficientes Ay; nunca aparecem.



CAPITULO 6

Conclusoes

Apesar de termos encontrados todos os centros persistentes para a equagio
diferencial complexa cubica e os sistemas rigidos, ndo foi possivel caracterizar todos os
centros para os casos estudados, e estes permanecem em aberto. A razdo principal € que as
condi¢des necessdrias para se obter um centro sdo dadas pelo anulamento das constantes
de Lyapunov, tornando o problema mais vidvel, quando estamos procurando por centros
persistentes e fracamente persistentes, veja a Observagdo 2.3.

Acreditamos que o problema de procurar, seja por centros persistentes ou fra-
camente persistentes em outras familias de equacdes diferenciais nao ajudard a entender
melhor a estrutura de todos os centros, por isto, os Teoremas dados no Capitulo 5 ndo tem
o proposito de catalogar todos os centros fracamentes persistentes que existem.

Em particular, o problema de conhecer toda a lista de centros persistentes dada

no Teorema A € exaustiva e ndo foi tratado neste trabalho.



Referéncias Bibliograficas

[1] A. Cima, A. Gasull e J. Medrado, On persistent centers, Bull. Sci. math. (2008),
doi:10.1016/j.bulsci.2008.08.007

[2] A. A. Andronov, E. A. Leontovich, I. I. Gordon, and A. G. Maier, Theory of
bifurcations of dynamic systems on a plane, Halsted Press [A division of John
Wiley & Sons], New York-Toronto, Ont., 1973, Translated from the Russian.

[3] N. N. Bautin, On the number of limit cycles which appear with the variation of
coefficients from an equilibrium position of focus or center type, American Math.
Soc. Translation 1954 (1954), no. 100, 19.

[4] A. Cima, A. Gasull, V. Mafiosa, and F. Mafosas, Algebraic properties of the
Lyapunov and period constants, Rocky Mountain J. Math. 27 (1997), no. 2, 471
—501.

[5] A. Cima, J. Llibre and J. Medrado, New families of centers for polynomial vector
fields of arbitrary degree. To appear in Comm. on Applied Nonlinear Analysis.

[6] J. Chavarriga, Integrable systems in the plane with center type linear part, Appl.
Math. (Warsaw) 22 (1994), no. 2, 285-3009.

[7] R. Conti, Uniformly isochronous centers of polynomial systems in R?, Differential
equations, dynamical systems, and control science, Lecture Notes in Pure and
Appl. Math., vol. 152, Dekker, New York, 1994, 21-31.

[8] W. W. Farr, C. Li, I. S. Labouriau, and W. F. Langford, Degenerate Hopf bifurca-
tion formulas and Hilbert’s 16th problem, SIAM J. Math. Anal. 20 (1989), no. 1,
13-30.

[9] J. P. Francoise, Successive derivatives of a first return map, application to the
study of quadratic vector fields, Ergodic Theory Dynam. Systems 16 (1996), no. 1,
87 —96.

[10] A. Garijo, A. Gasull and X. Jarque, On the period function for a family of complex
differential equations, J. Differential Equations, 224 (2006) no. 2 pp. 314-331.



Referéncias Bibliograficas 67

[11] A. Gasull, A. Guillamon, and V. Mafiosa, An explicit expression of the first
Lyapunov and period constants with applications, J. Math. Anal. Appl. 211
(1997), no. 1, 190 — 212.

[12] A. Gasull, A. Guillamon, and V. Mafiosa, An analytic—numerical method for
computation of the Lyapunov and period constants derived from their algebraic
structure, SIAM J. Numer. Anal. 36 (1999), no. 4, 1030 — 1043.

[13] A. Gasull and J. Torregrosa, A new approach to the computation of the Lyapunov
constants, The geometry of differential equations and dynamical systems. Com-
put. Appl. Math. 20 (2001), 149-177.

[14] A. Gasull and J. Torregrosa, A relation between small amplitude and big limit
cycles, Rocky Mountain J. Math. 31 (2001), 1277-1303.

[15] J. Giné, The center problem for a linear center perturbed by homogeneous
polynomials, Acta Math. Sin. (Engl. Ser.) 22 (2006), 1613—-1620.

[16] J. Giné and X. Santallusia, On the Poincaré-Lyapunov constants and the Poincaré
series, Appl. Math. (Warsaw) 28 (2001), 17-30.

[17] B. Hassard and Y. H. Wan, Bifurcation formula e derived from center manifold
theory, J. Math. Anal. Appl. 63 (1978), no. 1, 297-312.

[18] I. D. Iliev, On second order bifurcations of limit cycles, J. London Math. Soc. (2)
58 (1998), no. 2, 353-366.

[19] I. D.Iliev and L. M. Perko, Higher order bifurcations of limit cycles, J. Differential
Equations 154 (1999), no. 2, 339-363.

[20] P.Joyal, Invariance of Poincaré—Lyapunov polynomials under the group of rota-
tions, Electron. J. Differential Equations 1998 (1998), No. 23, p. 8 (electronic).

[21] Y. R. Liu and J. B. Li, Theory of values of singular point in complex autonomous
differential systems, Sci. China Ser. A 33 (1990), no. 1, 10 — 23.

[22] N. G. Lloyd, J. M. Pearson, and V. A. Romanovsky, Computing integrability
conditions for a cubic differential system, Comput. Math. Appl. 32 (1996), no. 10,
99 - 107.

[23] J. M. Pearson, N. G. Lloyd, and C. J. Christopher, Algorithmic derivation of centre
conditions, SIAM Rev. 38 (1996), no. 4, 619-636.



Referéncias Bibliograficas 68

[24] J. C. Poggiale, Applications des variétés invariantes a la modélisation de
I’hétérogénéité en dynamique des populations, Ph.D. thesis, Université de Bour-

gogne, 1994.

[25] R. Roussarie, Bifurcation of planar vector fields and Hilbert’s sixteenth problem,
Birkhduser Verlag, Basel, 1998.

[26] K. S. Sibirskii, On the number of limit cycles in the neighborhood of a singular
point, Differencial’nye Uravnenija 1 (1965), 53-66.

[27] J. A. Sanders and F. Verhulst, Averaging methods in nonlinear dynamical systems,

Springer-Verlag, New York, 1985.

[28] H. Zotadek, Quadratic systems with center and their perturbations, J. Differential
Equations 109 (1994), no. 2, 223-273.

[29] Perko, Lawrence, Diferential equations and Dynamical Systems. Springer-Verlag,
1991.



Livros Gratis

( http://www.livrosgratis.com.br )

Milhares de Livros para Download:

Baixar livros de Administracao

Baixar livros de Agronomia

Baixar livros de Arquitetura

Baixar livros de Artes

Baixar livros de Astronomia

Baixar livros de Biologia Geral

Baixar livros de Ciéncia da Computacao
Baixar livros de Ciéncia da Informacéo
Baixar livros de Ciéncia Politica

Baixar livros de Ciéncias da Saude
Baixar livros de Comunicacao

Baixar livros do Conselho Nacional de Educacdo - CNE
Baixar livros de Defesa civil

Baixar livros de Direito

Baixar livros de Direitos humanos
Baixar livros de Economia

Baixar livros de Economia Doméstica
Baixar livros de Educacao

Baixar livros de Educacdo - Transito
Baixar livros de Educacao Fisica

Baixar livros de Engenharia Aeroespacial
Baixar livros de Farmacia

Baixar livros de Filosofia

Baixar livros de Fisica

Baixar livros de Geociéncias

Baixar livros de Geografia

Baixar livros de Histdria

Baixar livros de Linguas



http://www.livrosgratis.com.br
http://www.livrosgratis.com.br
http://www.livrosgratis.com.br
http://www.livrosgratis.com.br
http://www.livrosgratis.com.br
http://www.livrosgratis.com.br
http://www.livrosgratis.com.br
http://www.livrosgratis.com.br
http://www.livrosgratis.com.br
http://www.livrosgratis.com.br/cat_1/administracao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_1/administracao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_1/administracao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_1/administracao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_1/administracao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_1/administracao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_1/administracao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_2/agronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_2/agronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_2/agronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_2/agronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_2/agronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_2/agronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_2/agronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_3/arquitetura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_3/arquitetura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_3/arquitetura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_3/arquitetura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_3/arquitetura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_3/arquitetura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_3/arquitetura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_4/artes/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_4/artes/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_4/artes/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_4/artes/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_4/artes/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_4/artes/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_4/artes/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_5/astronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_5/astronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_5/astronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_5/astronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_5/astronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_5/astronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_5/astronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_6/biologia_geral/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_6/biologia_geral/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_6/biologia_geral/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_6/biologia_geral/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_6/biologia_geral/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_6/biologia_geral/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_6/biologia_geral/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_6/biologia_geral/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_6/biologia_geral/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_8/ciencia_da_computacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_8/ciencia_da_computacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_8/ciencia_da_computacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_8/ciencia_da_computacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_8/ciencia_da_computacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_8/ciencia_da_computacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_8/ciencia_da_computacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_8/ciencia_da_computacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_8/ciencia_da_computacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_8/ciencia_da_computacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_8/ciencia_da_computacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_9/ciencia_da_informacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_9/ciencia_da_informacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_9/ciencia_da_informacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_9/ciencia_da_informacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_9/ciencia_da_informacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_9/ciencia_da_informacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_9/ciencia_da_informacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_9/ciencia_da_informacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_9/ciencia_da_informacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_9/ciencia_da_informacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_9/ciencia_da_informacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_7/ciencia_politica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_7/ciencia_politica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_7/ciencia_politica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_7/ciencia_politica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_7/ciencia_politica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_7/ciencia_politica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_7/ciencia_politica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_7/ciencia_politica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_7/ciencia_politica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_10/ciencias_da_saude/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_10/ciencias_da_saude/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_10/ciencias_da_saude/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_10/ciencias_da_saude/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_10/ciencias_da_saude/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_10/ciencias_da_saude/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_10/ciencias_da_saude/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_10/ciencias_da_saude/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_10/ciencias_da_saude/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_10/ciencias_da_saude/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_10/ciencias_da_saude/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_11/comunicacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_11/comunicacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_11/comunicacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_11/comunicacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_11/comunicacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_11/comunicacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_11/comunicacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_13/defesa_civil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_13/defesa_civil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_13/defesa_civil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_13/defesa_civil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_13/defesa_civil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_13/defesa_civil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_13/defesa_civil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_13/defesa_civil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_13/defesa_civil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_14/direito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_14/direito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_14/direito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_14/direito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_14/direito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_14/direito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_14/direito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_15/direitos_humanos/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_15/direitos_humanos/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_15/direitos_humanos/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_15/direitos_humanos/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_15/direitos_humanos/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_15/direitos_humanos/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_15/direitos_humanos/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_15/direitos_humanos/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_15/direitos_humanos/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_16/economia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_16/economia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_16/economia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_16/economia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_16/economia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_16/economia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_16/economia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_17/economia_domestica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_17/economia_domestica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_17/economia_domestica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_17/economia_domestica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_17/economia_domestica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_17/economia_domestica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_17/economia_domestica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_17/economia_domestica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_17/economia_domestica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_18/educacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_18/educacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_18/educacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_18/educacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_18/educacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_18/educacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_18/educacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_19/educacao_-_transito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_19/educacao_-_transito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_19/educacao_-_transito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_19/educacao_-_transito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_19/educacao_-_transito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_19/educacao_-_transito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_19/educacao_-_transito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_19/educacao_-_transito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_19/educacao_-_transito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_20/educacao_fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_20/educacao_fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_20/educacao_fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_20/educacao_fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_20/educacao_fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_20/educacao_fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_20/educacao_fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_20/educacao_fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_20/educacao_fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_21/engenharia_aeroespacial/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_21/engenharia_aeroespacial/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_21/engenharia_aeroespacial/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_21/engenharia_aeroespacial/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_21/engenharia_aeroespacial/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_21/engenharia_aeroespacial/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_21/engenharia_aeroespacial/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_21/engenharia_aeroespacial/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_21/engenharia_aeroespacial/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_22/farmacia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_22/farmacia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_22/farmacia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_22/farmacia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_22/farmacia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_22/farmacia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_22/farmacia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_23/filosofia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_23/filosofia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_23/filosofia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_23/filosofia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_23/filosofia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_23/filosofia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_23/filosofia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_24/fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_24/fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_24/fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_24/fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_24/fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_24/fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_24/fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_25/geociencias/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_25/geociencias/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_25/geociencias/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_25/geociencias/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_25/geociencias/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_25/geociencias/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_25/geociencias/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_26/geografia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_26/geografia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_26/geografia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_26/geografia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_26/geografia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_26/geografia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_26/geografia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_27/historia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_27/historia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_27/historia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_27/historia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_27/historia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_27/historia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_27/historia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_31/linguas/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_31/linguas/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_31/linguas/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_31/linguas/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_31/linguas/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_31/linguas/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_31/linguas/1

Baixar livros de Literatura

Baixar livros de Literatura de Cordel
Baixar livros de Literatura Infantil
Baixar livros de Matematica

Baixar livros de Medicina

Baixar livros de Medicina Veterinaria
Baixar livros de Meio Ambiente
Baixar livros de Meteorologia
Baixar Monografias e TCC

Baixar livros Multidisciplinar

Baixar livros de Musica

Baixar livros de Psicologia

Baixar livros de Quimica

Baixar livros de Saude Coletiva
Baixar livros de Servico Social
Baixar livros de Sociologia

Baixar livros de Teologia

Baixar livros de Trabalho

Baixar livros de Turismo



http://www.livrosgratis.com.br/cat_28/literatura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_28/literatura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_28/literatura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_28/literatura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_28/literatura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_28/literatura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_28/literatura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_30/literatura_de_cordel/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_30/literatura_de_cordel/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_30/literatura_de_cordel/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_30/literatura_de_cordel/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_30/literatura_de_cordel/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_30/literatura_de_cordel/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_30/literatura_de_cordel/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_30/literatura_de_cordel/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_30/literatura_de_cordel/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_30/literatura_de_cordel/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_30/literatura_de_cordel/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_29/literatura_infantil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_29/literatura_infantil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_29/literatura_infantil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_29/literatura_infantil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_29/literatura_infantil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_29/literatura_infantil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_29/literatura_infantil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_29/literatura_infantil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_29/literatura_infantil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_32/matematica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_32/matematica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_32/matematica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_32/matematica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_32/matematica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_32/matematica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_32/matematica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_33/medicina/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_33/medicina/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_33/medicina/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_33/medicina/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_33/medicina/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_33/medicina/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_33/medicina/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_34/medicina_veterinaria/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_34/medicina_veterinaria/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_34/medicina_veterinaria/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_34/medicina_veterinaria/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_34/medicina_veterinaria/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_34/medicina_veterinaria/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_34/medicina_veterinaria/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_34/medicina_veterinaria/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_34/medicina_veterinaria/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_35/meio_ambiente/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_35/meio_ambiente/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_35/meio_ambiente/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_35/meio_ambiente/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_35/meio_ambiente/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_35/meio_ambiente/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_35/meio_ambiente/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_35/meio_ambiente/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_35/meio_ambiente/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_36/meteorologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_36/meteorologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_36/meteorologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_36/meteorologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_36/meteorologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_36/meteorologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_36/meteorologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_45/monografias_e_tcc/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_45/monografias_e_tcc/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_45/monografias_e_tcc/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_45/monografias_e_tcc/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_45/monografias_e_tcc/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_45/monografias_e_tcc/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_45/monografias_e_tcc/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_37/multidisciplinar/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_37/multidisciplinar/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_37/multidisciplinar/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_37/multidisciplinar/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_37/multidisciplinar/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_38/musica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_38/musica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_38/musica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_38/musica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_38/musica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_38/musica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_38/musica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_39/psicologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_39/psicologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_39/psicologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_39/psicologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_39/psicologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_39/psicologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_39/psicologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_40/quimica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_40/quimica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_40/quimica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_40/quimica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_40/quimica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_40/quimica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_40/quimica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_41/saude_coletiva/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_41/saude_coletiva/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_41/saude_coletiva/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_41/saude_coletiva/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_41/saude_coletiva/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_41/saude_coletiva/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_41/saude_coletiva/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_41/saude_coletiva/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_41/saude_coletiva/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_42/servico_social/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_42/servico_social/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_42/servico_social/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_42/servico_social/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_42/servico_social/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_42/servico_social/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_42/servico_social/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_42/servico_social/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_42/servico_social/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_43/sociologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_43/sociologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_43/sociologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_43/sociologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_43/sociologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_43/sociologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_43/sociologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_44/teologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_44/teologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_44/teologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_44/teologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_44/teologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_44/teologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_44/teologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_46/trabalho/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_46/trabalho/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_46/trabalho/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_46/trabalho/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_46/trabalho/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_46/trabalho/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_46/trabalho/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_47/turismo/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_47/turismo/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_47/turismo/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_47/turismo/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_47/turismo/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_47/turismo/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_47/turismo/1

