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Resumo

Neste trabalho, estudaremos um modelo relativistico com interacao efetiva para nanotubos de car-
bono, onde descreveremos as propriedades termodinamicas do modelo. Nosso problema sera con-
siderar uma abordagem relativistica partindo de uma densidade de Lagrangiana com termos de
interagdes efetivas, escalar e vetorial. Este modelo é completamente resolvido num sistema de
coordenadas cilindricas que reflete aplicacdes para nanotubos de carbono. A geometria cilindrica
de nanotubos confere propriedades Uinicas em sistemas quanticos de muitos corpos restritos a uma
andlise na sua superficie. Estamos interessados em investigar para esses nanotubos as proprieda-
des termodindmicas para um sistema de elétrons na superficie cilindrica mediante uma interagao
efetiva de contato entre os elétrons. A partir de resultados experimentais para a func¢ao trabalho do
grafeno (WFG = 4.8 eV) foi possivel parametrizar o modelo. Nossos resultados permitem verificar
uma diferencga entre as duas versdes do modelo, ndo relativistica e relativistica. Uma comparacao
exaustiva entre essas duas versoes é expressada. Na versao relativistica, também resolvida analiti-
camente, pode-se verificar que a geragdo dindmica de massa estd plenamente associada a abertura

de “gaps” entre as bandas de conducdo e valéncia.
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Abstract

In this work, we study a relativistic model with effective interaction for carbon nanotubes, in which
we describe the thermodynamic properties of the model. Our problem is to consider a relativistic
approach starting with a Lagrangian density with effective interaction terms, scalar and vectorial.
This model is completely solved in a cylindrical frame of reference which shows applications
for carbon nanotubes. Nanotube cylindric geometry, displays unique properties in many-body
quantum systems restricted to an analysis on its surface. We are interested in investigating the
thermodynamic properties of nanotubes for an electrons system on its cylindrical surface by means
of an effective interaction of contact among electrons. From the experimental results for graphene
work function we could parameterize the model. Our results allow us to verify a difference between
the two versions of the model, one relativistic and one non-relativistic. An exhaustive comparison
between the two versions is expressed. In the relativistic version, analytically solved as well, one
can verify that the dynamic generation of mass is fully associated to the gaps opening between

conduction and valence bands.
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Capitulo 1

Introducao

Em 1959, o cientista Richard Feynman prenunciou em um encontro da Sociedade Americana de
Fisica que, no futuro, o homem seria capaz de manipular &tomos e moléculas fazendo deles o que
bem entendesse. Seria como brincar com legos, utilizando d4tomos e moléculas como pegas de
constru¢do. Na época ele ndo foi levado a sério por seus colegas, mas hoje em dia, Feynman é

considerado o “pai da nanotecnologia” que estd em franco desenvolvimento.

As nanociéncias estudam as propriedades dos d&tomos e moléculas, enquanto as nanotecnologias

desenham, criam e sintetizam materiais através do controle da matéria em nanoescala.

Podemos conceituar nanotecnologia como o conjunto de técnicas usadas para manipulacdo da
matéria na escala nanométrica que dista de 107 m. Um nanometro equivale a um bilionésimo do
metro ou a milionésima parte do milimetro [1]. O dominio da nanotecnologia encontra-se compre-
endido entre 0, 1 e 100 nm. Para que tenhamos uma referéncia “macro”, a espessura de um fio de
cabelo € de aproximadamente 80 mil nanometros; um virus tem de 20 & 300 nanometros. Nesta,
escala os materiais manifestam propriedades diversas das que exibem em uma escala maior por
consequéncia imediata da mecanica quantica que adquire importancia ainda maior. Por exemplo,
propriedades reativas, magnéticas, Opticas, elétricas e toxicas passam a ser diferentes dos mate-
riais em macroescala. Um material como o carbono em nanoescala pode ser mais resistente que
um diamante devido as propriedades de suas ligacdes quimicas ou pesar muitas vezes menos que

0 aco e ainda ter uma condutividade elétrica com minimas perdas pela transmissdo e distancia.
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Os cientistas, entusiasmados com essas novas propriedades, buscam como explori-las em novos

materiais e produtos [1, 2].

Os processos nanotecnoldgicos podem ser aplicados praticamente em qualquer produto manufatu-
rado, em toda a gama de setores industriais [2]. Pesquisadores estdao empregando a nanotecnologia
para conseguir computadores mais rapidos, materiais mais resistentes, mais leves, com maior dura-
bilidade, curativos, e produtos inteligentes, tais como: drogas direcionadas para células especificas,

sensores que possibilitam monitoracdo de processos industriais, agricolas, etc.

Os nanotubos de carbono, objetos de estudo deste trabalho, que sdo de cinqiienta a cem vezes
mais fortes que o aco e com 1/6 de sua densidade, terdo aplicagdes em diversos materiais para as
industrias aeroespacial, automotriz, eletronica, entre outras. Pesquisadores prometem computado-
res muito velozes e eficientes, e chips poderosos e reduzidos ao tamanho de poucos dtomos. Talvez
pequenas bactérias providas de sensores sejam capazes de consumir corpos de dgua contaminados

por metais pesados, ou descontaminar em tempo recorde a atmosfera terrestre.

Nanocdpsulas com sistemas combinados de sensores e aditivos revolucionardo as industrias de
lubrificantes, farmacéutica, filtros, etc. Outra promessa das nanotecnologias sdo os sistemas para

purificar d4gua e eliminar produtos poluentes [1].

Em definitivo, nanociéncias e nanotecnologias constituem um campo de pesquisa emergente, con-
siderado revoluciondrio, capaz de alterar significativamente as atuais condi¢des de producdo e a
vida cotidiana das pessoas. E, ao que tudo indica, tais mudancas caminhardao muito rapidamente.
O Projeto Tecnologias Emergentes do Woodrow Wilson International Center for Scholars, dos
Estados Unidos, em seu inventdrio sobre produtos contendo nanotecnologias ja disponiveis no

mercado, indicava a existéncia de 803 produtos em agosto de 2008.

Os efeitos sociais e econdmicos dessas novas tecnologias em nivel nacional e mundial serdo, sem
davida, de grande envergadura. As nanotecnologias tornardo obsoletas as tecnologias concorrentes
hoje existentes, podendo causar consequéncias desestabilizadoras para os paises em desenvolvi-
mento. Setores industriais poderdo perder mercados, novas industrias poderdo ser desenvolvidas,
haverd mudancas nas matérias primas utilizadas, podendo afetar as exportagdes de matérias pri-
mas naturais. Haverd mudancas na quantidade e qualidade do trabalho demandada pelos processos

industriais [1, 2].
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Em outra ordem de implicacdes, encontram-se os potenciais impactos para a saide e o ambi-
ente, que se assemelham a polémica sobre os transgénicos, exigindo uma atitude preventiva.
Ainda ndo existem regulamenta¢des nacionais nem internacionais para avaliar a toxidade das nano-
particulas, embora ja existam pesquisas alertando sobre a questdo. Também ha preocupagdo com
a contaminacdo do meio ambiente, pois nanoparticulas podem ser absorvidas pelo solo, e por con-
seguinte entrar na cadeia alimentar [2]. As regulamentacdes e critérios de qualidade e seguranca
dos produtos serdo no futuro outro fator a afetar os mercados. Os paises mais industrializados
destacam-se nas pesquisas e producao de produtos nanotecnoldgicos, o Brasil destaca-se no nivel
latino-americano, sendo o primeiro pais da regido a ter um Programa Nacional de Nanotecnologia
(PNN). Este comecou a ser articulado por iniciativa do Conselho Nacional de Desenvolvimento
Cientifico e Tecnoldgico (CNPq) e lancado em 2005. Desde entdo, vem se desenvolvendo inicia-
tivas, organizagao de redes de pesquisa e dotagdo de infra-estrutura. O Brasil tem procurado ndo
ficar de fora da corrida por esta tecnologia, e 0 governo comegou um esfor¢co conjunto nesta drea
em 2001, conhecido como Iniciativa Brasileira em Nanotecnologia, formando uma rede de pes-
quisa cooperativa neste tema, que conta com a participa¢cdo de mais de uma centena de instituicoes
de pesquisa e ensino em todo o pais. Dada a relevancia outorgada a esta drea na agenda de pes-
quisa brasileira, assim como o cardter revoluciondrio dessas tecnologias, capazes de desencadear
alteracdes importantes nas condi¢des produtivas, a investigacao das implicacdes para o trabalho e

a qualificacdo da forca de trabalho constitui um aspecto relevante para o pais.
Nosso trabalho segue as seguintes distribui¢des de capitulos:

No capitulo 2, faremos um estudo das propriedades das folhas de grafeno, que sdo a base para
geracdo de nanotubos. Sdo discutidas as principais propriedades geométricas do arranjo cristalino
da rede que possui um formato de favo de mel com a repeticdo simétrica de hexdgonos de lado
médio ay = 1,42 A. Essas propriedades sio caracterizadas inteiramente pelas informacdes do

vetor chiral Cj, que define a dire¢do de enrolamento da folha de grafeno para gerar o nanotubo.

No capitulo 3, é estudada a fundamentacdo para equacdo de Dirac que parte de uma andlise da
equagao de Klein-Gordon e suas dificuldades na probabilistica para a funcdo de onda e ener-
gias negativas. Resolvemos a equacgdo de Dirac para particula livre em coordenadas cartesianas

e cilindricas, sendo a dltima, a base geométrica do nosso problema.

No capitulo 4, descreveremos de forma sucinta a abordagem nao relativistica do problema e em
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seguida iniciaremos uma exaustiva abordagem relativistica. Ao se considerar relativisticamente
o problema, construimos um modelo capaz de gerar massa (gap) dinamicamente que tem sido
observada recentemente e derivaremos as expressdes termodinamicas que levam ao cdlculo da

funcgdo trabalho mediante interacdes tensoriais.

No capitulo 5, investigamos as propriedades termodindmicas de um sistema de elétrons na su-
perficie de um condutor cilindrico mediante uma interacao efetiva de contato entre os elétrons. A
partir da expressdo para o cdlculo das componentes tensoriais e parametrizacdo com os resultados
do grafeno, foi possivel fazer uma anélise termodindmica da densidade de energia e pressiao do

sistema de férmions.



Capitulo 2

Nanotubos

2.1 Hibridizacao do Atomo de Carbono

Os materiais baseados no carbono, assim como os clusters € moléculas, sao considerados Gnicos
por algumas razdoes. Uma delas € atribuida as possiveis configura¢des dos estados eletronicos do
atomo de carbono. O carbono é o primeiro elemento do grupo IVA da tabela periddica, o que
significa que no seu estado basal a sua configuragdo tem dois elétrons fortemente ligados no nivel

(1s2) e quatro elétrons na banda de valéncia (252 e 2p?).

De todos os elementos do grupo IVA, somente o carbono pode ter configuracdes sp', sp? e sp?.
Isto deve-se ao fato de ser o unico atomo deste grupo que nao contem elétrons internos tipo p. No
caso do St e do Ge, a interagdo entre o orbital de valéncia p e os elétrons internos tipo p, aumenta
a energia da configuragio sp?. Estes dois elementos apresentam essencialmente hibridizagdo tipo
sp3 e isto pode ser a razdo pela qual os compostos organicos ndo sdo feitos de Si e Ge. Porém,

hoje em dia a quimica organica do 57 tem-se tornado um campo de pesquisa muito ativo [3].
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2.2 Estrutura do Grafeno

A estrutura cristalina ideal do grafite consiste de 4tomos de carbono ligados, formando uma rede
hexagonal planar. Cada uma dessas empilhada sobre as outras, formando assim uma estrutura
tridimensional (Figura 2.1). Cada dois planos adjacentes encontram-se deslocados de forma que
um atomo do primeiro plano encontra-se no centro do hexagono do segundo plano. Podemos entao
definir um plano basal ab e um eixo ¢ na dire¢cdo em que os planos estdo empilhados. A distancia

minima entre dois atomos de carbono no plano basal ag é 1,42 A.

O parametro de rede ao longo do eixo ¢ (cg) € 6, 71 A e adistancia entre dois planos adjacentes ¢ /2
é 3,35 A. E essa estrutura que faz com que o grafite seja um material anisotrépico, apresentando
um comportamento semi-metalico no seu plano basal (ab) e baixa condutividade elétrica ao longo

da direcdo axial c.

Pelos dados de sua estrutura cristalina, podemos observar que a distancia entre dois planos adja-
centes € mais que o dobro da distancia entre dois atomos vizinhos localizados no mesmo plano
basal. Sendo assim, podemos considerar que as interagdes entre dtomos de diferentes camadas sdao
pequenas se comparadas com as interagdes entre atomos do mesmo plano. Assim, para estudar-
mos as propriedades eletronicas do grafite podemos utilizar uma aproximac¢@o onde substituimos
a estrutura tridimensional do grafite (grafite 3D) por uma estrutura bidimensional (grafite 2D ou

grafeno) que se estende ao longo do plano ab como na Figura 2.1.

~_

Plano basal ab

Figura 2.1: Distribui¢cdo das camadas de grafeno.

Observando um dos planos do grafite, podemos definir a célula unitaria envolvendo dois dtomos

cuja distancia entre eles € ag. A célula unitaria no espacgo real estd representada na Figura 2.2 pelo
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plano formado pelos pontos ABC'D.

Figura 2.2: Rede de colmeia que descreve a superficie do grafeno juntamente com a descri¢do da

célula unitdria, vetores da rede ay, as e plano cartesiano.

O vetore da rede de Bravais, conhecido como vetor chiral € dado por:
Ch = na; + mas. (21)

Os vetores a; e a, sdo unitarios da rede hexagonal no espaco real, podendo ser expressos em termos

das coordenadas cartesianas (x, y):

31 3 1
a; = (% ; 5) a, a = <§ ) _5) a, (22)

onde |a;| = |ay| = a = v/3ap = 2,46 A. Podemos definir também a primeira zona de Brillouin
para o grafite bidimensional. Observa-se na Figura 2.3 que a rede no espaco reciproco do grafite é

uma rede hexagonal. Nela podemos definir o vetor K como:

K= m1b1 + mgbg. (23)

Os vetores-base da rede reciproca podem ser escritos em fun¢@o do plano cartesiano da forma:

(1 VB 4r (1 VB 4n
b1_<§77>%7 b2—<§,—7)ﬁ- (2.4)
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Para a rede hexagonal reciproca do grafite definimos os trés pontos de alta simetria: I', K e M
(Figura 2.3). A relacdo de dispersdao para o grafite 2D € calculada ao longo do perimetro do

triangulo formado por esses trés pontos.

Figura 2.3: Pontos de alta simetria na primeira zona de Brillouin do grafite.

Além do vetor C;, a célula unitaria é delimitada por outro vetor, paralelo ao eixo do tubo e perpen-
dicular ao vetor chiral, denominado vetor de translacdo T. O mddulo do vetor de translacdo define

o periodo translacional ¢ ao longo do tubo.

O vetor T liga o atomo de origem (atomo O) ao primeiro atomo cristalograficamente idéntico na

rede hexagonal. Ele pode ser escrito em termos dos vetores bases a; € a; como:
T= tia; + toay = (tl , tz), (25)

sendo T e C;, perpendiculares, € ficil ver que:

C,.T=0. (2.6)
Podemos assim definir os indices t; € to:
(2m +n) (2n +m)
= T = T 2.7
1 NR ) 2 NR ) ( )

sendo Ny 0 méximo divisor comum de (2m + n) e (2n + m).
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O numero de hexdgonos de uma célula unitdria pode ser determinado dividindo a drea da célula
unitdria do nanotubo pela drea do hexdgono. Assim:

ChXT
a; X as

(n? +m? + nm)
= 2.8
Ny ; (2.8)

N =

sendo /N o nimero de hexdgonos. Como cada hexdgono na estrutura do grafeno possui 2 4tomos

distintos, a célula unitaria do nanotubo tem 2N atomos de carbono.

A regido delimitada pelos vetores Cj, e T (regido cinza da Figura 2.2) corresponde a célula unitaria

do nanotubo.

A direcdo do vetor chiral € dada pelo angulo chiral (/) que é definido como o angulo entre o vetor
a; e o vetor Cy,. O angulo chiral pode ser facilmente calculado a partir de relacdes trigonométricas

e pode ser expresso em termos dos indices (n,m) como [4]:

3m
0=tg ' | —— ). 2.
g (m+2n> 29

2.3 Nanotubos de Carbono

Nanotubos de carbonos sao nanoestruturas inicas com propriedades mecanicas e elétricas notaveis.
Essas moléculas sdo as mais fortes, flexiveis e resistentes a tensdes que ja foram produzidas. Além

disso, podem ser simultaneamente excelentes condutores, tanto de calor como de eletricidade.

Uma forma simples de gerar um nanotubo consiste em enrolar folhas de grafeno na forma de cilin-
dros com didmetros da ordem de um nandémetro (10~ m). Estes modelos apresentam destacdveis

potenciais como elementos basicos para um conjunto de dispositivos em nanoescala.

Os nanotubos sdo também apropriados para estudar as relacdes entre estruturas atdmicas unidimen-
sionais bem definidas e respectivas propriedades eletronicas. Através de microscopia de varredura
por efeito tinel tornou-se possivel revelar as estruturas atomicas de nanotubos de carbono de di-
ferentes quiralidades. Além disso, tais estudos tem permitido exames de interessantes fenomenos
quanticos associados a tubos de comprimentos finitos com aplicacdes fundamentais em proprieda-

des de transporte eletrobnico em nanotubos [5].

A descoberta dos fulerenos de carbono em 1985 foi fundamental para definir o caminho que a pes-
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quisa em novos materiais tomaria a partir daquela data. Até entdo, estudava-se carbono na forma
de cadeias lineares, diamante e grafite. O que o grupo de Curl, Smalley e Kroto [6] fizeram, va-
lendo a esses trés o prémio Nobel de Quimica em 1997, foi propor uma nova forma para estruturas
de carbono, apropriada para a interpretacdo do experimento dos autores com aglomerados desse
elemento. Lembrando os domos geodésicos construidos pelo arquiteto americano Buckminster
Fuller, essa nova forma consistia em estruturas fechadas, nas quais dtomos de carbono ocupavam
vértices de hexdgonos e pentdgonos. Nesse modelo, o aglomerado obtido com maior abundancia,
com 60 dtomos de carbono, tinha uma estrutura idéntica a uma bola de futebol, e passou a ser

conhecida como buckyball.

Mais tarde, em 1991, ao tentar otimizar a técnica de obtenc¢do de fulerenos, S. Iijima [7] observou a
formacao de estruturas de carbono tubulares e multicamadas que se formavam a partir da passagem
de uma descarga elétrica entre dois eletrodos de grafite. Os nanotubos de carbono, como passaram
a ser chamados, encontraram um terreno fértil, e o experimento de lijima marcou o inicio de
intensa atividade de pesquisa concentrada nesses compostos. Para entender o porqué, € util usar
primeiramente uma constru¢ao geométrica, na qual os nanotubos sdo vistos como o resultado do

dobramento de folhas de grafeno.

O grafeno é uma folha planar de dtomos de carbono em ligagdo sp? densamente compactados e
com espessura de apenas um atomo, reunidos em uma estrutura cristalina hexagonal (favo de mel),

Figura 2.4.
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Figura 2.4: Estrutura das ligagées do carbono no grafeno.

O grafeno ¢é bastante abundante e de estrutura significativamente estdvel e resistente. Ele pode
ser a chave para a producdo de transistores de apenas 0,01 pm, indo além do limite tedrico de
0,02 pwm, pelo qual os transistores possuiriam apenas dois ou trés dtomos de espessura e poucas

dezenas de d&tomos de comprimento, aproximando-se dos limites fisicos da matéria.

H4 varias maneiras distintas de se dobrar as folhas de grafeno, cada uma levando a um tipo de
nanotubo. O curioso é que as propriedades eletronicas de um nanotubo dependem fortemente
desses aspectos geométricos [8, 9]. Os nanotubos podem ser caracterizados por diversos tipos
mediante sua forma topoldgica de enrolamento bem como na forma da distribuicdo dos vetores

chirais. Iremos estudar para nosso modelo os nanotubos de paredes simples.

2.3.1 Nanotubos de Paredes Simples - SWNT

A maioria dos nanotubos de parede simples (SWNT) tem um didmetro de cerca de 1 nm, com
comprimento do tubo podendo ser milhdes de vezes maior. A estrutura de um SWNT pode ser
construida envolvendo um dtomo de mesma espessura da camada do grafite, chamado grafeno em
um cilindro transparente. A forma como a folha de grafeno é dobrada pode ser representada por

um par de indices (n,m), chamados de nimeros chirais.

Os numeros inteiros n e m denotam o ndmero de vetores unitdrios ao longo das duas dire¢des na

estrutura cristalina do favo de mel do grafeno. Se m = 0, os nanotubos sdo chamados de zigzag.
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Se m = n, os nanotubos sao chamados de armchair. Caso contrario, eles sdo chamados de chiral

(Figura 2.5).

2.3.2 Nanotubos de Paredes Multiplas - MWNT

Os nanotubos de paredes miltiplas consistem em varias camadas de laminados (tubos
concéntricos) de grafite. Existem dois modelos que podem ser usados para descrever a estru-
tura dos nanotubos de paredes multiplas. No modelo Doll, russo, folhas de grafite sdo dispostas
em cilindros concéntricos, por exemplo, um nanotubo (SWNT) de parede tnica (0, 8) dentro de um
nanotubo de parede tnica (0, 10) maior. No modelo de pergaminho, uma tnica folha de grafite é
enrolada em torno de si, assemelhando-se a um rolo de pergaminho ou de um jornal enrolado. A
distancia interlamelar em nanotubos de paredes multiplas (entre as camadas de grafeno) é cerca de

3,3 A.

Os nanotubos de paredes multiplas (MWNT) sao importantes porque a sua morfologia e as proprie-
dades sdao semelhantes as SWNT mas sua resisténcia aos produtos quimicos sdo significativamente
melhoradas. Isto € especialmente importante quando € necessdrio o uso de reagdes quimicas (isto
significa interagdes quimicas na superficie dos nanotubos) para adicionar novas propriedades para
o SWNT. No caso de SWNT, a interacao com reagentes quimicos quebrardo algumas ligacdes tipo
C'—C, deixando “buracos” na estrutura do nanotubo, e assim, modificando tanto suas propriedades
mecanicas como elétricas. No caso de MWNT, apenas a parede exterior € modificada. A sintese de
MWNT foi proposta pela primeira vez em 2003 [10] pela técnica de deposicao catalitica de vapor

quimico (CVD), a partir da reducdo seletiva de solucdes de 6xido de metano e hidrogénio.

2.4 Estrutura Geométrica dos Nanotubos de Carbono

Um nanotubo de carbono é uma molécula cilindrica e oca feita de uma camada singular de carbo-
nos ligados entre si numa configuragio sp®. O seu didmetro é da ordem de poucos nanometros e o
seu comprimento pode chegar a varios micrometros. Os extremos destes tubos ficam fechados por

estruturas tipo fulerenos [11]. O que garante uma minimizacao dos efeitos de borda.
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Como discutido anteriormente, cada nanotubo € especificado pelo vetor chiral C;, que corresponde
a direcdo de enrolamento da folha bidimensional de grafeno. Na Figura 2.2 € apresentada a folha
na forma de colmeia que representa o grafeno. Os eixos a; e a; fazem um angulo de 60° entre
si. Definiremos a origem para § = 0° na dire¢do de a;. Assim, um nanotubo com vetor chiral
na direcdo de # = 0° é chamado de zigzag. Aquele com um angulo # = 30° € um nanotubo tipo
armchair, e todos os outros formados com um angulo chiral na faixa 0° < # < 30° sdo chamados

de nanotubos chirais de acordo com a Figura 2.5.

Figura 2.5: a) O vetor chiral é dobrado, enquanto o vetor de translacdo fica em linha reta para
(n,0); b) Zigzag (n,0); c) O vetor chiral é dobrado, enquanto o vetor de translacdo fica em linha

reta (n,n); d) Armchair (n,n); e) n e m podem ser contadas no final do tubo (n,m); f) Chiral (n,m).

O vetor chiral Cy, também conhecido como vetor de Hamada [12], pode ser expresso em termos

dos vetores unitdrios no espaco real a; e a; da Figura 2.2 da rede hexagonal.

C;, = na; + may = (n, m). (2.10)



2.4. ESTRUTURA GEOMETRICA DOS NANOTUBOS DE CARBONO 14

A partir do vetor chiral (2.10) podemos descrever as propriedades geométricas dos nanotubos de

paredes simples. O didametro do nanotubo, d, é descrito pela equacao

|Ch| Vn2+m2+nm
= = Qa .
T T

d (2.11)

A constante a é denominada constante do grafeno (a = V3ay = 2,49 A)eag = 1,42 Aé a
ligacdo C' — C' em nanotubos de carbono. A expressdo do angulo chiral 6 em funcao de (n,m) é
dada pela equacdo:

C,a; 2n +m

= , 2.12
Callar] o2+ mZ +nm (2.12)

cosl) =

onde 6 = 0° e # = 30° correspondem aos nanotubos zigzag e armchair respectivamente, como foi

mencionado anteriormente.

Assim, um nanotubo do tipo armchair (Figura 2.5-d) é sempre metélico, enquanto um do tipo
zigzag (Figura 2.5-b) pode ser metdlico ou semicondutor. Tamanha versatilidade em suas proprie-

dades da aos nanotubos um grande potencial de aplicagdo em nanotecnologia.

Em resumo, os SWNT podem ser definidos pelos diferentes coeficientes (n,m):

a) Armchair n=m, C,=(n,n), 0 = 30°;
b) Zigzag m =0, C,=(n0), 0 = 0°;
c) Chiral n#m, 0°<[0] <30°.



Capitulo 3

Equacao de Dirac

3.1 A Equacao de Klein-Gordon

Da mecanica quantica elementar [13] sabemos que a equacao de Schrodinger é

ih— = |——— V* +U(Z) | (&, 1), (3.1

E=—+U(). 3.2
Para a qual
E = m% e p=—ihV (3.3)

sdo os operadores de energia e momento, respectivamente.
Para que a velocidade assuma qualquer v < ¢, obteremos uma equacdo de onda relativistica,

iniciando por considerar uma particula livre com a relagao

E? 2 2
p“pH:§—ﬁﬁ:mc ) (3.4)
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lembrando que z, = g, 2" = (ct, —x, —y, —z) para qual

1 0 0 0
o -1 0 o0
o 0 0 -1 0
00 0 -1

Vamos agora substituir o quadri-momento p,, pelo quadri-momento operador

16

ﬁ#:mi:m {i o9 —Q} :zh[ 0 —ﬁ} = (po . ) (3.5)

oz,

ou de maneira condensada

d(ct) 0x’ 0Oy 0Oz
L1 =
ih |:E 815) —V:| - (pO 75)7

0
onde Ere 0.. Podemos obter agora a equagdo de Klein-Gordon.
x

P'p ¥V = m202\11,

ou

2

hQ

2 1 2 .2
(DQ+m°C)fo: (gaf — 8,2 -0, _822+m%2c >x11=o.

Considerando a equagao da continuidade,

dp

5 + divj =0,

que € satisfeita para

1
p=— (\11*375‘1/ — \Ifat\If*) >
C

onde
F=c (\II*WJ . wﬁw*) .

A equacdo de Klein-Gordon faz sugir duas singularidade:

(3.6)

(3.7)

(3.8)

(3.9)

(3.10)
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1. A densidade p pode ter qualquer sinal, pois W, ¥*, 0¥ e OW* sdo arbritarios;

2. A equagdo de Klein-Gordon fornece duas solugdes para energia: uma positiva e outra nega-

tiva, para uma particula livre, cuja energia € constante. Isso € dificil de aceitar [14].

Por ser uma equacdo de segunda ordem ndo permite que fique bem definida a questdo da
normaliza¢do da funcdo de onda. Fock deduziu-a através da generalizacdo da equacdo de Schrodin-
ger para campos magnéticos (onde as for¢as dependem da velocidade). Fock e Klein usaram ambos
o método de Kaluza-Klein para deduzi-la. S6 mais tarde compreendido, o motivo da inadequacao
desta equacdo ao atomo de hidrogénio é que ela se aplica bem somente a particulas sem carga e de

spin nulo.

A fim de dar a equacdo de Klein-Gordon uma interpretacdo como uma equacao de amplitude de
probabilidade para uma tunica particula de ter uma determinada posi¢ao, a frequéncia de solugdes
negativa devem ser interpretada como descrevendo a particula viajando para trds no tempo, para
que elas propaguem ao passado. A equacao com esta interpretacdo nio prevé o futuro a partir de
hoje, salvo no limite ndo relativistico, mas coloca uma restricao global sobre as amplitudes. Isto
pode ser utilizado para construir uma perturbagcdo e expansdao com particulas zippin para tras e
para a frente no tempo, os diagramas de Feynman , mas ndo permitem uma simples descricdo em

termos de fun¢@o de ondas, uma vez que cada particula tem o seu proprio tempo.

O que € necessdrio, entdo, ¢ uma equagao que deve ser de primeira ordem no espago e tempo.
Poderiamos ter formalmente a expressao relativistica para a energia F = cy/p? + m?c?, substituir
p pelo seu operador equivalente, expandir a raiz quadrada de uma série infinita de derivativos
operadores, criagdo de um problema de autovalor e, em seguida, resolver a equacdo formalmente
por iteragdes. A maioria dos fisicos ndo acreditava em um processo como este, mesmo que fosse

tecnicamente possivel [15].
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3.2 Equacao de Dirac
Como a histoéria mostra [16], Dirac estava olhando para a lareira em Cambridge, pensando neste
problema, quando teve uma idéia de tomar a raiz quadrada do operador de onda
1 . .
Vi- =87 = (Aax +Bd, + CO. + - Dat) (Aax +Bd, + CI. + - Dat> : (3.11)
c & c

Com A, B, C e D matrizes 4 x 4. Note que a equacao entre parénteses gera probabilidades positivas
p > 0, pois sdo de primeira ordem no tempo como a equagdo de Scrodinger. Procura-se uma

equacao relativistica de primeira ordem no tempo. Uma expressao geral é:
' 1
(ozx 0V + oy, OV + o, 0,V + Eﬁt a&) = -0V, (3.12)
c c

onde oy, oy, o e 3 sdo matrizes 4 X 4 e U € uma matriz coluna de quatro elementos. Exemplo:

A B C D 0,V
EF F G H 0, ¥y
a, U = (3.13)
I J L M 0, V3
Em termos dos elementos de matriz, a equagao é:
mc 1
Z (Oéx>pgam7w/}a + (ay)pgaywa + (Ckz)pgazwa + T(ﬁ)pgatwa = E ‘ij- (314)

g

Todos os elementos das a’s e de 5 devem ainda ser determinados. Para isso, vamos impor a

condi¢do que, para cada componente W, valha a equacdo de Klein-Gordon, ou seja,

2.2

1 m-c
(v2 - gaﬁ> Uy = 5V, (3.15)

A motivagdo € a seguinte: considere as equacoes de Maxwell (escritas no sistema CGS) na auséncia
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de cargas e correntes:
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Trata-se de um sistema de equacdes lineares, de primeiro grau, que mistura as varias componentes

deEelb.

Tomando o rotacional da dltima e usando a pendltima, obtemos

. - = 10°B
ou
— — — — ]_ —
V(V-B)-V’B = 0—2&28, (3.17)
que € semelhante a
0?B; =0, (3.18)
para todo . Obtém-se, de modo andlogo, que
O?E; = 0, (3.19)

para todo .

A Teoria de Maxwell € relativisticamente invariante e essas duas ultimas relagdes mostram uma
propriedade que essas equacOes devem satisfazer. Mas elas ndo sdo sendo as equagdes de Klein-
Gordon para o eletromagnetismo. Logo, justifica-se a exigéncia de que para cada componente
a equacdo de Klein-Gordon seja satisfeita. Resumindo, se é uma solu¢do da equagdo de Dirac,

exigiremos que

2.2
(m B mhzc ) v, =0, (3.20)

para todo p.
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3.2.1 Interpretacao Probabilistica

Preliminarmente, precisamos de uma interpretacdo probabilistica. Gostariamos de ter

p= Z \I/Z\I/U’

20

(3.21)

por ser esta uma quantidade positiva e que generaliza a densidade p = |¥|? da teoria de Schrodin-

ger. Como

/d%p =1,

(se a integral € sobre todo o espaco), teremos

d

S [otre=0=3%" / Bz (00, + U (9,0,)).

Da equagdo de Dirac se obtem

3
1 i .mc
OV, = — > <Z ah 0, Uy + zfﬁpg%> :

o k=1

Inserindo esta na pendltima,

3 .
0 = —CZU:Z\:/CZ?’JJ <kz; Oé:k‘lfgaxq/; + %ﬁ;/\\bg\I@) )

3 .
0= —cz Z / d*x (Z B0,y + %5:;,\\1’2‘1’/\) ;
o A k=1

de onde segue que

6;)\ - 6)@7
k k
=y,

ou seja, 3 e as a’s s@o hermiteanas. Mais precisamente, temos que,

po= D UV,

j = c¢(U*av),

(3.22)

(3.23)

(3.24)

(3.25)
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onde & € o vetor de componentes (c,, oy, @) e é valida a equagao

8,0 = -
E—FVJ =0.

3.2.2 Determinacao das Matrizes de Dirac

Reescrevendo a equacdo de Dirac como

mc

A 1
a'0,, ¥+ —p¥ — -0,V =0,
h c

21

(3.26)

(3.27)

(onde o primeiro termo representa uma soma sobre 7) e multiplicado a esquerda pelo operador

mc

, 1
a0y, + —0 — -0, =0,
h c

temos, apds alguns cancelamentos,

imec ime m2c?

o/ajﬁi x]-\I] + Tajﬁamjllf + Tﬁoﬁ(%z\ll — 72

Para que isto se reduza a

devemos ter:

{aia ﬁ} =0 = ai5+ﬁai:07
(o o7} = 2

e gV é amétrica do espago.

o o o =
o
|
—
o

1
CRVE gaqu =0.

(3.28)

(3.29)

(3.30)

(3.31)
(3.32)
(3.33)

(3.34)
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Dirac, que tinha acabado de se envolver intensamente com a elaboracao das bases de Heisenberg
da mecanica matricial, imediatamente compreendeu que estas condi¢cdes poderiam ser satisfeitas
k. f . . . ~ f ~ 7 .
se a” e (J fossem matrizes, com a implicagao de que a fungao onda tenha multiplos componentes.
Este resultado explica imediatamente o aparecimento de duas fungdes das componentes em funcao
das matrizes de Pauli, antes fenomenologicamente proposta da teoria do spin, algo que até entdao
tinha sido considerada misteriosa, mesmo para o proprio Pauli. No entanto, necessita de pelo
menos um espago de matrizes 4 X 4 para criar um sistema com as propriedades desejadas, de modo

que a func¢do de onda tenha quatro componentes, e ndo dois, como na teoria de Pauli.

As matrizes que satisfazem essas condicdes sao as matrizes de Dirac. A seguir, estd escrita uma

das vérias formas de representagao:

0001
| 0010
ol = , (3.35)
0100
1000
0 0 0 —1¢
) 0 0 72 0
a® = , (3.36)
0 —2 0 O
1 0 0
0O 0 1 0
3 0 0 0 -1
o’ = , (3.37)
1 0 0 O
0 -1 0 0
10 0 O
01 1 0
b= , (3.38)
00 —1 0
00 0 -1

que podem ser reescritas através das matrizes de Pauli:
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0
of =
ok
ondek=1,2¢ 3e
1
ﬁ:
0

23
g
) (3.39)
0
0
(3.40)
-1

3.2.3 Formulacao Covariante da Equacao de Dirac

Queremos colocar a equacdo de Dirac numa forma em que o tempo e as coordenadas aparecam

simetricamente. Para isso, faz se necessario a seguinte notacao:

X1

X2

€3

Xyq

z,
Y,
Zs

ict.

Assim, o invariante relativistico 2? + y* + 2% — ¢*t? é escrito x} + 23 + 23 + a3 ou x,x,, que é

idéntico a

4
E TpTy.
p=1

A equacio de Dirac é:

, ‘ 1
00T + EB 4 —0,T = 0,
h c
onde o ¢ uma abreviacdo para
T
i=1 Oi:
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Multiplicando a equagdo de Dirac a esquerda por (—i(3) e introduzindo a notagao

v o= 8,
fyk = _Zﬁ&ka
para k = 1,2, 3, temos
4 o
Y0, 4+ S 5T — 0
h (ic)
ou
V0, U + %C\If —0, (3.41)
com

Y+ = 29"

3.2.4 Corrente de Probabilidade

Seja ¥ uma solugdo da equagdo de Dirac, definiremos
U(z) = Ui(x)y,. (3.42)
Entdo, obtém-se da equacdo de Dirac,
0, Ty, — S = 0.

h
O quadrivetor densidade de corrente de probabilidade j, = z@%\I/, ¢ tal que

. 1 -
Ounin = (90 +¥7) =0, (3.43)

que € a forma quadri-dimensional da equacdo da continuidade.

3.3 Solucao da Equacao de Dirac para uma Particula em Re-

pouso

Para uma particula em repouso, temos

pk\IJ = O,
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onde py, € “operador componente k£ do momento . Equivalentemente,

—ihe— =0
! (%ck ’

para k = 1,2, 3. Logo, para uma particula em repouso, temos

com isso0, a equacao de Dirac torna-se

ov me
— = ——
T 8$4 h
Dessa forma, explicitamente teremos
1 0 O 0 Uy (t)
01 O 0 1 Wo(t
~9, 2() | _ _me (3.44)
00 -1 0 [ Ws(t) h
00 0 -1 Uy (t)
Assim, os autoestados da energia apresentam a seguinte forma
U(t) = W(0)e # P
Logo para essas fun¢des, podemos escrever
1 0 0 0 a a
1 01 0 O b ; b i
e e i Bt = ¢ e P (3.45)
il 00 -1 0 hi| ¢
00 0 -1 d d
Desse modo, cancelando-se as exponénciais do item anterior, temos
a a
E b mc b
= - = . 3.46
he | _¢ h c (346)
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Logo,

ou seja, as solugdes sao

6_%MC2t

o O ot 9

Todas estas podem ser escritas como combinagdes lineares de

1
0 i
\I[1<t) — 6—Emc2t
0
0
€
0
1 i
Uy (t) = e~ Hmet,
0
0
3.3.1 Solucoes de Energia Negativa
Com os vinculos
E = md,
a = 0e

26
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na equacdo (3.46) podem ser verificados facilmente. Logo, temos ainda como solugdes as

combinacdes lineares

0
0 7 2
q’g(t) = en™c t,
1
0
€
0
0 ;
W, (t) = ernmet,
0
1

Note que se trata de soluc¢des correspondentes a particulas livres e em repouso. Além das solugdes

esperadas, com energia £ = mc?, encontramos outras totalmente inesperadas, com energia de

repouso dada por £ = —mc?.

3.4 As Solucoes de Ondas Planas para uma Particula Livre

Considere o Hamiltoniano

H = ca, - P+ Bmc?,

= h - . .
usando P = —V no Hamiltoniano, temos
1

(—mcaﬁ + ﬂch) U(F,t) = ihdy U (7, 1), (3.47)

onde V(7 t) é um quadriespinor,

)
)
, (3.48)
)
)
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propondo uma solu¢do da forma
W(r,t) = ¢(r)e 0,
substituindo em (3.47):
—ihe a -V + ﬁch] P(r) = EY(r).
Note que H ¢é funcdo de P, portanto, [P, H|] = 0. Entdo, os autovalores p de P também sdo
autovalores de H. Assim, podemos escrever uma solucdo na base das ondas planas:
Up(r) = upe™®/", (3.49)
que resulta em
[c a P + fmc?| up = Euy.
Propondo a seguinte mudanca
up = %0 , (3.50)
Xp
onde ¢, € Xp sdo matrizes 2 x 2. Continuando, teremos
me?  co E 0
uP w) (3.51)
co,p —mc? Xp 0 0
ou
E—mc*® —co
nP L (3.52)
—cop B+ mc? Xp
Continuando
(E — mcz) ¢Op —coy-Pxp =10
e
—coy, - PpPp + (E + mc2) Xp =0,
obtemos
co, P
o= %13 +“ e (3.53)
e
_ COu-P
Pp = T 2 e (3.54)
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3.5 Energia Maior que Zero (£ > 0)

1 0
Op = ou , (3.55)
0 1
onde
__cop [ 1 (3.56)
Xp = E,+mc* \ ¢ '
ou
co.p 0
Xp = E, + mc?
P 1
Da referéncia [17]
Dz + Zpy —Dz
logo
CP-
E, +mc?
Xo = | e(p. +ip,) (3.58)
E, + mc?
ou .
c(p- — ipy)
2
w=| & el (3.59)
B, +me

De forma geral, temos
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ou

mcz
V=1\—=uppe

CP-
E, + mc?
c(p- + ipy)
E, + mc?

0

1
c(p. — Z-py)

E, + mc?
CP=

>

d

EV

E, +mc?

30

(3.60)

(3.61)

(F3—Et)

Note que quando p = 0 a terceira e quarta componentes se anulam e a solugio € Ey = mc? que

independe do tempo. Portanto

\I/(t) —

ou

o o o =

o O = O

i (3.62)

_ imct

he (3.63)
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3.6 Energia Menor que Zero (£ < 0)

Para E < 0, o procedimento € semelhante ao caso anterior:

1 0
Xp = ou
"o\ o 1
com
. oup . ou,p
P = e
De forma geral
CPz
(IEp| +mc?)
_(patipy)
up = (IEp| +me?)
1
0
ou ‘
_ (pe —ipy)
(1E,| +mc?)
CPz
up=| B+ me)
0
1
e
mc? i (e
T 5 ok FE |l
B[V
Fazendo p = 0, temos £y = —mc?:
imczt
U(t) — e

o = O O

_C|Ep‘ —me

31

(3.64)

(3.65)

(3.66)

(3.67)
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ou

imc2i

e (3.68)

- o O O

que descreve uma particula que se move para trds no tempo. Assim a interpretacdo € que as
solugdes para energia negativa correspondem as medidas das anti-particulas , ¢, € xp as medidas
das particulas, respectivamente. Assim, a equacdo de Dirac ndo sé descreve os spins mas também

inclui a descri¢do das particulas e anti-particulas das solugdes.

No limite ndo-relativistico para £ > 0, temos

2

p
E, ~mc* + —
D mc+2m,

com -
B co-p
© 2mc2 + p2/2m

Xp ¢P'

Portanto, se mc? > p?/2m, entdo
Xp << ¢p7

mostrando que a influéncia das anti-particulas na solucdo € desprezivel [18].

3.7 Solucao da Equacao de Dirac em Coordenadas Cilindricas

Considere a equacdo de Dirac na forma

(ih Yo, — mcz) U =0, (3.69)

onde 7, sdo as matrizes de Dirac (3.35), (3.36), (3.37) e (3.38).
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Em coordenadas cilindricas, temos a seguinte derivada

1
a# - <at7 8Z7 E89> ) (370)

onde estamos considerando & = ¢ = 1 (coordenadas naturais).

Aplicando (3.70) em (3.69), temos

(z V08, — i A8, — }% 08y — m> U= 0. (3.71)

Sabemos que toda soluc¢do da equacao de Dirac também € solucao da equagdo de Klein-Gordon, e

que a partir de (3.71) recuperamos a equagao de Klein-Gordon em coordenadas cilindricas.

1
(—@2 +0,%+ ﬁaf — m2> U = 0. (3.72)

Usando o método de Dirac da raiz quadrada do operador, obtemos os vinculos da equacdo acima
(ih Y0, — ch) (Z'h VY0, — mcz) v = 0. (3.73)

Para recuperarmos (3.72) devemos satisfazer alguns vinculos:

1. Os termos de operadores cruzados devem anular-se (anticomutar);
2. Pk =1,

3. {7t = 29"
Entao, temos a liberdade de fazer algumas escolhas mediante as solugdes possiveis, de forma que:

1. Visto que estamos trabalhando num espaco 3 x 3, ja que a coordenada em R foi eliminada
pelo vinculo da superficie cilindrica, podemos usar um espag¢o de dimensdao menor que te-
nha a mesma 4dlgebra do espago de Dirac. Convenientemente, escolheremos o espago das

matrizes de Pauli, com vinculo {o; , Uj} = 2053
2. Definicao:
9+~ =21 definiremos ~° = o,
VN + vy = =21 definiremos vy° =io, e

V' 44740 = —2I definiremos +° =io,,
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onde g% = ¢** = —1. Portanto, a equacio de Dirac em coordenadas cilindricas é

1
<z’ 0.0 + 0,0, + ay}—%ag — m) U = 0.

Através da equacido de autovalor 10,V = HW, podemos identificar o Hamiltoniano.

1
H=-0,0,0, — Uzayﬁ(% + o,m.

Da equagdo (3.74), temos que
E? = ki + k> +m?,

com kg = %, para a fungéo W periédica em 0:

_ i(nf+k,z—Et
v = e (nd+k=2—Et)

onde I pode ser negativo ou positivo. Os autovetores normalizados sao:

1
E+m 0 ,
U, — i(nb+k.z—Et)
! 2F 0 c
K9+ikz
E+m
€
0
E+m 1 ,
_ i(nf—kyz—Et)
\112 = 2E Ko—ik. e .
E+m
0
Com o vinculo s = R#f, temos
1
\Ijl — E+m 0 ei(kgs+kzz—Et)
2F 0
K9+7;kz

E+m

34

(3.74)

(3.75)

(3.76)

(3.77)

(3.78)

(3.79)

(3.80)
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e
0
_ E+m 1 pilkos—kzz—FEt)
2 oF Ko—iks '
E+m
0

35

(3.81)

Estamos interessados em reduzir o espaco utilizando as matrizes de Pauli, portanto, a solucao serd

U — E+m 1 pilkos+hzz—Et)
2F Kg+ik. ’

E+m

(3.82)



Capitulo 4

Modelos Efetivos para Nanotubos de

Carbono

4.1 Abordagem nao Relativistica

Nesta se¢ao, descreveremos de forma sucinta, um trabalho recente no qual férmions na superficie
de um cilindro foram estudados via um formalismo de teoria de campos. Neste modelo, os
férmions foram considerados como quase livres [19, 20]. Na verdade, tal abordagem € bem di-
ferente daquela tratada via aproximacao de tight-binding onde os elétrons aparecem como presos
nos pog¢os de potencial dos dtomos de carbono. Neste trabalho, vislumbrando-se tratar de um pro-
blema de muitos corpos nao relativisticamente, escolheu-se uma densidade de Lagrangiana cujas
equagdes de movimento obtidas através das equagdes de Euler-Lagrange para campos, conduzis-
sem a uma equacao do tipo Schrodinger. Isto posto, 0 método de segunda quantizagao foi utilizado
e posteriormente, por se tratar de férmions, a anti-simetrizacio da funcao de onda foi realizada de

forma usual pelo formalismo de Hartree-Fock (ver apéndice A).

A densidade de Lagrangiana proposta foi

i, i, 1 B %

onde i = 1 e ¢ indicam derivadas temporais.
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Tomando-se 1) e ¥* como campos independentes, a equacdo de Euler-Lagrange [21, 22, 23, 24],

oL _00L o or
ot ovYr

=0, 4.2)

permite escrever a equacao de movimento proveniente da equacao (4.1),

Ly OV

o S = (4.3)

Os momentos conjugados da densidade de Lagrangiana sao

*85*31/1* e 7

oL
™= —= =
oy 2

= 0

Das equagdes acima, a densidade Hamiltoniana, ‘H = 7wy + 7*¢* — L pode ser escrita como,

i
= 5. (4.4)

M=o Vo T+ V", y), @5
m

que igualmente poderia ser obtida da componente zero do tensor energia-momento,

oL oL
— v vk Y~
88,@6 Y+ 0"Y EERE g L. (4.6)

Vi

Da mecanica dos meios continuos [25], sabe-se que, para um sistema uniforme em equilibrio e

num sistema em repouso, este tensor pode ser expresso como sendo
" = (P + &)utu” — Pg", 4.7)

onde P € a pressdo, £ a densidade de energia e u* a quadri-velocidade do fluido. Note, 7%
representa a mesma densidade hamiltoniana apresentada anteriormente e 7% = P. Estas grandezas
sdo essenciais caso se pretenda descrever a termodindmica do sistema. No modelo derivado e

apresentado por Cordeiro [19], a intera¢do entre dois férmions foi particularizada para V (¢*, 1)) =

Sl

Apos efetuar uma segunda quantizacdo (impor relacdes de anti-comutagdo para os campos
fermidnicos) utilizou-se uma aproximacio de campo médio que, via procedimento variacional
(método de Hartree-Fock), foi possivel obter varias grandezas fisicas analiticamente. Nesta
aproximacao de elétrons quase livres para nanotubos, resolvida em coordenadas cilindricas, o raio
do cilindro € IR e seu comprimento é L. A quantizacdo da-se em duas dimensdes. A func¢do de

onda apresenta-se como sendo fungdo de z, coordenada ao longo de L, e #. Nesta tltima varidvel,
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sdo impostas condi¢des de periodicidade por rotacdo de 2 7w que geram nimeros quanticos inteiros.

O ntimero de onda neste modelo é k = \/k2 + (n/R)? e o nimero de particulas,
L
N =2 — | dk.0(kp — k) , 4.8
2 5 / (ke — k) 438)

obtido para cada momeno de k. Na integra¢do acima, cujo resultado apresentaremos a seguir,
supde-se uma superficie de Fermi onde a densidade superficial de férmions é dada por o = N/A,

com a area da secdo transversal definida por A =27 R L,

4.9)

onde 7., € 0 maior nimero inteiro menor do que krR. Além desta expressdo analitica, varias

outras também foram obtidas. Apresentaremos apenas algumas delas abaixo,

L 1 n? n? A
1 =2 g () R ey 10
‘n‘gnmaz
(1) = 202 4 2L R : @.11)
= 20 3 ﬂ'mA | ‘< F R2 ’ .
c 1
A 2L n?\ 2
06\ __ 2 2 2
Inlgnmaz

As expressodes acima sdo cruciais para se estabelecer a consisténcia termodinamica do problema,
uma vez que < 7% > e < T% > podem ser identificados com a densidade de energia £ e
a pressdo P. Assim, de uma relagdo geral que associa grandezas termodindmicas, pode-se obter
para temperatura nula

—P =& — po. (4.13)

Com isto, a fungdo trabalho W F' = —p, que € a energia necessdria para se extrair um elétron da
superficie de Fermi, torna-se, neste modelo,

WF = Ep+ Ao, (4.14)

onde Er = k#/2m, sendo m a massa do elétron. Pode-se ainda escrever a fungdo trabalho de

uma forma ainda mais explicita:

WF = Ep (1 + 2m)\f(x)) , 4.15)

w2y
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com
1 n?
T)=— 1-— 4.16
fl@y=— > \1-—, (4.16)
|n‘§n'maw
onde x = kpR. H4 dois parametros livres nesta teoria: a constante A que corresponde ao

cut-off e kr que se relaciona com a energia de Fermi. Um deles, A\ por exemplo, pode ser eli-
minado ao impor que a funcdo trabalho W F' (energia necessdria para arrancar ou manter um
elétron na superficie do cilindro) reproduza o valor experimental 4.8 eV determinado experimen-
talmente para grafeno [26].A estrutura do grafenis neste modelo € obtido ao se tomar o limite
do raio indo para o infinito, tornando o cilindro uma superficie plana. Nesta situacdo, deve-se
usar lim, ., f(z) = /2. Da equagdo (4.15), obtém-se entdo uma relagio entre A\, Fr e a
fun¢do trabalho do grafeno GW F'. Eliminando-se A em termos das duas outras e substituindo-se

novamente na equagao (4.15), tem-se

WF = Ep (—1 + % [GE/F + 1} f@)) . (4.17)

F

Eliminado )\, permanece ainda uma liberdade para a escolha de E, posto que para qualquer valor
desta quantidade o limite de se reobter GW F' quando R vai para o infinito € assegurado. Na re-
feréncia [20], Er = 1.24 eV foi escolhido como sendo o valor que melhor ajustou a distribui¢ao
assimétrica de valores para W F' em 93 nanotubos de carbono [27]. Algumas restricdes podem ser
feitas ao modelo acima apresentado. Uma delas € a de que sua relacdo de dispersdo para a energia
seja quadritica, uma heranca da equacdo de Schrodinger na qual sua fenomenologia € baseada. No
modelo tight-binding, por exemplo, esta relacdo € linear, a exemplo do que poderia obter o mo-
delo que apresentamos acima caso o mesmo estivesse baseado numa equacgdo de Dirac. De fato,
entende-se hoje que o grafeno pode ser bem descrito por quase particulas sem massa de spin 1/2.
Sem massa aqui ndo significa que estas quase particulas tenham a velocidade da luz ¢, mas uma
velocidade de Fermi vr &~ ¢/300. Uma outra restri¢ao relaciona-se com os parimetros livres e a
forma de como foram eliminados. E razodvel se esperar que a dependéncia de A\ e Ep com R
seja mais rica do que a proposta, ja que a dispersdao do momento para o grafeno € linear (obtida
experiementalmente) e no caso nao relativistico, essa dispersao € naturalmente quadratica por uma
consequéncia da equagdo de Scrondiger. Um outro ponto seria de que o modelo simplifica todas
as interacdes para uma interacdo efetiva de contato. A ignorancia de muitos detalhes de vdrias
interagdes do tipo elétron-elétron, elétron-dtomo, etc foi parametrizada pelo ajuste que se descre-
veu antes (ver apéndice A). Por outro lado, neste particular deve-se ressaltar que em um problema

de muitos corpos onde estes interajam efetivamente apenas via contato, a solu¢ao pelo método de
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Hartree-Fock fornece uma primeira ordem do modelo de funcional densidade DFT [28, 29, 30]. De
fato, a densidade de energia que apresentamos é proporcional a o, que é a densidade superficial
de elétrons no nanotubo. Em outras palavras, DFT empresta maior importancia a dependéncia de

um modelo qualquer de muitas particulas com a sua densidade do que com as interagdes.

4.2 Abordagem Relativistica

Os mesmos autores da proposta anterior para descrever elétrons quase livres na superficie de um
nanotubo nao relativisticamente generalizaram, em colaboracao com André J. C. Chaves (Iniciacao
Cientifica) e Wayne de Paula (Doutorado), orientandos do Professor Dr. Tobias Frederico (ITA), o
mesmo modelo para o caso relativistico. Nesta dissertacdo, tive a oportunidade de participar desta
colaboracao no desenvolvimento do modelo que descreverei apresentando algumas aplicacoes. Ao
se considerar relativisticamente o problema anterior, nao se trata apenas da busca de uma relacdo de
dispersdo linear para a energia de particula independente que € verificada experimentalmente nos
pontos K quando se analisa a estrutura de bandas nos nanotubos de carbono. Trata-se também de
se obter um modelo que seja capaz de gerar massa (gap) dinamicamente que tem sido observada
recentemente tanto para SWNT quanto para nanofitas de grafeno (nanoribbons) [31, 32, 33, 34,
35]. Vamos considerar interacdes de contato atrativas (indice s) e repulsivas (indice v). Note que
no caso nao relativistico tinhamos apenas uma interacao atrativa, (veja se¢ao anterior). No caso
presente, nossa tentativa de incluir um termo repulsivo deve-se a intenc¢do preliminar de que tal
termo repulsivo pudesse representar impurezas no modelo. Como veremos posteriormente, isto

nao foi possivel, uma vez que repulsdo e atracdo combinaram-se em um sé parametro.

Seguindo o mesmo procedimento de basear nosso modelo relativistico em uma teoria de campos,
a exemplo do que fizemos para o caso nao relativistico; definimos como ponto de partida uma den-
sidade de Lagrangiana. Tal densidade tem o propdsito de gerar ,dinamicamente, via as equacoes

de movimento, uma equacao de Dirac. Assim, a densidade Lagrangiana proposta é
L =U(iv"0, —m)V + G4(IV)* + G, (V7" ¥)?, (4.18)

onde os indices s e v referem-se as interacdes escalar e vetorial, respectivamente. O tensor energia-
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momento, como ja mencionado, € definido como

oL

T =
00,V

O — ghv L. (4.19)

Nosso problema sera resolvido em duas dimensdes. Esquematicamente, com férmions distribuidos

na superficie de um cilindro. Veja a figura 4.1

o
)
e
N
\

Figura 4.1: Abordagem em coordenadas cilindricas.

Para resolver o problema em duas dimensdes, torna-se bastante conveniente definir nossas matrizes

~ utilizando as proprias matrizes de Pauli.

0 [0 —i
v =109 =1 , (4.20)
i 0
0 1
v =ioy =1 (4.21)
10
c
. 1 0
AN =0y = . (4.22)
0 —1

Nota: as matrizes vy ndo sio as matrizes 4 X 4. Portanto, (4.19) se torna
TH = (U’ OrT) — g" (U (id — m)T)
—g" [G(TT)* — G (Vo V5)(TsT,)

+G (U — G (Vo2 o V) (U5 5Ta)] - (4.23)

A equacdo de movimento € dada por

(i@ —m) W]+ 2G(PV)T, — 2G(Us¥,) ¥y
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+2Gv<\If’}/M\I/> (’}/M\D)a — 2Gv’ygﬂ<qja’\ljﬁ>7u, aﬁ’\llﬁ’ = 0 (424)

Definiremos a média (¥, ¥3) como

S = (U,05) — j—i 3 / d.O(A + E)va(k. ,n)os(k. ,n), 4.25)

para qual, A é um cut-off para tornar a integral finita e que posteriormente sera relacionado com
alguma grandeza fisica de interesse. Os parametros v’s representam fung¢des de onda que de-
pendem da coordenada z e do dngulo # de acordo com a figura anterior. A parte relativa a co-
ordenada z serd continua e a dependente de 6, exp (inf), serd quantizada, onde iremos impor
condig¢des periddicas. Este procedimento, seleciona os valores de n do somatdrio que serdo intei-

ros: 0, £1,£2, ...
Podemos entdo obter a equacao de Dirac em sua forma operatorial,
(i —m —3%) ¥ =0, (4.26)

para a qual
Y = —2Gt,5 4 2G5 — 2G,1, (wi) Y+ 2GS 4.27)

Decompondo X no espaco de matrizes de Pauli, obtemos

=1 4 A8 = IS — i1 — iy’ + 03X,

com
1 1
¥ =—t.2, ¥ =—-ty%,
2 w= gt
0 1 (% v z v
XU = —tro3x, X = —t.092 e X =—t.oX.
2 2 2

Pode-se decompor X em duas partes, uma escalar 3, e outra vetorial ¥,
(i) —m—-3,—¥,) ¥ =0, (4.28)

com

Y, = —2G.t,2 + 2G.2 (4.29)

Y. = —2G,t, (wi) Y+ 2GSy (4.30)
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Substituindo pelas matrizes onde « concentra a parte espacial, temos

(ig — i@ — mA° — 0%, — ’yOZU> U =0, (4.31)
t
O
HU = i— 4.32
e (4.32)

que ¢ a equacao de Dirac.

Iremos agora levar nosso sistema do espacgo das coordenadas para o espaco dos momentos, através

de operagdes matematicas com a funcdo de Green definida por

(4.33)

Simbolicamente,

U/\US\’—

. 4.34
E — E) + ieSign(E)) (4.34)

(E-H)G=1 < G=>)_

Para Y > ( propaga-se para frente no tempo. Para I/ < 0 propaga-se para trds no tempo (Figura
4.2). Escolheremos doravante, Sign(FE)) = +1. Para o caso mais geral de uma fun¢io de Green
nao livre,

B(E - h)GB =1, (4.35)

onde (3 é uma matriz definida no capitulo 2, temos

u/\“A _
=D 4.36
ZGﬂ Z E— E>\ + ic E ( )
e
Dp (if —m -3, - ¥,) =1i. (4.37)
A média serd
Yp = i dkodk, D (ko)e™. 4.38
ad (2A7T )(27i) P Z / 0 r (4.38)
Note que
Dp(k—m—-3%,-%,) =1, (4.39)
onde D F' é o propagador.

Dy — (F—Y,+m+5%,) (4.40)
(k—=%,)° = (m+3,)° +ie’
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A
Im(E)

E.<0 E.>0

T
>

Re(E)

Figura 4.2: Distribuicdo da Energia.

lim Z/dk’ / dko % L, —|—m+E) e'oho, (4.41)

S =

27r2A 50+ (m 4 %,)° +ie
onde
(k= 2)° = (ko — 2)° — (12 - i) . (4.42)
Note que o produto entre dois quadrivetores € assim definido:
A = (4, A),
B = (B, B), (4.43)

A-B=A,B, — AB.

Os polos da integral serao

. 5 2
(ko — 2,)° — (k; - zv) — (m+ %)% +ie =0, (4.44)

(ko ¥, +\/<l§ §v>2+(m+25)2—z’e> =0
5> = \2
(kO—EU - \/<k— zv> + (m+Zs)2—|—i€> =0. (4.45)

Definiremos um w para condensar a nota¢ao

= (E - E})Q + (m+ 5. (4.46)

Ja com o polo a ser integrado acima, nossas integrais serdao do tipo,

L dk,©O(Ar — Jw)(f — X, +m + )
_ . 4.47
i / ~ S (4.47)
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A varidvel Y, na verdade um condensado, deve ser utilizada para calcular > de forma auto-

consistente, (veja a equacgao (4.25)).

= —QGStri + 2G5 — 2G,t, (fy“i]) Yo + QGU’y“f}’yu =%.J+ Y,

onde

= e X [ e

Y

ko=@

GZ/@t M =Ty +m+ ) 7,)

com as identidades
" = 03 — (i09)? — (ioy)? = 3,

X=X+ ’y“ZZ =Y, — 10125, — 10229 + 03X,

i 1 @
X, =5t's
e
t,y' (3 —3,) = —tiyind (K —22) =26, (K — 20) .
Portanto

3 QAWZ/\/_ D) (=G +2G,).

(4.48)

(4.49)

(4.50)

(4.51)
(4.52)

(4.53)

(4.54)

(4.55)
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Vamos precisar de algumas identidades auxiliares, como
te [V (D=L +m+35) 7] =t [V 9o v w (B —50)" (4.56)

(", ¥ =20"" 5 by Y = 20" 6 Y. — tr [V Y ]

=2ty — 3ty = —t. Y'Y = —2¢". (4.57)
Note que
te [Yy" (@ — L) v = —2¢" (k—%,) = =2 (K — =)
€
Y =177 =1+2=3, (4.58)
portanto,
—Gy +2G, +G))
4.
o 2A7r 2. / \/@ dk (4.59)
€
L O (k¥ —x¥)
YW= ———(Gy—3G,) Y | ————%dk.. 4.60
L= 3 (G -36)® [ 2E = (4.60

Prosseguiremos com a evolugdo de nossos cdlculos onde usaremos a equagdo (4.46) com ! = 0

(média de um vetor simétrico) [36].

Assim,
w=k2+ (kg — Xp)* + (m + ,)%.

Definindo a® = (kg — X¢)? + (m + X,)?,

entdo w = k% + a*. Portanto,

dk., @ Y VE2 + a2
Y = L G / ) (4.61)
2A7r V24 a2
0 L 2
z0= 5 ( Gy / dk, @ k. +a2) (4.62)
€
, L dk.© </\ — Vk?+ a2) ,
¥ = T (3G, — Gy X / it (ko —X0) . (4.63)
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Neste ponto, ja podemos ver que as constantes de acoplamento escalar e vetorial, se agrupam
em uma s6 nas equacdes dos potenciais. Manteremos ainda G e G, para verificar se em outras
expressoes tal reducdo das duas constantes em uma sd, permanece. Além disso, por simetria,
% = 0 ja que se deve efetuar a soma tanto para nimeros inteiros positivos quanto para seus

correspondentes negativos conforme veremos mais adiante.

) n A - . ,
Acima, usamos ky = = (condicdo de contorno periddica em 6), o que restringe n a um nimero

inteiro, e identificamos 22 = Y. O cut-off nos momentos é
AN =k —a® >0, (4.64)

que foi obtido na equacao

o (/\ - \/lcf + (ko — S9)2 + (m + 28)2) =0 </\ ~VEE T a2) . (4.65)

Para >, = 0, Xy = 0, m = 0. As integrais das equagdes (5.7) e (5.11) serdo do tipo

\/ k22+k02

2 _ 1.2 2 _ 1.2
/ BV B FAsll. A Fi el S (4.66)
N a? a?

- \/ kz2+k62

e a integral da equacao (5.9) sera do tipo

\/ kzz+k02

/ dk, = 24/ A2 — k2,
-V k22+k92

com os mesmos intervalos de integracdo da integral anterior. Apds substituir as integrais, nossas

equacgdes serao:

2L A2 — ky? A2 — k2
ESZA—W(GS—?)GU)(m—FZS)Zn:ln \/th\/ S +1 (4.67)

2L
»0 = T (G —3Gy) DRVISEE (4.68)
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2L N2 = kG A2k
Ez:A—W(BGU—GS)Zln{ AGQ b 4 %4—1}(/{9—22). (4.69)

A diferenca de fatores acima € devido a termos de multiplicidades de acordo com a referéncia [37].

Note que a depende de kg, Y ,, m + >, e, portanto, duas das equagdes acima terdo que ser
resolvidas autoconsistentemente. As equacdes (4.67), (4.68) e (4.69) contém toda informacao

fisica do problema e assim, sdo os alvos centrais do nosso modelo.

4.3 Analise Termodinamica do Problema

Até agora neste modelo ndo construimos qualquer andlise termodindmica. As andlises termo-
dindmicas serdo derivadas a partir do cdlculo das médias das componentes do tensor energia-
momento (7T"") a exemplo do caso ndo relativistico [19]. Partindo da equag@o (4.19), calcularemos

as componentes do tensor 77",

4.4 Calculo da componente do tensor 7"

T = i(Uy W) — (¥ (i —m) ) — Go(D¥)? — G (W Us)(T5Wa)
G (TYD)2 — Gty [y (D), (WY ] (4.70)
T = (U (—id'0" —m) W) — (¥ (i — m:) U — GS<\I7\IJ)2- — G (T W) (Ts0,)
G (T D)2 — Gty [y (D), (0T ] 4.71)

T = —(Ty°F) — (W (iff — m) ) — G (TW)? — G (T, W) (T T,,)

G (TYD)2 — Gty [y (D), (0T ] (4.72)
T = —i(U~°T) 4+ (ILT)

5 . N\ 2 - N\ 2 ~ ~
T% — (T~ — {Gs (t,E) G324 G, (tw“E) - vaﬂzwz} L @T3)
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Para expressarmos o tensor 7% de forma completa, necessitaremos agora calcular a equagio de

movimento.

4.4.1 Calculo da Equacao de Movimento

(i —m—-%) ¥ =0, (4.74)
L . dk. (29— Vk.> +a2) ©
i) = it, ((P0)1°) = _j_iz/ ( —— ) |
H{(TAOTY — (U (i — m) W) = (T (—id'0" — m) W) = (I (—ia'd'Bm)). (4.75)

Usando a métrica cilindrica, i) = i7°0° — i7" onde a parte espacial é (}%89 ; az) e usando a

equagdo de movimento, podemos expressar o tensor da seguinte forma.

or Z/dkz (20— V2 —|—a2)2®

TOU =
Ar Vk.? + a?
N\ 2 ~ N\ 2 - -
- {GS (th) G2+ G, (mﬂz) - G@mﬂxwz} , (4.76)
com
¥ =%, 4", .,
sendo
S = —4G,S, + 2G5, + 2G,Y, — 4G, Yy + 6GoE, + 2G4 S, 4.77)
Y, = —2G.%, + 6G, 3, = =2 (G, — 3G,) 3,
20 = 2G,30 — 4G, 20 — 2G, X0 = 2 (G, — 3G,) X9, (4.78)
2191 =2 (Gs - BGU) 227
; v
. ) 1
5= - 5, +Y]. 4.79
2. 30 2. —3c) — 2. sy > T .79

Ainda, desde que
Y =3 5 t (") = A
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Entdo, podemos escrever 7% da forma completa,

toy” (E +3 ) Va <2 + i) =352 + £, 8,7, 2, = 352 — 2 (X2 - X2)

I Z/dkz (20— VT a2>2@

00 _
e 2 < Vk.? + a2
{ —G,X2 G, (32 + 2(2) — Zg)
2 + 2
(Ga—3G. 2 2(Cs—3Gy)
2 2 2 oy2 2
_ Gv (20 29)2 o GU (628 229 +2220) } 900. (480)
(G, —3G,) 1(G. —3G,)

Por analogia reescreveremos a forma geral das componentes tensoriais

T = i(Uy'0'0) + gL, (4.81)
g — Y kI iy
T Z / dk-O (k' — =) K + ¢ L. (4.82)
VE +a?

Note que para o caso de 7% haviamos obtido uma expressio da forma:

0 0
700 _ Z/dk@k 2)k | (4.83)
V. +a ko=50—/k2+a2
De modo geral,
dk,© (k" — XH
W Z / )k + g™ {...}, (4.84)
V2 + a2 0_\/kPta
com
~G,x? Gy (B3 + 35— %3)
{-}= 5 + 5
(Gs — 3Gy) 2 (G5 —3G,)
(G —3G,)? 4(G,y —3G,)” '

As defini¢Oes de tensores serdao, no proximo capitulo, associdas as densidades de energias e pressao

para definir a termodindmica do modelo.



Capitulo 5

Aplicacoes

A geometria cilindrica de nanotubos confere propriedades tinicas em sistemas quanticos de muitos
corpos restritos a uma andlise da superficie. Neste capitulo, estamos interessados em investigar as
propriedades termodinamicas de um sistema de elétrons na superficie de um condutor cilindrico
mediante uma interacdo efetiva de contato entre os elétrons. Um estudo a partir de uma abor-
dagem ndo relativistica j4 foi realizado em [19] e resumidamente descrita no inicio do capitulo
anterior. Consideraremos agora a abordagem relativistica desenvolvida no capitulo 3 que parte de
uma densidade de Lagrangiana com interacdes de contato cujos acoplamentos propostos (escalar
indice s e vetorial indice v) ver equacdo (4.18), permitem que as equacdes de movimento (obti-
das pela equacdo de Euler-Lagrange) gerem equacodes tipo Dirac equagdo (4.18) com dois tipos
de interac¢des, uma G, de potencial atrativo efetivo e uma interacio vetorial repulsiva GG,,. O mo-
delo de NV férmions € resolvido através de uma aproximacao auto consistente de Hartree-Fock que
¢ aplicada para estudar as propriedades eletronicas de nanotubos de carbono de paredes simples
(SWNT). A partir da expressao para o cdlculo das componentes tensoriais, foi possivel fazer uma
andlise termodinamica da densidade de energia e pressao do sistema de férmions. Na forma como
se apresenta, o raio do cilindro € uma varidvel continua e em principio a condi¢do de periodicidade
da funcdo de onda dependente de 6 di-se sem que tenhamos que selecionar os nlimeros quanticos
para cada tipo de nanotubo de acordo com sua quiralidade. No entanto, os ndmeros chirais (n,m)

definem o raio do nanotubo, de acordo com a relagdo,

2 2
R:\/gao \/m +2nm+n+
T
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4(n* + nm +m?)3 — In?m?(n + m)? Lo 1
64(n? + nm + m?)7/2

)| (.1

n?
com ay = 1,42 A sendo a distincia interatdmica da ligacdo C' — C no grafeno. O segundo termo
da equacdo (5.1) é devido a efeitos de curvatura para pequenos raios [38, 39]. Portanto, no nosso
modelo usaremos a equagdo (5.1) para calcular R em fun¢do dos nimeros chirais m e n. Assim,
podemos inferir cada categoria na qual se classifica os varios tipos de nanotubos pelos valores

assumidos de (n, m), chiral (n # m), zigzag (m = 0) e armchair (n = m).

Como apontado por Baughman [40] os nanotubos de paredes simples (SWNT), consistem de uma
unica folha de grafite devidamente enrolada (ver Figura 2.5) na forma de tubos. Estes tipos de
processos sdo capazes de gerar nanotubos tipo condutores e semicondutores mediante a descricao
dos vetores chirais. Iremos calcular os tensores 7%, T%% e T% a partir de um cut-off A que
torne suas expressoes finitas. Na verdade A guarda uma certa relacdo com os momenta de Fermi
kr do caso ndo relativistico anteriormente apresentado. Nesta escolha de A usaremos m = 0,
conveniente para parametrizar o grafeno onde o gap (a energia que separa a banda de condugdo da

banda de valéncia) é zero. Recordando as equacdes principais de nosso modelo:

2L IN2 —kg* A2 — k2
Y, = EG (m + X) En In " + " +11, (5.2)
2L
0 __ 2 _ 1.2
Ny =G §n A2 — (5.3)

€
2L N2 — k2 N2 — k2
0 __ 0 0 [4
_EU_A_WG;M{\/ = +\/ o +1}(k:9—2v), (5.4)
onde
a® = kj + (m + X,)%, (5.5)
com
n
ko= 3, (5.6)
e G =G, — 3G,

As solugdes ndo triviais da equagdo (5.2) com m = 0, isto €, ¥ # 0 indicam a possibilidade

do sistema abrir “gap”. Trata-se aqui de geracdo dinamica de massa. Note que a equacao (5.2)
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depende implicitamente de ¥ que por questdo de simetria como discutido na segdo anterior é
nulo. A Eq. (5.3) estd associada ao nimero de particulas, como veremos posteriormente. Neste
particular, ¥0 guarda uma semelhanga direta com o somatério que define o nimero de particulas
no caso nao relativistico onde aqui, A faz o papel de kp . Apesar desta grande semelhanca, vere-
mos que tanto A quanto kr determinam as escalas da abordagem relativistica e ndo relativistica,

respectivamente. Vamos a seguir explicitar com mais clareza cada componente de nossos tensores.

5.1 Calculando a componente do tensor 7"

Partindo da equagio (4.84) para a componente 7°° do tensor teremos

VAR
2L (K0 — 20) &© 1
00 _ v 00 [+ (2 2 2
e [ ] e as)
YN 0= —\/kZ-a

Substituindo kg temos

A2— k2
1
oty ) v ()
A2 — k2

2L 1
00 _ 0 00 2 2 2
T fﬂz 5 / dk, — / dk, \/k2+a*| +g (ﬁ(zo—zs—ze))
B N e
Como a fung¢do g(k,) = \/k2 + a®> = g(—k.), ou seja, a funcdo g(k,) é par, podemos dividir os
intervalos de integracdo da forma
2L 1
00 _ 0 00 2 2 2
T _EZ 250 / dk, — 2 / dk, /K2 +a?| +g (ﬁ(zo—zs—ze)).
" 0

0

A segunda integral é da forma
1 1
/ dr Vx? 4 a? = 3 (:C\/a:2 + a2) + §a2 In (:c + Va2 + az) ) (5.7)

Substituindo a integral (5.7) e aplicando os limites de integragio, podemos escrever 7% como

oL
T = = K223,/A2—k3) — A= RN~ B+ a? (5.8)
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/\2 _ k2 k?2
—a2ln<\/ 29—1—\/ 5 —1—1)
a a

5.2 Calculando a componente do tensor 7%

1
+g" (20@2 %2 - zg)> .

Partindo da equacao (4.84) para a componente 7°* do tensor teremos
N2— k2
Zz) k*
2z 2z 22 22 o 22 ]
Z / k:2 _I_ a2 + 9 <2G( s 9)
A2— k2

Lembrando que > = 0, pois trata-se de uma média de um vetorde —L a +L,

/\2_k2
2L k? 1
i — z 22 22 _ 22 )
e (353 - 22—
—\/N2=k]
Por um argumento de paridade semelhante ao caso anterior, podemos escrever
N/ A2—EK2

k’2
T = —— dk, —=— 22 ¥ y2
/ k2+a2 +g (QG( s 0))7
n 0 V vz

a integral acima € do tipo

2 1 1
x\/%25(xvx2+a2>—§a2ln(x+vx2+a2). (59)
X a

Usando a integral (5.9) e aplicando os limites de integracdo de 7'**, esse pode ser escrito na forma

—2L
T — [\/M kQ\/M k2 + a? (5.10)
2 1.2 2 _ 1.2
—a2ln<\//\ 2k0+\//\ le—i-l)
a a

5.3 Calculando a componente do tensor 7%

zz 1 2 2 y2
(b))

Partindo da equagio (4.84) para a componente 7% do tensor teremos
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A2— k2
(W == &° 1
00 _ 00 2 _ 2 _ g2
= E Yo — 2, — X .
/ k2—|—a2 9 <QG< ° 9))
A2 — k2
Lembrando que ¢ = 0,
/\2_k2

2L dk 1
T99 _ =~ k2 / o ve 00 22 22 o 22 )
Ar 2 9 EEw +g 2G< s 5)
— //\2_]{%

Por um argumento de paridade semelhante ao caso anterior, podemos escrever

2L s dk 1
- T [ e (o).

0

A integral acima € do tipo

dx

Substituindo a integral (5.11) e aplicando os limites de integracio de 7%, podemos escrevé-lo

como

4L — k2 N2 — k2 1
90 60 2 2 2
k(, § In (\/ +\/ —+ 1) +g (QG(E 2 — 29)> . (5.12)

Obtidos as componentes dos tensores, precisaremos da equagdo termodinamica para o grande po-
tencial 2 = —PV,
U=S5T—- PV + uN. (5.13)

Como estamos trabalhando em duas dimensdes, o volume V' acima sera substituido pela drea
A. Para o caso de temperatura nula (7' = 0), dividimos toda a expressdo acima por A, apés a

consideragdo anterior,
U —PA uN

A A A
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e
P
P (5.14)
o
com
N
q1=° (5.15)
e
U
1=c (5.16)
A pressdo e a densidade de energia podem ser determinadas pelos tensores:
e=T" (5.17)
e
P=T" (5.18)
Portanto, 00 B
T Tll
gt (5.19)
o

Para valores pequenos de R, T%* é diferente de 7%. Para valores grandes de R se espera que
T%* = T?%. Isso porque para valores grandes de R as componentes dos tensores tornam-se iguais,
devido a questdes de simetria. Note que no caso tridimensional com geometria esférica, todas as

componentes tensoriais sao iguais. Expressaremos p da forma

TOO Tzz
p=r (5.20)

g

que nos fornece depois de usar as equagdes (5.8) e (5.10)

= —;il Kzg — Akt a2) VA - /sg} . (5.21)

O namero de particulas € dado por

Nmazx

AL
N=— > A — k. (5.22)

—Nmax

sw =3

—Nmazx

Definimos:
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que pode ser reescrita na forma

Nmax kg 5 1 Nmaz k,g

—Nmazx —Nmazx

k
Definindo ainda z = AR —> 2 — L E, definiremos a soma como
A AR =z
fay =2 35 1= (5.23)
xr) = — —_ —. .
x 2

1.65 1 1 1 1 1 1 1 1

_ w2 (\[\(\/\(\[\f\f\/\/\f\f\/\r\/\/\_
Zose- RLRARARRARRRRS!

1,47 T T 1 7 LI B T T T 1 T T

Figura 5.1: Comportamento da funcdo f(x) em fungdo de x

A equacio (5.22) torna-se

_ 4RLN?

™

N f(=). (5.24)

N
Portanto, o = i com A = 27 RL, conduz a

o=—f(z). (5.25)
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Assim, podemos escrever (5.3) em funcao da soma (5.23)

2LGN* R
Y= ———f@), (5.26)
ou em termos dos parametros
o GA?
Y, = 5 (5.27)

Usando agora a equagdo (5.21)

_ 4L 0 2 2 2 2 2
M_O"]T_An [(ZU—\//\ —k9+a \//\ _kﬁ
41 ARLN?
N:—E VN2 — k) =
T - 0 T f(x)v
§ \/A2—kZ=RA? f(z). (5.28)

Das equacdes (5.28), (5.25) e (5.26) em (5.21), com Xy = 0, rescreveremos o potencial quimico p

com

e entao

da forma
GN? 5 5
h= f(@) = /A2 + (m+ )2 (5.29)

O potencial quimico acima, nada mais € do que a energia de particula independente (single parti-

cle) do modelo e na préxima se¢do a associaremos a fun¢ao trabalho, definida como

WF = —p. (5.30)

5.4 Calculo da Func¢ao Trabalho para o Grafeno

Consideraremos agora o limite para o grafeno, que consiste em “abrir” o nanotubo. Para tanto,

tomaremos o limite de R — oo, onde definimos
WFG = —p“rrf (5.31)

que € a energia necessaria para arrancar um elétron da superficie do grafeno ja considerando a
parametrizagdo. Note que neste caso fazemos m = 0 e X3 = 0, auséncia completa de gap. Ainda

neste limite a fun¢io f(x) converge,

f(z) = 00) = g (5.32)
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e por consequéncia

2
o= /\— (5.33)
T
Entao, )
GA
WEFG = — + A.
27
Isolaremos o termo ,
2
G 2 n—WFG). (5.34)
T T

No apéndice B calculamos o G critico partindo de uma an4lise no espaco continuo da equacio
(5.2) para o caso de m = 0 e obtemos G* = 2WFG = 9.6 eV. Partindo da equacdo (5.34)

também podemos mostrar o mesmo resultado. Resolvendo a equagdo do segundo grau em A

21
A — A WFG 5.35
o + o (5.35)
A solucdo serd da forma
2G
A=T (1 +4/1— —WFG> , (5.36)
G T
com a restri¢ao
2
1— —GWFG > 0.
Para o caso limite de 1 — 2¢WFC — ) isso implica
G — Gcri — z,
A\
substituindo este resultado
2G 2WEFG
—WFG = =1,
T
portanto,
AN =2WFG = 9.6eV. (5.37)

Esta segunda forma € extremamente mais simples de derivar. Continuando iremos substituir a

identidade (5.34) na equacao (5.29)
2f ( )

WF = (WFG — A) + /A2 + (m + X,)2. (5.38)



5.5. RESULTADOS 60

Se definirmos a energia de Fermi relativistica da forma

ER = /A2 4 (m+ X,)2. (5.39)

Entao podemos reescrever W F' da forma

2f(z) (WFG A
WF" = Ef} —— ) +1]. 5.40
(o) 040
Note a semelhanca da expressdo (5.40) com a fungdo trabalho ndo relativistica W F'VE obtida na
secdo anterior como sendo
2 WFG
WENE = By { /() ( - 1) + 1} . (5.41)
m EF

Iremos agora tratar o problema numericamente atribuindo os parametos de acordo com a Tabela

5.1

Tabela 5.1: Descricao dos parametros usados no modelo

Simbolo Descri¢ao Valor
WFG  Fungdo trabalho para o grafeno 4.8eV
1 Potencial quimico w=—-WEF
A Cut-off relativistico 9.6 eV
ELR Energia de Fermi relativistica VA2 + (m+ X)?
v}% Velocidade de Fermi do modelo relativistico %[37]
Er Energia de Fermi ndo relativistica 1.2 eV[19]

5.5 Resultados

5.5.1 Abordagem Geral, R Continuo

Considerando as equacdes (5.2) e (5.3) e resolvendo-as numericamente de maneira a determi-
nar >, dindmicamente e usando os parametros da Tabela 5.1 calculamos as componentes do ten-

sor energia-momento 1'% e T% para vdrios valores de R, mostrando que para R suficientemente
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grande, as componentes tensoriais sao iguais como previstas teoricamente por questdes de sime-
trias. A Figura 5.2 mostra o grifico que descreve o comportamento das componentes tensoriais

T% e T% em fungio do raio R.

42 VIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIII

T (eVA2)

‘4r8 | T | T | T | T | T | T | T | T | T
10 12 14 16 18 20
R (A)

Figura 5.2: Componentes do Tensor Energia-Momento T# (linha cheia), T (linha pontilhada)

em fungdo de R.

O modelo de elétrons quase-livres para nanotubos de carbono para o caso relativistico tem a mesma
estrutura geral do caso ndo relativistico, isso pode ser observado pela semelhanca entre as equagdes

(5.40) e (5.41). Porém, ha sutilezas que os diferenciam.

O grifico da fungdo trabalho W FG! para os ajustes dos parimetros (G ¢ A mediante as
aproximacgodes tomadas possui um comportamento assint6tico devido a dependéncia com a fungdo
f(x) que converge para o valor § com R suficientemente grande na ordem de 15 A, recuperando
a funcao trabalho do grafeno W F'G = 4,8 eV. Os resultados mostram que o modelo relativistico

oscila menos que o modelo nao relativistico para os valores da funcao trabalho, ver Figura 5.3.
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54 TN TN N T N N T T T T N T N T N T O A MO O

4 —wr F

52—y WENR =
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o

4,4 — L

4,2 —
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2 4 6 8 10 14 16 18 20

12
R (A)

Figura 5.3: Funcgdo trabalho relativistica (linha cheia) e ndo relativistica (linha pontilhada) em

fungdo do raio R.

Este fato é devido aos diferentes cut-off’s que se relacionam como % = 3.23 onde A € o cut-
off relativistico e kr o cut-off ndo relativistico. Portanto, para um mesmo raio R o parametro
x, da qual depende fortemente a fungdo trabalho relativistica, € transladado. Este fato implica
a convergéncia rapida da funcdo trabalho. A fungdo trabalho W F' € a energia necessdria para
arrancar um elétron da superficie do nanotubo. Note que para o caso ndo relativistico, a banda
escolhida como preenchida foi a superior, ja no caso relativistico a banda escolhida foi a inferior

de acordo com a Figura 5.4

3
Il
o

Figura 5.4: Distribuicdo dos elétrons na banda.
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Esta escolha € devido as propriedades do grafeno, que apresenta sua banda inferior completamente
preenchida e um gap nulo. Para o modelo relativistico, a massa de portadores de carga € nula, dessa
forma, nosso modelo foi proposto para gerar massa dinamicamente, >, que € uma consequéncia
direta da equacdo (5.2). Apenas com uma verificagdo de que as oscilagdes W EF® e W FNE sdo
diferentes por uma questao de escala, iremos impor a seguir uma escala comum para mostrar que
neste caso tais oscilagdes adquirem um mesmo padrao. Igualaremos os cut-off’s de ambos os casos

para colocarmos os modelos numa mesma escala. Assumindo-se

3600
 he

1000\/E§VR
=",
he

forcamos a igualdade dos cut-off’s para determinarmos a energia de Fermi ndo relativistica EN 7

necessdria para por os modelos na mesma escala.

A 3600
ke 1000/ ENE
ENR =12,96 eV (5.42)

Veja na Figura 5.5 o comportamento das func¢des trabalho de cada caso, numa mesma escala.

Note que para reescalarmos os modelos, a energia de Fermi ndo relativistica deve ser aproxima-
damente 10 vezes o valor de 1,2 eV, onde 1,2 eV foi a energia de Fermi usada em [19] para

descrever o modelo ndo relativistico.

5.6 Raio R em Funcao dos Nameros Chirais

Nosso modelo foi proposto para raios continuos, no entanto, nem todos os raios sdo possiveis
durante o processo de enrolamento de folhas de grafeno para gerar um dos tipos de nanotubos,
chiral, zigzag e armchair. Podemos expressar os raios possiveis através de uma combinacao dos
numeros chirais que contém informagdes das condi¢cdes de contorno necessarias para enrolamento
das folhas de grafeno. Isto torna possivel comparar os resultados de nosso modelo com dados ex-

perimentais e com outros modelos, tais como por exemplo, o tightbinding [11]. Também podemos
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Figura 5.5: Fungdo trabalho relativistica (linha cheia) e ndo relativistica (linha pontilhada) ambos

numa mesma escala em fungdo do raio R.

incluir correcdes de curvatura importantes para raios pequenos (< 5 A por exemplo). Isto serd
feito via a equacdo (5.1) proposta por Cox e Hill [38]. Dessa forma, associa-se R continuo a um
par de ndmeros inteiros n € m, conhecidos como nimeros chirais que satisfacam a equacao (2.10)
que define a dire¢cao em que a folha de grafeno € enrolada [11]. O raio serd entdo obtido quando se
substituir os nimeros chirais (n,m) na Eq. (5.1). Nosso modelo, veja Figura 5.3, apresenta uma
fraca dependéncia de W F' com relagd@o ao raio R. Nas Figuras 5.6, 5.7 ¢ 5.8 W F' é mostrado em

funcdo de R separadamente para os casos de nanotubos tipo zigzag, armchair e chiral.

Note que no caso do modelo ndo relativistico tais oscilagdes eram maiores e desta forma foi
possivel reproduzir as oscilagdes experimentais de I/ /' em fung¢do do raio para valores de I entre
5 Ae 15 A[26,27]. Isto sugere que necessitamos ter mais ingredientes fisicos em nosso modelo
relativistico, quais sejam: a) inclusdo de ordens superiores nos acoplamentos dos campos ainda
no estagio de se propor a densidade de Lagrangiana ou b) introdugao de quase particulas no mar
de Fermi (energia positiva) j4 que no modelo presente estas estdo no mar de energias negativas

(valéncia).
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5,3 1 1 1 1

7 Zigzag B
527 — Sem correcdo

to e Com correcao
5,1 — —

ST 71 T 1 T T T T T T T T T 1

8 10 12 14
R (A)
Figura 5.6: Func¢do trabalho para o nanotubo tipo zigzag (n,0) com R de acordo com a equagdo

(5.1).

53 1 1 1 1
7] Armchair B
5,2 — —— Sem correcado =
e T Com corregao -
51 — I

45T 1 T 1 T T T T Tt T T T T 1

8 10 12 14
R (A)
Figura 5.7: Funcgdo trabalho para o nanotubo tipo armchair (n,n) com R de acordo com a

equagdo (5.1).
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Figura 5.8: Fungdo trabalho para o nanotubo tipo chiral (n,m) com R de acordo com a equagdo

(5.1).

Para concluir esta apresentaremos nossos resultados na tabela 5.2 para compara-los com célculos
de primeiro principios apresentados na referéncia [41]. Uma vez que nesta referéncia o cdlculo
para a W F' para o grafeno foi de 4.48 eV e ndo 4.8 eV como vinhamos utilizando, tivemos que

ajustar nosso modelo para obter WFG = 4.48 eV. Assim, nosso cut-off A passa a ser A =

8
R (A)

2WFG =8.96eV endo 9.6 eV como foi utilizado ao longo da Dissertacao.
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R (A)

2,075
2,747
3.424
4,065
5.413
6,720
8,197
10,869
13,514
20,000
33,333

1.515
2,118
2,762
2,857
3,125
3.484

1.672
2,083
2,500
2,762
3.164
3.671
3.906
5,000
5,102
5,434
5.820
6,250
6,578
6,954
7,352
8,928

Ref [41] (eV)

4,480
4,500
4,503
4,511
4,523
4,525
4,523
4,520
4,510
4,500
4,496

5,520
4,700
4,560
4,640
4,500
4,570

5,900
5,350
4,960
4,970
4,790
4,500
4,570
4,520
4,550
4,521
4,525
4,539
4,517
4,529
4,529
4,519

4,431
4,404
4537
4,549
4,457
4,465
4,508
4,474
4,488
4,480
4,481

Chiral
4,439
4,465
4,504
4571
4,420
4571

Zigzag
4,667
4,437
4,403
4,504
4,429
4,474
4417
4,460
4,486
4,455
4518
4,479
4,463
4,500
4471
4,469

Modelo (eV)
Armchair

variacao (eV)

0.05
0,01
0,03
0,04
0,07
0.06
0,01
0,05
0,02
0,02
0,02

1.08
0.24
0,06
0,07
0,08
1]

1.23
0,91
0,56
0,47
0,36
0,03
0.15
0,06
0,06
0,07
0,01
0,06
0.05
0.03
0,06
0,05
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Tabela 5.2: Comparagdo dos resultados para fungdo trabalho entre a referéncia [41] e nosso

modelo.

Pode-se entdo verificar que a exemplo de nosso modelo relativistico os célculos de primeiros

principios também prevé oscilagdes para a fungao trabalho.



Capitulo 6

Conclusoes

Nesta Dissertagcdo, propusemos, resolvemos e discutimos um modelo relativistico para descri¢ao
de elétrons na superficie de nanotubos. Utilizamos um sistema de coordenadas bastante conveni-
ente para tal abordagem. O modelo foi completamente descrito em coordenadas cilindricas. Tal
tratamento permite, de forma simultanea, unificar os nanotubos de carbono em si com seu limite
planar, o grafeno. Tal unificacdo da-se de forma simples pois para se obter este dltimo, basta que

se tome o limite do raio do cilindro tendendo ao infinito.

O modelo € baseado em teoria de campos que permite um entendimento da complexidade das
interacoes microscopicas elétron-elétron, elétron-atomo e termos de troca (exchange) através de
interacoes efetivas. Em outras palavras, toda a ignorancia relativa ao bom conhecimento destes de-
talhes sdo colocadas em termos da densidade, seguindo desta forma o grande sucesso apresentado
pela teoria de funcional densidade. No nosso caso, com acoplamentos de campos simples, que
representam no espaco de coordenadas, interacdes pontuais, este funcional apresenta apenas com
dois parametros livres que puderam ser eliminados. De fato, foram eliminados pelo compromisso

de se reproduzir a fungdo trabalho para o grafeno.

A derivagdo deste modelo relativistico € bastante extensa e dedicamos praticamente dois capitulos
de nossa Dissertacao tentando mostrar muitos detalhes até que as equagdes autoconsistentes pudes-
sem estar no ponto de solucao numérica. Em nossa descri¢do tentamos mostrar que nosso modelo

¢ termodinamicamente consistente de forma que nossa defini¢do para a fun¢do trabalho (W F’) é
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feita diretamente com a associagdo com o potencial quimico. Nesta perspectiva, esta definicao
¢ bem clara, contornando uma grande dificuldade que normalmente se encontra ao se estudar tal
assunto para nanotubos de carbono, onde o zero da energia de Fermi € tomado de forma arbitraria,

embora de forma correta, mas de dificil compreensao.

Ao longo deste trabalho apresentamos também de forma comparativa como o modelo relativistico
pode ser comparado com um modelo ndo relativistico anteriormente proposto [19, 20]. Verifica-
mos que no caso relativistico a fungdo trabalho tem uma variag¢ao (oscilagdo) menor com relagao
a variacdo do raio do cilindro, quando comparada com o caso nao relativistico. Tais pequenas
oscilagdes, curiosamente, também sdo verificadas em célculos de primeiros principios [41]. Isto
pode ser verificado através de nossa tabela da Figura 5.2 onde comparamos os resultados de nosso

modelo relativistico com aqueles apresentados pelo modelo baseado em primeiros principios [41].

Um ponto importante que deve ser mencionado € que nosso modelo prevé o grafeno como ma-
nifestando uma certa criticalidade se comparado com os nanotubos e estabelecendo uma relacao
unificadora entre o cut-off (A) e a constante de acoplamento GG; GA = 7. Isto pode ser visto tanto

na equacao (5.35) quanto no Apéndice B.

Finalmente, uma questdo que evitamos discutir nesta Dissertacdo, embora em andamento, foi
a abertura de gaps nos nanotubos (energia de separacio entre as quase particulas da banda de
conducao e de valéncia) que no nosso modelo aparece de forma dinamicamente clara ver apéndice
C. Isto é, para se obter a funcdo trabalho que apresentamos foi necessario resolver as equacoes
(5.2) e (5.4). Assim, X4 teve que ser encontrado, uma vez que W F' depende desta grandeza. No
entanto, >; € o proprio gap ! Nossos célculos preliminares mostram que tais gaps (na ordem de
meV) estdo em boa concordancia com valores experimentais recentemente obtidos [31] ver tabela
5.2. Um ponto que nos causou surpresa foi o fato de que mesmo para metal, onde se espera que
nao haja gap, nosso modelo indica sua existéncia mostrando que existe uma solu¢do nao nula para
¥))s que € a geragdo dindmica de massa. Fica também muito evidente em nosso estudo sobre este

ponto que X decresce com o raio do nanotubo.
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Apéndice A

Aproximacao de Hartree e Hartree-Fock

A.1 Teoria de Hartree

Os métodos de cdlculos de estrutura eletronica, por primeiros principios, tentam mapear o sistema
de muitos elétrons interagentes em um sistema de elétrons ndo interagentes. A dificuldade da
solucdo para o problema multieletronico estd associado ao termo de repulsdo intereletronica visto

na equagao
V=33 A

No formalismo de particulas independentes, este termo estd incluido em um potencial efetivo com
caracteristicas dependendo das hipdteses iniciais. Na teoria de Hartree a hipétese é supor que o
Hamiltoniano total do sistema de N elétrons possa ser escrito de uma forma desacoplada, isto é,

pelo somatério de Hamiltonianas de 1 elétron da seguinte forma:

H=> h(i), (A.2)
onde h(i) é o operador Hamiltoniano que descreve as energias de cada elétron.

A solu¢do mais simples da equagdo de Schroedinger para o hamiltoniano (A.2) € obtida
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expressando-se a fungdo de onda total dos elétrons, ¥ (77, 75, 73,...,7x), como um produto sim-
ples de funcdes de onda de um elétron, que dependem das suas coordenadas espaciais como um
produto simples de funcdes de onda de um elétron, que dependem das suas coordenadas espaciais

r; da forma
U (71, 75, 73, ..., Tn) = O1(77) P2(r2) P3(73)...0N (T77)- (A.3)

A funcdo de onda escrita na forma da equacdo (A.3) € conhecida pelo nome de produto Har-
tree e cada auto-funcdo, ¢(r;) , é conhecida como orbital espacial, satisfazendo a condi¢do de

normaliza¢do [ dr;|¢;|* = 1 e obedecendo a equagio (A.4), conhecida como equacdo de Har-

tree: o Loy ) )
h(i)¢i(ri) = —5 Vi +Zm ¢i(77) = &o(77), (A4)
A=1 "
onde, ,
Vy = /% (AS5)
i i ]

O autovalor do hamiltoniano (A.2) € a soma das autoenergias das funcdes de onda de cada elétron:
E=¢€1+¢&2+E3...EN-

O termo descrito por (A.5), potencial efetivo da teoria de Hartree, € resultado das hipéteses inicias,
pelas quais os elétrons sdo distinguiveis ao se atribuir um estado especifico a cada um deles e
ao se representar a fungda de onda total como um produto simples desses estados. O resultado €
que a interacdo coulombiana com os demais elétrons aparece de forma média, isto é, cada elétron
interage com a distribui¢do eletronica | fi|*

do termo (A.5).

de cada um dos demais elétrons. Este € o signifcado

Deve-se chamar a atencao para o fato de que cada orbital, ¢;, depende unicamente das coordenadas
espaciais do respectivo elétron i. Desta maneira, a teoria de Hartree ndo comtempla todas as
caracteristicas eletronicas. Um desses aspectos corresponde a indistinguibidade dos elétrons. Um
outro seria o fato de que os elétrons sdo caracterizados como férmions e a interacdo de troca de
elétrons de mesmo spin ndo aparece no potencial efetivo V. A teoria que leva em conta tais

aspectos € chamada de Hartree-Fock, conforme esta descrita na proxima sec¢ao.
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A.2 Teoria de Hartree-Fock

Para incluir os efeitos de spin a fungdo total deve ser fung¢do das coordenadas espaciais (1) e de
spin (w):

Z=A{r, w}. (A.6)
As funcdes que agora incluem as coordenadas espaciais e de spin sdo denominadas de spin-orbitais.
Uma outra caracteristica que deve ser incluida na funcdo de onda € que, uma vez que ela representa
férmions, ela deve trocar de sinal toda vez que forem efetuadas trocas nas coordenadas de dois

elétrons quaisquer, isto é:

V(2 ., Ty Thy ey @n) = —V(20, .oy 5, T7, .0, TN)- (A.7)

Uma funcdo de onda que apresenta essa propriedade é denominada de funcdo de onda antis-
simétrica. Uma maneira simples de construir fun¢des de onda antissimétricas € através de uma
combinacdo linear de solucdes do tipo (A.3), escrevendo a fung¢do de onda para um sistema de NV

elétrons como um determinante, chamado determinante de Slater:

o1(z1) ¢1(23) ... du(an),

U (2], T, T3, ., TN) = O2(1) 02(22) o Paln), (A.8)

1
Vv N!

O primeiro termo da direita da equacao (A.8) corresponde apenas a um fator de normaliza-cao.
Construindo-se a fun¢do de onda através desse determinante, observa-se que todos os elétrons
serdo colocados em todos os spin-orbitais, e que se for efetuada uma troca de coordenadas entre
esses elétrons, a funcdo de onda trocara de sinal e serd, portanto, antissimétrica. Da mesma forma
que na teoria de Hartree devemos obter as equagdes que descrevem o elétron independente que se

move no potencial efetivo de Hartree-Fock. Para isto vamos aplicar o principio variacional.

O principio variacional permite encontrar a energia aproximada para o estado fundamental de um
sistema quantico caracterizado por um Hamiltoniano H. Assim, a melhor fun¢do de onda que

representa o estado fundamental de um sistema € aquela que minimiza a energia eletronica:

E = (Uo|H|Wy). (A.9)
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Para se chegar a equagdo de Hartree-Fock através do método variacional, adota-se o determinante
de Slater (A.8) como funcdo tentativa. Para isso, deve-se anular a variagdo em primeira ordem do

funcional do valor esperado do Hamiltoniano
Hele = Te + ‘/eN + V;aea (AlO)

quando se faz uma pequena variacdo arbitraria em (A.8), com a restri¢do de manter (V|¥) = 1. O

problema da minimizacao com restricao € resolvido pelo método dos multiplicadores de Lagrange:

J

E[V] —Zg/|¢(m|2dfl = 0. (A.11)

Isto leva a equacdo de Hartree-Fock [18]:

f(@)o(7) = ep(7), (A.12)
com
f@i) = —lv?—iéwﬂﬁ (A.13)
2 ! a—l T’,L'A ’ ’
HF

onde f(i) é o operador de fock e v"*" é o potencial efetivo de Hartree-Fock. Esse potencial pode
ser interpretado como sendo o potencial médio sentido por um elétron ¢ devido a todos os outros

elétrons. O potencial v/ se divide em um termo local e um nio local:
v(@) = V(@) + b, (A.14)

com Vg sendo o potencial de Hartree (termo local) dada na Eq. (A.5). O dltimo termo, &, surge

da antissimetria da fun¢do de onda e € definido como potencial de exchange:
) o(E;) = Z/dqusb ’gba( 7). (A.15)

Esse é o termo ndo local e indica a correlacdo entre elétrons de spins paralelos. Para obter a

correlagdo entre spins opostos, deve-se considerar a funcao de onda exata [18] do sistema:

B :CO|\I;0>+ZC(Z|\1/Z>+ZG<Z), r<sC;’b+Za<b<cr<s<t TEpTEOY

abc
ra

(A.16)
na qual |U") representa os possiveis estados com excita¢ds simples, no qual o elétron que ocupava
o orbital f, foi transferido para o orbital f,. O terceiro termo representa os estados duplamente

excitados, e assim sucessivamente. Os determinantes de Slater |t)g),;|V’), .. .sdo definidos por
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especificacdes da configuracao dos spins orbitais que os formam. Este procedimento é chamado
interagdo de configuracido (Configuration Interation, CI). Na CI estdo incluidos os efeitos de ex-
change e de correlacdo. A série infinita (A.16) deve ser truncada em algum termo. A solucdo para o
problema de N elétrons na aproximacao CI € obtida utilizando-se (A.16) como funcdo tentativa no
método variacional. Tal procedimento leva a um problema de alto custo computacional e aplicavel

somente para sistemas simples.



Apéndice B
Calculo de G critico

Reescreveremos a equacdo (4.67) para o caso do metal, partindo da preposicdo que exista um GG
critico para o caso de Y, = 0, porém admitiremos que este GG, também adimita solugdes > # 0.

Logo reescrevendo a equacao para este fato, teremos

G A2 — k2 A2 — k2
ﬁZln<\/ " +\/ S+l =1 (B.1)

—Nmazx

[o¢]
.. ., 21 R
Tomando o limite continuo R — oo, E — o dkg | com G = G, para o caso X3 = (
s
n

— 00

a soma se torna uma integral continua. Das condi¢des acima ficamos com

a® = (kg — Xp)* + (m + X,)° = kj .

Goi [ A2 A
o dkgl ——1+— =1
7.‘_2 / 0 n( kie +|k’9|> )

—0o0

Logo,

ko
comy = N ficamos com

1
2 ; 1 1
/\Gm/dy n ——14+-) =1 (B.2)
us V 42 Y
0
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: T
A solugdo da integral é 5 Portanto,
™

T B.3
GC’I’Z /\ ( )

O G.,; também pode ser obtido de maneira mais geral para m # 0.

Com a aproximacdo para G.;, temos agora um parametro a menos para determinacdo de Y, ja

que para o metal, m = 0 e Xy = 0.



Apéndice C
Efeito do Gap no Potencial Quimico

Considere a funcao trabalho do modelo relativistico

2 GWF A
-2 )]

substituindo a energia de Fermi relativistica

Ef = /A2 4 (2, +m)2,

na equagao (C.1) ficamos com

= /A2 4 (5, +m)?

2f(z) GWF A
T \VAFCrm)? A+ tm)? )|

usando a aproximag¢ao do bindmio de Newnton teremos

~A(1+123) 2, ( GWF | )]

= 5 :

2 N2 2 2
/\\/1 s \/1+ﬁ

ou
~ 1 22 2 GWF 1 22 1 Ez
e (1 g e s (5 (g - (0 0m)))
evoluindo
2 2 2
o (n s LS [ @ CWE [ GWE S 2f() 2 /() 52]
2 A AT A3T T T 2A2

Distribuindo a fatoracao

S

ey 2f(x) GWFE  f(x) GWF X2 2A f(z) N f(x) 22

T A2 T TA
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122 f(z) GWF X2 f(z) GWF ( 2%)°
+o—2 -
2 A A2 2 A4
_f@) B f@)( 2)”
A 2T N3 .

Alguns termos se cancelam e a equacao se torna

=y {1 + %f(x) (GWF - 1)] + fTwa(l’)WET? {2—2 (1 - GWF)] :

A 2 A
B 2f(z) [ GWF 1(22)?  GWF 2
- [1+ w ( T e B

Por fim, temos

pw=AN

1+ inx) (GIXF - 1) (1 - i (27)2” (C2)

Portanto, as medidas da fun¢do trabalho W F' (potencial quimico ) ndo sd@o convenientes para

4
observacao dos efeitos da abertura de gap’s nos nanotubos, ja que o termo <TS> ~ 0.
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Baixar livros de Trabalho

Baixar livros de Turismo
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