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Resumo

Silva, F. N. Redes complexas: novas metodologias e modelagem de aquisição de conhecimento.
2009. 185p. Dissertação (Mestrado) - Instituto de Fı́sica de São Carlos, Universidade de São
Paulo, 2009.

Estudos em redes complexas têm ganhado cada vez mais atenção devido ao seu potencial de
representação simples de modelos complexos em diversas áreas de conhecimento. A obtenção
de modelos quantitativos que representem fenômenos observados da natureza, assim como o
desenvolvimento de metodologias de caracterização de redes complexas, tornaram-se essenci-
ais para a compreensão e desenvolvimento de pesquisas com essas estruturas. Este trabalho tem
como objetivo desenvolver e estudar alguns métodos recentes, usados para a caracterização de
redes complexas, explorando-os no contexto da modelagem de conhecimento. Para isso, duas
redes complexas foram geradas, uma rede de colaboração de pesquisadores da USP e outra ob-
tida a partir do banco de dados de artigos da Wikipédia, considerando apenas aqueles da catego-
ria de teoremas matemáticos. As medidas concêntricas, que foram recentemente formalizadas,
são exploradas e aplicadas às redes descritas, assim como para diversos modelos teóricos, for-
necendo informações muito relevantes sobre a topologia dessas redes. Resultados ainda mais
interessantes são obtidos pela caracterização dos vértices da rede de colaboração, que reve-
lam padrões de interdisciplinaridade entre as diferentes áreas do conhecimento. Um modelo
de aquisição de conhecimento também foi proposto, aplicando a utilização de simulações de
múltiplos agentes interagentes que caminham por uma rede complexa segundo uma heurı́stica
auto-esquivante. Resultados dessas simulações, realizadas para a rede da Wikipédia e outros
modelos teóricos, mostram que certas configurações de parâmetros e de redes apresentam me-
lhor desempenho na aquisição do conhecimento, com a rede de teoremas apresentando o pior
deles. Entretanto, diferentemente do que era esperado, a variação da memória dos agentes
pouco influência a velocidade de aquisição de conhecimento dos agentes. A frequência de
acesso dos vértices pelos agentes também foi determinada e explorada superficialmente. Diver-
sos softwares foram desenvolvidos para uso neste projeto de mestrado, dentre eles destaca-se o
visualizador 3D, que se tornou indispensável para a análise das contribuições das outras propri-
edades apresentadas.

Palavras-chave: Redes Complexas, Sistemas Complexos, Visualização Computacional, Propri-
edades Concêntricas.





Abstract

Silva, F. N. Complex Networks: New methodologies and knowledge acquisition modeling. 2009.
185p. Dissertation (Master program) - Instituto de Fı́sica de São Carlos, Universidade de São
Paulo, 2009.

Studies of complex networks have gained increasing research interest in recent years, in part
due to its potential for simple representation of complex systems in various fields of science.
The needs of quantitative models representing observed phenomena, as well the development
of methods for the characterization of complex networks, is a essential matter for the develop-
ment and understanding of scientific researches exploring such structures. This work aims to
develop and study some new methods for the characterization of complex networks, exploring
them in the context of knowledge modeling. Initially, two complex networks were developed, a
collaborative network of researchers from the Universidade de São Paulo and the other obtained
from the database of Wikipédia articles, considering only those strict related to mathematical
theorems. The recently formalized concentric measurements are explored and applied to the
described networks, as well to other several theoretical models, providing much more informa-
tion about the topology of these networks than by the use of traditional measurements. Even
more interesting results are obtained by the characterization of the vertices of the collaboration
network, which reveal patterns of interdisciplinarity among the many fields of science. A model
of knowledge acquisition has also been proposed by the use of simulations of multiple interac-
ting agents walking through a complex network in self-avoiding trajectories. Results of those
simulations, performed for the network of Wikipedia and other theoretical models shows that
certain sets of parameters and networks perform better in the acquisition of knowledge, through
the network of theorems presenting the worst of them. However, unlike what should be expec-
ted on the basis of intuition, the agents memories do not play much influence to the speed of
acquisition of knowledge. The agent access frequencies of vertices was also been obtained and
explored superficially in order to determine where the agents walk more ofen. Several softwa-
res had been developed in this master’s thesis project, among these, there is a complex network
computational visualization tool, which had become indispensable for the many analysis of the
contributions obtained by the use of the other described properties.

Keywords: Complex Networks, Complex Systems, Computational Visualization, Concentric
Measurements.
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10 mil vértices e grau médio �k� � 10. As curvas são apresentadas pela

média dos valores correspondentes a cada nı́vei concêntrico assim como
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de palavras de edinburgh com 23219 vértices e �k� � 28. . . . . . . . . 121

Figura 4.37 - Distribuição das propriedades concêntricas para a rede ER comparável
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com 2224 vértices e �k� � 6. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 124

Figura 4.42 - Distribuição das propriedades concêntricas para a rede ER comparável
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à rede de alta tensão dos EUA. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 128

Figura 4.49 - Distribuição das propriedades concêntricas para a rede geográfca com-
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distância utilizada, coeficiente de correlação. . . . . . . . . . . . . . . . 134

Figura 4.57 - Distribuições do coeficiente de aglomeração concêntrico obtido para
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EUA. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 148

Figura 4.70 - Centro de distribuição obtido para os vértices de uma rede geográfica
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lidade a erros. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 156

Figura 4.78 - Curvas do desempenho contra o número de agentes para as simulações
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des correspondentes às unidades da rede de colaboração da USP. . . . . 93





Sumário

1 Introdução 29

2 Redes Complexas 35

2.1 Propriedades Básicas de Redes Complexas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 36

2.2 Modelos de Redes Complexas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 37

2.2.1 Redes Regulares . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 38
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4.3.2 Distribuição das propriedades concêntricas para as redes reais . . . . . 111
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1 Introdução

Desde o inı́cio da convivência social, a organização das tarefas e funções de cada indivı́duo

tornou-se essencial para a produtividade e sobrevivência de tribos primitivas. Com o cresci-

mento da humanidade, a comunicação e as relações entre humanos tornaram-se cada vez mais

complexas. Cada ser humano se relacionava de diferentes modos: relações familiares, de ami-

zade, de trabalho, de vizinhança, etc. Aqueles com quem interagiam, por consequência, se

relacionavam com outros, que também possuı́am suas próprias conexões sociais, esta situação

se repetia muitas vezes até que todos aqueles que pertenciam a uma comunidade, em algum

grau, estivessem conectados.

Em tempo, relações de comércio se estabeleciam entre as diferentes comunidades, conec-

tando os aglomerados humanos entre si. Surgem, então, redes sociais maiores, formadas pelas

conexões entre as diferentes comunidades e pelos seus indivı́duos. Diversas dinâmicas acom-

panham o crescimento da rede, como a propagação de informação, transporte de recursos e

disseminação de cultura e conhecimento. Em um curto espaço de tempo, relativo ao tempo de

vida dessas conexões, as comunidades eram abastecidas, atualizadas e influenciadas cultural-

mente, por viajantes ou comerciantes, que trafegavam de vila em vila. Em contrapartida, outros

seres vivos se aproveitam dessas redes, e as usam, mesmo que indiretamente, como meio de

propagação de doenças, como os parasitas, vı́rus e bactérias.

Com o aumento da população humana e da qualidade de vida, as redes sociais também

cresciam, e, com os avanços tecnológicos, cada vez mais rapidamente. Dada a importância

dessas relações para o desenvolvimento e vitalidade da civilização, é interessante responder

a algumas questões como: Como conter a propagação de um vı́rus? Como deve ocorrer a

disseminação do conhecimento? Como se dá o crescimento dessas redes? Quais indivı́duos são

os mais importantes?

As respostas para essas perguntas não são triviais, e permitem múltiplas interpretações,

entretanto, no inı́cio do século XXI, avanços na área de redes complexas (1, 2, 3) permitiram que

algumas dessas respostas pudessem, ao menos, serem esboçadas (4, 5, 6, 7, 8). Os mecanismos

descritos anteriormente ilustram algumas das caracterı́sticas e problemas presentes no estudo de
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redes complexas, que pode ser resumido como o estudo de sistemas complexos formados pelas

relações entre seus elementos.

Costuma-se atribuir a Leonhard Paul Euler (9) o desenvolvimento inicial da teoria dos

grafos, que é a base dos estudos de redes complexas. Euler, em 1735, resolveu um problema

popular sobre sete pontes da cidade de Königsberg da Prússia (atualmente Kalingrad, Rússia),

onde o rio Pregel divide-se em duas partes separando quatro regiões de terra (figura 1.1a). O

problema baseia-se em encontrar um caminho que visite todas as pontes apenas uma vez. Euler

foi o primeiro a provar matematicamente que tal caminho não existe (10, 11).

A
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Da b

c d

e

f

g

(a) Mapa da região da divisão do rio Pegel.
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C

B

D

g

e

fba

dc

(b) Representação por grafo.

Figura 1.1 – Representações do problema das sete pontes da cidade de Königsberg.

O primeiro passo de Euler para a solução do problema de Königsberg foi perceber que

não se tratava de um problema geométrico, e métricas de distância em nada poderiam ajudar.

Euler reduziu o problema ao eliminar as propriedades geográficas e ao introduzir o conceito de

vizinhança. Cada região de terra do mapa foi considerado como um nó, ou vértice, e cada ponte,

uma conexão, ou aresta conectando cada vértice, o sistema foi reduzido ao que é chamado hoje

de grafo, como ilustrado na figura 1.1b.

O trunfo de Euler foi ter resolvido não somente o problema especifico das pontes, mas

também, por ter generalizado a solução para qualquer caso semelhante, isto é, para qualquer

grafo. A solução baseia-se no fato de que o caminho proposto somente existirá se cada vértice

tiver um número par de arestas conectadas a ele, isto é, uma conectividade par, de modo que

toda vez que o caminho passa pelo vértice haja ao menos uma entrada e uma saı́da. Excep-

cionalmente, os vértices inicial e final podem ter um número ı́mpar de conexões, já que estes
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necessitam de apenas uma saı́da e uma entrada respectivamente. A solução pode ser simpli-

ficada dizendo apenas que: existirá um caminho que passe por todas as arestas de um grafo

apenas uma vez se e somente se houver no máximo 2 vértices com conectividade ı́mpar, o

inicial e o final.

A solução dos caminhos de Euler, que utiliza apenas a conectividade de cada vértice, des-

pertou grande interesse de outros matemáticos da época, o que culminou na solução e surgi-

mento de diversos outros problemas semelhantes que deram origem ao que chamamos hoje de

teoria dos grafos.

As redes complexas têm sua origem remotamente relacionada aos estudos realizados por

pesquisadores como Flory (12), Rapoport (13), Erdös e Rényi (14), em meados do século XX.

Estes trabalhos dedicavam-se, exclusivamente, a resolver alguns problemas sobre teoria dos

grafos e de redes sociais, entretanto no final do século XX e inicio do século XXI, houveram

avanços significativos na área, representados principalmente pelos trabalhos de Watts e Stro-

gatz (15), Barabási (16) e seus colaboradores, que estenderam o escopo de redes complexas a

diferentes áreas do conhecimento. Muitos fatores contribuı́ram para essa situação, como o au-

mento recente da capacidade de aquisição de dados e do poder computacional, permitindo que

modelos cada vez mais completos pudessem ser estudados através de simulações e investigações

de medidas topológicas.

O estudo de teoria dos grafos e redes complexas distinguem-se pelo último ser ampla-

mente aplicável a diferentes áreas do conhecimento, tornando-se uma eficaz ferramenta para a

representação de uma variedade de modelos computacionais (17, 16), fı́sicos (18, 19), biológicos

(20) e sociais (21, 22, 23).

A caracterização de grafos e redes complexas é um problema antigo que existe desde os

primórdios da teoria de grafos, e baseia-se, principalmente, na obtenção das propriedades de

conectividade e distâncias topológicas, entretanto, as novas metodologias e aplicações desses

estudos tornaram algumas dessas propriedades, consideradas clássicas, um tanto defasadas com

relação aos avanços gerais da área. Enquanto que a teoria dos grafos trata principalmente de pro-

blemas que podem ser solucionados por metodologias analı́ticas, em redes complexas, métodos

estatı́sticos são amplamente utilizados devido ao seu caráter complexo e/ou não determinı́stico,

exigindo a aplicação de métodos de simulação e cálculo numérico com o auxı́lio de computa-

dores.

Apesar de essenciais, as métricas clássicas de redes complexas se mostraram limitantes para

a determinação de diversas caracterı́sticas tanto das redes quanto de seus elementos. Somente

com o avanço do poder de processamento em computadores e da capacidade de aquisição de
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grande quantidade de dados, foi possı́vel observar fenômenos de uma forma mais sistemática,

revelando a necessidade de novas métricas. Nos últimos anos houve considerável interesse na

busca de novas propriedades para a caracterização das redes complexas.

A busca de novas métricas em redes complexas deu origem a diversas novas propriedades,

como as medidas de centralidade, desenvolvidas ainda no século XX que visam determinar

a importância de um vértice de uma rede. Outras propriedades baseiam-se no desempenho

ou em dinâmicas (3, 24) que ocorrem dentro de uma rede, como por exemplo dinâmicas de

agentes (25, 26) e difusão (27), estas últimas não somente tem o objetivo de caracterizar a rede,

como também simular alguns mecanismos do mundo real, como, por exemplo, simulações de

propagação de doenças (4, 5) ou pragas virtuais (28).

Introduzidas em (29) e formalizadas em (30), as métricas concêntricas (ou hierárquicas)

apresentaram grande potencial para completar a caracterização de redes complexas, pois esten-

dem as métricas tradicionais ao considerar não somente propriedades locais, como também a

topologia das redes por completo. Associadas às medidas de centralidade, ajudam a revelar

caracterı́sticas sobre o papel de cada vértice na rede.

Dada a importância da determinação de padrões das métricas concêntricas, este trabalho

teve como um de seus objetivos obter e analisar as diferentes medidas concêntricas para di-

versas redes, tanto aquelas baseadas em modelos teóricos, quanto para redes obtidas a partir

de dados reais. Um software foi especialmente desenvolvido com a finalidade de calculá-las

sistematicamente para quaisquer conjuntos de redes, tornando possı́vel a obtenção dos padrões

concêntricos, mesmo para conjuntos com grande quantidade de dados.

A caracterização individual dos vértices através das medidas concêntricas também foi ex-

plorada e aplicada a uma rede de colaboração, baseada no conjunto de dados dos trabalhos

acadêmicos da Universidade de São Paulo (USP), elaborando análise comparativa entre as pro-

priedades e as diferentes áreas de conhecimento referentes aos vértices da rede.

A modelagem de conhecimento por redes complexas ganhou atenção em estudos recen-

tes (25, 31). Apesar de redes baseadas na WWW, redes de citações e de colaboração expressa-

rem indiretamente o conhecimento, redes semânticas (32, 26) e hierárquicas (33) apresentaram

bons resultados na área de inteligência artificial (34, 35). A representação do conhecimento por

redes complexas permite que dinâmicas de aquisição de conhecimento possam ser simuladas

por diferentes configurações e heurı́sticas.

Redes reais que expressem o conhecimento através de conceitos, isto é, redes semânticas,

são difı́ceis de serem criadas, pois exigem um mecanismo sistemático que identifique a proxi-

midade entre conceitos, na falta desse componente a rede pode se tornar subjetiva e dependente
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daquele que a criou. Neste trabalho é proposta uma nova metodologia para se obter redes reais

na forma de subredes do banco de dados de artigos da Wikipédia. Uma rede de conhecimento

foi gerada pelo método, baseando-se nos artigos correspondentes aos teoremas da matemática.

A aquisição de conhecimento pode ser modelada por agentes que se encontram em ca-

minhada aleatória (36, 37) dentro de uma rede, neste trabalho são considerados apenas agentes

com dinâmica de caminhada aleatória auto-esquivante (self-avoiding). As dinâmicas de agentes

estudadas até agora tratam principalmente da coleta de informações sobre a própria rede com o

objetivo de caracterizá-las (38, 39), apesar disso a dinâmica de aquisição de conhecimento pode

ser simulada em termos de vértices visitados de uma rede.

O presente trabalho também considera a dinâmica de múltiplos agentes interagentes (40)

que navegam em uma rede com o objetivo de simular a aquisição de conhecimento, onde cada

agente possui suas próprias caracterı́sticas como memória e qualidade (em termos da probabili-

dade de ocorrerem erros observacionais). Os agentes interagem por meio de uma rede complexa

de interação, ou colaboração. Diferentemente dos trabalhos existentes sobre o assunto que con-

sideram a interação limitada por uma rede regular (lattice ou grade) ou em comunicação com-

pleta (todos os agentes se comunicam com todos os outros), foram usados os modelos teóricos

de redes complexas como a rede de interação.

Resultados preliminares mostram que para certas redes, como a rede de teoremas da Wi-

kipedia, o tamanho da memória dos agentes não é relevante para a velocidade de aquisição de

conhecimento, a dinâmica nessa rede também apresentou o pior desempenho de aquisição de

dados com relação aos modelos teóricos. A caracterização pelas metodologias descritas neste

trabalho ajudaram a identificar superficialmente quais propriedades das redes de interação e de

conhecimento, influenciam a aquisição de conhecimento.

Outro problema comum em redes complexas é a apresentação das propriedades e das

próprias redes, enquanto que redes com poucos elementos podem ser apresentadas graficamente

na ı́ntegra de modo relativamente simples, redes com grande quantidade de vértices representam

um problema com relação a sua visualização. Nem sempre toda a informação de uma rede com-

plexa pode ser transmitida para uma imagem, inevitavelmente, a apresentação de grafos grandes

ou de suas propriedades ainda é um problema em aberto, exigindo, muitas vezes, soluções cri-

ativas e especı́ficas para cada grafo. Entretanto metodologias sistemáticas (41, 42, 43, 44) têm

apresentado bons resultados para a visualização geral de redes largas e esparsas. Neste trabalho

foi desenvolvido um software para a visualização 3D interativa (45) de redes complexas usando

metodologias sistemáticas baseadas em dinâmica molecular.

As visualizações geradas permitiram que diversas propriedades estudadas pudessem ser me-
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lhor exploradas e devidamente apresentadas. A visualização efetiva das redes complexas foi de

extrema importância por viabilizar e facilitar o desenvolvimento e interpretação dos resultados

das outras contribuições desta dissertação.

Outros softwares foram desenvolvidos para o cálculo das propriedades, simulações e análise

dos dados, entre eles destacam-se um software para o cálculo sistemático de propriedades

concêntricas, uma biblioteca para trabalhar com grafos e redes complexas e extrair diversas

propriedades e um programa para redução e classificação de dados baseado na análise de com-

ponentes principais (PCA).

Esta dissertação está dividida em 5 capı́tulos e 1 apêndice. O segundo capı́tulo, intitu-

lado Redes Complexas, apresenta os principais conceitos sobre redes complexas, tais como a

definição, principais modelos e algumas propriedades como centralidade e métricas concêntricas,

além de alguns métodos dos métodos de análise de componente principal e variáveis canônicas.

O terceiro capı́tulo, Metodologia, descreve em detalhes a metodologia usada e os principais

problemas enfrentados, além de descrever os recursos computacionais usados e desenvolvidos.

O quarto capı́tulo, Resultados e Discussões, apresenta os resultados obtidos mais importantes,

descrevendo-os e discutindo-os. O último capı́tulo, Conclusões, resume os principais resultados

e contribuições deste trabalho além de explorar as perspectivas de trabalhos futuros.

A dissertação é concluı́da por um apêndice que descreve em detalhes o algoritmo usado

para o desenvolvimento do visualizador 3D interativo de redes complexas.
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2 Redes Complexas

Em geral, sistemas reais podem ser modelados por propriedades intrı́nsecas e pela forma

como interagem com outros sistemas, que por sua vez possuem suas próprias caracterı́sticas.

A composição lógica dos estudos de fenômenos caracterı́sticos de cada sistema isoladamente,

nem sempre reflete o comportamento real de um conjunto de sistemas. Um exemplo tı́pico é a

interação de diferentes partı́culas, que separadas podem se comportar de modo semelhante, no

entanto, em uma molécula, apresentam comportamentos muito diferentes dependendo de como

estão interagindo (ou conectadas). O termo Sistemas Complexos refere-se a sistemas que são

descaracterizados quando estudados de uma maneira ”reducionista”. Redes Complexas (1, 2, 3)

são estruturas abstratas que representam as relações entre os diversos elementos desses sistemas.

Uma rede complexa constitui-se de um conjunto numeroso de vértices(ou nós) e arestas(ligações).

Cada vértice pode representar elementos como partı́culas, pessoas, proteı́nas, trabalhos acadêmicos,

etc; enquanto as arestas representam as relações ou conexões entre eles, como a interação entre

partı́culas, a amizade entre pessoas, cooperação em trabalhos e semelhança entre proteı́nas.

4

1 Introdução

O uso de redes complexas para descrever mode-

los em diversas áreas de pesquisa vem se tornando

cada vez mais comum, sendo considerado, em diver-

sas situações uma excelente ferramenta na repre-

sentação de modelos computacionais, f́ısicos, ma-

temáticos, biológicos e sociais. Uma rede complexa

constitui-se de um conjunto, em geral numeroso, de

vértices(ou nós) e arestas, onde estes vértices po-

dem representar estruturas como part́ıculas, pes-

soas, protéınas, etc; enquanto que as arestas re-

presentam as conexões ou relações entre eles, como

a interação entre part́ıculas, a amizade entre pes-

soas e as ligações qúımicas entre as protéınas.

Gráficamente representa-se os vértices como pontos

e as arestas como linhas que conectam estes pontos

como na Figura 1. Essas redes podem ser estudadas

tanto pela bem fundamentada teoria de grafos, em

constante desenvolvimento desde a época de Euler,

como também por uma abordagem moderna, utili-

zando o potencial da mecânica estat́ıstica e do uso

de simulações computacionais.

O estudo topológico local das redes é ge-

ralmente realizado obtendo, de um conjunto de

vértices locais, as propriedades clássicas da teoria

de grafos, isto é, o grau e o coeficiente de aglu-

tinação(Clustering Coefficient). Já no estudo es-

tat́ıstico são obtidos os dados médios e distribuições

dessas propriedades levando em consideração toda

a rede. No entanto esse conjunto de dados nem

sempre fornece informações suficientes para a com-

preensão estrutural da rede. Como exemplo, uma

rede do tipo livre de escala é facilmente distingúıvel

de uma rede aleatória, observando apenas a distri-

buição do grau, no entanto uma rede do tipo Ba-

rabási-Albert (um modelo de rede livre de escala

Figura 1: Exemplo de Rede, sendo indicado uma
aresta e um vértice.

gerada) pode não pode ser facilmente distingúıvel

de uma rede real, que também seja livre de escala,

apenas observando esta distribuição.

Além da perda de informação sobre a estrutura

geral da rede, a utilização das propriedades clássicas

também fornece pouca informação sobre a estru-

tura local de um vértice ou grupo de vértices. Uma

alternativa para completar esses dados é analisar

não somente os vizinhos próximos a esses vértices,

mas também seus vizinhos cada vez mais distan-

tes através do conceito de ńıveis hierárquicos for-

malizado recentemente em [2, 3]. As medidas

clássicas foram, então, estendidas ao conceito de

ńıveis hierárquicos, resultando nas propriedades de

grau, coeficiente aglutinação hierárquicos e número

de vértices em cada ńıvel. Novas medidas também

foram introduzidas, completando a caracterização

da conectividade e estrutura dos ńıveis hierárquicos,

são elas o grau entre-ńıveis(inter-ring degree), grau

intra-ńıvel(intra-ring degree), grau hierárquico co-

mum(Hierarchical Common Degree), taxa de con-

vergência(Convergence Ratio). Essas propriedades

também podem ser usadas para a caracterização

da rede, considerando valores estat́ısticos de toda

a rede, como distribuições, médias e desvios das no-

vas propriedades obtidos para cada vértice.

Figura 2.1 – Exemplo de Rede, sendo indicado uma aresta e um vértice.

Matematicamente, pode-se definir uma rede complexa da mesma forma que um grafo

(fig. 2.1), isto é, como um conjunto de elementos Γ(V ,E ), onde V representa um conjunto

de vértices V = {v1,v2,v3, . . .vn} e E um conjunto de arestas entre os vértices, E = {(vi,v j) :

{vi,v j} ∈ V }. Uma rede complexa também pode ter valores numéricos, ou pesos, associados a

cada vértice (Wv) ou aresta (We), essas, são chamadas de redes de vértices ou arestas pondera-

dos. As redes também podem ser digrafos, quando suas arestas indicam a direção da conexão;
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ou não-direcionadas, quando as arestas não indicam uma direção privilegiada.

Em termos computacionais, a rede complexa é, geralmente, representada pela sua matriz de

adjacência ou por uma lista de adjacências. Uma matriz de adjacência G de uma rede Γ(V ,E )

de N vértices, tem dimensão N ×N, onde seus elementos são definidos por Gi j tal que se

Gi j = 1 então {(vi,v j) ∈ E }; A lista de adjacência é formada pelo conjunto de vértices da rede

E = [e1,e2, . . .], onde cada elemento ek representa uma aresta ek = [vi,v j]. Deve-se observar que

para uma rede não direcionada, a matriz de adjacência é simétrica, portanto Gi j = G ji.

2.1 Propriedades Básicas de Redes Complexas

Quantificar as informações contidas em redes complexas nem sempre é uma tarefa trivial.

Diversas propriedades (46) podem ser usadas para refletir, em números, as diferentes carac-

terı́sticas de seus vértices ou da rede por completo. Dentre as medidas comumente usadas

destacam-se o grau (em inglês vertex degree), também chamado de conectividade; o coeficiente

de aglomeração (clustering coefficient), usado para quantificar o agrupamento; e os caminhos

mı́nimos(shortest path) ou geodésicas entre vértices.

1

32

4

k(2)=2
Cc(2)=1

k(1)=3
Cc(1)=1/3

k(3)=2
Cc(3)=1

k(4)=1
Cc(4)=0

Figura 2.2 – Exemplo de rede com as propriedades de grau e coeficiente de aglomeração em destaque
para cada vértice.

O grau (ou conectividade), k(i), de um vértice i, é a medida topológica mais simples que se

pode obter em uma rede, sendo definido como o número de arestas conectadas a este vértice.

Em termos da matriz de adjacência G, o grau de um vértice i é a soma de todos os elementos de

sua linha ou coluna correspondente (equação 2.1):

k(i) =
n

∑
j=1

Gi j (2.1)

A conectividade de rede corresponde quantitativamente ao grau médio, �k�. Na próxima

seção (2.2) será mostrado que enquanto uma rede aleatória é caracterizada por um pequeno



37

valor de desvio padrão do grau, redes reais ou modelos livres de escala tendem a apresentar

valores mais altos, portanto a distribuição do grau fornece informações relevantes para a sua

caracterização em um desses diferentes modelos. Na rede da figura 2.2, por exemplo, o grau

médio é �k�= (2+2+3+1)/4 = 2.

O coeficiente de aglomeração, Cc(i), de um vértice i, é definido como a razão do número de

conexões entre os vértices da primeira vizinhança de i, e1(i), pelo maior número de conexões,

emax(i), que seriam possı́veis entre os vizinhos. Como emax(i) = n1(i)(n1(i)−1)/2, onde n1(i)

é o número de primeiros vizinhos de i, pode-se usar a equação 2.2:

Cc(i) =
e1(i)

emax(i)
= 2

e1(i)
n1(i)(n1(i)−1)

(2.2)

Quando a conectividade na vizinhança é máxima, o valor de Cc(i) é 1, e 0 quando a conec-

tividade é mı́nima. O coeficiente de aglomeração fornece um forte indicativo sobre a conectivi-

dade local em uma rede, mas, por limitar-se em considerar apenas os vizinhos mais próximos a

um vértice, pode não caracterizar totalmente a rede. A solução para este problema é o coefici-

ente de aglomeração concêntrico que é apresentado no seção 2.3.

O mı́nimo caminho médio, l, é uma importante propriedade em redes complexas, é definido

como a média das distâncias mı́nimas (geodésicas), di j para todos os pares de vértices, como na

equação 2.4:

l =
1

N(N−1) ∑
i �= j

di j (2.3)

Essa propriedade é válida somente quando a rede considerada é conectada, isto é, quando há

caminhos entre todos os pares de vértices da rede. Este problema pode ser resolvido tomando-

se a média harmônica (equação 2.4), no entanto, para este trabalho, são considerados apenas os

componentes conectados das redes.

1
l∗

=
1

N(N−1) ∑
i�= j

1
di j

(2.4)

2.2 Modelos de Redes Complexas

Um dos principais problemas em redes complexas é encontrar redes que modelem fenômenos

ou estruturas da natureza. Redes reais são obtidas através de medidas experimentais e observações

da natureza, e tem como objetivo, limitar o estudo a um conjunto de sistemas e as relações entre
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eles. Muitas vezes, é necessário obter redes que não necessariamente correspondem a siste-

mas fı́sicos reais, mas, a uma aproximação representativa de uma categoria de sistemas, que

possuem propriedades em comum. Diversos modelos teóricos foram desenvolvidos com essa

finalidade, dentre eles destacam-se os modelos regulares, Erdős-Rényi (aleatória) (14), Watts-

Strogatz (pequeno mundo) (15, 47), Barabási-Albert (livre de escala) (48) e geográficos (49).

Os modelos teóricos permitem a criação de redes com parâmetros controlados, fixando o

número de nós e a conectividade, por exemplo; também permitem a obtenção de resultados

analı́ticos de algumas propriedades que, muitas vezes, podem ser estendidas a redes reais.

Em geral, as redes não necessariamente pertencem a uma única categoria de modelos

teóricos, estudos anteriores mostram que a maioria das redes reais apresentam comportamento

hı́brido (50), por exemplo, podem apresentar caracterı́sticas de pequeno-mundo e livres de es-

cala ao mesmo tempo, ou ainda apresentar regiões aleatórias e regiões livres de escala.

A seguir os principais modelos teóricos de redes complexas serão apresentados, destacando

as propriedades caraterı́sticas de cada modelo

2.2.1 Redes Regulares

Redes com caracterı́sticas regulares (figuras 2.3a e 2.3b) não representam muitos sistemas

reais, ainda assim, são muito estudados na teoria de grafos. Uma rede regular possui todos os

vértices com mesma conectividade e apresenta uma dimensão caracterı́stica.

Devido ao caráter infinito das redes regulares, em geral, é necessário truncá-la limitando o

estudo a um grupo finito de vértices. O truncamento pode ser realizado usando diferentes formas

topológicas, mas convém limitar a rede por um quadrado, cubo ou hipercubo n-dimensional

dependendo da dimensão caracterı́stica.

Além de definir a forma, é necessário determinar como os vértices da borda devem ser

truncados: A borda pode ser preservada eliminando as conexões que não pertencem ao com-

ponente removido, como na rede regular bidimensional da figura 2.4a, apresentando vértices

com conectividade diferente dos demais. Também é possı́vel eliminar a borda por completo

reconectando os elementos ciclicamente como se a rede se repetisse infinitamente pelo espaço,

como a figura 2.4b, para este caso todos os vértices apresentam exatamente o mesmo grau e são

degenerados.
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(a) Regular 2D (b) Regular 2D - sem bordas

(c) Aleatória (d) Barabási-Albert

(e) Regular 1D (Lattice) (f) Pequeno-Mundo

Figura 2.3 – Modelos de redes complexas.
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(a) (b)

Figura 2.4 – Dois modelos de redes regulares: (a) com efeito de bordas e (b) sem efeito de bordas.

2.2.2 Redes Aleatórias

O modelo de redes aleatórias, inicialmente desenvolvido por Anatol Rapoport (13) e inde-

pendentemente por Paul Erdős e Alfréd Rényi (14), foi uma das primeiras tentativas de modela-

gem de redes reais. Também conhecidas como redes Erdõs-Rényi (ER), essas redes apresentam

tendências gerais para a maioria das propriedades, portanto, apesar de representarem poucos

sistemas reais, são muito importantes para a análise do comportamento médio dessas proprie-

dades em um conjunto de redes.

As redes aleatórias também são de grande ajuda para o estudo analı́tico ou estatı́stico de

redes complexas, sendo usadas como a base para muitas outras redes sofisticadas.

Em uma rede Aleatória (fig. 2.3c), os N vértices, inicialmente desconectados, são ligados

ou não dependendo de um parâmetro de probabilidade p. Para redes com grande número de

vértices a distribuição do grau é binomial (distribuição de Poisson) centrada no valor de conec-

tividade média �k�= pN, como na Figura 2.5.

2.2.3 Modelo Barabási-Albert

Desenvolvido por Albert-László Barabási e Réka Albert (48), o modelo Barabási-Albert

(BA) é um dos mais bem sucedidos métodos para a geração de redes livres de escala. Essas

redes apresentam distribuição de grau que obedece a uma lei de potência (figura 2.6) P(k) ∝ k−3.

Redes baseadas nesse modelo representam muitos sistemas reais devido ao fato de que a
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Figura 2.5 – Distribuição do grau para uma rede aleatória (ER).

grande maioria são livres de escala (16). O modelo também caracteriza o crescimento dessas

redes, tornando-se uma um bom modelo para entender como essas redes podem ser geradas.

Diferentemente das redes aleatórias, onde os vértices apresentam conectividade semelhante,

em uma rede livre de escala é comum o surgimento de vértices com número de conexões muito

maior do que a média, a figura 2.3d ilustra esse fato.

O termo hub costuma ser usado para denominar os vértices com maior número de conexões

em uma rede livre de escala, no entanto, não é possı́vel defini-lo formalmente, pois nessas

redes, não há um valor caracterı́stico de conectividade que permita a existência de um limiar

intrı́nseco. Neste trabalho o termo hubs é usado para definir uma pequena fração dos vértices de

maior conectividade de uma rede ou vértices com número de conexões de ordens de grandeza

superior à média.

O modelo Barabási-Albert baseia-se no conceito de que redes reais possuem tanto uma

dinâmica de crescimento quanto um mecanismo preferencial de ligação. Esses 2 fatores com-

binados são essenciais para a geração de redes livre de escala (48, 2).

Uma rede BA é gerada a partir um conjunto de vértices m0 (≥ 2) que podem estar des-

conectados ou aleatoriamente conectados. Progressivamente, t novos vértices são adicionados
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Figura 2.6 – Distribuição de grau para uma rede Barabási-Albert (BA).

ligando-se a m (≥ m0) vértices dos Vt já presentes na rede. A escolha dos vértices é aleatória

obedecendo a uma probabilidade dependente linearmente da conectividade do vértice destino

e(eq. 2.5):

P(e) =
k(e)

∑ j∈Vt k( j)
(2.5)

O processo resulta em uma rede de tamanho N = m0 + t vértices com �k� = 2m. Como a

cada passo os novos vértices são ligados, preferencialmente, aos mais conectados, estes tendem

a adquirir ainda mais conexões.

2.2.4 Redes Watts-Strogatz

Pequeno-mundo é o nome dado a redes caracterizadas por terem menor caminho médio

(média das geodésicas) muito baixo, isto é, seus vértices podem, em geral, serem acessados com

poucos passos partindo de outro vértice qualquer. Esse fenômeno costuma aparecer em diversas

redes reais e é muito presente em redes sociais (22). Outra caracterı́stica de redes pequeno-

mundo é a existência de muitas conexões do tipo triângulo, isto é, alto valor do coeficiente de

aglomeração. Em uma rede social, por exemplo, a existência dessas conexões é comum pois
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Figura 2.7 – Estágios para a geração de uma rede BA com 10 vértices e �k�= 4.

amigos de uma pessoa tem grandes chances de serem amigos entre si.

Um modelo que representa bem uma rede pequeno mundo foi desenvolvido por Duncan J.

Watts e Steven Strogatz (15). Nessa rede, chamada de Watts-Strogatz (WS), uma rede regular

tem algumas de suas suas arestas modificadas de modo que possam conectar qualquer outro par

de vértices escolhido aleatoriamente. Dependendo da quantidade de arestas trocadas obtém-se

redes que apresentam caracterı́sticas que variam de redes regulares a redes aleatórias. Uma rede

WS começa a apresentar o fenômeno de pequeno-mundo logo que alguns poucos vértices são

trocados.

A construção de uma rede WS começa a partir de uma regular unidimensional (figura 2.8a),

progressivamente, todas as arestas são consideradas aleatoriamente, com probabilidade p, para

trocarem seus vértices de origem e destino por outros também selecionados aleatoriamente. A

figura 2.8 ilustra o processo de construção.
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Figura 2.8 – Construção de uma rede Watts-Strogatz com 10 vértices.

2.3 Nı́veis e Propriedades Concêntricas

Propriedades básicas de redes complexas, como a conectividade e o coeficiente de aglomeração,

fornecem informações importantes para a caracterização dos vértices e da própria rede, no en-

tanto, consideram apenas a estrutura da vizinhança imediata de cada vértice. As propriedades

topológicas locais de um vértice podem não ser suficientes para descrever seu papel na rede, ne-

cessitando de mais informações sobre a estrutura geral da rede. Uma alternativa para completar

essas propriedades é estende-las ao considerar os vizinhos mais distantes través do conceito de

nı́veis concêntricos (ou hierárquicos) (29) formalizado em (30).

Os nı́veis concêntricos podem ser definidos como um número inteiro, di j, associado a cada

par de vértices, i e j, com o valor do menor caminho entre eles, para redes não direcionadas

di j = d ji. Pode-se organizar os vértices da rede de acordo com os nı́veis concêntricos em sub-

redes chamadas de anéis.
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Cada anel, Rd(i), é definido pelo nı́vel concêntrico d e por um vértice central i; e contém

todos os vértices j ∈V tal que di j = d, isto é, o anel de nı́vel 1, R1(i), contém todos os vértices

que são vizinhos imediatos ao vértice central i, o anel de nı́vel 2, R2(i), é formado por todos os

vértices vizinhos aos do nı́vel 1 que não pertençam a R1(i). O mesmo raciocı́nio pode ser usado

para determinar os vértices de um anel Rn+1(i) conhecendo-se Rn(i). A figura 2.9 exemplifica

a definição dos nı́veis concêntricos mostrando os 3 anéis de uma rede.

A estrutura hierárquica pode ser obtida realizando uma busca em largura na árvore espa-

lhada mı́nima da rede partindo do vértice central, como mostra a figura 2.10. Por questões de

simplificação, o termo nı́vel concêntrico (ou hierárquico) é usado para caracterizar os vértices

de um anel. Nota-se que a estrutura hierárquica pode ser obtida somente para componentes co-

nexos da rede, outra observação importante é a de que o anel de nı́vel 0 contém apenas o vértice

central.

13

7

8 1

2

3

4

6 12

115

10

9

9
n:0 n:1 n:2 n:3

Figura 2.9 – Exemplo de anéis concêntricos centrados em 1 para uma rede de 13 vértices.

2.3.1 Medidas Concêntricas

Aplicando o conceito de nı́veis concêntricos é possı́vel estender as propriedades clássicas

de modo a considerarem diversos anéis centrados no vértice estudado, dando origem às pro-
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Figura 2.10 – Árvore espalhada para a rede da figura 2.9 centrada em 1 com os respectivos nı́veis
hierárquicos.

priedades concêntricas. As medidas concêntricas (também chamadas de medidas hierárquicas)

são definidas para cada anel ao longo dos nı́veis concêntricos.

Apesar de estenderem as medidas tradicionais, as medidas concêntricas não se derivam tri-

vialmente delas, por exemplo, a conectividade se estende em 4 novas propriedades e 2 outras

não possuem análogo tradicional. As propriedades concêntricas propostas são: número de nós

(number of nodes), número de arestas em um anel (number of edges on a ring), grau concêntrico

(concentric degree), grau entre-nı́vel (inter-ring degree), grau intra-nı́vel (intra-ring degree),

grau concêntrico comum (concentric common degree), coeficiente de aglomeração concêntrico

(concentric clustering coefficient) e taxa de convergência (convergence ratio). As propriedades

estão definidas para cada anel centrado em um vértice da rede e dependem exclusivamente dos

vértices que estão no anel e das conexões internas ou entre os anéis vizinhos. As proprieda-

des são definidas em detalhes a seguir considerando um anel Rd(i), os exemplo das medidas

referem-se à figura 2.9.

Número de nós, nd(i):

É a mais simples das medidas concêntricas e denota exatamente o número de vértices que

pertencem ao anel Rd(i), isto é, a cardinalidade do conjunto representado pelo anel. Por exem-

plo, na figura 2.9 o número de nós dos 4 nı́veis concêntricos são respectivamente: n0(1)=1,

n1(1)=3, n2(1)=4 e n3(1)=6.
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Número de arestas em um anel, ed(i):

Consiste no número de arestas exclusivamente contidas no anel Rd(i), isto é, todas as arestas

que conectam vértices com o mesmo nı́vel hierárquico d. Por exemplo, e0(1) = 0, e1(1) = 1,

e2(1) = 0 e e3(1) = 3.

Grau concêntrico, kd(i):

O grau concêntrico é a extensão direta do grau clássico aplicada aos nı́veis hierárquicos,

definindo o número de conexões que um anel Rd(i) possui com o seguinte Rd+1(i). Para a rede

da figura 2.9, k0(1) = 3, k1(1) = 5, k2(1) = 7 e k3(1) = 0.

Grau intra-nı́vel, Ad(i):

Outro método de se estender a conectividade, o grau intra-nı́vel é determinando através do

valor médio do grau obtido dos vértices do anel, mas considerando apenas as conexões internas,

isto é, ignorando conexões com os vértices dos anéis anterior, Rd−1(i), e subsequente, Rd+1(i).

A propriedade também pode ser definida em termos das outras propriedades concêntricas pela

equação 2.6:

Ad(i) =
2ed(i)
nd(i)

(2.6)

Nota-se que para o anel de nı́vel 0 o valor seu valor não está definido e por conveniência usa-se

A0(i) = 0. Na figura de exemplo tem-se: A1(1) = 1/3, A2(1) = 0 e A3(1) = 1/2.

Grau entre-nı́veis, Ed(i):

É obtida pelo número médio de arestas que conectam o anel Rd(i) ao seguinte, Rd(i) e é

definido, em termos das outras propriedades pela equação 2.7:

Ed(i) =
kd(i)
nd(i)

(2.7)

Por exemplo, para a rede da figura 2.9, tem-se: E0(1) = 3, E1(1) = 5/3, E2(1) = 7/4 e E3(1) =

0.
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Coeficiente de aglomeração concêntrico, Ccd(i):

Estende a propriedade do coeficiente de aglomeração tradicional. É obtido através da

equação 2.8:

Ccd(i) = 2
ed(i)

nd(i)(nd(i)−1)
(2.8)

Nota-se que o coeficiente de aglomeração concêntrico preserva a mesma propriedades da me-

dida tradicional, variando entre 0 e 1. Por exemplo, para a rede da figura, tem-se: Cc0(1) = 0,

Cc1(1) = 1/3, Cc2(1) = 0 e Cc3(1) = 1/5.

Taxa de convergência, Cd(i):

É obtido pela razão do número de arestas conectando vértices pertencentes ao nı́vel d aos

vértices do nı́vel concêntrico seguinte pelo número de vértices desse. Pode ser definida através

da equação 2.9:

Cd(i) =
kd(i)

nd+1(i)
(2.9)

Para a rede exemplificada, C0(1) = 1, C1(1) = 5/4 e C2(1) = 1 .

Grau concêntrico comum, Hd(i):

O grau concêntrico comum é a média dos graus tomada para todos os vértices pertencen-

tes ao anel Rd(i), considerando, inclusive, as conexões que compartilham nı́veis concêntricos

distintos. Em termos das propriedades concêntricas pode ser definido pela equação 2.10:

Hd(i) =
kd(i)+ kd−1(i)+2ed(i)

nd(i)
(2.10)

Para a rede da figura de exemplo, H0(1) = 1, H1(1) = 10/3, H2(1) = 3 e H3(1) = 11/6 .

2.4 Outras Propriedades

Redes complexas também podem apresentar outras caracterı́sticas importantes que não são

evidentes através do estudo pelas propriedades tradicionais ou hierárquicas. Determinar a cen-

tralidade, ou importância, de um vértice na rede, por exemplo, é um desses problemas e algumas

medidas especificas foram desenvolvidas para isso. Outro problema é determinar as melhores

combinações de medidas para se agrupar ou caracterizar vértices ou redes. Este último pode ser
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resolvido através de métodos de análise multi-variável como Análise de Componentes Princi-

pais ou simplesmente PCA (do inglês Principal Component Analysis).

A seguir há uma breve descrição de quatro medidas de centralidade, a centralidade de auto-

vetor, (eigenvector centrality), centralidade de proximidade (closeness centrality), centralidade

de intermediação (betweenness centrality) e centralidade de subgrafos (sub-graph centrality).

Um método recentemente formalizado para se determinar a importância de vértices também é

sumariamente descrito, assim como a utilização de análise multiváriavel para a classificação de

redes.

2.4.1 Centralidade e Importância

Determinar os nós mais importantes em uma rede não é uma tarefa trivial, primeiramente é

necessário definir qual é o tipo de importância que deve ser comparada, por exemplo, vértices

com grande número de conexões podem ser importantes distribuidores de informação em uma

rede de computadores, enquanto que pontes, nessa mesma rede, também tem sua importância

por serem crı́ticas para o fluxo máximo de informação.

Muitas vezes, utiliza-se a suposição de que os vértices centrais de uma rede são os mais

importantes, este conceito está correto para grande parte das situações, como no caso de agentes

em uma caminhada aleatória que tenderão a permanecer mais tempo nesses vértices do que

nos vértices das bordas. A conectividade tradicional também é considerada uma medida de

centralidade, mesmo sendo extremamente localizada e não considerar a topologia da vizinhança

do vértice. Para se determinar os vértices centrais em uma rede pode-se usar as métricas de

centralidade tradicionais, descritas a seguir:

Centralidade de auto-vetor, x(i):

Baseia-se na idéia de atribuir pontuações de importância a cada vértice da rede, aqueles

com maior pontuação tendem a também ter vizinhos com alta pontuação (51). Para se conhecer

as pontuações de um vértice é necessário saber as pontuações de seus vizinhos, que por con-

sequência também necessitam da pontuação do vértice original. O cálculo da propriedade pode

parecer paradoxal, mas ao ser analisado matematicamente, é um simples problema de álgebra

linear que necessita a resolução de um sistema de N equações e N incógnitas.

O valor da centralidade de auto-vetor, x(i), para um vértice i pode ser escrita como a soma



50

1
2

3

4

5

6

7

8

9

10

(a) Exemplo de rede

6
4

5

3

2

1

2

2

2

3

6

1

(b) Conectividade

0.52

0.40

0.47

0.33

0.07

0.14

0.15

0.13

0.23

0.37

0.52

0.07

(c) Centralidade de auto-vetor

0.69

0.64

0.69

0.53

0.39

0.43

0.50

0.47

0.45

0.56

0.69

0.39

(d) Centralidade de proximidade

0.39

0.22

0.30

0.04

0.03

0.00

0.12

0.08

0.00

0.00

0.39

0.00

(e) Centralidade de intermediação

0.053

0.034

0.044

0.025

0.014

0.007

0.014

0.014

0.016

0.027

0.053

0.007

(f) Centralidade de subgrafos

Figura 2.11 – Medidas de centralidade para uma rede pequena.
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de todas as pontuações dos vizinhos, em termos da matriz de adjacência Gi j de uma rede de

tamanho N é dada pela equação 2.11:

x(i) =
1
α

N

∑
j=1

x( j)Gi j (2.11)

A equação 2.11 pode ser rescrita em notação matricial, resultando na equação de auto-

vetor 2.12:

�xG = α�x (2.12)

Considerando que são desejáveis soluções de auto-vetores com elementos positivos, pelo

teorema de Perron-Frobenius (52), há apenas um auto-vetor nessas condições, aquele de maior

auto-valor, α , também chamado de auto-vetor principal. A solução pode ser facilmente obtida

pelo método iterativo das potências. A figura 2.11c ilustra a propriedade em cores e na etiqueta

dos vértices para uma rede pequena.

Centralidade de proximidade, CC(i):

Utiliza o conceito de que vértices mais importantes são aqueles que estão mais próximos de

todos os outros (53, 54). Essa propriedade pode ser quantificada considerando o tamanho médio

dos caminhos mı́nimos partindo do vértice de referência i a todos os outros da rede. Sendo di j

a distância entre um par de vértices da rede, a centralidade de proximidade para um vértice i é

definida pela equação 2.13:

CC(i) =
N−1

∑N
j=1 di j

(2.13)

Um exemplo da propriedade pode ser visto na figura 2.11d.

Centralidade de intermediação, CB(i):

Vértices que pertencem a muitos caminhos mı́nimos que ligam outros vértices também

podem ser considerados importantes, a centralidade de intermediação mensura essa carac-

terı́stica (55). É definido, para um vértice i, como a soma das razões do número total de ca-

minhos mı́nimos que atravessam i, σst(i), pelo número total de caminhos mı́nimos, σst , consi-

derando todos os pares de vértices s e t pertencentes à rede, como na equação 2.14:

CB(i) =
N

∑
s

N

∑
t �=s

σst(i)
σst

(2.14)

A figura 2.11e ilustra a propriedade.
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Centralidade de subgrafos, SC(i):

Recentemente introduzido em (56), baseia-se na hipótese de que vértices mais importantes

tendem a pertencer a maior quantidade de subgrafos fechados, isto é, subgrafos compostos pelos

vértices que representam um ciclo que inicia e finaliza no mesmo vértice. É definido como a

soma do número de subgrafos fechados, µk(i), iniciando e finalizando em i em k passos. O

valor de µk(i) pode ser obtido de forma simples em termos da diagonal de potências da matriz

de adjacência G, como na equação 2.15:

µk(i) = (Gk)ii (2.15)

A soma de todos os subgrafos ao longo dos valores de passos em cada ciclo, k, é infinita

(∑N
k=0 µk(i) = ∞). Para solucionar esse problema, aplica-se a hipótese de que ciclos de menor

tamanho são aqueles que mais contribuem na caracterização da importância de um vértice,

portanto a soma deve ser tomada atribuindo a cada elemento um peso que decresça rapidamente

com k, como 1/k!. Pode-se, então, definir a centralidade de subgrafos pela equação 2.16:

SC(i) =
∞

∑
k=0

µk(i)
k!

(2.16)

O exemplo pode ser visto na rede da figura 2.11f.

2.4.2 Análise dos componentes principais

Diferentes métricas revelam diferentes propriedades em redes complexas. No entanto, a

composição dessas diferentes métricas pode apresentar redundância ou informações não rele-

vantes para a caracterização de seus vértices ou das próprias redes. Outro problema é determinar

quais propriedades apresentam maior quantidade informação, de forma a reduzir o tamanho do

espaço de dados, permitindo a aplicação de métodos de visualização e segmentação de dados.

A análise multiváriavel baseada nos componentes principais, ou PCA (57, 58), pode ajudar na

solução deste problema.

A metodologia PCA tem como objetivo obter bases ordenadas por relevância compostas

por combinações lineares do conjunto de dados e, simultaneamente, eliminar as possı́veis re-

dundâncias reduzindo a dimensionalidade. A aplicação do método é simples, e baseia-se na

obtenção da base dos auto-vetores mais importantes da matriz de covariância; e na projeção dos

dados nessa nova base.
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Supondo um conjunto de dados, X , composto por N observações de M diferentes variáveis,

em notação vetorial, �Xk = {X1k,X2k, . . .XMk}, com k = {1,2,3 . . .N}; deseja-se reduzir a dimen-

sionalidade de X para L, com L < M, mantendo a maior quantidade da informação.

Os elementos da matriz de covariância, Σi j, de tamanho M×M; são definidos pelos valores

das covariância dos respectivos vetores observados, Xki, onde X é a matriz composta pelos N

vetores �Xk agrupados . A equação 2.17 define a matriz de covariância:

Σi j = cov(Xi,Xj) = �(Xi−µi)(Xj−µ j)� (2.17)

onde �. . .� significa o valor esperado, ou valor médio ao longo das N observações e

µi = �Xi�=
1
N

N

∑
k=1

Xik (2.18)

Uma forma mais elegante para se definir a matriz de covariância é através do produto ex-

terno (ou produto tensorial) dos vetores de desvio da média, �Dk = {D1k,D2k, . . .DMk} definidos

pelos elementos:

Dk j = Xki−µi (2.19)

A matriz de covariância pode ser calculada pela média em k do produto externo de �Dk por

ele mesmo:

Σ = ��D⊗�D�= ��D ·�D∗� (2.20)

onde �D∗ é a matriz adjunta do vetor �D. Como o vetor é composto por números reais, �D∗ = �DT .

A matriz de covariância é simétrica, portanto hermitiana, o que garante que todos os auto-

valores são reais e os auto-vetores são ortogonais. Com o objetivo de eliminar a covariância

entre as diferentes variáveis é desejável que a matriz de covariância para os dados transformados

seja diagonal, isto é possı́vel projetando os vetores dos dados originais na base ortonormal

composta pelos auto-vetores de Σ ,�vi com i = {1,2,3, . . .M}.

A cada auto-vetor�vi está associado um auto-valor λi, que corresponde ao elemento Σ (transformada)
ii

da matriz de covariância dos vetores projetados, �Pk. Os elementos da diagonal da matriz de co-

variância equivalem à variância:

λi = Σ (transformada)
ii = var(Pi) = var(�vi ·�X) (2.21)

portanto, os vetores projetados mais significativos são aqueles compostos pelos auto-vetores de

maiores auto-valores. Pode-se, então, ordenar os auto-valores e os correspondentes auto-vetores

em ordem decrescente tal que λ1 > λ2 > λ3 > .. . λM.



54

A projeção das variáveis na nova base pode ser feita membro a membro como indicado pela

equação 2.22

Pik =�vi ·�Xk (2.22)
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(b) Projeção usando PCA.

Figura 2.12 – Exemplo de PCA para um conjunto de dados de 2 variáveis distribuı́do de modo normal
ao longo de uma reta.

Geometricamente, os valores originais foram submetidos a uma rotação multidimensio-

nal (59). A figura 2.12 ilustra um exemplo clássico onde os valores do conjunto de dados estão

distribuı́dos ao redor de uma reta. Verifica-se que as variáveis originais, ”v0” e ”v1” são alta-

mente correlacionadas. O auto-vetor de maior auto-valor, equivalente a nova variável chamada

de ”PCA1” ajusta-se perfeitamente na direção de maior variância, enquanto que para o outro

auto-vetor, ”PCA2”, é ortogonal a primeira e apresenta muito menos variância, e consequente-

mente menos informação. Neste caso, a redução de dimensionalidade para L poderia ser feita

simplesmente descartando-se as variáveis menos importantes (menores auto-valores). Nota-se

que após a transformação, como esperado, as variáveis não estarão correlacionadas.

2.4.3 Análise por Variáveis Canônicas

É comum que conjuntos de dados apresentem, além das propriedades observadas, um atri-

buto de classe, que determina a que tipo de grupo cada elemento pertence. Em uma rede com-

plexa de colaboração acadêmica, por exemplo, a classe pode ser um atributo que identifica a
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qual instituição um pesquisador (vértice) faz parte. Muitas vezes é desejável que as classes se-

jam consideradas ao realizar uma análise de redução de dimensionalidade ou visualização dos

dados, no entanto, a metodologia PCA não é adequada a esse tipo de problema. A figura 2.13b

ilustra esta deficiência, a figura mostra a projeção de um conjunto de dados composto por 2

classes usando PCA, no entanto a variável que deveria ser mais importante, ”PCA1”, não se-

grega os dados atribuı́dos a classe, enquanto que a segunda variável PCA, ”PCA2”, apresenta

melhor separação entre as duas classes, portanto, se fosse realizada uma operação de redução

de dimensionalidade a informação sobre a segregação das classes poderia ser perdida.

(a) Dados originais em 3D. (b) Projeção 3D no espaço determi-
nado por PCA.

(c) Projeção 3D no espaço
canônico.
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(d) Projeção 2D usando PCA.
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(e) Projeção 2D por variáveis
canônicas.

Figura 2.13 – Projeções de um conjunto de dados tridimensional composto por 2 classes em variáveis
determinadas por PCA e por análise de variáveis canônicas.

A metodologia de análise por variáveis canônicas (59, 58) estende a PCA considerando os

atributos de classe de cada elemento do conjunto de dados, para isso busca-se uma transformação

que maximize a dispersão entre os elementos de classes diferentes e, ao mesmo tempo, mi-

nimize a dispersão dentro de uma mesma classe. O método foi proposto inicialmente por

Fisher(60) e utiliza quase a mesma técnica do PCA exceto por considerar outra matriz a ser

diagonalizada, e não a matriz de convergência.
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Considerando um conjunto de dados, X , composto por N elementos classificados em KC

classes identificadas por Ci, i = 1,2,3, . . .KC, onde o número de elementos em cada classe é Ki, e

cada a cada elemento é associado um vetor de propriedades observadas, �Xe, com e = 1,2,3, . . .N

define-se uma matriz de dispersão interna para cada classe, Si, como:

Si =
N

∑
e∈Ci

(�Xe−��X�i)⊗ (�Xe−��X�i) (2.23)

onde ��X�i é a média considerando apenas os elementos pertencentes a classe i. Pode-se definir

uma nova matriz de dispersão, composta por todas as dispersões internas das classes, Sintra,

como a soma:

Sintra =
KC

∑
i=1

Si (2.24)

Também define-se a matriz de dispersão entre as classes, Sinter, como:

Sinter =
KC

∑
i=1

Ni(��X�i−��X�)⊗ (��X�i−��X�) (2.25)

Nota-se que a dispersão total pode ser escrita em termos da soma de ambas as dispersões:

Stotal = Sintra +Sinter (2.26)

Como o objetivo da análise canônica é minimizar a dispersão interna de cada classe e,

simultaneamente, maximizar a dispersão entre elas, pode-se buscar por uma métrica de mag-

nitude obtida a partir das matrizes de dispersão, como o determinante ou o traço. Neste caso,

o uso do traço é a melhor opção, pois além da simplicidade, pode ser escrito em termos dos

auto-valores, λi de uma matriz quadrada A: tr(A) = ∑M
i λi. Outra vantagem é o fato do traço

ser uma operação linear e, portanto, quando aplicado à dispersão total, seu valor independe da

transformação realizada aos dados originais e é conservado:

tr(Stotal) = tr(Sintra)+ tr(Sinter) (2.27)

o que torna a razão entre os traços uma boa medida a ser maximizada. Pode-se mostrar (59)

que as variáveis observadas mais adequadas ao problema são aquelas que mais contribuem

para o valor do traço da matriz S−1
intraSinter. Portanto, a transformação mais adequada aos dados

originais é aquela gerada pela base de auto-vetores de S−1
intraSinter, �γi, associados aos respectivos

auto-valores λi, tal que λ1 > λ2 > λ3 > .. . λM.

Ao realizar a redução de dimensionalidade para L, os vetores da base devem compor o novo

espaço de transformação como ΓL = {�γ1,�γ2,�γ3, . . . �γL}, e tr(S−1
intraSinter) fornecerá uma métrica
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da qualidade dos resultados, quanto maior seu valor, mais bem sucedida foi a separação entre

as classes e minimização da dispersão interna.

A figura 2.13e mostra a projeção usando as variáveis canônicas e verifica-se que essa abor-

dagem é muito mais adequada do que a PCA (fig. 2.13d), delimitando as regiões entre as classes

usando apenas a primeira variável.
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3 Metodologia

3.1 Recursos e Procedimentos Computacionais

Devido a complexidade ou indeterminismo de algumas propriedades em redes complexas

a metodologia analı́tica nem sempre é possı́vel de ser aplicada, entretanto métodos estatı́sticos,

numéricos ou simulações computacionais podem contribuir muito para a compreensão des-

sas propriedades. Metodologias estatı́sticas são mais comuns e tendem a ser usadas para a

caracterização de grande número de redes ou vértices, um exemplo dessas metodologias, é a

utilização da distribuição da conectividade dos vértices, que revela o comportamento livre de

escala da rede.

Com o avanço do poder computacional, ocorrido nos últimos anos, tornou-se possı́vel

a utilização de metodologias de simulação computacional aplicáveis a redes complexa. A

simulação computacional baseia-se na representação dos modelos em termos das estruturas

de dados presentes em um ambiente programação e da execução de rotinas e operações ma-

temáticas, o programa, em um computador.

A abordagem computacional é responsável pelo crescente aumento do interesse de estudos

em redes complexas, pois permite que grande quantidade de dados sejam analisados, resultando

em propriedades que não eram visı́veis ao considerar os problemas de modo ”reducionista”.

Algoritmos computacionais também permitem que representações visuais automatizadas dessas

redes possam ser geradas, facilitando a visualização de suas propriedades.

Esta seção apresenta algumas das ferramentas computacionais usadas no contexto deste

trabalho, assim como o desenvolvimento detalhado de novos softwares, discutindo brevemente

alguns problemas enfrentados e as soluções.
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3.1.1 Recursos de Software

A análise de redes complexas exige diversas etapas que se iniciam com a aquisição dos

dados e terminam com a visualização e publicação dos resultados, a grande maioria delas

baseiam-se em cálculos ou na execução de algoritmos sobre os dados, necessitando a utilização

de softwares especı́ficos ou da implementação de programas pelo próprio pesquisador. Trans-

formar os resultados em informação também é uma tarefa que pode ser auxiliada por utilitários

computacionais, tanto na forma de imagens, quanto na criação de representações visuais intera-

tivas. A seguir, alguns dos softwares mais relevantes ao trabalho são apresentados, a tabela 3.1

mostra uma lista com aqueles mais relevantes e seus respectivos ponteiros.

Inicialmente foram necessários utilitários com rotinas para gerar os modelos de redes clássicas

(ER, BA, WS e geográficas), o software Pajek possui parte dessas rotinas e permite sele-

cionar parâmetros como tamanho e grau da rede, ele também permite a extração de medi-

das simples, como a conectividade, menores caminhos e centralidades clássicas. O software

jComplexNetworks e o conjunto de bibliotecas ComNetKit, desenvolvidos especialmente para

o trabalho, também incluem algumas das rotinas geradoras e rotinas para o cálculo de pro-

priedades clássicas. Complementarmente, o jComplexNetworks permite obter as propriedades

concêntricas.

A visualização de redes pode ser feita tanto pelo o Pajek quanto pelo Cytoscape, o pri-

meiro possui diversas opções gráficas e de diagramação, mas, apesar disso, ambos não são

apresentam visualizações interativas de redes, além de não serem adequadas a redes com grande

número de vértices. Por esse motivo, foi desenvolvido um software especifico para a criação de

visualizações interativas de redes complexas em duas ou três dimensões, o Network3D, criado

sobre as bibliotecas ComNetKit, é optimizado para redes grandes, e suas visualizações podem

ser vistas em qualquer computador com máquina virtual Java instalada.

Os softwares Cluster e Java TreeView compõem um conjunto de ferramentas para analise

estatı́stica e segmentação não supervisionada de dados através de algoritmos de aglomeração

hierárquica (58, 57). Apesar do Cluster realizar PCA sob os dados, o software Classification-

ToolKit foi especialmente desenvolvido para este trabalho, implementando PCA, análise por

variáveis canônicas e visualização dos resultados em 2D ou 3D.

O desenvolvimento dos programas para este trabalho foram realizados em diversos ambi-

entes. Para aqueles escritos em C ou Objective-C compiladores GNU (GCC) foram utilizados,

e o ambiente de desenvolvimento foi o Xcode. Programas escritos em Java foram desenvolvi-
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Tabela 3.1 – Softwares usados ou desenvolvidos durante a execução deste trabalho.

Ferramentas de Desenvolvimento

Compiladores GNU v4.2 Conjunto de compiladores C e Objective-C.
http://gcc.gnu.org/

Java v1.6 Execução e compilação de códigos Java.
http://www.java.com/

Netbeans v6.5 Ambiente para desenvolvimento Java.
http://www.netbeans.org/

Python v2.5 Interpretador da linguagem ”script” de mesmo nome.
http://www.python.org/

Scilab v5.1 Ambiente de programação rápida e ciêntifica.
http://www.scilab.org/

Xcode v3.2 Ambiente de desenvolvimento em C e Objective-C
http://http://developer.apple.com/technology/xcode.html

Ferramentas de Publicação

Latex - Software gerador de documentos para publicação.
http://www.latex-project.org/

Papers v1.9 Gerenciador de referências bibliográficas.
http://mekentosj.com/papers/

TexShop - Editor de documentos Latex.
http://www.uoregon.edu/˜koch/texshop/

Ambientes Operacionais

Mac OS X v10.5 Sistema Operacional UNIX baseado em Darwin.
http://www.apple.com/macosx/

Ubuntu v8.0 Distribuição do Sistema Operacional Linux.
http://www.ubuntu.org/

Windows XP Sistema Operacional Comercial.
http://www.microsoft.com/windows/

Softwares de Análise de Redes Complexas

Cytoscape - Ferramenta de obtenção de propriedades e visualização de redes complexas.
http://www.cytoscape.org/

Pajek (61) v1.24 Ferramenta de obtenção de propriedades de redes complexas.
http://pajek.imfm.si/

Softwares de Análise Estatı́stica

Cluster (62) v3.0 Software para redução de dimensionalidade e aglomeração hierárquica (57).
http://bonsai.ims.u-tokyo.ac.jp/˜mdehoon/software/cluster/

Java TreeView v13 Visualizador e gerenciador de dendrogramas gerados pelo software Cluster.
http://jtreeview.sourceforge.net/

Softwares desenvolvidos

ClassificationToolKit beta Software para redução de dimensionalidade, classificação e visualização de dados.
não disponivel no momento.

ComNetKit v1.0 Biblioteca de códigos para redes complexas em Objective-C/Cocoa.
não disponivel no momento.

jComplexNetworks v0.8b Software para extrair propriedades concêntricas de redes complexas.
http://cyvision.if.sc.usp.br/˜bant/hierarchical/

Network3D v1.0 Software gerador de visualização interativas de redes complexas.
não disponivel no momento.

http://gcc.gnu.org/
http://www.java.com/
http://www.netbeans.org/
http://www.python.org/
http://www.scilab.org/
http://http://developer.apple.com/technology/xcode.html
http://www.latex-project.org/
http://mekentosj.com/papers/
http://www.uoregon.edu/~koch/texshop/
http://www.apple.com/macosx/
http://www.ubuntu.org/
http://www.microsoft.com/windows/
http://www.cytoscape.org/
http://pajek.imfm.si/
http://bonsai.ims.u-tokyo.ac.jp/~mdehoon/software/cluster/
http://jtreeview.sourceforge.net/
http://cyvision.if.sc.usp.br/~bant/hierarchical/
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Tabela 3.2 – Linguagens de programação usadas para o desenvolvimento dos softwares.

Linguagem Tipo Benefı́cios
Objective-C Nativa Orientada a objetos, rápida, baseada em C, ambiente completo.
Python Script Facilidade, ambiente bom para processar textos e integrar aos softwares.
Java Bytecoded Orientada a objetos, independe da arquitetura.

dos integralmente no software NetBeans. Pequenos utilitários e prototipação de código foram

feitos em linguagens roterizadas (scripts) como Scilab e Python, este último foi incorporado ao

software Network3D, permitindo que este fosse roterizável.

A criação de publicações em revistas e desta dissertação foram realizadas usando softwa-

res baseados na tecnologia Latex, como o editor de documentos TexShop e o organizador de

referências bibliográficas Papers.

Todo o trabalho foi realizado em três diferentes sistemas operacionais, Mac OS X, Windows

e Linux, representado pela distribuição Ubuntu.

As seções a seguir apresentam alguns dos problemas enfrentados e soluções para o desen-

volvimento dos softwares deste trabalho, a tabela 3.2 mostra as linguagens de programação

usadas, destacando algumas das vantagens.

3.1.2 Representação de Redes Complexas

Representar um modelo de rede complexa em estruturas computacionais nem sempre é

uma tarefa trivial. A representação mais usada, a matriz de adjacências, pode não ser adequada

a certas situações, como, por exemplo, redes com grande número de nós e poucas arestas, pois

há grande desperdı́cio de espaço computacional já que a maioria de seus valores são nulos.

Para o desenvolvimento dos softwares criados durante o curso deste trabalho, foram usadas

duas representações computacionais para as redes: matriz de adjacência, listas de adjacência e

uma combinação de listas de adjacência com lista de arestas, chamada de lista hı́brida.

Matriz de adjacência

Já descrita no capı́tulo anterior (cap. 2), além da simplicidade da estrutura de dados, apre-

senta a vantagem de permitir saber se um vértice arbitrário está conectado a outro em tempo

O(1).
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1
2

3

4

5
6

G =





0 1 1 0 0 0
1 0 1 1 0 0
1 1 0 0 1 0
0 1 0 0 1 0
0 0 1 1 0 1
0 0 0 0 1 0





Figura 3.1 – Exemplo de rede representada pela matriz de adjacência.

A figura 3.1 ilustra a matriz de adjacência para uma rede de 6 vértices não direcionada. Em

redes ponderadas nas arestas, costuma-se atribuir o valor da matriz como o peso da conexão, ou

seja Gi j = Wi j, quando não há conexões, o valor do elemento correspondente é tomado como

inválido.

Como mostra a tabela 3.3 matriz de adjacência apresenta como grande vantagem um tempo

O(1) para se descobrir se dois vértices estão ligados por uma aresta, no entanto requer um custo

de memória O(N2) mesmo para redes esparsas (E � N), neste caso há grande desperdı́cio

de espaço. Determinar todas as arestas também é problemático já que toda a matriz deve ser

percorrida.

Outra desvantagem dessa representação é para o caso de redes dinâmicas, pois a adição ou

remoção de novos vértices necessita que a matriz de adjacências seja totalmente reestruturada,

no entanto não apresenta problemas para a adição ou remoção de arestas.

Listas de adjacência

Considerando uma rede complexa Γ(V ,E ), define-se uma lista de adjacência, ξv, de um

vértice v, como uma lista contendo todos os vértices vizinhos a v, {eva,evb, . . .} ⊆ E , pode-se,

então, representa-la como o conjunto Ξ = {ξ1,ξ2, . . .ξN} contendo todas as listas de adjacência

para cada vértice.

Em termos computacionais, cada lista de adjacência pode ser implementada por uma lista

encadeada de vértices, e o conjunto das listas por uma tabela hash. A vantagem dessa implementação

está na possibilidade de dinamicamente expandir ou reduzir o número de vértices da rede.

A figura 3.2 ilustra a representação de uma rede complexa por listas de adjacência imple-

mentada por listas encadeadas.

As tabelas 3.3 e 3.4 comparam as representações em termos dos tempos para realizar
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Figura 3.2 – Exemplo de rede representada por listas de adjacência.

operações e do espaço de memória para mante-las. Para redes esparsas, a utilização de listas

de adjacência apresenta grande vantagem sobre as matrizes de adjacência, pois além de menor

espaço de memória necessário pode-se obter os vizinhos de um vértice em tempo menor do

que O(N). Em geral, algoritmos que percorram a rede tenderão a ter uma performance superior

usando essa estrutura de dados.

Lista hı́brida

Muitas vezes, pode ser importante obter o conjunto de todas as arestas de uma rede com-

plexa, um exemplo dessa necessidade ocorre quando há dinâmicas aplicadas diretamente sobre

elas. Tanto a matriz de adjacência quanto as listas de adjacência não apresentam uma forma

de enumerar as arestas. Uma solução para este problema é anexar às listas de adjacência um

conjunto E contendo todas as arestas {e1,e2, . . .}⊆ E , diretamente acessı́veis e enumeráveis.
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e1
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e4
e5
e6
e7

Figura 3.3 – Exemplo de rede representada por lista hı́brida.

Um exemplo dessa representação pode ser encontrado na figura 3.2, e, como pode-se ob-

servar nas tabelas 3.3 e 3.4, tem como vantagem o acesso a todas as arestas em O(E), além do

fato de estarem enumeradas.
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Tabela 3.3 – Comparação dos tempos de diferentes operações usando as três representações de redes
complexas consideradas.

Operação Matriz de adjacências Listas de adjacências Lista hı́brida
É vizinho? O(1) ≤ O(N) ≤ O(N)

Arestas saindo do vértice O(N) ≤ O(N) ≤ O(N)
Arestas entrando no vértice O(N) O(N +E) O(E)

Todas as arestas O(N2) O(N +E) O(E)

Tabela 3.4 – Comparação dos requisitos de espaço em memória das três representações consideradas.

Matriz de adjacências Listas de adjacências Lista hı́brida
Espaço O(N2) O(N +E) O(N +2E)

3.2 Obtenção de propriedades das redes

A partir de uma representação computacional da rede, é possı́vel extrair as propriedades

da rede, no entanto, apesar do cálculo ser trivial para propriedades locais como o grau e o

coeficiente de aglutinação, pode tornar-se cada vez mais complexa ou custosa, em termos de

tempo e espaço computacional, dependendo de sua abrangência. As medidas de centralidade e

concêntricas consideram toda a rede e, portanto, são as mais custosas, necessitando de algorit-

mos mais sofisticados.

O software Pajek já possui rotinas embutidas para o cálculo de algumas propriedades,

como as centralidades de intermediação e proximidade, no entanto para as outras proprieda-

des duas centralidade, centralidade de subgrafos e de auto-vetor, foram criadas rotinas em Sci-

lab e Python para a realização do cálculo. A centralidade de auto-vetor pode ser obtida facil-

mente pelo método das potências (63), iniciando de um vetor arbitrário, y0, realiza-se sucessivas

operações de multiplicação pela matriz de adjacência, G, da rede, seguida de normalização,

�yk+1 =
G�yk

�G�yk�
(3.1)

o vetor resultante que corresponde ao k, tal que ��yk+1−�yk� < ε , será o valor aproximado do

auto-vetor principal de G,�x, com erro máximo da ordem de ε .

A centralidade de subgrafos pode ser calculada diretamente em termos de potências da

matriz de adjacência, como descrito na seção 2.4.

Dois softwares com a finalidade de calcular outras propriedades de redes complexas foram

desenvolvidos, o jComplexNetworks e o ComNetKit, o primeiro é um programa destinado ao

usuário final que permite calcular e visualizar as propriedades hierárquicas de redes complexas,

o segundo é um conjunto de bibliotecas escritas em linguagem Objective-C orientada a objetos.
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A biblioteca ComNetKit é melhor descrita na seção 3.5, mas implementa as mesmas técnicas

descritas para o jComplexNetworks.

3.2.1 Cálculo das propriedades concêntricas.

Determinar as propriedades concêntricas de um vértice necessita, inicialmente, que a rede

seja organizada em sub-redes, ou anéis, tal que cada uma deve conter apenas vértices que distan-

ciam pela mesma quantidade do vértice de referência. A determinação dessas sub-redes pode se

feita usando uma busca em largura na rede, partindo do vértice de referência, e para cada nı́vel

de profundidade gerar um anel, como mostra o algoritmo em pseudo-código 3.2.1.

Algoritmo 3.2.1: ANÉIS(V ,E ,re f )

// onde re f é o vértice de referencia.

aneis← { /0, /0, /0, . . .}
visitados← /0

f ila← {re f}
f ilanivel ← {0}
enquanto f ila não está vazia

faça






v← f ila.próximo()

nivel ← f ilanivel.próximo()

aneis[nivel].adicionar(v)

para cada {u ∈ V : {v,u} ∈ E }

faça






se u /∈ visitados

então






visitados.adicionar(u)

f ila.adicionar(u)

f ilanivel.adicionar(nivel +1)

return (aneis)

Após a obtenção das sub-redes, o cálculo das propriedades concêntricas reduz-se em deter-

minar localmente as propriedades de cada um desses anéis. O algoritmo para cada vértice pode

ser executado com ordem de tempo O(N + E), e portanto, para se obter o perfil concêntrico

completo da rede é necessário um tempo de ordem O(N2 +NE).
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3.2.2 jComplexNetworks

Desenvolvido para obter as propriedades concêntricas de redes complexas, é um software

destinado ao usuário final. Foi escrito em linguagem Java e, portanto, pode ser executado na

maioria das plataformas atuais. Ele baseia-se em um fluxo de dados linear, isto é, um conjunto

de dados, a rede, é importado ou gerado e este passa por diversas operações até se obter os

resultados finais com certa interação com o usuário.

A figura 3.4 apresenta um esquema simplificado do fluxo de dados do software. Inicial-

mente o usuário é apresentado a um painel(figura 3.5a) contendo diversas opções de parâmetros

de entrada. O usuário pode optar por gerar uma rede complexa de acordo com os modelos

teóricos discutidos anteriormente ou importar a rede de um arquivo no formato .net (usado prin-

cipalmente pelo software Pajek). O próximo passo é o cálculo das propriedades, para isso há al-

guns parâmetros a serem fornecidos pelo usuário como o máximo número de anéis concêntricos

que devem ser considerados, se as propriedades devem ser normalizadas pelo padrão de uma

rede aleatória e se as propriedades devem ser consideradas também para bolas concêntricas.

O resultado final é exportado automaticamente na forma de diversos documentos associ-

ando, a cada vértice, uma distribuição das propriedades concêntricas ao longo dos nı́veis.

O software também permite a visualização das propriedades concêntricas e a geração de

gráficos personalizáveis para anexar a publicações, a exemplo do painel apresentado na fi-

gura 3.5b.

3.2.3 Software para estudo PCA

Apesar de softwares como o Cluster realizarem estudos usando análise por componentes

principais, apresentam pouca ou nenhuma capacidade de interação com o usuário para gerar

imagens ou redução de dimensionalidade. Em geral, também não apresentam estudos por

variáveis canônicas, nem permitem a classificação supervisionada de dados. Por estes moti-

vos um software, ClassificationToolKit, dedicado exclusivamente ao estudo de dados por PCA

foi desenvolvido para usuários finais, em linguagem Java, implementando os métodos descritos

na seção 2.4.2 usando um fluxo de dados linear, como exemplificado na figura 3.6.

Inicialmente, um arquivo formatado é lido e dele são extraı́das a tabela de dados e, se hou-
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Cálculo das propriedades concêntricas

Obtenção da rede
Geração de redes pelos modelos teóricos
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Usuário
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de
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Figura 3.4 – Esquema do fluxo de dados do software jComplexNetworks.
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(a) Painel inicial. (b) Seleção de Gráficos.

Figura 3.5 – Capturas de tela do software jComplexNetworks.

ver, a lista de categorias informando a quais cada amostra pertence. O painel inicial (fig. 3.7a)

do software pergunta ao usuário por parâmetros e quais operações devem ser realizadas e per-

mite que os dados sejam editados. Os parâmetros são o número de dimensões a serem reduzidas

e variáveis a serem consideradas para a visualização. O usuário pode optar por normalizar os

dados em termos dos desvios padrão (estandardização), calculando-se o Z-Score (64) dos dados

(equação 3.3).

�Z =
�X−��X��
�(�X−��X�)2�

(3.2)

Caso sejam fornecidos os dados correspondentes as categorias, o usuário pode escolher entre

realizar o estudo PCA tradicional ou por variáveis canônicas. Dois métodos de classificação su-

pervisionada foram implementados, a metodologia k-vizinhos e a por máxima verossimilhança

(maximum likehood), ambos estão disponı́veis ao usuário quando há dados não categorizáveis.

Enquanto o método k-vizinhos baseia-se, simplesmente, em classificar as amostras na cate-

goria que possui maior quantidade de k vizinhos mais próximos (em termos de distância eucli-

diana), o método de máxima verossimilhança (57) utiliza a idéia de que cada categoria pode ser

representada por uma distribuição gaussiana, n-dimensional, de tal modo que, por análise baye-

siana, obtém-se um mapa de regiões especificas a cada de categoria, determinados por aquela

com maior valor de sua distribuição no ponto. A aproximação da distribuição dos dados por

uma função gaussiana n-dimensional, pC(�X), é definida como:

pC(�X) =
1

(2π)n
�

|Σ |
exp

�
−1

2
(�X−��X�C)T Σ−1(�X−��X�C)

�
(3.3)
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Pre-processamento dos dados
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Figura 3.6 – Esquema do fluxo de dados do software ClassificationToolKit. Os caminhos pontilhados
correspondem ao fluxo de dados para a análise por variáveis canônicas.



71

(a) Painel inicial. (b) Visualização 2D dos resultados.

(c) Visualização 3D dos resultados.

Figura 3.7 – Capturas de tela do software ClassificationToolKit.

onde ��X�C é a média do vetor de dados considerando apenas as amostras da classe C e Σ é a

matriz de covariância.

Ao final do processo, os dados são exportados em arquivos formatados e o usuário é apre-

sentado a um painel contendo a visualização interativa 2D (fig. 3.7b) ou 3D (fig. 3.7c) dos

resultados, permitindo que este altere os parâmetros de visualização e exporte as imagens em

diversos formatos prontos para divulgação.

3.2.4 Visualização de Redes Complexas

O crescente aumento do interesse em estudos sobre redes complexas resultou na necessi-

dade de aprimoramentos e de novos métodos aplicados a visualização desse tipo de informação,

deixando de ser apenas uma forma de divulgação para servir como uma ferramenta importante
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para a obtenção e validação de certas propriedades.

Apesar de surgirem cada vez mais metodologias poderosas para a análise de redes com-

plexas, a visualização gráfica ainda é uma forma simples e muitas vezes eficaz para apresentar

propriedades da rede.

No inı́cio do desenvolvimento e implementação dessas aplicações, devido ao baixo poder

de processamento da época e da falta de algoritmos aprimorados, a apresentação visual de

redes possuı́a pouca qualidade e fornecia pouca informação sobre a topologia geral, pois eram

limitadas a poucos vértices e arestas. Outro problema relacionado a apresentação de redes

com grande número de vértices está relacionado com a quantidade de informação que deve ser

apresentada. Enquanto redes pequenas podem ser apresentadas na ı́ntegra, redes grandes devem

ter sua informação reduzida.

Soluções para a visualização de redes grandes somente apareceram recentemente, devido ao

avanço do poder computacional e da criação de novas metodologias, assim como visualizações

interativas com o objetivo de reduzir a quantidade de informação apresentada de uma vez.

Uma forma amplamente usada para visualizar grafos é a distribuição, sob um espaço 2D ou

3D, de sı́mbolos (como cı́rculos), representando os vértices, e linhas(ou curvas) corresponden-

tes às arestas. Propriedades dos vértices ou arestas podem ser observadas atribuindo cores ou

etiquetas textuais, outra alternativa é a utilização de diferentes sı́mbolos e linhas para identifica-

las.

Network3D

O software Network3D foi criado para gerar visualizações interativas de redes complexas

através do uso de um algoritmo de posicionamento baseado em interações de particulas por

forças eletromagnéticas descrito no apêndice A. O software permite que redes de grande ta-

manho sejam visualizadas tanto em 2D como em 3D, assim como suas propriedades na forma

de cores. Ele baseia-se na biblioteca ComNetKit e foi escrito em Objective-C, podendo ser

executado em ambiente operacional Mac Os X, outras plataformas devem ser suportadas em

breve.

Diferentemente dos outros softwares criados para o projeto, o Network3D (fig. 3.8) não tra-

balha com um fluxo de dados linear, pois, praticamente, todos os estágios são interativos. Após

a importação de uma rede complexa, em formato ”.net” ou ”.xnet”, o maior componente co-

nectado é extraı́do e a simulação do posicionamento dos vértices é iniciada em modo interativo,

permitindo que o usuário dinamicamente altere os valores dos parametros do algoritimo.
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Figura 3.8 – Esquema do fluxo de dados do software Network3D.
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A visualização interativa permite que o usuário realize operações de movimentação, rotação

e aproximação do mapa de projeção 2D ou 3D, além de fornecer detalhes das propriedades de

cada vértice ao seleciona-los. As propriedades são apresentadas por cores e o usuário tem opção

de usar dois mapas de cores, o espectral (ou JetColorMap) ou tonalidade de cinza. As funções

de transferência para as propriedades também podem ser escolhidas, com opções de linear,

exponencial ou logarı́tmica.

Figura 3.9 – Captura de tela do painel principal do software Network3D.

A interface é composta por um único painel contendo a visualização ao lado de seus

parâmetros (fig. 3.9). Por padrão as redes são apresentadas com os vértices coloridos por seus

respectivos valores de conectividade. Esta configuração resultou ser agradável visualmente para

a maioria das redes.

Ao software foi adicionada a capacidade de usar roteiros de execução escritos em Python,

permitindo que a maioria dos aspectos do programa pudessem ser controlados por códigos ex-

tras. Este recurso foi implementado de modo que todas as rotinas da biblioteca de manipulação

de redes, ComNetKit e a maioria dos elementos de interface possam ser executados por códigos

em linguagem Python. Um editor de roteiros (fig. 3.10) também está embutido ao software,

assim como um shell de comandos.
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Figura 3.10 – Captura de tela do painel de editor de roteiros Python embutido no software Network3D.

Para divulgação dos resultados há duas formas de distribuição, a primeira é através de

figuras, ideal para artigos cientı́ficos, permitindo que as imagens das redes complexas sejam

exportadas em alta qualidade e em diferentes formatos, incluindo formatos vetoriais como PDF

e SVG. O segundo método de distribuição é para a WEB, o software pode gerar uma visualização

interativa que roda dentro dos navegadores da web, e pode ser publicado em um website. A

visualização interativa para a web utiliza a tecnologia Java, permitindo que o mesmo código

rode em qualquer arquitetura ou plataforma.

A versão para a web também traz algumas opções, como buscas interativas e um recurso

para mostrar, ao lado da rede, informações mais detalhadas, fornecidas por algum website da

WWW, sobre o vértice selecionado, como mostra o exemplo da figura 3.11.

A figura 3.12 mostra algumas imagens geradas pelo software Network3D.

3.3 Obtenção de Redes Complexas

Para este trabalho, foram usadas algumas redes de modelos teóricos e outras obtidas de da-

dos reais. Enquanto as primeiras podem ser geradas com algoritmos pré determinados, forne-

cendo alguns parâmetros, as outras apresentam um novo problema a cada rede, já que diferentes

tipos de relações podem ser extraı́das de diferentes tipos de dados.
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Figura 3.11 – Visualizador 3D de redes complexas gerado para a web com o software Network3D.

Há sistemas que intrinsecamente apresentam estruturas de relações entre elementos, facili-

tando a extração de redes complexas, como no caso de páginas de internet, onde cada página

pode ser reduzida a um vértice e cada ponteiro a uma aresta. Em contrapartida, grande parte

dos sistemas não apresentam essas relações claramente, ou ainda, apresentam relações que exi-

gem parâmetros seletores, como no caso de uma rede social, fica claro que cada pessoa é um

vértice, mas que tipo de arestas devem ser levadas em conta? Aquelas que ligam pessoas que

se conhecem ou aquelas que são amigas entre si? A resposta para esta pergunta é que ambas as

possibilidades são aceitáveis e podem gerar redes complexas independentes com propriedades

diferentes, dependendo apenas da interpretação de cada uma.

Em especial, redes que representam o conhecimento ou a pesquisa em determinadas áreas

do conhecimento têm sido alvo de estudos, principalmente com modelos de redes de colaboração

de trabalhos acadêmicos (65, 66, 67, 68, 69, 70). Essas redes podem ser criadas considerando

uma lista de publicações, por exemplo, e seus respectivos autores, de modo que cada vértice

corresponde a um autor e cada aresta indica uma publicação escrita por 2 autores (fig. 3.13).

Outra forma de representar conhecimento por redes complexas é através de redes de citações (71,

72, 73, 74), nelas, cada vértice corresponde a um documento e uma aresta existe entre dois do-

cumentos quando há uma citação entre eles. Redes desse tipo, são, em geral, direcionadas, no

entanto, em algumas situações pode-se reduzi-las a redes não direcionadas. Um exemplo tı́pico
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(a) Pequeno mundo (b) Aeroportos EUA

(c) Rede de alta tensão dos EUA (d) Árvore livre de escala

(e) Associação de palavras (f) Rede de citações.

Figura 3.12 – Exemplos de imagens obtidas de diversas redes complexas pelo software Network3D.
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Figura 3.13 – Rede de colaboração, onde cada autor está conectado a outro somente se apresentam al-
gum trabalho em comum.

dessa categoria de redes são redes de citação acadêmicas, onde cada página corresponde a um

vértice e as citações a outros artigos às arestas entre eles, sub-redes da WWW (48) também po-

dem ser representadas dessa forma, sendo compostas por páginas e pelos ponteiros entre elas.

Diversas redes reais foram usadas, duas delas foram desenvolvidas durante progresso deste tra-

balho, a rede de colaboração de trabalhos cientı́ficos da Universidade de São Paulo e redes

baseadas em artigos da Wikipédia.

3.3.1 Rede de colaboração da USP

Em colaboração com o Sistema Integrado de Bibliotecas da Universidade de São Paulo

(SIBi-USP), uma rede de colaboração foi obtida a partir do conjunto de dados∗ correspondente

às publicações cientı́ficas dos pesquisadores da Universidade de São Paulo (USP), cobrindo os

anos de 2003 e 2004.

Os dados foram fornecidos em formato de texto estruturado, onde cada linha continha a

informação de dois pesquisadores da USP que tivessem colaborado em algum trabalho acadêmico,

apresentando os respectivos números funcionais internos e unidades as quais pertenciam. Os

dados foram processados por um roteiro escrito em Python que extraiu a rede e as unidades

correspondentes. A rede foi filtrada, eliminando as conexões a instituições externas e dados

redundantes, assim como pequenos erros existentes nos dados originais.

Cada vértice da rede obtida corresponde a um pesquisador e a ele está associado a unidade

∗ Agradecimentos a Adriana Cybele Ferrari, Edna Knorich, Marilza A. Rodrigues Tognetti e ao SIBi-USP pelo
fornecimento dos dados.
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correspondente, cada aresta representa um trabalho que dois pesquisadores colaboraram. Para

trabalhos com mais de dois colaboradores, todos os pesquisadores envolvidos foram conectados

entre si. Usando a informações das unidades correspondentes a cada pesquisador, foi possı́vel

categorizá-los por cidades ou pelas grandes áreas de conhecimento (humanas, biológicas ou

exatas), referentes àquela que melhor caracteriza cada unidade.

As representações percentuais correspondentes ao número de vértices de cada unidade,

área e cidade presentes na rede, foram obtidas para a rede completa e também para as sub-redes

obtidas pela extração do maior componente conectado e para aqueles não conectados a ele.

A visualização computacional da rede foi usada para mapear bidimencionalmente os vértices

da rede em diferentes grupos representados por cores. As propriedades clássicas de redes com-

plexas também foram obtidas para a rede de colaboração, assim como a distribuição de grau. A

caracterização da interdisciplinaridade para cada grupo é discutida superficialmente.

3.3.2 Redes de Teoremas da Wikipédia

A Wikipêdia∗ é um projeto sem fins lucrativos que disponibiliza um banco de dados público

de artigos informativos, criados por voluntários, em geral, os mesmos que a acessam. Há uma

grande quantidade de artigos classificados em categorias, permitindo que uma rede complexa

possa ser gerada a partir dos artigos e de seus ponteiros a outros artigos, entretanto, conside-

rando apenas aqueles pertencentes um mesmo conjunto de categorias.

Um roteiro escrito em Python foi criado extrair redes baseadas em categorias da Wikipédia.

Em caráter semi-automático foi gerada uma rede complexa (fig. 3.14) a partir dos artigos de

lingua inglesa pertencentes a categoria de teoremas matemáticos†.

Devido à natureza da rede, não é possı́vel confiar na direcionalidade das conexões em ter-

mos de alguma ordem natural ou cronológica, isto porque a rede é incompleta e pode apresentar

erros. Por exemplo, considerando um teorema A, que origina B, com artigos da Wikipédia a

e b, respectivamente, se b cita a, mas não há citações de a para b (pelo fato da rede estar in-

completa), a implicação de que B originou A não está correta. Para solucionar este problema de

modo simples, todas as arestas são consideradas como não direcionadas.

Outras redes baseadas na Wikipédia podem ser obtidas pelo conjunto de ferramentas de-

∗ http://wikipedia.org
† http://en.wikipedia.org/wiki/Category:Mathematical theorems

http://www.wikipedia.org
http://en.wikipedia.org/wiki/Category:Mathematical_theorems
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Figura 3.14 – Exemplo de rede baseada em teoremas, onde cada teorema é representado por um vértice
e cada aresta uma citação de seus respectivos artigos na Wikipédia.

senvolvidas, no entanto, apenas a rede de teoremas matemáticos é considerada neste trabalho.

A rede de teoremas foi brevemente caracterizada em termos das propriedades clássicas e

através da visualização computacional.

3.4 Caracterização Concêntrica de Redes Complexas

Com o objetivo de ilustrar o uso das medidas concêntricas em redes complexas, estas,

foram aplicadas a diferentes redes complexas, tanto àquelas obtidas de modelos teóricos quanto

às redes reais.

As redes de modelos clássicos, Barabási-Albert (BA) (fig. 3.15), Erdös-Rénry (ER)(fig. 3.16),

Watts-Strogatz (WS)(fig. 3.17), geradas de acordo como foram descritas na seção 2.2); e o mo-

delo geográfico(GEO)(fig. 3.18), descrito em (49); delas foram extraı́das todas as propriedades

concêntricas usando o software jComplexNetworks.

O mesmo procedimento aplicado aos modelos teóricos, foi realizado para as seguintes redes

reais: de colaboração da USP (USPCollaboration) descrita na subseção 3.3.1; rede de teoremas

da Wikipédia (WikiTheorems), descrita na subseção 3.3.2; rede de aeroportos dos EUA em



81

Figura 3.15 – Exemplo de rede Barabási-Albert usada para a comparação de resultados das medidas
concêntricas. É possı́vel observar a existência de alguns poucos hubs na região interna da
rede.

Figura 3.16 – Exemplo de rede Erdös-Rénry usada para a comparação de resultados das medidas
concêntricas. Diferentemente da rede BA, os vértices mais internos apresentam a mesma
conectividade.
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Figura 3.17 – Exemplo de rede Watts-Strogatz usada para a comparação de resultados das medidas
concêntricas.

Figura 3.18 – Exemplo de rede geográfica usada para a comparação de resultados das medidas
concêntricas.
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1997 (USAir97, fig. 3.19) (75); rede de associação de palavras desenvolvida em Edinburgh

(EdinburghThesaurus, fig. 3.20) (76); rede interação proteina-proteina (Yeast, fig. 3.21) (77);

rede de fiação de alta tensão dos EUA (USPowerGrid, fig. 3.22) (15); e sub-rede da www ao

pesquisar pela palavra ”California” (California, fig. 3.23) (78).

A rede de aeroportos USAir97 é uma compilação dos vôos de aeroportos dos EUA em

1997, onde cada nó representa um aeroporto e cada aresta a existência de um vôo entre dois

aeroportos, a rede é ponderada pelo número de vôos e tem 332 vértices, com �ktopológico� � 6 e

�k� � 26, e já apresenta apenas um componente conectado.

A rede de associação de palavras, EdinburghThesaurus, foi criada a partir de um conjunto

de dados recolhidos de pessoas, que deviam informar quais palavras vinham às suas mentes após

serem apresentadas a uma palavra de estimulo. Cada palavra corresponde a um vértice da rede

e suas arestas a uma relação de associação entre as palavras de estimulo e a respectiva resposta.

O procedimento detalhado da criação da rede pode ser visto em (76). Esta rede apresenta 23219

vértices com �k� � 14, a rede possui apenas um componente conectado.

A rede de interação de proteı́nas, Yeast, descrita em (77), é composta por vértices represen-

tando uma proteı́na e arestas, interações entre duas delas. A rede apresenta 2361 vértices, mas

seu maior componente conectado é composto por 2224 vértices e �k� � 6, os outros componen-

tes conectados são muito pequenos e, portanto, são irrelavantes.

A rede de fios de alta tensão da região oeste dos EUA, USPowerGrid, usada em (15), é

composta por um único componente conectado com 4941, vértices representando as estações

ou pontos de bifurcação da rede, e �k� � 2.7.

A sub-rede da internet, California, obtida em (78), foi criada a partir de uma busca pelo

termo ”California” em paginas da WWW, cada vértice representa um website e cada aresta um

ponteiro entre eles. A rede original possui 9664 vértices, no entanto, apenas 5925 compõem o

maior componente conectado, com �k� � 5.4.

A caracterização das redes complexas pelas propriedades concêntricas baseia-se em de-

terminar suas respectivas distribuições médias ao longo dos nı́veis concêntricos, tomadas com

relação a todos os vértices de cada rede como referência. Os resultados são apresentados na

forma dos gráficos dessas distribuições, as curvas para cada propriedade são comparadas entre

os redes baseadas em modelos teóricos e as redes reais.
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Figura 3.19 – Rede de aeroportos dos EUA, os vértices do ramo situado à esquerda inferior representam
os aeroportos do Alasca.

Figura 3.20 – Rede de associação de palavras, Edinburgh.
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Figura 3.21 – Rede de interação de proteı́nas, Yeast.

Figura 3.22 – Rede da fiação de energia elétrica de alta tensão dos EUA, nota-se a caracterı́stica ge-
ográfica da rede.
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Figura 3.23 – Sub-Rede da WWW com resultados da busca por ”California”.

O poder de classificação das redes pelas medidas concêntricas redes também foi explorado

por PCA para a rede de aeroportos e para a rede de proteı́nas, através do uso do software

ClassificationToolKit.

Outro ponto estudado foi a possibilidade de classificação dos vértices das redes pelas medi-

das hierárquicas através da extração de caracterı́sticas (features), como o centro da distribuição

das propriedades em termos nos nı́veis concêntricos; assim como por metodologias de aglomeração

hierárquica (hierarchical clustering) (57). A aglomeração hierárquica baseia-se em extrair uma

distância entre os vetores das variáveis de um vértice (distribuição das medidas concêntricas,

por exemplo), como a distância euclidiana ou coeficiente de correlação, e posteriormente os

dados são aglomerados em grupos com medidas semelhantes formando um dendrograma (ou

árvore) da qual é possı́vel extrair quantas classes forem necessárias. Essa metodologia foi apli-

cada à rede de colaboração da USP, e os resultados foram comparados às categorias inerentes

da rede: unidades e áreas do conhecimento.
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3.5 Modelagem de Aquisição de conhecimento

A dinâmica de aquisição de conhecimento pode ser modelada em termos de redes comple-

xas por agentes que caminham em uma rede semântica, ou de conhecimentos. Redes semânticas

são compostas por vértices que representam algum conceito ou conhecimento, enquanto as ares-

tas, alguma relação entre eles. A rede de teoremas da Wikipédia, descrita em 3.3.2, também

pode ser considerada como uma rede semântica, onde cada teorema é considerado como um

conhecimento da área de matemática.

Um agente é um elemento autômato que caminha pelos vértices de uma rede complexa

segundo alguma heurı́stica. Cada agente pode estar somente sobre um único vértice e pode

movimentar-se apenas entre pares de vértices ligados por uma aresta. Agentes também podem

apresentar diferentes propriedades ou adquirir dados sobre a rede conforme caminham.

Dada a situação atual de um agente, o próximo vértice que ele visitará dependerá da heurı́stica

de escolha, que tradicionalmente pode ser aleatória ou aleatória auto-esquivante (self-avoiding).

Considerando que um agente está sobre o vértice v, que possuı́ N vizinhos enumerados vn, com

n ≤ N, a escolha aleatória depende apenas dos vértices vizinhos, que são escolhidos arbitra-

riamente com iguais probabilidades Pv(vn) = 1/N; já a dinâmica de agentes auto-esquivantes

baseia-se em privilegiar àqueles que ainda não foram visitados pelo agente, com probabilidade

de escolha definida por:

Pv(vn) =

�
1/N∗ se vn não foi visitado

0 se vn foi visitado
(3.4)

onde N∗ é o número de vértices ainda não visitados adjacentes a v, se todos eles já foram

visitados, isto é, N∗ = 0, então a escolha é considerada como a da caminhada aleatória. A

figura 3.25 ilustra as diferentes heurı́sticas de caminhada.

Para este trabalho as heurı́sticas tradicionais de caminhada foram modificadas em termos

de um número finito de vértices que um agente pode guardar. Cada agente possuı́ uma memória

que permite guardar um certo número M de vértices que o agente já visitou, a dinâmica de

escolha do próximo vértice é semelhante à auto-esquivante, entretanto depende daqueles já

visitados que estão gravados na memória do agente.

A memória de um agente funciona como uma fila, quando novos vértices são visitados, eles

são automaticamente adicionados à memória, enquanto aqueles já visitados e mais antigos na

memória são ”esquecidos” quando a contagem de vértices guardados ultrapassa M. Nota-se que
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(a) Caminhada aleatória: todos os vértices vizinhos ao
vértice atual têm mesma probabilidade de serem os
próximos a serem visitados.
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(b) Caminhada aleatória auto-esquivante: vértices visita-
dos (LIDOS) são evitados enquanto os não visitados
possuem as mesmas chances de serem visitados.

Figura 3.24 – Ilustração das heurı́sticas tradicionais de caminhada dos agentes em uma rede complexa
indicando as probabilidades para a escolha do próximo vértice a ser visitado.

para valores muito grandes da memória, o agente deve se comportar como um auto-esquivante,

enquanto que para M = 0, a dinâmica se reduz à aleatória simples. A figura 3.25 ilustra a

heurı́stica.

Memória

2 31

4

?
A

P=0
P=1

P=0

 
A

4 1

Figura 3.25 – Dinâmica de agente com memória, como os conceitos 1 e 4 já foram explorados pelo
agente, apenas o conceito 3 será visitado no próximo passo. Se o tamanho da memória for
M = 2, ao caminhar para 3, o agente esquecerá que já visitou o vértice 4.

Agentes também podem se comunicar entre si, compartilhando a informação que possuem

na memória sobre os vértices já visitados, evitando que outros agentes estudem o que já foi

estudado. Em trabalhos anteriores, o compartilhamento de informação era direto ou através

de uma rede trivial como uma rede regular, entretanto é mais realista simular essa dinâmica

através de uma rede complexa, como os modelos teóricos. O compartilhamento de informação

tem como objetivo simular uma conversa ou colaboração entre dois pesquisadores, e, portanto,

é normal que eles se comuniquem com aqueles mais próximos, seja devido a amizade, área

acadêmica, coordenação, etc.
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Dois agentes podem trocar informação entre si somente se houver uma aresta conectando-

os na rede de interação. A cada estágio de caminhada, os agentes escolhem aleatoriamente,

com mesma probabilidade, um conhecimento contido em sua memória e o transfere para seus

vizinhos.

A simulação de múltiplos agentes pode ser caracterizada por uma rede de interação dos

próprios agentes e por uma rede de conhecimento a ser analisada, enquanto que a aquisição de

conhecimento é medida em termos do número de vértices visitados (simulando os conhecimen-

tos adquiridos pelo grupo completo de agentes) a cada passo (ou iteração) de navegação dos

agentes, isto é, vértices por iterações. A figura 3.26 ilustra a dinâmica de múltiplos agentes por

uma rede de interação entre eles e uma rede de semântica.

network
network
network
network

network
network
network
network

network
network
network
network

network
network
network
network

network
network
network
network

Figura 3.26 – Simulação de múltiplos agentes interagentes, à esquerda encontra-se a rede de colaboração
dos agentes e à direita a rede de conhecimento por onde eles caminham.

Há ainda a possibilidade de erros na aquisição de conhecimento, ao caminhar por um vértice

um agente pode erroneamente achar que adquiriu outro conhecimento, diferente daquele que

realmente foi adquirido. A qualidade de um agente, com relação a susceptibilidade a erros,

pode ser quantificado em termos de uma probabilidade PE ≥ 0 de que o vértice irá, a cada

passo, adicionar à sua memória um vértice que não foi visitado por ele.

Foram estudados diferentes modelos de redes complexas usadas como redes de conheci-

mento e comparados à rede da teoremas da Wikipédia. Diferentes configurações de agentes

foram usadas, com diferentes valores de memória e susceptibilidade a erros, duas redes de

interação foram usadas: Barabási-Albert e Erdős-Rényi; com diferentes valores de grau.

Os resultados são analisados através da performance de aquisição do conhecimento e da

escalabilidade com o crescimento do número de agentes. Para isso gráficos da performance

contra o número de agentes foram usados. A informação sobre a frequência de acesso dos
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vértices também foi analisada, embora superficialmente, e seu potencial para a caracterização

dos vértices foi explorado através do uso de visualização computacional.



91

4 Resultados e Discussões

4.1 Rede de colaboração da USP

A aplicação da metodologia descrita em 3.3.1, para a geração de uma rede de colaboração

da USP, resultou em uma rede com 5630 vértices e �k� � 15. Após a eliminação de vértices

redundantes, erros e ligações externas, a rede reduziu-se a 3804 vértices e �k� � 5. O maior

componente conectado foi extraı́do, obtendo-se uma rede complexa com 2864 vértices e �k� �
5.2. O segundo maior componente também foi extraı́do, com 62 vértices e �k� � 7.2. Os outros

componentes menores apresentavam quantidade de vértices irrelevantes (< 10 vértices).

A tabela 4.1 apresenta as quantidades percentuais de vértices de cada unidade da rede e

das sub-redes do maior componente conectado e dos componentes não conectados a ele, as-

sim como as respectivas cidades de origem e grandes áreas do conhecimento, enumeradas

Biológicas, Exatas e Humanas. A tabela 4.2 mostra as representações percentuais de cada área

e cidades correspondentes aos vértices para as mesmas sub-redes consideradas anteriormente.

Os resultados estão resumidos nos gráficos de pizza da figura 4.1.

Verifica-se que as unidades de maior representação percentual no maior componente co-

nectado correspondem àquelas da área de biológicas, com 67%. Considerando as cidades, São

Paulo apresenta a maior quantidade de vértices no maior componente conectado, com 56.7%

dos vértices.

Os componentes desconectados apresentaram grande percentual de unidades da área de

exatas, 44%, significantemente maior com relação a do maior componente conectado, 23%. A

área de humanas também apresentou considerável variação da porcentagem dos vértices dos

componentes desconectados, com 27%, e do maior componente conectado, 19%.

A quantidade elevada de vértices em componentes desconectados presentes na área de exa-
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Tabela 4.1 – Unidades que compõem a rede de colaboração da USP e suas respectivas representações
percentuais considerando a rede completa (Total), o maior componente conectado (Maior
Componente) e aquelas que não estão conectadas a ele (Desconectados).

Instituto Área Cidade Total % Maior Componente % Desconectados %
FM Biológicas São Paulo 9.1% 9.7% 7.0%
FMRP Biológicas Ribeirão Preto 8.3% 10.5% 1.8%
EP Exatas São Paulo 6.9% 4.2% 15.1%
ESALQ Biológicas Piracicaba 5.0% 5.7% 2.9%
ICB Biológicas São Paulo 4.1% 5.1% 0.9%
FO Biológicas São Paulo 3.7% 4.3% 1.8%
IF Exatas São Paulo 3.4% 3.3% 4.0%
FMVZ Biológicas São Paulo 3.3% 4.3% 0.3%
EESC Exatas São Carlos 3.1% 2.3% 5.2%
IQ Exatas São Paulo 3.1% 3.6% 1.5%
FEA Humanas São Paulo 2.8% 2.7% 3.2%
FOB Biológicas Bauru 2.7% 3.2% 1.2%
FFCLRP Humanas Ribeirão Preto 2.7% 3.0% 1.8%
FCF Biológicas São Paulo 2.6% 3.3% 0.4%
FCFRP Biológicas Ribeirão Preto 2.5% 3.3% 0.2%
FFLCH Humanas São Paulo 2.5% 0.9% 7.3%
FORP Biológicas Ribeirão Preto 2.5% 3.1% 0.4%
EERP Biológicas Ribeirão Preto 2.3% 3.0% 0.1%
IFSC Exatas São Carlos 2.2% 2.1% 2.3%
EE Biológicas São Paulo 1.9% 2.0% 1.7%
HU Biológicas São Paulo 1.9% 1.9% 1.8%
IB Biológicas São Paulo 1.9% 1.6% 2.9%
FSP Biológicas São Paulo 1.9% 2.0% 1.5%
IAG Exatas São Paulo 1.9% 0.8% 5.1%
IME Exatas São Paulo 1.7% 0.9% 3.9%
FAU Humanas São Paulo 1.6% 1.2% 2.9%
IQSC Exatas São Carlos 1.6% 1.9% 0.7%
ICMC Exatas São Carlos 1.5% 1.2% 2.7%
FE Humanas São Paulo 1.5% 0.8% 3.4%
FZEA Biológicas Pirassununga 1.4% 1.8% 0.2%
IGC Exatas São Paulo 1.3% 1.2% 1.7%
IO Biológicas São Paulo 1.1% 1.2% 0.7%
EEFE Biológicas São Paulo 0.9% 0.4% 2.5%
IP Humanas São Paulo 0.8% 0.4% 2.1%
CENA Exatas Piracicaba 0.8% 1.0% 0.2%
FEARP Humanas Ribeirão Preto 0.7% 0.6% 1.1%
HRAC Biológicas Bauru 0.6% 0.8% 0.2%
IEE Exatas São Paulo 0.6% 0.5% 1.1%
ECA Humanas São Paulo 0.6% 0.0% 2.3%
MAE Humanas São Paulo 0.3% 0.1% 1.0%
MZ Biológicas São Paulo 0.2% 0.1% 0.5%
CBM Biológicas São Sebastião 0.2% 0.0% 0.6%
FD Humanas São Paulo 0.2% 0.1% 0.4%
MP Humanas São Paulo 0.2% 0.1% 0.2%
IEB Humanas São Paulo 0.1% 0.0% 0.4%
COSEAS Humanas São Paulo 0.1% 0.1% 0.0%
SIBI Humanas São Paulo 0.1% 0.0% 0.3%
MAC Humanas São Paulo 0.1% 0.0% 0.2%
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Tabela 4.2 – Contribuições percentuais das diferentes áreas do conhecimento e cidades correspondentes
às unidades da rede de colaboração da USP.

Áreas do conhecimento
Área Total % Maior Componente % Desconectados %
Biológicas 58% 67% 30%
Exatas 28% 23% 44%
Humanas 14% 19% 27%

Cidades
Área Total % Maior Componente % Desconectados %
São Paulo 62.0% 56.7% 78.3%
Ribeirão Preto 19.0% 23.5% 5.4%
São Carlos 8.3% 7.4% 11.0%
Piracicaba 5.8% 6.6% 3.1%
Bauru 3.3% 4.0% 1.4%
Pirassununga 1.4% 1.7% 0.2%
São Sebastião 0.2% 0.0% 0.6%
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Figura 4.1 – Gráficos com as representações percentuais de cada classe dos vértices: unidades, áreas do
conhecimento e cidades.



94

tas e humanas, pode estar refletindo uma situação de colaborações fechadas ou de pesquisas

não relacionadas a outras áreas do conhecimento, ao menos para o perı́odo considerado da

rede. Enquanto que a área de biológicas apresenta alto caráter interdisciplinar, fato que pode

ser observado, por exemplo, pelas diferentes relações das pesquisas na área de medicina, que

englobam diversos fatores sociais e éticos, caracterı́sticos da área de humanas, assim como,

necessitam da aplicação de metodologias sistemáticas ou utilização de ferramentas e recursos

comuns à área de computação ou fı́sica.

As cidades também apresentaram significante variação da porcentagem dos vértices quando

considerados os componentes desconectados e o maior componente conectado. São Paulo apre-

sentou a maior variação, com uma participação de 78.3% dos componentes desconectados, e

56.7% do maior componente, enquanto as unidades de Ribeirão Preto representam apenas 5.4%

e 23.5% respectivamente. Este resultado tem como uma de suas causas a grande quantidade de

unidades da área de exatas e humanas no campus da USP de São Paulo, entretanto este compor-

tamento é observável mesmo dentro das unidades ”equivalentes”∗, como para as unidades FM e

FMRP, revelando que a colaboração interdisciplinar tende a ser mais frequentes para a unidade

de Ribeirão Preto.

4.1.1 Caracterização pelas propriedades tradicionais

As propriedades tradicionais de redes complexas foram usadas para caracterizar superfici-

almente a rede de colaboração da USP. Primeiramente foi obtida a distribuição de grau da rede

apresentada na figura 4.2, revelando o caráter livre de escala da rede, com coeficiente γ �−2.2.

O coeficiente de aglomeração médio obtido para o maior componente conectado da rede

foi �Cc(i)� = 0.45 e mı́nimo caminho médio l = 8.24. Devido ao alto valor do coeficiente de

aglomeração e baixo valor do mı́nimo caminho médio, a rede pode ser considerada como pe-

queno mundo. O segundo maior componente conectado apresentou coeficiente de aglomeração

médio �Cc2nd(i)�= 0.77 e mı́nimo caminho médio l2nd = 3.3.

∗ Equivalentes no sentido de estudarem a mesma sub-área, neste caso, medicina.
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Figura 4.2 – Distribuição de grau da rede de colaboração da USP e a aproximação por lei de potência
respectiva, com expoente γ �−2.2.

4.1.2 Visualização da rede de colaboração da USP

A visualização do maior componente conectado da rede complexa de colaboração da USP,

projetada no plano, pode ser vista nas figuras 4.3, 4.4 e 4.5, onde as cores de cada vértice re-

presentam respectivamente os valores do grau, do coeficiente de aglomeração e centralidade de

proximidade, como mostrados pelas legendas. A rede é composta de um grupo bem conectado

central que se expande em diversos ramos, com dois deles extensos, na região superior e infe-

rior à esquerda; e outros dois que formam grupos que se conectam apenas por um pesquisador,

localizados na região inferior direita.

A distribuição do grau para a rede de colaboração com relação à sua projeção bidimen-

sional, parece estar sutilmente relacionada com a distância dos vértices até o centro do grande

grupo conectado, com exceção para alguns grupos com muitas colaborações entre eles mesmos.

Entretanto, a rede não é completamente planar e alguns grupos podem estar sobrepostos devido

a projeção bidimensional, contudo, a visualização 3D da rede revelou propriedades semelhan-

tes, e pode ser vista em versão interativa no ponteiro:

http://cyvision.if.sc.usp.br/~filipi/networks/USP_Collaboration3D.

http://cyvision.if.sc.usp.br/~filipi/networks/USP_Collaboration3D
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Figura 4.3 – Rede de colaboração da USP com as cores representando o valor do grau de cada vértice.

Figura 4.4 – Visualização do coeficiente de aglomeração dos vértices da rede de colaboração da USP.

O coeficiente de aglomeração revelou que existem muitos grupos espalhados pela rede que

formam pequenos grupos de colaboração de modo que os pesquisadores tendem a colaborar

substancialmente com aqueles com quem seus colaboradores interagem. Este comportamento é
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Figura 4.5 – Visualização da centralidade de proximidade obtida para a rede de colaboração da USP.

perfeitamente compreensı́vel em uma rede de colaboração institucional, pois em cada departa-

mento, existem diferentes grupos que pesquisam alguma área especı́fica em comum e colaboram

muito entre si. Tal comportamento parece existir mesmo para grupos distantes do centro, e pode

ser caracterizado pela distribuição espacial dos pesquisadores com altos valores do coeficiente

de aglomeração.

É importante notar que pesquisadores com baixos valores de coeficiente de aglomeração

tendem a ser aqueles que conectam diferentes áreas ou grupos de pesquisas, podendo ser ca-

racterizados por alta interdisciplinariedade, entretanto, devido a limitação do coeficiente de

aglomeração ser considerado apenas para os vizinhos mais próximos, grupos com caracterı́sticas

interdisciplinares não podem ser caracterizados pela mesma propriedade.

O centro da rede pode ainda ser caracterizado pelas propriedades de centralidade. Aquela

que apresentou melhor resultado visual foi a centralidade de proximidade, determinando os

vértices centrais da rede. Entretanto, é importante notar que pode-se observar dois conjuntos de

vértices com altos valores de centralidade, isto é, dois centros na rede, entretanto a visualização

tridimensional elimina essa redundância, que é causada pelo fato da rede não ser completamente

planar.
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aç

ão
da

re
de

de
co

la
bo

ra
çã

o
da

U
SP

de
st

ac
an

do
as

pr
in

ci
pa

is
un

id
ad

es
pr

es
en

te
sn

a
re

de
.P

ar
a

fa
ci

lit
ar

a
vi

su
al

iz
aç
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Figura 4.7 – Rede de colaboração da USP destacando as diferentes áreas do conhecimento, na imagem
nomeadas exatas, humanas e biológicas.

Figura 4.8 – Projeção 2D da rede de colaboração da USP destacando as cidades correspondentes às
unidades de cada pesquisador.
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As figuras 4.6, 4.7 e 4.8 apresentam a projeção bidimensional da rede destacando as dife-

rentes categorias dos vértices, respectivamente, unidade, área do conhecimento e cidade. Pri-

meiramente, nota-se a correspondência com as porcentagens das categorias obtidas na subseção

anterior, e a maioria das classes se estruturam em comunidades relativamente bem definidas.

Pode-se inferir algumas caracterı́sticas da interdisciplinaridade, apenas observando a fi-

gura 4.6, como o fato da Faculdade de Medicina (FM) estar relativamente menos integrada ao

centro quando comparada a Faculdade de Medicina de Ribeirão Preto (FMRP), que, apesar de

seus pesquisadores colaborarem muito entre si, possui uma ampla camada de colaboração com

diversas outras unidades.

(a) Grau. (b) Coeficiente de Aglomeração. (c) Centralidade de Proximidade.

(d) Unidades (e) Áreas do Conhecimento. (f) Cidades.

Figura 4.9 – Representação bidimensional do segundo maior componente da rede de colaboração da
USP, com seus vértices associados a diferentes propriedades e grupos.

As projeções bidimensionais do segundo maior componente conectado podem ser vistas

na figura 4.9. Cada gráfico apresenta uma propriedade obtida para os vértices ou as classes as

quais eles pertencem. O segundo maior componente conectado possui três grandes aglomera-

dos de vértices, entretanto, possuem pesquisadores de diferentes áreas do conhecimento, com

mais de 15 unidades participantes, e, portanto, pode ser caracterizado como altamente interdis-

ciplinar. Entretanto, curiosamente, não há participação de unidades de Ribeirão Preto e, dado o
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caráter interdisciplianar dessa sub-rede, é estranho não estar conectada a nenhum colaborador

do componente principal.

4.2 Redes de Teoremas da Wikipédia

A rede inicial de teoremas da Wikipédia, obtida pela metodologia descrita em 3.3.2, resul-

tou em um digrafo com 860 vértices e 766 arestas. Entretanto, devido a natureza incompleta da

rede, as arestas foram tomadas sem direção privilegiada e, como foram considerados apenas os

componentes conectados de maior tamanho, a rede resultante possui 371 vértices e 502 arestas,

isto é �k�= 2.7. O segundo maior componente conectado obtido era irrelevante, com apenas 5

vértices.
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Figura 4.10 – Distribuição de grau da rede de teoremas da Wikipédia e a aproximação por lei de potência
respectiva, com expoente γ �−2.1.

A figura 4.10 apresenta a distribuição do grau dos vértices, revelando que a rede tem carac-

terı́sticas de redes livres de escala, com expoente γ �−2.1.

O maior componente conectado apresentou coeficiente de aglomeração médio �Cc(i)� =

0.16 e mı́nimo caminho médio l = 6.9, revelando caracterı́sticas de redes pequeno-mundo.
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Figura 4.11 – Visualização da rede de teoremas da Wikipédia, com as cores representando o grau dos
vértices como indicado pela legenda.

As visualizações geradas para a rede de teoremas, projetando-a em um plano, encontram-se

nas figuras 4.11, 4.12, 4.13 e 4.14. Cada gráfico apresenta uma propriedade clássica obtida para

os vértices da rede.

Considerando a figura 4.11 observa-se que a rede é composta por um grupo relativamente

conectado no centro e por diversos ramos pequenos. Vértices com grau cima de 6 parecem

estar uniformemente espalhados pela rede. Outra caracterı́stica importante é a existência de

muitos arcos que originam ramos, este fenômeno pode ser compreendido pela existência de

teoremas originados dois campos de estudos da matemática diferentes. Devido a rede não ser

completamente planar, esta última propriedade só pode ser observada com mais clareza através

da visualização 3D interativa, disponı́vel em:

http://cyvision.if.sc.usp.br/TheoremNetwork/.

A figura 4.12 indica o coeficiente de aglomeração dos vértices, mostrando que há poucos

grupos muito conectados entre eles. A centralidade de proximidade, na figura 4.13, localizou o

centro da rede composto pelos teoremas fundamentais da matemática, teorema fundamental do

cálculo, teorema fundamental da aritmética, teorema fundamental da algebra e decomposição

de Helmholtz, também conhecido como teorema fundamental do cálculo vetorial.

http://cyvision.if.sc.usp.br/TheoremNetwork/
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Figura 4.12 – Rede de teoremas da Wikipédia indicando o coeficiente de aglomeração.

A figura 4.14 apresenta o número de visitas ao artigo da Wikipédia correspondente cada

vértice da rede durante o perı́odo do ano de 2008. Nota-se que a popularidade dos artigos não

está relacionado a nenhuma das medidas topológicas obtidas para a rede.
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Fundamental theorem of arithimetic

Fundamental theorem of algebra

Helmholtz decomposition

Fundamental theorem of calculus

Figura 4.13 – Centralidade de proximidade calculada para cada vértice da rede de teoremas. Os teore-
mas com maior valor de centralidade estão em destaque.

Pythagorean theorem

Central limit theorem

Law of large numbersCramer’s rule

Binominal Theorem

Fundamental Theorem of Algebra

Fermat’s last theorem

Figura 4.14 – Número de acessos aos artigos correspondentes aos vértices da rede de teoremas da Wi-
kipédia para o ano de 2008. Os teoremas mais acessados estão em destaque.
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4.3 Caracterização Concêntrica de Redes Complexas

Esta seção apresenta os principais resultados da metodologia de caracterização de redes

complexas pelas propriedades concêntricas, descrita em 3.4. Inicialmente, os gráficos das

distribuições das propriedades concêntricas ao longo dos nı́veis são apresentados para as redes

complexas geradas pelos modelos teóricos, assim como as respectivas descrições e interpretações

dos resultados. As distribuições obtidas paras as redes reais consideradas são apresentadas em

diferentes subseções, discutindo e comparando os resultados com os modelos teóricos. Todas

figuras de distribuições apresentadas nas próximas subseções apresentam as respectivas curvas

de distribuição média considerando todos os vértices da rede considerada, acompanhadas pelas

barras de erro representando o desvio padrão.

Os resultados da caracterização dos vértices é apresentado para a rede de colaboração da

USP através de diagramas de pizza e dendrograma caracterı́stico da aglomeração hierárquica.

A seção concluı́ com a investigação de algumas caracterı́sticas observadas das propriedades

concêntricas e apresentando os resultados das projeções obtidas por PCA.

4.3.1 Distribuição das propriedades concêntricas para os modelos teóricos

Nesta sub-seção são apresentados os resultados das distribuições das propriedades concêntricas

obtidos para os modelos teóricos de redes complexas.

Modelo de rede aleatória Erdös-Rénry, ER

A figura 4.15 apresenta as distribuições das propriedades concêntricas ao longo dos nı́veis

concêntricos, obtidas para uma rede aleatória (ER) com 10 mil vértices e �k� � 10. As curvas

obtidas apresentam nı́vel concêntrico máximo 7, que equivale ao diametro da rede, ou máxima

geodésica. Com exceção do grau entre-nı́véis, as distribuições apresentam uma região inicial

crescente, seguida por uma região de planalto para o coeficiente de aglomeração ou por um pico

para as demais. O perfil dos gráficos termina com uma região decrescente devido a caracterı́stica

finita da rede.

As propriedades concêntricas: número de nós, número de arestas, grau concêntrico e grau
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Figura 4.15 – Distribuição das propriedades concêntricas para uma rede aleatória com 10 mil vértices e
grau médio �k� � 10. As curvas são apresentadas pela média dos valores correspondentes
a cada nı́vei concêntrico assim como o respectivo desvio padrão, representado pelas barras
de erro.

intra-nı́veis; apresentaram curvas de distribuição semelhantes para a rede ER, mostrando que,

em média, tanto os vértices como as arestas estão distribuı́das, em sua maioria, a uma distância

4 a partir de qualquer vértice. Entretanto, a parcela de conexões entre vértices de diferentes

nı́veis concêntricos, em média, decrescem muito mais rapidamente quando comparado ao grau

concêntrico. Este comportamento pode ser observado pela distribuição do grau entre-nı́veis,

que diminui conforme o aumento do número de nós concêntricos. É importante notar que as

propriedades de grau entre-nı́veis, grau intra-nı́veis e grau comum são normalizadas de acordo

com o número de vértices em cada nı́vel concêntrico.

O coeficiente de aglomeração concêntrico obtido apresentou uma distribuição praticamente

constante com relação aos nı́veis concêntricos. Entretanto, o valor máximo é da ordem de

0.001, corroborando com o valor caracterı́stico do coeficiente de aglomeração tradicional de

redes aleatórias.

Modelo de rede livre de escala Barabási-Albert, BA

A figura 4.16 apresenta as distribuições das propriedades concêntricas para uma rede do

modelo Barabási-Albert com 10 mil vértices e �k� � 10. Algumas curvas de distribuições são

muito semelhantes àquelas obtidas para o modelo ER, como o número de nós, número de ares-

tas, grau concêntrico, grau entre-nı́veis e taxa de convergência. Entretanto, as curvas obtidas

para o grau entre nı́veis, grau comum e coeficiente de aglomeração, resultaram em curvas menos



107

suaves, principalmente na região do primeiro nı́vel concêntrico.
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Figura 4.16 – Distribuição das propriedades concêntricas para uma rede livre de escala do modelo Ba-
rabási-Albert. A rede possui 10 mil vértices e grau médio �k� � 10.

O coeficiente de aglomeração concêntrico, assim como para a rede aleatória, é baixo, en-

tretanto, para o primeiro anel apresenta um valor médio consideravalmente mais alto do que

para os outros. Este comportamento é uma consequencia direta da presença de hubs na rede,

que pertencem aos primeiros nı́veis concêntricos, isto é, em geral, distam dos vértices por pou-

cos passos, resultando no saturamento de vértices conectados entre si dentro dos anéis mais

distantes.

A existência dos hubs também pode ser verificada pelo súbito aumento do grau comum

e grau entre-nı́veis, observado para os valores da distribuição no primeiro anel concêntrico,

mostrando que os hubs são acessados rapidamente, pertencendo, em média, aos primeiros nı́veis

concêntricos.

Modelos de redes regulares

As distribuições das propriedades concêntricas também foram obtidas para duas redes regu-

lares, uma com efeitos de borda, apresentada na figura 4.17 e outra sem bordas, na figura 4.18,

ambas dispostas como uma grade de 100×100, totalizando 10000 vértices e com �k� � 8.

As curvas das distribuições para a rede regular com efeito de bordas são suaves, com as pro-

priedades de grau e número de nós caracterizadas por um pico largo, similar àqueles obtidos das



108

Hier. Number of Nodes (Regular border 100x100)

Hierarchical Level

H
ie

r. 
N

um
be

r o
f N

od
es

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
0

38.49

76.98

115.47

153.96
Hier. Number of Edges on Ring (Regular border 100x100)

Hierarchical Level

H
ie

r. 
N

um
be

r o
f E

dg
es

 o
n 

R
in

g

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
0

38.58

77.16

115.74

154.33
Hier. Clustering Coefficient (Regular border 100x100)

Hierarchical Level

H
ie

r. 
C

lu
st

er
in

g 
C

oe
ffi

ci
en

t

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
0

0.11

0.22

0.33

0.44
Intra Ring Degree (Regular border 100x100)

Hierarchical Level

In
tra

 R
in

g 
D

eg
re

e

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
0

0.74

1.49

2.23

2.98

Inter Ring Degree (Regular border 100x100)

Hierarchical Level

In
te

r R
in

g 
D

eg
re

e

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
0

1.97

3.94

5.91

7.88
Hier. Node Degree (Regular border 100x100)

Hierarchical Level

H
ie

r. 
N

od
e 

D
eg

re
e

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
0

113.65

227.3

340.96

454.61
Hier. Common Degree (Regular border 100x100)

Hierarchical Level

H
ie

r. 
C

om
m

on
 D

eg
re

e

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
0

1.98

3.96

5.94

7.92
Hier. Convergence Ratio (Regular border 100x100)

Hierarchical Level

H
ie

r. 
C

on
ve

rg
en

ce
 R

at
io

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
0

0.74

1.48

2.22

2.96

Figura 4.17 – Curvas das distribuições das propriedades concêntricas para uma rede regular bidimensi-
onal com borda quadrada de tamanho 100×100.

redes ER e BA, entretanto, apresentou alto valor de variação ao longo dos nı́veis concêntricos.

As outras propriedades também apresentaram similaridades com os modelos ER e BA, como

o decaimento dos valores das medidas para os nı́veis concêntricos mais distantes, propriedade

caracterı́stica de redes finitas.

Outra propriedade interessante, observada para os gráficos da rede regular com efeito de

bordas, são os valores dos desvios ao longo dos nı́veis concêntricos, que apresenta comporta-

mentos diferentes para as metades das curvas, isto é, para a região formada pelos nı́veis menores

que 50, e pela região de nı́veis maiores que 50. Esta caracterı́stica parece estar relacionada à

geometria da borda.

O modelo regular sem efeito de bordas apresentou curvas de distribuição lineares para as

propriedades de grau e número de nós, revelando o caráter infinito da rede, devido a sua topo-

logia cı́clica. A rede não apresentou variação dos valores, com desvio padrão zero para todos

os pontos, consequência do fato de que todos os vértices dessa rede são degenerados, sendo im-

possı́vel distingui-los uns dos outros, logo não importa qual vértice é tomado como referência,

as propriedades concêntricas devem ser iguais.
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Figura 4.18 – Curvas das distribuições das propriedades concêntricas para uma rede regular bidimensi-
onal sem efeitos de bordas.

Modelo de rede geográfica

As distribuições das propriedades concêntricas, obtidas para uma rede geográfica com

10000 vértices e �k�� 10, é apresentada na figura 4.20. As curvas das propriedades concêntricas

simples: grau concêntrico, número de vértices e número de arestas; apresentam um pico largo e

são relativamente suaves, assemelhando-se àquelas obtidas para as redes regulares com borda.

O coeficiente de aglomeração concêntrico para a rede geográfica, apresentou dois picos

caracterı́sticos, um para os nı́veis concêntricos mais próximos e outro para os mais distântes.

A região do segundo pico apresenta alto valor do desvio padrão, indicando que pode haver

vértices que apresentam e outros que não apresentam o segundo pico. O aparecimento desse

pico caracteriza redes do tipo geográficas, e um estudo mais detalhado de seu significado pode

ser visto na sub-seção 4.3.4.
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Figura 4.19 – Curvas das distribuições das propriedades concêntricas para uma rede geográfica com 10
mil vértices e �k� � 10.

Modelo de rede Watts-Strogatz (WS)

A figura 4.20 apresenta as distribuições das propriedades concêntricas para uma rede Watts-

Strogatz, gerada com probabilidade de reconexão de arestas p = 0.04 e 10000 vértices com

�k� � 10.

As distribuições das propriedades concêntricas simples, apresentaram curvas semelhantes

àquelas obtidas para os modelos ER, BA e geográfico, caracterizadas por um pico próximo na

região dos nı́veis concêntricos intermediarios.

Assim como para a rede geográfica, o coeficiente de aglomeração concêntrico apresentou

um segundo pico na região dos últimos nı́veis concêntricos, entretanto com em menor intensi-

dade comparada ao valor máximo, que apresenta alta aglomeração, �Cc1� � 0.6.

O comportamento da curva do grau comum foi semelhante àquela obtida para a rede regular

sem bordas, exceto pelo rápido decréscimo de seu valor nós últimos 3 nı́veis concêntricos, o que

indica que as redes Watts-Strogatz apresentam uma borda muito fina de vértices com poucas

arestas.
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Figura 4.20 – Curvas das distribuições das propriedades concêntricas para uma rede Watts-Strogatz de
10 mil vétices e �k� � 10, com probabilidade de religação de arestas p = 0.04.

4.3.2 Distribuição das propriedades concêntricas para as redes reais

Nesta seção são apresentados e discutidos os principais resultados obtidos para as distribuições

das propriedades concêntricas aplicadas às redes reais descritas no capı́tulo anterior.

Rede de Colaboração da USP

As curvas de distribuições das propriedades concêntricas obtida para a rede de colaboração

da USP encontram-se na figura 4.21. As distribuições também foram determinadas para um con-

junto de redes teóricas de número de vértices e grau médio semelhantes à rede de colaboração

da USP, e se encontram nas figuras 4.22, 4.23, 4.24 e 4.25, respectivamente, para os modelos

ER, BA, geográfico e WS. Devido a natureza dos métodos de geração de redes BA e WS, ape-

nas redes com grau médio par podem ser criadas, de modo que foram construı́das redes com o

valor par mais próximo do grau médio da rede em questão.

Todas as propriedades apresentaram alto valor de desvio padrão, revelando que há grande

variação de seus valores ao longo dos vértices da rede. Similarmente às curvas obtidas para

os modelos de redes teóricas, o grau concêntrico, número de vértices e número de arestas da

rede de colaboração são semelhantes entre si, entretanto apresentam um decaimento muito mais
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Figura 4.21 – Distribuição das propriedades concêntricas obtidas para a rede de colaboração da USP
com 2864 vértices e �k� � 5.
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Figura 4.22 – Distribuição das propriedades concêntricas para a rede ER comparável à rede de
colaboração da USP.

lento após o terceiro nı́vel concêntrico, estendendo-se até os nı́veis próximos ao 30o.

A curva de distribuição para o coeficiente de aglomeração apresentou um pico na região

dos últimos nı́veis concêntricos, caracterı́stica presente no modelo geográfico e em menor in-

tensidade no modelo WS. O desvio padrão nessa região também foi bem elevado, indicando

que a presença desse pico pode não ocorrer para uma parte dos vértices. Os resultados da

caracterização dos vértices pelo coeficiente de aglomeração concêntrico são encontrados na
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Figura 4.23 – Distribuição das propriedades concêntricas para a rede BA comparável à rede de
colaboração da USP

subseção 4.3.3.

O grau entre-nı́veis apresentou uma distribuição composta por uma combinação das curvas

obtidas para o modelo ER, caracterizada por um pico estreito e decaimento rápido nos primeiros

nı́veis, e para o modelo geográfico e WS, caracterizadas por uma região de valor constante

seguida por um decaimento lento.

A propriedade taxa de convergência apresentou-se como a mais diferente entres os outros

modelos teóricos e a rede de colaboração. Sua distribuição apresentou um pico largo com o

centro deslocado para a esquerda. Isto é uma consequência do fato que diferentemente dos mo-

delos BA, os hubs são acessados gradualmente ao longo dos nı́veis concêntricos, isto significa

que os hubs nem sempre estão conectados a outros hubs.
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Figura 4.24 – Distribuição das propriedades concêntricas para a rede geográfca comparável à rede de
colaboração da USP.
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Figura 4.25 – Distribuição das propriedades concêntricas para a rede WS comparável à rede de
colaboração da USP.
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Rede de teoremas da Wikipédia

As curvas das distribuições obtidas para a rede de teoremas da Wikipédia podem ser vistas

na figura 4.26. As curvas para as redes geradas seguindo os modelos teóricos comparáveis à

rede de teoremas, encontram-se nas figuras 4.27, 4.28, 4.29 e 4.30, respectivamente obtidas para

os modelos: ER, BA, geográfico e WS.

Hier. Number of Nodes (Wiki_Theorems)

Hierarchical Level

H
ie

r. 
N

um
be

r o
f N

od
es

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18
0

15.44

30.87

46.31

61.74
Hier. Number of Edges on Ring (Wiki_Theorems)

Hierarchical Level

H
ie

r. 
N

um
be

r o
f E

dg
es

 o
n 

R
in

g

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18
0

4.17

8.34

12.51

16.68
Hier. Clustering Coefficient (Wiki_Theorems)

Hierarchical Level

H
ie

r. 
C

lu
st

er
in

g 
C

oe
ffi

ci
en

t

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18
0

0.04

0.08

0.12

0.16
Intra Ring Degree (Wiki_Theorems)

Hierarchical Level

In
tra

 R
in

g 
D

eg
re

e

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18
0

0.14

0.29

0.43

0.58

Inter Ring Degree (Wiki_Theorems)

Hierarchical Level

In
te

r R
in

g 
D

eg
re

e

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18
0

0.8

1.59

2.39

3.18
Hier. Node Degree (Wiki_Theorems)

Hierarchical Level

H
ie

r. 
N

od
e 

D
eg

re
e

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18
0

17.68

35.36

53.04

70.72
Hier. Common Degree (Wiki_Theorems)

Hierarchical Level

H
ie

r. 
C

om
m

on
 D

eg
re

e

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18
0

1.12

2.24

3.37

4.49
Hier. Convergence Ratio (Wiki_Theorems)

Hierarchical Level

H
ie

r. 
C

on
ve

rg
en

ce
 R

at
io

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18
0

0.28

0.57

0.85

1.14

Figura 4.26 – Distribuição das propriedades concêntricas obtidas para a rede de teoremas da Wikipédia
com 371 vértices e �k� � 2.7.
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Figura 4.27 – Distribuição das propriedades concêntricas para a rede ER comparável à rede de teoremas
da Wikipédia.
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Figura 4.28 – Distribuição das propriedades concêntricas para a rede BA comparável à rede de teoremas
da Wikipédia.
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Figura 4.29 – Distribuição das propriedades concêntricas para a rede geográfca comparável à rede de
teoremas da Wikipédia.

As curvas das propriedades concêntricas simples obtidas para a rede de teoremas da Wi-

kipédia apresentaram um pico com largura entre àquelas obtidas para as redes BA e ER e e as

obtidas para os modelos geográfico e WS. O que indica que a distribuição dos vértices ao longo

dos nı́veis concêntricos é mais espalhada do que as obtidas para os modelos ER e BA, entretanto

não tão espalhadas quanto os modelos geográficos e WS.

A distribuição do coeficiente de aglomeração concêntrico apresentou um pico com alta
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Figura 4.30 – Distribuição das propriedades concêntricas para a rede WS comparável à rede de teoremas
da Wikipédia.

variação na região dos últimos nı́veis concêntricos, caracterı́stico das redes Wattz-Strogatz e

geográficas.

Tanto o grau entre-nı́veis quanto o grau comum apresentaram distribuições compostas por

uma mistura das curvas caracterı́sticas dos modelos ER, BA e geográfico; revelando o caráter

hı́brido da rede.

A distribuição obtida para a propriedade de taxa de convergência resultou em uma curva

constituı́da de um pico largo com rápido decaimento para os últimos nı́veis, revelando, assim

como para a rede de colaboração da USP e para o modelo geográfico, que os hubs da rede de

teoremas são acessados gradualmente ao longo dos nı́veis concêntricos.

Rede de aeroportos dos EUA

A figura 4.31 apresenta as curvas das distribuições das propriedades concêntricas obtidas

para a rede de aeroportos dos EUA, enquanto as figuras 4.32, 4.33, 4.34 e 4.35; as àquelas

obtidas para os modelos teóricos de mesmo número de vértices e �k�.

Diferentemente da rede de teoremas e de colaboração, o nı́vel concêntrico máximo obtido

para a rede de aeroportos, isto é, seu diâmetro topológico, é semelhante àqueles obtidos para o
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Figura 4.31 – Distribuição das propriedades concêntricas obtidas para a rede de aeroportos de EUA com
332 vértices e �k� � 6.

modelo BA e ER, com valor 6.

As propriedades concêntricas básicas obtidas para a rede de aeroportos resultaram em cur-

vas em distribuições semelhantes, analogamente aos modelos e as outras redes reais estudadas,

caracterizadas por um pico central. Entretanto, para essa rede, a largura do pico é semelhante

às obtidas para os modelos ER e BA.

O coeficiente de aglomeração concêntrico apresentou uma distribuição caracterizada por

um pico, seguido de um decaimento e por fim uma pequena elevação, semelhante à curva obtida

para a distribuição considerando a rede BA comparável.

A propriedade de grau entre nı́veis resultou em uma distribuição composta por uma curva

apresentando um pico, semelhante àquela obtida para o modelo BA, entretanto mais estreito,

revelando que o acesso aos vértices de maior conectividade é mais rápido na rede de aeroportos.

Os resultados obtidos para a taxa de convergência concêntrica corroboram com esse fato, apre-

sentando um pico deslocado para a esquerda quando comparado aos obtidos para os modelos

teóricos.
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Figura 4.32 – Distribuição das propriedades concêntricas para a rede ER comparável à rede de aeropor-
tos.
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Figura 4.33 – Distribuição das propriedades concêntricas para a rede BA comparável à rede de aeropor-
tos.



120

Hier. Number of Nodes (GEO_332_6)

Hierarchical Level

Hi
er

. N
um

be
r o

f N
od

es

0 4 8 12 16 20 24
0

7.24

14.48

21.71

28.95
Hier. Number of Edges on Ring (GEO_332_6)

Hierarchical Level

Hi
er

. N
um

be
r o

f E
dg

es
 o

n 
Ri

ng

0 4 8 12 16 20 24
0

7.4

14.79

22.19

29.58
Hier. Clustering Coefficient (GEO_332_6)

Hierarchical Level

Hi
er

. C
lu

st
er

in
g 

Co
ef

fic
ie

nt

0 4 8 12 16 20 24
0

0.08

0.15

0.23

0.31
Intra Ring Degree (GEO_332_6)

Hierarchical Level

In
tra

 R
in

g 
De

gr
ee

0 4 8 12 16 20 24
0

0.49

0.98

1.46

1.95

Inter Ring Degree (GEO_332_6)

Hierarchical Level

In
te

r R
in

g 
De

gr
ee

0 4 8 12 16 20 24
0

1.32

2.64

3.95

5.27
Hier. Node Degree (GEO_332_6)

Hierarchical Level

Hi
er

. N
od

e 
De

gr
ee

0 4 8 12 16 20 24
0

12.7

25.41

38.11

50.81
Hier. Common Degree (GEO_332_6)

Hierarchical Level

Hi
er

. C
om

m
on

 D
eg

re
e

0 4 8 12 16 20 24
0

1.49

2.99

4.48

5.98
Hier. Convergence Ratio (GEO_332_6)

Hierarchical Level

Hi
er

. C
on

ve
rg

en
ce

 R
at

io

0 4 8 12 16 20 24
0

0.43

0.86

1.29

1.72

Figura 4.34 – Distribuição das propriedades concêntricas para a rede geográfca comparável à rede de
aeroportos.
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Figura 4.35 – Distribuição das propriedades concêntricas para a rede WS comparável à rede de aeropor-
tos.
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Rede de associação de palavras de Edinburgh

As curvas das propriedades concêntricas obtidas para a rede de palavras de Edinburgh po-

dem ser vistas na figura 4.36. As figuras 4.37, 4.38, 4.39 e 4.40; apresentam as propriedades

obtidas para os modelos teóricos de mesmo número de vértices e �k�.
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Figura 4.36 – Distribuição das propriedades concêntricas obtidas para a rede de associação de palavras
de edinburgh com 23219 vértices e �k� � 28.

As propriedades concêntricas básicas não se diferenciaram dos outros modelos, apresen-

tando uma curva com o pico caracterı́stico muito semelhante àquele obtido para a rede BA.

As propriedades de coeficiente de aglomeração concêntrico, grau entre-nı́veis e grau co-

mum e taxa de convêrgencia também apresentaram propriedades semelhantes às obtidas para a

rede BA, no entanto com curvas de picos mais largos e deslocadas por até um nı́vel.

A rede de associação de palavras é muito semelhante topologicamente à redes geradas pelo

modelo BA em contrate com as outras redes reais estudadas, que apresentavam comportamento

concêntrico composto por uma mistura de vários modelos.
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Figura 4.37 – Distribuição das propriedades concêntricas para a rede ER comparável à rede de
associação de palavras.
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Figura 4.38 – Distribuição das propriedades concêntricas para a rede BA comparável à rede de
associação de palavras.
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Figura 4.39 – Distribuição das propriedades concêntricas para a rede geográfca comparável à rede de
associação de palavras.
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Figura 4.40 – Distribuição das propriedades concêntricas para a rede WS comparável à rede de
associação de palavras.
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Rede de proteı́nas, Yeast.

As curvas das distribuições obtidas para a rede de interação de proteı́nas, Yeast, podem ser

vistas na figura 4.41. As curvas para as redes geradas seguindo os modelos teóricos, encontram-

se nas figuras 4.42, 4.43, 4.44 e 4.45.
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Figura 4.41 – Distribuição das propriedades concêntricas obtidas para a rede de proteı́nas com 2224
vértices e �k� � 6.

Assim como as outras redes reais, a rede de proteı́nas apresenta as propriedades básicas

semelhantes, constituı́das por um pico na região dos nı́veis centrais. Para esta rede, a largura do

pico foi semelhante à obtida para os modelos ER e BA.

O coeficiente de aglomeração apresentou uma pequena elevação na região dos últimos

nı́veis concêntricos, entretanto com alta variação, assemelhando-se à curva obtida para a rede

BA. As outras propriedades concêntricas também apresentaram semelhanças com a rede gerada

pelo modelo BA, no entanto a taxa de convergência apresentou uma curva com pico sutilmente

mais largo e deslocado para a esquerda, revelando que o acesso aos primeiros hubs é mais

rápido, mas com acesso aos outros gradualmente, quando comparado ao modelo BA.
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Figura 4.42 – Distribuição das propriedades concêntricas para a rede ER comparável à rede de proteı́nas.
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Figura 4.43 – Distribuição das propriedades concêntricas para a rede BA comparável à rede de proteı́nas.



126

Hier. Number of Nodes (GEO_2224_6)

Hierarchical Level

Hi
er

. N
um

be
r o

f N
od

es

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22
0

56.21

112.43

168.64

224.86
Hier. Number of Edges on Ring (GEO_2224_6)

Hierarchical Level

Hi
er

. N
um

be
r o

f E
dg

es
 o

n 
Ri

ng

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22
0

60.17

120.33

180.5

240.66
Hier. Clustering Coefficient (GEO_2224_6)

Hierarchical Level

Hi
er

. C
lu

st
er

in
g 

Co
ef

fic
ie

nt

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22
0

0.01

0.03

0.04

0.05
Intra Ring Degree (GEO_2224_6)

Hierarchical Level

In
tra

 R
in

g 
De

gr
ee

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22
0

0.53

1.06

1.59

2.12

Inter Ring Degree (GEO_2224_6)

Hierarchical Level

In
te

r R
in

g 
De

gr
ee

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22
0

1.45

2.89

4.34

5.79
Hier. Node Degree (GEO_2224_6)

Hierarchical Level

Hi
er

. N
od

e 
De

gr
ee

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22
0

106.81

213.62

320.42

427.23
Hier. Common Degree (GEO_2224_6)

Hierarchical Level

Hi
er

. C
om

m
on

 D
eg

re
e

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22
0

1.69

3.38

5.07

6.76
Hier. Convergence Ratio (GEO_2224_6)

Hierarchical Level

Hi
er

. C
on

ve
rg

en
ce

 R
at

io

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22
0

0.48

0.97

1.45

1.94

Figura 4.44 – Distribuição das propriedades concêntricas para a rede geográfca comparável à rede de
proteı́nas.
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Figura 4.45 – Distribuição das propriedades concêntricas para a rede WS comparável à rede de
proteı́nas.
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Rede de alta tensão dos EUA.

Os gráficos das curvas das propriedades concêntricas obtidas para a rede de alta tensão dos

EUA encontram-se na figura 4.46, àquelas obtidas para os modelos teóricos encontram-se nas

figuras 4.47, 4.48, 4.49, 4.50.
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Figura 4.46 – Distribuição das propriedades concêntricas obtidas para a rede de alta tensão dos EUA
com 4941 vértices e �k� � 2.7.

As distribuições das propriedades concêntricas apresentaram alto valor de desvio padrão ao

longo dos nı́veis concêntricos. As propriedades básicas resultaram em distribuições caracteri-

zadas por um pico largo, semelhante àquele obtido para a rede geográfica.

As curvas de distribuição para as demais propriedades concêntricas também apresentaram-

se muito semelhantes àquelas obtidas para o modelo geográfico. De fato, era esperado que

apresentasse caracterı́sticas de redes geográficas devido a natureza de sua origem.
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Figura 4.47 – Distribuição das propriedades concêntricas para a rede ER comparável à rede de alta
tensão dos EUA.
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Figura 4.48 – Distribuição das propriedades concêntricas para a rede BA comparável à rede de alta
tensão dos EUA.
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Figura 4.49 – Distribuição das propriedades concêntricas para a rede geográfca comparável à rede de
alta tensão dos EUA.
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Figura 4.50 – Distribuição das propriedades concêntricas para a rede WS comparável à rede de alta
tensão dos EUA.
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Sub-rede da WWW dos resultados da busca ”California”.

As distribuições resultantes das propriedades concêntricas obtidas para a sub-rede da WWW

encontram-se na figura 4.51. As curvas para as redes teóricas comparáveis à sub-rede da WWW,

encontram-se nas figuras 4.52, 4.53, 4.54 e 4.55.
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Figura 4.51 – Distribuição das propriedades concêntricas obtidas para a sub-rede da WWW com resul-
tados da busca pelo termo ”California” com 5925 vértices e �k� � 5.4.

A rede da WWW apresentou curvas de distribuição das propriedades concêntricas básicas

semelhantes entre si e, assim como para as outras redes, caracterizadas por um pico, entretanto

deslocado na direção dos primeiros nı́veis concêntricos.

As outras propriedades apresentaram-se semelhantes àquelas obtidas para o modelo BA,

com exceção para a taxa de convergência que resultou em uma curva caracterizada por um pico

largo, indicando que vértices de maior conectividade são acessados gradualmente ao longo dos

nı́veis concêntricos.
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Figura 4.52 – Distribuição das propriedades concêntricas para a rede ER comparável à sub-rede da
WWW.
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Figura 4.53 – Distribuição das propriedades concêntricas para a rede BA comparável à sub-rede da
WWW.
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Figura 4.54 – Distribuição das propriedades concêntricas para a rede geográfca comparável à sub-rede
da WWW.
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Figura 4.55 – Distribuição das propriedades concêntricas para a rede WS comparável à rede de sub-rede
da WWW.

4.3.3 Caracterização dos vértices da rede de colaboração da USP

Os vértices do maior componente da rede de colaboração da USP foram caracterizados em

termos de suas propriedades concêntricas através da metodologia de aglomeração hierárquica,

obtendo um dendrograma dos grupos (ou aglomerados). A propriedade utilizada para essa

análise foi o coeficiente de aglomeração concêntrico de cada vértice devido a alta variação de

seus valores na distribuição, e, como métrica de distância, foi usado o coeficiente de correlação.

O dendrograma obtido para a rede encontra-se na figura 4.56, onde cada bifurcação indica

uma subdivisão de aglomerados, com os valores de coeficiente de correlação aumentando na

direção indicada. Com o objetivo de ilustrar a classificação dos vértices, o dendrograma foi

limitado de modo que pudessem ser obtidas as 4 primeiras classes, como mostrado pelo corte

pontilhado da figura. Cada bifurcação da árvore obtida foi associado a um grupo obtendo-se a

taxinomia completa desses vértices considerando o coeficiente de aglomeração.

A figura 4.57 apresenta, em detalhes, as distribuições do coeficiente de aglomeração concêntrico

obtidos apenas paras os vértices pertencentes a cada grupo considerado, nomeados assim como

no dendrograma da figura 4.56. Para cada ramo também são indicados o número de vértices e a

representação percentual dos vértices da rede.
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Figura 4.56 – dendrograma obtido pela aplicação do método de aglomeração hierárquica à rede de
colaboração da USP. O corte e os 4 primeiros grupos são indicados, assim como a direção
e sentido do aumento da medida de distância utilizada, coeficiente de correlação.
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Verifica-se que a região das curvas de distribuição que mais se diferenciou entre os grupos

foi aquela próxima dos últimos nı́veis concêntricos, a mesma que, na figura 4.21 da seção

anterior, apresentou valores altos de desvio padrão.

A raiz da árvore, A, representa, a rede completa que, inicialmente, divide-se em dois grupos,

sendo o grupo B, muito maior que o C, em termos de número de vértices. Diferentemente das

distribuições obtidas para os outros grupos, os grupos B e C se distinguem pela curva de B

apresentar um vale na região dos nı́veis concêntricos centrais, enquanto grupo C apresenta uma

crista. O grupo B divide-se em dois outros grupos, D e E, com o grupo E caracterizado por

diversas ondulações para os últimos nı́veis concêntricos, enquanto o grupo D permanece com

o mesmo padrão que o grupo B. Por fim, o grupo D divide-se em dois ramos, F e G, com o

grupo G caracterizado por uma elevação muito menor do que aquela obtida para o grupo F nos

últimos nı́veis concêntricos.

As figuras 4.58, 4.60 e 4.62, apresentam, através de gráficos de pizza, a representação

percentual das categorias dos vértices, respectivamente, por unidade, cidade e área do conhe-

cimento para cada grupo considerado. Analogamente, as figuras 4.59, 4.61 e 4.63, apresentam

a distribuição percentual de cada categoria ao longo dos grupos considerados.

A representação dos vértices do grupo A nas figuras de pizza, são as mesmas daquelas

obtidas na seção 4.1 para o maior componente conectado. Observando os ramos B e C, verifica-

se que o grupo D ainda representa grande parte da rede, com 93% dos vértices, entretanto, o

grupo C, com apenas 7% da rede representa 50% de todos os vértices da área de humanas,

constituı́do por 88% dos vértices da unidade FEA (Faculdade de Economia e Administração) e

de vértices da EESC (Escola de Engenharia de São Carlos) e EP (Escola Politécnica).

Os ramos D e E apresentam considerável diferença quanto à distribuição dos vértices, com

o grupo E caracterizado por 18% dos pesquisadores da área de exatas, representado por 41%

daqueles da pertencentes à unidade EP, enquanto que o grupo D apresenta grande parte dos

outros institutos e 84% dos vértices da rede. Dos quatro grupos de vértices obtidos para os

últimos ramos da árvore considerada, aquele com maior quantidade de vértices é o grupo G,

com 64% dos vértices e caracterizado, assim como a rede completa, pela maioria dos vértices

pertencentes à área de biologia. Já o grupo F, apresentou representativa quantidade de vértices

da área de biologia e exatas.

Unidades da cidade de São Paulo estão mais distribuı́dos pelos grupos do que outras uni-

dades, como Pirassununga e Ribeirão Preto. Enquanto o grupo G apresenta 84% dos vértices

de Ribeirão Preto e 94% daqueles de Pirassununga, apresenta apenas 62% dos vértices de São

Paulo.
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Estes resultados corroboram aqueles obtidos pela visualização da rede, apresentados na

seção 4.1. Os unidades da área de biologia tendem a estar mais próximos do centro do maior

grupo, enquanto que humanas e exatas tendem a estar na região das bordas.

Uma visualização da rede indicando os vértices de cada grupo obtido foi gerada e é apre-

sentada na figura 4.64. Como esperado, o maior grupo, G, representa grande parte do núcleo

da rede, englobando boa parte da área de biológicas, como mostrado na figura 4.7. Nota-se que

os grupos menores correspondem a vértices cada vez mais distantes do centro, com o grupo

C, representando a parte mais externa da rede e, como consequência, grande parte dos vértices

da área de humanas. Vértices pertencentes ao grupo E estão situados na região na região de

borda imediata ao grupo G, correspondendo a alguns vértices da área de exatas. O grupo F

apresenta alguns vértices do aglomerado central, mas principalmente aqueles mais externos,

também representando alguns vértices da área de exatas.

O corte mais profundo do dendrograma resultará em um maior número de classes, que

podem caracterizar melhor o núcleo central, entretanto tal análise foge do escopo desse trabalho

que tem como objetivo apenas ilustrar a metodologia.

Com a finalidade de comparação com as medidas concêntricas, foram obtidas outras métricas

de caracterização dos vértices, como as medidas de centralidade. Entretanto, as distribuições

para as diferentes categorias de vértices praticamente se sobrepõem quando normalizadas, resul-

tando em curvas como a da figura 4.65, que apresenta a distribuição logarı́tmica da distribuição

da centralidade de subgrafos obtida para a rede de colaboração, considerando as diferentes áreas

do conhecimento. Apesar disso, é importante ressaltar que as métricas de centralidade são im-

portantı́ssimas para a caracterização de vértices segundo uma hierarquia de importância na rede,

quando se diz respeito ao número de caminhos fechados ou fluxo que atravessa um vértice.
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aç
ão

co
nc

ên
tri

co
ob

tid
o

pa
ra

ca
da

gr
up

o
de

te
rm

in
ad

o
pe

la
an

ál
is

e
de

ag
lo

m
er

aç
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çã

o
da

U
SP

.



141

G
ru

p
o

 D
  
2
3
9
9
 v

e
rt

ic
e

s
 (

8
4
%

)

G
ru

p
o

 A
  
2
8
6
4
 v

e
rt

ic
e

s
 (

1
0
0
%

)

G
ru

p
o

 B
  
2
6
5
7
 v

e
rt

ic
e

s
 (

9
3
%

)

G
ru

p
o

 F
  
4
4
7
 v

e
rt

ic
e

s
 (

1
6
%

)

G
ru

p
o

 G
  
1
9
5
2
 v

e
rt

ic
e

s
 (

6
8
%

)

G
ru

p
o

 E
  
2
5
8
 v

e
rt

ic
e

s
 (

9
%

)

G
ru

p
o

 C
  
2
0
7
 v

e
rt

ic
e

s
 (

7
%

)

A

B

CEGF

D

S
ã

o
 P

a
u

lo

R
ib

e
ir

ã
o

 P
re

to

S
ã

o
 C

a
rl

o
s

P
ir

a
c

ic
a

b
a

B
a

u
ru

P
ir

a
s
s
u

n
u

n
g

a

0
%

2
5
%

5
0
%

7
5
%

1
0
0
%10
0%

10
0%

10
0%

10
0%

10
0%

10
0%

S
ã

o
 P

a
u

lo

R
ib

e
ir

ã
o

 P
re

to

S
ã

o
 C

a
rl

o
s

P
ir

a
c

ic
a

b
a

B
a

u
ru

P
ir

a
s
s
u

n
u

n
g

a

0
%

2
5
%

5
0
%

7
5
%

1
0
0
%10
0%

10
0%

99
%

95
%

98
%

89
%

S
ã

o
 P

a
u

lo

R
ib

e
ir

ã
o

 P
re

to

S
ã

o
 C

a
rl

o
s

P
ir

a
c

ic
a

b
a

B
a

u
ru

P
ir

a
s
s
u

n
u

n
g

a

0
%

2
5
%

5
0
%

7
5
%

1
0
0
%

0%0%1%5%2%11
%

S
ã

o
 P

a
u

lo

R
ib

e
ir

ã
o

 P
re

to

S
ã

o
 C

a
rl

o
s

P
ir

a
c

ic
a

b
a

B
a

u
ru

P
ir

a
s
s
u

n
u

n
g

a

0
%

2
5
%

5
0
%

7
5
%

1
0
0
%98
%

98
%

69
%91

%96
%

78
%

S
ã

o
 P

a
u

lo

R
ib

e
ir

ã
o

 P
re

to

S
ã

o
 C

a
rl

o
s

P
ir

a
c

ic
a

b
a

B
a

u
ru

P
ir

a
s
s
u

n
u

n
g

a

0
%

2
5
%

5
0
%

7
5
%

1
0
0
%

2%2%

29
%

5%2%11
%

S
ã

o
 P

a
u

lo

R
ib

e
ir

ã
o

 P
re

to

S
ã

o
 C

a
rl

o
s

P
ir

a
c

ic
a

b
a

B
a

u
ru

P
ir

a
s
s
u

n
u

n
g

a

0
%

2
5
%

5
0
%

7
5
%

1
0
0
%

4%

39
%

7%

22
%

12
%

16
%

S
ã

o
 P

a
u

lo

R
ib

e
ir

ã
o

 P
re

to

S
ã

o
 C

a
rl

o
s

P
ir

a
c

ic
a

b
a

B
a

u
ru

P
ir

a
s
s
u

n
u

n
g

a

0
%

2
5
%

5
0
%

7
5
%

1
0
0
%94
%

60
%

63
%69
%84
%

62
%

F
ig

u
r
a

4
.6

1
–

D
is

tri
bu

iç
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Figura 4.64 – Rede de colaboração da USP indicando os grupos obtidos pela análise de aglomeração
hierárquica aplicada ao coeficiente de aglomeração concêntrico.
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Figura 4.65 – Distribuição da centralidade de subgrafos obtida para a rede de colaboração da USP, con-
siderando os vértices das diferentes áreas do conhecimento.
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4.3.4 Análise empı́rica do centro de distribuição do coeficiente de aglomeração

concêntrico.

Devido a alta variância nos valores da propriedade coeficiente de aglomeração concêntrico

obtido para a maioria das redes, e de sua importância para caracterizar os aglomerados de

vértices, é interessante investigar mais a fundo as caracterı́sticas dessa propriedade.

Foi verificado, na subseção anterior e pelas figuras das distribuições do coeficiente de

aglomeração, que a caracterı́stica que mais varia entre os vértices é o aparecimento ou não

do pico na região dos últimos nı́veis concêntricos. Pode-se então, definir uma propriedade que

represente o nı́vel concêntrico central com relação à distribuição dos valores do coeficiente de

aglomeração concêntrico. O centro de distribuição normalizado do coeficiente de aglomeração

concêntrico, N̄Cc(i), de um vértice i, é definido então como:

N̄Cc(i) =
∑dmax

d=0 d Ccd(i)

∑dmax
d=0 Ccd(i)

(4.1)

onde dmax é o nı́vel concêntrico máximo para o vértice i.

Espera-se que vértices com valores do centro de distribuição altos estejam distantes dos

centros bem conectados, enquanto aqueles com baixos valores estão próximos ou pertencem a

um grupo bem conectado.

A propriedade foi determinada para os vértices de algumas das redes estudadas anterior-

mente, e, através do software de visualização, foram geradas imagens das redes com as cores

associadas ao centro de distribuição do coeficiente de aglomeração.

A figura 4.66 apresenta os resultados da medida de centro de distribuição obtidos para a

rede de colaboração da USP. Como foi visto anteriormente, em 4.1.2, os vértices com coefici-

ente de aglomeração altos estão bem espalhados pela rede, assim como pode ser visto para o

centro de distribuição. Entretanto, nota-se que os vértices mais distantes do aglomerado central

apresentam valores baixos (em vermelho no gráfico) da medida.

A figura 4.67 apresenta uma visualização dos resultados obtidos para a medida de centro

de distribuição do coeficiente de aglomeração concêntrico considerando os vértices da rede

de teoremas da Wikipédia. Como visto 4.2, os vértices com altos valores do coeficiente de

aglomeração são poucos e encontram-se espalhados pela rede, quanto aos valores do centro

de distribuição, vértices próximos àqueles centros tem valores baixos, enquanto àqueles mais

distântes, valores bem mais altos.
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Figura 4.66 – Centro de distribuição obtido para os vértices da rede de colaboração da USP. É impor-
tante notar que os vértices com maiores valores, em vermelho, indicam que estão longe
dos grandes centros, enquanto os vértices com valores baixos, em azul, são aqueles mais
próximos aos centros.

Os valores da medida também foram obtidos para uma rede regular, apresentada na fi-

gura 4.68, neste caso verifica-se que, apesar dos vértices que não pertencem às bordas possuı́rem

mesmo valor de coeficiente de aglomeração tradicional devido a simetria e pela propriedade

considerar apenas a primeira vizinhança de vértices; o centro de distribuição apresentou variação

ao longo de todos os vértices da rede, indicando que os aqueles pertencentes ao centro da rede

apresentam apresentam baixos valores. As pontas também apresentaram baixos valores da me-

dida, isto devido ao fato de que nessas bordas, o coeficiente de aglomeração é maior, já que há

menos vértices vizinhos.

O centro de distribuição dos vértices, obtidos para a rede de alta tensão dos EUA, mostra-

dos na figura 4.69, apresenta melhor as caracterı́sticas referentes a redes caracterizadas como

geográficas. Verifica-se que há um gradiente dos valores no sentido da esquerda, mais conec-

tada, para a direita, menos conectada. Essa caracterı́stica deve estar presente para todas as redes

geográficas que possui alguma assimetria com relação ao coeficiente de aglomeração. No caso

de uma rede geográfica gerada pelo modelo teórico, a assimetria ocorre para a região central da

rede, que é muito mais aglomerada do que as bordas, como mostra a figura 4.70.



147

Figura 4.67 – Centro de distribuição obtido para os vértices da rede de teoremas da Wikipédia.

A metodologia é efetiva mesmo para redes compostas por um aglomerado central muito

bem conectado, como é o caso da subrede da WWW, California, como mostrado na figura 4.71.

Para essa rede, os grupos mais conectados estão presentes no núcleo fechado da rede, apresen-

tando baixos valores da medida. A partir do núcleo partem diversos ramos de vértices, que,

em grande maioria, não estão conectados entre si, ou apresentam estruturas de árvores (sem

aglomeração), estes se destacam pelo alto valor do centro de distribuição, enquanto que há o

aparecimento de alguns ramos muito conectados entre si, que se destacam pela coloração azul

no gráfico, isto é, baixos valores da medida.

O centro de distribuição da métrica concêntrica pode ser usada, se devidamente formali-

zada, como complemento para o coeficiente de aglomeração, pois apresenta variação gradual

ao longo da topologia dos vértices, isto é, vértices vizinhos entre si, devem apresentar valores

semelhantes; podendo ser usado como métrica para separação de aglomerados, em contraste

com a medida clássica que é descontinua para vértices próximos e dependem exclusivamente

da topologia local dos vértices.
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Figura 4.68 – Centro de distribuição obtido para os vértices para uma rede Regular com bordas.

Figura 4.69 – Centro de distribuição obtido para os vértices da rede de alta tensão dos EUA.
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Figura 4.70 – Centro de distribuição obtido para os vértices de uma rede geográfica gerada pelo modelo
teórico.

Figura 4.71 – Centro de distribuição obtido para os vértices da subrede da WWW, California.
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4.4 PCA aplicado a redes complexas

A metodologia PCA foi aplicada a algumas redes estudadas anteriormente, com o objetivo

de ilustrar a possibilidade de classificação de redes, de acordo com um conjunto de modelos

teóricos através de diferentes medidas, assim como determinar, empiricamente, a relevância

das propriedades concêntricas.

Inicialmente, foi criado, para cada rede estudada, um conjunto de diversas redes geradas,

baseando-se nos quatro modelos teóricos apresentados: ER, BA, geográfico (GEO) e WS. Estas

redes pertencem aos grupos de treinamento e foram geradas de modo a apresentarem valores de

grau médio e número de vértices semelhante semelhantes aos da respectiva rede estudada.

As propriedades usadas para este estudo abrangem tanto as propriedades concêntricas e

centralidades, quanto as métricas tradicionais obtidas em média para cada rede estudada.

Para a análise da rede de alta tensão dos EUA, foi usada uma combinação das diversas pro-

priedades a seguir: grau médio, diâmetro, coeficiente de aglomeração médio, mı́nimo caminho

médio, centralidade de intermediação e as propriedades concêntricas obtidas para o segundo

anel concêntrico (nı́vel 2), o grau concêntrico, coeficiente de aglomeração concêntrico e taxa de

convergência.

A figura 4.72 apresenta a projeção em três dimensões obtida pela análise canônica do con-

junto de redes para a classificação da rede de alta tensão dos EUA. Verifica-se que os modelos

estudados apresentam distribuições espaciais bem definidas e não se sobrepõem. Entretanto,

curiosamente, a rede de alta tensão dos EUA foi posicionada relativamente distante dos outros

vértices, sendo classificada, pela análise de máxima verossimilhança como uma rede geográfica.

Neste caso, as medidas concêntricas foram muito representativas nos vetores de projeção, repre-

sentando, juntas, quase 1/2 do primeiro vetor de projeção (CAN1), e cerca de 1/4 do segundo

vetor (CAN2).

As redes de aeroportos dos EUA e de proteı́nas, Yeast, também foram estudadas pela meto-

dologia, entretanto apenas considerando as medidas concêntricas. Todas as medidas concêntricas

foram obtidas para os modelos equivalentes, considerando apenas as medidas ao longo dos 5

primeiros anéis, para a rede de aeroportos, e dos 10 primeiros para a rede de proteı́nas.

A figura 4.73 apresenta a projeção obtida por PCA da rede de aeroportos. Assim como a

obtida para a rede de alta tensão dos EUA, os diferentes modelos estão distribuı́dos em regiões

bem definidas e, não se sobrepondo, entretanto, neste caso não foi necessária a aplicação do
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Figura 4.72 – Projeção 3D da análise canônica obtida para o conjunto de redes relacionadas à rede de
alta-tensão dos EUA. A rede estudada foi classificada como geográfica pela análise de
máxima verossimilhança e é indicada por uma seta.

método canônico já que a separação dos modelos foi satisfatória apenas por PCA. A rede de

aeroportos foi classificada como BA pela análise de máxima verosimilhança. Dentre as propri-

edades concêntricas, aquelas que foram mais representativas para a projeção dos dados são o

coeficiente de aglomeração e a taxa de convergência obtidas para o segundo nı́vel concêntrico.

Os resultados da projeção obtida para a rede de proteı́nas estão apresentados na figura 4.74,

assemelhando-se muito àqueles obtidos para a rede de aeroportos, classificando-a como uma

rede BA, com as medidas mais representativas na projeção sendo o coeficiente de aglomeração

concêntrico e a taxa de convergência.

Os resultados mostraram que as propriedades concêntricas podem ser bastante relevantes

na classificação de redes complexas de acordo com modelos teóricos, entretanto novos estudos

devem ser realizados para explorar essa capacidade e validar a metodologia.
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Figura 4.73 – Projeção 3D obtida através de PCA para o conjunto de redes relacionadas à rede de aero-
portos dos EUA, classificada como BA e indicada pela seta.

Figura 4.74 – Projeção 3D obtida por PCA para as redes relacionadas à rede de proteı́nas, Yeast, classi-
ficada como BA.
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4.5 Modelagem de Aquisição de Conhecimento

A metodologia de simulação de aquisição de conhecimento, descrita na seção 3.5, foi apli-

cada à rede de teoremas da Wikipédia e aos modelos de redes teóricas considerados neste tra-

balho: ER, BA, geográfico e WS.

Cada simulação inicia dispondo, aleatoriamente, um certo número de agentes ao longo dos

vértices de uma rede. As propriedades dos agentes, como memória e susceptibilidade a erros,

são escolhidas e fixadas no inicio da simulação, assim como a rede de interação entre eles. Com

o objetivo de simplificar a apresentação dos resultados, para cada simulação todos os agentes

apresentam as mesmas propriedades. Em seguida, os agentes iniciam a navegação pela rede,

de acordo com a heurı́stica apresentada. A simulação termina quando ao menos 90% da rede é

percorrida, com o desempenho quantificado pela quantidade de vértices únicos percorridos pelo

número de passos que foram necessários.

Os resultados são apresentados através de gráficos, que mostram curvas de escalabilidade

do desempenho de aquisição de conhecimento com o número de agentes, para diferentes redes

e configurações de parâmetros da simulação. A abcissa de cada curva representa o número de

agentes e a ordenada, o desempenho. Cada ponto da curva indica o valor médio do desempe-

nho obtido, considerando diversas simulações com parâmetros iguais, para este trabalho, foram

realizadas cerca de 5000 simulações para cada ponto dos gráficos.

As redes baseadas nos modelos teóricos, usadas nesta seção, são as mesmas que foram

geradas para comparação das medidas concêntricas obtidas para a rede de teoremas da wi-

kipédia, e portanto, possuem o grau médio semelhantes, �k�= 2.7, assim como mesmo número

de vértices, N = 371.

Cada figura a seguir apresenta uma legenda formatada de modo a indicar os diferentes

parâmetros de simulação escolhidos para as curvas compostos da seguinte forma:

(rede) m((Memória)) e(Porcentagem de erro) (Rede de interação, se houver)

Por exemplo, uma legenda indicando uma curva intitulada BA m0100 e025 ra8 corresponde a

uma curva obtida pela simulação em uma rede BA, com agentes de memória M = 100, suscep-

tibilidade a erros PE = 25% e rede de interação aleatória de grau 8.

A figura 4.75 apresenta uma curva de escalabilidade obtida pelas simulações na rede de

teoremas da Wikipédia, com agentes de memória m = 10, nenhuma susceptibilidade a erros e

não interagentes. Verifica-se que o desempenho aumenta linearmente com a adição de novos

agentes, esse comportamento, assim como o aumento crescente do desvio padrão, se repete para
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Figura 4.75 – Curva de escalabilidade obtida para a rede de teoremas da Wikipédia usando agentes com
memória de até 10 vértices cada. O eixo vertical apresenta os valores de desempenho
médio (Average Speed) enquanto o horizontal apresenta o número de agentes (Number of
Agents) para cada simulação. A figura também mostra barras de erro que indicam o desvio
padrão de cada conjunto de medidas.

a maioria dos modelos e configurações, com algumas poucas exceções.

As curvas obtidas para a rede de teoremas considerando agentes com diversos valores de

memória e sem susceptibilidade a erros são apresentadas na figura 4.76. Todas as curvas apre-

sentam comportamento crescente ao longo de todo o eixo considerado e, a partir de 20 agentes,

são praticamente lineares. As curvas que representam simulações com valores altos de memória

apresentaram melhor desempenho na primeira metade do gráfico, no entanto, também apresen-

taram pior desempenho na segunda metade. É interessante destacar que a curva que apresentou

melhor desempenho para número de agentes maior do que 25 foi aquela que representa as

simulações com agentes de memória m = 10. Apesar das simulações considerarem como redes

de interação, apenas, redes aleatória de grau 8, o mesmo comportamento foi observado para

outras redes de interação.

O comportamento das curvas considerando a variação da memória dos agentes indica que

o desempenho não se altera muito com o aumento da memória, podendo até ser pior, no caso

de grande quantidade de agentes, revelando que o desempenho da navegação dos agentes na

rede de teoremas é localmente otimizado. Este resultado está ligado à caracterı́stica da rede
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Figura 4.76 – Curvas da escalabilidade da rede de teoremas considerando agentes com diferentes valores
de memória (de m = 5 a 500), sem susceptibilidade a erros e rede de interação aleatória
de grau 8.

de teoremas possuir muitos arcos e arvores, assim como à heurı́stica utilizada. Agentes com

valores altos de memória tenderão a evitar vértices já visitados, necessitando caminharem cada

vez mais longe de seu ponto de partida. Para muitos agentes, distribuı́dos uniformemente ao

longo da rede, não é ideal que caminhem muito longe de seus pontos de partida, pois assim, em

média, podem estar se sobrepondo, podendo diminuir o desempenho de dois agentes.

Quando os agentes estão sujeitos a erros, aqueles com alto valor de memória apresentam

desempenho pior, quando comparados às mesmas simulações sem efeito de erros, como mostra

a figura 4.77. Agentes com memória tendem a guardar os vértices errados por mais tempo,

diminuindo consideravelmente o desempenho de aquisição de conhecimento.

A figura 4.78 apresenta as curvas de escalabilidade resultantes das simulações para os di-

ferentes modelos teóricos de redes complexas considerando, para cada rede, três parâmetros de

memória dos agentes. As simulações resultaram em curvas de desempenho crescentes com o

número de agentes, e, tornam-se praticamente lineares com grande número de agentes. Com

exceção daquelas obtidas para o modelo Watts-Strogatz, as curvas obtidas paras os modelos

teóricos, com maior quantidade de memória, apresentaram os melhores desempenhos quando

há poucos agentes, e desempenho similar ou menor que as outras curvas quando há muitos



156

0 10 20 30 40 50
Number of Agents

0

2

4

6

8
Av

er
ag

e 
Sp

ee
d 

(n
od

es
/it

er
at

io
ns

)
wiki m0005 e010 ra8
wiki m0010 e010 ra8
wiki m0020 e010 ra8
wiki m0050 e010 ra8
wiki m0100 e010 ra8
wiki m0500 e010 ra8

Figura 4.77 – Curvas de escalabilidade da rede de teoremas da Wikipédia considerando agentes com
diferentes valores de memória e 10% de susceptibilidade a erros.

agentes.

O fato do modelo WS apresentar resultados opostos aos obtidos para os outros modelos

pode ser explicado pela existência de arcos bem conectados, de modo que, mesmo para um

pequeno número de agentes com alta quantidade de memória, os caminhos compostos por esses

arcos devem ser percorridos várias vezes para que seus vértices sejam visitados. As curvas

obtidas para o modelo BA são as que mais se diferenciam entre si, com aquelas que representam

as simulações de agentes com memória m = 10 apresentando um desempenho muito menor do

que as de memória m = 100 e m = 500 para uma quantidade pequena de agentes.

A figura 4.79 apresenta as curvas de simulações semelhantes às aplicadas para obter aquelas

da figura 4.78, entretanto com probabilidade de erros PE = 10%. As curvas são semelhantes

àquelas obtidas para as simulações sem probabilidade de erros, entretanto, para simulações de

agentes com grande quantidade de memória, o desempenho foi relativamente menor. Assim

como para a rede de teoremas, este comportamento está diretamente ligado ao fato de que

agentes com grande quantidade de memória tendem a guardar por mais tempo os erros, evitando

que novos vértices sejam visitados.

É interessante entender como o desempenho de aquisição de conhecimento é influenciado

pela rede de interação dos agentes. A figura 4.80 apresenta esses resultados através de curvas de
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(a) Erdös-Rénry (ER).
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(b) Barabási-Albert (BA).
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(c) Geográfica (GEO).
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(d) Watts-Strogatz (WS).

Figura 4.78 – Curvas do desempenho contra o número de agentes para as simulações nos modelos
teóricos de redes complexas, considerando diferentes valores de memória e sem suscepti-
bilidade à erros.

desempenho da rede de teoremas, considerando diferentes redes de interação. Primeiramente,

verifica-se que não há diferença significativa de desempenho entre as simulações obtidas com

redes de interação baseadas nos modelos de redes BA e ER para grau médio 4 ou 8, no en-

tanto, simulações com rede de interação ER de grau 16 apresentaram desempenho superior às

equivalentes para uma rede BA.

Acredita-se que este comportamento está relacionado com o melhor gerenciamento de

informação para a rede aleatória, onde o compartilhamento é realizado localmente, não so-

brecarregando nenhum vértice em especial. Em contraste, uma rede de interação baseada

em um modelo livre de escala tenderá a apresentar hubs, e por consequência, grande parte

da informação compartilhada viajará por caminhos que contêm esses vértices. Por possuı́rem

memória limitada, não conseguem guardar efetivamente todo o conhecimento para transmiti-lo.

Também é importante notar que as simulações sem rede de interação apresentaram os piores
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(a) Erdös-Rénry (ER).
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(b) Barabási-Albert (BA).
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(c) Geográfica (GEO).

0 10 20 30 40 50
Number of Agents

0

2

4

6

8

10

12

14

16

Av
er

ag
e 

Sp
ee

d 
(n

od
es

/it
er

at
io

ns
)

WS m0010 e010 ra8
WS m0100 e010 ra8
WS m0500 e010 ra8

(d) Watts-Strogatz (WS).

Figura 4.79 – Curvas do desempenho contra o número de agentes para as simulações nos modelos
teóricos de redes complexas, considerando diferentes valores de memória com proba-
bilidade de erros PE = 10%.

desempenhos considerando qualquer quantidade de agentes.

Assim como as curvas da figura 4.80, a figura 4.81 apresenta os resultados de desempenho

da aquisição de conhecimento na rede de teoremas, considerando diferentes redes de interação,

entretanto com probabilidade dos agentes à erros de PE = 10%. Os resultados são semelhantes

àqueles obtidos na primeira figura, entretanto, há maior queda de desempenho para redes de

interação que apresentavam melhor desempenho quando não havia susceptibilidade a erros.

Este resultado pode ser explicado pelo fato redes de melhor desempenho em comunicação,

propagarão tanto as informações corretas, quando as incorretas, levando a um balanceamento

do ganho de desempenho pelo compartilhamento contra a propagação de erros dos agentes.

Para ilustrar melhor a queda de desempenho devido a probabilidade de erros para a rede de

teoremas da Wikipédia, foram realizadas simulações fixando todos os parâmetros com exceção

da taxa de susceptibilidade a erros. Os resultados podem ser vistos na figura 4.82. Como
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Figura 4.80 – Curvas de escalabilidade da rede de teoremas da Wikipédia considerando agentes de
memória 20, não sujeitos a erros e diversas redes de interação entre eles.

esperado, há considerável perda de desempenho com o aumento da taxa de erros dos agentes.

As simulações para os modelos teóricos também apresentaram comportamento semelhante.

Para comparar o desempenho de aquisição de conhecimento entre as diferentes redes con-

sideradas, foram realizadas simulações para agentes de memória m = 10 e, inicialmente, sem

probabilidade de cometerem erros. As curvas obtidas para cada rede são apresentadas da fi-

gura 4.83. A curva que apresentou o melhor desempenho ao longo do número de agentes foi

aquela obtida para a rede do modelo WS, com coeficiente linear αWS � 0.31, seguida pela

rede BA, com αBA � 0.22. As redes baseadas no modelo geográfico e aleatório apresentaram

desempenho semelhantes, com αER � αGEO � 0.19. A rede de teoremas da Wikipédia foi

aquela que apresentou o pior desempenho dentre os modelos estudados, com coeficiente linear

αWIKI � 0.15, menos do que a metade do desempenho obtido para a rede WS.

Com o objetivo de compreender melhor as possı́veis causas das variações de desempenho

obtidas para as diferentes redes de conhecimento, foram determinadas as médias das frequências

com que cada vértice dessas redes era visitado por um agente, chamada de frequência de acesso.

As figuras 4.84, 4.85, 4.86, 4.86, 4.87 e 4.88 apresentam as frequências de acesso para cada

vértice, respectivamente, das redes de teoremas, ER, BA, geográfica e WS.



160

0 10 20 30 40 50
Number of Agents

0

2

4

6

8
Av

er
ag

e 
Sp

ee
d 

(n
od

es
/it

er
at

io
ns

)
wiki m0020 e010 ra4
wiki m0020 e010 ra8
wiki m0020 e010 ra16
wiki m0020 e010 ba4
wiki m0020 e010 ba8
wiki m0020 e010 ba16
wiki m0020 e010 

Figura 4.81 – Curvas de escalabilidade da rede de teoremas considerando agentes de memória 20, 10%
de chance de susceptibilidade a erros e diversas redes de interação entre eles.

Para a rede de teoremas, observa-se que há dois vértices que destacam-se por serem muito

mais visitados que os outros, estes dois correspondem aos teoremas fundamentais do cálculo

e da álgebra. A frequência de acesso e o grau dos vértices parecem estar relacionados, ao

menos para esta rede, como mostra o gráfico de correlação da figura 4.89a, com alto coeficiente

de correlação, 0.91. Apesar da maior tendência em visitar os vértices de alta conectividade, os

agentes circulam muito pelas bordas das redes, revelando que a existência de árvores nas bordas

da rede é um dos principais fatores pelo baixo desempenho de aquisição de conhecimento da

rede de teoremas. Este comportamento também é observado para a rede geográfica e ER, já que

estas também possuem, em menor quantidade, árvores nas bordas da rede.

Assim como obtido para a rede da wikipedia, as redes ER e geográfica apresentaram alta

correlação do grau com a frequência de acesso dos vértices, com coeficiente de correlação 0.80

e 0.75, respectivamente.

A rede BA e WS, que apresentaram os melhores desempenhos de aquisição de conheci-

mento, não possuem árvores em suas bordas, sendo a WS caracterizada por arcos bem conec-

tados e a BA por vértices conectados entre si, com ao menos grau 2. A rede BA foi aquela

que apresentou a maior correlação do grau com a frequência de acesso, com coeficiente de

correlação 0.95. Em constraste, a rede WS apresentou a menor correlação entre o grau e a

frequência de acesso, com 0.50 de coeficiente de correlação.
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Figura 4.82 – Curvas de desempenho contra o número de agentes obtidas para a rede de teoremas da
Wikipédia, considerando diversos valores de susceptibilidade dos agentes a erros.

Com a devida formalização da metodologia e dos resultados apresentados, a simulação de

agentes também pode ser útil para a caracterização de redes complexas e até mesmo de seus

vértices, através das medidas de desempenho, frequência de acesso, ou outras que podem se

mostrar se tornarem relevantes no futuro.
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Figura 4.83 – Comparação das curvas de desempenho de aquisição de conhecimento obtidas para as
redes de conhecimento estudadas.

Figura 4.84 – Projeção 2D da rede de teoremas da Wikipédia apresentando, para cada vértice, a média
da frequência com que ele é visitado pelos agentes. A simulação considerou 26 agentes
de memória 10 sem susceptibilidade a erros.
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Figura 4.85 – Frequência de acesso obtidas para os vértices da rede ER, considerando 26 agentes de
memória 10 sem susceptibilidade a erros.

Figura 4.86 – Frequência de acesso obtidas para os vértices da rede BA, considerando 26 agentes de
memória 10 sem susceptibilidade a erros.
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Figura 4.87 – Frequência de acesso obtida para os vértices da rede geográfica, considerando 26 agentes
de memória 10 sem susceptibilidade a erros.

Figura 4.88 – Frequência de acesso obtidas para os vértices da rede WS, considerando 26 agentes de
memória 10 sem susceptibilidade a erros.
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(a) Wikipédia (WIKI).
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(b) Erdös-Rénry (ER).
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(c) Barabási-Albert (BA).
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(d) Geográfica (GEO).
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(e) Watts-Strogatz (WS).

Figura 4.89 – Correlação da frequência de acesso (Access Frequency) com o grau (Node Degree) dos
vértices para as redes consideradas.
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5 Conclusões

As metodologias de caracterização de redes complexas ainda constituem um problema em

aberto. Apesar do crescimento da abrangência de aplicações de redes complexas, novas me-

todologias, diferentes daquelas consideradas tradicionais, ainda são pouco desenvolvidas, e,

muitas vezes, vistas com ceticismo pela comunidade cientı́fica. Infelizmente, alguns pesqui-

sadores ainda têm uma visão um tanto dogmática de que redes complexas são suficientemente

caracterizadas apenas por distribuições de grau e valores médios do coeficiente de aglomeração,

e classificadas unicamente de acordo com os modelos teóricos tradicionais. Entretanto, os re-

centes desenvolvimentos na área de metodologias de caracterização de redes complexas vêm se

mostrando muito promissores, revelando propriedades não observáveis por metodologias tradi-

cionais.

Tendo em vista a motivação de estimular o uso e desenvolvimento de novas metodologias

em redes complexas, este projeto de mestrado teve como objetivo estudar e caracterizar um

conjunto diverso de redes através de metodologias recentemente formalizadas, em especial,

pelo uso de métricas concêntricas, criadas pelo grupo de pesquisa ao qual este trabalho está

vinculado.

O presente trabalho explorou as novas metodologias no contexto da modelagem de conhe-

cimento, onde foram elaboradas duas redes complexas, uma rede de colaboração entre pesqui-

sadores da Universidade de São Paulo, enquanto a outra, uma rede de conhecimento baseada

nas conexões dos artigos de teoremas matemáticos encontrados na Wikipédia.

Ambas as redes foram devidamente caracterizadas pelas medidas concêntricas e tradicio-

nais, assim como diversas outras redes reais e baseadas em modelos teóricos, entretanto com

maior ênfase para a rede de colaboração da USP.

Um modelo de aquisição do conhecimento, baseado na caminhada de múltiplos agentes por

redes semânticas, foi proposto e aplicado à rede de teoremas da Wikipédia, assim como para

outras redes baseadas em modelos teóricos. A caracterização prévia dessas redes contribuiu

significamente para o entendimento da dinâmica sugerida.
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Durante a elaboração deste projeto também foram desenvolvidos diversos softwares rela-

cionados ao cálculo e análise de novas métricas, assim como um para a visualização interativa

de redes complexas. Este último foi essencial para a apresentação e compreensão das outras

contribuições descritas neste trabalho.

A rede de colaboração de pesquisadores da USP foi obtida em colaboração com o Sistema

Integrado de Bibliotecas da Universidade de São Paulo (SIBi-USP), considerando um banco de

dados contendo trabalhos acadêmicos realizados nos anos de 2003 e 2004. O perfil estatı́stico

da rede foi obtido em termos das grandes áreas do conhecimento, das cidades e unidades aos

quais os pesquisadores estão vinculados, revelando que a área de conhecimento com maior

participação da rede foi a de biológicas, compondo 67% do maior componente conectado. Ao

considerar a presença dos vértices tanto no maior componente conectado quanto naqueles des-

conectados a ele, observou-se maior número de pesquisadores das áreas de exatas e humanas

pertencentes aos componentes desconectados do que aqueles das área de humanas. O mesmo

comportamento foi observado, para a cidade de São Paulo, revelando que tanto pesquisadores

das áreas de exatas e humanas, assim como aqueles que pertencem a algumas unidades de São

Paulo, apresentaram pesquisas pouco interdisciplinares ou fechadas em pequenos grupos de

pesquisa.

A visualização da rede de colaboração da USP permitiu que fossem observados diversas

propriedades interessantes de modo simples e efetivo, através da apresentação de projeções dos

vértices coloridos de acordo com alguma métrica ou categoria. Foram observados grupos bem

definidos para as diferentes áreas do conhecimento, assim como para as cidades e unidades da

USP, revelando também as interfaces de colaboração entre diferentes grupos. Estes últimos

resultados indicaram, por exemplo, que vértices da área de biológicas correspondem àqueles

com maior interdisciplinariedade pois possuem maior interface de colaboração com diversos

grupos de diferentes áreas do conhecimento. A mesma técnica de visualização foi aplicada em

conjunto com as medidas tradicionais de redes complexas, revelando, através de uma escala de

cores, que há uma distribuição uniforme de vértices com alto coeficiente de aglomeração ao

longo da topologia da rede. Em contrapartida, a aplicação da metodologia tradicional através

de distribuições e valores médios, pouco contribuiu com a caracterização da rede, revelando

apenas que possui alto coeficiente de aglomeração médio e apresenta caracterı́sticas de redes

livres de escala assim como de pequeno mundo.

A mesma metodologia de visualização de propriedades, usada para a rede de colaboração

da USP, foi aplicada à rede de teoremas da Wikipédia, revelando estruturas compostas por

vértices que formam arcos ou árvores na região das bordas da rede, comportamento este que

não está presente nos principais modelos teóricos comumente usados, assim como não podem
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ser detectados por metodologias tradicionais. As métricas de centralidade dos vértices também

forneceram informações relevantes sobre os vértices da rede, com aqueles considerados cen-

trais, correspondendo notavelmente aos teoremas fundamentais da matemática.

As propriedades concêntricas também foram aplicadas a diferentes redes, incluindo aquelas

elaboradas neste trabalho. Inicialmente, foram obtidos os valores médios de distribuições das

propriedades concêntricas ao longo dos nı́veis concêntricos para os principais modelos teóricos.

Resultados mostraram que cada modelo apresentou caracterı́sticas únicas em suas curvas de

distribuição, revelando tanto propriedades observadas pelas metodologias tradicionais, quando

propriedades observadas somente pela nova metodologia.

A caracterização concêntrica de redes reais foi realizada comparando as curvas obtidas

para os modelos teóricos com aqueles obtidos para as redes estudadas. Para traçar um perfil

mais completo das propriedades concêntricas, diversas redes reais, de diferentes origens fo-

ram estudadas. Tanto a rede de colaboração da USP quanto a rede de teoremas da Wikipédia

apresentaram comportamentos hı́bridos, compostos por caracterı́sticas dos modelos BA, WS

e geográfico, além disso também apresentaram curvas da propriedade taxa de convergência

muito diferentes daquelas obtidas para qualquer outro modelo, revelando que as distribuições

dos hubs, ao longo da estrutura topológica dessas redes é muito diferente daquelas observadas

para os modelos BA. Enquanto a rede BA apresenta hubs muito conectados entre si, essas redes

apresentaram uma distribuição uniforme dos hubs ao longo da rede. Tal resultado não seria

observável se fosse usada apenas a metodologia tradicional da análise da distribuição do grau.

Com exceção da rede de associação de palavras, os comportamentos das curvas de propri-

edades concêntricas, observados para as outras redes reais, também apresentaram composições

das caracterı́sticas de diversos modelos teóricos. Também puderam ser obtidas informações

sobre a distribuição dos vértices de alta conectividade ao longo da topologia das redes, repre-

sentado, principalmente, pela taxa de convergência.

Apesar de todas as redes reais estudadas apresentarem caracterı́sticas de redes livres de es-

cala, o acesso aos hubs pôde ser caracterizado em termos da posição e largura do pico presente

na taxa de convergência concêntrica. Quando o pico localiza-se na região dos primeiros nı́veis

concêntricos, a rede deve apresentar vértices bem conectados a pequenas distâncias de qualquer

vértice, enquanto que para um pico localizado em nı́veis concêntricos maiores, a rede apresenta

hubs mais distantes dos vértices da rede. Já a largura do pico forneceu a informação da veloci-

dade de acesso aos hubs, assim como da uniformidade da distribuição topológica dos mesmos

ao longo da rede.

A caracterização de vértices pelas medidas concêntricas foi explorada considerando a rede
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de colaboração da USP. Os vértices foram categorizados em grupos de acordo com a me-

todologia de aglomeração hierárquica aplicada à propriedade do coeficiente de aglomeração

concêntrico. Os grupos obtidos apresentaram resultados relevantes para a segregação dos vértices

em áreas do conhecimento e departamentos. A aplicação da visualização interativa também re-

velou que os grupos estavam relacionados com diferentes regiões topológicas da rede, com

grupos menores representando as bordas, e o maior representando o centro da rede. Entretanto,

como o objetivo desta parte do trabalho era ilustrar a metodologia, apenas 4 grupos foram obti-

dos, e, acredita-se que os resultados podem melhorar muito realizando o corte do dendrograma

de modo a obter maior número de grupos.

Outro método explorado para a caracterização concêntrica de dos vértices em redes comple-

xas foi a utilização de do centro de distribuição do coeficiente de aglomeração que foi aplicado

a algumas redes reais e modelos teóricos. Apesar da análise superficial, a propriedade for-

neceu resultados promissores por revelar regiões topologicamente próximas a aglomerados de

vértices, sendo muito efetiva para redes do tipo geográficas. Mesmo sendo promissora, esta

métrica ainda não foi explorada eficientemente, de modo que novos estudos devem ser realiza-

dos para averiguar sua validade, e portanto, deve ser usada com cautela.

O estudo das novas métricas é finalizado pela análise da relevância das medidas concêntricas

através da aplicação de PCA e da metodologia de variáveis canônicas. Os resultados obtidos

para a análise canônica considerando diversas métricas, incluindo as concêntricas, da rede de

alta tensão dos EUA concordaram com os esperados, classificando a rede como geográfica.

Surpreendentemente, para este caso a propriedade mais relevante para a projeção foi coefici-

ente de aglomeração concêntrico de segundo nı́vel. A metodologia PCA também foi aplicada

às redes de aeroportos e de interação de proteı́nas, no entanto, considerando apenas as medidas

concêntricas ao longo de alguns nı́veis concêntricos. Resultados mostraram que as proprieda-

des mais importantes foram o coeficiente de aglomeração concêntrica e a taxa de convergência,

principalmente aqueles obtidos para o segundo nı́vel concêntrico.

Metodologias de caminhadas aleatórias de agentes foram estudas neste trabalho conside-

rando o contexto da simulação de um modelo para a aquisição de conhecimento. Para isso

foi desenvolvida uma metodologia baseada na caminhada de múltiplos agentes por uma rede

complexa, com cada agente caracterizado por propriedades como memória e susceptibilidade a

erros. As informações entre os agentes também podiam ser transmitidas entre eles através de

redes de interação. As simulações foram consideradas para a rede de teoremas da Wikipédia,

assim como para modelos teóricos.

Inicialmente o desempenho da aquisição do conhecimento foi determinado para diferentes
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valores de memória dos agentes. Os resultados revelaram que o aumento da memória dos

agentes não reflete em um aumento significativo do desempenho da aquisição de conhecimento,

que, dependendo do número de agentes e da susceptibilidade a erros, pode resultar até mesmo

em perda de desempenho.

A comparação dos desempenhos entre as diferentes redes de conhecimento, mostrou que a

rede da Wikipédia apresentou o pior desempenho, com menos da metade do valor obtido para a

rede WS, que foi a rede onde os agentes apresentaram a melhor performance. Acredita-se que

o baixo desempenho obtido para a rede de teoremas seja devido a existência de arcos e árvores

nas bordas da rede.

A análise da frequência de acesso, isto é a frequência com que os vértices eram visitados

pelos agentes, apoiada pela visualização computacional ajudou a determinar por quais regiões

os agentes tendem a caminhar mais, apresentando, com exceção da rede WS, alta correlação

com o grau dos vértices. Em uma rede WS, os agentes tendem a trafegar muito pelos arcos e

pelas regiões que os conectam. O uso da frequência de acesso, se devidamente formalizado e

estudado, pode vir a se tornar uma métrica interessante para a determinação de estruturas de

vértices dentro de redes complexas.

Em geral, esta dissertação apresentou a aplicação de diversas novas metodologias elabora-

das recentemente, apesar de algumas terem sido estudadas de modo superficial, apresentaram

resultados muito relevantes e promissores para a caracterização de redes complexas. Novos

trabalhos nesta linha de pesquisa poderiam aplicar as metodologias descritas aqui a mais redes

reais e modelos teóricos, ajudando na determinação experimental dos perfis concêntricos de

redes complexas.

Há a necessidade da formalização analı́tica e estatı́stica de algumas propriedades. Apesar

da compreensão intuitiva dos resultados obtidos pela aplicação de algumas metodologias descri-

tas, sua formalização analı́tica ou estatı́stica pode ajudar a enriquecer a análise dos resultados,

podendo, inclusive, revelar novas caracterı́sticas.

As metodologias usadas para gerar as redes reais elaboradas neste trabalho também podem

ser usadas no futuro para a criação de novas redes de colaboração ou semânticas. O método

usado para gerar a rede de colaboração da USP, pode, por exemplo ser aplicado a outros bancos

de dados, ou mesmo considerando trabalhos de outros perı́odos, de modo a obter um perfil

cronológico dessas redes, assim como compará-la com redes de outras instituições.

O método de obtenção de redes semânticas a partir de artigos da Wikipédia pode ser apli-

cado para a criação de diversas outras redes semânticas considerando categorias de outras áreas

do conhecimento. Devido às dificuldades encontradas em gerar redes semânticas automatica-
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mente, a classe de redes obtidas pela metodologia descrita apresentam grande potencial para

estudos e pesquisas relacionadas à modelagem do conhecimento, e, acredita-se que a aplicação

tanto das metodologias descritas aqui, quanto outras, podem ajudar a descrever diferentes ca-

racterı́sticas das estruturas do conhecimento.

A aplicação dos métodos descritos aqui e de outra metodologias recentes a essas redes,

poderá ajudar a descrever e comparar diferentes facetas do conhecimento.

O modelo de aquisição de conhecimento descrito neste trabalho também necessita de uma

formalização elaborada e de maior quantidade de resultados para diversas outras redes. É impor-

tante notar que a metodologia de simulação de agentes não necessariamente deve ser aplicada

a redes de conhecimento, podendo ajudar a descrever dinâmicas em sistemas de computação

paralela como grids, ou contribuir futuramente para sistemas de aquisição de dados através de

autômatos.

A utilização de dados reais relacionados a aquisição de conhecimento podem contribuir

muito a este trabalho ajudando a validar o modelo e obter algumas conclusões efetivas sobre

a otimização do desempenho. Um exemplo de contribuição seria a obtenção de dados sobre a

escalabilidade das pesquisas de uma instituição com o número de pesquisadores, assim como a

descrição da colaboração entre eles através de uma rede. Entretanto, estes dados não puderam

ser encontrados ou extraı́dos até a conclusão deste trabalho.

Espera-se que com as novas metodologias aqui descritas, assim como os resultados apre-

sentados, outros pesquisadores sejam estimulados a aplica-las em seus trabalhos, enriquecendo

tanto qualidade das novas metodologias quanto os resultados dos pesquisadores.
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APÊNDICE A - Algoritmo de visualização.

Este apêndice descreve sucintamente o algoritmo e os principais conceitos necessários para

o posicionamento de vértices das visualizações de redes complexas elaboradas no software

Network 3D.

Diferentes metodologias são empregadas na visualização de redes complexas, algumas de-

las são herdadas dos métodos de visualização de grafos, outras tentam se aproveitar de estruturas

como hubs em redes reais para aprimorar o procedimento.

Em geral, o problema de se obter uma visualização para uma rede se baseia em determinar

os vetores de posição (2D ou 3D) referentes a cada um dos vértices da rede complexa, isto é,

mapear, para cada vértice uma posição no espaço. Dependendo do objetivo, diferentes metodo-

logias podem ser empregadas. Outras propriedades como cor, forma, tamanho, etc; podem ser

atribuı́dos aos vértices ou arestas, tanto usando informações extras, quanto utilizando a própria

estrutura topológica.

O que se busca, em geral, são métodos automatizados que com poucos parâmetros gerem

uma representação gráfica agradável ao usuário final, tanto no sentido estético quanto na utili-

dade como ferramenta. No entanto, principalmente com o objetivo de divulgação, o processo de

disposição dos vértices e arestas em uma figura pode ser realizada manualmente por um artista

ou pelo próprio cientista.

O algoritmo aqui apresentado baseia-se em uma metodologia de disposição dos vértices

pelo uso de métodos dirigidos por forças (79, 80). Métodos dirigidos por forças utilizam uma

analogia fı́sica onde cada vértice é representado por a uma partı́cula carregada e cada aresta por

uma interação de forças entre elas; a técnica, então, baseia-se em encontrar a disposição dos

vértices que apresente os menores valores de energia para o sistema. Essa metodologia é uma

das mais usadas, pois não necessita de nenhuma informação extra sobre a rede, tendo em vista

que apenas sua topologia será responsável pelo conjunto de posições.

Diferentes modelos de forças podem ser usados, como molas, atração e repulsão eletro-

magnéticas, forças do tipo Van der Waals, ou forças derivadas de potenciais com diversos

mı́nimos locais. Já a determinação dos mı́nimos de energia também podem ser determina-

das de diversas maneiras, como por exemplo através técnicas de simulated annealing e funções
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de esfriamento.

Apesar de haverem técnicas extremamente sofisticadas para o cálculo eficiente do posici-

onamento dos vértices, o algoritmo descrito neste trabalho, mesmo não sendo tão eficiente é

muito mais simples.

O algoritmo baseia-se largamente no método de Fruchtermen-Riengold (80), que abrange

tanto forças repulsivas quanto forças atrativas. Esta técnica considera uma força atrativa entre

dois vértices quando estes estão ligados por uma aresta, e, uma força repulsiva provida de todos

os outros vértices. O sistema é análogo ao problema fı́sico de N partı́culas carregadas, com

algumas ligadas entre si por molas que seguem uma lei de força quadrática. Enquanto a força

de atração aumenta linearmente com a distância, as forças de repulsão decaem com o quadrado

da distância, de acordo com a equação:

�F(a) j = ∑
(i, j)∈E

ai j(�Ri−�R j)2r̂i j (1)

�F(r) j = ∑
i∈V

−bi j

(�Ri−�R j)2
r̂i j (2)

Nesse modelo a distância preferencial di j = |�Ri(ideal)−�R j(ideal)| será dada quando as forças

são nulas, isto é di j =
�

bi j
ai j

� 1
4 .

A busca pela energia mı́nima é feita através de simulações reais do sistema, através da

integração das equações diferencias do movimento fı́sico dos vértices. Diferentemente das

metodologias usuais, a busca pelo mı́nimo é realizada através da adição de uma força viscosa

ao sistema, β , de modo que a cada instante de tempo da simulação o sistema perde energia.

Como o objetivo das simulações é chegar aos estados que correspondem a menor energia,

e não exatamente a simulação correta das partı́culas, certos formalismos podem ser relaxados.

As equações diferenciais de movimento semelhantes às da fı́sica (só que na forma adimen-

sional):

d�R j

dt
=





ai j(�Ri−�R j)2r̂i j +

−bi j

(�Ri−�R j)2 r̂i j,se {(i, j) ∈ E }
−bi j

(�Ri−�R j)2 r̂i j,outros casos
(3)

A resolução pode ser realizada de forma numérica, por exemplo usando a integração de
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Euler:

Algoritmo .0.1: FRUCHTERMEN-RIENGOLD(�RInicial,β )

�R← �RInicial

�V ←�0

// Posições e velocidades recebem condições iniciais.

repetir

para cada {i : vi ∈V}

faça






Ftotal ← �F(a)i +�F(r)i

Vi ←Vi +(Ftotal−βVi)δ t
�Ri ← �Ri +Viδ t

// Realiza a integração numérica.

até satisfeito

É importante notar que o cálculo das forças atrativas de cada vértice é de complexidade

O(E) e o cálculo das forças repulstivas, O(N), com N sendo o número de vértices e E o número

de arestas da rede. Portanto a ordem do algoritmo completo é O(N(N + E)), entretanto, di-

vidindo o algoritmo em duas partes, uma para o cálculo das forças atrativas e outra para as

forças repulsivas, pode-se obter um desempenho melhor para as forças atrativas, inteirando so-

bre as arestas, resultando em uma complexidade O(N2 +E). Em geral, E � N2, portanto uma

complexidade O(N2) é o mı́nimo que pode-se obter através de otimizações simples.

Uma forma de reduzir o custo computacional do algoritmo é através da metodologia de

expansão multipolar (41). A expansão multipolar baseia-se em um conceito fı́sico usado, por

exemplo, em eletromagnetismo para obter aproximações dos campos elétricos de distribuições

genéricas de cargas (81). Através dessa metodologia foi possı́vel reduzir o custo computacional

do cálculo da força repulsiva de O(N2) para O(NLogN), tornando viável a visualização de redes

com grande número de vértices.
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