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Introducao

Uma folheagao F de uma 3—variedade fechada pode ser levantada ao re-
cobrimento universal M de M; se a folheacdo nao tem componentes de
Reeb, nem folhas homeomorfas a S2, as folhas levantadas sdo todas planos
e Palmeira [Pa] mostrou que M é o R3 e também que a folheacdo em M §é
homeomorfa a uma ( folheagao de R? por retas) xRR. Assim, o espago das fol-
has de (Mv , F ) coincide com o espaco das folhas da folheacio de R%. Quando
tal espaco é Hausdorff (portanto homeomorfo a R), dizemos que a folheacao
F é R—coberta. Exemplos de tais folheacoes sao:

1) fibracoes sobre o circulo

2) folheagoes definidas por 1—formas fechadas nao singulares

)
)
3) a folheacao estdvel /instavel de uma grande classe de fluxos de Anosov
4) slitherings sobre o circulo, conforem definido por Thurston [Th3]
5) folheacoes uniformes (ver a definicdo no Capitulo 2)

)

6) Muitos exemplos de folheagbes R—cobertas nao induzidas por slither-

ings [Call].

Em um trabalho central [Th2], Thurston provou que no caso de fibragao e
a variedade sendo aesférica ou existe um toro incompressivel transverso a
fibragéao ou existe a suspensao de um fluxo que é Pseudo-Anosov, produzindo
uma folheacao singular estdvel/instavel. Seguindo a idéia central de analisar
a geometria transversa da folheagdo, Sergio Fenley e em paralelo Danny
Calegari, estenderam esse resultado para o caso de folheagdes R—cobertas
em 3-variedades fechadas, irredutiveis e atoroidais. Uma parte importante



Secao 0

desse trabalho é a construcao do cilindro no infinito associado a folheacao
F munido de duas folheagoes transversais e invariantes pela acio de 7t1(M),
além disso o 711(M) preserva a estrutura produto das folheagoes transversais.
Em seguida, é a andlise dessa agdo que permite finalizar o resultado con os
seguintes duas proposigoes:

Proposicgao. (folheagao vertical-caso uniforme) Seja F uma folheagio R-
coberta, uniforme com folhas hiperbolicas. Entdo dado quaisquer duas folhas
E, F de f, existe um homeomorfismo canénico entre S;O(E) e S;o(F). Isto
nos da um circulo universal que € naturalmente homeomorfo a quaisquer
circulo no infinito. Eriste uma folheacao vertical em A que é transversal a

folheacao horizontal e é invariante pela acao de 1(M).

Proposigao. (folheagio vertical - caso nao-uniforme) Seja F é uma fo-
lheacao minimal, nao-uniforme, R-coberta e com folhas hiperbdlicas. Dados
quaisquer F, E de .7::, existe um conjunto denso de direcoes em F contraindo-
se a E. O conjunto de marcadores e tende-se a uma folheacdo vertical em
A que € invariante por i (M).

Nessa dissertacao nos concentraremos na primeira parte, onde para se

obter o par de folheagbes transversais, é feita uma fina andlise da dinamica
da folheacao no infinito. O trabalho é dividido da seguinte maneira:
No Capitulo 1 fazemos um sobrevéo dos principais resultados da teoria
classica de folheagbes e da Geometria Hiperbdlica em dimensao 2. No
Capitulo 2 fazemos a construgao das duas folheagoes no caso da folheagao
ser uniforme. No Capitulo 3 é tratado o conceito de direcao de contracao que
permite definir curvas, chamadas por Thurston de marcadores. Essas curvas
sao fundamentais na construcao da folheacao vertical no cilindro no infinito.
No Capitulo 4 sao desenvolvidos todas as ferramentas necessarias para a
construcao da folheagao vertical no caso da folheacdo nao ser uniforme.
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Preliminares

1 Variedade e espaco tangente

O nosso primer objetivo é dar a definicao de variedade diferenciavel primeira-

mente definimos uma carta local ou sistema de coordenadas no espago topolégico

M como um par (U, @) onde U é uma aberto de M e ¢: U — R™ ¢ um
homeomorfismo de U sobre o aberto @(U) de R™.

Um atlas 2 de dimensao m e classe C" sobre M ¢é uma colegao de cartas
locais cujos dominios cobrem M e tal que se (U, @), (U, @) €e A e UNU # 0,
entdo a aplicacdo @ o @ ': @(UN U) — ¢(UNU) é um difeomorfismo de
classe C" entre abertos de R™. Os difeomorfismos acima sdo chamados mu-
dancas de coordenadas.

Sejam M e N espagos topoldgicos e suponhamos que 2 e B sao atlas de
classe CT em M e N respectivamente. Dizemos que f: M — N diferencidvel
de classe C¥, k < 1, se f é continua e para cada x € M existem cartas locales
(U,p)eAe (V) € B com x € Ue f(x) €V, tais que

Pofoe :UNF (V) CR™ S (V) CR™

é de classe CX.

Um atlas 2 de classe C" sobre M é chamado maximal quando ele contém
todas as cartas locais (ﬁ, @), cujas mudancas de coordenadas com elementos
(U, o)A

Poe roUNU) — p(UNU)

sao difeomorfismos C'. Um atlas maximo de dimensao m e classe C' sobre
M é chamado também estrutura diferencidvel de dimensao m e classe CT
sobre M.

Uma variedade diferencidvel de classe CT e dimensao m é um espaco topolégico

4
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(&
p—

de Hausdorff M com base enumeravel, munido de uma estrutura diferen-
cidvel de dimensdao m e classe C". Para denotar que M é uma variedade de
dimensao m usaremos as vezes a notacao M™.

Um subconjunto N C M™ é chamado subvariedade de M de dimensao n e
classe C"(r > 1), se para todo p € N existe uma carta local C", (U, ¢), com
eUW)=VxWonde0 e VCR™Y 0eWC R™™ sio bolas euclidianas,
tal que @(NNU) =V x 0. Na situacao acima dizemos também que a codi-
mensdo de N é m —n = dim(M) — dim(N). Segue da defini¢do que uma
subvariedade é em particular uma variedade CT.

Agora fixemos x € M, consideremos o conjunto Cy(M) de todas as cur-
vas C*, o: (—e,e) - M com € > 0 ¢ «(0) = x. Dada uma carta local
@: U — R™ x e U, as curvas oy (t) = @ 1(@(x) + tu), u € R™, estdo em
Cx(M). Logo Cx(M) # 0. Em Cy(M) introduzimos a seguinte relacao de
equivaléncia: o ~ 3 se para alguma carta local (U, @), x € U, temos

00 w)®) o= (@0 B)(H) o

dt dt
Observe que se (V,\) é outra carta local com x € V, entdao Ppoox = (P o
@ 1) o @ o« logo pela regra da cadeia, a relacdo ~ independe da carta
escolhida.
O quociente de Cx(M) pela relacdo ~ é chamado espaco tangente a M em
x e é denotado por TyM. O espago TyM possui uma estrutura natural de
espago vetorial real de dimensao m.

Observacgao 2.1. No trabalho faremos uso da teoria de grupo fundamental

e espaco de recobrimento, mais especificamente dos seguintes teoremas.

Teorema 2.1. (Levantamento de caminhos) Sejam m: (Ep,eo0) — (X, xo)
um recobrimento e o: I — (X, xg) um caminho continuo tal que o(0) = xo.

5
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Entao existe um tnico caminho continuo x: 1 — E que levanta « tal que
x(0) = eg. O ponto eg € chamado ponto base de .

Demonstragao. A demonstragao pode ser encontrada em [Li]. ]

Dizemos que o recobrimento 7t: E — X é um recobrimento universal se
E for simplesmente conexo e localmente conexo por caminhos.

Exemplo 2.1. Seja M uma variedade de dimensao 2. Se M e distinto de
S2 e distinto do espaco projetivo real de dimensio 2, entdo o recobrimento
universal de M é R

Neste caso o grupo de automorfismos de recobrimento G(E, 7, X) tem
uma descricdo bastante simples. Fixemos ey € E, xo = 7(eg) € X. Dado
f e G(E,m X), seja &: I — E tal que &(0) =eg e &(1) = f(eg). Coloquemos
o = mo&. Entao xg = «(0) = mo(0) = m(eg) = mof(eg) = mo (1) = (1),
ou seja &« é uma curva fechada em X com «(0) = «(1) = xo. Denote 711(X, xo)
o grupo fundamental de X com ponto base xg. Definamos ¢: G(E,m, X) —
1(X, x0) por @(f) = [ € 1(X,x0) onde & é como acima. Do fato que E é
simplesmente conexo, seque que ¢ estd bem definida.

Teorema 2.2. Se E € o recobrimento universal de X e ey € E, xo = m(ep)
e @: G(E,m,X) — m(X,x0) como acima, entdo @ ¢é um isomorfismo de
grupos. Além disto dado e1 € 1 (xg), existe wm tnico automorfismo f €
G(E,m, X) tal que f(eg) = ej.

Demonstragao. A demonstracao pode ser encontrada em [Ca-Li] O

2 Transversalidade

Sejam f: M — N uma aplicacao C" (r > 1) e S C N uma subvariedade de N.
Dizemos que f é transversal a Sem x € M sey =f(x) €Souy="F(x) €S
e a condigao abaixo é satisfeita:

TyN =TyS + Df(x) - (TxM).
Quando f for transversal a S em todo ponto de M dizemos que f é transversal

a S.

3 Folheacgoes

Definicao 2.1. Seja M uma variedade de dimensao m e classe C*°. Uma
folheacdo de classe C' e dimensao n de M é um atlas maximal F de classe
C" em M com as seguinte propriedades:



Secdo 3 FOLHEACOES
a) Se (U, @) € F entao @(U) = Uy x Uy € R™ x R™™, onde U; e U,
sao abertos de R™ e R™™™ respectivamente.

b) Se (U, @) e (V,1) em F sao tais que UNV # () entdo a mudanca de
coordenadas P o @' @(UNV) = Pp(UNV) é da forma

Yoo =(h(xy),h(y))

Dizemos também que M ¢ folheada por F, ou ainda que F é uma estru-
tura folheada de dimensao n e classe C" sobre M.

Observagao 2.2.

Quando dizemos que M é uma variedade C* que possui um atlas F como
acima estamos implicitamente dizendo que M possui um atlas 2 cujas mu-
dancas de coordenadas sao de classe C*®; porém, se (U, ) € Ae (V,P) € F
eUNV #0 entdo @op " epoe ! sao de classe C". A tnica relacio entre
2A e F é que a mudangas de varidveis mixtas, como acima sao de classe C'.

Daqui em diante consideraremos apenas folheagoes de classe C', r > 1.
As cartas (U, @) € F serao também chamadas cartas trivializadoras de F.

Exemplo 2.2. Qualquer submersao f: M — N define uma folheagao F(f)
de M cujas folhas sdo as componentes conexas das fibras de f a codimensao

7
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de F(f) é igual & dimensdo de N. Um atlas representante de F(f) é derivado
da forma canonica local da submersao f. FolheacGes associadas as sub-
mersoes sao também chamadas folheagoes simples. As folheagoes associadas
a submersoes com fibras conexas sdo chamadas estritamente simples. Uma
folheagao simples é estritamente simples quando o espaco das folhas é haus-
dorff.

Exemplo 2.3. (Folheagdo de Reeb) Consideremos o disco unitario D :=
{z]z € C, |z] < 1}, e definamos a submersao f: Int(D) x R — R por

N
f(z,x) = e’ -7 —x.

Assim temos a folheacao F(f) de Int(D) xR, a qual pode ser estendida a
uma folheagao do cilindro D x R adicionando uma nova folha: a folheagao de
D x R induz uma folheagao do toro solido. Denotaremos a folheacao por R.
Qualquer outra folha de R é difeomorfa a R?, e tem a folha fronteira em seu
conjunto de pontos de aderéncia em X. A folheacao de Reeb de X é qualquer
folheacao F de X de codimensao 1 para a qual existe um homeomorfismo de
X que aplica as folhas de F nas folhas de R.

Figura 2.1: Folheagao de Reeb do toro solido

Seja F uma folheacao de classe C" e dimensao n, 0 < n < m de uma
variedade M™. Consideremos uma carta local (U, ¢) de F tal que @(U) =
U; x Uy € R™ x R™ ™. Os conjuntos da forma ¢~ '(U; x {c}), ¢ € U, sdo
chamados placas de U, ou ainda placas de F. Fixado ¢ € U,, a aplicagao
f =@ Uy x {c}: U; x {c} = U é um mergulho de classe C", portanto as
placas sao subvariedades conexas de dimensao n e classe C" de M, além
disto se « e 3 sao placas de U entao NP =0 ou o« = B.
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Um caminho de placas de F é uma sequéncia «1,...xx de placas de
F tal que o5 N 41 # O para todo j € {1,...,k—1}. Como M é recoberta
pelas placas de F, podemos definir em M a seguinte relacao de equivaléncia:
"pRq se existe um caminho de placas &q1,...xx comp € x1 e q € x”. As
classes de equivaléncia da relagao R sao chamadas folhas de F. Da defini¢ao
segue que uma folha de F é um subconjunto de M conexo por caminhos.
Com efeito, se F é uma folha de F e p,q € F, entao existe um caminho de
placas o1, ..., tal que p € o1 e g € k. Como as placas «; sao conexas
por caminhos e o N a1 # 0, é imediato que &y U. ..U oy C F é conexo por
caminhos, logo existe um caminho continuo em F ligando p a q.

Lema 2.1. Seja F uma folheacdo de uma variedade M. Existe uma cober-
tura C = {Uijji € I} de M por dominio de cartas locais de F tal que se
Uinu; # 0 entao Ui UUj estd contido no dominio de uma carta local de F.

Demonstragdo. A demonstragao pode ser encontrada em [Ca-Li]. O

4 Campo de planos

Um campo de k—planos numa variedade M é uma aplicagao continua P que
associa a cada ponto ¢ € M um subespaco vetorial de dimensao k de TqM.
Um campo de T—planos é também chamado de campo de linhas. Por exem-
plo, se X é um campo de vetores sem singularidade em M, podemos definir
um campo de linhas P em M colocando P(q) = R . X(q), subespaco de di-
mensao um em TqM gerado por X(q).

Reciprocamente, se P é um campo de linhas em M, podemos definir um
campo de vetores(localmente) sem singularidades em M escolhendo em cada
ponto g € M um vetor nao nulo em P(q). Dizemos que um campo de linhas
em M é de classe C" quando para todo g € M existe um campo de vetores
X, de classe CT, definido em uma vizinhanca V de q, tal que P(x) = R.X(x)
para todo x em V. Analogamente ao caso de campos de linhas, dizemos
que um campo de k-planos P em M é de classe C" se para todo q € M
existem k campos de vetores CT, X', ... XX, definidos numa vizinhanca V
de q tais que para todo x € V, {X'(x),...,X*(x)} é uma base de P(x). Um
fato relevante é o seguinte.

Proposicao 2.1. Toda folheacdo F de dimensdo k e classe C', v > 1, em
M, define um campo de k-planos de classe C™' em M, o qual sera denotado

por TF.

Demonstragao. A demonstragao pode ser encontrada em [Ca-Li] O

9
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5 Orientacao

Dado um espago vetorial E de dimensao n > 1, dizemos que duas bases
ordenadas de E, B = {uj,...un} e B’ = {vq,...,vn}, definem a mesma
orientagao em E se a matriz de mudanca de base A = (aij)1<ij<n, definida
por vi = 3 ' aijuj, tem determinante positivo.

Se B ¢ o conjunto das bases ordenadas de E, a relacao "B e B’ definem
a mesma orientacao em E”é uma relacao de equivaléncia cujas classes de
equivaléncia sao chamadas as orientacoes de E.

Seja P um campo de k-planos continuo em M. Diremos que P é ori-
entével se para cada x € M for possivel escolher uma orientacdo O(x) em
P(x) de tal forma que a aplicacdo x — O(x) seja continua no seguinte sen-
tido. Consideremos uma cobertura de M por abertos (U;)ic1 tal que, para
cada 1 € I, a restrigao P|U; é definida por k campos de vetores continuos
X' ..., Xk Para cada x € Uy, as bases B(x) = {X'(x),...,X¥(x)} e B/(x) =
[(—=XT(x), X?(x), ..., X*(x)} definem duas orientacoes distintas de P(x), (’);r e
O; digamos. Dizemos que a escolha de O é continua se O |y, = O;F para
todo i e sempre que U; N'Uj # () entdo (’)i+ = (’);r na intersecao.

Se k =dim(M) e P(x) = TyM dizemos que M é orientéavel.

6 Folheacao orientavel e transversalmente orientavel

Seja P um campo de k—planos em M. Dizemos que P é um campo comple-
mentar a P ou transversal a P, se para todo x € M tivermos P(x) + ﬁ(x) =
TM e P(x)N 5()() —={0}. E claro da definicdo que P 6 um campo de planos
de codimensao k.

Definicao 2.2. Seja P um campo continuo de k—planos. Dizemos que P é
transversalmente orientdvel se existe um campo complementar a P continuo
e orientavel.

Proposicao 2.2. Se P ¢ transversalmente orientdvel qualquer campo de
k—planos continuo e complementar de P € orientdvel.

Demonstragao. A demonstragao pode ser encontrada em [Ca-Li. O

Defini¢ao 2.3. Uma folheagdo F de classe C" (r > 1) é orientdvel se o
campo de planos tangentes a F é orientavel. Similarmente, F é transver-
salmente orientavel se o campo de planos tangentes a F é transversalmente
orientavel.
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7 Espaco das folhas

Seja M™ uma variedade folheada por uma folheacao F de dimensdo n < m.
O espago das folhas de F, M/F é o espago quociente de M pela relacdo de
equivaléncia R que identifica dois pontos de M se eles estao na mesma, folha,
de F. Em M/F consideremos a topologia quociente. A topologia de M/F
é em geral pode nao ser Hausdorff.

8 Holonomia de uma folha

Sejam y: [0, 1] — Fum caminho continuoe ) ,, » ; pequenas se¢oes transver-
sais a F de dimensdo m — n passando por po = v(0) e p1 = v(1) re-
spectivamente. Definiremos uma transformacao local entre ) je > ; "ao
longo”das folha de F, sobre o caminho y levando pp em py. Segue do lema

2.1 que existe uma sequéncia de cartas locais (Lli)]fzo e uma particao de

0,1, 0 =t < ... < tyy1 =1 tais que
a) Se Uy NUj # 0 entdo U; U Uj estd contido em uma carta local de F
b) v([ti, tir1]) € Uy para todo 0 <1< k.

Dizemos entao que existe uma cadeia subordinada a 7y ou, por simplicidade,
que (ui)]i(:o é uma cadeia subordinada a .

Para cada 0 < 1 < k fixemos uma secao transversal a F, D(t;) C U1 N Uy
homeomorfo a um disco de dimensao mn passando por y(ti). Colocando
também D(0) = ) , e D(1) = ) ;, entao para cada x € D(t;) suficiente-
mente proximo de y(t;), a placa de U; que passa por x intersecta D(ti1)
num unico ponto fi(x).
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O dominio da aplicacdo f; contém um disco D{ C D(t;) contendo y(ti).
Dai é claro que a composigao

fy="frofrqgo...0fp

estd bem definida em uma vizinhanca de po € ) ,. Chamaremos f, de
aplicacao de holonomia associada a .

Lema 2.2. A aplicagdo ., independe dos discos (D(‘ci))]f:1 e da cadeia sub-
ordinada, isto €, se f, e fy sao duas aplicagoes de holonomia associadas ao
mesmo caminho, entio fy e f, coincidem na intersecao dos seus dominios.

Demonstragao. A demonstragao pode ser encontrada em [Ca-Li]. ]

Definigao 2.4. Sejam X, Y espacgos topoldgicos e x € X. No conjunto de
aplicagoes f: V C X — Y, onde V é uma vizinhanca de x, introduzimos a
relacao de equivaléncia R: fRg se existe uma vizinhanca W de x tal que

flw= g lw-

A classe de equivaléncia de f é denominada germe de f em x.
Quando X =Y, o conjunto G(X,x) de germes de homeomorfismos locais
que deixam fixo x é um grupo com a multiplicacdo germe (f) o germe(g) =
germe(f o g), sendo que o dominio de f o g é a intersecao do dominio de g
com g~ (dominio de f).

Teorema 2.3. Sejam vi: I — M, i = 0,1, caminhos contidos numa folha
F de F tais que vi(0) = po, vi(1) = p1,1 = 0,1. Sejam Lo, L1 secdes
transversais a F em po, p1; fy,: Di C Lo — X7 aplicagdio de holonomia
associada a yi e @, o germe de f,, em po.
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1. Seyo~vyirel(0,1) entdo @y, = @, .

2. Se po = Pp1 e Lo = Ly, entdo a transformagao y — @1 induz um
homeomorfismo.

@: m(F,po) = G(Zo,p0), @(¥]) =@,

do grupo fundamental de F em po no grupo de germes de difeomorfismos CT
de Lo que deiza po fizo.

Demonstragdo. A demonstragao pode ser encontrada em [Ca-Li]. O

13

Definicao 2.5. O subgrupo HOL(F, po) = @ (71(F, po)) de G(Xp, po) é chamado

grupo de holonomia de F em py.

9 Teoremas cldssicos

Lema 2.3. (Lema da trivializagao global)Seja F uma folheagdo de classe
C',r > 1, e codimensao n de uma variedade M™ e sejay : 1 — M um
caminho continuo, simples(isto é, injetivo) cuja imagem esta contida em
uma folha F de F. Existe uma vizinhanca V D y(I) e um difeomorfismo CT

h: D™ " xD"—>V

tal que W*F ¢ uma folheagdo cujas folhas sio as superficies P~1(y), onde
P:D™ ™ x D™ — D™ € a projecio P(x,y) =y.

Demonstragdo. A demonstragao pode ser encontrada em [Ca-Li]. O

Teorema 2.4. (Teorema de Heafliger) Seja F uma folheagdao de codimensao
um e classe C* de uma variedade M. Suponha que existe uma curva fechada
transversal a F homotopica a um ponto. Entdo existem uma folha F de
F e uma curva fechada I' C F cujo germe de holonomia num segmento ]
transversal a F, com xo = JNT, € a identidade em uma das componentes
de ] —xp mas difere da identidade em qualquer vizinhanca de xo em J.

Demonstragao. A demonstragao pode ser encontrada em [Ca-Li]. O

Corolario 2.1. Seja M uma variedade analitica real na qual estd definida
uma folheagao analitica F de codimensdo um. Toda curva fechada transver-
sal a F representa um elemento de ordem infinita de m1(M).
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Teorema 2.5. (Teorema de Novikov) Toda folheagio de classe C? e codi-
mensao um de uma variedade compacta de dimensao trés com grupo funda-
mental finito possui uma folha compacta.

En particular toda folheacéo de classe C? e codimensao um da esfera S3
possui uma folha compacta homeomorfa a T2. A prova de este teorema é
dada no ” Séminaire Bourbaki 20e année, 1967-68, Num. 339, p. 433-444".

Definicao 2.6. Seja F uma folheacao de codimensao um em uma variedade
M. Um ciclo evanescente de F é uma aplicacio f: S x [0,e] — M (para
algum e > 0) tal que se denotamos fi(x) = f(t) = f(x,t), V(x,t) € S x
[0, €], valem as seguintes propriedades:

1. f¢(S") é uma curva fechada contida em uma folha A(t) de F, Vt;
2. f¢(S") é nula homotdpica em A(t) se, e somente se, t > 0;

3. ([0, €]) é transversal a F, Vx.
A prova deste teorema é consequéncia direita dos seguintes dois teoremas.

Teorema 2.6. Toda folheacio de C? e codimensio wm de wma variedade
compacta de dimensdo trés com grupo fundamental finito tem um ciclo
evanescente.

Demonstragao. A demonstragao pode ser encontrada em [Sc-Mo]. O

Teorema 2.7. Toda folheacio transversalmente orientdvel de classe C' de
codimensao um de uma variedade compacta de dimensao trés com um ciclo
evanescente tem uma folha compacta.

Demonstragao. A demonstragao pode ser encontrada em [Sc-Mo]. O

Demonstragao. (Demonstragao do teorema de Novikov) Seja F uma folhea-
cdo de C? e de codimensio um de uma variedade compacta M de dimenséo
trés com 7t1(M) finito. Seja P: M — M um recobrimento finito de M tal
que o levantamento F de F é transversalmente orientdvel. 7'[1(/1\/\[) ¢é finito
pois 7'(1(K/l\) < m1(M) e 1(M) é finito. Pelo teorema 2.6 temos que F tem
um ciclo evanescente. Assim F tem uma folha compacta F pelo teorema 2.7.

~

Entao F = P(F) é uma folha compacta de F provando o resultado. 0

Corolario 2.2. Seja F uma folheacio de classe C* e codimensdo um sem
folhas compactas de uma variedade M de dimensdo trés. Entao o levanta-
mento de F mo recobrimento universal de M € uma folheacdo por planos.

Demonstragao. A demonstragao pode ser encontrada em [Sc-Mo]. O
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10 Geometria Hiperbdlica

10.1 Algumas propriedades basicas

O espaco hiperbélico H? tem as seguintes propriedades:

1. A formula de Gauss-Bonnet: Se [abc] é um triangulo geodésico
em H? entdo a soma de angulos em [abc] é m— Area([abc]).

2. Trigonometria de H? Considere um triangulo com vértices ABC de
modo que os angulos em A, B, C sao «, 3, v e seus lados opostos tem
comprimento a, b, ¢ respectivamente.

(A) Foérmula do cosseno hiperbdlico:
cos(y) = —cos(a) cos(PB) + sen(«) sen(f) cosh(c)
cosh(c) = —cosh(a) cosh(b) + senh(a) senh(b) cos(y)
(B) Férmula do seno hiperbdlico:

senh(a) senh(b)  senh(c)
sen()  sen(B)  sen(y)

(C) Seja [ABCD] C H? um quadrildtero (mergulhado) de modo que
os angulos em A, B, C sdo J e o angulo em C é y. Entao

senh(d(A,B))senh(d(A, D)) = cos(y)
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Lema 2.4. Considere o quadrildtero twisted em H?: como uma configuracio
de quatro pontos A, B, C, D em H? tal que

/ABC > m/2, /DAB = m/2, /ADC > 1/2

onde "/ ”denota a medida do angulo e d(D,A) > h. Entdo senh(d(A,B)) <
1/senh(h)

Figura 2.2: Quadrildteros em H?.

Demonstragdao. Pelas hipdteses pode-se encontrar um ponto C’ no interior
do quadrilaterolABCD] tal que

/ABC’' = /DAB = ZADC' =m/2
entao a férmula (C) acima implica que
senh(d(A,B)).senh(d(A,D)) = cos(£DC’'B),

donde
senh(d(A,B)).senh(d(A, D)) < 1.
Agora pelas hipéteses d(A, D) > h isto implica que 1/d(A,D) < 1/senh(h),

donde segue o resultado. O

Agora, pegamos uma geodésica y em H? e definimos a funcéo PTOjy: H? —
H? como aquela a pega um ponto qualquer em H? e o faze coresponder com
o ponto mais proximo da geodésica.



Secdo 11 QUASI-ISOMETRIAS 17

Lema 2.5. Suponha quey € uma geodésica em H? e Q C H? um subconjunto
fechado convexo tal que d(y,Q) > h > 0.2. Entdo o diametro da projecdo
no ponto mais prézimo dey a Q € no mdzimo 4exp(—h).

Demonstragao. Suponha que A € Q, D € 7y realizam a distancia minima
entre Q e y. Seja C € y—{D} qualquer ponto e B € Q sua projecdo. Agora,
aplicamos o lema 2.4 & configuracao A, B, C, D :

d(A,B) < senh(d(A,B)) < 1/senh(h).

Por hipdtese tem-se que h > 0.2 entao 1/senh(h) < 4exp(—h)

O]

Corolario 2.3. Seja Q wm segmento geodésico em H? e o uma curva
geodésica por partes, a qual consiste de no mdzimo v segmentos. Suponha
gque d(Q,a) > h > 0.2. Entdo o comprimento da projecao no ponto mais
préxzimo de & a Q € no mdzimo 4r exp(—h)

Demonstracao. E s6 aplicar o lema 2.5, repetidamente. O

11 Quasi-isometrias

Nesta secao damos a definigao geral de uma quasi-isometria entre espagos
métricos e no caso em que a quasi-isometria esteja definida entre espagos
hiperbélicos de dimensao 2 (em geral de dimensao n > 2), pode-se estender
a uma aplicacao entre seus bordos ideais de um modo continuo.

Definigao 2.7. Uma aplicacao ¢ : (My,dq) — (My, d2) é chamada (k, ¢c)—quasi-
isométrica entre dois espacos métricos se satisfaz: existem constantes K > 0,
¢ < 0 tais que

1
Edﬂx,y) —c < d2(e(x),(y)) <kdilx,y) +c
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para quaisquer x,y € Mj. Um (k,c)—quasi-isométrica é chamado uma
(k, c)—quasi-isometria se ela admite uma inversa aproximada, isto é uma

f: My — M que é (k, c)—quasi-isométrica e verifica:
dm, (ff(x),x) <¢, dm,(ff(y),y) <c

para quaisquer X € Mj,y € Mj. Se a constante é importante dizemos que
@ é uma (k, ¢)-quasi-isometria.

Os espacos M e M, sdo chamados quasi-isométricos.

Definicao 2.8. Uma quasi-geodésica em um espaco métrico M é uma fungao
v: I — M, definida sobre um intervalo I, tal que existem ¢ > 1, k > 0 com
a seguinte propriedade

1
vt el Cft—t—k<dmly(t),v(t) s clt -t +k (1)
Observagao 2.3. Se pegamos K = max{c, k} e trocamos ¢ e k por K em (1)
temos que y é uma K-quasi-isometria entre I e y(I).

Definigao 2.9. Dado (X,d) um espago métrico e A, B subconjuntos de
X, dizemos que a distancia de Hausdorff de A a B é b, e denotamos por
dn(A,B) = b, se para cada a € A existe um b’ € B tal que d(a,b’) <b.

Dados dois pontos x, y em H? denotemos por [x,y] a geodésica que os
liga. Entao tem-se o seguinte lema:

Lema 2.6. Eziste uma funcdo t(k,c) tal que para qualquer (k,c)-quasi-
geodésica f: [0, T] — H? temos:

du(f([0, T]), [f(0), f(T)]) < 7(k,c)
ondek >1,¢c>1.

Demonstracdo. Seja v a geodésica em H? ligando f(0) e f(T). Agora, mu-
damos f por uma curva geodésica por partes como segue: seja h = 2kc,
N = |T/h], t; =hi, 0 <1i<N. Seja D = 2kh, note que

log(%) = log(%) <1<D (2)

Em cada intervalo [ti, ti1] escolhamos aplicacoes geodésicas @: [ti, tirq] —
H? que une f(t;) com f(ti;1). A distancia entre f e ¢ é uniformemente
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limitada, isto é pegamos t € I entéo t € [ti, ti1] para algum i entre 0 e N
logo

d(f(t), o(t)) d(f(t), f(ti)) + d(f(ti), @(t)),
k|t - ti*]| +c+ d(f(tl)a f(ti+1 )))

2(kh +c).

ININAINA

Assim é suficiente mostrar o lema para . Seja xi := @(ti). Entao d(xi, xi11) <
kh + ¢ < 2kh pois f é uma quasi-geodésica. Considere a curva oy =
(p([ti,t]-]), i < j. Entao

1
long(oy;) = Z d(xs,xs 1) < 2k[tj — ti

s=1

donde long(a) denota o comprimento da curva «. O fato de que f é uma
quasi-geodésica implica que

1
—ltj—til —c < d(xq,%5),

k
|tj—ti| < kC+kd(Xi,Xj).
Note que
h h h h h
N P R S L L PRI LIS
dlxi, %) = L~ —c= (-1 Zk_k(l ) Zk(J i)
assim temos que
h
Soxs) > i —i
d(XhX)) Z Zkb il (3)
e
long(ay;) < 2khfj —il. (4)

Seja projy: H? — v denota a projecio no ponto mais préximo ay. Suponha
que a curva @ nao esteja contida em uma D—vizinhaca de vy, entao seja x;
o primeiro ponto fora da vizinhanca e x; o ultimo ponto fora dela. Temos
que a d(xi,y) < 2D e d(xj,v) < 2D. Com efeito, temos que i > 1 entao
i—1>1 logo temos que long(ai—11) < k+c <D e como xi_7 pertence a
esta vizinhanca entao d(xi,v) < 2D, analogamente d(x;,v) < 2D.
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O nosso objetivo é limitar m = [j —1i| em funcao de k, c. A curva Ay j consiste
de m segmentos geodésicos, assim do corolario 2.3 temos que

long(projy(ai;)) < exp(—D)m
logo
d(xi,%;) d(xi, projy(xi)) + d(projy(xi), projy(x;)) + d(projy(x;), x;),
ZD + d(projy(xi))projy(xj)) + ZDa
4D + exp(—D)m,

VAN VAN VAN

assim aplicando a desigualdade (3) temos que

h
— < —-D D
M < exp(—D) 44D,
h
m(ﬁ —exp(—D)) < 4D.
A desigualdade (2) implica que
h
H{ < E - exp(—D),
portanto
16Dk
< —= =32k?
h

Agora da desigualdade (2) temos
long(ai ;) < 2khm < 2kh(32k?) = 27k%c

portanto a curva toda estd contida em uma 2D +2”k%*c-vizinhanca de y. Isto
implica que a curva geodésica por partes Image(@) estd contida em uma
4k?c + 27k*c vizinhanca de «. Desde que a distancia entre y e ¢ é menor
que 2(kh + ¢) conclui-se que

Imag(f) € Nbdo)(v),

onde Nbd( ) denota a vizinhanca de y de radio t(k,c) e t(k,c) = 28Kk4c.
A composicao proj,0¢@ é continua, isto mostra que y estd contida em uma
T(k, c)—vizinhanca da imagem de f.

O

Lema 2.7. (lema de Morse) Seja Q C H? um raio (k,c)—quasi-geodésica
ou uma completa (k,c)—quasi-geodésica. Entdo existe Q* que é um raio
geodésico ou uma geodésica em H? de modo que Q estd contido em Nbd (i c)+1(Q%).
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Demonstragdo. Sé consideremos o caso de um raio quasi-geodésico q: [0, 00) —
Q C H?, o caso da quasi-geodésica se reduze a dois deste. Considere a
sequéncia de segmentos (k, c)—quasi-geodésica

4 = dq lpj: [0,§] — HZ

Seja vj o segmento geodésico [q(0),q(j)] C H2. Entéo du(q([0,i]),v;) <
T(k,c). Considere os pontos de interseccao z; de y; com a esfera unitéaria
S1(q(0)). Agora seja «; a geodésica ligando os pontos q(j —1) e q(j), assim
temos que long(a;) < k, logo para j suficientemente grande temos que
a d(D1(q(0)), ) > j/k > 0,2. O lema 2.5 implica que a distancia de
zi a zi;1 € maior que 4exp(%j), entdo a sequéncia {z;} é de cauchy em
S1(q(0)). Assim os segmentos geodésicos yj convergem a um raio geodésico
Q* = Imagen(y*). Agora tem-se que verificar que Q € Nbd ¢)4+1(Q").
Escolhamos um x = q(t) em Q e seja r = d(q(0),x). Entdo paraj > t
temos os pontos y; € y; proximos de x. Os pontos y; estao contidos na bola
B.(q(0)). Desde que

lim ;o 20="Y" lp2y
j— o0
deduz-se que d(yj, Q*) < 1 para j grande. O

12 Extensao ao circulo no infinito da (k, c)—quasi-isometria

Seja @: H? — H? uma (k, c)—isometria, com k, ¢ > 1, nesta parte do tra-
balho queremos estender @ de um jeito natural a uma aplicacio ¢: 0, H? —
000 H? e mostrar que ela é de fato um homeomorfismo.

Para poder definir-la, tomamos x € H? e p € 0o H? quaisquer. Existe um
unico raio geodésico v, que parte de x e tem ponto ideal p, logo temos que
@oyp é uma (k, c)—quasi-geodésica e pelo lema 2.7 estd numa vizinhanca de
um verdadeiro raio geodésico o, que parte de @(x). Denotamos por ¢(p)
seu ponto ideal. Dessa maneira definimos ¢, e vamos a mostrar que esta
definicdo nao depende de x. Com efeito, pegamos y em H?, distinto de x,
entao existe um unico raio geodésico y{, que parte de y e tem ponto ideal
p assim pelas propriedades da geometria hiperbdlica temos que yp e y{) Sa0
assintéticas, logo elas estao a uma distancia limitada e desde que ¢ é uma
quasi-isometria temos que @ oy, e @ o }/I’, estdo a uma distancia limitada
logo @ o y{j estd préximo de «, e portanto ¢ estd bem definida.

Agora temos que mostrar que ¢ é bijetiva.

Injetiva: Suponha que exista p, q € dsH? tais que ¢(p) = d(q), sejam Yp
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e Yq 0s raios geodésicos que partem de x e tem pontos ideais p e ¢ respec-
tivamente. Desde que p ¢é distinto de ¢, temos que existe uma sequéncia

{tnjnen em [0, 00), X = 'Yp(tn) €Yn = 'Yq(tn) tal que
th = o0 e d(xn,Yyn) = 00 quando n — oo

agora como ¢(p) = ¢(q) entdo as quasi-geodésicas ¢ oy, e ¢ o yq estao
numa vizinhanca limitada de uma geodésica e portanto estao a uma distancia
limitada uma da outra isto é

d{@ovp(t), @ ovg(t)) <r
para algum r > 0. Logo temos

1
Ed(xnﬂJn) —c<dlexn, elyn))) <

que é uma contradigao. O que mostra a injetividade.
Sobrejetiva: Agora pegamos q € 0o H?, entio existe um tnico raio geodésico
o g que parte de @(x) e tem ponto ideal g, seja 1 a sua inversa aproximada
entao \poog € uma quasi-geodésica em H? com ponto inicial P(¢(p)). Agora
pelo lema 2.7 existe um raio geodésico vy, com ponto ideal p e uma aplicacao
T(k, c) tal que

dlyp(t), Wlag()) < Tk, ) + 1.

Temos que

d(ag, @(vp(t))) d(og(t), @(W(ag(t))) + dle(ag(t)), (vp(t))),
¢+ kd(W(ag(t)),vp(t)) +c,

k+k(t(k)+1) +c.

VANRVANVAN

Assim @(yp(t)) estd a uma distancia limitada de g e pela boa defini¢ao de
¢ temos que ¢(p) = q. Portanto ¢ é sobrejetiva.

Agora vamos mostrar que ¢ é continua. Pegamos p € 9, H? e uma sequéncia
{pi}ien convergindo a p, isto é pegamos x como ponto base e consideremos o
fibrado tangente unitario em x. Temos que esta sequéncia define diregoes vy
convergindo a direcao v definida por p. Agora sejam y; os raios geodésicos
que partem de x e tem ponto ideal p; e seja Y o raio geodésico que parte
de x e tem ponto ideal p, entdo ¢ o<y; é uma quasi-geodésica em H?, assim
pelo lema 2.7, existe oy raios geodésicos, tais que

d(e(yi(t)), ai(t)) < t(k,c)+1 paratodot> 0.
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Os o definem diregoes u; no fibrado tangente unitdrio em ¢(x). O nosso ob-
jetivo é mostrar que u; converge a u, a direcdo definida por ¢(p). Suponha
que isto nao acontece, entao existe uma subsequéncia de {u;} que por como-
didade denotamos do mesmo jeito tais que wy converge a {i, distinto de w.
Sejam o« e P os raios geodésicos que partem de @(x) e com diregdes 1 e u
respectivamente. Desde que u # {i, entéo existe um ponto y na geodésica o
tal que
d(y,p) > 2t(k,c)+k+c+3

Como u; converge a {l temos que

y = lim «;(f) para algum t > 0.
1— 00

Por outro lado temos que a sequéncia {yi(t)} admite uma subsequéncia
{Yn, (1)} convergente, isto é {Yn, (1)} converge a um w, mas como 0s Vi con-
vergem a v temos que w € y e pelo lema 2.7 temos que

d(e(y(t)),x(t)) < t(k,c) +1 para todot > 0.
e o fato que @ é uma quasi-isometria implica que

d(y, e(w)) d(y, o, (1) + dlon, (1), @(vn, (1) + d(@(vn, (1)), @(W))
t

<
< dly, o (1) +t(k, ) + 1+ kd(yn, (1), w) +c,

assim para i suficientemente grande temos que
d(y, e(v(1) < t(k,c) +k+c+2
Finalmente

d(y, «(t)),

d(y, e(w)) + d(e(w), x(1)),
T(k,c)+k+c+2+1(k,c)+1,
2t(k,c)+k+c+3.

d(y,B)

IA A IA

que é uma contradi¢dao. Logo ¢ é continua, do mesmo jeito pode-se mostrar
que ¢~ é continua e portanto ¢ é um homeomorfismo.
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Folheacao Uniforme

1 Introducao

De agora em diante, M representa uma variedade de dimensao 3 fechada e
orientada, M seu recobrimento universal, 7 uma folheacao de codimensao
um transversalmente orientével e F sua folheagao pullback no recobrimento
universal. H sempre denotard o espaco das folhas de Fem: M — M denota
a projecao do recobrimento universal em M.

Definicao 3.1. Uma folheacao taut F de uma variedade de dimensao 3
é uma folheacao com a propriedade que existe um circulo na variedade,
transversal a F, a qual intersecta qualquer folha de F.

Observagao 3.1. Em uma variedade de dimensao 3 atoroidal, taut é equiv-
alente a condicao de nao ter uma folha toro.

Lembremos que uma métrica riemanniana numa variedade M é uma
aplicagao que a cada ponto p € M associa um produto interno (,) definido
no espago tangente a M em p. A métrica é chamada de classe C" se para
cada ponto p € M existe um sistema de coordenadas @ = (x1,...,%Xm): U —
R™ com p € U tal que as aplicagoes gij(q) = <a—?q(q), a—ij(q)} sao de classe
C" para todo i,j =1,...,m.

E facil verificar que em qualquer variedade existe uma métrica riemanniana
de classe C*°. Temos o seguinte resultado devido a Alberto Candel [Can].

Teorema 3.1. (Candel) Seja F é uma folheagdao taut de uma variedade M
atoroidal e irredutivel. Entdo existe wma métrica riemanniana sobre M tal
que a métrica induzida sobre as folhas tem curvatura constante —1.

24
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Dizemos que tal folheacao tem folhas hiperbdlicas. Denotemos por d a
distancia dada pelo teorema anterior e para cada F € F denotemos por dg
a distancia na folha.

2 Folheacao R-coberta
Definigao 3.2. F é R-coberta se, somente se H é homeomorfo a R.

No que segue as folheagoes sao R—cobertas com folhas hiperbdlicas. O
que implica que no recobrimento universal, as folhas de F sao isométricas a
cépias de planos hiperbélicos H? e portanto cada uma delas tem um circulo
no infinito. Para cada folha A de F , seja S;o()\) denota o seu circulo no
infinito.

Lema 3.1. F ¢é R—coberta se, somente se H ¢ hausdorff.

Demonstragdo. Assumamos que H é hausdorff. Suponha que existe uma
transversal fechada y em M transversal a 7. Entao y borda um disco D
imerso que pode-se colocar em posigao geral, isto pela construcao do circulo
evanescente, feita por Haefliger [Ca-Li]. Uma andlise da folheagao induzida
em D mostra que existem curvas «q,x de tal jeito que o é uma curva
fechada e xy se espirala en torno de oq. Sejam Fy, F, as folhas que contém
o e o respectivamente. Assim F, se acumula sobre Fq, logo para qualquer
vizinhanca de Fy contém F,, o que contradiz o fato de que H é hausdorff.
portanto qualquer curva transversal a Fé projetada no espacgo das folhas H
injetivamente, assim H é uma variedade de dimensao 1 com base enumeravel,
logo ela ¢ ou o circulo ou a reta real. No caso do circulo pode-se construir
uma transversal fechada a F , que é uma contradicao. Assim F é R-coberta.
A reciproca é trivial. O

Observagao 3.2. Dada uma sequéncia de pontos p; em T\N/l, a menos de
fazer translacoes por elementos de 711(M) podemos supor que alguma sub-
sequéncia de p; converge. Com efeito, temos que 7t(pi) é uma sequéncia de
pontos em M, a qual é compacta, assim existe uma subsequéncia conver-
gente a um ponto p € M que também denotaremos por 7(p;). Pegamos
Po um levantamento de P, entdo existem vizinhancas folheada U de p e V
de po tal que m: V — U é um homeomorfismo, logo existe um no € N tal
que para todo 1 > ng os 7(pi) estdo em U. Assim existem P; € M tais que
n(Pi) = m(pi), portanto existem g; € (M) tais que gi(pi) = Pi, e os P;
convergem a Po o que conclui a afirmacao.
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Lema 3.2. As folhas de F sio uniformemente proprias; isto €, existe uma
funcdao f: (0,00) — (0,00) tal que f(t) — oo quando t — oo e tal que para
cada folha A, e quaisquer dois pontos p, q em A que estao distantes de t em
M estdo distantes no mdximo de f(t) em A.

Demonstragao. Suponha que o lema ¢ falso, entao existe uma sequéncia de
pontos pi, qi, distantes de t em M que estao em folhas F; onde a distancia
ao longo das folhas entre p; e q; vai para co. Pela observacao 3.2, fazendo
translagoes por elementos g; € t(M), de alguns p{s temos uma subsequéncia
convergente, que denotamos por gn, (pn,), convergindo a p € M. Agora,
como 0s gi sao isometrias, temos que os transladados de p; e i estao a
mesma distancia t em M e estao ambos na folha gi(F;). Logo, como gn, (pn;)
converge e a distancia de gn, (Pn,) & gn, (qn,) € limitada por t para qualquer
i, entao a sequéncia {gn, (qn, )} € limitada, portanto existe uma subsequéncia,
a qual chamamos de {gn, (qn, )}, convergente a q € M. Como o espaco das
folhas é hausdorff, p e q estdo na mesma folha F; Com efeito, suponha que
peFeqée Gonde FFG € F e sejam U e V vizinhancas quaisquer de
p de g respectivamente. Entao existe um 1i suficientemente grande tal que
Ony (P ) estd em U e gn, (gn, ) estd em V, donde a folha gn, (Fy, ) encontra-
se com ambas as vizinhancas. Como U e V sao arbitrarias, isto mostra que
quaisquer duas vizinhangas de F e G se intersectam, implicando que H é
nao hausdorff, contradi¢do. Assim p e g pertencem a mesma folha F e a
distancia entre eles ao longo da folha ¢é limitada. Segue-se que o limite da
distancia no longo das folhas entre p; e q; é dr(p, q) e portanto é limitada,
contradizendo a suposicgao. O

Observagao 3.3. A funcao f pode ser escolhida de modo que ela seja cres-
cente.

Lema 3.3. Para F uma folheagdo R-coberta de M, e H o espago das folhas
de F, para qualquer N € H a drbita de A pela a¢do de 11(M) vai no infinito
em ambas direcoes.

Demonstragao. Fixamos uma orientacao em H. Suponha que ela é limitada
superiormente, assim existe uma menor cota superior A’ deste conjunto.
Entao A’ é invariante pela acao de 1(M). Com efeito, se existe um B €
71(M) tal que B(A’) # A temos B(A') < A/, primeiro caso, O fato de que
A’ é o supremo deste conjunto e que B é um homeomorfismo de H em si
mesmo, implica que existe um o« € 711(M) tal que B((A)) > A’ 0 que é uma
contradicdo. O outro caso é similar sé considerando p~.

Afirmacao 3.1. 7(A\’) e fechada.
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Com efeito, pegamos uma sequéncia {z;} em 7t(A\’) convergindo para zg,
com zg € 7t(A’). Entao pegamos uma vizinhanca folheada V de zg e pegamos
Zp um levantamento de zy ao recobrimento universal. Assim, existe uma
vizinhanca U de Zp tal que 7t [: U — V é um difeomorfismo. Como zg & 7y,
os z/s para 1 suficientemente grande estdo em V e seus levantamentos em U
pertence a transladados da folha A’ arbitrariamente préximos de Zy. Mas isto
é um absurdo, visto que A’ é invariante. Vemos assim que 7t(A’) é fechada.
Como A = R? segue que A'/71(M) é um K(7mq, 1), logo homotopicamente
equivalente a M. Isto é um absurdo pois M é tridimensional.

= =

_—

— =

M
Al

Figura 3.1: esboco da prova

O]

Definigcao 3.3. Uma folheacao F é uniforme se dado duas folhas quaisquer
E, F of F , existe uma constante b, de modo que a distancia hausdorff entre
E, F é menor que b; explicitamente, para qualquer ponto x € E existe um
ponto y € F tal que d(x,y) < b (a distancia é medida na variedade) e
reciprocamente. Esta constante sé depende das folhas E e F.

3 Circulo no infinito e sua topologia

Se E, F sao folhas de j-v', o conjunto (E,F) denota o conjunto das folhas de F
separando E de F. Como H é homeomorfo a R, entéo se E, F sdo distintos e
o conjunto (E,F) é homeomorfo a um intervalo. Seja [E,F] a unido de (E,F)
com as folhas E, F.
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Figura 3.2: Uma folheacao que nao é uniforme

Definigao 3.4. (Cilindro no infinito) Seja F uma folheagdo R-coberta com
folhas hiperbdlicas. Seja
A= S&(F)
FeF

chamado de cilindro no infinito de F- A unido de todos os circulos no infinito

das folhas de F.

Desde que Fé R-coberta, entdo intuimos que A é o cilindro S' x R. O
primer passo é definir uma topologia em A de modo que este seja homeo-
morfo ao cilindro. .

Notagao: Dado x € M, F(x) denota a folha de F contendo x.

Cada raio geodésico em F(x) comegando em x define um tinico ponto ideal
em S! (F(x)) dando um homeomorfismo entre o fibrado tangente unitario de
F(x) em x e S]_(F(x)). Seja Ti.F o fibrado tangente unitdrio de F. Dado
qualquer B C M , seja ]?B a unido de folhas de F que intersectam B e

Ag = J sk
)\6.%}3
Isto ¢ particularmente ttil se B = p é uma transversal a F ._Com esta

notagdo denotamos por T1F |, o fibrado tangente unitario a F restrito a
transversal w. Definimos agora de um jeito natural a seguinte aplicacao

nH:Tﬂ?IH% An
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como segue. Para v € T, F com x € F, existe um tnico raio geodésico y,, em
F partindo de x e em direcao a v. Este raio define um tnico ponto 7y (v). A
restricao de 7y, a Ty para qualquer x € p é obviamente um homeomorfismo.
Claramente 7, ¢ uma bijecao, entao definimos uma topologia em A como
sendo a requerida para fazer 7r, um homeomorfismo para cada transversal

LL.

Proposicao 3.1. A topologia sobre A definida pelas aplicacoes T, € bem
definida. Com respeito a esta topologia, A é homeomorfo a S'xR. A unido
MU A tem uma topologia natural fazendo-a homeomorfo a D? x R, onde
D2 ¢ o disco fechado unitdrio e D? x {t} coresponde & unido FU S;o(F) para

F uma folha de F.

Demonstragao. Temos que provar a boa definicao desta topologia em A,
isto é temos que mostrar: dado outra transversal A a F tal que sua projecao
em H ¢é a mesma que W, entao a colegao de abertos definidas em A, = Aj é
a mesma. Agora como ambas as topoldgicas sao 1l-enumeraveis entao basta
considerar o comportamento das sequéncias. Consideremos a sequéncia yj,
i € N convergindo a yo na topologia ¥,.. Entao y/s estao em S;O(Fi), para
folhas F/s unicamente definidas que estao em ﬁu(igual a .7?;\) Sejam

xi =F Ny, zi=FNA
Entao a sequéncia F; converge a Fy in H, Fo uma folha de ]?u- Também
Xi{—Xo em W, comXxpemFy e zi—2zp em A

Para cada 1 seja li, s; raios geodésicos em F; partindo de Xy, z; respectiva-
mente com ponto ideal y; em S (F;). Isto vem da identificacao dos fibrados
tangente unitarios a F em X{, Zi com S;O(Fi) respectivamente. Desde que a
sequéncia yi converge a Yo em T, entao as direcoes de l; em x; convergem
a diregao de lp em xo.

Note que yi converge para Yo em T se e somente se as direcoes de s;
em F; convergem a direcao de sg em Fy. Desde que x4 converge para xg e zi
converge para zg entao a distancia de x4 e z; é limitada na variedade, para
todo 1i, logo pelo lema 3.2 temos que dF, (x4, zi) é limitada por cima para todo
i. Em adi¢@o temos que os raios li, s; parai > 1 definem o mesmo ponto ideal
Yi em S;O(Fi). Assim, 1; e si sdo assintdticas em F;. Estes fatos implicam
que dado qualquer € > 0 existe um positivo ai(€) de modo que salvo um
comprimento inicial de ai(€) o restante dos raios li, s; estdo em uma e-
vizinhanca um da outra, em F;. O fato de que df, (xy,zi) é limitada implica
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que os ai(€) sao limitados. Com efeito, suponha o contrério, isto é, que os
ai(e) — oo quando i — oco. Agora pegamos Xi em lj, com df, (xi,%i) > ai(e)
logo passando a subsequéncia pode-se supor que X; converge e pelo fato que
os 1 convergem a ly temos que o limite X desta sequéncia fica em 1y logo

d(xi,Ri) < d(xi,x0) + d(xo,%0) + d(Xp,%1),

donde temos que d(xy, Xi) é limitada superiormente e pelo lema 3.2 é limitada
na folha, o que contradiz a hipdtese.

Portanto podemos pegar uma cota superior a(e) dos {ai(€)}ien. Entéo
exceto um segmento de comprimento a(e) o restante dos raios li, s; estdo
em uma e-vizinhanca um da outra, para qualquer i.

Considere qualquer subsequéncia s;, de modo que s;,_ converge no raio vg
em Fp ou equivalentemente que as direcoes de s;, em z;i_ converge a direcao
v em zg. Para simplificar a notagao assuma que é a sequéncia original s;. A
propriedade acima e o fato de que 1i, s; convergem a lg e Vo respectivamente
implica a seguinte afirmacao

Afirmacgao 3.2. Salvo um segmento inicial de comprimento a(e), o restante
dos raios lp e sgp estao em uma e-vizinhanga um do outro em Fy.

Precisamente, se w é um ponto de 1g tal que df, (xo, W) é maior que a(e),

entao
w = _lim wi; com wi€lp e dFi(Xi)Wi) > Cl(€),
1— 00

e pelo lema 3.2 temos que df, (xi,w;) é limitada superiormente. Pela pro-
priedade acima existem uj em s; com df (wji,ui) menor que €. Agora
temos que conseguir um u € vg tal que df,(w,u) seja menor ou igual a
€ e salvo subsequéncia podemos supor que os u; convergem. Como u; e z;
sdo sequéncias convergentes d(uy,zi) é limitada superiormente na variedade
entao pelo lema 3.2 tem-se que a df, (uy,zi) é limitada superiormente. Por
conseguinte o limite dos comprimentos dos segmentos de geodésicas unindo
zi e uy é limitado assim os uy convergem a um ponto u em vo. Logo df, (w,u)
é limitada superiormente por € e reciprocamente. Isto implica que lg e vo
tem sub-raios que estao em uma e-vizinhanca um do outro, segue-se da geo-
metria hiperbdlica, que eles sdo assintoticos em Fg. Isto significa que v
define o ponto ideal yg em S;o(Fo) portanto os raios vg e sg sao iguais. Isto
equivale a dizer que as direcoes de s; convergem a direcao de sg. Mas este
fato s6 é verdade para uma subsequéncia da seqiiencia original. Isto prova
que qualquer sequéncia convergente yi convergindo a yo em T, tem uma
subsequéncia a qual converge a yo em ¥ como querfamos provar. Assim
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provamos que a topologia em A, é bem definida. Agora podemos olhar A
como

A:U‘ALH

ieN

com pj intersectando mais e mais o espago das folhas de F. A topologia
definida em Ay, a faz homeomorfo no T1F],; que é homeomorfo a STx(0,1),
assim cada A, é homeomorfo no cilindro e assim .4 ¢ homeomorfo a STxR.
Similarmente pode-se definir uma topologia s6

U (FO) U SS (F(x))),

XEH

que o torna homeomorfo a D2 x (0,1), onde cada folha com seu circulo no

infinito corresponde a D?x{t}. Segue que MUA é naturalmente homeomorfo
aD?xR. O

Se g é uma translacao de recobrimento de M e L é uma folha de F ,
entdo g leva L em g(L) por uma isometria, logo ela manda geodésicas em
geodésicas, assim mesmo ela transporta o fibrado tangente unitirio a um
ponto x € L em outro fibrado tangente unitario no ponto g(x) € g(L) que
permite estender g a um homeomorfismo g, entre os circulos no infinito.
Isto produz uma bijecdo de A em si mesmo. A topologia definida em A, faz
desta extensao um homeomorfismo de A, que é chamado homeomorfismo de
recobrimento. Em certas situacoes fazemos um abuso da notagao e escreve-
mos g em lugar de goo. Com isto obtemos que 711(M) atua no circulo no
infinito.

Claramente A = S' x R tem uma folheacao por circulos, que sdo os
circulos no infinito das folhas. Isto é o que chamamos de folheacao ”hor-
izontal”’de A. Naturalmente temos que a folheagao horizontal é invariante
pela acdo de m(M). Em geral a acdo de m(M) sobre A = S' x R, nao
respeita a folheacao vertical dada por {x} x R. O principal objetivo do ca-
pitulo é produzir uma folheagao vertical de A que é associada & geometria
da folheacdo e que seja invariante pela acao de 11(M).

4 Construcao da folheacao vertical-caso uniforme

Proposicao 3.2. Seja F uma folheagao R-coberta uniforme com folhas
hiperbdlicas. Entdo quaisquer duas folhas B, F de F sdo quasi-isométricas.

31
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Demonstragao. Com efeito, fixamos E,F em Fe b7 > 0 de modo que a
distancia hausdorff entre E e F seja menor que by. Definamos uma aplicacao
©o:E—F:

©(x) =y paraalgumyem F com d(x,y)< by

A aplicacao ¢ nao estd bem definida, mas estd amplamente definida; pelo
lema 3.2 existe by de modo que se x € E e y, zem F com

d(x,y) <by, d(x,z) <bj, entdo dr(y,z)<by=1"(2bq)

Conclui-se que @ esta bem definida médulo um conjunto de diametro by em
F. Este é o significado amplamente definida. Agora queremos mostrar que
@ é uma quasi-isometria de E em F.

Para quaisquer x, y € E escolhamos um arco geodésico minimo vy de x
ay em E tendo comprimento aj e seja n o inteiro |a;] onde | | denota a
funcdo méaximo inteiro. Entao dg(x,y) é um numero no intervalo [n,n+1).
Divida 7y por pontos xo = X,X1,...,Xne] = Y, com dg(xi_1,%i) igual a 1
para qualquer 1 menor que n e dg(Xn, Xn41) menor que 1. Entao

d(@(xi-1),xi-1) + dxi—1,%1) + d(xi, @(xi-1))
b1+ 1+by=(2b;+1).

dle(xiz1),0(xq)) <
<

Seja b3 = f(2bg + 1) assim se w, z estdao na folha F e d(w,z) é menor que
2b1 + 1 entao df(,)(z,w) é menor que b3. Segue que

n+1
de(e(x), 0(u)) < > drle(xi), @(xi1))
i=1
< (m+1)b3
< (de(x,y) +1)b3 = de(x,y)bz + b3
Isto mostra um lado da desigualdade requerida para a quasi-isometria. Do

mesmo jeito existe uma aplicacio & de F em E com d(w, £(w)) menor que
by para todo w em F. Assim,

d(w, e&(w)) < d(w, E(w)) + d(E(w), pE(w)) < 2by

e portanto
dr(w, @&(w)) < by = f(2b1)
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3

para todo w € F. De forma similar pode-se mostrar que dg(x, E@(x)) é
menor que by para todo x em E. Dado x,y em E, sejaz = @(x) ew = @(y).
Os argumentos acima implicam que

de(&(z), E(w)) < badr(z, w) + b3.

Também

de(x,y) de(x, E@(x)) + de(&@(x), E@(y)) + de(Ee(y), y)

2bs + bzdr(@(x), @(y)) + bs,

donde

Tdelx,y) — (32 41) < dr(o(), oly)).
3 3

Pela observacdo 3.3 temos que by = f(2bq) < f(2b7; + 1) = b3 assim

2b,
—4+1<3
bs +1<

logo pegamos k = max{3, bz}, assim ¢ é uma k-quasi-isométrica. O

Teorema 3.2. (folheagao vertical-caso uniforme) Seja F uma folheagdo R-
coberta, uniforme com folhas hiperbdlicas. Entao dado quaisquer duas folhas
E, F de F, existe um homeomorfismo canénico entre S (E) e S) (F). Isto
nos da um circulo universal que € naturalmente homeomorfo a qualquer
circulo mo infinito. Eziste uma folhea¢do vertical em A que € transversal d
folheacao horizontal e é invariante pela acao de 1(M).

Demonstragdo. Existe uma breve demonstragao deste resulta em [Th3]. Pela
proposi¢ao anterior temos que para quaisquer duas folhas E, F em F existe
uma k—quasi-isometria (pE : E — F e tem-se mostrado que ela se estende a
um homeomorfismo cl)E : SJX,(E) — S;O(F).

Agora produzimos uma folheagéo vertical em A. Fixemos E em F. Para
qualquer y em S! (E) e qualquer F em J’E, entao q)E(y) é um ponto em S!_ (F).
Seja

Xy = U d)E(y)
FeF

Pelo que vimos acima o, intersecta qualquer circulo S} (F) em um sé ponto.
Agora mostremos que o, é uma curva continua em A. Seja 1 uma transver-
sal a F e x{ uma sequéncia em p convergindo a xo. Seja Fi = F(x;i) para
. F N
todo 1 > 0. Buscaremos mostrar que y; = ¢ (y) produz uma sequéncia
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convergindo a yo = d)EO (y) e isso bastara para mostrar que «, é continua.
Considere 1; o raio geodésico em F; iniciando em x; e com ponto ideal yj.
Por simplicidade assumimos que todos os Fi, com i maior que 1 estao no
intervalo (Fp,F1). Tal F; separa Fy de F1 em M. A distancia de hausdorff
é mondtona crescente: se [F, G] é um subconjunto de [L,H] em H, entdo
dn(F, G) é menor ou igual que dy(L, H). Portanto

dn(Fo,Fy) ¢ limitado superiormente por dy(Fo, F1)

para todoi > 0. Agora, para cada i temos que (p]F:S é uma ki-quasi-isometria;
lembrando a demonstracao da proposicao anterior, a constante ki sé depen-
dia da distancia de Hausdorff e além disso pela observacao 3.3 tem-se que
ki < ki, assim todas as (pg sao quasi-isometrias uniformes: elas sao todas
k-quasi-isometrias para um k fixo. As imagens (p& (1) sdo quasi-geodésicas
em F; com ponto ideal yj.
Afirmacao 3.3. As imagens (pg (1p) estao a uma distancia uniformemente
limitada de 1; em F;.

Note primeiramente que pelo lema 2.7 existe uma geodésica «; partindo
de z; = (pEg (xg) e com ponto ideal y; e uma funcio t(k) tal que

dul@f (lo), o) < T(k) + 1 (1)

por outro lado temos que, x; converge a Xo, assim a d(xi,xp) é limitada
superiormente e portanto

d(xi,zi) < dlxq,%0) + d(xo,2i)
= d(xi,x0) + d(x0, 9 (x0))
< d(xi,%0) + dn(Fo, F1),

o que implica, pelo lema3.2 que df, (xi,z;) é limitada superiormente por k’,
para qualquer i > 1. Este fato implica que os l; estao a uma distancia
uniforme de (pg (lp) em Fy, isto é dH((pE) (19), 1) é uniformemente limitada.
Com efeito, pegamos um w € li, 0 nosso objetivo é encontrar um qo €
(pg(lo) que esteja a uma distancia limitada(ndo dependente de i) de w.
Seja, proj«, : Fi — o, denota a fungao projecao no ponto mais préximo de
a4, entao temos que

dr, (W, proj«, (W)) < df, (x4, zi)

Agora como proju (W) € &4 entdo por (1), existe um q € lp, tal que
d((pg(q),proj‘xi(w)) < 1(k) + 1, logo pelo lema 3.2 temos que

dr, (7! (q), projy, (w)) < f(t(k) + 1)



Secdo 4 CONSTRUGCAO DA FOLHEACAO VERTICAL-CASO UNIFORME 35

portanto

< df, (w,projy (w)) + df, (projy, (w), (PE)(CI))
< flr(k) + 1) + dF (xi, z1)

< f(t(k)+1)+ k' =by.

dr, (W, @} (q))

Agora se pegamos w’ € (p]F:;(lo) a prova de que existe um W € 1 tal que
dr, (W', W) é limitada superiormente e esta cota nao depende de i, é a mesma.
Assim, temos provada a afirmacéao.

Queremos mostrar que a menos de passo a uma subsequéncia que a sequéncia
l; converge a lp. Suponha que nao, isto é 1y — vg # lo.

Afirmacao 3.4. dy(li, o) é limitado superiormente por ap para alguma
constante globalmente definida ay.

Com efeito, temos que a distancia de Hausdorff é calculada em M. Agora
pegamos um w € l;. Pela afirmagao 3.3 temos que existe um wy € (p%) (lo)

tal que d(w,w1) < df, (w,w1) < by, como wy pertencem a (pg(lo) existe

um wy € lg tal que (pg (w2) = wy assim temos que

diw,wz) < d(w, @f (w2)) + d(@f (w2), w2)

<
< d(w,wi) + dn(Fo, F1)
< by + du(Fo, F1) = ao.

Note que esta desigualdade ndao depende de i, o outro sentido da definicao
(distancia de Hausdorff') também é verdade assim temos a prova da afirmagao.
Assim, temos que dy(vo, lo) é limitada superiormente por ag e pelo lema3.2
temos que df,(vo, lo) ¢ limitada, contradizendo o fato de que, ao serem dis-
tintas con o mesmo ponto inicial, elas divergem exponencialmente em Fy.
Portanto 1; converge a 1.

Assim, oy é uma curva continua em A. Considere a colegdo de {xy} donde
y é qualquer em S!_ (E). Para qualquer ponto z de A, z estd em S]_(F) para
algum F de Fez= d)E(y) para um tnico y em S}_(E). Equivalentemente

z=0yN SlO(F(z)) e assim A= U oy
yeSk (E)

Além disso, o conjunto {xy} com y em S).(E) sdo disjuntos para distintos
y. Desde que elas sao curvas continuas elas produzem uma trivializacao de
A = STXR. Desde que as translacoes de recobrimento preservam distancias e
relacOes entre distancias isto implica que esté folheacgao de A é invariante por
translagoes de recobrimento, produzindo uma folheacdo vertical em A. [



4

Direcoes de Contracao

Definigao 4.1. Seja x um ponto da folha L de Fe seja {y(t),t € [0, +00)}
um raio geodésico em L comecando no ponto x e com vetor tangente v em
x. Seja p em S! (L) o ponto ideal de y. Entdo y(ou v) é uma_dire¢do de
contracdo se acontece o seguinte: existe uma transversal p a F contendo
x(pode ser como um ponto final ou como um ponto interior) de modo que
qualquer folha E de F que intersecta p a distancia d(E,y(t)) converge a
0 quando t — oo. Em outras palavras a holonomia no longo de y(ou na
diregdo de v) contrai uma vizinhanga de folhas perto de L. Similarmente
pode-se definir direcdo de contragao em F.

Observagao 4.1. A direcao de contracao é uma propriedade do ponto p
em S;o(L) e é independente do ponto inicial e do raio geodésico definindo
em p. Isto acontece pois todo tais raios sao assintéticos, assim um pacote de
folhas é contraido ao mesmo tempo independente do ponto inicial ou raio.

Lema 4.1. Seja x em L com uma diregao de contragao dada por um raio
geodésico {I(t)} e W a transversal a F contraida na direcao dey. Para qual-
quer B de F intersectando W, a dire¢do de contracao 'y define um ponto ideal
C(E) de E e qualquer raio geodésico de E com ponto ideal C(E) € contraida
a L. Em adicao para qualquer F em F existe no mdximo uma direcao em F
que contrai-se na direcdo dey.

Demonstragao. Fixemos um campo de linhas em F e levantemos a F. Seja
E em F intersectando u. Para qualquer positivo ag existe um positivo tg
de modo que d(y(t),E) é menor de que ap para t muito maior que tg. Se
ap é pequeno, o transladado de y(t) para t muito maior que to para E no
longo da folheagao transversal é definido para todo tempo (pois elas estao
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muito perto) e é uma curva com curvatura geodésica muito pequena em E.
Assim, o transladado é uma quasi-geodésica em E [Th3] e entdo ela define
um ponto ideal em S!_ (E) que é denotado por ¢(E). Também para ao cada
vez menor os transladados tem curvatura geodésica cada vez menor e assim
ela se aproxima mais de mais de uma geodésica. Assim o raio geodésico em
E com ponto ideal {(E) é assintdtico com o raio inicial y em L.

Finalmente suponha se existe F em F com duas diregoes contraindo-se
para vy, entao existem raios geodésicos 11, T2 em F que sao assintoticos a y.
Portanto eles sao assintéticos um ao outro. Mas como F é sem componente
de Reeb, nao existe uma transversal fechada em F. Isto implica que quando
T1 e T2 sao proximas em M eles tem que estar na mesma carta local de F.
Isto implica que 17, T3 s@o assintéticas em F. Portanto elas definem a mesma
direcao em F. O

Diregoes de contragao em F definem marcadores no cilindro no infinito:

Definicao 4.2. Seja L em F com uma direcao de contragdo dada pelo
raio geodésico y que contrai um segmento transversal . Para qualquer E
intersectando p seja ((E) o tnico ponto ideal definido no lema prévio. O
conjunto de {{(E)} com E intersectando p é um subconjunto de A que define
um marcador em A associado ao par (y, u). Para qualquer E intersectando p
dizemos que existe um marcador entre S;O (L) e Sc]>O (E) ou equivalentemente
uma direcao de contracao entre L e E. Algumas vezes abusamos da notagao
e dizemos que isto produz um marcador entre L e E. Denotamos por (
marcador.
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Observagao 4.2. Se F nao é uma folheacao R-coberta com folhas hiperbdlicas

nao existe um cilindro global no infinito. Entretanto a uniao dos circulos
no infinito associados a uma transversal a F ainda é um cilindro e pode-se
definir marcadores associados a intervalos de folhas no espago das folhas.

Agora damos algumas propriedades necessérias dos marcadores. Se ( ¢
um marcador e E um folha em F, seja ((E) a interseccdo de C e S;O(E) que
é no maximo um ponto.

Lema 4.2. Se «, 3 sdo marcadores em A que se intersectam, entao a in-
terse¢ao nao € transversal. Isto é: Para qualquer E em F com o(E), B(E)
ndo vazio, entdo x(E) = B(E).

Demonstragdao. Sejam «, 3 marcadores que se intersectam em um ponto p e
seja E em F com o(E), B(E) ambos nao vazios. Existe L em F com p igual
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a (L) e B(L). Seja r um raio geodésico em L com ponto ideal p. Sejam
T1,T2 raios geodésicos em E com ponto ideal «(E),B(E) respectivamente.

Como p,x(E) estdo em « entdo T e 17 s@o assintéticos (em Mv) Simi-
larmente T e 15 s&o assintéticos, assim 11 e T2 sao assintéticos. Pelo lema 4.1
isto implica que 17 e T2 s&0 assintéticos em E. Em outras palavras «(E), f(E)
sao iguais. [

Lema 4.3. Os marcadores sao curvas continuas em A.

Demonstragdo. Considere uma direcao de contragdo em uma folha F de F
definida por un raio geodésico vy = {y(t),tem[0,00)} e ponto ideal p em
Sgo(F). Existe um pacote de folhas préximas a F que se contrai para F na
direcao de y. Para qualquer positivo € o pacote todo estd € préximo de
v(t) para qualquer t maior que tg para algum to > 0, dependendo s6 de €.
Desde que o restante é um segmento inicial compacto y([0, tg]), se o pacote
é reduzido, o raio todo estd € préximo de qualquer folha no pacote.

Assim pode-se mover a curva toda y em folhas proximas usando a fol-
heacao transversal. Estas curvas tem curvatura geodésica arbitrariamente
pequena, a qual converge a 0 quando € vai para 0. Assim a curva fica mais
e mais proxima de uma verdadeira geodésica e seus pontos ideais estao mais
e mais determinados pelas direcoes iniciais. Mas as direcoes iniciais do seg-
mento inicial convergem & direcdo de y em y(0) e de modo que os pontos
ideais das curvas levantadas nas folhas proximas convergem ao ponto ideal
P e como p é arbitrario isto completa a prova.

A prova mostra que os marcadores definidos por un arco transversal é uma
imagem homeomorfica de n em A que é transversal a folheagao horizontal
em A. O
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Folheacao Nao-Uniforme

1 Introducao

Agora consideraremos o caso das folheagoes R-cobertas nao-uniformes. Temos
um resultado, que no caso de folheacoes R—cobertas, a existéncia de uma
folha compacta implica que a folheacao é uniforme:

Lema 5.1. (folha compacta) Se F é uma R-coberta folheagio em M3,
fechada e ndo finitamente recoberta por S? x S, entio F € taut. Ademais
se F tem uma folha compacta R, entao F € uniforme.

A hipétese de M3 néo ser finitamente recoberta por $% x S' é necessério:
cole duas componentes de Reeb pelo bordo de maneira a obter S? x S!
com uma folheagdo R—coberta mais nao taut. Quando nao existem folhas
compactas pode-se reduzir ao caso minimal:

Proposicao 5.1. (caso minimal) Suponha que F € R-coberta, nao tem folha
compacta e nao € minimal. Entdao pose-se collapsar F a uma folheacdo
manimal: Eziste uma folheacao F' que é minimal o qual € obtida de F
colapsando de no mdzrimo uma quantidade enumerdvel de I-bundles de F a
simples folha.

Uma prova destes fatos pode ser encontrada em [Fe]. Uma vez mais, o
nosso objetivo é produzir uma folheacao vertical em A. O lema 5.1 mostra
que F nao tem folha compacta e pela proposi¢ao 5.1 pode-se supor que F é
minimal. Assim:

As hipéteses para o resto da segao. F é uma folheacdo minimal, R-
coberta, nao-uniforme com folhas hiperbdlicas.
As primeiras consequéncias das hipdteses sao os seguintes lemas:
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Lema 5.2. Seja F uma folheagio minimal de codimensao um e classe
C"(r > 2) de uma variedade de dimensao 3. Para qualquer A € F o conjunto
{(N) /v € T(M)} € denso em H.

Demonstragao. Seja U C 'H uma aberto, entao existem folhas E, F € F tal
que (E,F) C U e pegamos z € M entre de E e F entao existem vizinhancas
folheadas U, V de z e 7t(z) respectivamente tal que 7 |[y: U — V é um
difeomorfismo. Agora reduzindo a vizinhangas pode-se supor que U estéd
entre E e F, logo desde que F é minimal temos que t(A) NV # (), assim no
recobrimento universal temos que existe g € 71(M) tal que g(A) N U # 0,
portanto temos que g(A) € U o que mostra o lema. ]

Defini¢ao 5.1. Dado um espaco métrico (X, d), e um subconjunto Y de X,
dizemos que Y é e—net para X, se para qualquer x € X existe um y € Y tal
que d(x,y) < €.

Lema 5.3. Se F € uma folheacao taut de M tal que qualquer folha é densa,
entao para qualquer € > 0 existe um R > 0 tal que para qualquer p € M e
folha A contendo p, o disco de raio R em A com centro em p € €-net para

M.

Demonstracao. O fato de que qualquer folha de F é densa implica que um tal
R(p) existe para qualquer p € M. Seja € > 0 e Ry = max{R(p), f(3e+R(p))}
donde f é definida como no lema 3.2. Considere a bola B com centro em p
e raio € em M

Afirmacgao 5.1. Para qualquer q € B a bola com centro em ¢ e raio Ry em
F(q) é e—net para M.

Com efeito, pegamos um q € B e um x € M quaisquer, entao existe z
na bola centrada em p e raio R(p), na folha F(p) tal que

dlzx) <e e d(zp) < drp(z,p) < R(p).
Agora existe z’ em F(q) tal que d(z’,x) < € logo
d(z',q) < d(z',x)+d(x,2) +d(z,p) +d(p,q)
< 3e+R(p).
Assim, pelo lema 3.2 temos que

dr(q)(2',a) < f(3e +R(p))

0 que conclui a afirmacao. Agora como a variedade é compacta pode-se
encontrar um R suficientemente grande tal que a propriedade se verifica
para qualquer p € M. O
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Observagao 5.1. Com as hipéteses acima, pode-se mostrar do mesmo jeito
o seguinte fato, dada uma transversal u em M, existe um R tal que para
qualquer ponto p € M e folha A contendo p, o disco de raio R em A com
centro em p contém pontos na transversal, que estao a uma distancia menor
que € do ponto médio da transversal.

2 Propriedades das folheacoes nao-uniformes

Fixemos uma orientacao em H.

Lema 5.4. Qualquer duas folhas de F ndo estdo a uma distancia limitada
uma da outra.

Demonstracao. Suponha que existem folhas E,F de F que estao a uma
distancia limitada um da outra. Seja J é o intervalo [E, F] de H e considere a
uniao de J com todos seus transladados pelas translacoes de recobrimento.
Pegamos a componente C contendo J. Suponhamos primeiro que C é um
intervalo limitado em H. Entao o transladado de C é ou C mesmo ou dis-
junto de C. Segue-se que o fecho C de C em H ¢ invariante. Mais entao as
folhas de F correspondentes aos transladado de 9C projetam-se num con-
junto fechado nao trivial de F em M. Isto nao é possivel pelas hipéteses.
Se C nao é limitada inferiormente em H, ele tem que ser invariante pela acao
de 711(M) e assim ele também nao é, digamos limitado superiormente, logo
C é igual a 'H, mas como a distdncia de Hausdorff é monétona crescente,
isto implica que quaisquer duas folhas estao a uma distancia limitada uma
da outra, ou seja que F ¢é uniforme contradizendo o suposto. Isto termina a
prova. O

Proposicao 5.2. (Compressao do recobrimento unwersal e diregoes de con-
tra¢ao) Dadas folhas arbitrdrias distintas &, F de F e B um congunto limi-
tado, existe uma translacao de recobrimento de B contida entre E e F. Como
consequéncia existe pelo menos uma direcao de contrag¢do em E e F.

Demonstragdao. Por hipétese dy(E, F) é infinito. Pode-se assumir sem perda
de generalidade que F é transversalmente orientavel, F estd na frente de E
e escolhamos

pi € E com d(pi, F) convergindo no infinito.

Seja B um conjunto limitado em M. Procuramos um transladado h(B) de
B de modo que h(B) esteja na frente de E e atras de F, isto é entre E e F.
Escolhamos translagdes de recobrimento gi, com gi(pi) convergindo a py,
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isto é possivel pela observacdo 3.2, e assim gi(E) convergindo a Eq contendo
Po. Seja L folha de F muito proxima de Ej.

Afirmamos que pode-se encontrar uma translacao de recobrimento h(B) con-
tida na frente de L. Com efeito, suponha que todo translado de B intersecta
L, isto implica que todo transladado de L intersecta B o que contradiz o
lema 5.2. Agora, se algum transladado h(B) estd atras de L, entao como B é
limitado sua projecao em H é limitada assim pelo lema 3.3 temos que existe
um transladado B(L), tal que h(B) estd na frente de B(L), assim p~'(h(B))
estd no frente de L, o que prova a afirmacao.

Como os gi(E) convergem a Ey, entdo para i suficientemente grande, L esta
na frente de gi(E) e assim também h(B). Entao

d(gi(pi), gi(F)) — oo, mas d(gi(pi), h(B)) é limitada.

Segue que gi(F) nao intersecta h(B) e nédo separa h(B) de gi(E) para i
suficientemente grande. Desde que F é R-coberta isto implica que h(B) estd
no frente de gi(E) e atrds de gi(F), isto é entre gi(F) e gi(E). Assim, g;]h(B)
esta entre E e F. Isto monstra a primeira parte da proposicao, a compressao
do recobrimento universal. Pegamos B intersectando E, F e escolhemos g(B)

=d

Figura 5.1: Contragao no recobrimento universal.

entre E e F, como no desenho. Isto implica que g(E), g(F) estao entre E e F
e assim

g([E,F]) C (E,F)

3

observe que g: [E,F] — [E,F] é um homeomorfismo que é uma contracao
assim existe um Fp em (E,F) ponto fixo de g, isto é g(Fp) é igual a Fy
e também g¢'(F) convergindo a Fy quando i converge no infinito. Assim
existe uma geodésica y em Fy com ¢(y) = v que tem holonomia contratil
em um lado, isto é g contrai o intervalo [Fo, F] a Fy, quando i converge no

)

infinito. Agora pegamos duas folhas U,V de F e um conjunto D limitado que
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\

Figura 5.2: Produz uma direcao de contragao na folha.

intersecta as folhas U, V,F e Fy logo pelo feito acima existe um o« € 711(M)
tal que (D) estd entre F e Fp, assim o aplicard o intervalo [U, V] de H no
interior de [Fo, F]. Desde que Fy tem uma direcao de contracdo isto produz
uma diregdo de contracdo entre quaisquer duas folhas em [Fg, F]. Voltando
pelo transladado inverso, isto produz uma direcao de contracao entre U e
V. Isto termina a prova da proposicao. ]

Lema 5.5. Eziste pelo menos duas dire¢oes de contragao entre quaisquer
duas folhas E,F € F.

Demonstragdao. Suponha que existam folhas Eo, Fg em F com s6 uma diregao
de contragao entre elas. Para quaisquer E, F em F pela proposicao anterior,
pode-se aplicar [Ep, Fo] no interior de [E, F], assim s6 existe uma dire¢ao de
contracdo entre [E,F]. Escolhamos Ei, F; de F com E;, F; escapando para
os infinitos opostos de H e os pacote [Ej, Fi] crescente. Segue-se que existe
uma curva vertical x em A que contém todos os marcadores. Para qualquer
folha F seja of a interseccao de « e F. Lembrando que as translacoes de
recobrimento preservam os marcadores, entao « é invariante pela acao de
711(M), isto é as translagoes de recobrimento enviam & em si mesmo.

Dado uma translacao de recobrimento g que nao age livremente em H, isto
é existe uma folha F com g(F) = F, entao existe uma geodésica axial 1 em
F invariante por g. Como g(af) = af, entdo aF é um ponto fixo de g e
portanto um dos pontos ideais de L. Seja agora f qualquer outra translagao
de recobrimento, com f(F) distinto de F. Entao

(fof N)(f(F) = f(F) e (fgf ")(f(1) = f(1)

assim f(1) tem ponto ideal ot¢(r). Isto implica que 1 e f(l) sdo assintéticas em

M, agora como ¢(1) = 1 entdo ela projeta-se em uma curva fechada em M e
assim existe uma distdncia minima entre 1 e (1), que é uma contradi¢do com
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o fato que elas sdo assintoticas. Assim conclui-se que existem pelo menos
duas marcadores entre quaisquer duas folhas. O

Proposigao 5.3. Dado F em ,7?, Y um conjunto aberto em S;o(F), e A
qualquer componente conexa de A — SAO(F), existe um marcador com um
ponto final em Y e contido no fecho de A.

Demonstragcdo. Isto monstra que existem marcadores em ambos os lados de
Y em A. Suponha que o resultado nao é verdade. Sejam

- F uma folha de f, Y um subconjunto em S;O(F);

- A uma componente de A—Sgo (F), de modo que néo existe um marcador
em A com ponto final em Y e contida no fecho de A.

Escolhemos pontos p; em F convergindo a p em Y. Fixamos uma pequena
transversal u a F, sejam E, L folhas passando pelos pontos finais de .
Desde que F é minimal e pela observagao 5.1, existe uma constante positiva
ao de modo que qualquer ponto em uma folha de F estd ap—proximo (nesta
folha) de um outro ponto muito préximo do centro de 7t(p). Agora levantado
a M, existem i em F com dg(pi, qi) menor que ap e transformacoes de
recobrimento g; tais que gi(qi) € 1 e que estdo préximos do centro de .
Agora salvo passar a uma subsequéncia,

gi(gqi) convergea qop €W, (o€ Fo€ F.

Note que em FU S;o(F), 0s (i também convergem a p € Y, assim a medida
visual de Y(em S} (F)) medida desde q; é 8;, com 8; convergindo a 27.
Portanto, a medida visual de gi(Y) medida desde gi(q;) em S} (gi(F)) é 8
também, isto pois a restricao de g; a folha F, é uma isometria e portanto ela
é conforme.

Pelo lema 5.5 existem pelo menos duas marcadores

C1, ¢2 de S (E)asSl(L).

Use a parametrizacao dos circulos no infinito entre E e L dada por T1_7? |y
Os marcadores (1, (> intersectam S;o(Fo) em angulos 87 e 0, medidos por
esta identificagao.

Desde que os marcadores sao curvas disjuntas e continuas, existe uma cons-
tante positiva a; de modo que qualquer G em F intersectando W os mar-
cadores (1, (7 definem direcoes em G que estao separados de pelo menos
um angulo aj, como medidas em T F | (GNu). Mas gi(F) converge a Fy
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quando i converge no infinito e os marcadores em um lado de S! (gi(F))
estao obrigados(por hipéteses) a ter um ponto final em S;o(gi(F)) —gi(Y).
Este conjunto tem medida visual menor que 21— 0; que converge a zero com
1. Assim,

0<a; <2m—0;

quando i converge no infinito, isto nos da uma contradicdo. Isto mostra a
densidade local dos marcadores. ]

Os marcadores sao introduzidos por Thurston em [Th7]: Ele mostrou
que os marcadores sao (localmente) densos em A(Também no caso nao-
R—coberta). Vamos mostrar um fato mais forte em nosso meio: Existe um
conjunto denso de diregoes de contracao entre quaisquer duas folhas de F.
Os marcadores serdo o esqueleto da folheacgao vertical em A. E fundamental
para todo a andlise que os marcadores sejam curvas continuas em A.

Lema 5.6. Seja L uma folha de FeZum subconjunto fechado de S} (L).
Para qualquer vizinhanca aberta N de Z em A, existem vizinhancas V de L
em H definidos por uma transversal i a F (.7?H =V)eWdeZ em A, de
modo que qualquer marcador ( que intersecta W entdo sua intersecao com
Ay estd contida em N.

Demonstragao. Se o lema nao é verdade, existe
1. Uma folha L em F;
2. um subconjunto fechado Z de S} (L), e

3. uma vizinhanga aberta N de Z em A satisfazendo : existem vizin-
hangas decrescentes Vi de L em H (isto é (Vi = L) definidas por
transversais pi(]?“i = Vj), existem vizinhangas abertas decrescentes
Wi de Z em A(isto é [YW; = Z) e marcadores (; com

GNW;#0 mas (NAy €N.

Observe que ao supor o lema falso, 1, 2, e 3 nos diz que pode acontecer
de uma sequéncia de marcadores (/s se aproximaram de arcos horizontais.
Assim, o que lema mostra é exatamente que tal situacdo nao acontece. Es-
colhamos pontos x; na intersecao de Wi e ;. Como os W; decrescem a Z
pode-se supor, salvo passara uma subsequéncia, que os xi convergem a Xg
em Z. Existem

Yi € i com yi< A, mas eles nao pertencem a N.
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Desde que os A, decrescem a S) (L), pode-se escolher uma outra sub-
sequéncia de modo que y; converge a Yo, um ponto em S;O (L). Mais y; nao
estd em N, isto pois N é um conjunto aberto, assim yg nao estd em Z assim
X0 € Yo sao distintos. Por simplicidade assumamos que y; s@o pontos em
S;O(Fi), com F; acima de L e s6 consideramos a parte dos marcadores sobre
o correspondente lado de S!_ (L) em A.

Desde que os marcadores sdo curvas continuas em 4, entao salvo outra sub-
sequéncia os marcadores tem um limite em no menos um dos segmentos
definidos por xg e yo. Seja B este segmento. Se B tem um marcador ( sobre
este lado de S;o (L) em A, entdo como os (; convergem sobre B, segue-se que
(i tem que intersecta-se com ( para i suficientemente grande, agora pelo
lema 4.2 tem-se que cada um dos i, (i e { sao parte de um possivelmente
maior marcador (’. Assim, para 1 suficientemente grande temos que x; estd
em (' e portanto

{xo} =C'NSL(L) CN,

assim também para estes i’s, tem-se que a intersecdo de (' e A, ¢ igual a
intersecgao de i e Ay,. Agora o marcador ¢’ é uma curva continua em A,
transversal a folheacao horizontal, assim para i suficientemente grande,

¢'NAy CN  que implica ¢GNAy, CN

que contradiz a hipdtese. Agora, a outra opgao de que nao existe nenhum
marcador naquele lado de S!_ (L) com ponto final em B, é descartado pela
lema prévio. O
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O seguinte lema diz que se uma sequéncia de marcadores convergem a
um ponto em um marcador (, entao os marcadores todo convergem a (.
Este fato serd necessario para o andlise da densidade global dos marcadores.

Lema 5.7. Seja S,S’ folhas de Fe Gy com i1 > 0 uma sequéncia de mar-
cadores de S} (S) a S](S"). Se a intersecdio ai de (i e S} (S) converge a ag
com i, entdo os (i convergem a (o em A, isto é, para qualquer Z em [S,S’],
a intersecdo by de (i e S;O(Z) converge a by, a intersecao de (o e S;o(Z).

Demonstracdo. Suponha que exista Z como acima de modo que bj nao con-
verja a bg. Por simplicidade suponha que a sequéncia a; para i maior que
0 esteja aninhada (com i) em S! (S). A intersecgdo nio transversal dos
marcadores implica que os bj estao aninhados em SAO(Z). Seja r um raio
geodésico em S com ponto ideal ag e seja v um raio geodésico em Z com
ponto ideal bp. Seja pj uma sequéncia em T convergindo a ag. Lembrando
que ap e by pertencem a (o, entao existem q; € v com d(pj, qj) convergindo
a zero, desde que ag define uma direcao contratil de S a Z. Para cada posi-
tivo j seja 1ji(respectivamente vji) o raio em S comecando em pj e com
ponto ideal aj(respectivamente em Z comecando em gj e com ponto ideal
bj). Para cada j tem-se a identificagdo de S (S) com o fibrado tangente
unitdrio em pj, assim desde que os ai convergem para ap, eles tém suas
respectivas diregoes no fibrado tangente unitario convergindo para & direcao
definida pelo ponto ideal ag, logo pode-se escolher um i(j) suficientemente
grande de modo que o angulo orientado em S em pj de r a 7j;5), € 05 e
0; converge para zero. Orientado significa ser medido de r a 7 ;5), no lado
onde os Tj(j) acumulam-se em T(quando i cresce). Por outro lado os b
nao convergem a by, entdo visto de qo, o angulo visual(a;) do segmento
em S;o(Z), de bo a by;), nao converge para zero. Segue-se que o angulo
orientado [3; em ¢; entre os raios

Vo€ Vi)
nao converge a zero, isto pois a area definida pelo tridngulo com vertices qo,

bo e b; i) ¢ maior que a area do triangulo de vertices gj, bo e bj 5(;), observe
a figura. Agora, usando a formula de Gauss-Bonnet temos que

mT—o5>m—fB; entdo oy < B
COMO ®4 NAO convergem para zero, assim também os 3; nao vao para zero(de

fato eles vao para 7). Agora escolhamos translagdes de recobrimento fj de
modo que f;(pj) convergem a um ponto pp. Assim, temos que

d(fj(a;),po) < d(fj(ay), fj(p;)) + d(f;(p;), Po)
= d(qj,p;) + d(fj(p;), Po),

47
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assim fj(q;) convergem também para po. Em f;(p;) o angulo entre

fi(r) e f5(rja5)
converge a 0, mas em d; o angulo entre fj(v) e fj(v; ;5)) nao converge a zero.
Isto mostra que no menos um dos marcadores fj((o) ou fj(;;3)) move uma

quantidade fixa em deslocamento vertical arbitrariamente pequeno. Para j
suficientemente grande, isto contradiz o lema 5.6. Isto finaliza a prova. [

3 Curvas invariantes

Definicao 5.2. Uma curva invariante em A é uma curva mergulhada in-
tersectando cada circulo no infinito exatamente uma vez e é invariante pela
acdo de 7r1(M). Uma curva invariante que é limite de marcadores cada vez
maiores é chamada de curva limite invariante.

Estas curvas nos ajudarao a mostrar que o conjunto de diregoes de con-
tracao entre quaisquer duas folhas é denso. A idéia é supor que o conjunto
de direcGes de contracao entre duas folhas nao é denso e entao construir
uma curva limite invariante £ em A. Pode-se mostrar que as folhas sao
assintéticas fora da curva invariante - Isto é toda direcao, com excecao de
uma, sao de contracdo. Assim, em qualquer caso tem-se um conjunto denso
de diregbes de contragdo. A estratégia aqui é analisar primeiro as curvas
limites invariante em detalhes nos seguintes lemas e proposicao.

Lema 5.8. Qualquer curva invariante limite £ ndo tem pontos associados
a direcoes de contracdo de F.

Demonstragcao. Suponha que a curva limite invariante £ tem um ponto g
associado a uma direcao de contracao. Entao existe um marcador (p pas-
sando por . Por hipdtese existem marcadores (; que convergem ponto a
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ponto a L. Pelo lema 5.7 esses marcadores convergem ponto a ponto a (o
nos circulos no infinito que (g intersecta. Isto mostra que £ contém o mar-
cador (o, isto é L coincide com (g localmente. Pode-se aplicar qualquer
intervalo [U, U’] de H dentro de este pequeno segmento pela acao de algum
g € (M) e pelo fato de que a curva é invariante pela acio de 711(M), temos
que g([U, U] NL) C LN . Assim, como g~ preserva marcadores temos
que [U,U'] N £ é um marcador, entao a curva toda é um marcador. Assim
isto é uma contradicao pelo feito na demonstragao do lema 5.5. O

Agora usamos a distancia pelo fluxo transversal entre pontos e folhas:
Fixamos uma campo de linhas transversal a 7 gerando uma folheagao T com
levantamento T a M. Dado G em F e z em M, considero o fluxo transversal
T, passando por z. Como F é sem componente de Reeb T, pode intersectar
G no méximo uma vez. Se ela ndo intersecta, seja d(z,G) infinito. Caso
contrario, d.(z,G) é o comprimento do segmento de T, de z & intersecgao
com G. Se £ é uma curva limite invariante em A e L uma folha de F seja
L1 a interseccao de S;O(L) e L.

Lema 5.9. Seja £ uma curva limite invariante. Dado L em F e um lado de
L em M, existe G de F nesse lado de modo que: Para qualquer semiplano
H de L que nao tem limite sobre Ly (o infinito de H ndo intersecta L) e
qualquer sequéncia de pontos z; escapando em H tem o limsup de d(zi, G)
limitado superiormente(dependendo somente de H e G).

Demonstracdo. Faremos a prova para G acima de L, a mesma prova aplica-
se para G abaixo de L.

Aproximadamente o idéia da prova é a seguinte: se existe U em S;o(L)
distinto de £1 de modo que d. explode préximo de u, entao se pode aplicar
qualquer segmento transversal a um segmento ”préximo de u”. Isto produz
translagoes de recobrimento com folhas invariantes em Fe pontos fixos
contrateis em L- contradizendo o lema prévio.

Suponha que o lema ¢ falso. Seja Gj uma sequéncia em F convergindo a L.
Existe um semi-plano H em L tal que dado i existe uma sequéncia z;; em
H com d+(zij, Gi) maior que j e z;; escapa em H(com j crescente). Usando
subsequéncias achamos

zi€H com di(zi,Gi)>1 e zi—ue Slo(l_), u distinto de L.

Fixemos v em L. Denote 1, por & e &; os subsegmentos de « entre L e Gy,
cujo comprimento converge para zero.
Por outro lado temos os seguintes fatos:
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Fato 1: Desde que F é minimal qualquer folha é densa. Assim pela ob-
servacao 5.1 dado um positivo ag existe um positivo a; de modo que se
é um segmento da folheacdo T de comprimento maior que ap, w um ponto
qualquer em M e W a folha de F contendo w entao verifica-se que: W
intersecta B em um ponto w’ que estd ap/4—proximo do ponto médio de
B(no comprimento de B pelo fluxo) e w’ estd no maximo a uma distancia
aj de w medida como distancia em W.

Fato 2: Também existe um a; suficientemente pequeno, de modo que para
qualquer segmento B’ de T de comprimento menor que a,, entdo se ele
é movido pela holonomia de modo que seu ponto inicial é movido a uma
distancia menor que a; em sua folha (de F), entdo o segmento final de T
tem comprimento limitado superiormente por ap/4. Com efeito, se pegamos
B’ um segmento transversal, seja E a folhas que passa por um de seus ponto
finais, agora considere a bola fechada na folha, com centro na intersecao de
B’ com a folha E e um ponto q qualquer desta bola fixamos um caminho
ligando o centro da bola com q fazendo uso do lema 2.3 temos que este
caminho estd contido em uma colecao finita de vizinhancas trivializantes ,
assim reduzindo a vizinhanca que contem o centro da bola pode se obter um
a; suficientemente pequeno tal que o segmento B’ é enviada pela holonomia
em um segmento de T de comprimento menor que ap/4 contido na vizi-
nhanca trivializante que contem a ¢. Assim, como a bola fechada em E com
centro na intresecao de B’ e a folha E é compacta entao temos que existe
um ay > 0 suficientemente pequeno tal que serve para todo q em esta bola
e se pegamos uma pequena vizinhanca trivializante do segmento B’ assim
qualquer segmento contido na vizinhanca é levado por holonomia a B’ e de
aqui este é levado a um segmento de comprimento menor que ag/4, assim
pela compacidade de M temos que pode-se encontrar um a; suficientemente
pequeno tal que ele é uniforme na variedade.

Fato 3: Assim, qualquer segmento de T de comprimento limitado por a;
pode ser movido pela holonomia, com ponto inicial movido a uma distancia
menor que a; dentro de sua folha, para ter um ponto no segmento f3
ap/4—préximo do ponto médio de 3. Como o comprimento do transladado
pela holonomia é menor que ag/4, o transladado final pela holonomia esta
inteiramente contida em f3.

Tirando alguns termos, pode-se assumir que o comprimento de {s estao
limitados superiormente por a;. Seja Bi o segmento na folha de T de com-
primento ag com um ponto final em z; e contido no lado positivo de L. A
propriedade dos z{s implica que(pelo menos para i suficientemente grande)
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todo i estd na uniao de folhas S de F contidas no intervalo
[I_, Gl) de H.

Pelo fato 1 temos que para 1 suficientemente grande existe um w’ € 7t(L) N
7t(B4) que estd ap/4—proximo do ponto médio de 7t(f;) (medida como distancia
em T). Assim, no levantando a M existem translagoes de recobrimento hy
de modo que hi(v) estd na folha hi(L) de F com hi(L) intersectando ; num
ponto ¢; a uma distancia(em T) de ap/4 de seu ponto médio e a distancia
na folha hi(L) entre hi(v) a ci é menor do que aj. Pelo fato 3 a imagem de
hi(oi) é aplicada pela holonomia no interior de ;. Os pontos finais de o
estdo em L, G; e os pontos finais de 3; estdo em L e em outra folha entre L
(S Gi~
Isto implica que no nivel do espaco das folhas h; envia o intervalo [L, G{] de
‘H em um subconjunto de seu interior (L, Gi) - assim h; tem um ponto fixo
em (L, Gy). Entao hI*(L) converge a uma folha L; de F com n convergindo
no infinito(para cada i!) e L; é invariante por h;. Note que L; converge a L
quando i converge no infinito, pois L; estd em (L, Gi) e G; converge a L em
H.
Desde que hi(L;) = L; entdo h;{ age como uma isometria hiperbdlica em L;
e tem dois pontos fixos em S!_(L;). Seja

R = i K
para qualquer ponto x de Li. Seja h; o outro ponto fixo de hiy. O fato
importante que precisamos é o seguinte lema

Lema 5.10. h;r converge a w em A quando i1 converge no infinito.

Demonstragdo. Seja N uma vizinhanca de u € A no lado superior de S!_ (L) (u
definido como no inicio da prova do lema 5.9). Identificando N como um

subconjunto de Ty usando o circulo ideais. Entao N contém um segmento

aberto T em Slo (L) com wem T. Como os marcadores sao localmente densos

em S} (L), existem marcadores

(1, ¢ de S (L) a Sk (Sq)

com S7 acima de L, intersectando S! (L) em ¢1(L), {2(L) respectivamente
de modo que: As intersecoes com S;O (L) estdo em T e definem um segmento
menor em S(lo (L) com u no interior. Sejam r, 17 e T2 08 segmentos geodésicos
em L com ponto inicial em v e com ponto ideal u, {;(L) e (3(L) respecti-
vamente. Note que 11, T2 s@o diregoes de contracao entre L e Sy. Seja az
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um positivo muito pequeno. Desde que 17, 72 s@o diregoes de contragao
entre L e Sq, existe S, em (L,S7) de modo que qualquer ponto em 11, 12
estd a az—proximo de S, e assim estd az—proximo de qualquer S entre L
e S,. Para qualquer tal S nés podemos mover r1 e 2 a S usando o fluxo
transversal- se a3 for suficientemente pequeno. A curvatura geodésica das
curvas puxadas em S é pequena, tendendo a zero quando ajz tende a zero.
Assim elas s@o quase-geodésicas em S e suas dire¢oes iniciais dao estimati-
vas arbitrariamente proximas das direcoes definidas pelos levantamentos de
T1, T2 a S(ou seja as curvas em S cujas distancias a 11 respectivamente T,
vao para zero).Assim, essas diregoes estdo em N e préximas a direcao de
em Tia(se N é pequeno). Os marcadores (7, (2 e os circulos S;O(L), S;O(Sz)
definem uma pequena vizinhanca N7 de u em A nesse lado de S! (L) em A.
Pode-se escolher N1, como subconjunto de N.

Seja vi é a interseccao de o e L. Entao para i grande z; estd na regiao de
L definida por 17 e 75 cujo bordo no infinito é T, assim a intersecao by de 3;
e L; estao na regiao definida pelas imagens (pelo fluxo) de ry, 12 em L;. A
direcao do segmento geodésico em L; de vi a b; estd no interior desta regiao
e define um ponto em Ny e assim, em N. Agora temos que

d(hi(vi),by) < d(hi(vi), hi(v)) + d(hi(v), ci) + d(ci, by),
< az+aj+ ap.

Assim pelo lema 3.2 temos que a dr, (hi(vi),bi) < flaz+ a1 + ap) = ag,
o que implica que hi(vi) e b; estao limitadamente préximas em Li, entao a
direcéo do segmento geodésico em L de v a hi(vi) também define um ponto
em N para 1 suficientemente grande. Os pontos v; estao na transversal fixa
« e préoximos de v, assim eles estdo em um subconjunto compacto de Lj.
Como os pontos hi(vi) estao limitadamente préximos a i assim também

de z;. Por outro lado
d(v,zi) < d(v,vi) +d(vi, bi) + d(by, zi),
< az+dy (vi, by) + ap.

Pelo lema 3.2 temos que
di(v,zi) < f(az + dr, (vi, bi) + ao).

Agora, como di(v,zi) vai para infinito entao di,(vi,bi) também vai para
infinito, isto segue do lema 3.2, além disso
dr, (vi,bi) < dp; (vi, hilvi)) + di, (hi(vi), bi),
< dp (vi, hi(vi)) + ag,
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entao
dr, (vi, hi(vi))

também vai para infinito. Desde que h; é uma isometria hiperbdlica em L;,
isto implica que hi(vi) estd proximo a h{r na compactificacao Ly US! (L;).
O argumento usado nao da informagao de h;. Isto mostra que a direcao
em L; definida por hf estd em N. Como N ¢ arbitrario isto mostra que h{r
converge a L. O

Observagao 5.2. temos os seguintes fatos:

1. Este argumento de fato mostra: Se existe um positivo cg e existem z;
em L convergindo a u, Gy em F convergindo a L de modo que d+(zi, Gy)
é maior que Co, entao obtemos h; € (M) com pontos fixos hi” em A
convergindo a u.

2. De um jeito semelhante, se u em S (L) é uma direcao de contracio
sobre o lado positivo (de F), trocando os papéis de «; e 3; consegue-
se: Seja Gy em F convergindo a L em todo o dominio da contracao
de holonomia na direcao de u. Fixamos um raio geodésico v em L
com ponto ideal u. Fixamos i e seja ¢y o comprimento de ;. Como
acima, existe um positivo muito pequeno ci de modo que qualquer
segmento de T de comprimento menor que ¢; pode ser transportado
por holonomia a uma distancia limitada no interior de um transladado
de recobrimento de ;. Como u é uma dire¢ao de contracao escolhemos
zi em 1 com d.(zi, G{) menor que ¢i. Seja B; definido como antes,
agora com comprimento menor que cj. Isto produz g; em 7 (M) com
gi(Pi) contida no interior do conjunto das folhas de F intersectado
por o4. Os 9:1 agem sobre A tendo pontos fixos(positivos) c¢i’s que
convergem a u em A. Isto mostra que arbitrariamente préximos de
qualquer direcao de contragao existem pontos fixos de homeomorfismos
de recobrimento.

Conclusao da prova do lema 5.9
Seja vi a geodésica axial em L; de hy, assim hi(yi) = vi. Os pontos ideais
de y; sao hi+, h;. Entao

h; translada [L,L;] sobre (L,L;]

e nao tem outra folha invariante em (L, L;], isto pois L; converge a L. Assim,
hy contrai o espago das folhas préximos de L; e portanto, as diregoes de i
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associadas a hf sao uma direcao de expansao de F: folhas préximas de F
divergem em L; nessa direcao.

Isto implica que as diregoes de y; associadas a h; uma direcao de con-
tragao(ou equivalentemente h; expande o espago das folhas préximos de
L;). Mas hy(L) = (L), assim os pontos ideais de y; estdo em £. Como hf
converge a U e este ¢ distinto de L1 entao para i suficientemente grande h;
¢ L1, mas isto implica que £ tem um ponto h; associado a uma direcao de
contracao. Isto contradiz o lema 5.8 e finaliza a prova. O

Com um pouco mais de trabalho pode-se mostrar que d(zi, G) converge
a zero:

Lema 5.11. Suponha que existe uma _curva limite invariante L. Para qual-
quer L em F e uma lado de L em M existe G de F nesse lado de modo
que: para qualquer . em S;o(L) distinto de L1 e qualquer sequéncia zi em
L convergindo a u entdo d-(zi, G) converge a zero . Em particular w é uma
dire¢ao de contragao entre L e G.

Demonstragao. Dado L e um lado dela, escolhemos uma G dada pelo lema
5.9. Suponha que o lema nio é verdade. Entao existe um u € S} (L) distinto
de £1 e uma sequéncia z; com d(z;, G) ndo convergindo para zero. Pelo
lema 5.9 o limsup de d.(zi, G) é limitado superiormente por uma constante
a4 a qual s6 depende de L, G e u. Desde que d(zi, G) nao converge a zero,
salvo sub-sequéncia pode-se supor que d.(zi, G) converge para um positivo
as. Salvo uma outra sub-sequéncia, escolhemos f; em 711(M) com fi(zi) con-
vergindo a zg, isto pela observacao 3.2. Entao fi(L) converge a Ly contendo
zp e fi(G) converge a uma folha Gg pois a d(zi, G) converge a as. Assim
Go, Lo sao folhas distintas, pois as > 0. Para qualquer w € Ly, dr,(w, zo)
¢ finita, assim w ¢ o limite de wyi, com wy em fi(L) e dg (1)(wy, fizi)) é
limitada, isto pelo lema 3.2(a cota sé depende de di,(w,zp)). Os pontos
f;1 (wy) de L estdo a uma distancia limitada de z; e em particular

fi_1 (wi) - u e S;O(L) quando 1 — +oo.

Portanto o limsup de d(f; "(wji),G) é menor que as. Salvo uma sub-
sequéncia dT(fi_1 (wy), G) converge para ag, que ¢ distinto de zero pois d(fi_] (wy),z4i)
é limitada superiormente e d(zi, G) é limitada inferiormente por uma con-
stante positiva. Existem y; em G com vy, fi_] (wi) na mesma folha de T e
dT(yi,f;1(wi)) convergindo para ag. Entao fi(yi) converge a um ponto y
em Ty, e d¢(w,y) é igual a ag. Mas fi(yi) estd em fi{(G) e fi(G) converge a
Gy, assim y estd em Gyp. Isto produz uma aplicagao de Ly para Gy dada por
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@(w) =y. Note que para qualquer w em Lo, os w, @(w) estao na mesma
folha de T e d+(w, @(w)) é menor que ag.

A aplicacdo ¢ de Lp a Gy é injetiva, pois F é sem componente de Reeb(Ty =
T,y nao pode intersectar duas vezes a folha Ly). Ela é continua, de fato, seja
¢ um ponto qualquer de Ly e ¢i uma sequéncia em fi(L) convergindo para
c, agora existem tunicos e; em Gg tal que @(ci) = e;. Temos que ¢ define
um unico ponto e em Gy, tem-se que mostrar que e; converge para e. Peg-
amos uma vizinhanca V de e em Gp agora pelo fato de que ¢ e e estao na
mesma folha de T eles definem um segmento compacto, assim pelo teorema
do fluxo tubular pode-se obter uma vizinhanca U onde o fluxo é trivializado
e reduzindo ela pode-se supor que UN Gy esta contida en V. Agora, como cj
converge para c, para i suficientemente grande os ¢; ficam em U e portanto
os e; ficam em U N Gy e portanto em V, isto mostra a continuidade; do
mesmo jeito pode-se mostrar que @ lp(1,) ¢ continua. Assim ¢ é uma
homeomorfismo sobre sua imagem. Se @(Lg) ndao é todo Ly entdo existe b
em Gp com b no bordo de @(Lp)(como subconjunto de Gp). Escolhamos s;
em @(Lo) convergindo a b. Seja x; em Lo com @(x;) = s;. Entao

d(xj,s5) < d<(x5,55) < as

e como si converge a b temos que d(xj,b) é limitada e assim também
d(xj,x1), agora pelo lema 3.2 temos que dr,(x;,x7) é limitada(isto é o fato
importante). Salvo subsequéncia suponha que x; converge a xo. Entao
s; = @(x;) converge a @(xp)- um ponto em Gpo. Mas b é igual a @(xo) e esta
em @(Ly) contradizendo a hipdteses.

Conclui-se que @ é sobrejetiva e de fato, para qualquer ponto s em Gy,
d.(s,Lg) é menor que as. Usando o fato que F é minimal isto mostra que
quaisquer duas folhas de F estdo a uma distancia limitada uma da outra,
contradizendo a hipéteses de nao-uniformidade. Isto finaliza a prova do
lema. O

Desde que £ em H e wem S! (L) — Ly sdo arbitrarios, o lema 5.11 mostra
que qualquer ponto u de A — L estd no interior de uma marcador ¢ em A.
Se dois marcadores se intersectam sua unido é um marcador. Isto produze
uma folheagao 1—dimensional N em A — L consistindo da cole¢ao de todos
os marcadores. O objetivo é mostrar que qualquer folha de N intersecta
todo os circulos no infinito.

Proposicao 5.4. Suponha que exista uma curva limite invariante L. Para
quaisquer E, F in Fe qualquer v em S;o(E) distinto de Lg, v € uma direcdo
de contracdo com F- isto é, qualquer dire¢do salvo a de L é uma direcdo de
contragdo entre folhas arbitrdrias.
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Demonstragdo. Seja v em A — L um ponto fixo de um homeomorfismo de
recobrimento f, ¢ a folha de A/ passando por v e Ry em F com v em S;o (Ro).
Por simplicidade assumamos que { nao encontra algum Sgo (R) com R acima
de Rp. Seja Ry acima de Ry o0 menor dos R’s que nao encontra (. O conjunto
dos R tal que C intersecta S;o (R) é uma conjunto aberto em H pois qualquer
ponto em A — L estd no interior de um marcador. Entéo,

f(C) = C implica f(R1) = R1

pois F é R-coberta. Também para qualquer R no intervalo (Rg, R1) de H tem-
se que f(R) e R sao distintos, pois todo tal R é assintético a Rp na direcao de v
e nao pode ser deixado invariante por translagoes de recobrimento associado
a esta direcdo. Se necessario trocamos f, f~! de modo que v é uma ponto
fixo atrator de f em Sgo (Ro). Entéo Rp é um ponto de expansao para a acao
de f em [Rp, Rq]. A acao de f sobre o intervalo fechado

B=cn( |J Su(R)
Re[Ry,Ry]

tem um ponto fixo de expansao em Lg,. Como f nao tem uma folha invari-
ante em (Rp, R1), a agdo de f sobre B tem Lg, como um ponto atrator. Como
f(R7) = Ry isto mostra que Lg, corresponde a uma direcao de contragao em
Ry, contradizendo o lema 5.8. Conclui-se que ( intersecta todos os circulos
no infinito.

Agora, seja v uma folha de N intersectando S!_(So) que nao intersecta to-
dos os circulo no infinito; suponha que exista um limite superior 5;0(81).
Entdo v se aproxima de £ préximo de 3;0(51). Segue que v, S;O(So) e L
limitam uma regidao Z a qual nao intersecta S lo (S1). Qualquer marcador in-
tersectando Z estd limitado superiormente. Agora escolhamos u em Z que
é um ponto fixo de alguma translagao de recobrimento.Mostramos antes que
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qualquer direcao de contracao é o limite de pontos fixos de translacoes de
recobrimento. Seja v’ a folha de N passando por u. Como Vv’ estd em Z
entao v’ é limitada superiormente, o que pelo visto anteriormente nao acon-
tece.

A conclusao é que para qualquer marcador ¢ em A, entdo ( intersecta todos
os circulos no infinito. Em particular dado E, F em Feuem Sc],o(E) — Lg,
entao o marcador ( passando por u intersecta Slo (F)- isto é, u é uma direcéo
de contracao entre E e F. Isto finaliza a prova. O

4 Construcao da folheacao vertical - caso nao-uniforme

Teorema 5.1. (folheagdao vertical - caso nao-uniforme) Seja F € uma fo-
lheacao minimal, nao-uniforme, R-coberta e com folhas hiperbdlicas. Dados
quaisquer F, E de .7?, existe um conjunto denso de direcées em F contraindo-
se a E. O conjunto de marcadores estende-se a uma folheacdo vertical em
A que € invariante por 11 (M).

Demonstragao. O argumento é como segue: Se os marcadores nao sao den-
sos,conseguimos produzir uma curva limite invariante £ e entao aplicando a
proposicao anteior, obtemos uma contradigao visto que nele é provado que
todo ponto u € S;O (E) — Lg é direcao de contracao, para qualquer folha E.
Suponha que a proposicao nao é verdadeira. Entao existe F e E em F (pode-
se supor E acima de F) sem um conjunto denso de diregoes de contracao de
F para E- isto é do ponto de vista de F!. Assim existe um intervalo aberto
Jo em S;o(F) de modo que nenhum ponto de Jp corresponde a uma direcao
de contracgao entre F a E. Seja qo em Jo. Desde que qo nao é uma direcao
de contracao entre F e E, existe um positivo € e p; em F convergindo a qo
ao longo de um raio geodésico 1 e de modo que d(py, E) é maior que €.
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Na folha F, a medida visual de Jo medida do ponto p; é 0; convergindo
a 21 quando i converge ao infinito. Salvo subsequéncias de p;j escolhamos
translagoes de recobrimento g; com gi(pi) convergindo a pg e se for necessario
passamos a uma outra subsequéncia do jeito que os gi(l) convergem a lo.
Seja Fo em F contendo Po. Seja

O =[G € F|G = f(Fy), para algum f € m;(M)} C H

Vamos definir uma fun¢ao n de O em A que escolhe a dire¢do do marcador
limite e produzira uma curva limite invariante. Desde que d(gi(E), gi(pi)) é
maior que € entao gi(E) ndo tem uma subsequéncia convergindo a Fy. Clara-
mente um marcador de gi(F) para gi(E) no maximo, comeca no conjunto

U; = S) (gi(F) — gilJo).

Do ponto de vista de gi(pi) em gi(F), a medida visual de U; é 27t — 0; que
converge a 0. Também visualmente de gi(pi) o conjunto U; é muito préximo
a direcao do segmento de gi(li) de gi(p1) a gi(pi). Dado que a direcdo de
gi(1l) converge & diregao 1y e a topologia de A é dada pela a topologia visual
das transversais a F, segue que o segmento U; converge a um tnico ponto
em S;O(Fo)

Definigao 5.3. (funcédo 1) Definamos n: O — A por

n(Fo) = lim Uy = lim (S5, (g¢(F)) — g:(Jo))

e para qualquer translacao de recobrimento f definamos

n(f(Fo)) = f(n(Fo)).

Pelo feito acima temos que o limite dos U/s é s6 um ponto assim a funcao
1 é bem definida, além disso pela definicdo temos que n(f(Fp)) € S;O (f(Fo)).
As folhas F E,Fo de F bem como as transformacgoes de recobrimento gi
estarao fixadas nesta prova.

Lema 5.12. A fun¢don de O a A se estende an: H=R — A.

Demonstragao. Desde que F é uma folheagao minimal o conjunto O é denso
em H assim o jeito natural de extender 1 é pegar um L € F, entdo existe
uma sequéncia de L; € O convergindo a L e definimos

n(L) = lim n(Ly).

i— 00
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Agora, temos que provar a boa definicao desta extensao. Suponha que pode-
se encontrar duas sequéncias L e Hj convergindo a L com n(L;) convergindo
a a, 1(H;) convergindo a b, com a, b pontos distintos. Desde que os n(L;) €
SI.(Li) e Li converge a L implica que a € S! (L), analogamente b € S!_(L).
Os L , Hj sao transladados de recobrimento de Fo:

L; =f;(Fo), H;j=h;(Fp) paraalgum fj,h; € m(M).

Escolhamos pequenas vizinhancgas abertas disjuntas Vq, Vp de a,b respec-
tivamente em A. O lema 5.6 mostra que existem pequenas vizinhancas
abertas disjuntas V{, V¢, de a, b respectivamente em A, e uma vizinhanga V
de L em H definida por uma transversal u a F , de modo que qualquer mar-
cador atravessando V[ e contido em A, estd contido em Vq e similarmente
qualquer marcador que intersecte V{, estd contido em Vp. Em particular
os dois conjuntos de marcadores contidos em A, atravessando V/ e V| sao
disjuntos um do outro. O lema 4.2 implica que qualquer marcador em A4
atravessando V, nao intersecta V.
Fixamos j suficientemente grande de modo que 1(L;) estd em V{ e n(H;)
estd em V{. Como L; = fj(Fo) entao
T](Lj) = fj(T](Fo)) = f)'(.lim U.i) = .lim fj(ui) S V(ll.
1— 00 1— 00
Similarmente
1— 00
Agora, fixamos 1 suficientemente grande de modo que f;(U;) estd contido em
V{ e hj(Uy;) estd contido em VY, isto implica que qualquer marcador passando
por fj(U;) é disjunto de um marcador passando por h;(U;). Escolhamos A
em F com A menor que L na ordem linear de H. Escolhendo j,1 sufi-
cientemente grandes pode-se assumir que Lj, Hj sao maiores que A e assim
também

fi(gi(F)) , hy(gi(F))

lembre que U; C gi(F). Também escolhemos B em F com B maior que ambos
f;(gi(E)) e hj(gi(E)) em H. Um marcador de S).(A)aS! (B) tem que passar
através de Sc],o (f;(gi(F))) e através de S;o (f;(gi(E))), pois as folhas f;(gi(F)) e
f;(gi(E)) separam A de B. Pela a propriedade de U, segue que os marcadores
tém que passar através de fj(U;) contido em V{. Similarmente qualquer tal
marcador tem que passar através de S;o(hj(gi(F))) e S;o(hj(gi(E))). Assim
este tem que passar através de h;(U;) contido em V{. Mas provamos que
nenhum marcador pode passar através de ambos V¢ e V{. Isto implica que
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Figura 5.3: Se 1 néo é continua, isto faz que os marcadores estejam em
regides disjuntas ao mesmo tempo- contradicao

nio existe um marcador de S! (A) a S] (B) o que contradiz a proposigao
5.2. Isto mostra que n pode ser estendida a uma fun¢ao continua do fecho
de O para A. Mas como F ¢é minimal, entdo O = H, assimn: H =R — A.
A imagem é uma curva L a qual intersecta todo circulo no infinito, isto pois
n(L) € S! (L) para qualquer L € F e ela é transversal & folheacao horizontal.
Isto finaliza a prova. O

Conclusao da prova da Proposigao 5.1
O conjunto

n(f(Fo)), fem(M)

é um subconjunto invariante de A, pela acdo de 71(M), pois se pegamos
uma translacdo de recobrimento g e pegamos algum elemento 1n(f(Fp)) do
conjunto, com f € 711(M), entao temos da defini¢do que

g(n(f(Fo))) = g(f(n(Fo))) =n(gf(Fo)),

estando por tanto no mesmo conjunto. Pelo lema 5.12 temos que para
quaisquer g € 711(M) e p € L entdo p € S! (L), para algum L e

p = lim n(Ly)

i— 00
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onde L e converge a L e L € O, logo temos que

g(p) = lim g(n(Li)) = lim n(g(Li))
1— 00 1— 00
Assim g(L;) € O, entado g(p) pertence a L, logo £ é uma curva invariante.
Também dado qualquer translagao de recobrimento g com uma folha invari-
ante L (g(L) = L), entdo um dos ponto fixos de g em S! (L) estd em L.

SejaLem O, L = g(Fp). Entao L é o limite de g(gi(F)) quando 1 converge
a infinito. Qualquer marcador de

Se(a(gi(F))) para Sl (g(gi(E)))

tem ponto inicial em g(U;). Lembremos que g(U;) converge a n(L) quando
i converge no infinito. Escolhamos uma colegao de folhas Gy, Ry em F,
escapando para os fins opostos de ‘H e Gy sempre menor que Ry em H.
Para cada k escolhamos um marcador ( de S} (Gy) a S} (Ry). Fixamos
um vizinhanca N de n(L) em A. Escolhamos 1 suficientemente grande de
modo que g(U;) estd contida em N. Para k suficientemente grande as folhas
Gy, 9(gi(F)), g(gi(E)) e Ry estao linearmente ordenados em ordem crescente
em H, assim (j tem que passar através de algum ponto zy em g(U;), donde
zi estd em N.

Afirmacgao 5.2. limy o (G N S) (L)) =n(L)

Com efeito, suponha que NS} (L) ndo converge a 1(L), entdo existe
um vizinhanca N7 de n(L) de tal jeito que nenhum ( N S! (L) estd em
N1, agora pelo lema 5.6 existem vizinhangas N7 de 1(L) e uma vizinhanca
V, dada por uma transversal p a F (V= A,), de L tal que si um mar-
cador ( intersecta Nj a sua intercessao com A, estd contida em Ny. Agora
para um 1i suficientemente grande temos que g(U;) pertencem a N7 assim
para k suficientemente grande temos que Gy, g(gi(F)), g(gi(E)) e Ry, estao
ordenados de forma crescente em H. Logo o marcador (i tem que cortar
g(U;) em algum z; assim (x N'Nj # 0 entao ¢ N Ay, C Ny que implica que
(ke NSL (L) € Ny contradizendo a suposicao. Entao

para todo L em @, (L) = klim (Gen Sl (L)) (1)
—00

Como o conjunto O é denso em H, e 1 ¢ continua em H, o lema 5.6 implica
que a equagao (1) é verdadeira para todo G em F. Com efeito, pegamos
GeF qualquer, entao existem L; € O, com L; convergindo a G e 1(L;)
convergindo a 1(G), agora suponha que a afirmagao é falsa, entdo existe
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uma vizinhanca N de n(G) onde . NS (L) ¢ N3 para todo k, uma véz
mais pelo lema 5.6 existe uma vizinhanga N de 11(G) e uma vizinhanca V',
dada por uma transversal v a F (V= .72,) Assim para j suficientemente
grande 1n(L;j) estd em N logo como

n(L) (GkN S (L))

= lim

k—o0
temos que existe um k grande tal que (x N S;O(L) estd em NJ assim, Cx
intersecta N3, logo temos que (x NV’ C N, donde S)(L)N ¢ € Ny, o que
contradiz a suposi¢ao. Assim

lim 1y N S (G) =n(G)
k— o0

para qualquer G € F. Entdo conclui-se que L é o limite de uma sequéncia
de marcadores My cada vés maior e £ é uma curva invariante. Mas neste
caso a proposicao 5.4 implica que dadas quaisquer G, H folhas em F e qual-
quer U em S(lo(G) — L entao u é uma direcao de contragao entre G e H.
Isto contradiz a hipdtese na prova da proposicao 5.1 de que nao existe um
conjunto denso de diregoes de contracao entre F e E.

Agora, finalizamos a prova da proposicao 5.1. Dado duas folhas arbitrarias
G, H, o conjunto denso de marcadores entre S;O(G) e S;O(H), estende-se
a uma folheacdo vertical da regido de A entre S} (G) e S! (H). Isto é
por que ele é denso do ponto de vista de ambos G e H!. Em adigao se
G’, G, H, H’ estao ordenados linearmente em H, fazendo a mesma operagao
usando G’, H’, a folheacao resultante é uma extensao da folheacao entre
S).(G) e S! (H). Tsto é por que marcadores de S! (G’) e S} (H’) produzem
marcadores de S!_(G) e S!_(H) e existe uma tnica extensdo da folheacio a
um anel maior. Conseqiientemente existe uma folheagao vertical bem definia
em A. Desde que a cole¢do de marcadores em A é invariante pela agao por
translagoes de recobrimento, a folheagao vertical também, e é uma folheagao
natural associada a F. Isto finaliza a prova da construgao da folheagao ver-
tical no caso nao uniforme.

O]
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