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RESUMO

Este trabalho faz um estudo das vibragoes em um nanotubo de carbono
com paredes duplas, sob a influéncia de forcas intermoleculares. E considerado o
modelo estrutural da viga de Timoshenko sujeito ao efeito de van der Waals. As am-
plitudes na andlise modal sao determinadas através da resolucao de um problema de
autovalor com uma equacao diferencial linear de segunda ordem com coeficientes ma-
triciais de quarta ordem que dependem nao-linearmente do autovalor. A formulcao
matricial utiliza a base gerada pela fungao de Green matricial de valor inicial. Esta
funcao depende da resolugao de um problema de valor incial com uma equacao difer-
encial escalar de oitava ordem. Sao apresentados os métodos de Clenshaw e Urabe

para a resolucao aproximada com o uso de expansao em série com os polinomios de

Chebyshev.



ABSTRACT

This work makes a study of the vibrations in a double-walled carbon
nanotube, under the influence of intermolecular forces. It is considered the structural
model of the Timoshenko beam of subject to the effect of van der Waals. The
amplitudes in modal analysis are determined by solving an eigenvalue problem with
a second-order linear differential equation whose matrix coefficients re of fourth-order
and depend non-linearly upon the eigenvalue. The matrix formulation employs a
basis generated by the initial value Green matrix function. This function depends on
resolution of an initial value problem with an eight-order scalar differential equations.
The methods of of Clenshaw and Urabe are presented for the approximate solving

with the use of series expansions with the polynomials of Chebyshev.
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1 INTRODUCAO

A nanotecnologia envolve o desenho, construcao e utilizacao de estru-
turas em que ao menos uma dimensao caracteristica é medida em nanometros. Tem
sido impulsionada pela pesquisa e desenvolvimento com nanoparticulas, nanotubos

de carbono e os nano-dispositivos.

Os nanotubos de carbono com multiplas camadas, foram apresentados
em 1991 [31], como produto colateral na obten¢ao experimental dos fulerenos obtidos
em 1985. O fulereno é uma estrutura fechada de carbono com formato de bola de

futebol (domo geodésico) composto por 12 pentagonos e 20 hexdgonos, cuja férmula

é Cﬁo.

Figura 1.1 Estrutura do Fulereno

Os nanotubos de carbono sao macromoléculas cilindricas compostas
de 4tomos de carbono em um arranjo hexagonal periédico com hibridizacao sp?,
semelhantes ao grafite [30]. Eles s@o constituidos como se fossem folhas de grafeno

enroladas, podendo até mesmo ser um tinico atomo de carbono de espessura.
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Figura 1.2 Estrutura do Nanotubo

Os nanotubos de carbono recebem esta denominacao devido a sua mor-
fologia tubular em dimensoes nanométricas (Inm = 107%m.), podem ser constitui-
dos de apenas uma unica camada cilindrica de grafite (SWNTs, single-walled nano-
tubes) ou de multiplas camadas concéntricas espagadas de 0.34 — 0.36nm um do
outro (MWNTs, multiple-walled nanotubes). Tipicamente, os nanotubos sao aproxi-
madamente 2-15 nm no diametro e aproxi-madamente 100-200 nm de comprimento.
Devido ao fator da escala, exibem propriedades fisicas, quimicas e bioldgicas bas-

tante vantajosas pela sua insercao entre a escala atomica e a escala macroscépica.

Conforme [30], existem varias possibilidades de dire¢do para o grafite
enrolar gerando um nanotubo. A forca motriz para a formacao de nanoestruturas
fechadas de carbono tem sido atribuida a instabilidade do grafite. Desta foram os
nanotubos sao definidos por um vetor e um angulo quiral que segundo [30] sdo dados

por:

C_;h = nc_il + mﬁg (11)

0 = arcsin ( Vam ) ) (1.2)

2v/n2 +nm + m?2

onde a; e ay formam uma base de vetores unitarios e n e m sao numeros inteiros.



O angulo quirial C,, é o angulo na direcao zigzag. Para cada par (n,m)
temos uma maneira diferente da camada enrolar. A variacao do indice de quirial-
idade resulta em diferentes nanotubos, mas nao sao encontrados nenhum tipo de
tubo em particular [30]. Em tubos de paredes multiplas, cada cilindro possui uma
natureza distintas. Existem dois tipos de configuracoes altamente simétricas: as

denominadas tubos tipo poltrona (armchair) e tubos ziguezague (zigzag).

Figura 1.3 Rolamento, angulo quiral

Devido a grande razao de aspecto, os nanotubos de carbono exibem um
modulo de Young, E, de 1,2TPa e suportam tensoes centenas de vezes mais elevadas
de aquelas aplicadas ao ferro. Os nanotubos sao termicamente estaveis até 2800°C'
(no vacuo) e exibem uma condutibilidade térmica aproximadamente duas vezes mais
alta que a do diamante [49], e podem exibir uma capacidade de conduzir corrente

elétrica muito superior a apresentada pelos fios do cobre. [17]

Com o uso de variados caminhos experimentais, teéricos e computa-
cionais, extensivos estudos de pesquisa sobre as propriedades dos nanotubos de
carbono foram realizadas. Visto que as experiéncias controladas na escala nano
sao dificeis devido ao amplo espalhamento (wide scatter) nos valores experimentais
relatados , e as simulacoes moleculares da dinamica permanecem pesadas para os
sistemas em grande escala (10° — 10® d4tomos por alguns nanossegundos). Os mode-

los elasticos continuos tém sido extensamente usados com sucesso para estudar o



comportamento mecanico de CNT’ s, tal como a deflexdao de estatica, a vibragao

térmica e freqiiéncias ressonantes.

A importancia de estudar vibragoes em CNT's esta em suas propriedades
mecanicas e eletronicas aplicadas em um nimero de dispositivos nanomecanicos tais
como osciladores, detectores da carga, pulsos de disparo, dispositivos de campo e sen-
sores de emissao. As vibragoes de CNTs ocorrem durante determinados processos de
manufatura (por exemplo, ultrassonificagdo em processamento de nanocompdsitos) e
como parte de alguns processos de avaliagao nanodestrutiva como a espectroscopia
de Raman. E assim importante ter modelos tedricos exatos para as freqiiéncias

naturais e a formas dos modos dos nanotubos de carbono por diversas razoes [24].

Equivalent Equivalent

Molecular Model structural model
in FEM

continuum tube

Figura 1.4 Modelos: molecular, numérico e continuo[33]

Conforme o estudo [64],[65] as vibragoes em nanotubos de carbono sao
animadas por altas freqiiéncias, acima de 1Thz. Entre os diversos modelos elésticos
continuos aplicados nos estudos sobre vibracoes e ondas sonoras em nanotubos de
carbono, destacamos os modelos da viga de Euler-Bernolli e o modelo da viga de
Timoshenko. Segundo Yoon e outros [66], os efeitos da inércia de rotagao e do
cisalhamento sdo significativos no estudo de freqiiéncias de alta ordem (Thz), desta

forma o Modelo de Timoshenko é preferencial.



Inicialmente no capitulo 2, o modelo da viga de Timoshenko ¢é cons-
truido pela formulagao newtoniana do balanco de forcas e, também, com o uso
da formulacao hamiltoniana relativa a variagao estacionaria da energia do sistema.
Apébs o acoplamento com a forca de van der Waals, o modelo é escrito na forma
matricial conservativa com a introducao de uma matriz tipo massa e uma matriz
tipo rigidez, a iltima é definida como um operador diferencial de segunda ordem. As
condicoes de contorno, também sao escritas de maneira matricial, observando que
sao as mesmas em cada camada e, portanto os coeficientes matriciais sao matrizes

bloco.

No capitulo 3, é considerada a analise modal que leva a um problema
de autovalor dinamico, uma vez que envolve a resolucao de uma equacao diferencial
matricial. Este estudo ¢é realizado com o uso de uma base matricial gerada pela
funcdo de Green matricial de valor inicial h(z), conforme Claeyssen apresenta em
[7] e [11]. Esta fungao permitird obter a equagao caracteristica em termos de uma
fungao escalar d(x) e suas derivadas. O caso de um sistema bi-apoiado é considerado
conforme [2] ou [66]. O célculo nao-espectral de h(z) pode ser realizado em termos

da funcado d(x) e suas derivadas até a ordem oito.

Para aproximarmos d(x) neste trabalho, consideramos o estudo dos
métodos de Clenshaw [14] e de Urabe [54],[55], para a solucao de equagoes diferen-
ciais ordinarias em termos de Série de Chebyshev, seguindo a linha introduzida por
Lanczos [38] [37]. O método apresentado por Clenshaw, consiste em representar a
solucao da equagao diferencial ordindria em uma série finita de Chebyshev com co-
eficientes a serem determinados através de uma recursao com coeficientes variaveis.
Esta recursao é formada com auxilio de uma matriz obtida pela introducao de um
operador em diferencas modificado. Conforme a definicao dos polindmios de Cheby-
shev, a solucao é assumida no intervalo [—1, 1]. Para um intervalo finito qualquer, é
realizada uma transformagcao da variavel independente para o intervalo de defincigao

dos polinomios de Chebyshev. Urabe apresenta uma metodologia para a aproxi-



macao de problemas de valores de contorno e valores iniciais, juntamente com uma

estimativa do erro para estas aproximacoes e a convergéncia das aproximagoes, com

série de Chebyshev [54].

Neste trabalho formulamos os métodos que envolvem a Série de Cheby-
shev de Clenshaw e de Urabe, para obter a solugao aproximada da funcao d(x).
Assim o quarto capitulo, deste trabalho, ird apresentar algumas defini¢bes e pro-
priedades dos polinomios de Chebyshev de primeira e segunda espécie, além de
fazer algumas consideragoes sobre o truncamento da série de Chebyshev conforme
Urabe em [55]. No tltimo capitulo, o método de Clenshaw é formulado de maneira
matricial e o método de Urabe é aplicado ao problema de valor inicial de ordem
oito, através de um sistema de primerira ordem. Ambos métodos fazem uso da
propriedade de recorréncia dos coeficientes das derivada da série de Chebyshev com

os da série original da solucao.



2 O MODELO DE TIMOSHENKO EM
NANOTUBOS DE CARBONO

Como ja é conhecido o modelo da viga de Euler-Bernolli desconsidera
os efeitos do cisalhamento e da rotagao e neste caso a teoria das vigas de Timoshenko
pode ser mais exata a nivel de terahertz (10'?). Por esta razao Yoon [66] considera
questionavel o modelo de Euler-Bernolli aplicados a CNT’s. Para nanotubos duplos
(DWNT) ou nanotubos com multiplas paredes concéntricas (MWNTSs), os modelos
continuos mais utilizados na literatura supoem que todos os tubos aninhados de um
MWNT permanecem coaxiais durante a deformacao e assim podem ser descritos
por um tnico modelo de deflexao. Entretanto, este modelo nao pode ser usado para
descrever a vibracao relativa entre tubos adjacentes dos MWNT's. Foi proposto por
[65] que os encaixes dos tubos concéntricos sejam considerados como vigas individu-
ais, e que as deflexoes de todos os tubos aninhados sejam acopladas através da forca
de interacdo de van der Waals entre dois tubos adjacentes [6],[9]. Assim cada um

dos tubos interiores e exteriores ¢ modelado como um viga.

2.1 Derivacao do Modelo de Timoshenko

A derivacao das equacoes de campo para a extensao, torsao e flexao em
vigas que utilizam conceitos da mecanica dos materiais esta baseada sobre hipoteses
cineméticas e sobre a natureza do campo da deformgao. Essas suposicoes sao uti-
lizadas concomitantemente com equacgoes de deformacao-esforgo, stress-esforgo e
equilibrio dinamico para obter as equacoes para o campo das deformagoes. A teoria
classica para a deformacgao de uma viga devido a Euler-Bernoulli, pressupoe que no
estado de nao deformacao, os centréides de todas as secoes transversais estao situa-
dos numa mesma reta, a distancia ao longo da viga é denotada pela variavel espacial

x. As dimensoes da secao transversal devem ser pequenas em comparacao com o



comprimento. Também, que a secao transversal varia lentamente na diregao espacial.
A hipétese cinematica fundamental para a teoria classica é que a secao transversal
planar mantém sua forma e permanece perperdicular ao eixo do centréide conforme
a viga é deformada. Assim, a rotagao é pequena numa aproximagao linear e pode ser
aproximada pela inclinagao do eixo do centroide. Por outro lado, resulta que para
vibragoes flexurais, o momento fletor depende somente do deslocamento transversal
e da forga de cisalhamento do momento fletor. Timoshenko propos uma teoria para
vigas que adicionasse os efeitos da distor¢ao de cisalhamento e a inércia rotatéria ao
modelo de Euler- Bernoulli. A sua derivacao sera feita a seguir segundo a formulacao

newtoniana e a formulac@o variacional de Hamilton [25], [28],[45].

2.1.1 Formulacao Newtoniana

M + dM

v

0

Figura 2.1 secao de uma viga

Na figura (2.1), num elemento pequeno da viga, considera-se a aprox-
imacao cineméatica para o campo de deslocamento u. O angulo de deformacao pelo
cisalhamento, 7, é o angulo entre a deformacao da linha tangente O’'T e a normal da

face O’'N, o qual é nulo na teoria classica de Euler-Bernoulli, corresponde a diferenca



entre o angulo de rotacao ¢ da segdo transversal e o giro (declividade da curvatura

de deformagao):

—p— 2= 2.1
1= g (2.1)

O momento fletor M e a forca de cisalhamento V', que agora dependem do angulo

¢ e do deslocamento lateral devido a deflexao, u, sdo defindos conforme [45] por

Dy
M= EI-~ 2.2
o (2.2)

onde E, I representam o médulo de Young e o momento de inércia, respectivamente.

Conforme [45], temos mddulo o da for¢a de cisalhamento dado por,

V = kAGy = KAG (gp — %) (2.3)

onde G denota o médulo de cisalhamento, A é a drea da segao e kK é um coeficiente
de correcao, que é chamado de coeficente de cisalhamento de Timoshenko, e assume
valores entre 0, 6—0, 7 para paredes circulares delgadas e de 0.9 para secoes circulares

transversais soélidas.

Suponha-se que f(t,z) é uma forga uniformemente distribuida na viga.
Fazendo o balanco de forcas, resultam:
PELA TRANSLAGCAO NA DIRECAO DE Z
0%u

pA(:L‘)d:L‘W = —[V(t,x) +dV(t,x)] + f(t,x)dx + V(t,2)

= —dV(t,z)+ f(t,x)dx.

De (2.3), vem

Portanto



POR ROTAGAO NA LINHA PASSANDO NO PONTO D E PARALELA AO EIXO ¥

PP
pI(a:)dxw

d
- wwmxy+vmxmx+f@xmw§+dv@xum

Desconsiderando o termo dVdzx e o termo quadratico em dx, resulta:

D¢
p[dxﬁ =dM + Vdx.

Da relagao (2.2) para o momento fletor, segue:

dM ot
P
Portanto:
0% oAl ou
[— =FI— — kAG - — .
P o 922 " (¢ 0x)

10

[M(t,x) +dM(t,z)] + [V (t,z) + dV (t, z)|dx + f(t, x)dxdg - M

(2.5)

As equagdes (2.4) e (2.5) consistem no Modelo de Timoshemko, onde p

é a densidade do material.

2.1.2 Formulagao Hamiltoniana

Outra maneira de obter as equacgoes do modelo de Timoshenko é com

o uso do Principio de Hamilton, o qual estabelece a estacionariedade da funcao

ty
J:/ (K =V —=W)dr,
ta

(2.6)

onde IC é a energia cinética, V é a energia potencial e VW é o trabalho realizado pelas

as forcas externas.
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A energia cinética da translagao e rotacao da viga é dada pela expressao
I ou 1 [t op\”
== A d = I(—= | dx. 2.
K 2/0p(8t) I+2/Op<at>x (2.7)
A variacao ! da energia cinética pode ser escrita como sendo
K = / A Ou dm+/L18ﬁ58£dx (2.8)
P ot P\t ) \ar )™ ’
A energia potencial devido a flexao e ao cisalhamento vem dada por,
Vl/EI 9¢ d+1/LAGa— e (2.9)
2/, oz 2 /o " oz v ’
e sua variacao ¢ dada por,
Y = /E] d+/L a2 o) (24 ) a (2.10)
0 " 3x al' T '

O trabalho W, devido a forgas transversais nao-conservativas por unidade de com-

primento f(¢,x) na dire¢cdo do deslocameneto transversal u(t, z), é dado por

L
W = / ft, x)u(t, z)dx; (2.11)
0
e sua variacao ¢ dada pela seguinte expressao:

oW = /OL f(t, x)du(t,z)dx. (2.12)

LAqui 6J = % quando as varidveis u, ¢ variam alongo de uma reta (u + €U, ¢ + €®) com os
incrementos U e ® nulos nos tempos extremos da trajetoria.
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Aplicando o principio de Hamilton 6J = 0, resulta

b2 ou ou Op Op
[ o coma= [ [ Toa ()5 (22) o (22) s (22) -

dp . [ Op ou ou B
E1%5 (a$> — kGA (% — ) 4] (% — ) +f5u]da:dt = 0.

(2.13)

Alterando a ordem de integracao entre x e t, sendo que os operadores de variacao e

diferenciais sao comutativos, e integrando por partes em relagao a t, segue

to 2 a t2 82
_ q -
, /t; P oTE oudt = /t1 BT oudt.

to 8 to 52
1—5 dt = 6 dt
/t1 P ot ' /t1 012 '

visto que os incrementos du, dp sao nulos quando t = t; e t = t5. Integrando na

2 Ou _Ou ou
ALY g — a2t
/t1 PAG gt = pAG 0

Similarmente,

variavel espacial, segue:

dp Op Jp 0 B Op L Lo Op
/OEI%%xd _/0 El%a—&pdx—(Elax 590)0 / . Ela Sooda:

[0n (Y62 Yarm [ 0r (%) (Lou i)
:{HGA(%— )](M)OL—/OL{%[RGA(%— )}(M—I—KGA(%— )w}m.
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Reorganizando (2.13), resulta:

/:(MC 5V + 6W)di = /[/ <{/<;GA— (%gp)pflg;:—f}_i_gu
(e8] )
<E1_90) ’ . GA(a__ )&p’ }dt_()

(2.14)

Como os deslocamentos dp e du sao arbitrarios e independentes, podem ser escolhi-

dos iguais a zero em x = 0 e x = L e arbitrarios para 0 < x < L. Assim:

9%u 0 8u
82 3 Oy ou
quando
Op L
ElI—L = 2.1
( am) i, (2.17)
—KkGA ou s (2.18)
K w— 9 u = )

As condigoes de contorno nas extremidades sao obtidas das relagoes (2.18).

Para vigas presas nas extremidades, a deflexao e rotacao sao zero, ou

u(t,0) =0 ¢(t,0)=0
u(t,L)=0 ¢(t,L)=0.
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No caso em que a viga estd apoiada em ambas extremidades (simples-

mente apoiada), as condigoes de contorno sao

dp
u(t,0) 0z lz=0
Dip
t, L)=0 FEI—/— = 0.
u(t, L) 0z lz=1I

Teém-se uma condi¢ao geométrica e uma condi¢ao natural em cada extremidade.

Para viga livre na extremidade, sem deflexao e rotagao, temos que

El_@_gp =0 —HGA(QO——)(SU
x

0x z=L

Estas condicoes refletem o fato do momento de flexao e a forca de cisalhamento que

desaparecem nas extremidades livres.

2.2 Formulacao do Problema

Seja o modelo de Timoshenko aplicado a um nanotubo:

0%u oo 0*u
0% 0% ou

onde x é a coordenada axial, t é tempo, I e A sao o momento de inércia e a area de
secao transversal da viga, respectivamente, E e G sao o médulo de Young e o modulo
de cisalhamento, respectivamente, p é a densidade, massa por unidade de volume, e
k é o coeficiente de correcao de cisalhamento, que é aproximadamente 0,6-0,7 para

secoes transversais com paredes circulares finas e 0,9 para secoes transversais circu-
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lares sélidas.

Na andlise de nanotubos de parede dupla (DWNTs) com o uso do mode-
lo de Timoshenko, assume-se que dois tubos possuem diametros interno e externo

dy, dy, respectivamente, e sao de comprimento L. Segundo Yoon e outros (2002),

s,

The van der Waals forces

Vi
s

The van der W a4 Is forces

T

F Y
Y

Figura 2.2 Nanotubo de carbono de parede dupla

[64], [62], ao contrédrio da modelagem que considera que todos os tubos originalmente
conceéntricos de um MWNT permanecem coaxiais durante a vibragao do MWNT,
um modelo de multi parede considera a interacao radial entre os deslocamentos e
curvas individuais da deflexdao dos tubos aninhados dentro do MWNT. Assim cada
um dos tubos interno e externo de DWNTs sao modelados como um viga elastica
de Timoshenko sujeita a presao axial e de interacao de van der Waals. A aplicagao
das equagoes de Timoshenko (2.20) a cada um dos tubos interno e exterior de um

DWNT, fornecem as seguintes equagoes para a vibracao transversal de um nanotubo
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de carbono de parede dupla:

ph% - EL (Z‘C’j — GA (gpl - %)
(2.21)
ol a;? —- EIL %2;2 — GAyk (902 - %)

onde p é a pressao de interacao de van der Waals entre os dois tubos por unidade
axial de comprimento e os subindices 1 e 2 reférem-se as variaveis nos tubos interior
e exterior, respectivamente. E considerado que cada tubo possui o mesmo modulo
de Young de 1 TPa, médulo de cisalhamento de 0,4 TPa, razao de Poisson de 0,25,
coeficiente de cisalhamento de 0,8, e densidade de massa de 2, 3g/cm? com a efetiva
largura de 0,35 nm. A deformacao dos dois tubos é acoplada através da forga de Van
der Waals p = ¢(ug — uy), onde ¢ é o coeficiente de Van der Waals para a pressao de

interacao linear por unidade axial de largura. O coeficiente ¢ é dado pela expressao

_ 4007erg/cm?
-~ 0,16D2

onde D = 1,42 x 107%cm, ¢ distancia entre dois dtomos de carbono (C — C), e
7 = 1(di + ds) [59]. Do ponto de vista da mecanica estrutural, o efeito da forca de
van der Waals é representado por molas distribuidas com rigidez ¢, atachadas na
interface do tubo interno e externo do DWNT (Fig.2.3). Os momentos de inércia e

area do tubo interior e tubo exterior sao dados por

w3 (- )]
(5= (m- 3]

(2.22)



2.2.1 Formulacao matricial
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O sistema de equacoes para as vibracoes das paredes em um nanotubo

de carbono duplo, pode ser escrito de maneira compacta utilizando uma forma

matricial. Definindo as matrizes

GAik O 0 0
0 ElL 0 0

M = , B= ,
0 0 pAy 0 0 0 GAx 0
0 0 0 pls 0 0 0 El,
0 —GAk 0 0 —c 0 ¢ 0
GAik 0 0 0 0 —GAik O 0
0 0 0 —GAsk | ¢ 0 —c 0
0 0 GAsk 0 0 0 0 —GAk
Uy
Y1
u= :
Ug
¥2
o sistema (2.21), escreve-se
0%u 0 0
M— =(B=—+C—+T 2.23
e ( o2 VO T )“ (2.23)
ou
Mutt + Ku = 0, (224)
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onde K é definido como sendo o operador diferencial:

0 0
K= (Bym i),

As condigoes de contorno homogéneas e separadas em cada camada:

apuy (t,0) + a1 (¢, 0) 4+ jru) (¢, 0) + ji12d; (¢,0) =0
as1uq (t,0) + agepr(t,0) + joru) (t,0) + jaody(t,0) =0
azzua(t, 0) + azapa(t, 0) + Jazus(t, 0) + Jzads(t,0) =0
agzus(t, 0) + asapa(t, 0) + jazuy(t,0) + jaadh(t,0) =0
fuwa(t, L) + frzpi(t, L) + quuy (8, L) + qu2gy (¢, L) =0
farua(t, L) + forpr(t, L) + gunuy(t, L) + qo2¢y (¢, L) =0
fazua(t, L) + faapa(t, L) + gssus(t, L) + gzags(t, L) =0
fazua(t, L) + faapa(t, L) + qusuy(t, L) + quadh(t, L) = 0.

Também podem ser escritas na forma matricial [6]

(2.25)

Fu(t,L) + Qu(t,L) = 0.

No caso de tubos bi-apoiados tem-se as seguintes condig¢oes de contorno, por exem-

plo:

(2.26)




Introduzindo as seguintes matrizes:

1 0 00 00 0O
00 0O 0100
A = 5 J = 3
0010 00 0O
0000 0 0 01
1000 00 0O
00 0O 01 00
0010 00 0O
0000 0 0 01

as condigoes de contorno podem ser escritas na forma matricial (2.25).

19

(2.27)
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3 MODOS

Os modos de vibragao v(x) do modelo (2.21) ou (2.24) estao associados

com as solugoes do tipo exponencial

u(t,z) = ev(z), v= 1 : (3.1)

Vo
©2

que satisfazem as condigdes de contorno (2.24).

Substituindo (3.1) em (2.24), segue
()\2M + K)v=0
ou, equivalentemente

Baz;(f ) 4 Caggf) + (T = X M)o(z) = 0.

Similarmente, substituindo nas condig¢oes de contorno, resulta

Av(0) + Jv(0) =0
Fu(L) +Qu'(L) = 0.

Entao, obtém-se o seguinte problema de autovalor:

d?v dv
B—4+C—+ (T - N>*M =
prch Cda: + (T = XNM)v(x) =0

(3.2)
Av(0) + Jv'(0) = 0

Fu(L) + Quv'(L) =0,
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onde os coeficientes matriciais da equacao diferencial sao as matrizes

Ay 0 0 0 GAk 0 0 0
0 o, 0 0 O EL 0 0
M= P . B= L ,
0 0 pAy 0 0 0 GAy 0
0 0 0 ph 0o 0 0 EL
0 —GAk 0 0 —c 0 ¢ 0
GAk 0 0 0 . 0 —GAx 0 0
0 0 0  —GAy | ¢ 0 —c 0
0 0  GAw 0 0 0 0 —GAxr

As matrizes A, J, F, Q) dependem da natureza das condigoes de contorno [6],[15],[53].

Dizemos que v(x) é uma autofun¢ao ou modo que corresponde ao auto-
valor A, sempre que esta for uma solugao nao identicamente nula do problema acima

(3.2).

As solucoes da equacao diferencial matricial de segunda ordem do pro-

blema de autovalor podem ser escritas na forma

v(z) = hi(x)er + ha(x)es, (3.3)

onde hi(x) e ho(x) sdo matrizes 4 x 4 que denotam uma base matricial do sistema

[10] e [11] , isto é, a matriz wrosnkiana de ordem 8 x 8 num ponto xy qualquer é:

hi(zo)  Ri(xo)
(3.4)

ha(zo)  hy(x0)
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que possui posto 8 ou, ou seja o determinante é nao nulo. Aqui ¢; e ¢y denotam

vetores 4 x 1. Substituindo na condigées de contorno do problema de autovalor (3.2),

resulta:
Alh1(0)cy + ha(0)eo] + J[h’l(O)cl + hé(O)cz] =0
(3.5)
F[hl(L)Cl + h2<L)CQ] + Q[hll(L)Cl + h;(L)CQ] = 0
Matricialmente
Uc =0 (3.6)
onde

Ahy(0) + JHL(0)  Aho(0) + JRY(0)

Fhi(L) + Qhi(L) Fhy(L)+ Qhy(L)
é uma matriz 8 X 8 com blocos de ordem 4 x 4 e ¢ é o vetor 8 X 1 com linhas bloco

4x1

4]
c= (3.7)
Co
De maneira compacta:
U=Bo (3.8)
onde
A J 0 O
B = (3.9)

0 0 F @
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(3.10)

Para obtermos soluc¢oes nao nulas de (3.5) é necessério e suficiente que
A =det(U) = 0. (3.11)
A equagao resultante A = 0 é chamada de equacgdo caracteristica do modelo (2.24),

(2.25).

3.1 Base Fundamental

A matriz ® de (3.10) simplifica-se escolhendo a base fundamental
hi(x) = h(zx) ho(x) = h'(x)
onde h(z) é uma matriz de 4 x 4 que é solugao do seguinte problema de valor inicial

BR'+ CHW + (T — NX*M)h =0 (3.12)
BK(0) =1 h(0) =0,

Resulta
0 B!
B! —B-lcB™!
b = . (3.13)
h(L) K (L)
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Utilizando a matriz das condigées de contorno definida em (3.9) como sendo

A J 0 0
B —
0 0 F @
obtem-se
JB~1 AB~! —JB1CB™!
U= . (3.14)

Fh(L)+QW(L) FK(L)+Qh'(L)

3.1.1 Férmula analitica para h(x)

A equagdo caracteristica A = det(U) = 0 requer conhecer os valores
h(L) e W(L). A fungao h(z) tem sido determinada por Claeyssen [13] e [8]. Requere-

se calcular o polinomio caracteristico

8
P(s) = det[s’B+ sC + T — X’M] = > b(A)s* ", (3.15)
k=0

obter a solugao d(x) do problema de valor inicial

i be(N)d® P (z) =0 (3.16)

k=0
d(0) = d'(0) =d"(0) = - =d") =0, byd""(0) =1
e obter matrizes hy a partir do problema matricial de valor inicial em diferencas

Bhjro + Chyyr + (T — NM)hy, = 0 (3.17)
ho=0 Bhy=1.
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Entao,

W) =Y bid" ™ "hg (3.18)

Supondo que o raio externo é o dobro do raio interno, e Ry = r e Ry = 2Ry, e

utilizando as expresoes (2.22) para o momento de inércia e a darea, resulta

I, =250 I, =17r*

Ay =2mr? Ay = dnrt
Entao, os coeficientes b; do polinomio caracteristico sao tais que

b1:b3:b5:b7:0

b():Oé()

b2 = 042/\2+52

be = A’ + BeAt + peA’?

_OJ

N DN

=
_ — = =

(
b4 = 044)\4 + 54)\2 + g (3

(

(

bg = Oég/\S + ﬁg)\6 + ,ug)\4 + Vg)\2



onde

&%)
6%)

(7]

Qg
ag
Ba
04

B

s
Mg
He

M8

g

42.50° E*r® + 340> G* m* r'? E* 4+ 255k G 'V E*o
—680G2 k2 2 Ep — 680G KT*r? E*p

42.50% p*r® 4+ 5100 Er'0 p? m 4 340, % G* w2 r12 p?
255k G p?o 4+ 1360k G 2 r'? E p* + 340 p* w2 r'? E?
—2550 p° 11071 — 680k G2 1'% p* — 680p° 2 E
340p1 72 12
—85kGrrE?c — 156 K°G*°1* Eo — 440> Er® kG
2640 Er® p1? kG 4 352k G2 7 1O E p 4+ 85¢ E*r prw
15652 G2 o p+ 110k Grr® Ecp + 440 k Gl p
—352Kk2G2 30 p? — 85k Gl p? e — 2640 Kk G P r® p?
170cErY p*r =352 P r" Ex G

85.000 ¢ p® r'® 7 +352.00 > w3 r1 k G

116 k2G?* 721 Ec+ 8.0 k2G? w2 1t

—1162G* 7 r8cp —88c Er pm? kG — 480 k2 G* 1315 p

64p> T r® K2 G? + 88ck G2 r® p?

16ck* G2 r® N% p
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As matrizes hy, k = 1 : 7 podem ser geradas por simples recursao a partir da equagao

matricial em diferengas (3.17). O problema de valor inicial (3.16) com os coeficientes

b; obtidos acima pode ser resolvido com os métodos de aproximacao introduzido por

Clenshaw [14] ou Urabe [55] que utilizam os polinémios de Chebyshev.
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3.2 O Caso Bi-Apoiado

Para o caso de uma viga bi-apoiada tem-se deslocamento o giro nulos

nos extremos da viga:

(9901 (t, O) _ 8@1 (t, L)

9oa(t,0)  Opu(t, L
us(t,0) = us(t, L) = 0, @i?(x ) _ 902;93 ) _o. (3.24)

Resulta que a matriz B com os coeficientes das condigoes de contorno (3.9) possui

os blocos
1 000 0000
0 00O 0100
A= , J=
0010 0 00O
0000 0 001

e F= A, (Q = J. Para o caso bi-apoiado, as quatro primeiras linhas da matriz

(3.14) sao

1
0 0 0 0 0 0
2k Gmr?
0 2 0 0 2 0 0
514 F 51 F
1 b
0 0 0 0 0 0
4k Gmr?
0 0 1 0 0 !
17 F 17 B
onde ¢ é o vetor de colunas
C11 C21
C12 C22
C1 = y C2 =
13 C23

C14 Ca4
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Entao as quatro primeiras linhas da matriz Uc serao

1 C21
2 kG2
2 c19 2 Co1
5ME 5rE
1 co3
4 kGrr?
1 ¢4 1 co3
17rE  17TrE

e resulta que c¢ possui as componentes nulas c19 = ¢14 = €21 = 93 = 0. Com isto, o
problema de autovalor com a matriz U de ordem 8 x 8 ¢ reduzido para um problema

de autovalor com matriz de coeficientes de ordem 4 x 4

(Fh(L) + Q' (L))er + (FA'(L) + Qh"(L))ea =

hii(L) hig(L) hio(L)  hig(L) ci1 0
ho (L) has(L)  hao(L)  hoy(L) cs | _ 0 (3.25)
ha1(L) hss(L) hsy(L) hiy(L) €22 0
hy (L) hys(L) hip(L)  hiy(L) €24 0

Onde h = (hy;), W' = (hj;) e h" = (h};) = =B~'Ch' — B~"(T — A*M )h sao matrizes
de ordem 4 x 4. Resulta que a equacao carateristica do problema de autovalor para

uma viga bi-apoiada é obtida fazendo nulo o determinante da matriz do sistema

(3.25).

3.2.1 Freqiiéncias obtidas pelo método espectral

E conhecido que numa viga bi-apoiada simple, as condigoes de con-
torno sao satisfeitas com funcoes trigonométricas. No caso de duas vigas biapoiadas
acopladas pela for¢a de van der Waals, as condi¢bes de contorno poderiam ser

satisfeitas de maneira andloga, ou seja substituindo nas condi¢oes de contorno



Av(0) + Jv'(0) = 0, Av(L) + Jo'(L) = 0, a funcao

(431

= sin(ax)a + cos(ax)b, a =
a2

29

o
I

Resulta que a primeira condicdo de contorno Av(0) + Jv'(0) = Ab + J(aa) = 0,

é satisfeita, pois Ab = 0, Ja = 0. Substituindo na segunda condicdo de contorno,

resulta

Aasin(aL) — aJbsin(aL) = (a — ab) sin(al) = 0.

Portanto, as condi¢oes de contorno serao satisfeitas sempre que

nm
a=—.
L
Assim,
nm nwx\ +
v(z) = sin (—) a + cos <—> b
L
Considere-se o produto interno
L
(v,u) = viudx

L

J
J

para

U1 Uy

¢1 ©1
v = s u =

(% U2

05 ©2

(viur + @11 + Vaug + Pa2) d

(3.26)

(3.27)

(3.28)
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Tendo que A = iw, substituindo u = e™“'v(x) no modelo, resulta (—w?*M + K)v(x) =

0. Tomando o produto interno com v*, obtém-se o quociente de Rayleigh

) v'Kv  v'BU +v'Co + 0T
w® = = .
vt Mo vtMuv

(3.29)

Se o efeito de van der Waals for eliminado, entao a matriz 1" serd diago-
nal e seguird que w? < 0 e por tanto os autovalores seriam puramente imagindrios
[46]. Considerando o efeito de van der Waals, as freqiiéncias naturais poderiam ser

determinadas substituindo os modos

nmwx nmx

u = e“'v(r) = et <sin <T) a + cos <T> l_)) (3.30)

na segunda condi¢ao de contorno. Resulta o problema de autovalor UC = 0, onde

pA1w2—nA1G("L—”>2—c HA1G<"L—”) C 0
U RALG(2E) phw?EN(% ) kA G 0 0
C 0 pAsw kA G( "%)2% kA2 G( "L—")
0 0 KJAQG(%) pIQWQ—EIQ(%)Q—KAQG
(3.31)
a1
by
C= . (3.32)
a2
ba

As simulacoes, considerando o efeito de van der Waals, mostram que
conforme n aumenta em um raio de aspecto 10, 20, 50,0bserva-se que as freqiiéncias

aumentam com o numero de modo.
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4 POLINOMIOS DE CHEBYSHEV

Na resolugao da equacao diferencial em (3.16), serao formulados métodos
que utilizam a expansao em série com polinomios de Chebyshev e algumas de suas
propriedades. Com estes métodos serao obtidas aproximacoes para as derivadas de
d(x) e cujos coeficientes na suas expansoes das derivadas, podem ser determinados

em termos dos coeficientes da expansao de d(x).

4.1 Definicoes e Propriedades
Na férmula de Moivre
(cosf 4 isin )" = cos(nb) + isin(nd),
fazendo x = cosf e supondo 0 < 6 < 7, resulta na forma cartesiana
(cos(nf) + isin(n))" = (z 4+ ivV1 — 22)". (4.1)

Expandindo esta expresao pelo Teorema Binomial, e tomando a parte real, que

corresponde as poténcias pares de 7, resulta

[n/2]
cos(narccosz) = cos(nf) = Z (n)x”_Qp(xZ — 1)

p=0 2p
— iL‘n—l— n wn72<x2_1)+ n xn74(x2_1)2+“_
2 4
onde [n/2] = (n —1)/2. Assim, cos(nf) é um certo polinémio de grau n em x =

cos(f).
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Definig¢ao 4.1. O polinémio de Chebyshev de primeira espécie de ordem n, T, (z),

¢ definido como sendo

T, (x) = cos(n(arccos x)) = cos(nb). (4.2)

Se z varia no intervalo [—1, 1], § varia no intervalo [0, 7] e esta variagao
segue em direcao oposta, ja que xny = —1, corresponde a # = 7 e o = 1 correspon-
dente a § = 0.

A relagao trigonométrica

cos[(n + 1)8] + cos[(n — 1)0] = 2cos(#) cos(nh)

motiva que os polindmios de Chebyshev vem a satisfazer a seguinte relacao de

recorréncia com trés termos.

Proposicao 4.1.

Toi1 = 22T, (x) = T—1(x), n=1,2,3,--- (4.3)
Demonstragao
Escrevendo 6 = arccos(x), segue

xT,(x) = cos(f) cos(nf) = % (cos[(n + 1)0] + cos[(n — 1)0]) = = (Ths1(z) + Tri1()) .

DO | —

Desta relacao resulta que o primeiro coeficiente de um polinomio de Chebyshev

Tn(z) é igual 2V~! para todo N > 1.
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E facil calcular os primeiros polinomios de Chebyshev

= 1 (4.4)

= 22°—1

= 8zt —8z%2+1

(z)
(z)
(x)
Ts(z) = 4a° -3z
(z)
(r) = 162° —202° + 5z.

Resulta da definicao, que o polinomio de Chebyshev somente possui
poténcias pares quando é de grau par e somente poténcias impares quando é de

grau impar.

Proposicao 4.2. T,,(x) possui zeros simples nos pontos:

2k —1
2n

T = COS

Demonstragao

T,,(z) = 0 se, e somente se, cos(nf) = 0. Assim, nf = (2k —1)7, k=1,--- ,n.

O

Proposicao 4.3. Os polinomios de Chebyshev assumem valores alternados nos ex-

tremos do intervalo [—1,1], isto €

T, (£1) = (£1)". (4.6)

Demonstragao
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Se x = 1, entao pela defini¢ao do polindémio de Chebyshev, resulta que cos(nf) = 1
somente para 0 = 2mm, Vm € Z, logo T,,(1) = cos(2knw) = 1. De forma andloga

para x = —1.

O
Proposicao 4.4. Os polinomios de Chebyshev satisfazem a equagao diferencial
(1 = a?)T(2) — 2T} () = —n®T,(x),
ou (4.7)
2
i (1 — 562)1/2@ = ——n Tn .
dx dx (1 —a2)1/2
Demonstragao
Utilizando a definicao e por simples substitugao obtemos este resultado.
O
Proposicao 4.5. Paran > 2,
Tn(x) T3, (x)
2T, (7) = —H2 - —nels 4.8
(z) n+1 n—1 (48)
Demonstragao
Sendo 6 = arccos(z), resulta
Toi1(z) = cos[(n + 1)0] = cos[(n + 1) arccos(z)].
Entao,
d sin[(n 4 1) arccos(x)]
—Thi1 = — 1 . 4.9
g = T A 49
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Similarmente, para n > 2

d T ) sin[(n — 1) arccos(z)]

Ty = (n—1) — (4.10)

Adicionado (4.9) e (4.10), e sendo /(1 — 22) = v/1 — cos? § = sin 6, temos:

1 d 1 d 1 , .
Tl T T g et ﬁ(sm[(n +1)0] — sin[(n — 1)0])
2 f)sin 6
M = 2cosf = 2T, (x).
sin
O
Proposicao 4.6. Paran > 2 temos
L[ Tha(z)  Taa()
T, == — ) 4.11
/ (z)de 2[714—1 n—1 +C ( )
Demonstragao
Segue de integracao ambos os membros da relagao (4.8).
O

O seguinte produto interno sera utilizado no espaco das funcoes continuas num

intervalo [a, b]

b
.ahe = [ wlp)(o)ds (1.12)
Aqui w(x) é uma funcao continua nao negativa em (a,b) chamada de peso.

Proposicao 4.7. Os polindmios de Chebyshev T, (x) sao ortogonais no intervalo

[—1,1] com rela¢ao a fungdao peso

1
w(z) = Nt (4.13)
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Demonstracgao
Fazendo a mudanga de varidvel x = cosf com dx = —sin(0)df = —+/1 — z2db),
segue

(T, TV = / (1—22) 2T, (2) T (z)dz =

1

/ cos(md) cos(nd)db.
0
Da identidade

cos(nf) cos(mb) = %[COS[(TL +m)0] + cos[(n —m)b]], n #m
resulta
(T T = %/0 [cos[(n + m)6] 4 cos|[(n — m)6]] dO

(= [l sl

= 0.
2 n—+m n—m 0
O
Proposicao 4.8.
m, m=n=0;
(T, T = (4.14)
5, m=mn#0.
Demonstragao
Seja n =m # 0,

1 [" 1 [sin(2n#) "
2 = = — = —
I T 2= (T, T = 2/0 [cos(2n0) +1)df = - { o+ 9}

Agora se n = m = 0, segue

I To I[5= (1,1) = .



Proposicao 4.9. Vn > 1,n > 0:

0, m+n par;
(T3, Ta)w =19 0, m+n impar e m < n;

mm, m+n impar e m > n.

Demonstracgao
Da proposigao 4.3 vamos ter para Vn > 2

U

TTIL+1 — 2Tn—|— Tn—l )
n+1 n—1

Fazendo agora

/

T
T .\ = 1) |27, + L
L= (1) 21,4 2

e aplicando o mesmo raciocinio vamos ter

1 1!
/ _ o n—3
T, =(n+1) [2Tn+n_1(n 1) <2Tn_2+n_3)}.

Seja agora n par, repetindo o processo sucessivamente temos,
: T
Tn+1 = (n—|—1) 2Tn+2Tn—2+"'+2TQ+T
determinando e substituindo 77 (z), temos
Tn+1 = (TL + 1)(2Tn + 2Tn_2 + -+ 2T2 + T())
Conseqiientimente para n impar vamos ter

Ty =(n+1) 2T, + 2T o+ +2T3 + =

37

(4.15)
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da mesma forma determinando e substituindo T4(x), temos
T, =n+1)2T, + 2T, o+ -+ 2T3 + 2x2),
v =+ 12T, + 2T, o + - - - + 215 + 2T1).
Fazendo agora k = n + 1, vamos ter para k impar
, 1
Tk:2k) Tk,1+Tk,3+"'+T4+T2+§TO

e para k par

T, =2k(Ty 1+ Ty 3+ +T5+ T3+ T1).

Seja agora o produto interno (1) T,),. Temos entao:

a) Para m par,

1 1
<T7§1, Tn)’w = / wTélTndx = Zm/ U}(Tm,1 -+ Tm73 + -t T5 + T3 + Tl)TndiC
—1 -1

1

1 1 1 1
=2m {/ Ty T,dx +/ wly,_sT,dx + - - —|—/ wlsT,dx —|—/ wT3T,dx +/

1 -1 -1 -1 -1

wTITndx] .

Da Proposicao 4.7 segue que (1}, T,).,, = 0, o que se verifica se n for

par. Agora se m > n e n é impar, entao da Proposicao 4.8 vamos obter em uma das

™

integrais 7. Ja para m < n com n impar, segue imediatamentente o resultado pela

Proposicao 4.7.

b) Para m fmpar,

1
1
(Tr, T)w = 2m/ w <Tm1 + T3+ +Ty+ 1T+ §To) T,dx
-1

1

1 1 1 1
=2m {/ wl,—1T,dz —|—/ wly,—s3T,dx + - - - +/ wl,T,dx +/ wiyT,dx +/

1 -1 -1 -1 -1

1
§wT0Tndx}
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Novamente da Proposigdo 4.7, se n for impar entao (7),,7,), = 0.
Agora se m > n e n é par, entdao da Proposicao 4.8 vamos obter em uma das
s

integrais 5. J& para m < n com n par, segue imediatamentente o resultado pela

Proposicao 4.7.

Resumindo, temos:

0, se m < n;
(T, Tn)w =5 0, se m >nem-+n par;
mm, m >nem-+n impar.

ou
0, se m + n par;

(T, Tn)w = 0, se m +n impar e m < n;

mm, m+n impar e m > n.

4.1.1 Polinémios de Chebyshev de segunda espécie

A relagao trigonomeétrica
sin[(n 4+ 1)0] +sin[(n — 1)0] = 2cos(0) sin(nh)

permite definir os polindmio de Chebyshev de segunda espécie. Observa-se que

dividindo por sinf, resulta

sin[(n +1)8]  sin[(n — 1)6] sin nf
- + - .
sin 0 sin 0 sin 6

Por recorréncia, resulta que
sin(n0)

sin 6
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vem a ser um polinmio de grau n em x = cosb.

Definigao 4.2. O polinomio de Chebyshev de sequnda espécie Uy, (x) € um polindmio
de grau n em x = cos 0, definido por

sin[(n + 1)9]'

sin(6) (4.16)

Un(x) =

Assim, usando relagoes trigonométicas obtemos a seguinte relagoa de

recorréncia:

Upy1 =220, —U,_1, n> 1. (4.17)

Portanto, os primeiros polinomios de Chebyshev de segunda espécie sao

Up(z) = 1

U(x) = 2x

Uy(x) = 4a*—1

Us(z) = 8a° 4z

Uiz) = 162" — 1222 +1
Us(x) = 322° —322° + 62

Da relagao de recorréncia, segue que o coeficiente do termo =™ do polinémio U, (z)

¢ igual a 2", para n > 0.

1 Ve | 6
\ / \\ ‘
\ / \ | 4
054 / \ |
/ | 29 |
| / \ “ — /
| \ / \ | g
o it Mam eyt raran o e oo~ e
J‘, 0.8 0.5\54).4 0.2 “/ 0.2 0'4X0'§5 0.8 “l 1%0.8 0.6\&4777;& 0.2 0.4)?3@}}8 1
| \ / \ | 2]
| \ 0/.{3 \ | [
| \ -05 - \ | /
/ \ | [
J \\ \ ) [ -4
| \ \ / |
| \/ \ // |
| _ g / 6

Figura 4.1 Polinomios T5(x) e Us(x).
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Corolario 4.1. Sejam os polinémio de Chebyshev T,(x) e U,(x), as sequintes

relacoes sao satisfeitas:

Un(x) — Up—o(x) = 2T,(x)

(1 — 2} U, () = %[TM — T()]

Demonstragao
O primeiro resultado segue imediatamente da seguinte identidade:
sin[(n + 1)8] — sin[(n — 1)0] = 2sin() cos(nb).
Para o segundo resultado, tem-se que
sin?(6) sin[(n + 1)6]

(1 —2H)U,(z) = () = sinfsinf[(n + 1)0)

temos ainda a seguinte identidade

2sin () sin[(n + 1)8] = cos[(n + 2)0] — cos(nh)

o que completa a demonstracao.

Proposicao 4.10. U, (x) possui zeros simples nos pontos:

k
T = COS 17r, k=1,2,---,n.

Demonstracgao

(4.18)
(4.19)

(4.20)

Un(x) = 0 se, e somente se, sin((n+ 1)) = 0. Assim, (n+1)0 =kn, k=1,--- n.

Observa-se que os zeros do polinémio (1 — z?)U,(z) incluem os pontos extremos
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r = —1ex = 1eque os pontos extremos deT},(x) sdo os do polinomio (1—z?)U,,_(z)

[20].

Proposicao 4.11. Para n > 1, temos:

T!(z) = nU,_1(z)

n

Demonstragao

Dado que T),(x) = cos(nf) e 8 = arccos(x), temos dai que

dT,(x) d d0  nsin(nb)
dr @(cos(nﬁ))% a sin(6)

0 que completa a demonstracao.

Proposicao 4.12. Para n > 1, temos:

n(nT,(x) — 2U,_1(x))

2 —1

T (z) =

Demonstragao

Segue que

1w =5 (")

Assim vamos ter

%<%%g§:(MWW@mﬁ¥$wMNMWUd9

%.

(4.21)

(4.22)
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Dado que = = cos(f) segue dai que

n? cos(nf) sin(f) — n cos() sin(nh)

() = sin®(9)

que resulta em

n(nT,(z) — 2U,_1(x))

Tl/ —

0

Proposicao 4.13. Os polinomios de Chebyshev U, (z) sdo ortogonais no intervalo

[—1,1] com relagao a fungdo peso w(zx) = /1 — x2.
Demonstragao

De maneira andloga a demonstracao anterior vamos ter para n # m

N
N

(Un, Upn)w = /_1 V1 — 22U, (2)Up(x)dx = /_ (1—a2%)"2(1— xz)%Un(a:)(l — 2%)2U,, (7)dz.

1

=

Como (1 —22)2U,(x) = sin(0)U,(x) = sin[(n+1)0] e -2 = df segue

Vi—zZ

dai

(U, Up)or = /Oﬂ sin[(n + 1)0] sin[(m + 1)0]d0

(U, Uy = % /0” [cos|(m + 1 + 2)8] — cos|(n — m)6]]dd = 0.

O que completa a demonstracao.
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4.2 Série de Fourier-Chebyshev

Conforme Lanczos [37], a desvantagem da série de Fourier com fungoes
f(x) que nado sejam periddicas é sua convergéncia vagarosa. Suponha-se que o in-

tervalo de definigao é normalizado para [—1,1]. Com mudanca de varidvel
x = cost (4.23)

resulta que F'(0) = f(cosf) é uma fungao periédica. Sendo cos() uma fungao par,
= F

deve-se requerer F(6) (—0) e por tanto, sua expansao de Fourier resulta em

COSSENos
F(cost) = Z Upapcos(nd) (4.24)
n=0
com
2 ™
ar = —/ F(cos(0)) cos(k@)db (4.25)
T Jo

Voltando a variavel x, segue

flz) = i Unan T () (4.26)
n=0
onde X
ar = %/1 f(af)Tk(ﬂc)\/1Ci—f7362 (4.27)
(0, n<o0;
U, =19 3, n=0; (4.28)
1, n>0

A discusao sobre a convergéncia da expansao de Chebyshev (4.26) ¢é reduzida as

questdes relacionadas com a série classica de Fourier [19], [50]. Em particular,para



45

funcgoes limitadas integraveis tém-se convergéncia quadratica com respeito da norma

I = 2 [ |f(cos(9))|2der (4.29)

e a validade da igualdade de Parserval

o 1 L
D unal =~ / | f(cos 0)]2d6 (4.30)
LJp
n=0
ou
A3 =) ttnlanl*. (4.31)
n=0

Quando f(z) é aproximada por uma série finita de Chebyshev, temos entao que

1fll2 = [let] (4.32)

onde o = (ag, ay, as, -+ ,a,) é um vetor. Para fungoes suaves ou regulares, obtém-se

a convergéncia uniforme com a norma

Al = sap [f(z)]. (4.33)

ze[—1,1]

4.2.1 Derivada da Série de Chebyshev

Seja f(x) uma funcdo continuamente diferenciavel no intervalo [—1, 1]

e considera-se a série de Chebyshev para sua derivada
if(:B)NiO:u al T (x) (4.34)
dx o e '

Proposicao 4.14. Seja
fl(x) =) una, (). (4.35)
n=0
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Entao,
a, = Zup_nvp_npap (4.36)
p=0
onde
0, n par
vp=1—(-1)"= (4.37)
2, n impar
€ ag, a1, ..., $ao 0s coeficientes da série de Chebyshev da funcdo
flz) = Z Un a1 ()
n=0
Demonstracgao

Derivando formalmente termo a termo e igualando a sua expansao em série de

Chebyshev, decorre
f'(z) = Z una, T (x) = Z unal T ().
n=0 n=0

Das propriedades da série de Fourier, segue que Vn > 0

LT
b (T, Tn)
Agora, paran > 1:
r <f/7Tn> _ 2 S /
a, = T T - mz:lame,T .

Da Proposicao 4.9, temos

o

a, = % i an(T) . T,) = Z 2May,.
m=0

m=n+1,m+n tmpar
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Portanto, temos:

/ —_—
a,, = E Up—nUp—nPlp.
p=0

Para derivadas de ordem superior temos :

dxs Zun ST (x). (4.38)
Proposicao 4.15. Para k > 0, temos

% % i—1
al) | —al), = 2kal™". (4.39)

Demonstragao

Seja f € C", assim

/ O (2)de = fOV(z) + C.

Dado que
)(z) = Z U@ DT, ()
m=0

temos entao que

/ i U 0T, Z Unal VT (1) + K, (4.40)
m=0

onde K; = @T,. Considerando o primeiro membro de (4.40), integrando termo a

termo e aplicando Proposicao 4.6, temos

a .
/ Ty + / aoTidz + m§:2: o' / T,dz + K,

(1) (4)

(I
“1 () m+l (z ml
2T1+ 5 2+K3+E E K.
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Expandindo as séries e agrupando, vamos ter

(@ —aTy + (@l — a2+ (@) — a2 4+ 4 K.

1
2 2

Assim vamos ter em (4.40)

1 e a —1 - a +1 ;
- m m T,+ K = (i 1)Tm K

tendo que K| = %(Kg + K3). Logo concluimos que para m > 1

4.2.2 Truncamento da Série de Chebyshev

Conforme [54] vamos definer o operador P, sobre a fun¢ao f(z) que é

continuamente diferenciavel pelo seu truncamento com m termos

P.f(z) = i": Upan Ty (). (4.41)
n=0
Conseqiientimente,
(I=Pu)f(x)= Y una,To(x), (4.42)
n=m-+1

onde I denota o operador identidade. Fazendo,

(1 = Pu)f(2)] = ( > unanTn(ﬂf)> < ( >, Ian|>

n=m-1

(7= P @) < ( )» w) - [ )» ‘#]

n=m-+1
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n=m+1 n=m-+1 n=m+1 n=m
Logo,
[eS) 1 oS
(I = Pu)f@) < > = >l )1”
n=m+1 n=m

Da identidade Pareeval, para P_; = 0, segue

D Nanl? = I = Puca) /@)l < 11115,

Entao
I = Pou) flln < a(m)II(1 = Pro-a) £/ ()17 < 115 (4.43)
onde
o(m) =
em que ] 1
1 > du
e T AU B s

Novamente aplicando a identidade Parseval em (I — P,,) f(x),

2

. - Ny —an
I = P)f@I= | X alu@)| = 3 llaalP = - Ftpgmit
n=m+1 q n=m+1 n=m+1
Assim sendo
2 1 - / / 2 1 - ! 2 4 2
[(I=Pn) f(2)ll; < Wmt 1) Z lan—1 =" < Wm+ 1) Z (lan—1 I+ llar 1 [I7)-
n=m+1 n=m+1

Logo tem-se que

I =PI < s S I

Portanto, param =0,1,2,--- e P41 =0

I(I = Po) f(2)llg < o1(m)[[(] = Prn-1) f(2)llg < o1 (m) [ f'(2)lg (4.44)
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Repetindo a estimativa (4.43), vamos ter

(I = Pn) f (@)l < o(m)|(I = Pr—r) [/ (2)[lq < o(m)or(m — DI — Pn1) f'(2)lg
(4.45)

O-<m) " 1
7@ < G T =T

11 = Pon) f()]lq < 1/ @)l (4.46)

m(m — 1)

Seja f(x) uma fungao continuamente diferenciavel em [—1,1] e seja

Pof(z) = fin() (4.47)
assim,
/ gy = W
f@) = fle) = -2
De (4.41) vamos ter
d (o ¢]
F'(@) = ful@) = (I = Pu)f(@)] = Y wna T(a).
n=m+1
Se
f(@) = fu(@) ~ om(z) + (I = Paga) f'(2) (4.48)
entao,
2 1
om(@)] < lthl < (Jatwial ™5+l ™5 )
Como
m+1 m-+2
2 < 2
entao
m + 2

|om ()] < (lam] + 11 ])-

2
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Em seguida, elevando ao quadrado ambos os lados e somando os resultados de todos

0s componentes, temos
[ (@)* < (m+ 2)* ([l [I* + a1 [1*) < (m +2)%[[(1 = ) 115,

segue entao,

[mlln < (m 4+ 2)I1(1 = Po1) fllg- (4.49)
Temos ainda que
m—+2 m+1
lmll2 < lameal?® < lopa P20 + 22—
assim,
m + 2 m+ 2
lioml2 < =l P+ ot 7) < P20 = P 2
ou seja
m+ 2
lmlly < /=200 = Paca) (4.50)
Em

f'(@) = fu(@) = om(t) + (I = Pnia) f'(t)

por (4.44) e (4.49) vamos ter

1F" = foulln < (m +2)[[(1 = Povea) f'llg + 11 = Ba) f |- (4.51)

Para ||f' — fI ||4» aplicamos a identidade Parseval, entao temos

1" = fllg = lomllg + 1 = Prst) 117 < Uomlla + 1 = Prsa) £'1l)*-

De (4.50), temos

15 = Falle < ™20 = Pct) Pl + 0 = Pre) £
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Quando f(x) for duas vezes continuamente diferenciavel no intervalo [—1, 1], apli-

cando (4.43) e (4.44) em (4.49) e (4.51), temos

1= £l < |20+ )] 1571, (1452)
2 1
1= full < [ Y5224 1 (4.53)

Segue como conseqiiéncia que f! (z) — f'(z) ao m — oc.
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5 METODOS PARA A RESOLUCAO DE
PROBLEMAS DE VALOR DE CONTORNO
EM SERIES DE CHEBYSHEV

Em 1938, Lanczos introduz o uso dos polinomios de Chebyshev na inter-
polacao de dados e obtencao de aproximagoes para solucoes de equacoes diferenciais
ordindrias (EDOs) [38],[37]. Em 1957, Clenshaw sugere calcular diretamente os coe-
ficientes da solucao de uma EDO e suas derivadas utilizando propriedades especiais
dos polinomios de Chebyshev. Posteriormente, Urabe [54] desenvolveu uma teoria
de um método pratico para calcular solucoes de problemas com valores de contorno
num ou dois pontos em séries de Chebyshev. Estes métodos podem ser utilizados na
obtengao de uma aproximagao da solugao d(x) da EDO (3.16) com os coeficientes

(3.19).

Antes de aplicarmo a série em polinomios de Chebyshev no problema,
vamos fazer uma mudanca de variavel tal que ocorra uma bijecao entre os intervalos

[0,L] e [-1,1]. Assim sejam z € [0, L] e z € [—1, 1], portanto

5.1 O Método de Clenshaw

Considera-se a equagao diferencial

Z bs_2;(A\)d®) () =0, (5.1)
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Escreve-se a solugao e suas derivadas em série de Chebyshev

d(z) = Y uparTi(z), (5.2)

(5.3)
Substituindo na EDO, resulta
00 4 .
ZUk (Z bg_%()\)a’(fz)) Tk(z) - 07 k= 07 17 27 .
k=0 i=0
Entao,
o
6
4 "
beﬁ*%()‘)@;(fl) = < bo by by be bs ) a) [ =0 (5.4)
i=0
o
ak

Por conveniéncia, denota-se o membro a esquerda por ©(k). Para determinar os
coeficientes das derivadas em termos dos coeficientes da solugao, ¢ utilizada a pro-

priedade das séries com polinomios de Chebyshev
al), —al)l, =2kal ™V i=1,2,--. (5.5)

Substituindo k& por k — 1 e depois por k+ 1 em (5.4) e efetuando a subtragao entre

as duas equacoes, resulta

4
Ok —1) -0k +1) = Y by a(N) <a§fj>1 - a,?ﬁl) —0
=0

4
= Z bg,Qi(A)2ka§fzil) + bg (ak,1 - akJrl) =0.
=1



Dividindo por 2k, segue

Ok +1)
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@(k - 1) - (22 Ap—1 — Qk41
2]{; Z bg 21 + bST - O (56)
Introduzindo o operador em diferencas
Uk—1
Uk—1 — Ug1
P = 2252 = (F 0 —5 )| w (57)
Uk+1
a relacao anterior escreve-se
Z b8 2z —f‘ bgl“ak =0.
Repetindo o mesmo procedimento com (5.6), resulta
Ok —2) kO (k) Ok + 2 - (2i-2)
_ = bs_2:(A)2k
2k—1) (h—Dk+1) 20kt 1) Z“U “
kay, A2
+ by + =0.
®2 (k—l) k—1D(k+1) " 2(k+1)
Dividindo por 2k, vem
Ok —2) kO (k) Ok +2) . (2i-2)
_ = bs_2i (A
H(h—1) 2kh—D)k+ 1) (k1) ; s-2i(A)ay
Ap—1 kay, Qg1
b =0.
T — D) T ME—Dk+ 1) k(= 1)
Assim,
Z bg 21 + bngak = 0.
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Matricialmente, os dois passos anteriores podem ser escritos de maneira

Compacta Ccomo segue.

) o ; ]
a§€5) 0
0 = <b0 by by b b8> al? +i 0 (5.8)
a,(j) 0
| 0 Qr—1 — Ak41 i
- o T\
a,(f) 0
= (00 bbb b ) || a® | =] o [].
a,(j) 0
0 Tay
e para segundo passo
1 ]
a,(:l) 0
0 = <bo by by b b8> a? | +1] o (5.9)
0 ak
'\ 0 ay |
onde
Up—2
Uk—1
F2“’“:(4k<lifl> 0 ey O 4k<11+1>> ue |- (5.10)
Uk+1

Uk+2
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Como a equacao diferencial é de ordem par, apés oito iteracoes, sera obtida uma

equacao em diferencas. Para ay

ag
A May
F8@(k)=st_2iF2"ak:(bo by by bg b8> IMa, | =0. (5.11)
=0 [oa,
May
Esta equacao resulta da forma
ak—8
Qr—6
0 0 0 0 wyp O 0 0 0 Qf—4
0 0 0 woy wos wog O 0 0 Ap—_s
(bo by by bs bg) 0 0 ws ws wss wge wgr 0 0 a
0wy wyz Wi Wgs Wae War Wag 0 Q42
W51 Ws2 Ws3 Wsq Wss Wse Ws7r Wsg Wsy QAf+4
Ak+6
Ag48

(5.12)




onde

W15

w37

W3p

W33

W48

War

Wae

Ways

Wa4q

W43

W4g2

Ws9

Wsg

Ws7

Wsp

Wse

Ws4

Ws3

Ws2

Ws1

1 -1 1
1 == = —— =
T G- DR T 2 — 1) T Ak DR
1 1
yWo4 = ——7———~7.
16k(k +2)(k+3)(k+ 1) 4k — 1)k
3 -1
3 3 , W36 = D)
8(k? —4)(k2 —1) 4k(k? + 2k — 3)(k + 1)
1 —1

, W34 =

16k(k —2)(k — 3)(k — 1)
1
64k(k+5)(k+3)(k +2)(k +4)(k+ 1)

(k- 3) (k2 — 1)

32k(k + 5) (k% + 2;3— 3(k+2)(k+1)
64k (k2 + 2k — 3)(/15— 2)(k+4)(k + 1)
16(k — 3)(k2 + Qk——53)(k F1)(k2—4)
64k (k — 3)(k +125z)))(k — (k- 1)

32k(k — 3)(k — 2)(k — 5)(k? — 1)
647 (k — 5)(k — 3)(/1 — 0k —2)(k—1)

256k (k + 5)(k + 2)(k + 7)(1/<: +3)(k+4)(k+6)(k+ 1)
32k (k + 2) (k2 + 6k — 7)(21 3)(k +4)(k +5)(k+ 1)
64 (k + 2)(k + 3) (k2 +74k: —12)(k+5) (k2 — 1)
128(k2 — 16) (k2 —345)(k2 “D)(k2—9))

32k (k + 3)(k + 4)(k —_2)7(k2 2k — 15)(k2 — 1)

32k (k — 5)(k — 4)(1;1 2)(k2 — 1)(k2 — 9)

647 (k — 5)(k — 6)(k7— 3) (k2 — 4) (k2 — 1)

32k (k — 5)(k — 4)(k — ;)(kl Tk —3)(k2 — 1)

256k(k — 5)(k — 7)(k — 6)(k — 3)(k — 2)(k —4)(k — 1)’
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Segue,
Sok—g+S2ak—6+ Ssak_4+ Sear_2+ Sgar + S10ak+2 + S12ak4+4 + S14ak16 + Siears = 0

Fazendo a mudanca de varidavel,k — 8 = j, resulta uma equagao em diferengas de

ordem 16 com indices pares:

8
> " S5i(f)aktaj—s =0 (5.13)

Jj=0
onde
( J+1

Zwﬁ—i,j+1b10—2ia se 0 <j <4
=1

9—j
ZWG—i,j+lb10—2ia se 5 <j <8

\ =1

Para resolver (5.13), sao requeridas 16 condigdes iniciais. Uma maneira consiste em
truncar a série de Chebyshev para k = 15 em = = 0 (z = —1), e utilizar a equagao

em diferencas

bo(A\)d;j1s + ba(N)djy6 + ba(N)djss + bs(N)djra + bg(N)d; = 0 (5.14)
dy=dy=dy=dy=dy=ds=ds=0 (5.15)
bo(AN)d7 =1 (5.16)

para obter os valores
15
k=0

para 7 = 8 : 15. Resulta a equacao matricial

Ta=q (5.17)
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To(—1) Ti(-1) Ts(-1) "
. ag
To(vii)(_l) Tl(vii)(_l) Tl(gii)(_l) ay _ d7 (5.18)
Tém’ii)(_1> Tl(vm)(—l) Tf;’m)(—D ds ’ .
: ais
=) ) e TV o

ou seja, Ta = q, em que a matriz 7" de ordem 16 x 16 consiste das derivadas dos
polindmios de Chebyshev em x = 0, o vetor x é de ordem 16 X 1 e ¢ é um vetor de

ordem 16 x 1.

5.2 0O Método de Urabe

Urabe tem considerado o problema com v valores no intervalo [—1, 1]
dx
dt
i=0
onde x e X(x,t) sao vetores, L; (i =0,1,2,--- 1) sdo matrizes, [ é um vetor, e
—l=ti<ti<ta<---<t,_1<t,=1.
Para v = 0, tem-se o problema de valor inicial:

La(~1) =1 (5.20)



61

e para ¥ = 1 um problema de contorno em dois pontos. Em particular, nos extremos
do intervalo

Lox(—1) + Lyz(1) = L. (5.21)

O caso de pontos intermediarios tem sido discutido por Sansone [47] que é de inte-
resse em vigas segmentadas [53]. Neste trabalho, é focado no caso do problema de

valor inicial.

Para obter uma aproximagao da solugao do problema (5.19), considera-

se uma série finita de Chebyshev [27]

T (t) = ZunanTn(t) (5.22)

onde para cada n, (0,1,2,--- ,m)

ay, = 2 /07r Zm(cos(0)) cos(nb)db (5.23)

™

sao coeficientes a serem determinados. Aqui u,, denota o coeficiente (4.28), isto é

(

0, n<O0;

_ 1 _
Up = 9 7”L—0,
1, n>0

\

Substituindo na EDO (5.19), e descartando termos de ordem superior a m — 1,

resulta

= P X (2(t),) (5.24)

> Liwg(t:) =1 (5.25)
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onde P,,_; é um operador linear que expressa o truncamento da Série de Chebyshev

rejeitando os termos de ordem superior a m — 1. Seja,

dem <~
=Y und T(t). (5.26)
n=0

Da relagao (4.36) para os coeficientes da derivadas

m
/
a, = E Us—nVs_nSUs, (5.27)
s=0
resulta a equivaléncia

%/OFX[xm(cos(G),cos(Q))] cos(n)dd —a,, = 0, n=1:m—1 (5.28)

(5.29)

i=0

A série finita de Chebyshev z,,(t) que satisfaz o problema (5.24) serd chamada de
aproximacao em série de Chebyshev de ordem, m para o problema (5.19). O fato
que aproximagcoes em série de Chebyshev de alta ordem usualmente fornecem boas
aproximagoes para a solucdo exata e tem sido mostrado por Urabe [54] através do

seguinte teorema:

Teorema 5.1. (Urabe) No problema (5.19), supoem-se que X (z,t) é uma fungdao
continuamente diferencidvel com respeito a x e t em uma regiao 2 do tr-espaco
interceptado por dois hiperplanost = —1 et = 1. Se o problema (5.19) possui uma

solugao isolada x = Z(t) tal que

U={(t2)||lz—2z@)| <do,te[-1,1]} CQ
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para algum oy positivo, entdo para um mg suficientimente grande, existe uma aproxi-

mag¢ao de Chebyshev x = Z(t) de qualquer ordem m > myq tal que

T (t) — 2(t)

din(t)  di(t)

dt dt

uniformemente quando t — o0.

Por uma solugao isolada, entende-se que a solugao = = z(t) é tal que a
matriz G = Y., L;®(t;) é ndo singular e ®(t) é uma matriz fundamental da primeira
variacado da equagao diferencial de (5.19) com respeito a © = z(t) satisfazendo a

condi¢ao inicial ®(—1) = I (I é a matriz identidade).

Para determinar os coeficientes da série finita de Chebyshev através de
uma relagao de recorréncia, é suficiente resolver numericamente uma equagao deter-
minante da forma (5.28). Por conveniéncia, o método de Urabe serd considerado

com a equagao de segunda ordem

" = Q(t)xr + R(t)z' (5.30)
z(—1) =« (5.31)
r'(=1) = g. (5.32)

Primeiro, a equacgao é transformada num sistema de equacoes de primeira ordem,

¥ o=y (5.33)

vy = Qt)xr+ R(t)y. (5.34)
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Segundo, os coeficientes sao escritos em séries de Chebyshev

R =3 w R Th(a) (5.36)

e procura-se uma solucao aproximada

T(t) = taa,T(t) (5.37)
Ym(t) =Y unbyTo(t) (5.38)
QU)wm(t) =Y ungaTn(t) (5.39)
R()ym(t) = unrnTu(t). (5.40)

Proposicao 5.1. Paran =0,1,2,---, resulta

Q)zm(t) = > ungaTu(t) (5.41)
n=0
(5.42)
R(t)zm(t) = Y tnraTu(t) (5.43)
n=0
onde
1 m
Gn = 5 ;(un—susQn—s + un+susQn+s + UupSs — nuSQs_n) (544)
1 m
Tn = 5 Z(Un—susRn—s + un+susRn+s -+ UpS — nusRs_n). (545)

Il
o

S

Demonstragao
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Substituindo a série finita e utilizando a propriedade do produto de polinomios de

Chebyshev [41]

2T ()15 () = Tgn (@) 4 Tipp—n) () (5.46)
resulta
Q(t)l’m(t) — Z ZusurQrasTr<t>TS(t)
s=0 r=0
1 m o0
= 5 Z Z tty Qratg (Trps() + Ty (1))
= %2 iun susQn SCLS n ZUQQSCLS 0
+ _Z Zun+susQn+sa5 n Zus nQS nls 0()
n=0 s=0

onde é assumido @, = 0 para r < 0. Assim,

do = quoaa + Z qusas = Z U Qs
s=0 s=0
1 m
5 Z(UH*SUSans + un+susQn+s + UpS — nus@sfn% n = 17 27 U
s=0

gn =

A prova para R é analoga e sera omitida.

Utilizando (5.27) nas equagbes determinantes (5.28) com auxilio da

proposicao (5.44) e as aproximagoes em séries finitas de Chebyshev para z(t), y(t)



resulta
a, =by,, n=0:m—1
b =q.+7, n=0:m—1
Z(—l)”unan =«
n=0
n=0
onde
a;@ = Z Us—nVUs—nShs,
s=0
m
b, = Zusfnvsfnbs
s=0

paran=0:m—1,e

m

1
dn = 5 Z(un—susQn—s + un—l—susQn—l-s + us—nust—n + u—nu—st)as

s=0

1 m

T'n = 5 E (unfsusRnfs + un+susRn+s + usfnusRsfn + ufnusts)bs
s=0
da mesma forma paran =20,1,2,...,m — 1.
Sendo
/ /
Up_y — Upypq = 200,, n=1,2,--- 'm

com a,, = a,, ., = 0, resulta das identidades anteriores

an = %(bn—l - dnbn—i—l)

onde
1, n<m-—2;

0, n<m-—1.
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(5.47)
(5.48)

(5.49)

(5.50)

(5.51)

(5.52)

(5.53)

(5.54)
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bm+1 = 0

Substituindo a, na terceira relagao de (5.47), obtém-se

Com o valor obtido de ag e de a,, em termos de b, substituindo em (5.51), segue

1 1
gn = Qna + |i§Qn + Z(unlenfl + Qn+1 + uanln):| bO

11 (=
+ _ZQn + g(unf2Qn72 + Qny2 + U2nQ2n)] by + ;[(s 1 Qn

s+ 1)

4(8 + 1) (Un—s—lQn—s—l + Qn+3+1 + u5+1_nQ8+1—n)

1

+4(3—— 1) (un—8+lQn—s+l + Qn_l,-s_l + uS—l—an—l—n)]bs-

Substituindo os resultados obtidos na segunda relagao de (5.47), tem-se para n =

0,1,2,...,m—1, que

S Hyub, = K, (5.55)
s=0
onde
1 1 1
Huo = 5Qn + 5 R+ 5 (tn1Quot + Quit + 11-0Qi1-0))

1 1
Hy = _ZQn + g(un—2Qn—2 + Qnia + Uz Qo)+

1
§(Un71n — 1+ Ry +ui—nRipn) — U1 V1.
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Para s =2,3,--- ,m — 1, tem-se

(-1 1

o = G709 T a1

) (un—s—lQn—s—l + Qn—l—s—l—l + us—l—l—an—l—l—n)

4(8 _ 1) (un—8+1Qn—s+1 + Qn+5_1 + uS—l—an—l—n)

1
+§(un—sRn—s + Rn+s + us—nRs—n) — Us—nUs—nS

1
Hnm - §(Rn+m + Rm—n) — Um—nMM
Kn - _Qna‘

Finalmente, para n = m, resulta

Z Hmsbs = Km

onde

Hp = =, Hps=(—1)°%s=1:m (5.56)

K,, = 0. (5.57)
Resumindo, tem-se sistemas de (m + 1) equagoes algébricas lineares

> Hyby =K, n=0:m (5.58)

s=0
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em (m + 1) incognitas by, s = 0 :m e as equagoes

ag = b —lb —i-QZm:ib + 2«
2 T T s (s+ 1)

(5.59)

Ay = %(bnfl — dnbn+1>, (560)

n=1:m.

5.2.1 A solugao d(x) através do método de Urabe

Para obter uma solucao aproximada do problema de valor inicial

bod"" () + baed™ () + bsd"™ () + bed” () + bsd(z) = 0 (5.61)

d(0) = d'(0) = d"(0) = - -- = d®D(0) = 0, bpd“™(0) = 1, (5.62)

pelo método de Urabe, a EDO é reduzida para o sistema de equagoes de primeira

ordem: )

( (z)
1 o) — (o) (5.63)
s'(x) = t(x)
t'(z) = v(x)
V() = —[bot(x) + bar(x) + bep(x) + bed(2)].

\ bo
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Com as aproximagoes

di(@) =) unanT() (5.64)
9 k
my(z) = 7 Z Unbn T (2)

resulta )

a, = b,

b =c,

¢, = Dy

D) =e,

o~/ (5.65)
fo = 9n

Gn = b

\ hy, = _blo[bw” + bye,, + bscy, + bgay,).
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Das condigoes iniciais, vem

T Z:O
Y (=) "unen =0, Z —0
n=0

k i

n=0 n=0
k k 1
n=0 n:() bo
(5.66)
Pela relagao (5.53), resulta
1 1
an = %(bnfl - bn+1)7 bn m (Cn 1 — Cn+1)
1 1
Cn = 2—(D 1= Dp1), Dp= 2—(€n—1 — €ny1)
= (o= Fon)s Fa= oo )
€n = m n—1 n+1 n — m 9n—1 9n+1
1
n= (M1 — hy 5.67
9o = 5 (s = ) (5.67)
paran = 1,2,--- ;m . Assim para n = 0, pelas condi¢oes iniciais do problema

(5.61), segue

n=1 n=1
k k
co=2) (=1)"Mnca, Dy=2> (=1)""'u,D,
n=1 n=1
k k
eo = 2 Z( D" e, fo= 22( D)™y, fo
n=1 n=1
k 1 k
— n+1 _ 9 n+1
go = 22( D" ungn, ho= 2b0 + 22( )" uphy,
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De maneira recursiva, resulta de (5.67) que

gn

En

Assim para n > 7 vamos ter

1
h o =——
n bO

Th,

3h, (5.68)
I°h,

I'h,.

(02D Ay, + b4l Ry, + bT® + bgI).

Fazendo uma substituicao de variavel, s = n—7, conforme o método de Urabe, vamos

procurar obter um sistema de equagoes algébricas lineares, onde w =1,2,--- | k
> Hyhy = K, (5.69)
s=0
Conforme a Proposicao 4.14, para cada w =1,2,--- ,k — 1, tem-se
i 1
> s nsnshy = — = [baThy + bal3h,, 4 b + bsI]. (5.70)
s=0 0

assim, para w = k temos

i Hohg = d@(0) (5.71)
5=0
onde
1
Hyo = 5
€
Hys = (—1)°

O que completa o sistema em (5.69).



73

6 CONCLUSOES

Neste trabalho obteve-se um modelo para o estudo de vibragoes em
nanotubos de carbono duplos. O modelo foi formulado com o uso das equagoes
de uma viga de Timoshenko e acoplado pela acao da forca de van der Waals en-
tre as paredes dos nanotubos duplos. O sistema resultante foi escrito como uma
equagao diferencial matricial de segunda ordem em que os coeficientes sao matrizes

que envolvem dependéncia espacial do modelo.

A formulacao matricial do modelo permitiu realizar uma analise modal
de maneira compacta para variadas condi¢oes de contorno. Os modos de vibragao
foram caracterizados como solucao de uma equacao diferencial de segunda ordem na
variavel espacial com coeficientes matriciais de ordem 4 e dependentes da freqiiéncia
de vibragao. O problema de autovalor quadratico foi abordado com o uso de uma
base matricial gerada por uma solucao matricial fundamental ou fungao de Green,
h(z) de ordem 4 x 4, resultando um sistema algébrico de dimensao 8. No caso
bi-apoiado, ao considerar os modos como sendo fungoes trigonométricas com ampli-
tudes vetoriais, o sistema foi reduzido para dimensao 4, obtendo em conformidade

com [66], as freqiiéncias naturais.

A determinagao de h(z) conforme Claeyssen, [13], envolve o uso das
derivadas da soluc@o d(x) de um problema de valor inicial de oitava ordem, devido
a dimensao das matrizes. A equacao diferencial linear resultante possui coeficientes

que dependem da freqiiéncia de maneira nao linear.

Para determinar esta solugao, foram propostos os métodos de Clenshaw
e Urabe com o uso dos polinomios de Chebyshev. Consideramos que o método de
Urabe apresenta uma maior simplicidade, visto que o método depende apenas da
formulacao e resolugao de um sistema de equagoes algébricas lineares. Pois, o método

de Clenshaw, aplicado na obtengao de d(z), requer o suprimento de dados iniciais
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adicionais aos fornecidos no problema inicial que define d(z), e que sdo necessérios
para iterar uma equacao em diferencas com coeficientes variaveis. Além disso, o
método de Urabe apresenta estimativas para as aproximagoes das derivadas de d(x)

das quais depende h(z).

Diante do crescente interesse em nanotecnologia, trabalhos que estudem
as propriedades dos nanomateriais serao cada vez mais freqiiéntes. Para trabalhos
futuros, podemos abordar o estudo de outros modelos bem como aprofundar métodos

envolvendo a série de Chebyshev e os métodos da colocacao e diferencas finitas.



75

Referéncias Bibliograficas

AIFANTIS, E., YAN, Y., Vibrations of Double-Walled Carbon Nanotubes
with Different Boundary Conditions Between Inner and Outer tubes, Jour-

nal of Aplied Mechanics, 75, 021013/1-021013/9, 2008

Aypocapu, M., Ece, M., Vibration and Buckling of In-Plane Loaded
Double-Walled Carbon Nano-Tubes, Turkish J. Eng. Env. Sci., 31, 305-
310, 2007.

BATrRA, R. C., SEARS, A. Continuum models of multi-walled carbon
nanotubes, Int. Journal of Solids and Structures, Vol. 44, pp. 7577-7596,
2007.

Boyp, J. P., Chebyshev and Fourier Spectral Methods, Dover Publica-
tions, New York, 2000

BEIN, M., Métodos Espectrais: Fundamentos e Fxemplos. Maste’s thesis,
UFRGS\PPGMAp, Porto Alegre, 1995

CLAEYSSEN J., ET AL, Eigenanalysis of multi-walled carbon nanotubes

by using the impulse response, Proceedings in Applied Mathematics and

Mechanics, John Wiley, 2008.

CLAEYSSEN J., On prediction the response of non-conservative linear vi-
brating systems by using dynamical matrix solutions, Journal of Sound

and Vibrations, 140(1), 1990, pp. 73-84.

CLAEYSSEN, J. R.;, CANAHUALPA, G. AND JUNG, C. A direct approach

to second-order matrix non-classical vibrating equations, Applied Numerical

Mathematics, 30(1), 1999, pp.65-78.

CLAEYSSEN, J. R., CopeETTI, R. D., TSUKAZAN,T., Free vibrations

in Euler-Bernoulli multi-span with interaction forces in carbon nanotubes



[10]

[11]

[12]

[13]

[16]

[17]

[18]

76

continuum modeling, proceedings de 6th Brazilan Conference on Dynamics,

control and their applications, 2007.

CLAEYSSEN, J. R., FERREIRA, F. 1., A Resposta Impulso em Modelos

Evolutivos e Estaciondrios, Editora UFSM, Santa Maria, 2009.

CLAEYSSEN, J. R., GALrLiccHIO, E., TAMAGNA, A., Sistemas Vi-

bratorios Amortecidos, UFRGS Editora, Porto Alegre, 2004.

CLAEYSSEN, J. R., CopeETTI, R. D., TSukasan, T., Matrix vibration
formulation of damped multi-span beams, Proceedings of IMECE2006 -
ASME - International Mechanical Engineering Congress and Fxposition -
05-10 November, Chicago, Illinois, 2006.

CLAEYSSEN,J.R., TSUKAZAN,T. Dynamical Solutions of Linear Ma-
trix Differential Equations, Quarterly of Applied Mathematics, XLVIII(1),
1990.

CLENSHAW, C.W., The Numerical Solution of Linear Differential Equa-

tions in Chebyshev Series, Proc. Cambridge Philos. Soc., 53, 134-149, 1956.

CopPETTI, R. D., CLAEYSSEN, J. R., TSUKAZAN, T., Modal formulation

of segmented Euler-Bernoulli beams, Mathematics Problems in Engineer-

g, 2008.

CopreTTI, R. D., CLAEYSSEN, J. R., TSukAzAN, T., A non-local model
for multiwalled carbon nanotube in elastic mediums, Proceedings of Dicon

2009, Brazillian Conference in Dynamics, Control and their Applications,

Sao José do Rio Preto, Sao Paulo, 20009.

CoLLins, P. G., Avouris, P. Nanotubes for electronics, Scientific Amer-

ican, Vol. 283(6), pp.67-69, 2000.

CoUuRANT R., Variational methods for the solution of problems of equi-

librium and vibrations, Bull. Amer. Math. Soc., 49 (1943) 1-23.



[20]

[21]

[22]

23]

[24]

[25]

[20]

[29]

7

CouranT, R., JoHN, F., Introduction to Calculus and Analysis Vol.1,

Springer, 1999
Davis, P. Interpolation and Approzimation, Blaisdell, 1963.

DE RosA, M. A., Free vibrations of stepped beams with elastic ends,
Journal of Sound and Vibration, Vol. 173(4), pp. 563-567, 1994.

DE RosA, M. A., BELLES, P. M., MAuURI1zI, M. J., Free vibrations of
stepped beams with intermediate elastic supports, Journal of Sound and

Vibration, Vol. 181(3), pp. 905-910, 1995.

ERINGEN,A. C., On differential equations of nonlocal elasticity and solu-
tions of screw dislocation and surface waves, Journal of Applied Physics,

Vol. 54, 4703, 1983.

Gi1BsON, R. F., AYorINDE, E. O., WEN, Y. F. Vibrations of carbon
nanotubes and their composites: A eview, Composites Science and Tech-

nology, Vol. 67, N 1, pp. 1-28, 2007.

GINSBERG, J., Mechanical and Structural Vibrations, John Wiley & Sons,

2002.

GORMAN, D. Free Vibration Analysis of Beams and Shafts, John Wiley,
New York, 1975.

GoOTTLIEB, D., ORZAG, S., Numerical Analysis of Spectral Meth-
ods,STAM,1977

HAN, S. M., BENAROYA, H., WEIL,T., Dynamics of transversely vibrat-

ing beams using four engineering theories, Journal of Sound and vibration

(1999) 225(5), pp. 935-988

HORNER, T., MORRIS, A., Chebyshev Polynomials in the Numerical So-
lution of Differential Equations, Mathematics of Computation, 31, 881-891,
1977.



[34]

[35]

[36]

[37]

[38]

[39]

[40]

78

HorNAYAK, G. L., DuTTA, J., TiBBALS, H., RAO, A. K., Introduction

to Nanoscience, CRC, Boca Raton, 2008

ItsimA, S. Helical microtubules of graphitic carbon, Nature, Vol. 354, pp.
1-8, 1991.

JANG, S. K., BErT, C. W., Free vibrations of stepped beams: Exact
and numerical solutions, Journal of Sound and Vibration, Vol. 130(2), pp.

342-346, 1989.

KALaMKAROV, A. L., GEORGIADES, A. V., RokkaM, S. K., VEEDU,
P. V., GHASEMI-NEJHAD, M. N. Analytical and numerical techniques to

predict carbon nanotubes properties,Int. J. Solids and structures, Vol. 43,

pp. 6832-6854, 2006.

KevLsaLL, R., HAMLEY, I., GEOGHEGAN, M. Nanoscale Science and

Technology, John Wiley, 2005

KoreNEv, B. G., L. M. Reznikov, Dynamic Vibration Absorbers, John
Wiley & Sons, 1993.

KryLov, A. N., Collected works, Vol. 10, Ship Vibration, Moscow,
Lenningrad, ANSSSR, 1948.

LANczos, C., Applied Analysis, Sir Isaac Pitman & Sons, LTD, London,
1957.

LANnczos, C., Trigometric Interpolation of Emeprical and Analytical

Functions, Journal of Mathematics and Physics, Vol.17, pp 123-199, 1938

LerpHOLZ, H., Stability of Elastic Systems, Sitthoff & Noordoff, Nether-
lands, 1980.

Low,K. H., On the method to derive frequency equations of beams car-

rying multiple masses, Int. Journal of Mechanical Sciences, Vol. 43, pp.

871-881, 2001.



[44]

[45]

[46]

[47]

48]

[49]

79

LUKE, Y., The Special Functions and Their Approximations,Academic

Press Vol.1, pp.298, 1969.

MEIROVITCH, L., FElements of Vibration Analysis. McGraw-Hill Book

Company, New York, 1986.

PEDDIESON, J., BUCHANAN,G. R., McNiTT, R. P., Application of non-

local continuum model to nanotechnology,Int. J. of Engineering Science,

VoL. 41, pp. 305-312, 2003.

Py Lu , Leg, H. P., ZHANG, Q. P. Application of nonlocal beam

models for carbon nanotubes, Int. Journal of Solids and Structures, Vol.

44, pp. 5289-5300, 2007.

Rao, S.,Mechanical Vibrations, Addison-Wesley Publishing Company,
New York, 1990.

REYES, R. J. R., Um Modelo nao lienar de Timoshenko para uma viga
elastica com for¢a axial, PhD thesis, UFRGS\PPGMAp, Porto Alegre
2009.

SANSONE, G., Fquazioni Differenziali nel Campo Reale, Ed. Zanicheli,

1963.

Subpak, L. J., Column buckling of multiwalled carbon nanotubes using
nonlocal continuum mechanics, Journal of Applied Physics, Vol. 94, Num-

ber 11, pp. 7281-7287, 2003.

THOSTENSON, E. T., REN, Z., CHOU, T. W. Advances in the science

and technology of carbon nanotubes and their composites: a review, Com-

posites Science and Tecnology, Vol. 61, pp.1899-1912, 2001.

Torstov, G. Fourier Series, Dover, 1976



[52]

[53]

[54]

[55]

[56]

80

TrREACY, M. M., EBBESEN, T. W., GIBSON, J. M. Exceptionally high
Youngn’s modulus observed for individual carbon nanotubes, Nature Vol.

381, pp. 678-680, 1996

TURHAN, O., On the eigencharacteristics of longitudinally vibrating rods
with a cross-section discontinuity, Journal of Sound and Vibration, Vol.

248(1), pp. 167-177, 2001.

TSsUkAzAN, T., The Use of a Dynamical Basis for Computing the Modes

of a Beam System with a Discontinuous Cross-Section, Journal of Sound

and Vibration, Vol. 281, pp. 1175-1185, 2005.

URABE, M., Numerical Solution of Multi-Point Boundray Value Problems
in Chebyshev Series Theory of the Method. Numerische Mathematik, 9,
341-366, 1967

URABE, M., Numerical Solution of Boundary Value Problems in Cheby-
shev Series - A Method of Computation and Error Estimation. Lectures

Notes in Mathematics: Conference on the Numerical Solution of Differen-

tial Equations, 109, 40-86, 1969

USCILOWSKA, A., Kot.oDzIEJ, J. A., Free vibrations of immersed column
carrying a tip Mass, Journal of Sound and Vibration, Vol. 216(1), pp. 147-
157, 1998.

Vu , H. V., OrRDONEZ, A. M., KaArNoOPP, B. H., Vibration of a double
beam system, Journal of Sound and Vibration, Vol. 229(4), pp. 807-822,
2000.

WANG, Q., Effect of the van der Walls interaction on analysis of double-
walled carbon nanotubes, The 2nd International Conference on Structural

Stability and Dynamics, 2005.



[60]

[61]

[62]

[63]

[64]

[65]

81

WANG, Q., Varadan, V. K., Vibration of carbon nanotubes studied us-
ing nonlocal continuum mechanics, Smart Mater. Struct., 15, pp. 659-666,

2006.

WANG, Q., Wave propagation in carbon nanotubes via nonlocal contin-

uum mechanics, Journal of Applied Physics, Vol. 98, 124301, 2005.

WANG, Q., TiNG Hu, CHEN, G., JIANG, Q. Bending instability charac-
teristics of double-walled carbon nanotubes, Physical Review B, VolL. 71,

045403, 2005.

WaNG, Q., Zaou, G. Y., LiN, K. C., Scale effect on wave propagation
of double-walled carbon nanotubes, Int. Journal of Solids and Structures,

Vol. 43, pp. 6071-6084, 2006.

WRIGHT, K., Chebyshev Collocation Methods dor Ordinary Differential
Equation, The Computer Journal, Vol. 6, n°4, pp. 358-365, 1964.

YooN, J., Ru, C. Q., MiubucHOWSKI, A. Noncoaxial resonance of an
isolated multiwwall carbon nanotube, Physical Review B, Vol. 66, 233-402,
2002.

Yoon, J., Ru, C. Q., MiupucHOwSKI, A. Vibration of an embedded
multiwall carbon nanotube, Composites Science and Technology, Vol. 63,

pp. 1533-1542, 2003.

Yoon, J., MiobpucHOWSKI, C., Terahertz Vibration of Short Carbon

Nanotubes Modelled as Timoshenko Beams, Journal of Applied Mechanics,
Vol. 72, 10-17, 2005.

Yu, M. F., Louig, O., Dyer, M. J., MoLoni, K., Ruorr, R. S.,
Strenght and breaking mechanism of multiwalled carbon nanotubes under

tensile load,Science Vol. 287, pp. 637-640, 2000



82

[68] ZHANG, Y. Q., Liu, G. R., XiE, X. Y., Free transverse vibrations
of double-walled carbon nanotubes using a theory of nonlocal elasticity,

Physical Review B, VoL. 71, 195404, 2005.



Livros Gratis

( http://www.livrosgratis.com.br )

Milhares de Livros para Download:

Baixar livros de Administracao

Baixar livros de Agronomia

Baixar livros de Arquitetura

Baixar livros de Artes

Baixar livros de Astronomia

Baixar livros de Biologia Geral

Baixar livros de Ciéncia da Computacao
Baixar livros de Ciéncia da Informacéo
Baixar livros de Ciéncia Politica

Baixar livros de Ciéncias da Saude
Baixar livros de Comunicacao

Baixar livros do Conselho Nacional de Educacdo - CNE
Baixar livros de Defesa civil

Baixar livros de Direito

Baixar livros de Direitos humanos
Baixar livros de Economia

Baixar livros de Economia Doméstica
Baixar livros de Educacao

Baixar livros de Educacdo - Transito
Baixar livros de Educacao Fisica

Baixar livros de Engenharia Aeroespacial
Baixar livros de Farmacia

Baixar livros de Filosofia

Baixar livros de Fisica

Baixar livros de Geociéncias

Baixar livros de Geografia

Baixar livros de Histdria

Baixar livros de Linguas



http://www.livrosgratis.com.br
http://www.livrosgratis.com.br
http://www.livrosgratis.com.br
http://www.livrosgratis.com.br
http://www.livrosgratis.com.br
http://www.livrosgratis.com.br
http://www.livrosgratis.com.br
http://www.livrosgratis.com.br
http://www.livrosgratis.com.br
http://www.livrosgratis.com.br/cat_1/administracao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_1/administracao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_1/administracao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_1/administracao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_1/administracao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_1/administracao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_1/administracao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_2/agronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_2/agronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_2/agronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_2/agronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_2/agronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_2/agronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_2/agronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_3/arquitetura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_3/arquitetura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_3/arquitetura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_3/arquitetura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_3/arquitetura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_3/arquitetura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_3/arquitetura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_4/artes/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_4/artes/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_4/artes/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_4/artes/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_4/artes/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_4/artes/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_4/artes/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_5/astronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_5/astronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_5/astronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_5/astronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_5/astronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_5/astronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_5/astronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_6/biologia_geral/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_6/biologia_geral/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_6/biologia_geral/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_6/biologia_geral/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_6/biologia_geral/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_6/biologia_geral/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_6/biologia_geral/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_6/biologia_geral/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_6/biologia_geral/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_8/ciencia_da_computacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_8/ciencia_da_computacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_8/ciencia_da_computacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_8/ciencia_da_computacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_8/ciencia_da_computacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_8/ciencia_da_computacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_8/ciencia_da_computacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_8/ciencia_da_computacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_8/ciencia_da_computacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_8/ciencia_da_computacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_8/ciencia_da_computacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_9/ciencia_da_informacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_9/ciencia_da_informacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_9/ciencia_da_informacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_9/ciencia_da_informacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_9/ciencia_da_informacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_9/ciencia_da_informacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_9/ciencia_da_informacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_9/ciencia_da_informacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_9/ciencia_da_informacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_9/ciencia_da_informacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_9/ciencia_da_informacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_7/ciencia_politica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_7/ciencia_politica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_7/ciencia_politica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_7/ciencia_politica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_7/ciencia_politica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_7/ciencia_politica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_7/ciencia_politica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_7/ciencia_politica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_7/ciencia_politica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_10/ciencias_da_saude/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_10/ciencias_da_saude/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_10/ciencias_da_saude/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_10/ciencias_da_saude/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_10/ciencias_da_saude/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_10/ciencias_da_saude/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_10/ciencias_da_saude/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_10/ciencias_da_saude/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_10/ciencias_da_saude/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_10/ciencias_da_saude/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_10/ciencias_da_saude/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_11/comunicacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_11/comunicacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_11/comunicacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_11/comunicacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_11/comunicacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_11/comunicacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_11/comunicacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_13/defesa_civil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_13/defesa_civil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_13/defesa_civil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_13/defesa_civil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_13/defesa_civil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_13/defesa_civil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_13/defesa_civil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_13/defesa_civil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_13/defesa_civil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_14/direito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_14/direito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_14/direito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_14/direito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_14/direito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_14/direito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_14/direito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_15/direitos_humanos/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_15/direitos_humanos/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_15/direitos_humanos/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_15/direitos_humanos/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_15/direitos_humanos/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_15/direitos_humanos/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_15/direitos_humanos/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_15/direitos_humanos/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_15/direitos_humanos/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_16/economia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_16/economia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_16/economia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_16/economia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_16/economia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_16/economia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_16/economia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_17/economia_domestica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_17/economia_domestica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_17/economia_domestica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_17/economia_domestica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_17/economia_domestica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_17/economia_domestica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_17/economia_domestica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_17/economia_domestica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_17/economia_domestica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_18/educacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_18/educacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_18/educacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_18/educacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_18/educacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_18/educacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_18/educacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_19/educacao_-_transito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_19/educacao_-_transito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_19/educacao_-_transito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_19/educacao_-_transito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_19/educacao_-_transito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_19/educacao_-_transito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_19/educacao_-_transito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_19/educacao_-_transito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_19/educacao_-_transito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_20/educacao_fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_20/educacao_fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_20/educacao_fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_20/educacao_fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_20/educacao_fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_20/educacao_fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_20/educacao_fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_20/educacao_fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_20/educacao_fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_21/engenharia_aeroespacial/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_21/engenharia_aeroespacial/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_21/engenharia_aeroespacial/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_21/engenharia_aeroespacial/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_21/engenharia_aeroespacial/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_21/engenharia_aeroespacial/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_21/engenharia_aeroespacial/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_21/engenharia_aeroespacial/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_21/engenharia_aeroespacial/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_22/farmacia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_22/farmacia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_22/farmacia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_22/farmacia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_22/farmacia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_22/farmacia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_22/farmacia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_23/filosofia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_23/filosofia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_23/filosofia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_23/filosofia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_23/filosofia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_23/filosofia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_23/filosofia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_24/fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_24/fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_24/fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_24/fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_24/fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_24/fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_24/fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_25/geociencias/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_25/geociencias/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_25/geociencias/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_25/geociencias/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_25/geociencias/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_25/geociencias/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_25/geociencias/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_26/geografia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_26/geografia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_26/geografia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_26/geografia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_26/geografia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_26/geografia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_26/geografia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_27/historia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_27/historia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_27/historia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_27/historia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_27/historia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_27/historia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_27/historia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_31/linguas/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_31/linguas/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_31/linguas/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_31/linguas/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_31/linguas/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_31/linguas/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_31/linguas/1

Baixar livros de Literatura

Baixar livros de Literatura de Cordel
Baixar livros de Literatura Infantil
Baixar livros de Matematica

Baixar livros de Medicina

Baixar livros de Medicina Veterinaria
Baixar livros de Meio Ambiente
Baixar livros de Meteorologia
Baixar Monografias e TCC

Baixar livros Multidisciplinar

Baixar livros de Musica

Baixar livros de Psicologia

Baixar livros de Quimica

Baixar livros de Saude Coletiva
Baixar livros de Servico Social
Baixar livros de Sociologia

Baixar livros de Teologia

Baixar livros de Trabalho

Baixar livros de Turismo
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