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À minha esposa Adriana e aos meus pais.



Have not the small Particles of Bodies certain Powers, or Forces, by which they act [...] upon
one another for producing a great Part of the Phaenomena of Nature? For it’s well known,
that Bodies act one upon another by the Attractions of Gravity, Magnetism, and Electricity;
[...] and make it not improbable but that there may be more attractive Powers than these [...].

How these attractions may be perform’d, I do not here consider. [...] The Attractions of
Gravity, Magnetism, and Electricity, reach to very sensible distances, [...] and there may be

others which reach to so small distances as hitherto escape observation; [...].

Sir Isaac Newton, Opticks, Livro III, Pergunta 31.
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RESUMO

CAPRI, Marcio André Lopes. Aspectos não perturbativos das teorias de Yang-Mills no

calibre abeliano maximal. 130p. Tese (Doutorado em F́ısica) – Instituto de F́ısica, Uni-

versidade do Estado do Rio de Janeiro, Rio de Janeiro, 2009.

Nesta tese, estudamos os efeitos não perturbativos associados à presença do hori-

zonte de Gribov e à condensação de operadores locais de dimensão dois, numa teoria de

Yang-Mills euclidiana em SU(2), quantizada no calibre abeliano maximal. Estes efeitos

são introduzidos de modo a preservar as propriedades de renormalizabilidade e localidade

da teoria, e refletem-se diretamente no comportamento dos propagadores. A comparação

com os dados da rede indicam um bom acordo qualitativo.

Palavras-chave: QCD. Ambiguidades de Gribov. Cópias de Gribov. Região de Gribov.

Horizonte de Gribov. Ação de Gribov-Zwanziger. Função horizonte. Teorias de Yang-

Mills. Campos de Yang-Mills. Ação de Yang-Mills. Calibre maximal Abeliano. Regime

infravermelho. Regime não perturbativo. Condensado(s) de dimensão dois. Propagador

do glúon(ghost).



ABSTRACT

In this thesis, we study the nonperturbative effects associated to the presence

of the Gribov horizon and to the condensation of local dimension two operators in an

Euclidean SU(2) Yang-Mills theory quantized in the maximal Abelian gauge. Such effects

are introduced in a way to preserve the properties of renormalizability and locality of the

theory. The comparison with the lattice data indicates a good qualitative agreement.

Keywords: QCD. Gribov ambiguity. Gribov copies. Gribov region. Gribov-Zwanziger

action. Horizon function. Yang-Mills theories. Yang-Mills fields. Yang-Mills action.

Maximal Abelian gauge. Infrared regime. Nonperturbative regime. Dimension two con-

densate(s). Gluon(ghost) propagator.



SUMÁRIO
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INTRODUÇÃO

Como se depreende do próprio t́ıtulo desta tese, iremos nos dedicar aos aspectos

não perturbativos das chamadas teorias de Yang-Mills, num particular calibre que é o

abeliano maximal. Antes porém, faremos uma breve apresentação dessas teorias a partir

de sua origem e de sua aplicação no âmbito das interações fundamentais da natureza. Em

seguida, discutiremos as principais motivações desta tese e descreveremos como esta será

organizada. Além disso, faremos um apanhado sobre as notações e convenções que serão

utilizadas ao longo desta tese.

Teorias de Yang-Mills: origem e aplicações

As teorias de campos de calibre surgiram em 1954, quando C. N. Yang e R. L. Mills,

pela primeira vez, generalizaram o prinćıpio de invariância de calibre da interação entre

cargas elétricas para o caso de isospins interagentes. No seu artigo [1], eles introduziram

um campo vetorial — que mais tarde ficou conhecido como campo de Yang-Mills — e,

no âmbito da teoria clássica de campos, desenvolveram sua dinâmica. Assim, inspiradas

na eletrodinâmica quântica (QED1) — uma das mais bem sucedidas teorias da história

da f́ısica —, surgiram as teorias de campos de calibre ou, como também são chamadas,

teorias de Yang-Mills.

A partir dáı, a aplicabilidade das teorias de Yang-Mills se expandiu rapidamente

ao longo dos anos e atualmente existem diversos modelos que visam, através dos campos

de Yang-Mills, descrever e/ou unificar ao menos três das quatro interações fundamentais

conhecidas na natureza: eletromagnética, fraca e nuclear ou forte [2, 3].

De fato, as teorias de Yang-Mills são invariantes por transformações associadas

ao grupo de simetria SU(N) — grupo cujos elementos são matrizes unitárias de ordem

N , na representação fundamental, com determinante (+1) — e, dessa forma, a QED é

vista como um caso particular de Yang-Mills por tratar-se de uma teoria invariante por

1Do inglês: Quantum electrodynamics.
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transformações associadas ao grupo abeliano U(1).

A interação fraca pode ser descrita através de uma teoria de calibre SU(2). En-

tretanto, a presença de bósons massivos carregados, que podem interagir com o campo

eletromagnético, levou à criação do modelo eletrofraco, também conhecido como modelo

de Glashow-Salam-Weinberg, que unifica as interações eletromagnética e fraca, e que é

uma teoria invariante por transformações associadas ao grupo SU(2)× U(1). As massas

dos bósons de calibre são obtidas por um mecanismo de quebra espontânea da simetria

SU(2)×U(1). Este mecanismo — o mecanismo de Higgs — introduz uma nova part́ıcula

associada a um campo escalar — o bóson de Higgs — que, no entanto, não possui ainda

qualquer evidência experimental [4, 5, 6].

A cromodinâmica quântica (QCD2) é hoje a teoria mais aceita para descrever a

interação forte. O ingrediente básico desta teoria é que as part́ıculas do espectro hadrônico

— que engloba bárions (como prótons e nêutrons) e mésons (como ṕıons e káons) — são

formadas por part́ıculas fundamentais denominadas quarks. Aos quarks são atribúıdos

dois números quânticos: a cor e o sabor. Existem três cores: vermelho, verde e azul 3;

e seis sabores: up, down, charm, strange, bottom e top. A interação entre os quarks é

mediada por bósons de calibre chamados glúons. Assim, o glúon exerce um papel análogo

ao do fóton na QED, porém, os glúons, ao contrário dos fótons, interagem entre si. O

número de cores está associado à dimensão do grupo de simetria que, no caso da QCD, é

o grupo SU(3).

Uma das caracteŕısticas fundamentais da QCD é a chamada liberdade assintótica.

Formalmente, uma teoria apresenta liberdade assintótica quando a função-β, que dita o

comportamento da constante de acoplamento com a escala de energia, assume valores

negativos quando a constante de acoplamento tende a zero [7, 8]. Isto significa que a

teoria é bem definida, perturbativamente, na região ultravioleta, ou seja, a altas energias

(curtas distâncias). Entretanto, conforme a escala de energia diminui, a constante de

acoplamento cresce, chegando ao ponto em que os métodos perturbativos já não são mais

aplicáveis. Portanto, numa teoria com liberdade assintótica na região infravermelha, isto

é, a baixas energias (longas distâncias), ocorrem os chamados efeitos não perturbativos.

Assim, como consequência deste comportamento da QCD, quando a separação entre dois

2Do inglês: Quantum chromodynamics.
3A escolha das cores é arbitrária e não interfere no conteúdo f́ısico da teoria.
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quarks diminui, a intensidade do acoplamento fica mais fraca. Ao contrário, a grandes

distâncias, a interação se torna tão forte que os quarks e os glúons ficam confinados

permanentemente no interior dos hádrons. Isto significa que não é posśıvel detectar quarks

e glúons livres na natureza. Este fenômeno, que até o presente momento não possui um

entendimento satisfatório do ponto de vista teórico, é conhecido na literatura como o

problema do confinamento da QCD e é, como veremos, a grande motivação desta tese.

Além disso, existem as teorias de grande unificação como é o caso do modelo

SU(3) × SU(2) × U(1) — o famoso modelo “três-dois-um” — que é um subgrupo de

SU(5) [4, 6]. Este modelo engloba a QCD, que corresponde ao grupo SU(3), e o modelo

eletrofraco de Glashow-Salam-Weinberg, cujo grupo de simetria é o SU(2)× U(1).

É interessante comentar a ausência da interação gravitacional dentro do cenário das

teorias de calibre. De fato, gravitação e mecânica quântica parecem ser tão antagônicas

que a união das duas, ou seja, uma gravitação quântica, é sem dúvida um dos grandes

desafios da f́ısica moderna. Contudo, existem propostas, ver [9] por exemplo, na qual uma

teoria de Yang-Mills euclidiana em SO(4) é mapeada num espaço-tempo curvo e assim,

um modelo gravitacional é obtido através de um mecanismo de quebra da simetria de cor.

Neste sentido, a gravitação seria interpretada como uma teoria clássica efetiva advinda

de uma teoria quântica de calibre.

Sobre a tese

O comportamento na região infravermelha da QCD, e das teorias de Yang-Mills

de um modo geral, requer um tratamento especial através de métodos não perturba-

tivos. Na verdade, tais métodos não existem do ponto de vista anaĺıtico. O melhor que

podemos fazer para obter informações deste setor é considerar alguns aspectos que po-

dem ter implicações a baixas energias e nos fixarmos numa região intermediária, onde os

cálculos perturbativos ainda funcionam; porém, começam a aparecer efeitos tipicamente

não perturbativos. Este tipo de abordagem lembra a aproximação semiclássica usada em

mecânica quântica. Nesta tese, iremos destacar dois aspectos não perturbativos. Um deles

é a problemática de Gribov [10], que está relacionada com a correta quantização da teo-

ria, e o outro são os condensados de dimensão dois, que permitem introduzir parâmetros

massivos que ajudam a regular as divergências do setor infravermelho.

Tendo estes dois aspectos em mente, elaboramos a tese da seguinte maneira. No
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caṕıtulo 1, fazemos uma introdução aos conceitos fundamentais das teorias de Yang-

Mills, partindo da ação clássica de Yang-Mills, passando por aspectos da quantização

perturbativa da teoria (fixação de calibre, método de Faddeev-Popov, simetria de BRST,

identidade de Slavnov-Taylor, etc), e terminando por apresentar os principais aspectos

não perturbativos de Yang-Mills como o cenário de Gribov-Zwanziger, o mecanismo de

supercondutividade dual, a geração dinâmica de massa e a dominância abeliana.

No caṕıtulo 2, apresentamos o calibre abeliano maximal, conhecido como MAG,

e mostramos o conjunto de identidades de Ward que a ação de Yang-Mills possui neste

calibre. Ainda neste caṕıtulo, introduzimos termos de interação extra entre os campos de

Faddeev-Popov, compat́ıveis com o conjunto de simetrias da ação inicial, em decorrência

da não-linearidade da condição de calibre do MAG.

No caṕıtulo 3, abordamos a questão das cópias de Gribov no MAG em SU(2). A

eliminação dessas cópias, seguindo a linha original de Gribov [10], e a influência disto nos

propagadores da teoria são os destaques deste caṕıtulo. Também fazemos uma pequena

digressão acerca da região modular fundamental.

Como uma extensão natural da abordagem de Gribov, obtemos, no caṕıtulo 4,

a função horizonte no MAG em SU(2) sob os critérios de localizabilidade e renorma-

lizabilidade. Assim, constrúımos a ação de Gribov-Zwanziger para este calibre em sua

versão local e estendida. Neste caṕıtulo, apresentamos um conceito muito delicado que é

o da quebra expĺıcita da simetria de BRST como uma forma de se introduzir efeitos não

perturbativos na teoria.

O caṕıtulo 5 é inteiramente dedicado à apresentação dos operadores de dimensão

dois, com destaque especial para os operadores locais compostos. Ainda, mostramos como

introduzi-los na teoria e como estudar sua condensação.

Com o montante de informações acumuladas nos caṕıtulos anteriores, fomos ca-

pazes de propor, no caṕıtulo 6, um modelo que engloba os diversos efeitos não perturba-

tivos discutidos nessa tese e mostramos sua renormalizabilidade.

No caṕıtulo 7, calculamos os propagadores do modelo anteriormente proposto e

confrontamos nossos resultados com os de simulações numéricas na rede. Finalmente, no

caṕıtulo 8, conclúımos a tese analisando nossos resultados no contexto atual da f́ısica no

infravermelho, e apresentamos algumas perspectivas de continuidade desta pesquisa.
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Notações e convenções

• O sistema de unidades natural é implicitamente escolhido, portanto, h̄ = c = 1.

• A tese é toda baseada num espaço euclidiano quadridimensional e por isso, a métrica

é a identidade 4× 4, representada em componentes pelo tensor de Kronecker δµν .

• Os ı́ndices gregos (µ, ν, α, β, . . .) representam vetores no espaço quadridimensional

euclidiano e, portanto, variam de 1 até 4.

• Os ı́ndices latinos maiúsculos (A, B, C, D, . . .) são os ı́ndices do grupo SU(N) na

representação adjunta e variam de 1 até N2 − 1.

• Os ı́ndices latinos minúsculos (a, b, c, d, e) são os ı́ndices do setor não-diagonal do

grupo de calibre. No caso de SU(N), estes variam de 1 até N(N − 1); em SU(2)

vão de 1 a 2.

• Os ı́ndices latinos minúsculos (i, j, k, l), quando representam os ı́ndices do subgrupo

abeliano U(1)N−1 de SU(N), vão de 1 a N − 1. Quando representam o multi-́ındice

{µ, a}, variam de 1 até 8. Não existe possibilidade de confusão no texto pois, em

todos os casos onde aparece o multi-́ındice {µ, a} o grupo de simetria é o SU(2),

para o qual existe apenas uma componente diagonal, a componente 3, e não há

necessidade de se empregar um ı́ndice.

• A convenção de somatório entre ı́ndices repetidos é adotada. Logo, o termo

g2facifdbic̄acbAcµA
d
µ que aparece em (2.14) equivale a

g2
N(N−1)∑
a,b,c,d=1

N−1∑
i=1

4∑
µ=1

facifdbic̄acbAcµA
d
µ ,

enquanto que o termo M̄a
µiD

ab
µ ϕ

b
i que aparece em (4.43) equivale a

2∑
a,b=1

8∑
i=1

4∑
µ=1

M̄a
µiD

ab
µ ϕ

b
i ,

onde neste caso i representa o multi-́ındice {µ, a} e o grupo de simetria é o SU(2).



CAPÍTULO 1

CONCEITOS BÁSICOS SOBRE AS TEORIAS DE
YANG-MILLS

Neste caṕıtulo, iremos apresentar alguns conceitos fundamentais das teorias de

Yang-Mills como a ação clássica e sua invariância por transformações de calibre. Iremos

adentrar na questão da quantização e na decorrente necessidade de se escolher, ou fixar,

um calibre. Por fim, discutiremos alguns aspectos não perturbativos.

1.1 Os campos de Yang-Mills

Uma teoria de calibre pode ser decomposta em três setores principais: um setor

fermiônico, que corresponde aos campos de matéria; um setor de interação, aquele que

promove a interação entre férmions mediada por bósons de calibre; e, finalmente, um

setor puramente bosônico, que envolve somente os campos de Yang-Mills. Às teorias

constitúıdas exclusivamente por esses campos são dadas o nome de teorias de Yang-Mills

puras1.

Os campos de Yang-Mills, Aµ(x), assumem valores na álgebra de Lie do grupo

SU(N). Portanto, devem ser tomados como matrizes na representação adjunta desta

álgebra [11]. Desta forma, podem ser escritos como combinação linear dosN2−1 geradores

de SU(N):

Aµ(x) =
N2−1∑
A=1

AAµ (x)T
A ≡ AAµ (x)T

A . (1.1)

Os coeficientes AAµ (x), em (1.1), descrevem os N2 − 1 bósons de calibre envolvidos na

teoria2, enquanto que os geradores, TA, são matrizes hermitianas de traço nulo, que

obedecem a uma álgebra de Lie e formam uma base ortonormalizada:

[TA, TB] = ifABCTC , tr(TATB) =
1

2
δAB , (1.2)

1Daqui para frente, referir-nos-emos a tais teorias simplesmente por teorias de Yang-Mills.
2No caso da QCD existem, portanto, oito glúons envolvidos.
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com A,B,C = 1, . . . , N2−1 e sendo fABC a constante de estrutura do grupo que obedece

à identidade de Jacobi:

fABCfCDE + fADCfCEB + fAECfCBD = 0. (1.3)

A dinâmica dos campos de Yang-Mills é descrita, num espaço-tempo quadridimen-

sional euclidiano, através da ação

SYM =
1

2
tr
∫
d4xFµνFµν =

1

4

∫
d4xFA

µνF
A
µν . (1.4)

Nesta ação, o tensor do campo de calibre, Fµν = TAFA
µν , é dado por

FA
µν = ∂µA

A
ν − ∂νA

A
µ + gfABCABµA

C
ν . (1.5)

Nesta última expressão, o terceiro termo do lado direito desperta-nos um particular in-

teresse. Este termo é não-linear nos campos e traz consigo a constante de acoplamento

g. Esta não-linearidade é a responsável pelo aparecimento de autointerações entre os

bósons de calibre. No caso particular abeliano, no qual se enquadra a QED, este termo

desaparece, explicando, assim, a não existência de interação entre os fótons.

A ação (1.4) é invariante pela seguinte transformação dos campos de Yang-Mills

Aµ → UAµU
† +

1

ig
(∂µU)U

† , (1.6)

sendo U(x) uma matriz do grupo SU(N), ou seja, uma matriz unitária (UU † = 1), com

det(U) = +1, e que pode ser escrita como

U(x) = exp
(
ig ωA(x)TA

)
= 1+ ig ωA(x)TA +O(ω2) . (1.7)

A invariância de (1.4) fica mais evidente se tomarmos transformações infinitesimais, ou

seja, aquelas cujos parâmetros da transformação, ωA(x), são muito pequenos. Neste caso,

temos

AAµ → AAµ +DAB
µ ωA , (1.8)

sendo DAB
µ a derivada covariante na representação adjunta,

DAB
µ = ∂µδ

AB − gfABCACµ . (1.9)

A ação clássica (1.4) é o ponto de partida para a quantização das teorias de Yang-

Mills. Entretanto, mesmo classicamente, esta ação possui várias propriedades interes-

santes. Um bom exemplo disso se extrai da equação de movimento do campo. Esta
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equação é, tal como a própria ação, invariante de calibre, logo, se Aµ(x) é uma solução

da equação de movimento, então, o campo transformado de acordo com (1.6) também

será uma solução para qualquer U(x) ∈ SU(N). Assim, vemos que a fixação de calibre

faz-se necessária mesmo na teoria clássica. Além disso, a não-lineariadade da equação de

movimento permite soluções topológicas como monopólos e vórtices [3]. Contudo, nosso

maior interesse está nos aspectos quânticos das teorias de Yang-Mills que passaremos a

descrever a partir de agora.

1.2 Quantização dos campos de Yang-Mills

Passemos agora a tratar da quantização das teorias de Yang-Mills. Primeiramente,

tomemos o exemplo de um campo escalar φ(x). Na quantização por integração funcional,

ou integrais de caminho de Feynman, do campo escalar, define-se uma função de partição

como

Z =
∫
[dφ] e−S[φ] , (1.10)

sendo [dφ] uma medida funcional que indica que a integração é feita sobre todas as con-

figurações posśıveis do campo escalar, o termo exponencial, e−S[φ], é um peso de Boltz-

mann e S[φ] é a ação clássica do modelo. A partir desta definição, podemos calcular

valores esperados como, por exemplo, a função de Green de dois pontos:

⟨T φ̂(x)φ̂(x′)⟩ =
∫
[dφ]φ(x)φ(x′) e−S[φ]∫

[dφ] e−S[φ]
. (1.11)

Em prinćıpio, pode-se pensar que a quantização do campo de Yang-Mills é obtida,

simplesmente, substituindo-se, em (1.10), o campo escalar φ(x) pelo campo de calibre

Aµ(x) e a ação S[φ] pela ação de Yang-Mills (1.4). Entretanto, analisando a questão com

cuidado, somos levados à conclusão de que, sendo a teoria invariante de calibre, a inte-

gração funcional, que leva em consideração todas as configurações de campos posśıveis, irá

incluir no cálculo todas as infinitas configurações equivalentes regidas pela tranformação

(1.6). Para lidar com esse problema, é preciso impor uma condição subsidiária sobre os

campos de calibre de tal forma que, entre todas as configurações equivalentes do campo,

apenas uma obedeça tal condição. Impor uma condição deste tipo sobre os campos equi-

vale a fazer uma fixação de calibre, pois, a liberdade de escolha de calibre é perdida.

Dentre os calibres mais comuns podemos mencionar os seguintes:

• Calibre de Landau: ∂µA
A
µ = 0 ;
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• Calibres lineares covariantes: ∂µA
A
µ = fA(x) ;

• Calibre de Coulomb: ∇⃗·A⃗A = 0 ;

• Calibre abeliano maximal: ∂µA
a
µ = gfabiAiµA

b
µ , ∂µA

i
µ = 0 .

Vejamos, então, cada um desses calibres separadamente. O calibre de Landau

é um caso particular dos calibres lineares covariantes quando fA(x) = 0 para todo

A = 1, . . . , N2 − 1. A condição de calibre de Landau, ∂µA
A
µ = 0, restringe a teoria

apenas aos campos transversos, ou seja, aqueles cuja 4-divergência é nula. Este calibre

tem propriedades muito importantes tais como a de linearidade, covariância e renormali-

zabilidade. Além disso, é definido como a condição de extremo do funcional

A2
LG[A] =

∫
d4xAAµ (x)A

A
µ (x) , (1.12)

o que permite sua implementação na rede. Devido a todas essas propriedades, existe

uma extensa gama de trabalhos na literatura que exploram as propriedades das teorias

de Yang-Mills neste calibre. Dentro da f́ısica no infravermelho podemos citar: [10, 12, 13,

14, 15, 16, 17, 18, 19, 20, 21, 22, 23, 24, 25, 26, 27, 28, 29, 30, 31, 32, 33, 34, 35, 36, 37].

Os calibres lineares covariantes são uma classe de calibres que, como o próprio

nome diz, são lineares e covariantes. Nesta classe se inclui, como já dissemos, o calibre de

Landau. Estes calibres são renormalizáveis e, assim como no calibre de Landau, existem

diversos trabalhos em cima destes calibres: [13, 38, 39, 40, 41].

O calibre de Coulomb é o único entre os calibres aqui citados que não é covariante,

o que compromete sua renormalizabilidade. No entanto, este pode ser implementado na

rede através da condição de extremo do funcional

A2
CG[A] =

∫
d3x⃗ A⃗A(x⃗, x4)·A⃗A(x⃗, x4) . (1.13)

Alguns trabalhos interessantes neste calibre são encontrados em [10, 42, 43, 44, 45, 46].

Finalmente, restanos comentar a respeito do calibre abeliano maximal, ou MAG3, que

pode ser considerado o “calibre oficial” desta tese, pois, no decorrer da mesma, discutire-

mos diversas propriedades deste calibre. Aqui, porém, vamos adiantar apenas algumas

dessas propriedades.

Em primeiro lugar, para entender o MAG é preciso entender o significado dos

campos Aaµ(x) e A
i
µ(x). Vimos anteriormente que o campo de Yang-Mills Aµ(x) pode ser

3Do inglês: maximal Abelian gauge.
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expandido em termos dos geradores da álgebra de Lie de SU(N). Estes geradores, porém,

podem ser decompostos em duas partes: uma correspondente aos geradores não-diagonais

e a outra aos geradores diagonais. Por exemplo, na representação fundamental do grupo

SU(2) os geradores são proporcionais às matrizes de Pauli:

T 1 =
1

2

(
0 1
1 0

)
, T 2 =

1

2

(
0 −i
i 0

)
, T 3 =

1

2

(
1 0
0 −1

)
. (1.14)

Temos então, duas matrizes não-diagonais e uma matriz diagonal. Na representação

fundamental de SU(3) os geradores são proporcionais às matrizes de Gell-Mann sendo

diagonais os geradores

T 3 =
1

2

 1 0 0
0 −1 0
0 0 0

 , T 8 =
1

2
√
3

 1 0 0
0 1 0
0 0 −2

 , (1.15)

e não-diagonais os outros seis restantes. Em SU(5) há quatro geradores diagonais e vinte

não-diagonais4. Desta forma, podemos inferir que, dos N2−1 geradores de SU(N), temos

N(N−1) não-diagonais e N−1 diagonais5. Com efeito, o campo de calibre Aµ(x) é escrito

como

Aµ(x) = AAµ (x)T
A = Aaµ(x)T

a + Aiµ(x)T
i , (1.16)

sendo a, b, c = 1, . . . , N(N − 1) e i, j, k = 1, . . . , N − 1. Portanto, os campos Aaµ(x)

são as componentes não-diagonais e os campos Aiµ(x) são as componentes diagonais, ou

abelianas, do campo de Yang-Mills.

A condição imposta aos campos não-diagonais, ∂µA
a
µ = gfabiAiµA

b
µ, é obtida a

partir da extremização do funcional

A2
MAG[A] =

∫
d4xAaµ(x)A

a
µ(x) . (1.17)

Já a condição imposta às componentes abelianas, ∂µA
i
µ = 0, é devida à necessidade de se

fixar uma simetria U(1)N−1 residual. Entretanto, a escolha desta condição em particular

— que é idêntica à condição do calibre de Landau —, é feita por ser esta a mais simples

posśıvel, não estando ligada à condição de extremo de nenhum funcional6.

Tal como o calibre de Landau, o MAG é um calibre renormalizável e implementável

na rede, embora seja um calibre não-linear. O grande interesse no MAG está no fato de

4Os geradores de SU(3) encontram-se em [47] e os de SU(5) em [6].
5Os N − 1 geradores diagonais formam o chamado subgrupo abeliano de Cartan.
6Existe uma outra escolha que leva ao calibre conhecido como MAG modificado [48].
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este promover a separação das componentes abelianas do campo de calibre das demais.

Esta caracteŕıstica do MAG o credencia a ser o calibre mais adequado ao estudo da

chamada dominância abeliana.

Além destes, há ainda outros calibres que valem ser citados como, por exemplo, o

de Curci-Ferrari [37, 49, 50], que é um calibre não-linear, e os calibres interpolantes, que

dependem de uma série de parâmetros que, devidamente ajustados, dão origem a outros

calibres já conhecidos. Os calibres interpolantes funcionam como pontes que conectam

diferentes calibres [48, 51, 52, 53].

A fixação do calibre se dá através do método de quantização de Faddeev-Popov.

Neste método é necessário introduzir campos extras que são os chamados campos fantas-

mas de Faddeev-Popov. Tais campos são escalares e anticomutantes, ou seja, obedecem à

estat́ıstica de Fermi. Esta combinação entre spin e estat́ıstica faz com que estes campos

violem a causalidade. Portanto, as excitações destes campos não podem ser interpretadas

como part́ıculas f́ısicas observáveis. Contudo, estes campos são responsáveis pela uni-

tariedade da teoria, uma vez que seus diagramas cancelam graus de liberdade não-f́ısicos

da série perturbativa [6, 47].

Por simplicidade, tomemos como exemplo o calibre de Landau, ∂µA
A
µ = 0. Para

fixar este calibre de acordo com o método de Faddeev-Popov, devemos adicionar o seguinte

termo à ação de Yang-Mills (1.4):

Sgf =
∫
d4x

(
ibA∂µA

A
µ + c̄A∂µD

AB
µ cB

)
. (1.18)

Neste termo, bA(x) é o campo auxiliar de Nakanishi-Lautrup que funciona como um

multiplicador de Lagrange para a condição de calibre7, e os campos grassmannianos cA(x)

e c̄A(x) são os tais campos fantasmas que haviamos mencionado anteriormente8.

Agora, vejamos uma propriedade muito importante que surge da quantização de

Faddeev-Popov. Sabemos que a simetria de calibre é perdida ao fixarmos um calibre.

Porém, ao considerarmos a ação

S0 = SYM + Sgf , (1.19)

que nada mais é que a ação de Yang-Mills com o calibre fixado, obtemos uma nova

simetria, a chamada simetira de BRST9[54, 55]. Definindo-se um operador anticomutante

7De fato, ao tomar a equação de movimento de bA(x) obtém-se ∂µA
A
µ = 0.

8Mais precisamente, cA(x) e c̄A(x) são, respectivamente, os campos de ghost e antighost.
9Becchi, Rouet, Stora e Tyutin.
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s como o operador de BRST, verifica-se facilmente que a ação (1.19) é invariante sob o

seguinte conjunto de transformações:

sAAµ = −DAB
µ cB , scA =

g

2
fABCcBcC , sc̄A = ibA , sbA = 0 . (1.20)

Esta nova simetria é a peça fundamental na demonstração da renormalizabilidade da

teoria descrita pela ação (1.19). Além disso, o operador de BRST é dito nilpotente, id est,

s2 = 0. Esta propriedade permite provar a unitariedade da matriz de espalhamento da

teoria, dando a esta última um sentido f́ısico.

Para mostrar a renormalizabilidade da teoria devemos conhecer o conteúdo de

simetria nela existente. As simetrias que sobrevivem ao processo de quantização per-

turbativa da teoria devem ser escritas como equações funcionais — também chamadas de

identidades de Ward — de forma compat́ıvel com o chamado prinćıpio de ação quântica10.

De acordo com este prinćıpio, transformações não-lineares dos campos, como é o caso das

transformações de BRST, dão origem a inserções de operadores locais compostos. Como

estes operadores não são campos fundamentais da teoria, devem ser acoplados a fontes

externas. Portanto, devemos acrescentar à ação (1.19) o seguinte termo

Sext =
∫
d4x

[
ΩA
µ (sA

A
µ ) + LA (scA)

]
. (1.21)

Essas fontes externas são invariantes pela atuação do operador de BRST,

sΩA
µ = 0 , sLA = 0 , (1.22)

e a fonte ΩA
µ (x) é anticomutante tal como os ghosts e o operador de BRST.

Assim, ao definirmos a ação S como sendo

S = S0 + Sext , (1.23)

podemos escrever a invariância de BRST como uma equação funcional,

S(S) ≡
∫
d4x

(
δS

δΩA
µ

δS

δAAµ
+

δS

δLA
δS

δcA
+ ibA

δS

δc̄A

)
= 0 , (1.24)

que é amplamente conhecida na literatura como a identidade de Slavnov-Taylor.

Vale a pena comentar também, que, com a introdução dos campos fantasmas,

aparece uma simetria envolvendo os campos (c̄A, cA) e as fontes (ΩA
µ , L

A):

cA → eiθcA , c̄A → e−iθc̄A , ΩA
µ → e−iθ ΩA

µ , LA → e−2iθLA , (1.25)

10Para maiores detalhes a respeito do prinćıpio de ação quântica recomendamos a referência [56].
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A b c̄ c Ω L

dimensão 1 2 2 0 3 4
número de ghost 0 0 −1 1 −1 −2

Tabela 1.1: Números quânticos de campos e fontes.

sendo θ um parâmetro finito, global e comutante. Esta simetria da ação define um novo

número quântico, o chamado número de ghost. A paridade deste número define o caráter

comutante dos campos. Por exemplo, o campo cA(x) tem número de ghost igual a (+1),

logo, é anticomutante, enquanto que a fonte LA(x), que possui número de ghost igual

a (−2), é comutante. Além disso, podemos escrever esta simetria como uma equação

funcional:

Ngh(S) = 0 , (1.26)

onde o operador de número de ghost, Ngh, é dado por

Ngh :=
∫
d4x

(
cA

δ

δcA
− c̄A

δ

δc̄A
− ΩA

µ

δ

δΩA
µ

− 2LA
δ

δLA

)
. (1.27)

A dimensão de massa e o número de ghost dos campos e das fontes da teoria encontram-se

dispostos na tabela 1.1. Com isso, podemos constatar ainda que o operador de BRST, s,

carrega número de ghost (+1).

Apesar do grande sucesso da quantização de Faddeev-Popov, em [10], Gribov

chamou a atenção para o fato de que a simples fixação do calibre não é suficiente para

eliminar completamente as configurações equivalentes do campo. De fato, uma simetria

de calibre residual sobrevive ao processo perturbativo de quantização e seus efeitos são

evidentes na região infravermelha. Este problema está associado às chamadas ambigui-

dades de Gribov11. Com isso, a quantização de Faddeev-Popov deve ser aprimorada para

dar conta desta simetria residual.

1.3 Alguns aspectos não perturbativos

Para encerrar este caṕıtulo, vamos comentar brevemente alguns dos aspectos não

perturbativos das teorias de Yang-Mills. Já na introdução, mencionamos o fenômeno do

confinamento da QCD na região infravermelha, e, naquela ocasião, dissemos não haver um

entendimento satisfatório deste fenômeno do ponto de vista teórico. Entretanto, existem

11Uma revisão didática e detalhada é feita em [12] no calibre de Landau.
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alguns aspectos não perturbativos da teoria que podem explicar o confinamento. Tais

aspectos, não são necessariamente excludentes e é provável que eles coexistam na teoria,

contribuindo mutuamente para a manifestação deste fenômeno.

O primeiro aspecto a ser abordado é a problemática de Gribov [10], ou, como se

diz atualmente, o cenário de Gribov-Zwanziger [14, 15, 57], que está associada à correta

quantização das teorias de Yang-Mills. Como já dissemos, a simples fixação do calibre,

aplicada no método de Faddeev-Popov, não é suficiente para eliminar completamente

as configurações equivalentes do campo, levando ao surgimento das chamadas cópias de

Gribov. A eliminação dessas cópias faz com que os glúons deixem de fazer parte do

espectro f́ısico na região infravermelha devido a supressão do propagador, uma propriedade

caracteŕıstica de objetos confinados e, além disso, certas divergências infravermelhas da

teoria são eliminadas.

Outro aspecto que poderia explicar o confinamento é o mecanismo de supercondu-

tividade dual, proposto por Nambu [58], ’t Hooft [59] e Mandelstam [60]. De acordo com

este mecanismo, que, como o próprio nome sugere, é inspirado no modelo de supercon-

dutor abeliano do tipo II, o regime de baixa energia da QCD é descrito por uma teoria

abeliana efetiva em presença de monopólos magnéticos. Se o vácuo da QCD contiver esses

monopólos e se eles, de fato, condensam, ocorrerá um efeito Meissner dual que comprime

o campo cromoelétrico num fino tubo de fluxo. Isto resultaria num potencial linear, i. e.,

V (r) ∝ r, confinando as carga cromoelétricas. O desacoplamento dos setores abeliano

(elétrico) e não-diagonal (magnético), inerente ao mecanismo, deu origem aos chamados

calibres abelianos [61], sendo o MAG um representante dessa classe de calibres.

Além do próprio problema do confinamento, as teorias de Yang-Mills são repletas

de divergências infravermelhas. Para resolver este problema, uma hipótese bastante aceita

é que exista um gap de massa, ou seja, de algum modo surgem parâmetros de massa que

regularizam as divergências infravermelhas. Por outro lado, devido ao próprio fenômeno

do confinamento e a autointeração entre glúons, podem existir estados ligados compostos

por glúons, conhecidos como glueballs, ou bolas de glúons, com massas da ordem de

1, 6GeV, vide [62, 63]. É natural então supor que estes estados ligados sejam formados

por excitações massivas. Além disso, em simulações da QCD na rede, parâmetros de

massa são utilizados para ajustar os dados obtidos, apesar de não ser posśıvel determinar

a origem desses parâmetros na rede [64, 65].
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Com base em todos esses argumentos, surge um novo aspecto que é o da geração

dinâmica de massa. A maneira de se introduzir estas massas é obtida através da con-

densação de operadores locais compostos de dimensão dois. Um exemplo muito conhecido

é o operador de glúons AAµ (x)A
A
µ (x), intensamente estudado nos calibres de Landau e li-

near covariante [39, 40, 66], e seu análogo 1
2
Aaµ(x)A

a
µ(x)+α c̄

a(x)ca(x), estudado no MAG

[67]. Outros operadores como os operadores de ghosts também têm um papel importante,

como iremos ver no caṕıtulo 5.

Finalmente, como último aspecto que vamos citar aqui, aparece o conceito de

dominância abeliana [61, 68]. De acordo com este conceito, a baixas energias, a QCD seria

governada exclusivamente por graus de liberdade abelianos. Note-se que este conceito não

está em desacordo com o mecanismo de supercondutividade dual, pois ambos os casos

requerem o desacoplamento dos setores diagonal e não-diagonal. Este conceito também

pode se compatibilizar com a idéia de geração dinâmica de massa se houver uma quebra

na degenerescência da massa dos glúons, tal que a massa do setor não-diagonal seja maior

que a do setor diagonal. Assim, os graus de liberdade não-diagonais “congelariam” mais

rápido que os abelianos conforme a energia se aproxima de zero. O MAG é portanto, um

calibre adequado para se estudar este aspecto não perturbativo. Além disso, a dominância

abeliana tem recebido confirmações da rede [64, 69, 70, 71, 73, 74, 72].



CAPÍTULO 2

O CALIBRE ABELIANO MAXIMAL (MAG)

Neste caṕıtulo, iremos analizar o chamado calibre abeliano maximal1 (MAG), já

apresentado no caṕıtulo anterior. Dentro desta análise, faremos a quantização de Faddeev-

Popov da ação de Yang-Mills tendo o MAG como calibre fixado e apresentaremos o

conteúdo de simetria da teoria através do conjunto de identidades de Ward. Algumas

considerações são feitas no final do caṕıtulo.

2.1 Introdução

No caṕıtulo anterior, começamos a descrever o MAG, que é um exemplo dos calibres

abelianos [61, 75, 76]. Naquela ocasião, definimos as condições de calibre do MAG como

sendo

∂µA
a
µ = gfabiAiµA

b
µ , (2.1)

ou ainda, (
∂µδ

ab − gfabiAiµ
)
Abµ ≡ Dab

µ A
b
µ = 0 , (2.2)

para as componentes não-diagonais de Aµ(x), e

∂µA
i
µ = 0 , (2.3)

para as componentes abelianas do campo. Os ı́ndices a, b, c, etc, que variam de 1 até

N(N − 1), representam o setor não-diagonal, enquanto os ı́ndices i, j, k, etc, que variam

de 1 a N − 1, representam as componentes diagonais. Vimos também, que a condição

imposta aos campos não-diagonais é a condição de extremo do funcional

A2
MAG[A] =

∫
d4xAaµ(x)A

a
µ(x) , (2.4)

1Também conhecido como calibre abeliano máximo, ou calibre maximalmente abeliano.
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e que as componentes diagonais formam um subgrupo abeliano U(1)N−1, o chamado

subgrupo de Cartan. Este subgrupo gera uma simetria residual que precisa ser fixada2.

Porém, não havendo um funcional associado aos campos Aiµ(x), é comum, por simplici-

dade, adotar a condição (2.3).

A ação de Yang-Mills (1.4) pode ser escrita em termos das componentes diagonais

e não-diagonais do tensor do campo de calibre, FA
µν , como

SYM =
1

4

∫
d4xFA

µνF
A
µν =

1

4

∫
d4x

(
F a
µνF

a
µν + F i

µνF
i
µν

)
. (2.5)

As componentes F a
µν e F i

µν do tensor são dadas por

F a
µν = Dab

µ A
b
ν −Dab

ν A
b
µ + gfabcAbµA

c
ν ,

F i
µν = ∂µA

i
ν − ∂νA

i
µ + gfabiAaµA

b
ν . (2.6)

Nestas, Dab
µ é uma derivada covariante definida com relação às componentes diagonais,

como em (2.2), e aparecem dois tipos de constantes de estrutura: fabc e fabi, que obedecem

às seguintes identidades3:

fabif bjc + fabjf bci = 0 ,

fabcf bdi + fabdf bic + fabif bcd = 0 . (2.7)

Além disso, a ação (1.4) é invariante pelas transformações

Aaµ → Aaµ +Dab
µ ω

b + gfabcAbµω
c + gfabiAbµω

i ,

Aiµ → Aiµ + ∂µω
i + gfabiAaµω

b , (2.8)

sendo ωa(x) e ωi(x) as componentes do parâmetro da transformação:

ωA(x)TA = ωa(x)T a + ωi(x)T i . (2.9)

2.2 Quantização de Faddeev-Popov

Vejamos agora como quantizar a teoria descrita pela ação (2.5) — com o MAG

como o calibre a ser fixado—, utilizando, para tanto, o método de quantização de Faddeev-

Popov que introduzimos na seção 1.2. De acordo com este método, a função de partição

2Notando-se que o funcional (2.4) corresponde à norma dos campos não-diagonais e, por não depender
das componentes diagonais, exibe uma invariância U(1)N−1, podemos justificar o nome deste calibre
imaginando que a norma dos campos não-diagonais é minimizada, não apenas extremizada, pela condição
(2.2). Assim, a teoria restante é, neste sentido, maximalmente abeliana.

3Estas são oriundas da identidade de Jacobi: fABCfCDE + fADCfCEB + fAECfCBD = 0.



30

de uma teoria de calibre é dada pela expressão

Z =
∫
[dA] δ(Φ[A]) det

(
δΦ[Aω(x)]

δω(x′)

)
e−SYM[A] . (2.10)

Aqui, Φ[A] = 0 é a condição de calibre introduzida através da distribuição de Dirac

funcional, e Aω
µ(x) é o campo transformado de acordo com (1.8) através do parâmetro

infinitesimal (2.9). No caso do MAG temos

Φa[A] = Dab
µ A

b
µ , Φi[A] = ∂µA

i
µ ,

δΦ[Aω(x)]

δω(x′)
≡

 δΦa[Aω(x)]
δωb(x′)

δΦa[Aω(x)]
δωj(x′)

δΦi[Aω(x)]
δωb(x′)

δΦi[Aω(x)]
δωj(x′)

, (2.11)

com

δΦa[Aω(x)]

δωb(x′)
= (Dac

µ D
cb
µ − g2facifdbiAcµA

d
µ)δ(x− x′) +Dac

µ (gf cdbAdµδ(x− x′)) ,

δΦa[Aω(x)]

δωj(x′)
= gfabj(Ddc

µ A
c
µ)δ(x− x′) ,

δΦi[Aω(x)]

δωb(x′)
= ∂µ(gf

abiAaµδ(x− x′)) ,

δΦi[Aω(x)]

δωj(x′)
= ∂2(δijδ(x− x′)) . (2.12)

As condições de calibre do MAG, uma vez introduzidas pelas funções-δ, podem ser

exponenciadas através dos campos auxiliares de Nakanishi-Lautrup (ba, bi). Já o determi-

nante é exponenciado introduzindo-se os campos fantasmas de Faddeev-Popov (c̄a,i, ca,i).

Dessa forma, a função de partição é escrita como

Z =
∫
[dAa][dAi][dba][dbi][dca][dc̄a][dci][dc̄i] e−(SYM+SMAG) , (2.13)

sendo SMAG a ação de fixação de calibre tendo o MAG como calibre escolhido:

SMAG =
∫
d4x

[
ibaDab

µ A
b
µ + c̄aDac

µ D
cb
µ c

b − g2facifdbic̄acbAcµA
d
µ + c̄aDac

µ (gf cdbAdµc
b)

+gfabic̄a(Dbc
µ A

c
µ)c

i + ibi∂µA
i
µ + c̄i∂µ(∂µc

i + gfabiAaµc
b)
]
. (2.14)

No caṕıtulo anterior, vimos que a simetria de calibre é perdida ao fixarmos um

calibre, neste caso o MAG. Porém, a quantização de Faddeev-Popov introduz uma nova

simetria que é a chamada simetria de BRST. De fato, ao definirmos a ação

S0 = SYM + SMAG , (2.15)
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como nosso ponto de partida, podemos verificar que esta é invariante pelo seguinte con-

junto de transformações:

sAaµ = −(Dab
µ c

b + gfabcAbµc
c + gfabiAbµc

i), sAiµ = −(∂µc
i + gfabiAaµc

b),

sca = gfabicbci + g
2
fabccbcc, sci = g

2
fabicacb,

sc̄a = iba, sc̄i = ibi,

sba = 0 , sbi = 0,

(2.16)

sendo s o operador de BRST. Com efeito, a ação (2.14) pode ser reescrita como

SMAG = s
∫
d4x

(
c̄aDab

µ A
b
µ + c̄i∂µA

i
µ

)
. (2.17)

Esta maneira de escrever SMAG evidencia sua invariância frente às transformações de

BRST (2.16) devido a propriedade de nilpotência do operador de BRST, s2 = 0.

2.3 Identidades de Ward

Agora, vamos determinar as chamadas identidades de Ward da ação (2.15). Ou

seja, vamos obter um conjunto de identidades compat́ıveis com o prinćıpio de ação

quântica [56]. Para tanto, é necessário, antes de tudo, introduzir um termo com fontes

externas acopladas às transformações de BRST não-lineares:

Sext =
∫
d4x

[
Ωa
µ (sA

a
µ) + Ωi

µ (sA
i
µ) + La (sca) + Li (sci)

]
. (2.18)

Assim, definindo a ação

S = S0 + Sext , (2.19)

podemos escrever a simetria de BRST como uma equação funcional

S(S) = 0 , (2.20)

onde

S(S) ≡
∫
d4x

(
δS

δΩa
µ

δS

δAaµ
+

δS

δΩi
µ

δS

δAiµ
+

δS

δLa
δS

δca
+
δS

δLi
δS

δci
+ iba

δS

δca
+ ibi

δS

δci

)
, (2.21)

que é a identidade de Slavnov-Taylor que vimos no caṕıtulo 1.

São também compat́ıveis com o prinćıpio de ação quântica, equações funcionais

que tenham quebras lineares nos campos — as chamadas quebras clássicas. Dessa forma,
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a equação de movimento do campo auxiliar bi(x), que dá a condição de calibre do setor

diagonal, é também uma identidade de Ward:

δS

δbi
= i∂µA

i
µ . (2.22)

Além desta, temos ainda as equações de movimento dos campos de antighost,

δS

δc̄i
+ ∂µ

δS

δΩi
µ

= 0 , (2.23)

e ghost diagonais,

Gi(S) = ∆i
class. , (2.24)

sendo

Gi ≡ δ

δci
− igfabic̄a

δ

δbb
(2.25)

e

∆i
class = −∂µ(Ωi

µ + ∂µc̄
i) + gfabi(Ωa

µA
b
µ − Lacb) . (2.26)

Também é posśıvel verificar a invariância da ação (2.19) pelas transformações

δc̄a = ca , δba = gfabicbci + g
2
fabccbcc , (2.27)

sendo δ um operador comutante. Esta simetria é representada por

∫
d4x

(
ca
δS

δc̄a
+

δS

δLa
δS

δba

)
= 0 . (2.28)

Por fim, podemos escrever a simetria U(1)N−1 residual como

W i(S) = −∂2bi , (2.29)

com

W i ≡ ∂µ
δ

δAiµ
+ gfabi

(
Aaµ

δ

δAbµ
+ ba

δ

δbb
+ c̄a

δ

δc̄b
+ ca

δ

δcb
+ Ωa

µ

δ

δΩb
µ

+ La
δ

δLb

)
. (2.30)

O conjunto de identidades (2.20 – 2.29) é a nossa principal ferramenta para provar

a renormalizabilidade da teoria. Entretanto, como iremos mostrar na seção seguinte, a

ação (2.19) não é a ação mais geral que obedece este conjunto de identidades. De fato,

é necessário introduzir termos extras de interação entre os campos fantasmas que, no

entanto, estão todos ligados a um único parâmetro de calibre que deve ser tomado para

zero após a remoção das divergências ultravioletas.
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2.4 Interações quárticas entre os campos fantasmas

Na seção anterior vimos que a ação (2.19) obedece ao conjunto de identidades de

Ward (2.20 – 2.29) e mencionamos que esta ação não é a mais geral que obedece a este

cunjunto. Para obter a ação mais geral devemos adicionar a (2.19) o seguinte termo:

Sα = −α
2
s
∫
d4x

(
ic̄aba − gfabic̄ac̄bci − g

2
fabccac̄bc̄c

)
=

α

2

∫
d4x

(
baba + 2igfabibac̄bci + igfabcbac̄bcc +

g2

2
fabif cdic̄ac̄bcccd

+
g2

2
fabcfadic̄bc̄ccdci +

g2

4
fabcfadec̄bc̄ccdce

)
. (2.31)

Neste termo, destacam-se o parâmetro de calibre α e as interações quárticas entre os

campos fantasmas. De fato, ao acrescentarmos este termo na ação (2.19), a equação de

movimento do multiplicador de Lagrange ba(x) é modificada da seguinte maneira:

δ(S + Sα)

δba
= iDab

µ A
b
µ + α

(
ba + igfabic̄bci + i

g

2
fabcc̄bcc

)
. (2.32)

Desta equação podemos verificar que, ao tomarmos o limite em que α vai a zero, reobtemos

a condição original do MAG para o setor não-diagonal.

Para entendermos melhor a necessidade de se acrescentar (2.31), voltemos até a

ação (2.19) e tomemos a equação de movimento do campo auxiliar ba(x):

δS

δba
= iDab

µ A
b
µ . (2.33)

Notemos nesta última que, ao contrário das identidades obtidas na seção anterior, esta

equação não pode ser entendida como uma identidade de Ward genúına por conter uma

quebra não-linear nos campos. Conseqüentemente, não é posśıvel eliminar o termo Sα

que certamente apareceria nas correções quânticas, ainda que não fosse inclúıdo na ação

de partida. Portanto, a ação de partida mais geral é dada por

Σ = SYM + SMAG + Sext + Sα , (2.34)

onde SYM, SMAG, Sext e Sα são, respectivamente, (2.5), (2.14), (2.18) e (2.31). A renor-

malizabilidade desta ação é provada em [77, 78].

2.5 Considerações

Neste caṕıtulo fizemos uma apresentação introdutória aos calibres abelianos, dando

uma atenção especial para o MAG. Apresentamos também a quantização de Faddeev-
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Popov tendo o MAG como calibre a ser fixado e analisamos o conteúdo de simetria da ação

de Yang-Mills no MAG através das identidades de Ward. Desta análise, conclúımos ser

necessário introduzir interações extras entre os campos fantasmas — fato que se justifica

pela não-linearidade das condições de calibre do MAG, equação (2.2).

No entanto, o estudo de um calibre — qualquer que seja ele — não está completo

sem a análise das ambigüidades de Gribov. É preciso entender, em primeiro lugar, que

o problema das ambigüidades de Gribov é um problema que afeta, não só o MAG, mas

qualquer calibre que se tenha em mente (Landau [10, 12], Coulomb [10], linear covariante

[38], etc). Em segundo lugar, o problema de Gribov está intimamente ligado ao problema

de se quantizar corretamente uma teoria de calibre e, além disso, este problema afeta

diretamente o setor infravermelho da teoria.

Portanto, a partir do próximo caṕıtulo, iremos nos dedicar ao estudo das am-

bigüidades de Gribov no MAG e em como estas afetam os propagadores dos glúons4 e

dos ghosts. Tal estudo, foi feito primeiramente em [79] seguindo a linha do trabalho ori-

ginal de Gribov [10] — que trata dos calibres de Landau e de Coulomb —, levando-se

em conta, também, os efeitos do condensado de dimensão dois ⟨AaµAaµ⟩ [67]. Com isso,

pretendemos chegar a um maior entendimento deste calibre e obter informações sobre o

setor infravermelho da teoria.

4Por simplicidade, referir-nos-emos aos bósons de calibre como glúons.



CAPÍTULO 3

AMBIGUIDADES DE GRIBOV

Neste caṕıtulo, daremos ińıcio ao estudo das ambiguidades de Gribov no MAG em

SU(2). Seguindo a linha original de Gribov [10], determinaremos a equação que define as

cópias de Gribov e obteremos a chamada região de Gribov. Faremos a restrição da função

de partição a esta região, e veremos qual será a influência disto sobre os propagadores dos

glúons e dos ghosts. Também iremos discorrer sobre a região modular fundamental.

3.1 Introdução

Nos caṕıtulos anteriores, já haviamos feito alguns comentários sobre o problema das

ambigüidades de Gribov, nos quais chamamos a atenção para certos aspectos importantes

como a questão de que o método de quantização de Faddeev-Popov falha no regime não-

perturbativo. O problema deste método reside no fato de que o procedimento de fixação

de calibre, destinado a eliminar configurações equivalentes que são indiscriminadamente

contadas nas integrais de trajetória, na realidade, não cumpre inteiramente este papel.

Neste procedimento, escolhemos uma condição adicional sobre os campos de calibre, isto

é, um v́ınculo, de tal forma que apenas uma entre as infinitas configurações equivalentes

do campo satisfaça esta condição. No entanto, o que ocorre, na verdade, é que, ao sair

do regime perturbativo, observa-se ainda uma simetria de calibre residual, ou seja, existe

mais de uma configuração equivalente dos campos que obedece ao v́ınculo pré-estabelecido.

Estas configurações extras são as chamadas cópias de Gribov.

A solução encontrada por Gribov para resolver o problema das cópias foi a de

restringir o domı́nio de integração do espaço funcional dos campos de calibre a uma certa

região denominada primeira região de Gribov, ou simplesmente, região de Gribov. A idéia

original de Gribov era a de obter uma região que fosse livre de cópias. Porém, descobriu-se

posteriormente que a própria região de Gribov, no calibre de Landau, possui cópias em seu

35
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interior [80, 81, 82, 83]. Entretanto, a restrição proposta por Gribov não é inconsistente,

pois, como é demonstrado em [82, 84, 85, 57], toda órbita de calibre passa pelo menos

uma vez pela região de Gribov. Dessa forma, qualquer configuração que esteja fora desta

região é uma cópia de uma outra configuração equivalente que se encontra dentro da

região de Gribov. Assim, podemos compreender a restrição à região de Gribov como

um aperfeiçoamento do método usual de quantização devido a Faddeev e Popov. Além

disso, a restrição pode ser feita acrescentando-se um termo na ação original de Yang-Mills

com um calibre fixado. A ação resultante, que é a ação de Gribov-Zwanziger, possui as

propriedades de localizabilidade e renormalizabilidade [14, 15, 17]1.

Os efeitos f́ısicos da restrição podem ser observados através dos propagadores da

teoria. O propagador dos glúons, no calibre de Landau,

⟨
AAµ (−k)ABν (k)

⟩
=

k2

k4 + 2Ng2γ4

(
δµν −

kµkν
k2

)
δAB , (3.1)

é suprimido no regime infravermelho, ou seja, para k2→0, devido a presença do parâmetro

massivo γ, conhecido como parâmetro de Gribov, que é definido pela equação

∫ d4k

(2π)4
3Ng2/4

k4 + 2Ng2γ4
= 1 , (3.2)

enquanto que o propagador dos ghosts torna-se mais singular neste regime do que na

predição perturbativa, o chamado enhancement dos ghosts, como infere-se da expressão

abaixo
1

N2 − 1

N2−1∑
A=1

⟨
c̄A(−k)cA(k)

⟩ ∣∣∣∣
k2→0

∼ γ2

k4
. (3.3)

Estes efeitos têm interpretações f́ısicas muito interessantes. No caso do propagador dos

glúons, nota-se que este deixa de ter pólos reais, eliminando com isso, os glúons do espectro

f́ısico da teoria, que é uma caracteŕıstica esperada para objetos confinados. Com relação ao

propagador dos ghosts, este comportamento indica a existência de forças de longo alcance

a baixas energias que são fundamentais para explicar o fenômeno do confinamento. Ainda

sobre o comportamento do propagador dos ghosts, este vinha recebendo confirmações

através de cálculos utilizando as equações de Dyson-Schwinger e simulações na rede até

de meados de 2007. Porém, com a possibilidade de se trabalhar com redes maiores,

surgiram novos resultados, obtidos por diferentes grupos, que indicam que o propagador

dos ghosts tem um comportamento bem mais suave do que se imaginava. Atualmente,

1Maiores detalhes sobre a ação de Gribov-Zwanziger serão discutidos no próximo caṕıtulo.
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acredita-se que este comportamento é tipicamente 1/k2. Isto é um sinal de que outros

efeitos não-perturbativos devem ser levados em conta como, por exemplo, os efeitos dos

condensados de dimensão dois, que veremos a partir do caṕıtulo 5.

Além da região de Gribov, existe uma outra região, contida na região de Gribov,

que é a chamada região modular fundamental [80, 81, 82, 83]. Esta região é livre de

cópias com exceção de sua borda. Porém, como veremos mais adiante, não há uma

definição operacionalmente viável desta região para que se possa implementá-la de modo

consistente. No entanto, uma tentativa de implementar esta região é feita em [83] na

formulação Hamiltoniana.

Como já dissemos, o problema das ambigüidades de Gribov não é um problema

exclusivo dos calibres de Landau e Coulomb. Porém, pouco foi feito fora destes calibres.

Portanto, passaremos a tratar do problema das ambigüidades de Gribov no MAG em

SU(2). Um estudo das cópias de Gribov no MAG em SU(2) pode ser encontrado em

[86, 87] e a influência da restrição à região de Gribov sobre os propagadores da teoria é

encontrada em [79], seguindo os moldes do trabalho original de Gribov [10].

3.2 Cópias de Gribov

Inicialmente, vamos recapitular algumas propriedades do MAG em SU(2), que é

um caso particular do que foi apresentado no caṕıtulo anterior. Sabemos que o campo

de calibre, Aµ(x), pode ser decomposto nas componentes não-diagonais e diagonais (ou

abelianas) da seguinte maneira:

Aµ(x) = Aaµ(x)T
a + Aµ(x)T

3 , (3.4)

sendo T a, com a = 1, 2, os geradores não-diagonais de SU(2), enquanto T 3 é o gerador

diagonal, ver eq. (1.14), que obedecem a uma álgebra de Lie

[T a, T b] = iεabT 3 , [T 3, T a] = iεabT b . (3.5)

A constante de estrutura εab é tal que

εab = −εba , ε12 = 1 , εcaεcb = δab . (3.6)

Analogamente, o tensor de curvatura do campo de calibre pode ser decomposto em suas

componentes diagonais e não-diagonais:

F a
µν = Dab

µ A
b
ν −Dab

ν A
b
µ ,
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Fµν = ∂µAν − ∂νAµ + gεabAaµA
b
ν , (3.7)

onde a derivada covariante Dab
µ é definida com relação à componente abeliana Aµ(x),

Dab
µ = Dab

µ (A) ≡ ∂µδ
ab − gεabAµ . (3.8)

Dessa forma, a ação de Yang-Mills é dada, num espaço-tempo euclidiano, por

SYM =
1

4

∫
d4x

(
F a
µνF

a
µν + FµνFµν

)
, (3.9)

sendo invariante pelas transformações de calibre

Aaµ → Aaµ +Dab
µ ω

b + gεabAbµω ,

Aµ → Aµ + ∂µω + gεabAaµω
b . (3.10)

O MAG é então obtido quando impomos que a componente não-diagonal do campo

de calibre obedeça à condição não-linear

∂µA
a
µ = gεabAµA

b
µ , (3.11)

ou, equivalentemente,

Dab
µ A

b
µ = 0 , (3.12)

que vem da condição de que o funcional

A2
MAG[A] =

∫
d4xAaµ(x)A

a
µ(x) (3.13)

seja estacionário com respeito às transformações de calibre (3.10). Além disso, devemos

impor uma condição adicional aos campos diagonais devido à simetria U(1) residual que

discutimos no caṕıtulo anterior. Iremos adotar uma condição do tipo Landau, que é

também a condição adotada nas simulações na rede,

∂µAµ = 0. (3.14)

Até aqui, fizemos apenas uma pequena revisão do que foi visto no caṕıtulo prece-

dente, para o caso particular onde o grupo de simetria é o SU(2). Agora, vamos estabele-

cer a condição de existência de cópias de Gribov no MAG. Para tanto, vamos definir um

campo Ãµ(x), ou seja,

Ãµ(x) = Ãaµ(x)T
a + Ãµ(x)T

3 , (3.15)
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de tal maneira que suas componentes (Ãaµ, Ãµ) sejam definidas por

Ãaµ = Aaµ −Dab
µ (A)ωb − gεabAbµω ,

Ãµ = Aµ − ∂µω − gεabAaµω
b . (3.16)

Em outras palavras, Ãµ(x) é simplesmente o campo Aµ(x) transformado pelas trans-

formações de calibre (3.10)2. Uma vez definido o campo Ãµ(x), vamos requerer que as

componentes (Ãaµ, Ãµ) deste campo satisfaçam às mesmas condições de (Aaµ, Aµ), ou seja,

aos v́ınculos (3.12) e (3.14):

Dab
µ (Ã)Ãbµ = 0 , ∂µÃµ = 0 . (3.17)

Substituindo (3.16) em (3.17) obtemos a condição de existência de cópias, à primeira

ordem nos parâmetros de calibre, como sendo

Mabωb = 0 , (3.18)

−∂2ω − gεab∂µ(A
a
µω

b) = 0 , (3.19)

sendo Mab dado por

Mab = −Dac
µ D

cb
µ − g2εacεbdAcµA

d
µ . (3.20)

O operador Mab é identificado como sendo o operador de Faddeev-Popov do setor

não-diagonal. Este operador desfruta das propriedades de ser hermitiano3 e, tal como é

assinalado em [87], é a diferença entre dois operadores positivos semidefinidos,

Mab = Oab
1 −Oab

2 , (3.21)

dados por

Oab
1 = −Dac

µ D
cb
µ , Oab

2 = g2εacεbdAcµA
d
µ . (3.22)

Além disso, devemos destacar que o parâmetro diagonal ω(x) aparece apenas em (3.19),

de tal sorte que nos é permitido expressá-lo em termos da solução da primeira condição

de existência de cópias (3.18). Isto significa que, uma vez solucionada a equação (3.18)

para Aaµ(x), Aµ(x) e ω
a(x), podemos escrever que

ω(x) = −gεab∂µ
∂2

(Aaµω
b) . (3.23)

2Por conveniência fizemos (ωa, ω) → −(ωa, ω) em (3.16), com relação às transformações (3.10).
3Esta propriedade é mostrada no apêndice A.
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Esta última expressão nos diz, essencialmente, que o parâmetro diagonal ω(x) não tem

um papel especial na determinação das cópias de Gribov, ou seja, as cópias de Gribov são

determinadas exclusivamente pela equação (3.18). Ademais, da equação (3.19) segue que

uma nova variável, digamos ω̃(x), definida por

ω̃ = ω + gεab
∂µ
∂2

(Aaµω
b) (3.24)

obedece a

∂2ω̃ = 0 . (3.25)

Como é mostrado no apêndice B, a mudança de variável (3.24) pode ser efetuada na função

de partição que expressa a quantização de Faddeev-Popov da ação de Yang-Mills no MAG.

Como o jacobiano correspondente a esta transformação é independente dos campos, os

ghosts diagonais são desacoplados da teoria. Em decorrência disto, o propagador dos

ghosts diagonais não é afetado pela restrição à região de Gribov.

3.3 Determinação da região de Gribov Ω

Como vimos, a condição de existência de cópias de Gribov é dada pela equação

(3.18). Com base nesta equação, somos levados a estabelecer que, para que haja cópias de

Gribov, o operador Mab, cujo determinante entra na fórmula de quantização de Faddeev-

Popov (ver apêndice B), deve ter autovalores iguais a zero. Também observamos que este

operador pode ser escrito como a diferença entre dois operadores positivos semidefinidos,

eq’s (3.21) e (3.22). Dessa forma, para valores suficientemente grandes de Aaµ(x), podemos

esperar que autovalores nulos, de fato, existam. Para melhor analisarmos esta questão,

tomemos a equação de autovalores do operador de Faddeev-Popov:

Mabψb = ϵ(A)ψa . (3.26)

Para pequenos valores dos campos (Aaµ, Aµ), a equação (3.26) possui apenas soluções para

autovalores positivos, pois, neste caso

Mab ≈ −∂2δab (3.27)

e, como é sabido, o operador −∂2 admite apenas autovalores positivos. Mais precisamente,

denotando ϵ1(A), ϵ2(A), ϵ3(A), etc, para os autovalores correspondentes a uma dada
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Figura 3.1: Horizontes de Gribov

configuração de campos (Aaµ, Aµ), temos que, para valores pequenos, todos os ϵi(A) são

positivos. Isto equivale a dizer que

Oab
1 (A) > Oab

2 (A) , (3.28)

sendo Oab
1 (A) e Oab

2 (A) definidos em (3.22). Porém, para valores suficientemente grandes

dos campos (Aaµ, Aµ), um dos autovalores, digamos ϵ1(A), vai a zero, tornando-se negativo

conforme os campos continuem crescendo. Em uma escala de magnitude ainda maior

dos campos, um segundo autovalor, digamos ϵ2(A), vai a zero, e torna-se negativo ao

acompanhar o crescimento dos campos. Assim, conforme os campos vão crescendo, mais

autovalores vão se tornando negativos4. Assim, seguindo a linha de racioćınio de Gribov

[10], podemos dividir o espaço funcional dos campos em regiões C0, C1, C2, . . . , Cn, etc, nas

quais o operador de Faddeev-Popov tem, respectivamente, 0, 1, 2, . . . , n, etc, autovalores

negativos, tal como é ilustrado na figura 3.1. Estas regiões são separadas por linhas l1,

l2, l3, . . . , ln, etc, nas quais o operador Mab tem algum autovalor nulo. Assim, na região

C0 todos os autovalores do operador Mab são positivos, i. e., Mab > 0. Na borda l1 da

região C0 o primeiro autovalor nulo aparece e, desta forma, o operador de Faddeev-Popov

possui um modo zero normalizável, ou seja,

Mabψb0 = 0 ,
∫
d4xψa†0 (x)ψa0(x) = 1 . (3.29)

A região C0 é, como veremos, uma região de particular interesse. Assim sendo, esta

será intitulada como a região de Gribov e denotada pela letra Ω. Portanto, a região de

4Lembrando que o operador Mab é hermitiano e, portanto, seus autovalores são reais.
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Gribov é definida como

Ω := {Aaµ, Aµ |Dab
µ A

b
µ = 0 , ∂µAµ = 0 , Mab > 0} , (3.30)

ou seja, é a região no espaço funcional onde se encontram todas as configurações de campos

de calibre (Aaµ, Aµ) que obedecem às condições de calibre do MAG, eq’s (3.12) e (3.14),

e para as quais o operador de Faddeev-Popov assume valores positivos. Notemos ainda

que as configurações de campos pertencentes a esta região correspondem aos mı́nimos

relativos do funcional (3.13). Esta propriedade decorre do fato de que o operador Mab

pode ser obtido tomando-se a variação segunda de (3.13),

δ
∫
d4xAaµA

a
µ =

∫
d4xωaDab

µ A
b
µ ,

δ2
∫
d4xAaµA

a
µ =

∫
d4x

(
ωaMabωb − gεabωa(Dbc

µ A
c
µ)ω

)
. (3.31)

Devemos também destacar que, dentro da região de Gribov, Ω, encontram-se as con-

figurações que validam os cálculos perturbativos que são, justamente, as configurações

próximas à origem, i. e., (Aaµ, Aµ) ≈ 0. Nestas, o operador de Faddeev-Popov comporta-

se como −∂2 que possui apenas autovalores positivos.

Os contornos l1, l2, l3, . . . , ln, etc, são chamados de horizontes de Gribov. Em

particular, o contorno l1, que é o contorno da região de Gribov, ∂Ω, é chamado de primeiro

horizonte de Gribov, ou simplesmente, horizonte de Gribov.

3.4 A restrição à região Ω elimina cópias de Gribov

Até o momento, definimos a região de Gribov Ω como a região cujas as con-

figurações de campos nela contidas obedecem às condições de calibre do MAG e fazem

com que o operador de Faddeev-Popov seja positivo. Esta definição é sintetizada numa

liguagem matemática por (3.30). Também definimos o horizonte de Gribov ∂Ω como o

lugar onde ocorre o primeiro autovalor zero do operador de Faddeev-Popov para uma

dada configuração. No entanto, ainda precisamos mostrar que fazer a restrição do espaço

funcional à região Ω implica, realmente, a eliminação de cópias de Gribov. Para isto,

devemos provar a seguinte proposição:

Proposição: Para qualquer campo de calibre localizado na região Ω próximo ao horizonte

∂Ω, existe uma configuração equivalente, ou seja, uma cópia, localizada no outro lado do

horizonte, próxima a este mesmo horizonte, ver fig.3.2.
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Figura 3.2: Cópias próximas ao horizonte

Para provar a proposição acima vamos começar tomando uma configuração de

campos Cµ = (Ca
µ, Cµ) localizada no horizonte ∂Ω, ou seja,

Mab(C)ψb0 = −Dac
µ (C)Dcb

µ (C)ψ
b
0 − g2εacεbdCc

µC
d
µψ

b
0 = 0 , (3.32)

sendo ψa0(x) um modo zero normalizável, e

Dab
µ (C)Cb

µ = 0 , ∂µCµ = 0 . (3.33)

Vamos introduzir também a componente diagonal ψ0(x) que, de acordo com (3.23), é

definida como

ψ0 = −gεab∂µ
∂2

(Ca
µψ

b
0) . (3.34)

Seja então Aµ = (Aaµ, Aµ) uma configuração de campos localizada na região Ω, próxima

de ∂Ω, como na figura 3.2. Dessa forma, podemos escrever

Aaµ = Ca
µ + aaµ ,

Aµ = Cµ + aµ , (3.35)

onde (aaµ, aµ) devem ser tomados como perturbações. Estando na região Ω, a configuração

Aµ(x) deve obedecer às condições de calibre (3.12) e (3.14). Isto equivale a dizer que

Dab
µ (C)abµ − gεabCb

µaµ , ∂µaµ = 0 . (3.36)

Diante disso, podemos calcular o autovalor de Mab(A), para os campos (3.35), utilizando

as técnicas usuais de teoria de perturbações [88]:

ϵ(A) =
∫
d4xψa0(2gε

acaµD
cb
µ (C)ψ

b
0 − g2εacεbd(Cµa

d
µ + Cd

µa
c
µ)ψ

b
0) . (3.37)
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Agora, procedendo como em [10], vamos introduzir uma outra configuração de

campos Ãµ = (Ãaµ, Ãµ), tal que

Ãaµ = Ca
µ + ãaµ ,

Ãµ = Cµ + ãµ , (3.38)

sendo (ãaµ, ãµ) dados por

ãaµ = aaµ −Dab
µ (C)ψb0 − gεabCb

µψ0 ,

ãµ = aµ − ∂µψ0 − gεabCa
µψ

b
0 , (3.39)

e tomados como pequenos com relação a (Ca
µ, Cµ). Pelas equações (3.32), (3.33) e (3.36)

é posśıvel verificar, a primeira ordem nas componentes (ãaµ, ãµ), que os campos (3.38)

obedecem às condições de calibre do MAG,

Dab
µ (Ã)Ãbµ = 0 , ∂µÃµ = 0 . (3.40)

Assim, se encontrarmos uma transformação de calibre que leve Aµ(x) em Ãµ(x), i. e.,

Ãµ = UAµU
† +

1

ig
(∂µU)U

† , (3.41)

com

U(x) = exp(−ig ϑ(x)) , ϑ(x) = θa(x)T a + θ(x)T 3 . (3.42)

podemos identificar a configuração Ãµ(x) como uma cópia de Gribov de Aµ(x). Tomando

U(x) até a segunda ordem no parâmetro ϑ(x), ou seja,

U = 1− ig ϑ− g2

2
ϑ2 +O(ϑ3) , (3.43)

chegamos a

Ãaµ = Aaµ −Dab
µ θ

b − gεabAbµθ −
g

2
εabθb

(
∂µθ + gεcdAcµθ

d
) g
2
εabθDbc

µ θ
c − g2

2
Aaµθ

2 ,

Ãµ = Aµ − ∂µθ − gεabAaµθ
b − g

2
εabθaDbc

µ θ
c +

g2

2
Aaµθ

aθ . (3.44)

Além disso, das condições de calibre do MAG, segue5

Mab(A)θb +Dab
µ (A)

[
−g
2
εbcθc

(
∂µθ + gεdeAdµθ

e
)
+
g

2
εbcθDcd

µ θ
d − g2

2
Abµθ

2

]
5Se tivéssemos tomado somente a primeira ordem, i. e., U = 1− igθ, obteriamos

Ãa
µ = Aa

µ −Dab
µ (A)θb − εabAb

µθ , Ãµ = Aµ − ∂µθ − gεabAa
µθ

b .

Logo, aplicando as condições de calibre do MAG, teriamos as seguintes equações:

Mab(A)θb = 0 , ∂2θ + gεab∂µ(A
a
µθ

b) = 0 ,

que não têm solução pois, por hipótese, Aµ(x) não se encontra no horizonte de Gribov ∂Ω.
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−gεab
(
∂µθ + gεcdAcµθ

d
) (
Dbe
µ θ

e + gεbeAeµθ
)
+ gεabAbµ

(
g

2
εcdθcDde

µ θ
e − g2

2
Aaµθ

cθ

)
= 0 ,

∂µ

[
−
(
∂µθ + gεabAaµθ

b
)
− g

2
εabθaDbc

µ θ
c +

g2

2
Aaµθ

aθ

]
= 0 .

(3.45)

Para podermos escrever (θa, θ) em termos de (ψa0 , ψ0), faremos

θa = ψa0 + φa ,

θ = ψ0 + φ , (3.46)

sendo (φa, φ) pequenos com relação a (ψa0 , ψ0). A condição (3.45) fornece o seguinte

Mab(C)φb = −Dac
µ (C)(gεcbaµψ

b
0)− gεacaµD

cb
µ (C)ψ

b
0 − g2εacεdb(Cc

µa
d
µ + Cd

µa
c
µ)ψ

b
0

+Dab
µ (C)

[
g

2
εbcψc0(∂µψ0 + gεdeCd

µψ
e
0)−

g

2
εbcψ0D

cd
µ (C)ψ

d
0 +

g2

2
Cb
µψ

2
0

]
+gεab(∂µψ0 + gεcdCc

µψ
d
0)
[
Dbe
µ (C)ψ

e
0 + gεbeCe

µψ0

]
−gεabCb

µ

[
g

2
εcdψc0D

de
µ (C)ψe0 −

g2

2
Cc
µψ

c
0ψ0

]
. (3.47)

Esta última pode ser colocada na forma

∂2φa = Pa(C, a, ψ0) +Qab(C,ψ0)φ
b , (3.48)

com Pa e Qab independentes de φa(x):

−Pa(C, a, ψ0) = −Dac
µ (C)(gεcbaµψ

b
0)− gεacaµD

cb
µ (C)ψ

b
0 − g2εacεdb(Cc

µa
d
µ + Cd

µa
c
µ)ψ

b
0

+Dab
µ (C)

[
g

2
εbcψc0(∂µψ0 + gεdeCd

µψ
e
0)−

g

2
εbcψ0D

cd
µ (C)ψ

d
0 +

g2

2
Cb
µψ

2
0

]
+gεab(∂µψ0 + gεcdCc

µψ
d
0)
[
Dbe
µ (C)ψ

e
0 + gεbeCe

µψ0

]
−gεabCb

µ

[
g

2
εcdψc0D

de
µ (C)ψe0 −

g2

2
Cc
µψ

c
0ψ0

]
, (3.49)

Qab(C,ψ0) = 2gεabCµ∂µ + g2δabCµCµ − g2εacεbdCc
µC

d
µ . (3.50)

A equação (3.48) pode ser resolvida recursivamente para φa(x),

φa =
1

∂2
Pa +

1

∂2
Qab 1

∂2
Pb + . . . . (3.51)

Isto nos permite obter uma expressão recursiva para os parâmetros (θa, θ) da equação

(3.46), e assim para a transformação de calibre que estamos procurando, eq. (3.41).
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Há ainda uma relação importante que podemos obter. Sabendo que

Mab(C)ψ0 = 0 , (3.52)

podemos escrever, lembrando que o operador de Faddeev-Popov é hermitiano,∫
d4xψ0Mab(C)φb = 0 . (3.53)

Logo, de (3.47) vem que

0 =
∫
d4xψa0

[
−2gεacaµD

cb
µ (C)ψ

b
0 − g2εacεdb(Cc

µa
d
µ + Cd

µa
c
µ)ψ

b
0

+gεab(∂µψ0)D
bc
µ (C)ψ

c
0 − 2g2εabεcdCb

µψ
c
0D

de
µ (C)ψe0 + g3εabCb

µC
c
µψ

c
0ψ0

]
. (3.54)

Uma vez que conseguimos identificar o campo Ãµ(x) como uma cópia de Gribov

do campo Aµ(x) — lembrando que ambas as configurações estão próximas de ∂Ω —,

vamos calcular o autovalor de Mab para os campos Ãµ(x) e com isso, checar de que lado

do horizonte está esta configuração. Tal como fizemos anteriormente, o autovalor ϵ(Ã) é

dado por

ϵ(Ã) =
∫
d4xψa0(2gε

acãµD
cb
µ (C)ψ

b
0 − g2εacεbd(Cµã

d
µ + Cd

µã
c
µ)ψ

b
0) . (3.55)

Das equações (3.39) e (3.54) surge o seguinte resultado

ϵ(Ã) = −ϵ(A) . (3.56)

Com este resultado, conseguimos provar a proposição que queŕıamos, uma vez que,

se a configuração Aµ(x), próxima a ∂Ω, está na região Ω e, portanto, ϵ(A) > 0, existe uma

configuração equivalente, ou seja, uma cópia de Gribov, Ãµ(x), também próxima a ∂Ω,

localizada do outro lado do horizonte, na região C1, ver fig.3.2, pois, ϵ(Ã) = −ϵ(A) < 0.

Esta proposição pode também ser estendida para campos perto de qualquer horizonte ln.

A partir da demonstração anterior podemos ter a noção de que ao restringirmos

o domı́nio de integração das integrais funcionais à região Ω estaremos eliminando, pelo

menos, as cópias de Gribov próximas ao horizonte.

3.5 Restrição do domı́nio de integração à região Ω

Agora, vamos implementar a restrição do domı́nio de integração das integrais de

caminho de Feynman à região de Gribov Ω, definida em (3.30). Para tanto, introduzimos
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na função de partição da teoria de Yang-Mills no MAG, dada por (B.14), o fator V(Ω)

que será responsável pela restrição à região Ω, ou seja,

Z =
∫
[dAa][dA] δ(Dab

µ A
b
µ)δ(∂µAµ) det(Mab) e−SYMV(Ω) . (3.57)

A expressão de V(Ω) deverá ser obtida através da condição de não existência de pólos

da função de dois pontos do ghost não-diagonal que, por sua vez, é dada pelo inverso do

operador de Faddeev-Popov Mab. Denotemos por G(k,A) a transformada de Fourier de

(M−1)ab, isto é,

G(k,A) = 1

2

∑
ab

δab⟨k|(M−1)ab|k⟩ . (3.58)

A esta última, iremos requerer a condição de não-existência de pólos para um dado valor

de k, excetuando-se apenas o caso em que k = 0, que corresponde ao contorno de Ω, ou

seja, ao primeiro horizonte de Gribov. A razão de se adotar esta condição é entendida

observando-se que, dentro da região Ω, o operador Mab é positivo definido, eq. (3.30). Isto

implica que seu inverso, (M−1)ab, e, conseqüentemente, a função de Green (3.58) podem

tornar-se singulares apenas quando se aproximam do horizonte ∂Ω, onde o operador Mab

tem um modo zero.

A função de Green G(k,A) pode ser calculada ordem a ordem. De fato, repetindo

a abordagem de Gribov [10] para o caso do MAG, encontramos, à segunda ordem,

G(k) = 1

k2
+ g2

kµkν
k4

1

V

∑
q

Aµ(q)Aν(−q)
(k − q)2

+
g2

k4
1

V

∑
q

(
Aµ(q)Aµ(−q) +

1

2
Aaµ(q)A

a
µ(−q)

)
,

(3.59)

onde V é o 4-volume euclidiano. Note-se que os dois últimos termos de (3.59), i. e.,

1

V

∑
q

Aµ(q)Aµ(−q) ,
1

V

∑
q

Aaµ(q)A
a
µ(−q) ,

não dependem do momento externo kµ. Portanto, após a subtração de suas respectivas

partes perturbativas6, estes termos devem fornecer uma contribuição não perturbativa

à função de Green G(k,A), correspondente à singularidade em k2 = 0, como se pode

depreender da presença do fator 1/k4 em (3.59).

Assim, vamos escrever G(k,A) como

G(k,A) ≈ 1

k2
1

(1− σ(k,A))
+

B
k4
, (3.60)

6Perturbativamente, estes termos dão origem a tadpoles, desaparecendo na regularização dimensional.
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sendo

σ(k,A) = g2
kµkν
k2

∫ d4q

(2π)4
Aµ(q)Aν(−q)

(k − q)2
, (3.61)

e

B = g2
∫ d4q

(2π)4
Aµ(q)Aµ(−q) +

g2

2

∫ d4q

(2π)4
Aaµ(q)A

a
µ(−q) , (3.62)

onde tomamos o limite termodinâmico, V → ∞. A expressão (3.61) para σ(k,A) pode ser

simplificada se lembrarmos que a componente abeliana do campo de calibre é tranversa,

ou seja,

kµAµ(k) = 0 . (3.63)

Podemos então escrever que

Aµ(k)Aν(−k) =
1

3
Aλ(k)Aλ(−k)

(
δµν −

kµkν
k2

)
, (3.64)

e então,

σ(k,A) =
g2

3

kµkν
k2

∫ d4q

(2π)4
Aλ(q)Aλ(−q)

(k − q)2

(
δµν −

qµqν
q2

)
. (3.65)

Esta expressão é semelhante àquela obtida por Gribov no calibre de Landau [10]. Com

G(k,A) escrita na forma (3.60) percebe-se claramente que a condição de não-existência

de pólos, para um dado k2, é

σ(k,A) < 1 . (3.66)

No entanto, se a quantidade Aλ(q)Aλ(−q), que aparece na expressão (3.65) para σ(k,A),

decresce monotonicamente com q2 na maior parte do intervalo de integração — e isto,

como veremos, é o que de fato ocorre —, então, σ(k,A) decresce conforme k2 cresce. Dessa

forma, podemos obter uma condição de não existência de pólos mais forte que (3.66) e

independente de k:

σ(0, A) < 1 , (3.67)

com

σ(0, A) =
g2

4

∫
d4q

(2π)4
Aλ(q)Aλ(−q)

q2
, (3.68)

onde fizemos uso da relação∫ d4q

(2π)4
Aλ(q)Aλ(−q)

q2

(
δµν −

qµqν
q2

)
=

3

4
δµν

∫ d4q

(2π)4
Aλ(q)Aλ(−q)

q2
, (3.69)

que vem da covariância de Lorentz7.

7A relação (3.69) é obtida da seguinte maneira: assume-se que∫
d4q

(2π)4
Aλ(q)Aλ(−q)

q2

(
δµν − qµqν

q2

)
= J δµν ,
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Em suma, a condição (3.67) assegura que a função de Green G(k,A) não tem pólos

para valores finitos não nulos de k2, sendo a única singularidade permitida aquela em

k2 = 0, que corresponde a se aproximar do horizonte de Gribov. A partir disto, podemos

voltar a pensar na questão da definição do fator V(Ω), que é o responsável por fazer a

restrição do domı́nio de integração à região Ω. De acordo com [10] o fator V(Ω) é dado

por

V(Ω) = θ(1− σ(0, A)) , (3.70)

sendo θ(x) a função degrau,

θ(x) =

{
1 , x > 0

0 , x < 0
,

que pode também ser escrita através de sua representação integral

θ(x) =
∫ i∞+ε

−i∞+ε

dζ

2πiζ
eζx . (3.71)

Assim, a função de partição (3.57) fica

Z = lim
α→0
β→0

∫
[dAa][dA]

dζ

2πiζ
det(Mab) exp

(
ζ−SYM− 1

2α
(Dab

µ A
b
µ)

2− 1

2β
(∂µAµ)

2−ζσ(0, A)
)
,

(3.72)

onde os limites α → 0 e β → 0 são tomados no final para recuperar as condições de

calibre do MAG (3.12) e (3.14). A partir de função de partição (3.72) podemos analisar

o comportamento dos propagadores dos glúons. Em particular, aquele do setor diagonal,

pois, o fator σ(0, A), eq. (3.68), afeta justamente este setor.

3.6 Propagadores na aproximação de Gribov

Um ponto fundamental a ser analisado consiste no estudo dos propagadores da

teoria com a restrição à região de Gribov. Em outras palavras, devemos investigar como

esta restrição, que está intimamente ligada com a questão da correta quantização de uma

teoria de calibre, afeta os propagadores da teoria.

e em seguida contrai-se ambos os lados com δµν , chegando então a

J =
3

4

∫
d4q

(2π)4
Aλ(q)Aλ(−q)

q2
.
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3.6.1 Propagadores dos glúons

Para estudar os propagadores dos glúons é suficiente retermos apenas os ter-

mos quadráticos em (3.72) que contribuem para as funções de Green ⟨Aaµ(k)Abν(−k)⟩

e ⟨Aµ(k)Aν(−k)⟩. Assim,

Zquadr = N
∫
[dAa][dA]

dζ

2πi
e(ζ−ln ζ− 1

2

∑
k
Aµ(k)Qµν(k,ζ)Aν(−k)− 1

2

∑
k
Aa

µ(k)Pµν(k)Aa
ν(−k)) , (3.73)

onde N é um fator constante e as quantidades Qµν(k, ζ) e Pµν(k) são dadas por

Qµν(k, ζ) =
(
k2 +

ζg2

2V k2

)
δµν −

(
1− 1

β

)
kµkν ,

Pµν(k) = k2δµν −
(
1− 1

α

)
kµkν . (3.74)

Integrando nos campos de calibre e mantendo os termos que dependem de ζ encontramos

Z = N (detPµν(k))−1
∫ dζ

2πi
ef(ζ) , (3.75)

onde

f(ζ) = ζ − ln ζ − 1

2
ln detQµν(k, ζ)

= ζ − ln ζ − 3

2

∑
k

ln
(
k2 +

ζg2

2V k2

)
− 1

2

∑
k

ln
(
1

β
k2 +

ζg2

2V k2

)
. (3.76)

A expressão (3.75) pode ser tomada no ponto de sela, ou seja,

Zquadr ≈ ef(ζ0) , (3.77)

onde ζ0 é determinado pela condição de mı́nimo

∂f(ζ)

∂ζ

∣∣∣∣∣
ζ=ζ0

= 0 , (3.78)

o que implica

1− 1

ζ0
− 3g2

4V

∑
k

1

k4 + ζ0g2

2V

− β
g2

4V

∑
k

1

k4 + β ζ0g2

2V

= 0 . (3.79)

Tomando o limite termodinâmico, isto é, V → ∞, e introduzindo o parâmetro de Gribov8,

γ4 =
1

8

ζ0
V
, (3.80)

8Em [79] definimos o parâmetro de Gribov como γ4 = ζ0g
2/2V . Porém, iremos, sempre que posśıvel,

seguir as convenções de [89].
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obtemos a equação de gap ∫ d4k

(2π)4
3g2/4

k4 + 4g2γ4
= 1 , (3.81)

na qual tomamos o limite β → 0 e desprezamos o termo 1/ζ0 no limite termodinâmico.

É notória a semelhança desta equação com aquela obtida no calibre de Landau (3.2).

Para obter os propagadores dos glúons devemos voltar a expressão (3.73) para

Zquadr e tomá-la no ponto de sela, isto é, para ζ = ζ0:

Zquadr = N
∫
[dAa][dA] e−

1
2(
∑

k
Aµ(k)Qµν(k,γ)Aν(−k)+

∑
k
Aa

µ(k)Pµν(k)Aa
ν(−k)) , (3.82)

com

Qµν(k, γ) =
(
k2 +

4g2γ4

k2

)
δµν −

(
1− 1

β

)
kµkν . (3.83)

Podemos então determinar os propagadores dos glúons invertendo os operadoresQµν(k, γ)

e Pµν(k) e tomando os parâmetros de calibre α e β para zero. Logo, o propagador do

glúon diagonal é

⟨Aµ(k)Aν(−k)⟩ =
k2

k4 + 4g2γ4

(
δµν −

kµkν
k2

)
. (3.84)

Desta expressão conclui-se que a componente diagonal do campo de Yang-Mills é supri-

mida na região infravermelha. Já o propagador do setor não-diagonal, ao contrário, não

é afetado pelo problema das cópias de Gribov e é dado por

⟨Aaµ(k)Abν(−k)⟩ =
1

k2

(
δµν −

kµkν
k2

)
δab . (3.85)

No entanto, o comportamento infravermelho deste setor é modificado, tal como veremos

nos caṕıtulos seguintes, quando se leva em conta o efeito do condensado de glúons ⟨AaµAaµ⟩,

ver as referências [89, 67, 90, 79, 91, 92].

Ressaltemos ainda que, para obter os propagadores dos glúons, foi necessário fazer

uma série de considerações: tomar a parte quadrática da integral funcional no ponto de

sela, ζ = ζ0, e, em seguida, tomar o limite termodinâmico, V → ∞, além de tomar

os limites α, β → 0. A esta série de considerações daremos o nome de aproximação de

Gribov, pois, foram exatamente estas as aproximações feitas em seu artigo [10] no cálculo

dos propagadores.

3.6.2 Propagador dos ghosts não-diagonais

Resta-nos ainda determinar o comportamento do propagador dos ghosts não-

diagonais, lembrando que os ghosts diagonais foram completamente desacoplados da teoria
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(ver apêndice B). Tal comportamento pode ser obtido a partir da expressão (3.60), através

da contração de Wick dos campos de calibre, ou seja,

1

2
⟨ca(k)ca(−k)⟩ ≡ G(k) ≈ 1

k2
1

(1− σ(k))
+

B
k4
, (3.86)

com

σ(k) = g2
kµkν
k2

∫ d4q

(2π)4
⟨Aµ(q)Aµ(−q)⟩

(k − q)2
, (3.87)

e

B = g2
∫ d4q

(2π)4
⟨Aµ(q)Aµ(−q)⟩+

g2

2

∫ d4q

(2π)4
⟨Aaµ(q)Aaµ(−q)⟩ . (3.88)

Os detalhes dos cálculos estão feitos em [79]. Como resultado obtemos

(1− σ(k))
∣∣∣
k∼ 0

=
3g

256πγ2
k2 , B = −3g3γ2

16π
, (3.89)

e, dessa forma, o propagador dos ghosts fica

G(k)
∣∣∣
k∼ 0

≈ 2gγ2
(
128π

3g2
− 3g2

32π

)
1

k4
, (3.90)

que é mais singular que a predição perturbativa. Devemos lembrar que, de acordo com os

dados mais recentes de simulações na rede, o comportamento do propagador dos ghosts no

MAG é menos singular que 1/k2. Tal comportamento pode ser obtido quando os efeitos

de condensados de dimensão dois são levados em conta. Discutiremos mais sobre estes

efeitos nos caṕıtulos seguintes.

3.6.3 Considerações a respeito da aproximação de Gribov

Ao executarmos a aproximação de Gribov, ou seja, quando tomamos a parte

quadrática da função de partição no ponto de sela ζ = ζ0 e assumimos o limite ter-

modinâmico, V → ∞, desprezamos o termo 1/ζ0 em (3.79). Isto equivale a ter omitido,

desde o ińıcio, o termo ln ζ da função f(ζ) em (3.76), e, por sua vez, equivale a ter omitido

1/ζ da representação integral da função degrau (3.71). Em outras palavras, o termo V(Ω),

que promove a restrição à região de Gribov em (3.57), comporta-se como uma função-δ,

V(Ω) = δ(1− σ(0, A)) . (3.91)

Isto pode ser facilmente verificado notando-se que

δ(x) :=
dθ(x)

dx
=
∫ i∞

−i∞

dζ

2πi
eζx =

∫ ∞

−∞

dζ ′

2π
eiζ

′x , (3.92)
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onde, na última integral, fizemos a mudança de variável ζ = iζ ′. Fisicamente, isto sig-

nifica que as configurações próximas ao horizonte de Gribov são aquelas que dão maior

contribuição à integral de caminho.

Ainda na aproximação de Gribov, podemos escrever o termo V(Ω) como

V(Ω) = lim
V→∞

e8V γ
4−2g2γ4

∑
k
Aµ(k)

1
k2
Aµ(−k) , (3.93)

ou, na representação de coordenadas,

V(Ω) = lim
V→∞

e8V γ
4−2g2γ4

∫
d4x d4x′ Aµ(x)∆(x−x′)Aµ(x′) , (3.94)

onde ∆(x− x′) é o inverso do operador de Laplace,

−∂2x∆(x− x′) = δ(x− x′) . (3.95)

A expressão (3.94) será uma condição fundamental para se chegar à chamada

função horizonte. Como veremos no próximo caṕıtulo, a função horizonte consiste em um

termo que deve ser somado à ação de Yang-Mills fixada, neste caso, no MAG, para fazer a

restrição à região de Gribov Ω, o que leva à chamada ação de Gribov-Zwanziger. Ou seja, a

função horizonte funciona como um peso de Boltzmann que conta os graus de liberdade da

teoria. No entanto, qualquer “candidato” ao “posto” de função horizonte deve recuperar

a expressão (3.94) no limite quadrático e dessa forma, reproduzir o problema de Gribov.

Além disso, as questões da localizabilidade e da renormalizabilidade da função horizonte

também serão critérios fundamentais que precisaremos levar em conta.

3.7 A região modular fundamental Λ

Antes de passar ao próximo caṕıtulo e iniciar o estudo sobre a função horizonte,

vamos concluir este caṕıtulo descrevendo a região modular fundamental, que denotaremos

por Λ. No ińıcio deste caṕıtulo, seção 3.1, chamamos a atenção para o fato de que a

região de Gribov Ω possui ainda cópias em seu interior e que, portanto, deveriamos,

em prinćıpio, procurar fazer a restrição à região Λ que está contida em Ω. No entanto,

também comentamos naquela ocasião que a região Λ carece de uma definição matemática

operacionalmente viável. Assim, devemos tentar entender melhor essas questões. Na

seção 3.3, onde definimos a região Ω através de (3.30), vimos que Ω nada mais é do que
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o conjunto de configurações que minimizam o funcional (3.13), ou seja,

Aaµ ∈ Ω ⇒

 δA
2
MAG[A] = 0 ,

δ2A2
MAG[A] > 0 .

(3.96)

Logo, a região Ω contém tanto os mı́nimos absolutos quanto os mı́nimos relativos de

A2
MAG[A]. Porém, os mı́nimos de uma mesma órbita de calibre serão também cópias de

Gribov. Assim, para eliminar as cópias existentes em Ω devemos selecionar apenas os

mı́nimos absolutos de A2
MAG[A]. Para tanto, definimos a região Λ como o conjunto de

configurações que tornam o operador A2
MAG[A] um mı́nimo absoluto. Podemos sintetizar

esta definição escrevendo o seguinte

Λ := {Aµ = (Aaµ, Aµ) | Aµ,Bµ ∈ Ω ⇒ A2
MAG[A] < A2

MAG[B]∀Ba
µ ̸= Aaµ} , (3.97)

onde Bµ = (Ba
µ, Bµ) é uma configuração pertencente à região de Gribov. Embora mais

refinada, a região Λ pode ainda possuir cópias de Gribov, bastando, para isto, que difer-

entes configurações pertencentes a Λ existam na mesma órbita de calibre. Estas cópias,

porém, vivem na fronteira de Λ e poderiam ser eliminadas através da identificação da

topologia dessas cópias. Isto, no entanto, dificulta ainda mais a operacionalidade desta

região.

No entanto, em [93] é mostrado, formalmente, que as cópias dentro da região de

Gribov não afetam os valores esperados da teoria. A razão disto é que as regiões Ω e Λ têm

uma fronteira em comum e a maior contribuição à integral de caminho viria, justamente,

desta fronteira. Este resultado dá respaldo ao estudo da região de Gribov em lugar da

região modular fundamental.



CAPÍTULO 4

FUNÇÃO HORIZONTE E A AÇÃO DE
GRIBOV-ZWANZIGER

Neste caṕıtulo, iremos determinar a função horizonte no MAG em SU(2) através

de três critérios fundamentais: o da recuperação do termo de Gribov, eq. (3.94), na apro-

ximação quadrática; o da localizabilidade; e o da renormalizabilidade.

4.1 Introdução – Ação de Gribov-Zwanziger no cali-
bre de Landau

No caṕıtulo anterior, fizemos a restrição à região de Gribov Ω através da condição

de ausência de pólos do propagador dos ghosts não-diagonais. Isto equivale a introduzir,

na função de partição, o termo

V(Ω) = θ(1− σ(0, A)) , (4.1)

onde σ(0, A), eq. (3.68), é tomado até a segunda ordem. Conseqüentemente, o termo que

promove a restrição, na aproximação de Gribov, é dado por

V(Ω) = lim
V→∞

e8V γ
4(1−σ(0,A)) ≡ lim

V→∞
e8V γ

4−SG (4.2)

onde γ é o parâmetro de Gribov dado pela equação de gap (3.81), e SG , dado por

SG = 8V γ4σ(0, A) = −2g2γ4
∫
d4xAµ

1

∂2
Aµ , (4.3)

é um termo não-local que deve ser adicionado à ação de Yang-Mills1.

Com a introdução deste termo na ação, é posśıvel analisar, ao ńıvel árvore, as

modificações dos propagadoes dos glúons devido à restrição à região Ω, eq’s (3.84) e (3.85).

No entanto, este termo não nos permite ir além da aproximação ao ńıvel árvore e, por

conseguinte, não podemos obter efeitos de ordem mais alta nas correções quânticas.

1Este termo é o mesmo que aparece em (3.94), porém, escrito numa notação mais intuitiva.

55
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Em prinćıpio, a condição de ausência de pólos pode ser tomada a ordens mais altas.

Porém, o ideal seria se pudéssemos ressomar a série a todas as ordens e obter, com isto,

uma expressão fechada para o termo não-local SG. De fato, isto foi feito por Zwanziger

no caso do calibre de Landau [14, 15]. Neste caso o termo não-local é dado por

SLandau
G = −Ng2γ4

∫
d4xAAµ

1

∂2
AAµ , (4.4)

e a expressão que corresponde à ressoma de toda série, que é conhecida como função

horizonte, é dada por

SLandau
Zw = −Ng2γ4

∫
d4x fABCABµ [(∂ ·D)−1]ADfDECAEµ . (4.5)

Nesta, o operador não-local −[(∂ ·D)−1]AB é o inverso do operador de Faddeev-Popov no

calibre de Landau,

−∂µDAB
µ = −∂µ(∂µδAB − gfABCACµ ) . (4.6)

Note-se que a função horizonte de Zwanziger (4.5) reduz-se ao termo de Gribov (4.4)

na aproximação quadrática, na qual o operador de Faddeev-Popov é aproximado pelo

operador de Laplace, i.e.,

−∂µDAB
µ ≈ −δAB∂2 . (4.7)

Apesar de sua aparente não-localidade, a função horizonte (4.5) pode ser escrita de

forma local através da introdução adequada de campos auxiliares. Surpreendentemente, a

ação local resultante é multiplicativamente renormalizável a todas as ordens [15, 17, 13].

Esta propriedade torna posśıvel o cálculo de correções quânticas a ordens mais altas

levando-se em conta os efeitos da restrição à região de Gribov. Recentemente, foram

realizados estudos da condensação de operadores de dimensão dois, como por exemplo o

condensado de glúnos ⟨AAµAAµ ⟩, ver [22], em presença do termo de horizonte (4.5). Além

disso, o cálculo a dois laços dos propagadores dos glúons e dos ghosts é feito em [94, 95].

Também devemos enfatizar que a implementação da restrição através da função horizonte

de Zwanziger fornece uma sólida base teórica para que se possa atingir um entendimento

mais claro sobre a origem da supressão do propagador dos glúons na região infravermelha,

observada em simulações numéricas na rede [96, 97].

A então chamada ação de Gribov-Zwanziger constitui-se da ação de Yang-Mills com

um calibre fixado, mais o termo de horizonte. No caso do calibre de Landau, podemos

extrair da ação de Gribov-Zwanziger as seguintes propriedades:
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• A ação se reduz ao problema original de Gribov na aproximação quadrática;

• A ação pode ser localizada introduzindo-se adequadamente campos auxiliares;

• A ação é multiplicativamente renormalizável a todas as ordens.

Essas três propriedades fundamentais devem estar presentes em qualquer calibre. Assim,

iremos assumir essas propriedades para obter a função horizonte e a ação de Gribov-

Zwanziger no MAG em SU(2).

4.2 Função horizonte no MAG em SU(2)

O exemplo da ação de Gribov-Zwanziger no caso do calibre de Landau nos fornece

propriedades gerais que servirão como guias em nossa busca pela função horizonte no

MAG em SU(2). Utilizando tais critérios, obtivemos em [92] que a função horizonte para

o presente caso é dada por

SH = γ4g2
∫
d4x εabAµ(M−1)acεcbAµ , (4.8)

onde (M−1)ab é o inverso do operador de Faddeev-Popov,

Mab = −Dac
µ D

cb
µ − g2εacεbdAcµA

d
µ , (4.9)

enquanto que Dab
µ é a derivada covariante com relação às componetes diagonais, eq. (3.8).

Note-se que a funcão horizonte definida como em (4.8) reduz-se precisamente à

expressão (4.3) na aproximação quadrática, ou seja, quando substituimos o operador

Mab pelo Laplaciano, −δab∂2. Este é o primeiro critério que devemos estabelecemos para

função horizonte, pois, dessa forma, recáımos no problema de Gribov que foi nosso ponto

de partida2.

O segundo critério é o de localizabilidade. Ou seja, devemos ser capazes de escrever

(4.8) de forma local. De fato, isto se torna posśıvel com a introdução adequada de um

conjunto de campos auxiliares3. A localização da função horizonte (4.8) será assunto para

a próxima seção.

2Utilizando apenas este primeiro critério, poderiamos pensar num termo de horizonte do tipo∫
d4x εabAµ

∂2

MadMdc
εcbAµ .

No entanto, este termo não resiste aos demais critérios de localizabilidade e renormalizabilidade.
3O método de localização é muito bem ilustrado em [15] no estudo da função horizonte no calibre de

Landau e em [98] no estudo do operador de massa invariante de calibre Tr
∫
d4xFµν

1
D2 Fµν .
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O terceiro critério é o de renormalizabilidade. A ação de Gribov-Zwanziger neste

caso constitui-se da ação de Yang-Mills fixada no MAG, mais o termo de horizonte (4.8),

i. e.,

SGZ = SYM + SMAG + SH , (4.10)

sendo SYM dada por (3.9) e SMAG por

SMAG =
∫
d4x

[
ibaDab

µ A
b
µ − c̄aMabcb + gεabc̄a(Dbc

µ A
c
µ)c

+ib ∂µAµ + c̄ ∂µ(∂µc+ gεabAaµc
b)
]
. (4.11)

Para mostrar a renormalizabilidade deste modelo devemos primeiro localizar o termo de

horizonte SH e obter o conteúdo de simetrias da ação local resultante. A partir disto

podemos obter o contratermo mais geral que será absorvido através da redefinção da nor-

malização dos campos e parâmetros da teoria. Este procedimento é feito detalhadamente

em [92]. Nesta tese, vamos postergar a prova da renormalizabilidade para o caṕıtulo 6

onde iremos analisar um modelo mais geral no qual também serão levados em conta os

operadores de dimensão dois.

4.3 Localização da função horizonte

Nesta seção vamos descrever o procedimento de localização do termo de horizonte.

Vamos começar considerando a função de partição do modelo de Gribov-Zwanziger (4.10),

ou seja,

Z =
∫
dµ0 e

−SGZ , (4.12)

na qual a medida dµ0 é dada por

dµ0 ≡ [dAa][dA][dba][db][dca][dc̄a][dc][dc̄] . (4.13)

Tal como no calibre de Landau [15], a função horizonte (4.8) pode ser localizada através

de um par de campos vetoriais complexos comutantes, (ϕ̄abµ , ϕ
ab
µ ), da seguinte maneira:

e−SH =
∫
[dϕ][dϕ̄] (detM)8 exp

{
−
∫
d4x

[
ϕ̄acµ Mabϕbcµ + γ2gεab(ϕabµ − ϕ̄abµ )Aµ

]}
. (4.14)

Nesta, o determinante (detM)8 leva em conta o Jacobiano que surge da integração sobre

os campos auxiliares (ϕ̄abµ , ϕ
ab
µ ). Este termo pode também ser localizado através de um

par de campos vetoriais complexos anticomutantes, (ω̄abµ , ω
ab
µ ),

(detM)8 =
∫
[dω][dω̄] exp

(∫
d4x ω̄acµ Mabωbcµ

)
. (4.15)
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Dessa forma, obtemos um modelo local descrito pela seguinte função de partição

Z =
∫
dµ e−SLocal , (4.16)

sendo

dµ ≡ [dAa][dA][dba][db][dca][dc̄a][dc][dc̄][dϕ][dϕ̄][dω][dω̄] , (4.17)

e

SLocal = SYM + SMAG + Sϕω + Sγ , (4.18)

com Sϕω e Sγ dados por

Sϕω =
∫
d4x

(
ϕ̄acµ Mabϕbcµ − ω̄acµ Mabωbcµ

)
, (4.19)

Sγ = gγ2
∫
d4x εab(ϕabµ − ϕ̄abµ )Aµ . (4.20)

Agora que obtivemos um modelo local que leva em conta a restrição à região de

Gribov, o próximo passo é analisar o conteúdo de simetria da ação local (4.18). Esta

análise é fundamental para a prova da renormalizabilidade do modelo que será discutida

do caṕıtulo 6.

4.4 Simetria de BRST

Como primeiro passo na direção de um modelo renormalizável, veremos nesta seção

como reescrever a ação local (4.18) de tal forma que esta preserve a simetria de BRST.

Na verdade, seremos obrigados a partir para um modelo mais geral no qual se pode

reobter a ação (4.18) ao tomar-se certos limites f́ısicos adequadamente. A abordagem que

adotaremos aqui, é pormenorizada em [99] e coincide com aquela utilizada por Zwanziger

em [15].

4.4.1 Caso particular com γ = 0

Para estabelecer a invariância de BRST do modelo local resultante, vamos proceder

como em [14, 15] e considerar primeiro o caso particular quando γ = 0,

SLocal

∣∣∣
γ=0

= SYM + SMAG + Sϕω . (4.21)

Neste caso, teŕıamos introduzido nada mais que a unidade escrita como

1 =
∫
[dϕ][dϕ̄][dω][dω̄] exp

[
−
∫
d4x (ϕ̄acµ Mabϕbcµ − ω̄acµ Mabωbcµ )

]
. (4.22)
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No entanto, a ação SLocal|γ=0 pode ser escrita de forma invariante pelas tranformações

de BRST. Para constatar isto, vamos introduzir o seguinte conjunto de transformações

nilpotentes de BRST:

sAaµ = −(Dab
µ c

b + gεabAbµc), sAµ = −(∂µc+ gεabAaµc
b),

sca = gεabcbc, sc = g
2
εabcacb,

sc̄a = iba, sc̄ = ib,

sba = 0 , sb = 0,

sϕabµ = ωabµ , sω̄abµ = ϕ̄abµ ,

sωabµ = 0 , sϕ̄abµ = 0.

(4.23)

Seja então a ação S0 definida por

S0 = SYM + s
∫
d4x ( c̄aDab

µ A
b
µ + c̄ ∂µAµ + ω̄acµ Mabωbcµ ) , (4.24)

que, naturalmente, satisfaz

sS0 = 0 . (4.25)

Atuando o operador de BRST, podemos reescrever S0 como

S0 = SYM + SMAG + Sϕω +
∫
d4x ω̄acµ Fabϕbcµ , (4.26)

com

Fab = 2gεac(∂µc+ gεdeAdµc
e)Dcb

µ + gεab∂µ(∂µc+ gεcdAcµc
d)

−g2(εacεbd + εadεbc)Adµ(D
ce
µ c

e + gεceAeµc) . (4.27)

A expressão (4.26) difere de (4.21) pela presença do último termo. Dessa forma, podemos

transformar SLocal|γ=0 em S0 através da seguinte transformação da variável ωabµ (x):

ωabµ → ωabµ − (M−1)acF cdϕdbµ , (4.28)

cujo jacobiano correspondente é independente dos campos. Assim, vale a seguinte equi-

valência: ∫
dµ e−SLocal|γ=0 =

∫
dµ e−S0 . (4.29)

4.4.2 Reintroduzindo o termo com γ ̸= 0

Agora vamos considerar o termo Sγ dado por (4.20). Através das transformações

de BRST definidas em (4.23) podemos reescrever Sγ como

Sγ = γ2
∫
d4x

[
Dab
µ ϕ

ba
µ − s(Dab

µ ω̄
ba
µ ) + gεab(∂µc+ gεcdAcµc

d)ω̄abµ
]
. (4.30)
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O último termo desta expressão pode ser eliminado pela transformação de variável

ωab → ωabµ − (M−1)acγ2gεcb(∂µc+ gεdeAdµc
e) . (4.31)

Portanto, a função de partição fica

Z =
∫
dµ e−{S0+γ2

∫
d4x [Dab

µ ϕbaµ −s(Dab
µ ω̄ba

µ )]} . (4.32)

No entanto, devido ao termo Dab
µ ϕ

ba
µ , a ação

S0 + γ2
∫
d4x

[
Dab
µ ϕ

ba
µ − s(Dab

µ ω̄
ba
µ )
]

(4.33)

não é BRST invariante. Para lidar com este problema iremos proceder como em [99, 15]

e introduzir dois dubletos de BRST de fontes locais externas:

sMab
µν = Nab

µν , sNab
µν = 0,

sN̄ab
µν = −M̄ab

µν , sM̄ab
µν = 0.

(4.34)

onde as fontes Nab
µν(x) e N̄

ab
µν(x) são anticomutantes, enquanto que Mab

µν(x) e M̄
ab
µν(x) são

comutantes. Dessa forma, podemos definir o seguite termo de fontes

Ssources = s
∫
d4x

(
−N̄ab

µν D
ac
µ ϕ

cb
ν +Mab

µν D
ac
µ ω̄

cb
ν

)
=

∫
d4x

{
M̄ab

µν D
ac
µ ϕ

cb
ν +Mab

µν [D
ac
µ ϕ̄

cb
ν + gεac(∂µc+ gεdeAdµc

e)ω̄cbν ]

+ Nab
µν D

ac
µ ω̄

cb
ν + N̄ab

µν [D
ac
µ ω

cb
ν + gεac(∂µc+ gεdeAdµc

e)ϕcbν ]
}
. (4.35)

O segundo termo de (4.33) pode ser obtido de Ssources ao tomarmos o limite f́ısico no qual

as fontes assumem os seguintes valores:

−Mab
µν

∣∣∣
phys

= M̄ab
µν

∣∣∣
phys

= δabδµνγ
2,

Nab
µν

∣∣∣
phys

= N̄ab
µν

∣∣∣
phys

= 0.
(4.36)

Assim, é coveniente considerar, em lugar de (4.33), a ação

S1 = S0 + Ssources , (4.37)

pois esta usufrui da propriedade de ser invariante pelas transformações de BRST (4.23) e

(4.34) e, além disso, é posśıvel reobter o modelo original a partir desta, através do limite

f́ısico (4.36), i. e.,

S1

∣∣∣
phys

≡ S0 + γ2
∫
d4x

[
Dab
µ ϕ

ba
µ − s(Dab

µ ω̄
ba
µ )
]
. (4.38)

Em outras palavras, o que fizemos aqui foi definir uma ação mais geral que contém dentro

de si a ação original que localiza o operador de Zwanziger (4.8) e que além disso, respeita

a simetria de BRST.
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4.5 Simetria U(8) global e notação de multi-́ındice

Além da simetria de BRST, discutida na seção anterior, a ação (4.37) dispõe ainda

de uma simetria U(8) global expressa por

Qab
µνS1 = 0 , (4.39)

onde o operador Qab
µν é dado por

Qab
µν :=

∫
d4x

(
ϕcaµ

δ

δϕcbν
− ϕ̄cbν

δ

δϕ̄caµ
+ ωcaµ

δ

δωcbν
− ω̄cbν

δ

δω̄caµ

+M ca
σµ

δ

δM cb
σν

− M̄ cb
σν

δ

δM̄ ca
σµ

+N ca
σµ

δ

δN cb
σν

− N̄ cb
σν

δ

δN̄ ca
σµ

)
. (4.40)

A presença da invariância global U(8) permite-nos definir um ı́ndice composto, ou multi-

ı́ndice,

i ≡ {a, µ},

com

i = 1, . . . , 8,

tal como é feito numa vasta série de publicações, por exemplo, [15, 17, 20, 89, 92, 98, 99].

Dessa forma, é posśıvel escrever

(ϕabµ , ϕ̄
ab
µ , ω

ab
µ , ω̄

ab
µ ) ≡ (ϕai , ϕ̄

a
i , ω

a
i , ω̄

a
i ) , (4.41)

e

(Mab
µν , M̄

ab
µν , N

ab
µν , N̄

ab
µν) ≡ (Ma

µ i, M̄
a
µ i, N

a
µ i, N̄

a
µ i) . (4.42)

Note-se que, de acordo com a notação por nós adotada, para os campos (ϕabµ , ϕ̄
ab
µ , ω

ab
µ , ω̄

ab
µ ),

o segundo ı́ndice do grupo de calibre se junta ao ı́ndice de Lorentz compondo o multi-

ı́ndice i, enquanto que para as fontes (Mab
µν , M̄

ab
µν , N

ab
µν , N̄

ab
µν), o segundo ı́ndice do grupo

se une ao segundo ı́ndice de Lorentz. Além disso, não se deve confundir os multi-́ındices

i, j, k, etc, com os ı́ndices das componentes diagonais de SU(N) apresentados em caṕıtulos

precedentes. No presente caso, estamos lidando apenas com o grupo SU(2), para o qual

há somente uma componente diagonal — a componente 3 — e portanto, não existe a

necessidade de empregar um ı́ndice para este setor da teoria.

Através desta notação de multi-́ındice podemos reescrever a ação S1 como

S1 = SYM + SMAG +
∫
d4x

{
ϕ̄aiMabϕbi − ω̄aiMabωbi + ω̄aiFabϕbi + M̄a

µ iD
ab
µ ϕ

b
i
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A b c̄ c ϕ ϕ̄ ω ω̄ M M̄ N N̄

dimensão 1 2 2 0 1 1 1 1 2 2 2 2
número de ghost 0 0 −1 1 0 0 1 −1 0 0 1 −1
carga–Q8 0 0 0 0 1 −1 1 −1 1 −1 1 −1

Tabela 4.1: Números quânticos de campos e fontes.

+Na
µ iD

ab
µ ω̄

b
i + N̄a

µ i[D
ab
µ ω

b
i + gεab(∂µc+ gεcdAcµc

d)ϕbi ] +Ma
µ i[D

ab
µ ϕ̄

b
i

+gεab(∂µc+ gεcdAcµc
d)ω̄bi ]

}
. (4.43)

Também é posśıvel reescrever o gerador da simetria (4.40) como

Qab
µν ≡ Qij :=

∫
d4x

(
ϕai

δ

δϕaj
− ϕ̄aj

δ

δϕ̄ai
+ ωai

δ

δωaj
− ω̄aj

δ

δω̄ai

+Ma
µ i

δ

δMa
µ j

− M̄a
µ j

δ

δM̄a
µ i

+Na
µ i

δ

δNa
µ j

− N̄a
µ j

δ

δN̄a
µ i

)
. (4.44)

O traço do operador Qij, ou seja, Qii ≡ Q8, define um número quântico adicional para

aqueles campos, ou fontes, que possuem o multi-́ındice i. Este número quântico é disposto

na tabela 4.1 juntamente com a dimensão e o número de ghost dos campos e fontes.

Até aqui, discutimos duas simetrias muito importantes da ação S1: a simetria de

BRST, que é fundamental para a prova da renormalizabilidade do modelo; e a invariância

global U(8), que permite introduzir o multi-́ındice i ≡ {a, µ} = 1, . . . , 8. Além destas, a

ação clássica completa, que consiste na ação S1 acrescida de termos de fontes externas

— que se acoplam às transformações não-lineares —, exibe outras simetrias que iremos

discutir no caṕıtulo 6 onde faremos uma análise completa das identidades de Ward.

4.6 Introduzindo interações quárticas

Ao introduzirmos a função horizonte (4.8) à ação de Yang-Mills no MAG em SU(2),

fomos obrigados a estender o conteúdo de campos da teoria a fim de se obter uma ação

local. No entanto, como vimos no caṕıtulo 2, onde faz-se uma introdução ao MAG em

SU(N), é preciso introduzir termos extras de interação entre os campos de ghost (2.31).

Estes, porém, estão ligados a um único parâmetro de calibre α. No nosso caso, a presença

dos campos auxiliares (ϕai , ϕ̄
a
i , ω

a
i , ω̄

a
i ) farão com que estes termos sejam escritos como

Sα = −α
2
s
∫
d4x [ ic̄aba − gεabc̄ac̄bc+ g2ω̄ai ϕ

a
i (ϕ̄

b
jϕ

b
j − ω̄bjω

b
j)− 2g2ω̄ai ϕ

a
i c̄
bcb ]

=
α

2

∫
d4x [ baba + 2igεabbac̄bc− g2(ϕ̄ai ϕ

a
i − ω̄ai ω

a
i − c̄aca)(ϕ̄bjϕ

b
j − ω̄bjω

b
j − c̄bcb)

−2ig2ω̄ai ϕ
a
i b
bcb + 2g3ω̄ai ϕ

a
i ε
bcc̄bccc ] . (4.45)
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De fato, definindo-se a ação S2,

S2 = S1 + Sα , (4.46)

segue que a equação de movimento do multiplicador de Lagrange não-diagonal ba(x) é

modificada de acordo com

δS2

δba
= iDab

µ A
b
µ + α(ba + igεabc̄bc− ig2ω̄biϕ

b
ic
a) . (4.47)

Portanto, notamos, mais uma vez, que a condição de calibre do MAG, Dab
µ A

b
µ = 0, é

reobtida no limite α→ 0, que deve ser tomado após a remoção das divergências ultravio-

letas. Vemos também que todo o termo Sα vai a zero com α→ 0, permitindo-nos integrar

os campos localizantes (ϕai , ϕ̄
a
i , ω

a
i , ω̄

a
i ) e assim, recuperar a função horizonte (4.8).

4.7 Discussão sobre a quebra suave de BRST

A quebra suave da simetria de BRST4 como uma forma de se introduzir efeitos

não-perturbativos numa teoria de campos bem definida na região ultravioleta, ou seja,

na região perturbativa, é objeto de estudos recentes [100]. No nosso caso, em decorrência

do processo de localização da função horizonte ficamos, após algumas manipulações

algébricas, com a seguinte ação local:

SLocal = SYM + SMAG + s
∫
d4xωaiMabϕbi + γ2

∫
d4x [Dab

µ ϕ
ba
µ − s(Dab

µ ω̄
ba
µ )] . (4.48)

A ação local (4.48) equivale a tomarmos os valores f́ısicos das fontes (Mab
µν , M̄

ab
µν , N

ab
µν , N̄

ab
µν),

eq. (4.36), na ação (4.46). Fazendo o operador de BRST, s, atuar nos dois lados de (4.48),

obtemos:

sSLocal = γ2∆ , (4.49)

sendo

∆ = s
∫
d4xDab

µ ϕ
ba
µ = −

∫
d4x [gεabAµω

ba
µ − gεab(∂µc+ gεcdAcµc

d)ϕbaµ ] . (4.50)

Isto mostra como a simetria de BRST é explicitamente quebrada por um termo de di-

mensão dois, ou seja, uma quebra suave. O termo de quebra ∆ permite-nos dizer que

o parâmetro de Gribov γ é de fato, um parâmetro f́ısico da teoria. Caso fosse posśıvel

4Por “quebra suave”, ou do inglês: soft breaking, devemos entender que a dimensão do termo de
quebra é menor que a dimensão do espaço-tempo, de tal sorte que estas quebras podem ser desprezadas
na região ultravioleta profunda.
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escrever ∆ como a variação de um polinômio local nos campos, digamos ∆̂, então, γ seria

um parâmetro não-f́ısico, como o parâmetro de calibre α. Conseqüentemente, as funções

de correlação dos observáveis da teoria deveriam ser independentes de γ, significando que

a introdução deste parâmetro não teria efeito algum sobre teoria [100].

A maneira de tratar esta quebra é aquela descrita na seção 4.4, ou seja, devemos

introduzir fontes externas e assim, definir uma ação mais geral, BRST invariante, e que

tenha como limite f́ısico o modelo original que estamos estudando. Falta-nos ainda mostrar

que a introdução da quebra não interfere na renormalizabilidade da teoria modificada. Em

outras palavras, ainda temos que provar o terceiro critério, o de renormalizabilidade, que

estipulamos para determinar a função horizonte. Porém, como já foi dito, deixaremos

a prova da renormalizabilidade para o caṕıtulo 6, onde iremos analisar um modelo mais

geral no qual se irá introduzir outros termos de quebra suave que são os operadores de

dimensão dois do caṕıtulo seguinte.



CAPÍTULO 5

OPERADORES DE DIMENSÃO DOIS

Este caṕıtulo será inteiramente dedicado à apresentação dos operadores de di-

mensão dois, com um particular enfoque aos operadores locais. Ainda assim, comentare-

mos brevemente os operadores não-locais invariantes de calibre. Ao final, descreveremos

o formalismo que iremos adotar para se introduzir estes operadores na teoria.

5.1 Introdução

Dentro do cenário das teorias de calibre na região infravermelha, os operadores de

dimensão dois têm sido, ao longo dos últimos anos, um assunto de grande repercussão e o

objeto de diversos estudos: [13, 16, 21, 25, 39, 40, 49, 50, 63, 66, 67, 72, 89, 92, 98, 101, 102,

103, 104, 105, 106, 107, 108, 109, 110, 111, 112, 113, 114, 115, 116, 117, 118, 119, 120, 121,

122, 123, 124, 125, 126, 127, 128, 129, 130, 131, 132, 133, 134, 135, 136, 137, 138]. Através

destes operadores é posśıvel introduzir parâmetros massivos na teoria de Yang-Mills. Re-

sultados, tanto do ponto de vista da rede quanto do ponto de vista fenomenológico,

mostram que tanto o propagador dos glúons quanto dos ghosts apresentam parâmetros

massivos cujas interpretações f́ısicas estão, até o presente momento, sob investigação.

Entretanto, existem duas abordagens distintas que dão origem a estes parâmetros.

Uma delas refere-se à problemática de Gribov — discutida nos caṕıtulos anteriores desta

tese —, onde, na ocasião da eliminação das cópias de Gribov, faz-se necessária a introdução

de um parâmetro massivo γ, o parâmetro de Gribov, que é determinado por uma equação

de gap, ver as eq’s (3.2) e (3.81). A outra possibilidade surge a partir da condensação

dos operadores de dimensão dois. Esses operadores podem ser constrúıdos através dos

campos de glúons, de ghosts e, tal como foi descoberto recentemente, através dos campos

auxiliares localizantes da ação de Gribov-Zwanziger.

É importante ressaltar que essas duas abordagens não são concorrentes e sim com-
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plementares, ou seja, elas podem coexistir dentro do mesmo modelo. Isto não é dif́ıcil de

entender, uma vez que o problema de Gribov é um problema relacionado com a própria

quantização das teorias de calibre e deve, portanto, independentemente de qualquer outro

efeito, sempre ser levado em conta. Além disso, as modificações que estes dois efeitos in-

duzem nos propagadores são absolutamente d́ıspares. De fato, o efeito da eliminação das

cópias induz um propagador do tipo k2/(k4 + γ4), enquando que o efeito da condensação

dos operadores de dimensão dois induz, em geral, um propagador tipo Yukawa 1/(k2+m2).

Acrescentemos a esta argumentação os dados recentes da rede que constituem-se num forte

ind́ıcio que vem a corroborar a idéia de um modelo que combine estes dois efeitos. Este

será o objetivo do caṕıtulo seguinte onde, além de determinarmos tal modelo no MAG

em SU(2), também iremos mostrar sua renormalizabilidade.

Podemos separar os operadores em dois grandes grupos: os locais e os não-locais.

Os operadores locais estão sempre atrelados a algum calibre espećıfico devido à impossi-

bilidade de se obter um operador local invariante por transformações de calibre. Apenas

entre os operadores não-locais é que se encontram aqueles que são invariantes. De fato,

esta é a grande motivação para o estudo desses operadores. No entanto, como veremos

na próxima seção, tratar a não-localidade não é uma tarefa simples e, além disso, ainda

temos que lidar com a questão da renormalizabilidade.

5.2 Operadores não-locais

Com relação aos operadores não-locais, podemos identificar duas categorias nas

quais estes operadores podem se enquadrar. A primeira leva em conta a invariância por

tranformações de calibre e a segunda a localizabilidade. Na primeira categoria, destacam-

se dois operadores. Um deles é o operador A2
min, definido como

A2
min := min

U∈SU(N)
tr
∫
d4xAU

µAU
µ ,

AU
µ = UAµU

† +
1

ig
(∂µU)U

† . (5.1)

De acordo com esta definição, o operador A2
min toma a configuração que minimiza o ope-

rador
∫
d4xAµAµ em cada órbita de calibre. Assim, este operador, que está intimamente

ligado às regiões de Gribov Ω e modular fundamental Λ, é invariante por transformações
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de calibre. O outro operador que se encaixa nesta categoria é

OF 1
D2F

:= tr
∫
d4xFµν

1

D2
Fµν ≡

1

2

∫
d4xFA

µν

[
(D2)−1

]AB
FB
µν . (5.2)

É fácil verificar a invariância deste operador, uma vez que este é escrito através do traço

de quantidades que se transformam covariantemente.

A segunda categoria na qual podemos classificar os operadores não-locais, diz res-

peito a sua localizabilidade. Nesta categoria encontra-se o operador (5.2) que pode ser

escrito de forma local, tal como é feito em [98]. Já o operador A2
min não pode ser locali-

zado. Isto fica claro ao escrevermos A2
min como uma série infinita em termos de Fµν , ver

[139],

A2
min = −1

2
tr
∫
d4x

(
Fµν

1

D2
Fµν + 2i

1

D2
Fαµ

[
1

D2
DβFβα ,

1

D2
DνFνµ

]
−2i

1

D2
Fαµ

[
1

D2
DβFβν ,

1

D2
DνFαµ

])
+O(F4) . (5.3)

Por outro lado, no calibre de Landau, ∂µAµ = 0, este operador reduz-se a uma forma

local simples que pode ser implementada:

A2
min

∣∣∣
∂·A=0

=
∫
d4xAµAµ =

1

2

∫
d4xAAµA

A
µ . (5.4)

Voltando ao operador (5.2), uma vez que este é posto numa forma local, podemos

estudar a renormalizabilidade da ação

Sm2 = SYM +
m2

2
OF 1

D2F
, (5.5)

onde se introduz um parâmetro massivom2 que deve ser fixado através de uma equação de

gap. Tal estudo foi feito detalhadamente em [98] e a conclusão a que se chegou é que o mo-

delo acima carece da introdução de termos extras de interação entre os campos auxiliares

localizantes, que, ao contrário da ação de Gribov-Zwanziger, não estão associados a nen-

hum parâmetro de calibre que possa ser tomado para zero. O melhor que se pôde extrair

deste modelo foi um outro modelo, inspirado no primeiro, que no entanto, é uma teoria al-

ternativa às de Yang-Mills, vide a série de publicações a esse respeito: [98, 136, 137, 140].

Assim, encerraremos o assunto sobre os operadores não-locais e iremos nos concentrar

apenas nos operadores locais.



69

5.3 Operadores Locais

A respeito dos operadores locais, existem diversos tipos que passaremos a descrever

a partir de agora. Destes, talvez os mais conhecidos sejam os operadores de glúons

Oglúon(x) = Aµ(x) · Aµ(x) (5.6)

que, dependendo do calibre adotado, assumem a forma generalizada, como um operador

de glúons e ghosts,

Ogl-gh(x;α) =
1

2
Aµ(x) · Aµ(x) + α c̄(x) · c(x) , (5.7)

sendo α o parâmetro de calibre. Estudos sobre a condensação desses operadores indicam

que uma massa é dinamicamente gerada para os glúons ao ńıvel árvore, modificando o

propagador.

Além destes, existem os operadores de ghosts que são divididos em dois canais: o

BCS, cujos operadores são

ŌBCS(x) = c̄(x)× c̄(x) e OBCS(x) = c(x)× c(x) , (5.8)

e o canal Overhauser

Oc̄×c(x) = c̄(x)× c(x) . (5.9)

Esta divisão vem de uma analogia com a supercondutividade na qual o canal BCS cor-

responde aos pares part́ıcula-part́ıcula e buraco-buraco [141, 142], enquanto que o canal

Overhauser corresponde ao par part́ıcula-buraco [143, 144]. Os primeiros estudos da con-

densação destes operadores foram realizados no MAG em SU(2). Nestes, mostra-se que

uma massa taquiônica é gerada para os glúons não-diagonais 1.

1A notação com o śımbolo (·) indica que

φ · η ≡

φAηA , para A = 1, . . . , N2 − 1, ou,
φaηa , para a = 1, . . . , N(N − 1), ou,
φiηi , para i = 1, . . . , (N − 1);

enquanto a notação com (×) indica que

φ× η ≡

 fABCφBηC , para A,B,C = 1, . . . , N2 − 1, ou,
fabcφbηc , para a, b, c = 1, . . . , N(N − 1), ou,
fabiφaηb , para a, b = 1, . . . , N(N − 1) e i = 1, . . . , (N − 1).
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Finalmente, há ainda os operadores, recém-descobertos, que são constrúıdos

através dos campos auxiliares localizantes do modelo de Gribov-Zwanziger:

Of̄f (x) = ϕ̄i(x) · ϕi(x)− ω̄i(x) · ωi(x) . (5.10)

Combinando-se adequadamente estes operadores e levando-se em conta a restrição à região

de Gribov (3.30), é posśıvel construir um modelo geral que se harmonize com os dados

atuais da rede. Isto porém, será, como já foi dito, o assunto do próximo caṕıtulo. Nosso

objetivo agora, é fazer uma descrição mais detalhada de cada um desses operadores.

5.3.1 Operadores de glúons

Iniciamos esta seção apresentando, de uma forma bem generalizada, os operadores

de glúons (5.6) e (5.7). Agora, vamos aprofundar nosso entendimento sobre estes operado-

res. Em primeiro lugar, devemos ressaltar a sensibilidade destes operadores com relação

à escolha do calibre. Por exemplo, o operador

OA2(x) = AAµ (x)A
A
µ (x) (5.11)

torna-se invariante on-shell quando adotamos o calibre de Landau. Dessa forma, ao se

estudar este operador numa teoria de Yang-Mills no calibre de Landau, obtém-se uma

teoria renormalizável onde os glúons adquirem uma massa que é gerada dinamicamente a

partir da condensação do operador, i. e.,

⟨AAµAAµ ⟩ ≠ 0 . (5.12)

Em [39], o operador (5.11) foi estudado na classe dos calibres lineares e covariantes,

na qual o calibre de Landau é um caso particular. Neste caso, é posśıvel construir um

potencial efetivo renormalizável. A formação do condensado é energeticamente favore-

cida, uma vez que esta diminui a energia do vácuo e, mais uma vez, os glúons adquirem

uma massa. Além disso, é provado que a energia do vácuo independe do parâmetro de

calibre. Mais recentemente, em [138], foi mostrado que o operador (5.11) é também renor-

malizável numa classe muito particular de calibres não-lineares. Nesta classe, o termo de

fixação de calibre é constrúıdo de maneira a preservar a equação de ghost, garantindo a

renormalizabilidade do modelo.
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No caso do calibre de Curci-Ferrari, que é um outro exemplo de calibre não-linear,

devemos lançar mão de um operador mais geral que depende do parâmetro de calibre α:

Ogl-gh(x;α) =
1

2
AAµ (x)A

A
µ (x) + α c̄A(x)cA(x) . (5.13)

Neste calibre, o operador (5.13) apresenta uma invariância, on-shell, por transformações

de BRST, e, assim como ocorre no calibre linear covariante, é posśıvel mostrar a inde-

pendência da energia do vácuo do parâmetro α, vide referência [49].

No MAG existe um operador do tipo glúon-ghost, invariante on-shell, similar a

(5.13) que, no entanto, envolve apenas as N(N − 1) componentes não-diagonais, ou seja,

OMAG

gl-gh (x;α) =
1

2
Aaµ(x)A

a
µ(x) + α c̄a(x)ca(x) . (5.14)

Este operador foi estudado em [67] e, analogamente ao casos supracitados, o resultado que

se obteve foi um modelo renormalizável com a condensação do operador (5.14), diminuição

da energia do vácuo, e a independência desta com relação ao parâmetro de calibre α.

Dessa forma, ocorre a geração dinâmica de massa para os glúons não-diagonais, fato que

é interpretado como uma evidência da dominância abeliana. Ainda em [67], é apresen-

tado o estudo de um operador dependente de um parâmetro adicional κ que interpola os

operadores (5.11) e (5.14):

Ointerp(x;α, κ) =
1

2
Aaµ(x)A

a
µ(x) +

κ

2
Aiµ(x)A

i
µ(x) + α c̄a(x)ca(x) . (5.15)

Assim, escolhendo-se adequadamente os valores dos parâmetros κ e α temos

Ointerp(x;α, κ) =

OA2(x) , para κ = 1 e α = 0,

OMAG
gl-gh (x;α) , para κ = 0 e α arbitrário.

(5.16)

Isto permite mostrar que a energia do vácuo da teoria de Yang-Mills no MAG devido ao

condensado de dimensão dois ⟨OMAG
gl-gh ⟩ deve ser a mesma que no calibre de Landau com o

condensado ⟨OA2⟩. Ademais, devemos ressaltar que a condensação do operador diagonal

Aiµ(x)A
i
µ(x)

é proibida no MAG devido à identidade U(1)N−1 local (2.29).

5.3.2 Operadores de ghost

Assim como ocorre com os operadores de glúons, os operadores de ghost (5.8) e (5.9)

foram estudados em diversos calibres tais como Landau [25, 21], Curci-Ferrari [131, 50]
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e MAG [130, 134]. Os canais BCS e Overhauser se relacionam através da simetria de

Nakanishi-Ojima, também conhecida como SL(2,R), presente nos calibres de Landau,

Curci-Ferrari e MAG. Os estados de vácuo desses dois canais podem ser interligados

através dessa simetria, mostrando que são equivalentes entre si. Esta propriedade permite

que se escolha, por simplicidade, o setor Overhauser [131].

Quando se estudam os operadores de ghosts, o primeiro detalhe que nos chama

atenção com relação a estes operadores é que eles carregam um ı́ndice de cor. Isto,

necessariamente, implica quebra da simetria de cor. Felizmente, esta quebra ocorre no

setor não-f́ısico da teoria. O segundo ponto a ser comentado a respeito desses operadores

é que estes geram, em qualquer calibre, uma massa taquiônica para o setor de glúons da

teoria à ordem de 1-loop. Isto, a prinćıpio, parece ser um ponto desfavorável e que poderia

desestimular o estudo desses operadores. No entanto, é preciso analisar esta questão num

contexto mais amplo. A partir do estudo combinado desses operadores com os operadores

de glúons, encontra-se como resultado final um valor positivo para a massa.

Em [21], é apresentado um estudo combinado do operador de glúons (5.11) com o

operador de ghost

OA
ghost(x) = gfABC c̄B(x)cC(x) (5.17)

no calibre de Landau. Este trabalho rendeu resultados muito interessantes, pois o opera-

dor (5.17) gera massa apenas para o setor diagonal da teoria, enquanto que o operador

de glúons (5.11) gera uma mesma massa para os dois setores. Como a massa originada

pelo operador de ghost é taquiônica, o resultado final é que a massa do setor diagonal

é menor, ainda assim positiva, que a massa dos glúons não-diagonais. Este resultado é

interpretado como sendo mais um ind́ıcio da dominância abeliana, pois, a energias muito

baixas, o propagador dos glúons não-diagonais é suprimido e a teoria é inteiramente go-

vernada pelos graus de liberdade abelianos. Observa-se também que o propagador dos

glúons abelianos, apesar de dominar o setor de baixas energias, possui um valor finito

não-nulo quando o valor do momento é exatamente igual a zero.

Considerando-se o MAG, um estudo muito interessante é realizado em [134]. Neste,

são analisados os operadores (5.14) e

Oi
ghost(x) = gfabic̄a(x)cb(x) . (5.18)

Analogamente ao caso do calibre de Landau, aqui é também posśıvel construir um modelo
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multiplicativamente renormalizável, no qual os operadores (5.14) e (5.18) condensam.

O operador de ghost contribui com uma massa taquiônica, a ordem de 1-loop, para os

glúons não-diagonais. Este efeito é compensado pela massa dinamicamente gerada pela

condensação do operador de glúons (5.14) e o resultado final é uma massa positiva para

o setor não-diagonal. O setor abeliano da teoria permanece incólume com a presença

dos condensados de glúons e ghost. Enquanto a simetria U(1)N−1 local (2.29) próıbe a

geração de massa para os glúons diagonais, a equação de antighost diagonal (2.23) exclui

a possibilidade de uma massa para os ghosts diagonais 2. Estes resultados apontam,

mais uma vez, para a dominância abeliana na região infravermelha com a conseqüente

supressão dos graus de liberdade não-diagonais.

5.3.3 Operadores associados ao modelo de Gribov-Zwanziger

Quando é levado em conta o efeito das cópias de Gribov, ou seja, quando se quer

restringir o domı́nio de integração das integrais de caminho de Feynman àquela região

onde as configurações de campos obedecem à condição de calibre e o operador de Faddeev-

Popov é positivo, i. e., à região de Gribov, vimos que, tanto no caso de Landau quanto

do MAG, faz-se necessário introduzir a chamada função horizonte. Na prática, a função

horizonte é um termo não-local que é acrescido à ação de Yang-Mills fixada num certo

calibre. É posśıvel então, tratar este termo não-local introduzindo-se um conjunto de

campos auxiliares que permitem escrever a função horizonte de forma local. Dáı então,

surgem os pares de campos (ϕ, ϕ̄) e (ω, ω̄) que formam os seguintes dubletos de BRST3:

sϕ = ω , sω̄ = ϕ̄ ,

sω = 0 , sϕ̄ = 0 .
(5.19)

Posto isso, podemos facilmente verificar que o operador Of̄f (x), definido em (5.10), é

invariante pelas transformações de BRST (5.19), podendo assim, ser introduzido natu-

ralmente no modelo original de Gribov-Zwanziger. É importante notar que, assim como

ocorre com os demais operadores locais, existe uma forte relação entre este operador e

o calibre adotado, muito embora o operador seja invariante off-shell. Para entender tal

conexão, devemos lembrar que o problema das ambigüidades de Gribov está necessaria-

mente associado a um calibre espećıfico4, e que estes campos têm justamente o papel de

2A equação de antighost elimina a possibilidade dos operadores mistos fabicbc̄i, e fabccbc̄c.
3Por simplicidade, estamos omitindo os ı́ndices do grupo de cor e os ı́ndices de Lorentz.
4Não é em vão que se estuda este assunto em diversos calibres distintos [10, 12, 79, 91, 38].
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fazer a requerida restrição à região de Gribov, uma vez que é através deles que escreve-

mos a função horizonte em forma local. Portanto, existe uma ligação intŕınseca entre este

operador e o calibre escolhido.

O primeiro trabalho no qual se estudou a dinâmica dos campos (5.19) foi [16].

Neste, o operador

OLandau

f̄f (x) = ϕ̄ABµ (x)ϕABµ (x)− ω̄ABµ (x)ωABµ (x) , (5.20)

é inclúıdo na ação de Gribov-Zwanziger no calibre de Landau. A introdução deste termo

na ação modifica consideravelmente os propagadores dos glúons e dos ghosts, de tal sorte

que estes novos propagadores possuem agora propriedades que se adéquam aos resultados

mais recentes da rede. No caso do propagador dos glúons essas propriedades são:

• Supressão na região infravermelha;

• Violação da positividade5;

• Valor finito, não-nulo, quando k2 = 0.

Para o propagador de ghosts observa-se um comportamento tipo 1/k2 em lugar de 1/k4,

que era previsto no modelo original de Gribov-Zwanziger. Em seguida, foi feito em [135]

um estudo profundo deste operador incluindo a prova da renormalizabilidade do modelo,

e os efeitos do condensado de glúons (5.11). O propagador dos glúons neste caso é dado

por

⟨AAµ (k)ABν (−k)⟩ =
1

k2 +M2(k)

(
δµν −

kµkν
k2

)
δAB , (5.21)

com

M2(k) = m2 +
2Ng2γ4

k2 +M2
, (5.22)

onde M2 é a massa advinda da condensação do operador (5.20), m2 à massa devida a

condensação do operador de glúons (5.11), γ4 o parâmetro de Gribov, g a constante de

acoplamento da teoria de Yang-Mills, e N a dimensão do grupo de calibre SU(N).

Voltando nossa atenção novamente para o MAG, notamos que o conteúdo de sime-

tria deste calibre permite-nos fazer uma generalização do operador (5.14),

OMAG(x;α) =
1

2
Aaµ(x)A

a
µ(x) + α [c̄a(x)ca(x)− (ϕ̄abµ (x)ϕ

ab
µ (x)− ω̄abµ (x)ωabµ (x))] . (5.23)

5Tal propriedade é esperada para objetos confinados, pois isto os exclui do espectro f́ısico da teoria.
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No entanto, no limite em que α vai a zero, ou seja, quando retomamos o MAG “real”, o

único termo que sobra do operador (5.23) é 1
2
Aaµ(x)A

a
µ(x). Dessa forma, percebe-se que a

análise da condensação do operador (5.23) resume-se tão somente à questão da geração

de massa para os glúons não-diagonais. Assim, continua aberta a possibilidade de se

investigar, separadamente, o operador

OMAG

f̄f (x) = ϕ̄abµ (x)ϕ
ab
µ (x)− ω̄abµ (x)ωabµ (x)− c̄a(x)ca(x) . (5.24)

No MAG, há uma predileção por este operador em lugar de algo como

ϕ̄abµ (x)ϕ
ab
µ (x)− ω̄abµ (x)ωabµ (x)

por questões de simetria do modelo [89, 92], como veremos no próximo caṕıtulo.

Ainda no MAG, poder-se-ia pensar, além de (5.24), em um outro operador que é uma

generalização do operador de ghosts (5.18),

Oi
f̄×f (x) = gfabi(ϕ̄caµ (x)ϕ

cb
µ (x)− ω̄caµ (x)ωcbµ (x)− c̄a(x)cb(x)) . (5.25)

Entretanto, estudos deste operador na ação localizada de Gribov-Zwanziger no MAG em

SU(2), juntamente com os demais operadores (5.14) e (5.24), mostram que o propagador

dos glúons diagonais seria algo do tipo

⟨Aµ(k)Aν(−k)⟩ =
1

k2 +M2(k)

(
δµν −

kµkν
k2

)
, (5.26)

com

M2(k) =
4g2γ4(k2 + µ2)

(k2 + µ2)2 + v4
, (5.27)

onde µ2 é um parâmetro massivo originado a partir da condensação de (5.24) e v4 um

parâmetro que viria da condensação do operador proposto (5.25). É fácil notar que este

propagador contém um polinômio de grau seis no seu denominador e, até o presente

momento, não existe uma base fenomenológica, ou algum dado numérico da rede, que

sustente um propagador deste tipo. Portanto, não vamos mais nos ater a este operador.

5.4 Como introduzir os operadores na teoria

Nesta seção vamos discutir como introduzir os operadores na teoria de maneira

que seja posśıvel fazer o estudo da renormalizabilidade do modelo resultante. Para tanto,

vamos definir o seguite dubleto de BRST:

sλN = JN , sJN = 0 . (5.28)
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Aqui, o ı́ndice N é um ı́ndice genérico que depende da natureza do operador a ser intro-

duzido. Posto isso, vamos supor que se queira analisar um operador local ON(x). Então,

define-se o seguinte termo

SO = s
∫
d4x (λNON − 1

2
ζ λNJN)

=
∫
d4x (JNON + nλNsON − 1

2
ζ JNJN) , (5.29)

onde n é igual a ±1 dependendo se a fonte λN(x) carrega número de ghost par ou ı́mpar,

e o parâmetro adimensional ζ é necessário para dar conta das divergências ultravioletas

da função de correlação do vácuo ⟨ON(x)ON ′
(x′)⟩. Este parâmetro deve ser fixado pelas

equações do grupo de renormalização, de tal forma que, se

ζ ≡ ζ(g) =
ζ0
g2

+ ζ1 + ζ2g
2 + . . . (5.30)

então a ação quântica6 obedece a uma equação homogênea do grupo de renormalização.

Seja então S0 a ação de partida e

S = S0 + SO , (5.31)

a ação de que se pretende mostrar a renormalizabilidade na presença do operador ON(x).

A variação de S com relação à fonte λN(x) é proporcional à transformação de BRST do

operador ON(x), i. e.,
δS

δλN
= n sON . (5.32)

Estando o operador ON(x) inserido num modelo no qual ele apresente uma invariancia

pelas transformações de BRST, on-shell pelo menos, então a variação da fonte λN(x)

dará origem a uma identidade de Ward que irá controlar o operador, garantindo sua

renormalizabilidade.

Consideremos, por exemplo, o operador de glúons (5.11) a ser inserido na ação de

Yang-Mills no calibre de Landau, que fará o papel de S0. Neste caso, o operador será

introduzido através do termo

SA2 =
∫
d4x (1

2
J AAµA

A
µ + λAAµ∂µc

A − 1
2
ζ J2) , (5.33)

6A ação quântica, ou ação efetiva, é definida como

Γ := Sclass + ϵS(1) + ϵ2S(2) + ϵ3S(3) + . . . ,

onde Sclass é a ação clássica, ϵ é o parâmetro de expansão, considerado pequeno, e S(n) são as correções
quânticas de ordem n. Essas correções representam o chamado contratermo que deve ser reabsorvido
pelos campos e parâmetros da teoria pelo processo de renormalização multiplicativa.
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e a variação com relação a λ(x) dá, quando integrada, a seguinte identidade∫
d4x

(
δS

δλ
+ cA

δS

δbA

)
= 0 , (5.34)

onde S é dado por

S = SYM + SLandau + SA2 . (5.35)

Voltando ao caso geral de um operador de dimensão dois arbitrário ON(x), vamos

supor que a ação (5.31) seja renormalizável. O problema agora é verificar se o operador

condensa. Para isso, devemos calcular o potencial efetivo associado ao operador ON(x).

Tomando todas as posśıveis fontes para zero exceto JN(x), definimos o funcional gerador

W [J ] através da seguinte expressão

e−W[J ] :=
∫
[dΦ] e−S0−

∫
d4x (JNON− 1

2
ζ JNJN) , (5.36)

onde Φ denota os campos relevantes. Tomando a derivada funcional de W [J ] com relação

a JN(x) e depois tomando JN = 0 temos

δW [J ]

δJN

∣∣∣∣
J=0

= −⟨ON⟩ . (5.37)

A presença de JNJN destrói a interpretação de energia. Porém, podemos lidar com isto

introduzindo os campos de Hubbard-Stratonovich σN(x). Seja então a unidade conve-

nientemente escrita como

1 = N
∫
[dσ] e−

1
2ζ

∫
d4x (σN

g
+ON−ζJN)(σN

g
+ON−ζJN) , (5.38)

onde N é um fator de normalização. Inserindo esta última em (5.36) ficamos com

e−W[J ] =
∫
[dΦ][dσ] e−Sσ+

∫
d4x σN

g
JN

, (5.39)

sendo

Sσ = S0 +
∫
d4x

(
σNσN

2g2ζ
+
σN

gζ
ON +

1

2ζ
ONON

)
. (5.40)

Com esta nova forma de escrever o funcional gerador W [J ] chegamos à seguinte relação:

⟨ON⟩ = −1

g
⟨σN⟩ . (5.41)

Portanto, o condensado ⟨ON⟩ está diretamente relacionado com o valor esperado do campo

σN(x). Da ação Sσ, infere-se que é suficiente que ⟨σN⟩ ≠ 0 para ter uma massa, dinami-

camente gerada, ao ńıvel árvore,

m =

√
g|⟨σN⟩|
ζ0

, (5.42)
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onde ζ0 se relaciona com ζ, à ordem mais baixa, pela expressão

ζ =
ζ0
g2
. (5.43)

A ação quântica é então definida através de uma transformada de Legendre

Γ[σ] = W [J ]−
∫
d4x JNσN , (5.44)

donde extrai-se que
δΓ[σ]

δσN(x)
= −JN(x) . (5.45)

Para uma configuração constante, digamos σN∗ , o potencial efetivo V (σ) define-se de

acordo com

Γ[σ∗] = −V (σ∗)
∫
d4x . (5.46)

Logo,
dV (σ∗)

dσ∗
= JN . (5.47)

Em particular, se tomarmos JN = 0, σN∗ tem o significado de valor esperado no vácuo do

campo σN(x). Assim, uma solução não trivial, i. e., σN∗ ̸= 0, de

dV (σ∗)

dσ∗
= 0 (5.48)

indica um valor esperado não-nulo para ON(x), ou seja, o operador condensa.



CAPÍTULO 6

RENORMALIZAÇÃO

Neste caṕıtulo, iremos verificar a renormalizabilidade da ação de Yang-Mills em

SU(2) fixada no MAG, levando-se em conta a requerida restrição à região de Gribov, da

maneira proposta por Zwanziger e desenvolvida no caṕıtulo 4 para o caso do MAG, e na

presença de operadores locais de dimensão dois, apropriadamente selecionados.

6.1 Identificação da ação clássica completa

O ponto de partida será a ação (4.46), que passaremos a chamar de agora em

diante de Σ0. Esta ação nada mais é que a teoria de Yang-Mills no MAG em SU(2),

acrescida de um termo dependente de fontes externas, que reduz-se à função horizonte de

Zwanziger em sua versão localizada, quando as fontes assumem seus valores f́ısicos (4.36).

Portanto, no limite f́ısico, este termo será o responsável pela restrição do espaço funcional

à região de Gribov. Ademais, em decorrência da não-linearidade do MAG, acrescenta-se

ainda termos extras de interação, proporcionais a um único parâmetro de calibre α, que,

ao final, deve ser tomado para zero. Explicitamente, a ação Σ0 escreve-se como

Σ0 = SYM+
∫
d4x

[
(iba − gεabc̄ac )Dab

µA
b
µ − c̄aMabcb + ib ∂µAµ + c̄ ∂µ(∂µc+ gεabAaµc

b)
]

+
∫
d4x

{
ϕ̄aiMabϕbi − ω̄aiMabωbi + ω̄aiFabϕbi + M̄a

µ iD
ab
µ ϕ

b
i +Na

µ iD
ab
µ ω̄

b
i

+N̄a
µ i[D

ab
µ ω

b
i + gεab(∂µc+ gεcdAcµc

d)ϕbi ] +Ma
µ i[D

ab
µ ϕ̄

b
i + gεab(∂µc+ gεcdAcµc

d)ω̄bi ]
}

+
α

2

∫
d4x

[
baba + 2igεabbac̄bc− g2(ϕ̄ai ϕ

a
i − ω̄ai ω

a
i − c̄aca)(ϕ̄bjϕ

b
j − ω̄bjω

b
j − c̄bcb)

−2ig2ω̄ai ϕ
a
i b
bcb + 2g3ω̄ai ϕ

a
i ε
bcc̄bccc

]
, (6.1)

lembrando que SYM é o termo de Yang-Mills (3.9), Dab
µ a derivada covariante com relação

à componente abeliana (3.8), Mab o operador de Faddeev-Popov no MAG em SU(2)

(3.20), Fab um operador definido por (4.27), e i ≡ {a, µ} = 1, . . . , 8 um multi-́ındice.
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6.1.1 Introduzindo fontes externas

Tendo em vista que é preciso escrever as simetrias do modelo sob a forma de identi-

dades funcionais compat́ıveis com o prinćıpio de ação quântica, ou seja, como identidades

de Ward, para que se possam aplicar os métodos algébricos de renormalização [56], de-

veŕıamos introduzir um conjunto de fontes externas acopladas às transformações de BRST

não-lineares,

sAaµ = −(Dab
µ c

b + gεabAbµc), sAµ = −(∂µc+ gεabAaµc
b),

sca = gεabcbc, sc = g
2
εabcacb.

(6.2)

Antes porém, temos que fazer uma pequena observação. Não é difićıl notar que a trans-

formação de BRST das componetes não-diagonais Aaµ(x) do campo de calibre pode ser

decomposta em duas partes não-lineares distintas, a saber,

sAaµ = Pa
µ +Qa

µ , (6.3)

com

Pa
µ = −Dab

µ c
b , Qa

µ = −gεabAbµc . (6.4)

Graças à propriedade de nilpotência do operador de BRST, i. e., s2 = 0, segue que

sPa
µ = −sQa

µ . (6.5)

Estes dois operadores podem então, ser definidos dentro da teoria através de um conjunto

de fontes externas (Ωa
µ, K

a
µ, ξ

a
µ), da seguinte maneira

Σ
(1)
ext =

∫
d4x

[
Ωa
µ(−Dab

µ c
b) +Ka

µ(−gεabAbµc) + ξaµ s(−gεabAbµc)
]
. (6.6)

Para garantir a invariância de BRST de Σ
(1)
ext requeremos que

sξaµ = −(Ωa
µ −Ka

µ) , sΩa
µ = sKa

µ = 0 . (6.7)

As demais tranformações não-lineares podem ser acomodadas na teoria de através fontes

externas Ωµ(x), L
a(x) e L(x) de acordo com

Σ
(2)
ext =

∫
d4x

[
−Ωµ(∂µc+ gεabAaµc

b) + gεabLacbc+
g

2
εabLcacb

]
, (6.8)

onde requeremos que

sΩµ = 0 , sLa = 0 , sL = 0 . (6.9)
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Vamos então definir uma ação Σ1 composta de Σ0, Σ
(1)
ext e Σ

(2)
ext, ou seja,

Σ1 = Σ0 + Σ
(1)
ext + Σ

(2)
ext . (6.10)

Além da simetria de BRST, esta ação é invariante pelas transformações abaixo:

— Simetria δi —

δic̄
a = ϕai , δiϕ̄

a
j = δij c

a , δib
a = −igεabϕbic , δiΩ

a
µ =Ma

i ; (6.11)

— Simetria δ̄i —

δ̄ic̄
a = ω̄ai , δ̄iω

a
j = −δij ca , δ̄ib

a = −igεabω̄bi c , δ̄iΩ
a
µ = −N̄a

i ; (6.12)

— Simetria di —

dic̄
a = ωai + gεabϕbic , diϕ̄

a
j = δij gε

abcbc , diω̄
a
j = δij c

a , diξ
a
µ = −Ma

i ,

dib
a = −i

(
gεabωbi c+

g2

2
εabεcdϕbic

ccd
)
, diΩ

a
µ = Na

µi ; (6.13)

— Simetria d̄i —

d̄ic̄
a = −ϕ̄ai + gεabω̄bi c , d̄iω

a
j = δij gε

abcbc , d̄iϕ
a
j = −δij ca , d̄iξ

a
µ = N̄a

i ,

d̄ib
a = i

(
gεabϕ̄bic− g2

2
εabεcdω̄bi c

ccd
)
, d̄iΩ

a
µ = −M̄a

µi . (6.14)

Os operadores δi, δ̄i, di, d̄i estão interligados através de relações de comutação e antico-

mutação com o operador de BRST,

{δi, s} = di, [ δ̄i, s ] = d̄i . (6.15)

Também é interessante notar como estas simetrias literalmente misturam os setores de

fixação de calibre e de restrição do espaço funcional. Contudo, como as transformações

(6.11 – 6.14) contêm diversos operadores compostos, precisamos defini-los via fontes ex-

ternas. Consideremos então, os dubletos

sY a
i = Xa

i , sXa
i = 0 ,

sX̄a
i = −Ȳ a

i , sȲ a
i = 0 ,

(6.16)

e escrevamos o seguinte:

Σ
(3)
ext = −s

∫
d4x gεab

(
X̄a
i ϕ

b
ic− Y a

i ω̄
b
i c
)

=
∫
d4x

[
gεabȲ a

i ϕ
b
ic− X̄a

i

(
gεabωbi c+

g2

2
εabεcdϕbic

ccd
)

+gεabXa
i ω̄

b
i c− Y a

i

(
gεabϕ̄bic−

g2

2
εabεcdω̄bi c

ccd
)]
. (6.17)
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Ω K ξ L Y Ȳ X X̄

dimensão 3 3 3 4 3 3 3 3
número de ghost −1 −1 −2 −2 −1 −1 0 −2
carga–Q8 0 0 0 0 1 −1 1 −1

Tabela 6.1: Números quânticos das fontes externas.

Logo, o termo de fontes externas mais geral que podemos adicionar a Σ0, preservando o

conteúdo de simetria, é

Σext = Σ
(1)
ext + Σ

(2)
ext + Σ

(3)
ext + χ

∫
d4x

(
M̄a

µiM
a
µi + N̄a

µiN
a
µi

)
, (6.18)

no qual o último termo, que pode ser escrito como uma variação exata de BRST

χ
∫
d4x

(
M̄a

µiM
a
µi + N̄a

µiN
a
µi

)
= −χs

∫
d4x N̄a

µiM
a
µi , (6.19)

é permitido por contagem de potências e precisa ser colocado em razão da renormaliza-

bilidade. Ainda, o parâmetro χ aparece como um coeficiente livre1. Para extender as

simetrias (6.11 – 6.14) ao termo Σ
(3)
ext, é suficiente extenter essas tranformações à fonte

La(x), tal como segue

δiL
a = −Y a

i , δ̄iL
a = −X̄a

i , diL
a = −Xa

i , d̄iL
a = −Ȳ a

i . (6.20)

Assim, a ação definida como

Σ2 = Σ0 + Σext , (6.21)

apresenta um vasto conteúdo de simetria o que será, como veremos nas próximas seções,

fundamental para que o modelo seja renormalizável. Os números quânticos, ou seja, a

dimensão, o número de ghost e a carga–Q8 das fontes introduzidas nessa seção dispõem-se

na tabela 6.1, enquanto que na tabela 4.1 encontram-se os números quânticos dos demais

campos e fontes da teoria.

6.1.2 Introduzindo operadores de dimensão dois

O próximo passo em direção à ação clássica completa que estamos procurando é a

introdução dos operadores locais de dimensão dois. Aqui iremos introduzir três tipos de

1Este termo dá origem a “ 8χV γ4 ”, que aparece em (3.94) a menos do parâmetro χ, no limite f́ısicos
das fontes (4.36). Quanto ao parâmetro χ, esperamos determiná-lo por uma equação de gap e com isso
mostrar que χ = 1 +O(ϵ) [145], a exemplo do que ocorre no Landau, onde este parâmetro é exatamente
igual a (+1) [15].



83

operadores. O primeiro deles é o operador de glúons não-diagonais

OA2(x) =
1

2
Aaµ(x)A

a
µ(x) . (6.22)

A maneira de se introduzir este operador na teoria é aquela descrita no caṕıtulo anterior,

ou seja, primeiro, vamos definir o dubleto de fontes

sλ = J , sJ = 0 , (6.23)

e em seguida vamos introduzir o operador OA2 através do termo

ΣA2 = s
∫
d4xλ

(
OA2 − 1

2
ζ J
)
=
∫
d4x

(
JOA2 − 1

2
ζ J2 + λAaµD

ab
µ c

b
)
, (6.24)

onde ζ é um parâmetro constante necessário para dar conta das divergências ultravioletas

advindas da função de correlação do vácuo

⟨(Aaµ(x)Aaµ(x))(Abν(y)Abν(y))⟩ .

De forma inteiramente análoga, introduzimos o operador

Of̄f (x) = ϕ̄ai (x)ϕ
a
i (x)− ω̄ai (x)ω

a
i (x)− c̄a(x)ca(x) , (6.25)

que tem a propriedade de ser invariante pela atuação de δi, δ̄i, di e d̄i, i. e.,

δiOf̄f = δ̄iOf̄f = diOf̄f = d̄iOf̄f = 0 . (6.26)

Desta vez, definimos o par de fontes

sτ = σ , sσ = 0 (6.27)

e o termo

Σf̄f = s
∫
d4x τ

(
Of̄f − 1

2
κσ + ρ J

)
=
∫
d4x

(
σOf̄f − 1

2
κσ2 + ρ σJ − τ sOf̄f

)
, (6.28)

onde κ e ρ são parâmetros constantes necessários para fins de renormalização. Note-se

que a expressão (6.28) contém o termo misto σJ . Este termo, permitido por contagem

de potências, dá conta de divergências ultravioletas das funções de correlação do vácuo

mistas

⟨(Aaµ(x)Aaµ(x))(ϕ̄bi(y)ϕbi(y)− ω̄bi (y)ω
b
i (y)− c̄b(y)cb(y))⟩ .
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Cabe ainda comentar que os operadores OA2(x) e Of̄f (x), quando combinados de acordo

com

O(x;α) = OA2(x)− αOf̄f (x) ,

rendem um operador invariante on-shell. Isto significa que as equações de movimento

das fontes λ(x) e τ(x) devem se combinar para gerar uma identidade de Ward que irá

controlar a inserção dos operadores OA2(x) e Of̄f (x).

Finalmente, a introdução de um terceiro dubleto de fontes externas

sη = θ , sθ = 0 , (6.29)

permite-nos definir o operador de ghost

Oc̄×c(x) = gεabc̄a(x)cb(x) , (6.30)

ao escrevermos o seguinte termo

Σc̄×c = s
∫
d4x η

(
Oc̄×c − 1

2
β θ
)
=
∫
d4x

(
θOc̄×c − 1

2
β θ2 − η sOc̄×c

)
, (6.31)

sendo β um parâmetro constante que faz-se necessário devido às divergências da função

de correlação

⟨(εabc̄a(x)cb(x))(εmnc̄m(y)cn(y))⟩ .

Note-se, no entanto, que o operador de ghosts Oc̄×c(x) quebra as simetrias (6.11 – 6.14).

Portanto, para manter o conteúdo de simetria da teoria é preciso introduzir mais dois

dubletos de BRST de fontes externas,

sηi = −θi , sθi = 0 ,

sθ̄i = η̄i , sη̄i = 0 ,
(6.32)

e definir um termo extra dado por

Sextra = s
∫
d4x gεab

(
θ̄iϕ

a
i c
b − ηiω̄

a
i c
b
)

=
∫
d4x

[
gεab

(
η̄iϕ

a
i c
b + ηiϕ̄

a
i c
b + θ̄iω

a
i c
b + θiω̄

a
i c
b
)
− g2θ̄iϕ

a
i c
ac+ g2ηiω̄

a
i c
ac
]
.

(6.33)

Com isso, as simetrias (6.11 – 6.14) estarão garantidas se acrescentarmos o seguinte:

δiL = 2ηi , δ̄iL = 2θ̄i , diL = −2θi , d̄iL = −2η̄i ,

δiη̄j = −δij θ , δ̄iθj = −δij θ , diθ̄j = −δijθ , d̄iηj = δijθ . (6.34)
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λ τ J σ η θ ηi η̄i θi θ̄i

dimensão 2 2 2 2 2 2 3 3 3 3
número de ghost −1 −1 0 0 −1 0 −1 −1 0 −2
carga–Q8 0 0 0 0 0 0 1 −1 1 −1

Tabela 6.2: Números quânticos das fontes externas.

Vemos então que para introduzir estes três operadores na teoria é preciso definir

uma série de dubletos de BRST de fontes externas. Os números quânticos dessas fontes

encontra-se na tabela 6.2.

6.1.3 Ação clássica completa

De acordo com o que foi colocado até aqui, podemos identificar a ação clássica

completa coletando os termos de fontes externas que definem as transformaçẽs não-locais

e os termos que introduzem os operadores de dimensão dois e agregando tudo isto a ação

de partida (6.1). Assim, a ação Σ dada por

Σ = Σ0 + Σext + ΣA2 + Σf̄f + Σc̄×c + Σextra , (6.35)

é a ação completa que reúne todos os efeitos discutidos ao longo desta tese representando,

portanto, o modelo que v́ınhamos buscando e ao qual iremos nos concentrar daqui para

frente, a começar pela demonstração algébrica de sua renormalizabilidade. Explicita-

mente, a ação Σ escreve-se como

Σ = SYM + s

∫
d4x

(
c̄aDab

µ A
b
µ + c̄ ∂µAµ + ω̄aiMabϕbi − N̄a

µiD
ab
µ ϕ

b
i +Ma

µiD
ab
µ ω̄

b
i

−gεabX̄a
i ϕ

b
ic+ gεabY a

i ω̄
b
i c− ΩaµA

a
µ − gεabξaµA

b
µc− ΩµAµ + Laca + Lc− χN̄a

µiM
a
µi

)
−α
2
s

∫
d4x

[
c̄aiba − gεabc̄ac̄bc+ g2ω̄ai ϕ

a
i (ϕ̄

b
jϕ
b
j − ω̄bjω

b
j)− 2g2ω̄ai ϕ

a
i c̄
bcb
]

+s

∫
d4xλ

(
1
2A

a
µA

a
µ − 1

2ζ J
)
+ s

∫
d4x τ

[(
ϕ̄ai ϕ

a
i − ω̄ai ω

a
i − c̄aca

)
− 1

2κσ + ρ J
]

+s

∫
d4x

[
gεab

(
ηc̄acb + θ̄iϕ

a
i c
b − ηiω̄

a
i c
b
)
− 1

2β ηθ
]

= SYM +

∫
d4x

{
ibaDab

µ A
b
µ − c̄aMabcb + gεabc̄a(Dbc

µ A
c
µ)c+ ib ∂µAµ + c̄ ∂µ(∂µc+ gεabAaµc

b)

+ϕ̄aiMabϕbi − ω̄aiMabωbi + ω̄ai Fabϕbi + M̄a
µiD

ab
µ ϕ

b
i + N̄a

µi[D
ab
µ ω

b
i + gεab(∂µc+ gεcdAcµc

d)ϕbi ]

+Na
µiD

ab
µ ω̄

b
i +Ma

µi[D
ab
µ ϕ̄

b
i + gεab(∂µc+ gεcdAcµc

d)ω̄bi ]− ΩaµD
ab
µ c

b − gεabKa
µA

b
µc

+ξaµ

[
gεab(Dbc

µ c
c)c− g2

2
εabεcdAbµc

ccd
]
− Ωµ(∂µc+ gεabAaµc

b) + gεabLacbc+
g

2
εabLcacb

+gεabȲ a
i ϕ

b
ic− X̄a

i

[
gεabωbi c+

g2

2
εabεcdϕbic

ccd
]
+ gεabXa

i ω̄
b
i c− Y a

i

[
gεabϕ̄bic−

g2

2
εabεcdω̄bi c

ccd
]

+χ(M̄a
µiM

a
µi + N̄a

µiN
a
µi) +

α

2
[ baba + 2igεabbac̄bc− g2(ϕ̄ai ϕ

a
i − ω̄ai ω

a
i − c̄aca)(ϕ̄bjϕ

b
j − ω̄bjω

b
j − c̄bcb)



86

−2ig2ω̄ai ϕ
a
i b

bcb + 2g3ω̄ai ϕ
a
i ε

bcc̄bccc ] + 1
2J A

a
µA

a
µ + λAaµD

ab
µ c

b + σ(ϕ̄ai ϕ
a
i − ω̄ai ω

a
i − c̄aca)

+τ(ibaca − gεabc̄acbc)− ζ

2
J2 + ρ Jσ − κ

2
σ2 + gεab(θc̄acb + η̄iϕ

a
i c
b + ηiϕ̄

a
i c
b + θ̄iω

a
i c
b + θiω̄

a
i c
b)

−igεabηbacb − g2ηc̄acac− g2θ̄iϕ
a
i c
ac+ g2ηiω̄

a
i c
ac− β

2
θ2
}
. (6.36)

6.2 Identidades de Ward

Nesta seção, vamos coletar o conjunto de identidades de Ward que a ação (6.36)

nos permite escrever. Simetrias importantes como, por exemplo, a de BRST, ganharão

a forma de identidades funcionais que sobrevivem ao processo de quantização. Equações

de movimento que contenham apenas quebras lineares nos campos também farão parte

deste conjunto de identidades.

• Identidade de Slavnov-Taylor:

S(Σ) ≡
∫
d4x

[(
δΣ

δΩa
µ

+
δΣ

δKa
µ

)
δΣ

δAaµ
+

δΣ

δΩµ

δΣ

δAµ
+

δΣ

δLa
δΣ

δca
+
δΣ

δL

δΣ

δc

+iba
δΣ

δc̄a
+ ib

δΣ

δc̄
+ ωai

δΣ

δϕai
+ ϕ̄ai

δΣ

δω̄ai
+Na

µi

δΣ

δMa
µi

− M̄a
µi

δΣ

δN̄a
µi

−(Ωa
µ −Ka

µ)
δΣ

δξaµ
− Ȳ a

i

δΣ

δX̄a
i

+Xa
i

δΣ

δY a
i

+ J
δΣ

δλ
+ σ

δΣ

δτ
+ θ

δΣ

δη

−θi
δΣ

δηi
+ η̄i

δΣ

δθ̄i

]
= 0 . (6.37)

Esta identidade é exatamente a simetria de BRST na forma funcional.

• Identidades-W(N)
i globais:

W(N)
i (Σ) = 0 , (N = 1, 2, 3, 4) , (6.38)

W (1)
i (Σ) ≡

∫
d4x

(
ϕai
δΣ

δc̄a
+ ca

δΣ

δϕ̄ai
+Ma

µi

δΣ

δΩa
µ

− Y a
i

δΣ

δLa
− i

δΣ

δȲ a
i

δΣ

δba
− θ

δΣ

δη̄i
+ 2ηi

δΣ

δL

)
,

W (2)
i (Σ) ≡

∫
d4x

(
ω̄ai
δΣ

δc̄a
− ca

δΣ

δωai
− N̄a

µi

δΣ

δΩa
µ

− X̄a
i

δΣ

δLa
− i

δΣ

δXa
i

δΣ

δba
− θ

δΣ

δθi
+ 2θ̄i

δΣ

δL

)
,

W (3)
i (Σ) ≡

∫
d4x

[(
δΣ

δȲ a
i

+ ωai

)
δΣ

δc̄a
+ i

δΣ

δX̄a
i

δΣ

δba
+

(
δΣ

δϕ̄ai
−Xa

i

)
δΣ

δLa
+ ca

δΣ

δω̄ai

−Ma
µi

δΣ

δξaµ
+Na

µi

δΣ

δΩa
µ

− θ
δΣ

δθ̄i
− 2θi

δΣ

δL

]
,

W (4)
i (Σ) ≡

∫
d4x

[(
δΣ

δXa
i

− ϕ̄ai

)
δΣ

δc̄a
− i

δΣ

δY a
i

δΣ

δba
+

(
δΣ

δωai
− Ȳ a

i

)
δΣ

δLa
− ca

δΣ

δϕai

+N̄a
µi

δΣ

δξaµ
− M̄a

µi

δΣ

δΩa
µ

+ θ
δΣ

δηi
− 2η̄i

δΣ

δL

]
. (6.39)
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Estas identidades correspondem às simetrias δi, δ̄i, di, e d̄i.

• Invariância U(8) global:

Qij(Σ) = 0 , (6.40)

Qij =
∫
d4x

(
ϕai

δ

δϕaj
− ϕ̄aj

δ

δϕ̄ai
+ ωai

δ

δωaj
− ω̄aj

δ

δω̄ai
+Ma

µi

δ

δMa
µj

− M̄a
µj

δ

δM̄a
µi

+Na
µi

δ

δNa
µj

− N̄a
µj

δ

δN̄a
µi

+ Y a
i

δ

δY a
j

− Ȳ a
j

δ

δȲ a
i

+Xa
i

δ

δXa
j

− X̄a
j

δ

δX̄a
i

+ηi
δ

δηj
− η̄j

δ

δη̄i
+ θi

δ

δθj
− θ̄j

δ

δθ̄i

)
. (6.41)

O traço de (6.41) define a carga–Q8 que aparece nas tabelas 4.1, 6.1 e 6.2. Este

operador generaliza aquele da eq. (4.44).

• Simetrias ŕıgidas:

Rij(Σ) ≡
∫
d4x

(
ϕai

δΣ

δωaj
− ω̄aj

δΣ

δϕ̄ai
+Ma

µi

δΣ

δNa
µj

+ N̄a
µj

δΣ

δM̄a
µi

+Y a
i

δΣ

δXa
j

+ X̄a
j

δΣ

δȲ a
i

− ηi
δΣ

δθj
− θ̄j

δΣ

δη̄i

)
= 0 ,

R(1)(Σ) ≡
∫
d4x

(
ω̄ai

δΣ

δωai
− N̄a

µi

δΣ

δNa
µi

+ X̄a
i

δΣ

δXa
i

− θ̄i
δΣ

δθi

)
= 0 ,

R(2)(Σ) ≡
∫
d4x

(
ω̄ai

δΣ

δϕai
− ϕ̄ai

δΣ

δωai
− N̄a

µi

δΣ

δMa
µi

− M̄a
µi

δΣ

δNa
µi

+X̄a
i

δΣ

δY a
i

+ Ȳ a
i

δΣ

δXa
i

+ θ̄i
δΣ

δηi
+ η̄i

δΣ

δθi

)
= 0 . (6.42)

• Condição de calibre diagonal:
δΣ

δb
= i∂µAµ . (6.43)

• Equação de antighost diagonal:

δΣ

δc̄
+ ∂µ

δΣ

δΩµ

= 0 . (6.44)

• Simetria SL(2,R):

D(Σ) ≡
∫
d4x

(
ca
δΣ

δc̄a
− i

δΣ

δLa
δΣ

δba
− 2θ

δΣ

δL

)
= 0 . (6.45)

• Invariância U(1) local:

W3(Σ) = −i∂2b , (6.46)

W3 ≡ ∂µ
δ

δAµ
+ gεab

∑
Y

Ya δ

δYb
, (6.47)

Y ∈
{
Aaµ, b

a, c̄a, ca, ϕ̄ai , ϕ
a
i , ω̄

a
i , ω

a
i ,Ω

a
µ,K

a
µ, ξ

a
µ, L

a, X̄a
i , X

a
i , Ȳ

a
i , Y

a
i , M̄

a
µi,M

a
µi, N̄

a
µi, N

a
µi

}
. (6.48)
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• Invariância on-shell de BRST do operador (OA2 − αOf̄f ):

U(Σ) ≡
∫
d4x

(
δΣ

δλ
+ α

δΣ

δτ
− ica

δΣ

δba
− 2η

δΣ

δL

)
= 0 . (6.49)

6.3 Contratermo mais geral via métodos algébricos

Podemos agora encarar o problema da renormalizabilidade da ação Σ. Para tanto,

vamos empregar as técnicas de renormalização algébrica, descritas em [56], e procurar

pelo contratermo invariante mais geral que possa ser livremente adicionado a todas as

ordens na teoria de perturbações. Com este propósito, nossa estratégia será perturbar a

ação clássica Σ acrescentando um contratermo ΣCT, que é um polinômio local arbitrário

nos campos e nas fontes, de dimensão quatro, número de ghost zero e carga-Q8 nula,

integrado em todo o espaço euclidiano quadridimensional, e impor que a ação perturbada,

Σ + ϵΣCT, satisfaça as mesmas identidades de Ward que Σ, pelo menos até a primeira

ordem no parâmetro de perturbação ϵ, ou seja,

S(Σ + ϵΣCT) = 0 +O(ϵ2) ,

δ

δb
(Σ + ϵΣCT) = i∂µAµ +O(ϵ2) ,( δ

δc̄
+ ∂µ

δ

δΩµ

)
(Σ + ϵΣCT) = 0 +O(ϵ2) ,

W(N)
i (Σ + ϵΣCT) = 0 +O(ϵ2) , (N = 1, 2, 3, 4) ,

Rij(Σ + ϵΣCT) = 0 +O(ϵ2) ,

R(K)(Σ + ϵΣCT) = 0 +O(ϵ2) , (K = 1, 2) ,

Qij(Σ + ϵΣCT) = 0 +O(ϵ2) ,

D(Σ + ϵΣCT) = 0 +O(ϵ2) ,

W3(Σ + ϵΣCT) = −i∂2b+O(ϵ2) ,

U(Σ + ϵΣCT) = 0 +O(ϵ2) .

Isto permite-nos impor as seguintes condições sobre ΣCT

SΣΣCT = 0 ,

δ

δb
ΣCT = 0 ,( δ

δc̄
+ ∂µ

δ

δΩµ

)
ΣCT = 0 ,

WΣ(N)
i ΣCT = 0 , (N = 1, 2, 3, 4) ,

RijΣCT = 0 ,

R(K)ΣCT = 0 , (K = 1, 2) ,

QijΣCT = 0 ,
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DΣΣCT = 0 ,

W3ΣCT = 0 ,

U ΣCT = 0 , (6.50)

onde SΣ é o operador de Slavnov-Taylor linearizado nilpotente,

SΣSΣ = 0 , (6.51)

SΣ =

∫
d4x

[(
δΣ

δΩaµ
+

δΣ

δKa
µ

)
δ

δAaµ
+

δΣ

δAaµ

(
δ

δΩaµ
+

δ

δKa
µ

)
+

δΣ

δΩµ

δ

δAµ
+

δΣ

δAµ

δ

δΩµ
+

δΣ

δLa
δ

δca

+
δΣ

δca
δ

δLa
+
δΣ

δL

δ

δc
+
δΣ

δc

δ

δL
+ iba

δ

δc̄a
+ ib

δ

δc̄
+ ωai

δ

δϕai
+ ϕ̄ai

δ

δω̄ai
+Na

µi

δ

δMa
µi

− M̄a
µi

δ

δN̄a
µi

−(Ωaµ −Ka
µ)

δ

δξaµ
− Ȳ a

i

δ

δX̄a
i

+Xa
i

δ

δY a
i

+ J
δ

δλ
+ σ

δ

δτ
+ θ

δ

δη
− θi

δ

δηi
+ η̄i

δ

δθ̄i

]
, (6.52)

enquanto que WΣ(N)
i , com N = 1, . . . , 4, e DΣ são os operadores linearizados correspon-

dentes às identidades de Ward (6.39) e (6.45), respectivamente, e dados por

WΣ(1)
i =

∫
d4x

(
ϕai

δ

δc̄a
+ ca

δ

δϕ̄ai
+Ma

µi

δ

δΩaµ
− Y a

i

δ

δLa
− i

δΣ

δȲ a
i

δ

δba
− i

δΣ

δba
δ

δȲ a
i

− θ
δ

δη̄i
+ 2ηi

δ

δL

)
,

WΣ(2)
i =

∫
d4x

(
ω̄ai

δ

δc̄a
− ca

δ

δωai
− N̄a

µi

δ

δΩaµ
− X̄a

i

δ

δLa
− i

δΣ

δXa
i

δ

δba
− i

δΣ

δba
δ

δXa
i

− θ
δ

δθi
+ 2θ̄i

δ

δL

)
,

WΣ(3)
i =

∫
d4x

[(
δΣ

δȲ a
i

+ ωai

)
δ

δc̄a
+
δΣ

δc̄a
δ

δȲ a
i

+ i
δΣ

δX̄a
i

δ

δba
+ i

δΣ

δba
δ

δX̄a
i

+

(
δΣ

δϕ̄ai
−Xa

i

)
δ

δLa

+
δΣ

δLa
δ

δϕ̄ai
+ ca

δ

δω̄ai
−Ma

µi

δ

δξaµ
+Na

µi

δ

δΩaµ
− θ

δ

δθ̄i
− 2θi

δ

δL

]
,

WΣ(4)
i =

∫
d4x

[(
δΣ

δXa
i

− ϕ̄ai

)
δ

δc̄a
+
δΣ

δc̄a
δ

δXa
i

− i
δΣ

δY a
i

δ

δba
− i

δΣ

δba
δ

δY a
i

+

(
δΣ

δωai
− Ȳ a

i

)
δ

δLa

+
δΣ

δLa
δ

δωai
− ca

δ

δϕai
+ N̄a

µi

δ

δξaµ
− M̄a

µi

δ

δΩaµ
+ θ

δ

δηi
− 2η̄i

δ

δL

]
, (6.53)

e

DΣ =
∫
d4x

(
ca

δ

δc̄a
− i

δΣ

δLa
δ

δba
− i

δΣ

δba
δ

δLa
− 2θ

δ

δL

)
. (6.54)

Futuramente, pode ser útil ter em mãos as relações de comutação e anticomutação{
WΣ(1)

i ,SΣ

}
= WΣ(3)

i ,
[
WΣ(2)

i ,SΣ

]
= WΣ(4)

i ,

{Rij,SΣ} = Qij ,
[
R(1),SΣ

]
= R(2) ,

[W3,SΣ] = 0 , {U ,SΣ} = DΣ .

(6.55)

De acordo com o segundo e terceiro v́ınculos de (6.50) conclui-se que ΣCT é independente

do multiplicador de Lagrange diagonal b(x), e que o antighost diagonal c̄(x) aparece apenas

na combinação (Ωµ + ∂µc̄). Além disso, a partir de resultados gerais da cohomologia das
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teorias de calibre [56], a solução mais geral do v́ınculo SΣΣCT = 0, i. e., a primeira das

eq’s (6.50), pode ser escrita como

ΣCT = a0 SYM + SΣ∆
(−1) , (6.56)

com ∆(−1) sendo um polinômio local integrado com número de ghost −1, dado por

∆(−1) =

∫
d4x

[
a1Ω

a
µA

a
µ + a2K

a
µA

a
µ + a3 ξ

a
µ gε

abAbµc+ a4 ξ
a
µ ∂µc

a + a5 ξ
a
µ gε

abAµc
b

+a6 (∂µc̄
a)Aaµ + a7 (Ωµ + ∂µc̄)Aµ + a8 c

aLa + a9 cL+ a10 X̄
a
i gε

abϕbic+ a11 X̄
a
i ω

a
i

+a12 Y
a
i gε

abω̄bi c+ a13 Y
a
i ϕ̄

a
i + a14 Ȳ

a
i ϕ

a
i + a15X

a
i ω̄

a
i + a16 N̄

a
µi ∂µϕ

a
i + a17 N̄

a
µi gε

abAµϕ
b
i

+a18M
a
µi ∂µω̄

a
i + a19M

a
µi gε

abAµω̄
b
i + a20 ib

ac̄a + a21 gε
ab̄cac̄bc+ a22 gε

ab̄caAµA
b
µ

+a23 ω̄
a
i ϕ

a
i ϕ̄

b
jϕ
b
j + a24 ω̄

a
i ϕ

a
i ω̄

b
jω

b
j + a25 ω̄

a
i ϕ

b
i ϕ̄
a
jϕ

b
j + a26 ω̄

a
i ϕ

b
i ω̄

a
jω

b
j + a27 ω̄

a
i ϕ

b
i ϕ̄
b
jϕ
a
j

+a28 ω̄
a
i ϕ

b
i ω̄

b
jω

a
j + a29 ω̄

a
i ϕ

a
j ϕ̄

b
iϕ
b
j + a30 ω̄

a
i ϕ

b
jϕ̄
a
i ϕ

b
j + a31ω̄

a
i ϕ

a
j ω̄

b
iω

b
j + a32 ω̄

a
i ϕ

a
i c̄
bcb

+a33 ω̄
a
i ϕ

b
i c̄
acb + a34 ω̄

a
i ϕ

b
i c̄
bca + a35 ω̄

a
i ϕ

a
iAµAµ + a36 ω̄

a
i ϕ

a
iA

b
µA

b
µ + a37 ω̄

a
i ϕ

b
iA

a
µA

b
µ

+a38 ω̄
a
i ∂

2ϕai + a39 ω̄
a
i gε

abAµ∂µϕ
b
i + a40 ω̄

a
i gε

ab(∂µAµ)ϕ
b
i + a41 χN̄

a
µiM

a
µi

+1
2(a42 λ+ a43 τ)A

a
µA

a
µ +

1
2(a44 λ+ a45 τ)AµAµ + (a46 λ+ a47 τ)c̄

aca

+(a48 λ+ a49 τ)ϕ̄
a
i ϕ

a
i + (a50 λ+ a51 τ)ω̄

a
i ω

a
i + (a52 J + a53 σ)ω̄

a
i ϕ

a
i + (a54 J + a55 σ)λ

+(a56 J + a57 σ)τ + a58 η ∂µAµ + a59 η θ + a60 gε
abη c̄acb + a61 gε

abη ϕ̄ai ϕ
b
i

+a62 gε
abη ω̄ai ω

b
i + a63 gε

abθ ω̄ai ϕ
b
i + a64 gε

abθ̄iϕ
a
i c
b + a65 gε

abηiω̄
a
i c
b
]
, (6.57)

onde os coeficientes an, n = 0, . . . , 65, são parâmetros livres adimensionais. Note-se

também que ao escrevermos a expressão de (6.57) fizemos uso do fato que a ação Σ, e

assim ΣCT, são invariantes pela seguinte simetria discreta

Y1 → Y1, Y2 → −Y2, Y diag → −Y diag, Y → Y , (6.58)

onde Ya, com a = 1, 2, representa os elementos do conjunto não-diagonal (6.48), enquanto

que Y diag representa o setor diagonal

Y diag ∈
{
Aµ, b, c, c̄,Ωµ, L, η, θ, ηi, η̄i, θi, θ̄i

}
, (6.59)

e Y as fontes λ, τ , J , σ. Como se pode facilmente reconhecer, esta simetria tem o papel

da conjugação de carga.

Após uma extensa análise, obtém-se que a expressão mais geral para ∆(−1) com-

pat́ıvel com todos os v́ınculos (6.50) e com a simetria discreta (6.58) é

∆(−1) =

∫
d4x

{
a1(Ω

a
µA

a
µ + gεabξaµA

b
µc)− a2ξ

a
µD

ab
µ c

b + (a1 + a2 + a3)(N̄
a
µiD

ab
µ ϕ

b
i −Ma

µiD
ab
µ ω̄

b
i )
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+a3 L
aca − (a3 + a4)ω̄

a
iMabϕbi − a4 c̄

aDab
µ A

b
µ + a5 Lc+ a6 χ N̄

a
µiM

a
µi

−α
2 a7(ic̄

aba − gεabc̄ac̄bc)− α
2 (a7 − 2a3)g

2ω̄ai ϕ
a
i (ϕ̄

b
jϕ
b
j − ω̄bjω

b
j) + α(a7 − a3)g

2ω̄ai ϕ
a
i c̄
bcb

+1
2(a3 − a4 − αa8)λA

a
µA

a
µ +

1
2a8 τA

a
µA

a
µ + α(a3 + a7 + a9)λ(ϕ̄

a
i ϕ

a
i − ω̄ai ω

a
i − c̄aca)

−(a3 + a9) τ(ϕ̄
a
i ϕ

a
i − ω̄ai ω

a
i ) + a9 τ c̄

aca − (a3 − a5)gε
ab(ηc̄acb + θ̄iϕ

a
i c
b − ηiω̄

acb)

−
(
a10

1
2ζ − 2αa8 + 2αρζ a9

)
Jλ+

(
a11 ρ+ (−α+ ζ

ρ )(a8 − a9)
)
σλ

−
(
a12

1
2κ+ 2 ρκ a8 − 2a9

)
στ − a13

1
2β ηθ

}
, (6.60)

onde a seguinte redefinição dos coeficientes an foi adotada

a1 + a2 → a1 , a2 + a4 → −a2 , a8 → a3 , a6 → a4 ,

a9 → a5 , a41 → a6 , a20 → −1
2
α a7 , a43 → a8 ,

a47 → a9 , a54 → −
(
a10

1
2
ζ − 2α a8 + 2αρ

ζ
a9
)
,

a55 + a56 → a11 ρ+ (−α+ ζ
ρ
)(a8 − a9) ,

a57 → −
(
a12

1
2
κ+ 2 ρ

κ
a8 − 2a9

)
, a59 → −a13 1

2
β . (6.61)

Portanto, o contratermo mais geral compat́ıvel com os v́ınculos (6.50) é dado pela ex-

pressão (6.56) sendo ∆(−1) dado por (6.60).

6.4 Fatores de renormalização

Após termos identificado o contratermo mais geral ΣCT, respeitando o conjunto

de identidades de Ward da ação clássica Σ, ainda temos que checar se este pode ser

reabsorvido através de uma redefinição multiplicativa de campos, fontes e parâmetros da

ação de partida Σ. Em outras palavras, queremos mostrar que se pode escrever

Σ[Ψ0, ψ0,J0, ϑ0,Ω0,K0, λ0, τ0, J0, σ0] = Σ[Ψ, ψ,J , ϑ,Ω,K, λ, τ, J, σ] + ϵΣCT +O(ϵ2) , (6.62)

onde

Ψ ≡ {Aaµ, ba, ca, c̄a} ,

ψ ≡ {Aµ, b, c, c̄, ϕai , ϕ̄ai , ωai , ω̄ai } ,

J ≡ {ξaµ, La, L,Ωµ, Xa
i , X̄

a
i , Y

a
i , Ȳ

a
i ,M

a
µi, M̄

a
µi, N

a
µi, N̄

a
µi, η, θ, η̄i, ηi, θ̄i, θi} ,

ϑ ≡ {g, α, χ, ζ, ρ, κ, β} , (6.63)
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e as quantidades “nuas” — aquelas denotadas com um “ 0 ” subscrito — relacionam-se

com as quantidades renormalizadas através de

Ψ0 = Z̃
1/2
Ψ Ψ , ψ0 = Z

1/2
ψ ψ , J0 = ZJ J , ϑ0 = Zϑ ϑ , (6.64)

e (
Ω0

K0

)
= ZΩK

(
Ω

K

)
,

(
λ0

τ0

)
= Zλτ

(
λ

τ

)
,

(
J0

σ0

)
= ZJσ

(
J

σ

)
. (6.65)

As renormalizações (6.65) merecem destaque por seu caráter matricial. Isto se deve ao fato

de que os pares de fontes (Ωa
µ, K

a
µ), (λ, τ) e (J, σ) possuem os mesmos números quânticos,

ver tabelas 6.1 e 6.2, possibilitando termos de mistura nas correções quânticas que só

podem ser absorvidos através de uma renormalização matricial.

A equação (6.62) é verdadeira para o contratermo (6.56) se escolhermos as renor-

malizações (6.64) e (6.65), à ordem ϵ, como

Z̃
1/2
A = 1 + ϵ

(a0
2

+ a1
)
,

Zg = 1− ϵ
a0
2
,

Z̃1/2
c = 1− ϵ

a3 + a4
2

,

Z
1/2
c̄ = 1− ϵ

a3 − a4
2

,

Z1/2
c = 1 + ϵ

(a3 − a4
2

− a5
)
,

ZM = 1− ϵ
(
a1 + a2 +

a3 − a4
2

)
,

Zχ = 1 + ϵ (2a1 + 2a2 + a3 − a4 − a6) ,

Zα = 1 + ϵ (a0 + 2a4 + a7) ,

Zζ = 1 + ϵ
[
2a0 − 2

(
1 + α

ρ

ζ

)
a3 + 2a4 − 2α

ρ

ζ
a7 + a10

]
,

Zρ = 1 + ϵ
[
a0 − (1 + α)a3 + a4 − αa7 + a11

]
,

Zκ = 1− ϵ (2a4 − a12) ,

Zβ = 1− ϵ (a0 − 2a3 + 2a4 + 2a5 − a13) , (6.66)

e

ZΩK = 1+ ϵ

(
−a1 − a2 − 1

2
(a3 − a4) a2

0 −a1 − 1
2
(a3 − a4)

)
,
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Zλτ = 1+ ϵ

(
−1

2
(a0 − a3 + a4)− αa8 a8

+α(a3 + a7 + a9)
1
2
(a0 − a3 + 3a4)− a9

)
,

ZJσ = 1+ ϵ

(
−a0 + a3 − a4 − αa8 a8

+α(a3 + a7 + a9) a4 − a9

)
, (6.67)

e ainda,

Z
1/2
A = Z−1

g ,

Z̃
1/2
c̄ = Z̃1/2

c ,

Z
1/2
b = Zg ,

Z
1/2
ϕ = Z

1/2

ϕ̄
= Z̃1/2

c ,

Z
1/2
ω̄ = Z−1

g Z
1/2
c̄ Z̃1/2

c ,

Z1/2
ω = Z̃

1/2
b = ZgZ

−1/2
c̄ Z̃1/2

c ,

ZM̄ = Zξ = ZM ,

ZN = ZgZ
−1/2
c̄ ZM ,

ZN̄ = Z−1
g Z

1/2
c̄ ZM ,

ZX = Z̃−1/2
c ,

ZX̄ = Z−2
g Zc̄Z̃

−1/2
c ,

ZY = ZȲ = Z̃L = Z−1
g Z

1/2
c̄ Z̃−1/2

c ,

Zθ = Zη̄i = Zηi = ZL = Z−1
g Z

1/2
c̄ Z−1/2

c ,

Zη = Zθ̄i = Z−2
g Zc̄Z

1/2
c ,

Zθi = Z−1/2
c ,

ZΩ = Z
1/2
c̄ . (6.68)

Com isto, conclúımos a prova da renormalizabilidade da ação Σ.



CAPÍTULO 7

PROPAGADORES E RESULTADOS DA REDE

Neste caṕıtulo, iremos calcular os propagadores do modelo (6.36) e comentar,

detalhadamente, suas conseqüências, incluindo uma discussão acerca do conjunto de

parâmetros massivos que são introduzidos na teoria. Em seguida, apresentaremos alguns

resultados recentes da rede, confrontando-os com os aqui obtidos.

7.1 Propagadores

Agora, vamos calcular os propagadores dos glúons e dos ghosts do modelo des-

crito pela ação Σ, dada por (6.36). Comecemos por supor que os operadores OA2(x),

Of̄f (x), e Oc̄×c(x) condensem e, dessa forma, vamos trocar as fontes (J, σ, θ) pelas massas

(m2, µ2, v2), que estão relacionadas com os respectivos condensados,

⟨OA2⟩ ∼ m2 , ⟨Of̄f⟩ ∼ µ2 , ⟨Oc̄×c⟩ ∼ v2 . (7.1)

Devemos também tomar os valores f́ısicos (4.36) das fontes (Mab
µν , M̄

ab
µν , N

ab
µν , N̄

ab
µν) e atribuir

às demais fontes o valor zero. Como estamos interessados em calcular os propagadores,

podemos nos ater aos termos quadráticos,

Σquad
phys = lim

ξ→0
α→0

∫
d4x

[
−1

2
Aaµ(δµν∂

2 − ∂µ∂ν)A
a
ν −

1

2
Aµ(δµν∂

2 − ∂µ∂ν)Aν + iba ∂µA
a
µ +

α

2
baba

+ib ∂µAµ +
ξ

2
b2 + c̄a∂2ca + c̄ ∂2c− ϕ̄abµ ∂

2ϕabµ + ω̄abµ ∂
2ωabµ + γ2 gεab(ϕabµ − ϕ̄abµ )Aµ

+
m2

2
AaµA

a
µ + µ2(ϕ̄abµ ϕ

ab
µ − ω̄abµ ω

ab
µ − c̄aca) + v2 gεabc̄acb

]
. (7.2)

Os multiplicadores de Lagrange (ba, b) e os campos auxiliares (ϕabµ , ϕ̄
ab
µ , ω

ab
µ , ω̄

ab
µ ) podem

ser integrados, resultando em

Σquad
phys = lim

ξ→0
α→0

∫
d4x

[
1

2
Aaµ

(
δµν(−∂2 +m2) +

α− 1

α
∂µ∂ν

)
Aaν −

1

2
Aµ
(
δµν∂

2 − ξ − 1

ξ
∂µ∂ν

)
Aν

−c̄a(δab(−∂2 + µ2)− εab v2)cb + c̄ ∂2c

]
+ 2γ4g2

∫
d4xd4x′Aµ(x)∆(x, x′)Aµ(x

′) , (7.3)
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onde ∆(x, x′) é o inverso do operador (−∂2 + µ2), ou seja,

(−∂2x + µ2)∆(x, x′) = δ(x− x′) . (7.4)

Fazendo as transformadas de Fourier,

φ(x) =
∫ d4k

(2π)4
φ(k) e−ikx , ∆(x, x′) =

∫ d4k

(2π)4
e−ik(x−x

′)

k2 + µ2
, (7.5)

onde φ = (Aaµ, Aµ, c
a, c), obtemos

Σquad
phys = lim

ξ→0
α→0

∫
d4k

(2π)4

[
1

2
Aaµ(k)δ

ab
(
δµν(k

2 +m2) +
α− 1

α
kµkν

)
Abν(−k)

+
1

2
Aµ(k)

(
δµν

k2(k2 + µ2) + 4γ4g2

k2 + µ2
+
ξ − 1

ξ
kµkν

)
Aν(−k)

−c̄a(k)(δab(k2 + µ2)− εab v2)cb(−k)− c̄(k)k2c(−k)
]
. (7.6)

Introduzindo a notação

Ωab
µν(k, α) = δab

(
δµν(k

2 +m2) +
α− 1

α
kµkν

)
,

Ωµν(k, ξ) = δµν
k2(k2 + µ2) + 4γ4g2

k2 + µ2
+
ξ − 1

ξ
kµkν ,

Ωab(k) = δab(k2 + µ2)− εab v2 , (7.7)

podemos obter os propagadores a partir das equações

⟨Aaµ(k)Abν(−k)⟩Ωbc
νσ(k, α) = δacδµσ ,

⟨Aµ(k)Aν(−k)⟩Ωνσ(k, ξ) = δµσ ,

⟨c̄a(k)cb(−k)⟩Ωbc(k) = δac ,

⟨c̄(k)c(−k)⟩ k2 = 1 . (7.8)

Logo, no limite α→ 0 e ξ → 0, temos

⟨Aaµ(k)Abν(−k)⟩ =
1

k2 +m2

(
δµν −

kµkν
k2

)
δab , (7.9)

⟨Aµ(k)Aν(−k)⟩ =
k2 + µ2

k4 + µ2k2 + 4g2γ4

(
δµν −

kµkν
k2

)
, (7.10)

⟨c̄a(k)cb(−k)⟩sim =
k2 + µ2

k4 + 2µ2k2 + (µ4 + v4)
δab , (7.11)

⟨c̄a(k)cb(−k)⟩antissim =
v2

k4 + 2µ2k2 + (µ4 + v4)
εab , (7.12)

⟨c̄(k)c(−k)⟩ =
1

k2
, (7.13)
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que correspondem aos propagadores da teoria.

Dando prosseguimento a este caṕıtulo, vamos discorrer um pouco a respeito do

conjunto de parâmetros massivos (γ,m, µ, v) e acerca do comportamento dos propagadores

(7.9 – 7.13).

7.1.1 Sobre os parâmetros massivos (γ,m, µ, v)

É importante enfatizar que os parâmetros massivos (γ,m, µ, v) que aparecem nos

propagadores (7.9 – 7.12) não são parâmetros livres da teoria, sendo determinados de

forma dinâmica como soluções de equações de gap, que por sua vez, são obtidas pela

minimização da energia do vácuo. De fato, o parâmetro de Gribov γ é fixado pela equação

(3.81), que pode ser escrita como
δΓ

δγ2
= 0 , (7.14)

sendo Γ a ação efetiva 1PI. Isto, por outro lado, equivale a dizer que

⟨εabAµ(ϕabµ − ϕ̄abµ )⟩ ̸= 0 . (7.15)

Uma estimativa dos parâmetrosm e v, a ordem de 1-loop, é feita em [134, 67]. O parâmetro

µ, relacionado com a condensação de Of̄f , está ainda sob investigação [145]. No entanto,

estudos similares realizados no calibre de Landau [16, 135] indicam um valor não-nulo de

um parâmetro equivalente a este. Assim sendo, todos estes parâmetros serão proporcionais

a única escala da teoria, i. e.,

(m, γ, µ, v) ∝ ΛMS .

Para se ter noção da relevância destes parâmetros reunidos num mesmo modelo,

temos que analisar cada um dos propagadores da teoria. Isto é o que passaremos a fazer,

a começar pelo propagador de glúons (7.9).

7.1.2 Sobre o propagador dos glúons não-diagonais

O propagado não-diagonal ⟨Aaµ(k)Abν(−k)⟩ é dado neste modelo pela equação (7.9),

que iremos reescrever da seguinte maneira:

⟨Aaµ(k)Abν(−k)⟩ = Doff
m2(k2)

(
δµν −

kµkν
k2

)
δab , (7.16)
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onde (δµν − kµkν/k
2) é o projetor transverso, indicando a transversalidade do propagador,

e

Doff
m2(k2) =

1

k2 +m2
, (7.17)

é uma função que caracteriza o comportamento do propagador em função do momento k2.

Note-se que esta função depende apenas do parâmetro m2 que se origina da condensação

de OA2(x), ou seja, o propagador dos glúons não-diagonais não é afetado pela restrição à

região Ω, de Gribov, e pela inserção dos operadores Of̄f (x) e Oc̄×c(x). Na verdade, este

propagador tem um comportamento tipo Yukawa, bem conhecido na literatura, sendo

suprimido na região infravermelha, como se pode comprovar analisando a função Doff
m2(k2)

quando k2 ≈ 0,

Doff
m2(k2)

∣∣∣
k2≈0

=
1

m2

1

1 + k2

m2

≈ 1

m2

(
1− k2

m2

)
. (7.18)

Por suprimido, entende-se que os graus de liberdade não-diagonais são “congelados” no

infravermelho pois o propagador tende a um valor constante. De fato, no limite em que

k2 → 0 temos

lim
k2→0

Doff
m2(k2) = Doff

m2(0) =
1

m2
. (7.19)

Este é um dado muito importante, pois, se tivessemos m2 = 0 o propagador seria singular

na origem. No entanto, sendo o parâmetro m2 suficientemente pequeno, da ordem de

Λ2
QCD, recuperamos o propagador perturbativo na região ultravioleta,

Doff
m2(k2)

∣∣∣
k2≫m2

=
1

k2
1

1 + m2

k2

≈ 1

k2

(
1− m2

k2

)
∼ 1

k2
. (7.20)

Devemos comentar aqui que a passagem do regime infravermelho para o ultravioleta se

dá de forma cont́ınua e não como uma transição de fase.

7.1.3 Sobre o propagador dos glúons diagonais

Considermos agora o propagador do glúon Abeliano ⟨Aµ(k)Aν(−k)⟩, expresso pela

equação (7.10), que será então reescrito como

⟨Aµ(k)Aν(−k)⟩ = Ddiag
γ4,µ2(k

2)
(
δµν −

kµkν
k2

)
, (7.21)

onde

Ddiag
γ4,µ2(k

2) =
k2 + µ2

k4 + µ2k2 + 4g2γ4
. (7.22)
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A função Ddiag
γ4,µ2(k

2) caracteriza o propagador abeliano. Como se pode observar,

esta função depende dos parâmetros γ4 e µ2. A dependência em γ4 se deve ao fato de que

o propagador do glúon diagonal é diretamente afetado pela restrição à região Ω, tal como

vimos no caṕıtulo 3, enquanto que a dependência em µ2 se deve à dinâmica dos campos

auxiliares (ϕabµ , ϕ̄
ab
µ , ω

ab
µ , ω̄

ab
µ ), que se reflete na condensação do operador Of̄f (x).

A função Ddiag
γ4,µ2(k

2) pode também ser escrita de uma forma mais conveniente:

Ddiag
γ4,µ2(k

2) =
1

k2 +M2(k)
, (7.23)

sendo a função M2(k) dada por:

M2(k) =
4γ4g2

k2 + µ2
. (7.24)

Assim, toda a dependência dos parâmetros está contida nesta função, e além disso, esta

notação se adéqua àquela usada nas referências [101, 146, 147, 148]. Vejamos então como a

função Ddiag
γ4,µ2(k

2) se comporta quando mexemos nos parâmetros γ4 e µ2. Primeiro, vamos

tomar µ2 = 0. Neste caso, verifica-se que o propagador de Gribov (3.84) é recuperado,

i. e.,

Ddiag
γ4,µ2(k

2)
∣∣∣
µ2=0

=
k2

k4 + 4g2γ4
. (7.25)

Agora, tomando γ4 = 0, verifica-se de imediato que M2(k) = 0 e a dependência em µ2

desaparece completamente,

Ddiag
γ4,µ2(k

2)
∣∣∣
γ4=0

=
1

k2
. (7.26)

Este é um fato muito interessante e merece alguns comentários. O que ocorre na verdade

é que a dependência em µ2 do propagador abeliano vem apenas da parte (ϕ̄abµ ϕ
ab
µ − ω̄abµ ωabµ )

do operador Of̄f (x). Esta parte, no entanto, é BRST invariante,

s(ϕ̄abµ ϕ
ab
µ − ω̄abµ ω

ab
µ ) = 0 , (7.27)

uma vez que os campos (ϕabµ , ϕ̄
ab
µ , ω

ab
µ , ω̄

ab
µ ) se transformam como dubletos,

sϕabµ = ωabµ , sω̄abµ = ϕ̄abµ ,

sωabµ = 0 , sϕ̄abµ = 0 .
(7.28)

Portanto, o parâmetro µ2 só tem significado f́ısico quando é levado em conta o operador

gεabAµ(ϕ
ab
µ − ϕ̄abµ ) ,
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que tem uma quebra suave da simetria de BRST,

s(gεabAµ(ϕ
ab
µ − ϕ̄abµ )) = gεabAµω

ab
µ − gεab(∂µc+ gεcdAcµc

d)(ϕabµ − ϕ̄abµ ) . (7.29)

Esta quebra garante que tanto γ4 quanto µ2 são parâmetros f́ısicos da teoria.

Com relação ao comportamento do propagador com o momento k2 podemos dizer

o seguinte. Quando k2 se aproxima da origem, o propagador será suprimido devido a

presença dos parâmetros de massa,

Ddiag
γ4,µ2(k

2)
∣∣∣
k2≈0

≈ µ2

4g2γ4

(
1− k2

4g2γ4/µ2

)
. (7.30)

No limite em que k2 → 0, o propagador adquire um valor finito não-nulo,

lim
k2→0

Ddiag
γ4,µ2(k

2) = Ddiag
γ4,µ2(0) =

µ2

4g2γ4
, (7.31)

graças ao parâmetro µ2. Note-se que se µ2 = 0, então Ddiag
γ4,µ2(0) = 0. Tal comportamento

do propagador diagonal deixa dúvidas sobre a questão da dominância abeliana da teoria,

pois, assim como no caso não-diagonal, o propagador do glúon abeliano é suprimido e tem

um valor finito na origem. Definindo-se a razão,

r =
m2

4g2γ4/µ2
, (7.32)

podemos comparar os setores diagonal e não-diagonal na região infravermelha. Se por

acaso r > 1, então os graus de liberdade não-diagonais “congelam” mais rápido que os

diagonais quando k2 → 0 e a teoria é descrita nesta região, exclusivamente, por graus de

liberdade abelianos, caracterizando assim a chamada dominância abeliana. Além disso,

também é preciso levar em conta a contribuição, a ordens mais altas, do condensado de

ghosts [134].

Quando k2 assume valores muito maiores que γ2 e µ2, ou seja, na região ultravioleta,

esses parâmetros podem ser desprezados e o propagador perturbativo é recuperado1,

Ddiag
γ4,µ2(k

2)
∣∣∣
k2≫γ2,µ2

∼ 1

k2
. (7.33)

1Na verdade, é suficiente que γ2 seja despreźıvel quando confrontado com k2, independentemente do
valor de µ2, para se reobter o propagador perturbativo, pois, neste caso, não se enxerga mais a quebra
de BRST e µ2 perde seu caráter f́ısico.
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7.1.4 Sobre os propagadores dos ghosts

O propagador do ghost diagonal (7.13) permanece intocável frente aos efeitos in-

troduzidos no modelo, por estar protegido pela equação de antighost diagonal (6.44).

Já o setor não-diagonal é afetado, mesmo ao ńıvel árvore, pelos condensados ⟨Of̄f⟩ e

⟨Oc̄×c⟩, e a ordens mais altas pela restrição à região de Gribov. O propagador dos ghosts

não-diagonais pode ser dividido num setor simétrico

⟨c̄a(k)cb(−k)⟩sim = G sim

µ2,v2(k
2) δab , (7.34)

com

G sim

µ2,v2(k
2) =

k2 + µ2

k4 + 2µ2k2 + (µ4 + v4)
, (7.35)

e num setor antissimétrico:

⟨c̄a(k)cb(−k)⟩antissim = G anti

µ2,v2(k
2) εab , (7.36)

com

G anti

µ2,v2(k
2) =

v2

k4 + 2µ2k2 + (µ4 + v4)
. (7.37)

O que temos a fazer então, é analisar as funções G sim

µ2,v2(k
2) e G anti

µ2,v2(k
2) sob dois aspectos.

O primeiro é ver como estas se comportam quando mexemos nos parâmetros µ2 e v2 , e o

outro é estudar o comportamento no infravermelho, k2 ≈ 0, e no ultravioleta, k2 ≫ µ2, v2.

Na ausência do condensado de ghost, temos v2 = 0 e a parte antissimétrica se

anula, enquanto a parte simétrica tem o comportamento t́ıpico de Yukawa,

G sim

µ2,v2(k
2)
∣∣∣
v2=0

=
1

k2 + µ2
, G anti

µ2,v2(k
2)
∣∣∣
v2=0

= 0 . (7.38)

Por outro lado, quando fazemos µ2 = 0 as funções G sim

µ2,v2(k
2) e G anti

µ2,v2(k
2) ficam

G sim

µ2,v2(k
2)
∣∣∣
µ2=0

=
k2

k4 + v4
, G anti

µ2,v2(k
2)
∣∣∣
µ2=0

=
v2

k4 + v4
, (7.39)

ou seja, a parte simétrica é do tipo Gribov e a antissimétrica não se anula.

Agora, temos que examinar o comportamento dos propagadores com relação ao

momento. Nossa primeira preocupação é saber se o propagador continuará a se comportar

como 1/k4 quando k2 ≈ 0. Porém, temos que ir pelo menos a 1-loop, ver fig. 7.1, para

verificar este resultado:

1

2

∑
ab

δab⟨c̄a(k)cb(−k)⟩ ≈ k2 + µ2

(k2 + µ2)2 + v4
1

1− σ(k)
+ J (k2 + µ2)2

[(k2 + µ2)2 + v4]2
, (7.40)
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Figura 7.1: Propagador de ghosts a 1-loop. As linhas tracejada, ondulada e enrolada
representam, respectivamente, ghosts, glúons diagonais e glúons não-diagonais.

onde, σ(k) e J são dados por

σ(k) = g2
(k2 + µ2)kµkν
(k2 + µ2)2 + v4

∫ d4q

(2π)4
[(k − q)2 + µ2]⟨Aµ(q)Aν(−q)⟩

[(k − q)2 + µ2]2 + v4
, (7.41)

J = g2
∫ d4q

(2π)4
⟨Aµ(q)Aµ(−q)⟩+

g2

2

∫ d4q

(2π)4
⟨Aaµ(q)Aaµ(−q)⟩ . (7.42)

Como J ≠ J (k), apenas σ(k) poderá contribuir para o enhancement do propagador de

ghosts. Contudo, para que isto de fato ocorra, deveŕıamos poder mostrar que

σ(k) → 1− cte
(k2 + µ2)k4

(k2 + µ2)2 + v4
, (7.43)

sendo “cte” uma constante qualquer. Por se tratar de uma questão muito delicada e

complexa, deixaremos a resposta para o final do caṕıtulo. Por enquanto, vamos nos

restringir à análise das funções G sim

µ2,v2(k
2) e G anti

µ2,v2(k
2) ao ńıvel árvore. Assim como ocorre

com os propagadores dos glúons, aqui os propagadores adquirem um valor finito não nulo

quando k2 → 0:

G sim

µ2,v2(0) =
µ2

µ4 + v4
, G anti

µ2,v2(0) =
v2

µ4 + v4
, (7.44)

e no ultravioleta, quando k2 ≫ µ2, v2, temos

G sim

µ2,v2(k
2)
∣∣∣
k2≫µ2,v2

=
1

k2
, G anti

µ2,v2(k
2)
∣∣∣
k2≫µ2,v2

= 0 . (7.45)

7.2 Resultados da rede

Nesta seção, vamos apresentar os resultados obtidos em simulações na rede para

o comportamento dos propagadores de glúons e ghosts. Nossas principais fontes são

os trabalhos [118, 72, 73, 64, 149, 74]. O primeiro estudo dos propagadores de glúons

na rede no MAG foi feito em [118] no caso de SU(2). Neste, os propagadores foram

analisados no espaço de coordenadas e o calibre tipo Landau foi adotado para fixar a

simetria U(1) residual do setor diagonal. Para a componente não-diagonal foi obtido

um comportamento t́ıpico de interações de curto alcance, tipo Yukawa, ou seja, com a
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Figura 7.2: (a) Fatores de forma D(p2) versus p em GeV; (b) função “vestida” p2D(p2)
versus p em GeV. Gráficos extráıdos de [72].

supressão a grandes distâncias devido à presença de um parâmetro massivo da ordem de

1, 2GeV. A respeito da componente diagonal, foi obtido que esta se propaga a longas

distâncias. Estes resultados foram interpretados como evidência da dominância abeliana

no infravermelho.

Em [72, 73] os propagadores dos glúons são investigados no espaço de momentos,

o que permite uma comparação direta com nossos resultados. Assim como em [118], o

grupo de calibre é o SU(2) e fixação do setor diagonal foi feita escolhendo-se a condição

de Landau. Os resultados obtidos neste trabalho, mostram que, a momentos pequenos, a

componente abeliana é muito maior que a do não-diagonal, ver fig. 7.2. Vários tipos de

fits foram estudados e, em particular, um fit tipo Gribov,

Ddiag(k
2) = Zdiag

k2

k4 +m4
diag

, (7.46)

parece se adequar bem para o propagador abeliano. Para os glúons não-diagonais, um fit

tipo Yukawa, i. e.,

Doff(k
2) = Zoff

1

k2 +m2
off

, (7.47)

é obtido com sucesso. As funções Ddiag(k
2) e Doff(k

2) ditam o comportamento das compo-

nentes transversas dos propagadores dos glúons diagonal e não-diagonais, respectivamente.

O parâmetro de massa moff é cerca de duas vezes maior que mdiag,

moff ≈ 2mdiag , (7.48)

e tem aproximadamente o mesmo valor que o obtido em [118], moff ≈ 1, 2GeV. Isto

indica que o propagador não-diagonal tem alcance mais curto quando comparado com
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a b c d a
b

a
c

b
c

d
c

dimensão 2 0 −2 −2 2 4 2 0

Tabela 7.1: Dimensão de massa dos parâmetros de (7.49).

o diagonal, ou seja, seus graus de liberdade são suprimidos no infravermelho antes do

abeliano.

Os trabalhos [64, 149, 74] apresentam os dados mais recentes da rede no MAG em

SU(2). Nestes, é apresentado, pela primeira vez, o estudo dos propagadores de ghosts no

MAG2. A forma do propagador do glúon diagonal que tem o melhor acordo com os dados

tem a forma

Ddiag(k
2) =

1 + d k2

a+ b k2 + c k4
, (7.49)

com uma massa √
a

b
≈ 0, 72GeV . (7.50)

De acordo com a tabela 7.1, a expressão (7.49) pode ser reescrita como

Ddiag(k
2) =

d

c

k2 + 1
d

k4 + b
c
k2 + a

c

, (7.51)

e identificada com (7.22), a menos de um fator multiplicativo global, quando fazemos a

seguinte correspondência:

b

c
→ µ2 ,

1

d
→ µ2 ,

a

c
→ 4g2γ4 . (7.52)

Dessa forma, vemos que a partir do modelo aqui apresentado, o propagador do glúon

abeliano está em acordo qualitativo com o fit (7.49). Porém, o modelo sugere um caso

particular de (7.49) quando
bd

c
= 1 . (7.53)

Quanto ao propagador de glúons não-diagonal, os autores apresentam como o me-

lhor fit, o de Yukawa, i. e.,

Doff(k
2) =

1

a+ b k2
, (7.54)

com uma massa √
a

b
≈ 0, 97GeV . (7.55)

2Em [65] é apresentado um estudo da condensação dos ghosts no Landau.
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Esta massa é maior que aquela obtida no setor diagonal, eq. (7.50), como é esperado num

cenário de dominância abeliana. A comparação de (7.54) com (7.17) é imediata:

a

b
→ m2 , bDoff(k

2) → Doff
m2(k2) . (7.56)

No entanto, o valor obtido para m em [67], assumindo ΛMS ≈ 0, 275GeV, é

m ≈ 0, 62GeV , (7.57)

que diferere bastante de (7.55). Ainda no setor não-diagonal, parece haver um propagador

longitudinal que vai como

D
||
off(k

2) =
1

a+ b k2 + c k4
, (7.58)

com uma massa √
a

b
≈ 1, 25GeV . (7.59)

Agora, vejamos o que se pode dizer sobre os propagadores dos ghosts. Em [64,

149, 74] o fator de forma da componente simétrica do propagador dos ghosts é dado por

Gsim(k
2) =

1 + d k2

a+ b k2 + c k4
, (7.60)

onde k é o chamado “momento melhorado” [150], que coincide com o momento comum

quando o espaçamento da rede vai a zero, e os parâmetros (a, b, c, d) são dados por

a = 0, 45(1)GeV2 ,

b = 1, 1(3) ,

c = 0, 73(30)GeV−2 ,

d = 2, 1(9)GeV−2 , (7.61)

o que leva a uma massa √
a

b
≈ 0, 6GeV . (7.62)

Com estes valores é posśıvel ajustar o propagador do ghost na rede como se depreende da

figura 7.3. Além disso, devemos destacar um resultado muito importante que é o de que

nenhum enhancement para o propagador de ghosts é obtido.

De posse dos dados (7.61) e do fator de forma (7.60) podemos comparar os resul-

tados da rede com a função (7.35). Reescrevendo (7.60) como

Gsim(k
2) =

d

c

k2 + 1
d

k4 + b
c
k2 + a

c

, (7.63)
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Figura 7.3: Plot deGsim(p
2) em função do momento melhorado p em GeV. Gráfico extráıdo

de [64].

e comparando com (7.35), temos

1

d
→ µ2 ,

b

2c
→ µ2 ,

a

c
→ µ4 + v4 . (7.64)

A partir dos valores (7.61), podemos determinar os intervalos onde se encontram as quan-

tidades 1/d e b/2c:

1

dmáx

≤ 1

d
≤ 1

dmin

,
bmin

2cmáx

≤ b

2c
≤ bmáx

2cmin

. (7.65)

Logo, podemos considerar um bom acordo com esses resultados se µ2 estiver na interseção

destes intervalos. Neste caso, deveriamos encontrar µ2 dentro do intervalo

bmin

2cmáx

≤ µ2 ≤ 1

dmin

, (7.66)

onde
bmin

2cmáx

≈ 0, 39GeV2 ,
1

dmin

≈ 0, 83GeV2 . (7.67)

Já o valor do condensado de ghost v2 deverá estar no intervalo

v2min ≤ v2 ≤ v2máx , (7.68)

onde

v2min = 0 ,

v2máx =

√
amáx

cmin

−
(
bmin

2cmáx

)2

≈ 0, 96GeV2 . (7.69)
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De fato, o parâmetro v2 foi calculado no MAG em SU(2) em [134], sem a presença da

função horizonte, e o valor obtido naquela ocasião foi

v2 ≈ 0, 18GeV2 , (7.70)

que se encontra no intervalo (7.68). Além disso, O limite inferior v2min = 0 implica a

existência de um valor limite para µ2, acima do qual v2 se torna imaginário. Este valor

limite nos permitirá refinar o intervalo (7.66). Assim, o novo intervalo para µ2 é

µ2
min ≤ µ2 ≤ µ2

máx , (7.71)

onde

µ2
min =

bmin

2cmáx

≈ 0, 39GeV2 ,

µ2
máx =

√
amin

cmáx

≈ 0, 65GeV2 . (7.72)

Finalmente, os autores propõem a quantidade

Φ(k) =
(
r +

s k

L2

)
1

k4 + t2
, (7.73)

para estudar o propagador antissimétrico dos ghosts, onde L é o comprimento da rede

e (r, s, t) é um conjunto de parâmetros que serão fixados para acertar o fit de Φ(k). A

quantidade Φ(k) se relaciona com o propagador dos ghosts através da expressão

Φ(k) =
L2

cos
(
π k̃a
L

) ⟨ 1
2
εabGab(k2)⟩ , (7.74)

onde os detalhes da notação são extráıdos de [65]. A conclusão a que se chega desta

abordagem é que existiria um condensado de ghosts da ordem de 1, 3GeV2; porém, não

se pode afirmar que este sobreviva ao limite do cont́ınuo.

Assim, encerramos esta seção lembrando que os propagadores da teoria descrita

pela ação Σ no seu limite f́ısico estão qualitativamente de acordo com os resultados

numéricos da rede [118, 72, 73, 64, 149, 74]. No entanto, ainda é preciso fixar o valor

de µ2 a fim de que se verifique se estamos realmente no intervalo (7.71).

7.3 De volta à questão do enhancement dos ghosts

Como já foi dito, a investigação do enhancement do propagador dos ghosts é uma

questão delicada e merece uma atenção especial, pois é preciso ir além do ńıvel árvore,
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ver fig. 7.1. Para simplificar o problema vamos tomar o caso particular em que v2 = 0, ou

seja, vamos desconsiderar a presença do condensado ⟨εabc̄acb⟩. Dessa forma, temos

1

2

∑
ab

δab⟨c̄a(k)cb(−k)⟩ ≈ 1

k2 + µ2

1

1− σ(k)
+ J 1

(k2 + µ2)2
, (7.75)

onde, σ(k) e J são dados por

σ(k) = g2
kµkν
k2 + µ2

∫ d4q

(2π)4
⟨Aµ(q)Aν(−q)⟩
(k − q)2 + µ2

, (7.76)

J = g2
∫ d4q

(2π)4
⟨Aµ(q)Aµ(−q)⟩+

g2

2

∫ d4q

(2π)4
⟨Aaµ(q)Aaµ(−q)⟩ . (7.77)

Como J independe de k, a única possibilidade de enhancement viria de σ(k). Logo,

substituindo na expressão de σ(k) o propagador (7.10) temos

σ(k) = g2
kµkν
k2 + µ2

∫ d4q

(2π)4
(q2 + µ2)(δµν − qµqν/q

2)

[(k − q)2 + µ2](q4 + µ2q2 + 4g2γ4)
. (7.78)

Para podermos desenvolver a expressão acima devemos levar em conta que a in-

trodução do operador Of̄f (x) e a presença do parâmetro χ, até então arbitrário, alteram

a equação de gap que define γ2. Tomemos então o funcional de vértice a 1-loop,

e
−Γ

(1)

γ2 =
∫
[dΦ] e−Σquad

phys
+8V χγ4 , (7.79)

sendo suficiente manter apenas os termos onde aparece o parâmetro γ2. Assim,

Γ
(1)
γ2 = −8χγ4 +

3

2

∫ d4k

(2π)4
ln
k4 + µ2k2 + 4g2γ4

k2 + µ2
. (7.80)

Aplicando a equação do gap (7.14), obtemos

∂Γ
(1)
γ2

∂γ2
= 16γ2

(
−χ+

3

4
g2
∫ d4k

(2π)4
1

k4 + µ2k2 + 4g2γ4

)
= 0 . (7.81)

Redefinindo o parâmetro χ como

χ = 1− δ , (7.82)

obtemos uma equação de gap modificada:∫ d4k

(2π)4
3g2/4

k4 + µ2k2 + 4g2γ4
= 1− δ . (7.83)

Voltemos agora a equação (7.78). Esta pode ser facilmente reescrita na forma

σ(k) =
3

4
g2

k2

k2 + µ2

∫ d4q

(2π)4
1

q4 + µ2q2 + 4g2γ4

−g2 kµkν
k2 + µ2

∫ d4q

(2π)4
(k2 − 2 k · q)(δµν − qµqν/q

2)

[(k − q)2 + µ2](q4 + µ2q2 + 4g2γ4)
. (7.84)
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Notando-se que

k2 − 2 k · q
(k − q)2 + µ2

=

k2−2 k·q
q2+µ2

1 + k2−2 k·q
q2+µ2

=
∞∑
n=0

(−1)n
(
k2 − 2 k · q
q2 + µ2

)n+1

(7.85)

e utilizando a equação de gap modificada (7.83), temos

σ(k) = (1− δ)
k2

k2 + µ2
(1− k2 I(µ, γ)) +O(k6) , (7.86)

onde a integral I(µ, γ) é dada por

I(µ, γ) =
∫ d4q

(2π)4
3g2/4

(q2 + µ2)(q4 + µ2q2 + 4g2γ4)
. (7.87)

Neste ponto há uma importante observação a ser feita. No problema original de

Gribov, a função σ(k), como sabemos, determina se estamos dentro da região de Gribov

através de condição de ausência de pólos do propagador, uma vez que se verifique

σ(0)|µ2=0 < 1 . (7.88)

Então, fazendo µ2 = 0 e em seguida tomando-se a função σ(k)|µ2=0 na origem, temos

σ(0)|µ2=0 = 1− δ , (7.89)

o que restringe o valor de δ a

0 < δ ≤ 1 . (7.90)

No entanto, independentemente do valor de δ a função σ(k), para um valor não-nulo de

µ2, vai a zero no limite em que kµ → 0, i. e.,

lim
k→0

σ(k) = σ(0) = 0 . (7.91)

Isto ocorre porque o propagador completo dos ghosts não-diagonais é o inverso do operador

Oab = Mab + δab µ2 , (7.92)

que não é singular quando Mab atinge um modo zero. Isto no entanto, não nos impede

de verificar ordem a ordem a condição de não-existência de pólos da função de Green

G(k) = 1

2

∑
ab

δab⟨k|(M−1)ab|k⟩ , (7.93)
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bastando para isto tomar o limite em que µ2 → 0 no propagador de ghosts

lim
µ2→0

1

2
⟨c̄a(k)ca(−k)⟩ = G(k) . (7.94)

Voltando ao cálculo do propagador próximo à origem, podemos notar de imediato

que para k2 ≈ 0 temos

σ(k) ≈ k2

k2 + µ2
(1− k2I(µ, γ)) , (7.95)

onde desprezamos o fator δ. Logo,

1

2

∑
ab

δab⟨c̄a(k)cb(−k)⟩ ≈ 1

k4I(µ, γ) + µ2
+

J (µ, γ)

(k2 + µ2)2
, (7.96)

e nenhum enhancement é observado. De fato, para k2 = 0,

1

2
⟨c̄a(k)ca(−k)⟩|k2=0 =

1

µ2
+

J (µ, γ)

µ4
. (7.97)

Notemos ainda que os resultados do caṕıtulo 3 são reproduzidos quando a massa µ2 é

igual a zero:
1

2
⟨c̄a(k)ca(−k)⟩|µ2=0 ≈

(
1

I(γ)
+ J (γ)

)
1

k4
. (7.98)



CAPÍTULO 8

CONCLUSÕES

A primeira metade desta tese, que se constitui dos caṕıtulos 1, 2 e 3, foi destinada

à apresentação de alguns conceitos fundamentais das teorias de Yang-Mills e a introdução

do MAG, na qual inclui-se a investigação do problema das cópias de Gribov neste calibre

no caso particular de SU(2). Em seguida, no caṕıtulo 4, conseguimos ir um pouco além

e determinamos a chamada função horizonte,

SH = g2γ4
∫
εabAµ(M−1)ac εcbAµ ,

definindo assim a ação de Gribov-Zwanziger para este calibre.

Inspirados em dados recentes da rede, tanto no Landau [18, 28, 65] quanto no

próprio MAG [74, 149, 64], e numa vasta gama de publicações ao longo dos últimos anos,

ver as referências do caṕıtulo 5, constrúımos um modelo no MAG em SU(2), descrito

pela ação Σ, eq. (6.36), que engloba diversos efeitos de caráter não-perturbativo como o

termo de horizonte de Gribov em sua versão local e estendida, e uma série de operadores

locais de dimensão dois, adequadamente selecionados. Estes operadores são: o operador

de glúons

OA2(x) =
1

2
Aaµ(x)A

a
µ(x) ,

cuja condensação gera uma massa m2; o operador

Of̄f (x) = ϕ̄abµ (x)ϕ
ab
µ (x)− ω̄abµ (x)ωabµ (x)− c̄a(x)ca(x) ,

que envolve os campos auxiliares responsáveis pela localização da função horizonte

(ϕabµ , ϕ̄
ab
µ , ω

ab
µ , ω̄

ab
µ ) e os campos não-diagonais de Faddeev-Popov (ca, c̄a), e cuja con-

densação gera o parâmetro de massa µ2; e finalmente, o operador de ghosts

Oc̄×c(x) = gεabc̄a(x)cb(x) ,

que gera o parâmetro v2. O vasto conteúdo de simetria da ação Σ garante que esta seja

renormalizável, fato este que foi comprovado no caṕıtulo 6.
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Podemos usar os propagadores do nosso modelo como parâmetros de comparação

entre nossos resultados e os resultados da rede. No caṕıtulo 7 calculamos os propagadores

da teoria obtendo o seguinte:

⟨Aaµ(k)Abν(−k)⟩ =
1

k2 +m2

(
δµν −

kµkν
k2

)
δab ,

⟨Aµ(k)Aν(−k)⟩ =
k2 + µ2

k4 + µ2k2 + 4g2γ4

(
δµν −

kµkν
k2

)
,

⟨c̄a(k)cb(−k)⟩sim =
k2 + µ2

k4 + 2µ2k2 + (µ4 + v4)
δab ,

⟨c̄a(k)cb(−k)⟩antissim =
v2

k4 + 2µ2k2 + (µ4 + v4)
εab ,

⟨c̄(k)c(−k)⟩ =
1

k2
.

Estes são os propagadores calculados à ordem mais baixa. Portanto, são ainda resul-

tados preliminares. No entanto, ainda assim estão em bom acordo qualitativo com as

predições numéricas [72, 73, 64, 149, 74]1. Um dos resultados mais interessantes que se

extrai do modelo é a presença da componente antissimétrica do propagador dos ghosts

não-diagonais, também observada na rede, que ocorre graças à condensação do operador

de ghost Oc̄×c(x). Também não poderiamos deixar de mencionar a supressão dos propa-

gadores dos glúons no infravermelho, e a inobservância do enhancement dos propagadores

de ghosts. Esta última propriedade se deve à presença das massas µ e v.

Como vimos, o modelo fisicamente relevante é aquele dado pela ação Σ no limite

em que as fontes tomam os valores f́ısicos. Assim, o modelo f́ısico depende dos parâmetros

massivos (γ, µ,m, v) e ainda de um conjunto de parâmetros adimensionais (ζ, ρ, κ, β, χ).

Estes, porém, não são parâmetros livres. Os parâmetros adimensionais devem ser fixados

através do grupo de renormalização, tal como é feito numa série de trabalhos anteriores,

ver, por exemplo, [133, 67, 134, 21]. Já os parâmetros massivos devem ser fixados através

de equações de gap, como, por exemplo, a fixação de γ através da equação

∂Γ

∂γ2
= 0 .

No nosso caso, a equação que fixa γ depende também de µ. Portanto, a equação de gap

citada acima fornece uma dependência em µ de γ, ou seja,

γ2 = γ2(µ) .

1A rede também prevê uma componente longitudinal para os glúons não-diagonais.
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A fixação de µ2 poderá ser feita a partir da minimização do potêncial efetivo relacionado

ao operador Of̄f (x), como descrito na seção 5.4. Este procedimento foi utilizado em [67]

e [134] para fixar os valores de m ≈ 0, 62GeV e v2 ≈ 0, 18GeV2, com ΛMS ≈ 0, 275GeV.

Em todo caso, uma comparação com os dados numéricos da rede leva à previsão de um

intervalo para µ2 entre µ2
min ≈ 0, 39GeV2 e µ2

máx ≈ 0, 65GeV2. Uma vez obtidos os valores

de todos estes parâmetros, a questão da dominância abeliana poderá ser avaliada pela

relação r = m2µ2/4g2γ4, sendo r > 1 um resultado favorável à esta hipótese. Vale ainda

ressaltar que, em [135], um extenso trabalho similar a este é apresentado no calibre de

Landau com grande sucesso.

Um outro ponto que não podemos deixar de mencionar é a quebra explicita da

simetria de BRST. De fato, o termo de Gribov-Zwanziger e os operadores locais quebram

explicitamente esta simetria, porém de forma suave. Assim, toda a construção do modelo

pode ser entendida do ponto de vista desse mecanismo de quebra. Em outras palavras, é

posśıvel construir um modelo estendido, dado pela ação Σ, que possui um rico conteúdo

de simetria, o que garante sua renormalizabilidade, que só é quebrado quando se tomam

valores f́ısicos, funcionando como condições de contorno que dão sentido à teoria [100].

Claro está que tais valores devem ser adequadamente fixados de maneira que o único

parâmetro genúıno seja a constante de acoplamento g da teoria.

Com relação ao mecanismo de confinamento, notemos primeiro o que ocorre atual-

mente no calibre de Landau. Na série de trabalhos [155, 154, 153, 152, 151] argumenta-se,

através de soluções das equações de Dyson-Schwinger2, que um potencial linear entre

quarks resultaria de um propagador de ghosts divergente no infravervelho, tipicamente

∼ 1/(k2)1,6. Ainda, o propagador dos glúons iria como ∼ (k2)0,19, ou seja, neste cenário

o setor infravermelho seria governado pelos ghosts. Entretanto, recentes resultados da

rede3 [18, 156] descartam o enhancement dos ghost e uma nova solução das equações de

Dyson-Schwinger4 [157, 158] também aponta nesta direção. A única proposta puramente

anaĺıtica de que se tem not́ıcia até o presente momento é [135]. Voltando ao MAG, o

que podemos afirmar é que, se por um lado, a supressão dos propagadores de glúons e

ghosts indica a ausência de estados assintóticos de glúons, o que é esperado para objetos

confinados, por outro lado, persiste a questão acerca da origem da interação de longo al-

2Devemos ressaltar que não há estudos das equações de Dyson-Schwinger no MAG.
3Providos pelo advento de redes maiores.
4Na verdade, uma solução já conhecida que foi revitalizada pelos novos resultados da rede.
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cance responsável pelo confinamento dos quarks. Esta é ainda uma pergunta em aberto,

cuja resposta pode estar em efeitos topológicos como o mecanismo de supercondutividade

dual num cenário de dominância abeliana [58, 60, 59, 61], ou a condensação de vórtices

centrais [159, 160].

Como perspectivas de continuidade desta pesquisa tem-se a extensão da análise

aqui apresentada — ambiguidades de Gribov, modelo de Gribov-Zwanziger, introdução

de operadores locais de dimensão dois, formulação de um modelo estendido renormalizável,

análise dos propagadores, fixação dos parâmetros, etc — no caso geral onde o grupo de

calibre é o SU(N), já que existe um interesse óbvio para o caso SU(3) por se tratar

do grupo da QCD. Porém, ainda em SU(2) é preciso fixar os parâmetros µ2 e γ2(µ) e

o parâmetro adimensional χ = 1 − δ. Estes dados são de importância crucial para dar

consistência ao modelo. Uma vez que tenhamos uma estimativa de todos os parâmetros

da teoria poderemos concluir se, ao introduzir o operador Of̄f (x), continuamos dentro

da região de Gribov; poderemos atestar a dominância abeliana; e poderemos fazer uma

comparação ao ńıvel quantitativo com os dados da rede.

Por fim, esperamos fortemente que esta tese possa inspirar e/ou auxiliar tanto aos

pesquisadores da área quanto aos estudantes que venham a se interessar pelo assunto, ou

ainda àqueles que tenham apenas alguma curiosidade.



APÊNDICE A

PROVA DA HERMITICIDADE DE Mab

Podemos mostrar que o operador,

Mab = −Dac
µ D

cb
µ − g2εacεbdAcµA

d
µ , (A.1)

é hermitiano, ou seja, ∫
d4x (Mφ)a†ψa =

∫
d4xφa†(Mψ)a, (A.2)

substituindo (A.1) no lado esquerdo de (A.2) e integrando por partes:

∫
d4x (Mφ)a†ψa =

∫
d4x (−Dac

µ D
cb
µ φ

b† − g2εacεbdAcµA
d
µφ

b†)ψa

=
∫
d4x [−(∂2φa†)ψa + gεab∂µ(Aµφ

b†)ψa + gεabAµ(∂µφ
b†)ψa

− g2εacεcbAµAµφ
b†ψa − g2εacεbdAcµA

d
µφ

b†ψa]

=
∫
d4x [−φa†∂2ψa − gεabφb†Aµ∂µψ

a − gεabφb†∂µ(Aµψ
a)

− g2εacεcbAµAµφ
b†ψa − g2εacεbdAcµA

d
µφ

b†ψa]

=
∫
d4x [−φa†∂2ψa + gεabφa†Aµ∂µψ

b + gεabφa†∂µ(Aµψ
b)

− g2εacεcbAµAµφ
a†ψb − g2εacεbdAcµA

d
µφ

a†ψb]

=
∫
d4xφa†(−Dac

µ D
cb
µ ψ

b − g2εacεbdAcµA
d
µψ

b)

=
∫
d4xφa†Mabψb

=
∫
d4xφa†(Mψ)a . (A.3)
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APÊNDICE B

DESACOPLAMENTO DOS GHOSTS DIAGONAIS

No caṕıtulo 2, vimos diversos aspectos do MAG, incluindo nestes a quantização de

Faddeev-Popov, que leva ao termo de fixação de calibre (2.14), e à introdução de interações

quárticas entre os ghosts, eq. (2.31). Aqui, iremos mostrar, no MAG em SU(2), que os

ghosts diagonais (c̄, c) podem ser inteiramente desacoplados da teoria. Nosso ponto de

partida será a seguinte função de partição

Z =
∫
[dAa][dA][dba][db][dca][dc̄a][dc][dc̄] e−(SYM+SMAG+Sα) , (B.1)

onde SYM é dada por (3.9), enquanto SMAG e Sα são as versões em SU(2) de (2.14) e

(2.31), respectivamente,

SYM =
1

4

∫
d4x

(
F a
µνF

a
µν + FµνFµν

)
, (B.2)

SMAG =
∫
d4x

[
ibaDab

µ A
b
µ + c̄aDac

µ D
cb
µ c

b + g2εacεbdc̄acbAcµA
d
µ + gεabc̄a(Dab

µ A
b
µ) c

+
β

2
b2 + ib ∂µAµ + c̄ ∂µ(∂µc+ gεabAaµc

b)
]
, (B.3)

Sα =
α

2

∫
d4x

(
baba + 2igεabbac̄bc+

g2

2
εabεcdc̄ac̄bcccd

)
. (B.4)

Note-se que em (B.3) introduzimos um termo proporcional ao parâmetro de calibre β.

Este termo, no entanto, não altera em nada a ação do MAG, pois no final, tomaremos

o limite β → 0, assim como ocorrerá com α. Porém, este termo permite que se faça a

integração gaussiana no campo auxiliar b(x). Assim, fazendo as integrações gaussianas

nos campos ba(x) e b(x) obtemos:

Z =
∫
[dAa][dA][dca][dc̄a][dc][dc̄] e−SYM e−

∫
d4x 1

2β
(∂µAµ)2 e−

∫
d4x 1

2α
(Dab

µ Ab
µ)

2

× exp
[
−
∫
d4x

(
c̄aDac

µ D
cb
µ c

b + g2εacεbdc̄acbAcµA
d
µ − gεabc̄a(Dab

µ A
b
µ) c

+ c̄ ∂µ(∂µc+ gεabAaµc
b) +

α

4
g2εabεcdc̄ac̄bcccd

)]
. (B.5)
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Tomando os limites quando α e β vão para zero, temos

lim
β→0

e−
∫
d4x 1

2β
(∂µAµ)2 ∝ δ(∂µAµ) , (B.6)

lim
α→0

e−
∫
d4x 1

2α
(Dab

µ Ab
µ)

2 ∝ δ(Dab
µ A

b
µ) . (B.7)

Usando a propriedade da delta

f(x)δ(x) = f(0)δ(x) ,

segue que

e+
∫
d4x gεabc̄ac (Dbc

µ A
c
µ) δ(Dab

µ A
b
µ) = δ(Dab

µ A
b
µ) . (B.8)

A função de partição fica então,

Z =
∫
[dAa][dA][dca][dc̄a][dc][dc̄] δ(Dab

µ A
b
µ) δ(∂µAµ) e

−SYM

× exp
[
−
∫
d4x

(
−c̄aMabcb + c̄ ∂µ(∂µc+ gεabAaµc

b)
)]
, (B.9)

lembrando que Mab é o operador de Faddeev-Popov (3.20).

Agora, para lidar com os ghosts diagonais (c̄, c) faremos uma mudança de variáveis:

c→ ξ = c+ gεab
∂µ
∂2

(Aaµc
b) , c̄→ ξ̄ = c̄ , (B.10)

com os outros campos permanecendo inalterados. Podemos, facilmente, verificar que

c̄∂µ(∂µc+ gεabAaµc
b) → ξ̄∂2ξ , (B.11)

e que o jacobiano correspondente a esta transformação é independente dos campos. Assim,

torna-se posśıvel visualizar que a transformação (B.10) desacopla os ghosts diagonais da

teoria,

Z =
(∫

[dξ][dξ̄ ] e−
∫
d4x ξ̄∂2ξ

) ∫
[dAa][dA][dca][dc̄a] δ(Dab

µ A
b
µ) δ(∂µAµ) e

−SYM e+
∫
d4x c̄aMab cb .

(B.12)

Logo, integrando nos ghosts diagonais (ξ̄, ξ), obtemos

Z = N
∫
[dAa][dA] δ(Dab

µ A
b
µ) δ(∂µAµ)

(∫
[dca][dc̄a] e+

∫
d4x c̄aMab(A) cb

)
e−SYM[A] , (B.13)

sendo N uma constante com pouca relevância para nossos propósitos. Por fim, integrando

nos ghosts não-diagonais (c̄a, ca) ficamos com a seguinte expressão:

Z =
∫
[dAa][dA] δ(Dab

µ A
b
µ) δ(∂µAµ) det(Mab) e−SYM . (B.14)
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