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Epigrafe

0 que é bonito?

E o que persegue o infinito;
Mas eu n&o sou

Eu ndo sou, ndo...

Eu gosto & do inacabado,

0 imperfeito, o estragado, o que dangou
0 que dangou...

Eu quero mais erosdo

Menos granito.

Namorar o zero e o ndo,
Escrever tudo o que desprezo
E desprezar tudo o que acredito.
Eu n8o quero a gravagdo, ndo,
Eu quero o grito.

Que a gente vai, a gente vai
E fica a obra,

Mas eu persigo o que falta
Ndo o que sobra.

Eu quero tudo que d& e passa.
Quero tudo que se despe,

Se despede, e despedaga.

0 que é bonito...

Lenine e Brdulio Tavares



Resumo

Espath, L.F.R. Otimizagao de forma de cascas via deformacao livre de forma
baseado em NURBS. Dissertacao (Mestrado em Engenharia Civil) — Programa de
Pos-Graduagao em Engenharia Civil, UFRGS, Porto Alegre, 2009.

Neste trabalho buscou-se consolidar a uniao entre trés areas do conhecimento: a
parametrizacdo de curvas e superficies do tipo B-spline racionais ndo-uniformes (NURBS),
a otimizacao matematica e a analise estrutural por elementos finitos. A uniao destas trés
areas é realizada neste trabalho através da otimizagao de formas de cascas, devido ao fato
de que as caracteristicas mecanicas dos materiais devem refletir-se na forma da estrutura
e sua distribuicao de espessura expressando um méximo desempenho. Estas variaveis,
forma e distribuicao de espessura, possuem um rol dominante nos projetos de engenharia,
j& que minimas quantidades de materiais, uma frequéncia especifica, um estado puro de
tensoes de membrana sao tipicos objetivos de projeto. Neste contexto, obter a forma e
a distribuicao de espessura adequadas sao conceitos intrinsecos a otimizacao estrutural.
Portanto, implementaram-se técnicas para modificar a geometria de cascas, sem perder
a parametrizacao, sem a necessidade de gerar uma nova malha de elementos finitos ao
se modificar a forma e ainda ter controle sobre a distor¢ao da malha para evitar erros
numéricos inaceitaveis. A modificacao de forma é fomentada pelo codigo de otimizacao,
programagao quadrética sequencial (SQP), motivado pelas andlises da casca por elementos
finitos. A modificacao de forma é realizada pela técnica de deformacao livre de forma
(free-form deformation) com a parametrizagado NURBS. Nos resultados da otimizagao de
formas de cascas obtiveram-se cascas com alto desempenho estrutural e esteticamente
agradaveis.

Palavras-chave: NURBS, Deformacao Livre de Forma, Otimizagao Matematica, Método
dos Elementos Finitos.



Abstract

Espath, L.F.R. Shape optimization of shell via free-form deformation NURBS-

based. Dissertacao (Mestrado em Engenharia Civil) — Programa de Pés-Graduagao em
Engenharia Civil, UFRGS, Porto Alegre, 2009.

Consolidation of the link among three fields, curves and surfaces described by non-uniform
rational B-spline (NURBS), mathematical optimization and finite element structural
analysis, applied to shape optimization of shells, is the main objective of this work.
Shape optimization of shells are performed taking into account the fact that the material
mechanical caracteristics influence the structural shape and the thickness variation in
order to obtain the best performace. These two variables, shape and thickness variation,
have an essential role considering that the minimum material quantities, a specific
frequency and a pure membrane stress state are typical design objectives. Suitable
shapes and thickness variation are intrinsic concepts of structural optimization. Therefore,
some techniques were implemented to modify the shell geometry conserving the same
parameterization without a new finite element mesh generation and controlling mesh
distortion in order to avoid relevant numerical errors. The shape modification is conducted
by the optimization code and it is based in the data obtained by finite element analysis.
In this work the optimization procedure is performed using a Sequential Quadratic
Programming (SQP) algorithm, while the shape modification is carried out by the free-
form deformation technique, based on NURBS parameterization. As a consequence of
the shape optimization, shells with high structural performance and esthetically beautiful
were obtained.

Keywords: NURBS, Free-Form Deformation, Mathematical Optimization, Finite
Element Method.
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Capitulo 1

Introducao

1.1 Motivacao

Esta dissertacao foi motivada exclusivamente pela necessidade de implementar compu-
tacionalmente um método de modificacao de forma, sem que este estivesse atrelado ou
acoplado a um programa de modelagem computacional e muito menos a um gerador de
malha e a um elemento finito em particular. O motivo pelo qual esta implementacao de-
veria independer do programa de modelagem era para que o usuéario faca uso do programa
de modelagem de sua preferéncia, assim como esta deveria independer do gerador de ma-
lha, para que nao se perca a eficiéncia tendo que remalhar a geometria a cada modificagao

de forma.

Ainda, por motivos de versatilidade, que ao longo desta monografia serao explanados, foi
escolhido B-spline racionais nao-uniformes para a parametrizagao da geometria. Este tipo
de parametrizacao, junto com T-spline, talvez sejam os mais versateis, no que concerne

ao poder de representar geometrias altamente complexas.

Para apresentar o potencial da implementacao do método de modificacao de forma, o
mesmo foi acoplado ao problema de otimizacao com elementos finitos de casca, resultando
entao na otimizacao de formas de cascas. Um tema que ao longo do trabalho, se mostrou
bastante atual, ja que na pesquisa bibliografica encontraram-se trabalhos bem sucedidos
de otimizacao de forma; este fato deve-se em grande parte & parametrizagao ser baseada

em B-spline racionais nao-uniformes.
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1.2 Histoéria

Historia da spline

H& um tempo, antes dos computadores surgirem, arquitetos, engenheiros, e artistas
desenhavam seus projetos para edificios, estradas, partes de maquinas e semelhantes
usando lapis, papel e varias ferramentas de desenho. Estas ferramentas incluiam réguas
e T-quadrado para as retas de desenho reto, compassos para desenho de circulos,
arcos circulares, tridngulos e transferidores para fazer angulos precisos. Obviamente,
muitos objetos de formato interessante nao podiam ser desenhados somente com estas
ferramentas simples, pois eles tinham partes curvas que nao eram circulos ou elipses.
Frequentemente, uma curva precisava que fosse suave em varios pontos pré-determinados.
Este problema era particularmente critico na construgao naval: embora um artista ou
desenhista qualificado pudesse confiantemente desenhar a mao tais curvas em tabela de
desenhar. Construgoes de navios frequentemente precisavam ser desenhadas de tamanho
natural (ou quase do tamanho natural), no qual o tamanho empinado das curvas exigido
para ser desenhado a mao era impossivel. Por causa de seu grande tamanho, tais desenhos
eram frequentemente feitos na area de sétao de um grande edificio, por um especialista
conhecido como “homem do s6tao”. Para ajudar na tarefa, o “homem do s6tao” empregava
tiras longas, magras, flexiveis de madeira, plastico, ou metal, chamadas spline. A spline
era segura no lugar com pesos principais. As curvas resultantes eram lisas, e variadas em
curvatura que dependiam da posi¢ao dos pesos. Como computadores foram introduzidos
no processo de projeto, as propriedades fisicas de tal spline foram investigadas de forma

que elas pudessem ser matematicamente modeladas no computador (deBoor, 1978).
Histoéria da otimizacao

Estéa na Eneida de Virgilio. Dido, uma fenicia, persuadiu um chefe africano a lhe dar
tanta terra quanto ela pudesse cercar com a tripa de um touro. Assim foi. Primeiro, ela
cortou as tripas em centenas de tiras bem fininhas. Depois, espertamente, as uniu para
tragar um semicirculo no chao, a beira do mar Mediterraneo. Era a maxima area costeira

que ela poderia envolver. Neste lugar ela construiu uma cidade. A famosa Cartago.

Antes de se tornar rainha de Cartago, Dido teria resolvido o primeiro problema de

Luis Felipe da Rosa Espath - (espath@gmail.com) - Dissertagao - Porto Alegre (PPGEC/UFRGS) - 2009
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otimizacao da histéria. Mesmo sendo literario, o relato demonstraria que os povos da
antiguidade possuiam conhecimento a respeito de areas e comprimentos. Sabiam que,

dentre as figuras de igual perimetro, o circulo é aquela com maior area.

E fato. Sabiam, com toda certeza. Contudo, a atitude da rainha Dido ndo demonstra
exatamente isso. Trata-se de um mito. Tem mais a ver com a simbologia feminina
associada a cidade de Cartago. A figura que Dido traga no chao nao seria, necessariamente,
um sinal de otimizacao da area. Um semicirculo é capaz de representar um tutero
engravidado. Esbocando entao um modesto entender: a hipotese a ser explorada poderia
ser outra. A de que a forma do terreno, escolhida a partir da tripa de um touro, a beira-
mar, por uma mulher, para gerar uma cidade, simboliza um maximo. Porém, no caso, um
méaximo de adequacao ao arquétipo da mae-terra. Muito difundido, por sinal, naquelas

paragens.

Nao obstante, a ilustragao vale e nos leva a ponderar sobre a dindmica do conhecimento
humano. Compartilhamos com as civilizagoes da antiguidade varios itens do conhecimento
cientifico. Em particular, ha verdades mateméticas que ji eram sabidas antigamente.
Mas, nao do mesmo modo que as sabemos hoje. Diferentes culturas embrulham um

mesmo conhecimento de formas diferentes.

Costuma-se admitir que a matematica com o aspecto que ela apresenta hoje, surgiu la
pelo século XVII. Em se tratando de datas é uma boa escolha. Coincide com o nascimento
da ciéncia moderna. O século XVII é um século prodigo, onde nasceram e viveram varias
figurinhas carimbadas. Leibniz, Newton, Huygens, os dois primeiros Bernoulli, Descartes,

Mersennes, Pascal, Torricceli, Cavalieri, Desargues, Halley e muitos outros.

Copérnico nasceu no final do XV viveu até meados do seguinte. Giordano Bruno e Ticho
Brahe viveram na segunda metade do XVI. Galileu e Kepler nasceram em meados do XVI

e adentraram o XVII. Os cinco representam os prelidios da modernidade.

Do outro lado, ja no século XVIII, podemos escalar Euler, Lagrange e, para terminar,
Cauchy e Gauss. Ha varios outros personagens igualmente significativos, como MacLaurin,

que tanto impressionou Lagrange.

O que interessa aqui é debulhar um pouco a histéria do célculo matemético de méximos
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e minimos. Certo, tem a ver com as nocoes de derivada e integral. Mas nao como se
conhecem hoje. No século XVII estes conceitos estavam atrelados ao tracado de tangentes
e a avaliagao de areas. Como era de se esperar, o calculo, criado por Leibniz e Newton,

nao se afastou da tradicao geométrica consagrada, por exemplo, em Arquimedes.

Dai a importancia de Euler e Lagrange. Ambos trabalharam no sentido de “desgeome-
trizar” a matemaética criada pelos seus antecessores. Entre intiimeros outros feitos, Euler
é o responsavel pelo conceito de funcao matematica. Lagrange, com o seu “Mécanique
Analytique”, reconstruiu a mecénica newtoniana em bases analiticas, desvencilhada de
figuras geométricas. Sobretudo, um e depois o outro plantaram e fortaleceram as raizes

do célculo variacional.

Finalmente, Cauchy. Hoje em dia, estamos acostumados a definir integrais e diferenciais
em termos de “limites”. Mas nao era bem assim antes de Cauchy. Foi ele quem botou
ordem. Livrou o céalculo dos “infinitésimos” introduzindo os conceitos de limite e de
continuidade. Deu fundamentos as idéias de derivada e integral. Inaugurou a anélise

matemética. Com a forma, a autonomia e o rigor atuais.

Para entender melhor isto, volta-se ao século XVII. Um personagem embleméatico
desta época era Fermat. Pierre de Fermat nao era um matematico profissional. De
temperamento timido, publicou apenas um artigo em vida. Dos seus feitos, had apenas
anotagoes esparsas, cartas e comentérios de admiradores. Consta que era basco, tinha uma
inclinagao por linguas e literatura, estudou leis e se tornou uma espécie de procurador da
justica. Por tédio, vocacao ou apenas para se entreter, resolveu recriar, seguindo a moda
da época, uma obra perdida de Apolonio. Era o “Plane Loci”, sobre lugares geométricos.
Talvez por conta disso, se sentiu estimulado a representar curvas por meio de relacoes

algébricas entre as coordenadas. Inventou assim a geometria cartesiana, 14 por 1630.

Esta geometria é “cartesiana” em honra a Descartes que a divulgou em 1637. O que é
justo pois, ao que tudo indica, nao se sabia do trabalho de Fermat até a sua publicacao
postuma. Além disso, a notacao matemaética de Fermat era terrivel. Acostumava-se a
usar o método de Viete (criador da primeira sistematiza¢ao de simbolos algébricos, no
final do século XVI) mais perto da linguagem corrente do que do simbolismo que temos

hoje. Contudo, a geometria “cartesiana” de Fermat é considerada mais genérica e mais
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acurada do que a de Descartes.

De posse de representacoes algébricas para curvas e superficies, Fermat resolveu se
aventurar na resolucao de uma outra classe de problemas classicos. O tragado de

tangentes. Em decorréncia, se debrucou na investigacao de pontos extremos de curvas.

Nesta area, praticamente inexplorada até entao, criou um método préoprio. Um método

de obtencao de maximos e minimos que funcionava mais ou menos assim:

(i) de posse da expressdo algébrica da curva (digamos, f (z) = az? + bx + ¢) se avalia

a mesma levemente deslocada (ou seja, f (x +0));

(ii) se expande a expressao, separando-se os termos no deslocamento

(ou seja, ad? + 2axd + bd);

(iii) os deslocamentos sdo muito pequenos, toma-se apenas os termos mais relevantes

(ou seja, (2ax 4 b) 9);

(iv) se investiga quando a expressao resultante é nula para qualquer valor do

deslocamento (ou seja, em z = —2);

(V) neste ponto a curva é “quase constante” e a tangente a ela deve ser horizontal. Assim

sendo, pode se tratar de um ponto extremo.

Obviamente, desta maneira apenas se conseguem condigoes necessarias.

Em suma: Fermat usava um procedimento de calculo algébrico idéntico ao de hoje. Mas o
utilizava como uma espécie de algoritmo, sem o amparo dos conceitos de funcao, derivada
ou diferencial. Neste sentido, foi um precursor. Mais de cem anos depois, Laplace

reconheceu isto. Creditou a Fermat a invencao do calculo diferencial.

No século XVII havia uma polémica a respeito da natureza da luz. Huygens defendia
a hipotese ondulatéria, Newton acabou se sobrepondo com a corpuscular. Na verdade,
a discussao era mais ideoldgica, pois ambas se equivaliam ao explicarem a reflexao e a
refracao. No meio destas discussoes de fundamentos, Fermat propoe um ponto de partida

matemaéatico. A luz teria velocidade finita, dependente do meio circulante. Quais as
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trajetorias dos raios luminosos? Aquelas de tempo minimo. As que a luz levasse o menor

tempo de percurso.

Era um “principio”, e acabou ficando conhecido como principio de Fermat. Independente

da natureza da luz este principio, sozinho, é capaz de resolver todos os problemas da 6tica
) )

geométrica. Por outro lado, por ser teologico, criou uma polémica filoséfica. Como que a

luz saberia ser o caminho de tempo minimo antes de té-lo percorrido?

Leibniz e depois Euler se tornaram ardentes admiradores do principio de Fermat.
Tentaram generaliza-lo, aplicar a mesma teologia a outras situacoes. Com o
desenvolvimento do calculo variacional isto se tornou uma realidade. Outros principios,
chamados variacionais, surgiram. Estao hoje por toda a fisica. Condensam fatos, verdades
ou leis que surgem quando a integral no tempo de determinadas entidades matematicas é

otimizada.

Circunscreve-se ao que foi exposto a contribuicao de Fermat ao calculo de méximos e
minimos. Mas suas atividades nao se esgotam ai. Vao mais longe ainda. Fermat é
indiscutivelmente o patrono da teoria dos ntmeros. Talvez devido as suas leituras de
Diofanto, dedicou grande parte da vida a estabelecer teoremas sobre os inteiros; em

particular, os ntimeros primos (Jocelyn Freitas Bennaton — 04.2001).

1.3 Objetivo e justificativa

O objetivo desta dissertagao é essencialmente a implementacao de um cédigo computaci-
onal que manipula curvas e superficies, assim como suas derivadas, paramétricas do tipo
B-spline racionais nao-uniformes. Entretanto, buscou-se uma aplicacao de engenharia
para apresentar o potencial do coédigo desenvolvido. Esta aplicagao resultou ser a otimi-
zacao de formas de cascas, onde, obviamente, a modificacao da forma é dada pelo coédigo

computacional que manipula tais entidades como curvas, superficies.

Este se justifica devido ao fato de que a forma, distribuicao de espessura e caracteristicas
dos materiais possuem um rol dominante nos projetos de engenharia.  Minimas
quantidades de materiais, uma frequéncia especifica, um estado puro de tensoes de

membrana sao tipicos objetivos de projeto. Neste contexto, obter a forma, a distribuigao
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de espessura e o material adequado sao conceitos intrinsecos a otimizagao estrutural.
E uma justificativa indireta é que os cédigos neste trabalho desenvolvidos podem ser

utilizados para a otimizacao aerodinamica; um problema mais atual na engenharia.

1.4 Bibliografia pesquisada

Visto que o objetido desta dissertagao é a implementagao do método de modificacao de
forma denominado por: deformacao livre de forma (free-form deformation) baseado em
parametriza¢oes do tipo B-spline racionais nao-uniformes (NURBS), no que concerne a
bibliografia, foram pesquisados livros e artigos da computagao grafica de grande relevancia

cientifica.

Na década de 60 o Dr. Pierre Bézier, um engenheiro da corporacao Renault, criou uma
formulacao paramétrica para o uso em modelagem geométrica, publicado em 1972, Bézier
(1972) baseado no trabalho de Bernstein (1912). deCasteljau, engenheiro contemporaneo
a Bézier, da corporagao Citroén, desenvolveu algoritmos altamente eficientes para o
computo de pontos sobre uma curva Bézier. As spline foram estudadas por N.
Lobachevsky, cuja importante contribuicao para a matematica é talvez a denominada
geometria hiperbdlica (ndo-Euclidiana) no final século XVIII. A partir da proposta destes
engenheiros outros pesquisadores uniram os conceitos de funcoes spline com a formulagao
paramétrica de Bézier e os algoritmos de deCasteljau. Este fato deu-se quase que
instantanemente por deBoor (1972) e Cox (1972), desenvolvendo a parametrizagao do tipo
B-spline. Esta linha de pesquisa evoluiu rapidamente, Riesenfeld (1981) e Patterson (1985)
baseados na exelente capacidade de representacao das func¢oes racionais, encontraram em
Roberts (1965) uma maneira eficiente de implementar a parametrizagao do tipo Bézier
racional, i.e., por meio de coordenadas homogéneas. A teoria & cerca das parametrizacoes
do tipo B-spline racionais nao-uniformes foi condensada por Piegl e Tiller (1997), no livro
The NURBS Book. A pesquisa sobre o tema nao parou por aqui, até os dias de hoje
continuam ocorrendo inovagoes. Recentemente foram desenvolvidas as parametrizagoes
do tipo T-spline por Sederberg et al. (2003). Estas parametrizagoes surgem a partir da

parametrizacao NURBS juntamente com os algoritmos de remocao e inser¢ao de nos.

No que concerne a modificagao de forma deve-se observar que todas as técnicas
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desenvolvidas foram elaboradas para a computacao gréfica, devido a este fato, as técnicas
de modificacao podem nao ser adequadas para outros fins. Os tipos de modificacao
de forma, podem ser discriminadas em dois grandes grupos: baseadas na geometria e
baseadas na fisica. Os métodos baseados na fisica sao os mais recentes e sao chamados
de D-NURBS (Dynamic NURBS); foram propostos por Terzopoulos e Qin (1994), sdo os
mais intuitivos, ja que a deformagao é imposta por meio de forcas aplicadas as superficies.
Os métodos baseados na geometria sdo os apresentados por Piegl (1989a), Piegl (1989b)
e Sederberg e Parry (1986); onde (ambos métodos sdo matematicamente equivalentes).
Sederberg e Parry (1986) apresentaram o método de deformagao livre de forma (Free-
form deformation), provavelmente o mais facil de implementar e o mais adequado para

otimizacao de forma.

1.5 Descricao da dissertacao

No capitulo 2 é apresentado em ordem cronologica, os tipos de parametrizagoes que
surgiram nos tltimos quarenta anos. E apresentada a teoria da parametrizacao que Bézier
propds como ferramenta de projeto. Esta abre uma gama imensa de novas pesquisas,
como B-spline, uma extensao da proposta de Bézier; apresentada na sequéncia. Ainda,
apresenta-se a teoria elementar da parametrizacao B-spline racional nao-uniforme. Na
ultima secao é apresentada a técnica utilizada para modificar superficies, assim como o

algoritmo e alguns resultados preliminares de modificagao de forma.

No capitulo 3 é apresentada a teoria de otimizagao numérica. A teoria de otimizagao sem
restricoes e alguns métodos consagrados sao apresentados na primeira secao. A teoria
de otimizacao com restricoes é analisada detalhadamente e é apresentado o problema de
otimizacao sob o enfoque da programacao quadratica sequencial, assim como seu algoritmo

em linhas gerais.

No capitulo 4 é apresentado o problema de otimizagao estrutural e como é realizada
a transformacao da otimizacao matemética para a otimizacao em termos mecénicos.
O acoplamento do cédigo computacional desenvolvido com a otimizagao e o codigo
computacional de elementos finitos de casca é apresentado com a descricao do algoritmo

final. E concluindo, neste capitulo sao apresentados nove exemplos simples com a intenc¢ao
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de validar o codigo e consolidar a idéia de que a otimizacao de forma nao é um problema

trivial.

No capitulo 5 constam as conclusoes e sugestoes para trabalhos futuros.

No apéndice A é apresentada a formulacao do elemento de casca utilizado.
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Capitulo 2

Geometrias parametrizadas via NURBS

2.1 Introducao

As duas maneiras, de se representar analiticamente curvas, superficies e solidos
(largamente usadas na modelagem geométrica computacional ou CAGD, do acrénimo em
inglés, Computer Aided Geometry Design) sao fungoes implicitas ou fungbes paramétricas.
A fungao implicita de uma curva contida no plano xy toma a forma f(z,y) = 0. Esta
equagao descreve uma relagao implicita entre as quantidades x e y. Na forma paramétrica,
cada quantidade é representada de forma separada na forma de funcao explicita em
funcao de um, dois ou trés parametros independentes, para curvas, superficies e s6lidos,

respectivamente.

2.2 Funcoes paramétricas

A fungao paramétrica de uma curva no espago Euclideano toma a seguinte forma
Cu)=(z(u),y(u),2(u) a<u<b (2.1)

logo, C(u) é uma fungao vetorial de uma variavel independente, u. Para superficies sao

duas variaveis independentes e para solidos, trés variaveis independentes, resultando em
S (u) = (& (w0) ,y (o), = () (u) € [ab] x [eud] (2.2)

G (u,v,w) = (z (uvw), Yy (u,v,w) , z (u,v,w)) (u,v,w) € [ab] X [e,d] x [e,f]  (2.3)
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Em relagdo ao campo de variacao dos pardmetros, os intervalos [a,b], [c,d] e [e,f] sdo

arbitrarios, mas comumente se usa o intervalo normalizado.

Talvez a diferenca mais relevante entre as formas implicita e paramétrica é que na implicita
existe uma unica fungdo que descreve analiticamente certa geometria (curva, superficie
ou solido) ja na forma paramétrica existem infinitas parametriza¢oes que descrevem
analiticamente a mesma geometria. No restante desta dissertacao apenas serao tratadas

geometrias na forma paramétrica de curvas e superficies.

2.3 Beézier

Curvas e superficies Bézier foram nomeadas apés seu inventor, Dr. Pierre Bézier,
um engenheiro da corporacao Renault na década de 60, desenvolver uma formulagao
paramétrica para o uso em modelagem geométrica, publicado em 1972, Bézier (1972). A
formulagao é bastante intuitiva para que projetistas e artistas possam usar sem requerer

o conhecimento matematico de geometria analitica e diferencial.

Geometrias do tipo Bézier usam fungoes polinomiais explicitas para descrever suas

coordenadas. Uma curva Bézier de n-ésimo grau toma a seguinte forma
C(u) =) Bin(wP; wuel0]] (2.4)
i=0

onde as fungoes de base (blending), {B; .}, sdo os classicos polinomios de Bernstein de

n-ésimo grau, divulgados por Bernstein (1912), que vem dados por

]

By (u) = <”) w (1 — )" (2.5)

onde (7;) ¢ o numero ou coeficiente binomial dado por

(ZL) -0 = (2.6

e os coeficientes geométricos, {P;}, sdo chamados de pontos de controle, ja que estes
definem ou controlam a geometria parametrizada. O poligono formado pelos pontos de
controles é chamado de poligono de controle. Algumas propriedades importantes sao

listadas a seguir.
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Figura 2.1: Curva Bézier de grau dois.

SAA

a) ponto de inflexao b) poligono cruzado
) descontinuidade visual curva com uma volta

Figura 2.2: Curvas Bézier de grau trés.
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(a) curva com uma volta (b) dois pontos de inflexao
Figura 2.3: Curvas Bézier de grau quatro.

Nas figuras 2.1, 2.2, 2.3 e 2.4 sao apresentadas algumas curvas Bézier com seus respectivos

poligonos de controle.

Nestas figuras pode-se observar que os poligonos de controle definem a geometria de uma
maneira bastante intuitiva. Por esta razao o método ainda hoje é muito usado, e a maior

parte dos programas comerciais tem implementado curvas Bézier.

Figura 2.4: Curva Bézier de grau cinco.

Nas figuras 2.5 e 2.6 sao apresentados alguns polindmios de Bernstein.
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0.8 1

Figura 2.5: Polindmios de Bernstein de grau dois.

Figura 2.6: Polindmios de Bernstein de grau nove.
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Propriedades (Piegl e Tiller, 1997):

P.Bézier. 1 Funcao positiva semi-definida;

P.Bézier. 2 Parti¢io da unidade: Y . (B, =1  Yu € [0,1];
P.Bézier. 3 By, (0) = B,, (1) =1;

P.Bézier. 4 B, (u) possui um e somente um mdzimo no intervalo [0,1] e este ocorre em
u =

n’

P.Bézier. 5 Simetria: ¥n o conjunto {B;,} € simétrico em relag¢io a u = %;

P.Bézier. 6 Definicao recursiva: B;, (u) = (1 —u)B;,1(u) + uBi_1,-1 (u), tendo
definido B;, (u) =0 <« i<0 V i>n;

P.Bézier. 7 Derivadas: B;,, (u) = Bin(w) _ (Bi—1n-1 (1) — Bipn—1 (u)) com
B*l,nfl (’U,) = Bn,nfl (U) =0.

A propriedade P.Bézier. 6 produz um simples algoritmo para avaliar os polinémios de
Bernstein para um dado valor do parametro u, ja que desta mesma propriedade pode-se
concluir que um polinémio de grau n, é a combinacao linear de dois polinémios de grau

n — 1, para um dado valor do parametro.

Da propriedade P.Bézier. 7 tem-se que a derivada de um polinémio Bézier de grau n é um

outro polindmio Bézier de grau n — 1. Derivando a curva temos

C' (u) = (i f;;n (w) P:) = Z B, (u)P;

n

= Y n(Biipi () = Biger () Py

=0

= nz Bin1(u) (Piyy — P;) (2.7)
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Deixando n =2 ¢ C (u) = Y2, B (u) P;, tem-se

Cu) = (1-u)’Py+2u(l—u)P;+u’P,

= (I1-uw)[(1—=u)Po+uPi]+u[(l—u)P;+ uPy

(. J/ . J/

linear linear

Logo, C (u) é obtido a partir da interpolac¢ao linear de duas curvas Bézier de primeiro

grau; em particular, um ponto sobre C (u) é obtido por trés interpolagoes lineares.

Denotando, para uma curva Bézier geral de n-ésimo grau, C, (Py,...,P,) tem-se

Cn (Po, e ,Pn) = (]. — u) Cn—l (Po, N 7Pn_1> + uCn_l (Pl, N ,Pn) (28)

deCasteljau, engenheiro contemporaneo a Bézier da corporacao Citroén, a partir da
expressao (2.8) desenvolveu o algoritmo para avaliar um ponto sobre uma curva Bézier
para um dado valor do parametro. Fixando u = u, e denotando P; como P, ;, a expressao

(2.8) produz o algoritmo de deCasteljau, C (ug) = Py, (uo)

Pri(up) = (1 —up) Pr_1 (uo) + woPr—1i41 (uo) para { 0 o " (2.9)

As figuras 2.7 e 2.8, apresentam a proposta de deCasteljau.

Figura 2.7: Ponto sobre curva quadratica por repetidas interpolagoes lineares em .
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Figura 2.8: Ponto sobre curva ciibica por repetidas interpolagoes lineares em wy.

2.4 Coordenadas homogéneas

O conceito de infinito na computacao somente pode ser definido com a introducao do

conceito de coordenadas homogéneas. Considere a quantidade a e um nimero real w, onde

a quantidade a pode ser um ponto no R!, R? ou R3. Fixando a e variando w, a relacao

v = = pode tomar uma gama de variagao de menos a mais infinito. Computacionalmente

pode-se definir v como o par ordenado (a,w), ou seja, para todo w diferente de zero,
a

v = (a,w) em coordenadas homogéneas ou v = 2 em coordenadas cartesianas; se w = 0

entao o ponto (a,0) representa um ponto no infinito.

Tomando o conceito de infinito para o sistema de coordenas cartesianas, pode-se substituir

z Yy z
wlw’w

); neste caso a fungao f (z,y,z) torna-se f (£ L 3)

wlw’w

a triade ordenada (x,y,z) por (
Sendo f uma funcao de n-ésimo grau, multiplicando f por w” se eliminara todos os
denominadores e ainda todas as condigoes (termos dos polinémios) serao de grau n. Como
consequéncia estes polinomios sao chamados de polindmios homogéneos e as coordenadas

(zw,yw,zw,w) sdo chamadas de coordenadas homogéneas.

Sabe-se da matemética classica que todas as conicas, curvas e superficies, podem ser

representadas através de polindmios racionais, apresentado por Roberts (1965), Riesenfeld
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(1981) e Patterson (1985). A idéia das coordenadas homogéneas ¢ representar uma
curva polindémial racional no espaco n-dimensional como uma curva polindmial no espago
(n + 1)-dimensional. Os pontos P = (z,y,2z) no espago homogéneo resultam ser P¥ =
(zw,yw,zw,w) = (X,Y,Z,W) no espago de quarta dimensao. P é obtido de P* dividindo
todas as coordenadas pela quarta coordenada, W, i.e., quando se faz o mapeamento de
P" desde a origem ao hiperplano W = 1. Este mapeamento, denotado por H, é uma

perspectiva com ponto de fuga na origem sobre o hiperplano W =1

XY 7
(W,W,W) se W#O

direcao (X,Y,Z) se W=0

P=H{P"} =H{(XY.ZW)} = (2.10)

A figura 2.9 exemplifica para duas dimensoes este conceito.

w
A

Figura 2.9: Transformacao de um ponto do espago homogéneo ao espaco Euclideano.

Obviamente, para mapear um ponto do espaco paramétrico ao espaco Euclideano, para
representagoes paramétricas, se faz o mapeamento do espago paramétrico para o espaco

homogéneo e do espago homogéneo ao espaco Euclideano.
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2.5 Bézier racional

Unindo os conceitos apresentados nas segoes 2.3 e 2.4, tém-se fungoes racionais que podem
ser escritas na forma

_ _ A

(2.11)

onde X (u), Y (u), Z(u) e W (u) sdo polindémios, e ainda, cada coordenada tem o

denominador comum. Definindo uma curva Bézier racional de n-ésimo grau por

Z?:o By (u) w;

P; e B;, foram definidos anteriormente na se¢ao 2.3, os w; sao escalares, chamados de

u € [0,1] (2.12)

pesos. Entao, W (u) = >0 B, (u)w; é o denominador comum da func¢do. Exceto
quando explicito, w; > 0, assim W (u) > 0 para todo u € [0,1]. Pode-se escrever (2.12)

da seguinte maneira

C(u) = i R; ., (u)P; u € [0,1] (2.13)
onde :
Ry (w) Bin (w) w: (2.14)

2o Bin (W) wy
As R, ,, (u) sao as fungoes de base racionais. A figura 2.10 mostra a transformacéo de uma

curva do espago homogéneo ao espaco Euclideano, tornando esta uma curva racional.

Py

Figura 2.10: Transformacao de uma curva do espago homogéneo ao espaco Euclideano.
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As propriedades de R;,, sao derivadas da expressao (2.13) e das propriedades de B; .

Propriedades (Piegl e Tiller, 1997):

P.Bézier. 8 Funcao positiva semi-definida;

P.Bézier. 9 Parti¢io da unidade: Y . (R;, =1  Yu € [0,1];

P.Bézier. 10 Ry, (0) = R, (1) =1;

P.Bézier. 11 R;,, (u) possui um e somente um mdzimo no intervalo [0,1];

P.Bézier. 12 se w; = 1 Vi; entio R;, (u) = B;, (u) Vi; i.e., B;,(u) é um caso

)

particular de R;,, (u);

Estas produzem propriedades geométricas das curvas racionais Bézier;

P.Bézier. 13 Regiao convexa: a curva estd contida na regiao convexa formada pelo

poligono de controle;

P.Bézier. 14 Transformacoes lineares: transformacoes tais como rotacao, translagao,
escala e cisalhamento aplicados a curva sao realizadas aplicando tal transformagao ao

poligono de controle;

P.Bézier. 15 Nenhuma reta ou plano contém mais interse¢oes com uma curva Bézier do

que esta reta ou plano contém com o poligono de controle da curva,

P.Bézier. 16 Interpolagcao dos pontos finais: C(0) =Py e C(1) = P,,;

P.Bézier. 17 A k-ésima derivada em u = 0 e u = 1 depende dos primeiros e ultimos
k + 1 pontos de controle e pesos; em particular C (0) e C (1), sao paralelos a Py — Py e

P, — P,_1, repectivamente;
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P.Bézier. 18 Curvas Bézier sao um caso particular de curvas racionais Bézier.

A figura 2.11 apresenta a construcao de um arco de circunferéncia e a figura 2.12
apresenta o mapeamento do arco do espago homogéneo ao espago Euclideano. A descri¢ao
parameétrica desta curva Bézier racional é
C () = (2 (u) y (u) = <1_—“22—“) we 0,1 (2.15)
14+u?'1+u?
Para um dado conjunto de pontos de controle, P;, e pesos, w;, os pontos de controle em
coordenadas homogéneas resultam ser PY = (w;x;,w;y;,w;z;,w;), e assim se pode definir a

curva Bézier nao-racional no espago de quarta dimensao (em coordenadas homogéneas)

como
C”(u) = Bin(u)Py (2.16)
i=0
O algoritmo de deCasteljau (2.9), pode ser utilizado para Bézier em coordenadas
homogéneas
y y y k=1,....n
Pk,i (uo) = (1 — up) Pkfl,i (uo) + uOPkfl,z#l (uo) para . I (2.17)
1=0,...,n—
yl\
P,(0,1) P,(1,1)
Wz =2 Wl —1
w, =1
P, (1,00 *

Figura 2.11: Construcao de um arco de circunferéncia.

Na tabela 2.1 a expressao (2.17) é exemplificada para um ponto em um arco de

circunferéncia, com o valor do parametro u = %

Mapeando este ponto para o espaco Euclideano, tem-se C (%) = (%,%) Observar que o

ponto médio no espaco paramétrico nao resultou ser o ponto médio no espaco Euclideano;
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» =

Figura 2.12: Mapeamento do arco do espa¢o homogéneo ao espago Euclideano.

Tabela 2.1: Geragao do ponto C% (%) em um arco de circunferéncia.

w w w
PO,z’:O,l,Q Pl,i:O,l P2,0

(1,0,1)

(1.L) (313) - e

(0,2,2)

final (diferenciando a expressao (2.15) se percebe este fato).

2.6 Superficie: produto tensorial

isto ocorre pelo fato da parametrizacao nao ser uniforme, i.e., a velocidade do parametro

nao é constante. No ponto inicial a magnitude da derivada vale o dobro do que no ponto

As curvas sao funcoes vetoriais que relacionam R! com R? ou R3, i.e., sdo vetores que
dependem de um parametro, onde se faz o mapeamento do espaco paramétrico para
o espa¢o homogéneo e do espago homogéneo ao espago Euclideano. As superficies sao
funcoes vetoriais que relacionam R? com R3, i.e., sao vetores que dependem de dois

parametros, onde se faz o mapeamento do espaco paramétrico para o espago homogéneo
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e do espago homogéneo ao espaco Euclideano.

As superficies sempre resultam ser da forma (2.2), entretanto existem diversos esquemas
para representar superficies, sendo que alguns destes podem ser vistos em Piegl e Tiller
(1989). Provavelmente o método mais simples e o mais usado para modelagem geométrica

¢é o esquema de produto tensorial, que serd o esquema empregado neste trabalho.

Basicamente, uma superficie gerada por produto tensorial, constitui um esquema de curvas
bidirecionais. Este esquema usa funcoes de base e coeficientes geométricos. As fungoes
de base sao bivariantes de u e v, as quais sao construidas pelo produto de fungoes de base
univariantes. Os coeficientes geométricos sao arranjados (topologicamente) em uma rede
bidirecional n x m. Logo, uma superficie de produto tensorial possui a forma

S (u,v) = (x (u,v) Y (u,v) ) 2 (u,v)) = Z Z fz (u) 9j (U) bi,j (2'18>

i=0 j=0
onde
bij = (2ijYij%5)
{ (u,w) € [0,1] x [0,1]
Note que o dominio paramétrico (u,v) é um quadrado; mais adiante sdo usados dominios

retangulares. A superficie (2.18) na forma matricial toma a seguinte forma

S (uw) = [fi ()] [bis] [g; (v)] (2.19)
onde [f; (u)]" é um vetor em linha de dimensio (n + 1), [g; (v)] € um vetor em coluna
de dimensao (m + 1) e [b; ;] ¢ uma matriz de dimensao (n + 1) x (m + 1) dos pontos de

controle em trés dimensoes.

Superficies Bézier nao-racionais, sao obtidas tomando uma rede bidirecional dos pontos

de controle e o produto dos polinémios univariantes de Bernstein.

S(uw) =YY Bin(u)Bim(0)Pi;  (uw)€[0,1] x [0,1] (2.20)

i=0 j=0

Para um v = ug

n m

Cu, (0) =S (uow) = > Y Biy (o) Bjm (v) Py

i=0 j=0

= Z Bjm (v) (Z B;n (ug) Pi,j>
= D Bim (1) Q; (w) (2.21)

J=0
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onde Q; (ug) = Y iy Bin (uo) P;; para j =0,...,m é uma curva Bézier que esta contida

na superficie. De forma analoga tem-se, C,, (u) = > Bin (u) Q; (vo).

As propriedades das superficies Bézier sao anédlogas as propriedades ja explanadas para

as curvas, com excecao da propriedade P.Bézier. 15; esta nao possui uma analogia.

O algoritmo de deCasteljau facilmente é extendido para avaliar um ponto sobre uma
superficie Bézier. Da expressao (2.21), com (ug,v9) € j = Jjo tem-se Q,, (ug) =
Yo Bin (uo) P j, pela aplicagao do algoritmo de deCasteljau a linha j, dos pontos de
controle, i.e, aplicado a P; j,, 2 = 0,...,n. Assim tem-se um novo ponto de controle sobre
a linha jo. Logo, aplicando o mesmo (m + 1) vezes se produz C,, (v), curva Bézier sobre
o parametro ug. Aplicando o algoritmo de deCasteljau uma vez mais para o parametro

vy sobre a curva Bézier C,, (v) tem-se C,, (vg) = S (ug,v0). Este processo requer

n(n+1)(m+1) +m(m—i—1)

: ; (2.22)

interpolagoes lineares.
Se n > m entao se computa C,, (v) e logo C,, (vo)

Definindo uma superficie Bézier racional pela projecao perspectiva de uma superficie

Bézier polinomial de quatro dimensoes, tem-se

S (u0) =Y > By (u) Bjm (v) Py (2.23)
i=0 j=0
e
TSN B (W) By, (V) w; Py
S () — (5% (w)) = Db Tho Bin () B () Py
i=0 22 j—0 Bin (0) Bjm (v) wy
= Z Ri,n (U,U) PiJ (224)
i=0 j=0
onde
By (u) Bjm (v) wy

R, (uw) = (2.25)

n m
2 _r—0 250 Bran (1) Bsm (V) wr. g
Observar que R;, (u,v) sdo fungdes racionais, mas nio sao o produto das outras funcoes

de base, da expressao (2.14). Logo S (u,v) nao é uma superficie por produto tensorial, mas
S* (u,v) sim. Assim como para as curvas, os algoritmos desenvolvidos foram elaborados

em coordenadas homogéneas, e o resultado foi mapeado para o espago Fuclideano.
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2.7 Funcoes de base B-spline

Curvas e superficies que consistem de apenas um polinémio ou um polinémio racional sao

inadequadas em geral para representar geometrias complexas, ja que

e um alto grau é necessério para satisfazer um grande nimero de restri¢oes; dados n
pontos se precisa de um polinémio de grau (n — 1). Ainda, polinémios de alto grau

sao ineficientes para processar e sao numericamente instaveis;
e curvas e superficies de alto grau sao necessarias para ajustar formas complexas;

e curvas e superficies que consistem de apenas um segmento sao dificeis de manipular,

i.e., o controle nao é suficientemente local.

A solucao é usar curvas e superficies que sao descritas por polinébmios por partes, ou

polinémios racionais por partes. A figura 2.13 mostra uma curva, C (u), que consiste de

C 3(U)

C 2(”)

Cl(l.l)

u,=0 u, u, u;=1

Figura 2.13: Trés polindémios por partes de grau trés.

trés (m = 3) polinomios de grau trés. C (u) esta definida em u € [0,1]. Os valores dos
parametros uy = 0 < u; < uy < ug = 1 sdo chamados de pontos de parada (breakpoints).
Eles sdo os pontos dos extremos de cada segmento de polinomio. Denota-se por C; (u)
com i € [1,m] os segmentos da curva. Os segmentos sdo construidos de maneira que
na uniao se tenha algum nivel de continuidade, nao necessariamente o mesmo para cada
ponto de parada. Sendo ng ) (u) a j-ésima derivada de C; (u), C (u) possui continuidade

paramétrica C* no ponto de parada u; se CZ@ (u;) = Cz(-i)l (u;) para todo j € [0,k].
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Obviamente, os polindémios aqui usados serao os polindmios na forma Bézier. A figura

2.14 apresenta trés segmentos na forma cibica de Bézier. P denota o i-ésimo ponto de

Figura 2.14: Curva da figura 2.13 na forma Bézier.

controle do j-ésimo segmento.

Se o grau trés, for mantido, e os pontos de parada U = {ug, uy, us, uz} forem fixados,
permitindo os doze pontos de controle, P}, variarem arbitrariamente, se obtém um espago

vetorial, §, contendo todas as curvas polinomiais por partes de grau trés sobre U.

S tem dimensao doze, e uma curva em S pode ser descontinua em u; ou us. Supondo que
se especifica (como na figura 2.14) P} = P2 e P2 = P3| isto produz um espago vetorial
S, ie., todas as curvas polinomiais por partes de grau trés sobre U sao, pelo menos, de

continuidade C° em qualquer ponto. S° tem dimensao dez e S° C S.

Impondo continuidade C! (ja considerando P1 = P32), usando a expressio (2.7) e avaliando

em zero e em um, tem-se
C)=nP,—-Py) C(1)=nP,-P,1) (2.26)

Se faz uma mudanga de variavel do tipo

U — Ug U — up
vV = — n = ———-
U — Ug U2 — U

sendo v e w pardmetros locais nos intervalos [ug,u;] e [u1,us], respectivamente. Entéo,

v,w) € [0,1] x [0,1]. Continuidade C* em u; implica
(vw) € [

L cW@w=1)=c® (u)=CP (u) =

Uy — Ug Uz — Uy
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e a partir das expressoes de (2.26), tem-se que
3 3
s Pl - Pl - v P2 . P2
Ul—Uo( ’ 2) U2—U1( ! 0)

logo
(Ug — Ul) P% + (Ul — UO) P%
U2 — Ug

P; = (2.27)

A expressao (2.27) mostra a dependéncia de P} e P2, j4 que podem ser escritos em fungao

de Pi, P? ¢ P3, P3, respectivamente.

Logo, isto produz um espaco vetorial S!, i.e., todas as curvas polinomiais por partes
de grau trés sobre U sao, pelo menos, de continuidade C' em qualquer ponto. S! tem
dimensao oito e S € 8 € S. A continuidade C? é obtida com o espaco vetorial S? de

dimensao seis.

Observar que o que se procura é uma representacao para uma curva do tipo
Cu) =Y fi(u)P; (2.28)
=0

onde P; s@o os pontos de controle, e as {f;(u),i=0,...,n} s@o fungdes polinomiais
por partes formando uma base do espago vetorial de todas as fungoes polinomiais por
partes que satisfagam as expectativas prescritas, tais como grau e continuidade, (para
uma sequéncia de pontos de parada fixa U = {w;},i € [0,m]). A continuidade vem
dada pelas funcoes de base, ja que os pontos de controle podem ser manipulados sem
alterar a continuidade da curva. Ainda, {f;} podem ser as apresentadas na se¢ao 2.3; isto
assegura que as curvas definidas por (2.28) possuem propriedades similares as propriedades
das curvas Bézier. Outra propriedade importante destas novas func¢oes de base é o
suporte local; isto implica que cada f; (u) ndo é zero somente em um namero limitado
de subintervalos, ndo no dominio inteiro, [ug, u,]. Ja que P; é multiplicado por f; (u),

movendo P; somente ¢é afetada a forma da curva no subintervalo onde f; (u) nao for zero.

Finalmente, dado um polinémio por partes adequado, podem-se construir curvas por

partes racionais.
C*(u) = fi(u)Py (2.29)
i=0

Uma superficie nao-racional e racional por produto tensorial, sao dadas respectivamente

S (u,v) = Z Z figi (u) Py (2.30)

i=0 j=0
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n

m
i=0 j=0

2.7.1 Definicao e propriedades das funcoes de base B-spline

Existem intmeras maneiras para definir as fungoes de base B-spline, a mais aceita e

conhecida foi dada por deBoor (1972) e por Cox (1972), a definigao recursiva.

Sendo U = {uy, ..., uy,} uma sequéncia de nimeros reais crescentes (nao necessariamente
mondétona crescente), i.e., u; < Uiy, ¢ =0,...,m — 1. Os u; sdo os nos (knots), e U é o
vetor de nos (knots vector). A i-ésima fungao de base B-spline de grau p (ordem p + 1),

denotada por N;, (u), é definida como

I sewu; <u<up

Nio(u) =
i (4) 0 caso contrario
U — u; u; —u
Nip(u) = ————Nip1 (u) + — 22— Ny (u) (2.32)
Witp — Ui Witp+1 — Uit

Observar que

Nio (u) é a funcao de Heaviside (degrau unitéario), igual a zero em todo o dominio

exceto no intervalo semi-aberto u € [u;, u;y1);

e para p > 0, N;,(u) ¢ uma combinacdo linear de duas func¢oes de base de grau

(p—1);

e 0 computo de um conjunto de funcoes de base requer a especificacao do vetor de

nos, U, e do grau, p;

e a expressao (2.32) pode produzir o quociente zero sobre zero; este é definido igual &

Z€r0;

e as N, , (u) fungdes polinomiais por partes estao definidas no conjunto dos reais; em

geral somente interessam no intervalo semi-aberto [ug, u,);

e o intervalo semi-aberto [u;, u;11), é chamado de periodo do i-ésimo no; este pode

ter comprimento zero ja que os noés podem nao ser distintos;

e o computo das funcoes de base geram uma tabela triangular truncada, tabela 2.2.
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Tabela 2.2: Tabela triangular truncada das N, (u).

Noyo

Noa
Nio No 2

Ny Nos
Ny Ny

Ny Ni3
Ns Ny

N3

Por simplificagao N;, (u) pode ser escrito como N; .

Em relacado a nomenclatura, o termo pontos de parada (breakpoints) é usado sempre que
u; < Uuii1, 1.e., sequéncia mondtona crescente; o termo vetor de nos (knots vector) é usado
sempre que u; < Ui, 1.€., sequéncia crescente. O termo B-spline significa que se esta

fazendo uso de fungdes de Bernstein (B) por partes (spline).

Logo, um caso particular das curvas e superficies B-spline devem ser as curvas e superficies

Bézier. Esta particularizacao vem dada sempre que o vetor de noés vier dado na forma

U=10,...,0,1,...,1}
—— ——

p+1 p+1
Sendo
U = {Uo = 0,U1 = O,UQ = O,Ug = 1,U4 = 2,U5 = 3,U6 = 4,U7 = 4,U8 = 5,U9 = 5,U10 = 5}
e p = 2. As fungoes de base, nao nulas, de grau zero, um e dois sao apresentadas nas

figuras 2.15, 2.16 e 2.17, respectivamente.

Algumas propriedades importantes das funcoes de base B-spline sao listadas, as quais
fornecem caracteristicas geométricas desejaveis na modelagem e na manipucao de curvas

e superficies.

Propriedades (Piegl e Tiller, 1997):

P.B-spline. 1 Fungao positiva semi-definida (demonstrado por indugao sobre p);
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Nzo Nao
1 1
0.6 0.6
0 T J O T 4 i
0 1 2 3 4 5 1 2 3 4 5
L3 u
NAo NSD
1 1
0.6 0.6
0 T u i Qi T T I m
1 2 3 4 5 0 1 2 3 4 5
U U
N70
1
0.6
0 T T T T Tl
1 2 3 5

Figura 2.15: Funcgoes de base nao-nulas de zero grau.

Nll N21 N31 N41 N71
1 NSl NEI
0.6
0 1if Y f 1 it i
0 1 2 3 4 5

NSZ N
1 ll\lo2 7.2
1.2 sz NEZ Nd2
0.6 Ne.
0 1 2 3 4 5

Figura 2.17: Fungoes de base nao-nulas de segundo grau.

P.B-spline. 2 Suporte local: N;, (u) =0 se u estiwver fora do intervalo [u;, u;1p4+1) (local

support property);

Este esquema ¢ ilustrado na tabela triangular 2.3. Observar que N; 3 é uma combinacao

de Ny, Nog, N3 e Nyg. Logo, Ni 3 é nao-nula somente no intervalo para u € [uy, us)

P.B-spline. 3 Em um dado periodo (knot span) [u;, uj+1), no mdximo p+1 das N, (u)
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Tabela 2.3: Suporte local.

Nl,O N0,2
AN
Ny Nos
/ \
N Nig
AN / AN
Noy Ni3
/ AN e
N3 Ny o
AN /
N3 N3
/
N470 N3,2
sao nao-nulas, e sao chamadas de Nj_p, ..., Njp,;

Sobre u € [us, uy) a unica fun¢do nao-nula de grau zero ¢ N3, e as tnicas fungdes nao-

nulas de grau trés sao Nys, ..., N33. Esta propriedade ¢ ilustrada na tabela triangular

24.

Tabela 2.4: Fungoes nao-nulas sobre u € [us, uy).

Nia
Na
Ny
/
N3
N\
N3,
Nyp
Ny,

SN SN

Ny

SN SN SN

N0,3

Nis

P.B-spline. 4 Parti¢ao da unidade: dado um periodo arbitrdrio, [u;, u;y1),

Zi Nj,p (u) =1 \V/U € [UZ’,UZ‘+1),'

Jj=i—p
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P.B-spline. 5 Todas as derivadas de N, (u) existem no interior do periodo. Sobre o nd,

N, (u) € CP™% continuo, onde k € a multiplicidade do nd;

P.B-spline. 6 Exceto para p =0, N;, (u) possui um e somente um mdzximo.

O efeito da multiplicidade dos nés deve ser entendido em dois diferentes aspectos. Supondo
um vetor de nés dados por U = {0,0,0,1,2,3,4,4,5,5,5} e o grau p = 2, pela propriedade
P.B-spline. 2 tem-se que as fung¢oes base sao computadas nos seguintes periodos, pois valem

zero nos demais

Noo: {0,0,0,1}
Nis: {0,0,1,2}
Nys: {0,1,2,3}
N3o: {1,2,3,4}
Nyo: {2,3,4,4}
Nso: {3,4,4,5}
Ngo: {4,4,5,5}

N7,2 : {4a 57 57 5}

Os dois diferentes aspectos da multiplicidade dos nés sao:

e a multiplicidade do n6 em relacao ao vetor de nos;

e a multiplicidade do n6 em relacao as fungoes de base.

Para este dado vetor de noés, em v = 0 tem-se multiplicidade trés, mas em relacao as
funcoes de base Nya, N1z e Ny, em u = 0 tem-se multiplicidade trés, dois e um,
respectivamente. Logo, da propriedade P.B-spline. 5, tem-se que a continuidade das

funcoes de base em u = 0 é:

e Ny ¢ discontinua;

e N, é C° continua;
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e Ny, & C! continua;

® Ng,g, N4,2, N5,2, N672 c N772 nao sao afetadas.

Este fato mostra como as fungoes de base “percebem” os nés, i.e., Nypo percebe uma
multiplicidade trés enquanto Ny, percebe uma multiplicidade dois em v = 0. Assim

como Ngo é CY continua em u =4 e u = 5.

2.7.2 Derivadas das funcoes de base B-spline

As derivadas das fungoes de base, vem dadas por

p p
Witp — Ui Uitp+1 — Uit1

N, () = Nitipor () (2.33)

A expressao (2.33) é demostrada por indugao sobre p (Piegl e Tiller, 1997). Agora,

denotando por Ni(f;) (u) a k-ésima derivada de N;, (u), diferenciar repetidamente produz

N D N =D
N® (u>zp< il ee—" (2.34)

Z?p
Uipp — Wi Uippr1 — Ui

A expressao (2.35), dada a seguir, é uma outra generalizacao de (2.34). Esta computa a

. (k) -
derivada N,y (u) em termos das fungoes N; p_k, ..., Nitkp—k
Pl o
(k) _ :
N;, (u) = | Z ki Nitjp—k (2.35)
’ (p—k)! 4
Jj=0
ago =1
Qr—1,0
o= ———————
WUitp—k+1 — Ug
Ap—1,5 — Ak—1,5—1 .
Ak, = jzl,...,k—l
Witptj—k+1 — Wity
—Qk—1,k—1
Q. =

Ujtp+1 — Uitk
Ainda, Butterfield (1976) fornece uma equagao para o computo das derivadas das fun¢oes
de base B-spline, dada por

k p U — Uy k Uitp+1 — U k
N} )<U) = — 4Ni(,p)fl +— . - Nz‘(+)1,p71
Ui4p Uj Ui4p+1 Ui41

k=0,....p—1 (2.36)

Sobre um vetor de nés U = {0,0,0,0,1,2,3,4,4,5,5,5,5} sao definidas as nove fungdes

de base B-spline de grau trés, na figura 2.18, e suas respectivas derivadas na figura 2.19.
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5

1
0 1 2 3 4
U

Figura 2.18: Fungoes de base B-spline de grau trés.

Figura 2.19: Derivadas das fungoes de base B-spline da figura 2.18.

2.7.3 Mais propriedades das funcoes de base

Seja {u;}, 0 < j < k, um conjunto de pontos de parada. O conjunto de todas as funcoes
de base polinomiais por partes de grau p sobre {u;}, as quais sao C"7 continuas em u = u;,
formam um espago vetorial, S (—1 < r; < p). Se nenhuma restri¢do de continuidade for
imposta (r; = —1 Vj), a dimens@o de S (denotada por dim (S)) é igual & k (p+ 1). Cada

restricao de continuidade que for imposta, reduz a dimensao em uma unidade, logo

Mw

dim (S) =k(p+1) (r; +1) (2.37)

7=0
Pela propriedade P.B-spline. 5, conseguem-se as fungoes de base B-spline de grau p sobre

{u;}, com a continuidade desejada, pela apropriada escolha da multiplicidade dos nos s,
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onde s; = p —r;. Logo, o vetor de nés toma a seguinte forma

U= {ug, .., U, UpyeeyUpyene, Upy oo, U}
N ~~ ~~ v
S0 S1 Sk

m:(gs])_l

Observar que existem m funcoes de grau zero, N, o, m — 1 fun¢oes de primeiro grau, V; 1,

Logo

e em geral, m — p funcoes de grau p, NV;,, as quais devem ter a continuidade desejada,

r; =p—s;. Logo, N;, C S. Substituindo s; = p —r; em (2.37) produz

dim (§) = k(p+1)—Z(p—sj+1)

J=0
k

= k(p+ 1) —(k+1)p+ > s;— (k+1)

=0
k
= P14 s
j=0
= m — p
Entao, o nimero de fungdes de base de grau p sobre U ¢ igual a dim (S). Para justificar o
termo fungoes de ‘base’ se demonstra que N;, (u) sao linearmente independentes (inducao

sobre p), i.e., estas formam uma base do espago vetorial, S. Claramente, as fung¢oes de

grau zero, sao linearmente independentes.

Assume-se que para o grau (p — 1), com p > 0, as fungdes sao linearmente independentes.

Sendo n = m — p — 1, assume-se que
n
Z CkiNi,p ('LL) =0
i=0

Pela expressao (2.33) tem-se que

n ! n
0 = (Z OéiNi7p> = Z O[iNi/’p
=0

=0

- Nip—1 Nit1p-1 )
=X

Uipp — Ui Ujppr1 — Uit

implicando em
n

0=%" N S, Nit1p1

1
‘=0 Witp — U i—o  Witp+1 — Uipl
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Nop—1 = Npt1p-1 = 0; logo, a expressao (2.38) resulta

n
o — Qi
0= Z et Nip1
i=1 ui-i—p — U
isto implica que a; — a;_1 = 0, e como foi assumido que fungdes de grau (p —1)
sao linearmente independentes para p > 0, tem-se que «; = 0 Vi. Isto completa a

demonstragao.

Obviamente, uma vez fixado o grau, o vetor de nés determina completamente as fungoes

N, (u). Neste trabalho apenas sao considerados os vetores de nos ndo-periddicos (ou
abertos), que tem a forma

U=1a,...,a,uy11,...,Un_p_1,b,...,b 2.38

{ p+ m—p } (2.38)

p+1 p+1

O primeiro e dltimo né possuem multiplicidade p+ 1. Para vetores de nés nao-periédicos,

existem propriedades adicionais.

Propriedades (Piegl e Tiller, 1997):

P.B-spline. 7 Um vetor de nés que possuem a forma

U=10,...,0,1,...,1}
S——
p+1 p+1

produzem os polindomios de Bernstein de grau p;

P.B-spline. 8 Se o niumero de nos m + 1, o grau das fungoes base p, e o nimero da

fungoes base de grau p é n+ 1, entao m =n+p+ 1.

Seja N, (u) a tltima funcdo de base de grau p, e nao-nula em [uy,,Upipt1). Entao o
ultimo noé € uy,4p41 = Uy, propriedade P.B-spline. 8. Ainda, existe a classificagao do vetor
de nés quanto a uniformidade, i.e., um vetor de nés uniforme é aquele que possui a mesma

distancia entre os nos. Caso contrario este vetor de nos é nao-uniforme.

2.8 Curvas e superficies B-spline

O uso de B-spline para modelagem geométrica computacional ou CAGD foi proposta por

Riesenfeld (1973). Hoje, diversos programas computacionais de engenharia fazem o uso
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de B-spline, e talvez sejam a descricao mais usada.

2.8.1 Definicao e propriedades das curvas B-spline

Uma curva B-spline de grau p ¢é definida por
Cu)=) NipWP;  uclab] (2.39)
=0

onde {P;} sdo os pontos de contole, ¢ {N;, (u)} sdo as funcoes base B-spline de grau p

definidas sobre um vetor de nés nao-periodicos e nao-uniformes

U={a,....,a,Upr1,. .., Up_p_1,b,...,b} (2.40)

p+1 p+1

de (m 4+ 1) nos.

Propriedades (Piegl e Tiller, 1997):

P.B-spline. 9 Sen=peld ={0,...,0,1,...,1}, entao C(u) € uma curva Bézier;

P.B-spline. 10 C (u) € uma curva polinomial por partes (desde que as N;,(u) sejam
polinomiais por partes); o grau, p, o nimero de pontos de controle, n+ 1, e o nimero de

nds, m + 1, estao relacionados por

m=n+p+1 (2.41)
P.B-spline. 11 Interpolagao dos pontos de controle extremos: C(a) =Py e C(b) =P,

P.B-spline. 12 Transformacoes lineares: transformacoes tais como rotacao, translacao,
escala e cisalhamento aplicados a curva sao realizadas aplicando tal transformacao ao

poligono de controle; Considerando a transformagao
O (r)=Ar+v (2.42)

onde A é uma matriz 3 X 3, r um ponto no espaco Fuclideano, e v um vetor, tem-se
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baseado na propriedade P.B-spline. 4 a particao da unidade, 1i.e.,
d(r) = & (Z N;,, (u) Pi> — A (Z N;,, (u) Pi> v
i=0 i=0
= D AN, WP+ ) Ny (u)v
i=0 i=0

= Z Nip (u) (AP; +v) = Z Nip (u) @ (P;)

P.B-spline. 13 Regiao convexa: a curva estd contida na regiao convexa formada pelo
poligono de controle; De fato, seu € [u;,ui1), p < i < m—p—1, entdo C (u) estard contida
no poligono de controle P,_,, ..., P;. Esta vem dada pelas propriedades P.B-spline. 1,

P.B-spline. 2 e P.B-spline. 4;

P.B-spline. 14 Esquema de modificag¢ao local: movendo P; a curva C (u) modifica sua

forma somente no intervalo [u;, ui1pi1), esta resulta da propriedade P.B-spline. 2;
P.B-spline. 15 O poligono de controle representa a aproximacao linear da curva;

P.B-spline. 16 Movendo o pardmetro u, ao longo da curva, i.e., de u = a até u =b, as
fungoes N;,, (u) vao sendo “desligadas” e “ligadas”, resulta da propriedade P.B-spline. 3;
ou seja, quando u pasa por um no j, € “desligada” a fungao N;_,_i1, e “ligada” a funcao

N] P 7‘

P.B-spline. 17 Nenhuma reta ou plano contém mais intersegoes com uma curva B-spline

do que esta reta ou plano contém com o poligono de controle da curva;

P.B-spline. 18 A continuidade e a diferencibilidade da curva C (u) sequem das fungoes
de base N;,(u), ji que C(u) é uma combinagao linear das N;,(u). Logo, C(u) €
infinitamente diferencidvel no interior do intervalo de nds, e ¢ CP~F continua sobre o

nd de multiplicidade k;

P.B-spline. 19 E possivel e s vezes vantajoso usar maltiplos (coincidentes) pontos de
controle; pela propriedade P.B-spline. 13, a curva C (u) inevitavelmente ird passar pelos
pontos de controle coincidentes, assim gerando uma descontinuidade visual, jd que as

funcoes de base permanecem com a mesma continuidade.
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2.8.2 Derivadas das curvas B-spline

Denotando por C%) (u) a k-ésima derivada da curva C (u), fixando u, tem-se C* (u) pelo

computo das k-ésimas derivadas das fungoes de base.
C® (u Z N (u) P, (2.43)

Observar que para k > p as derivadas valem zero; o mesmo nao acontece para curvas e

superficies racionais. Diferenciando a curva B-spline de grau p,

=Y Niy(u)P
=0

definida sobre um vetor de nos
U= {O,...,O,Up+1,...,Um_p_l,l,...,l}
p+1 p+1

das expressoes (2.43) e (2.33) tem-se que
C'(u) = Z N]
i=0

= > (LNMH () = —— Nit1p (U)> P;
i=0

Uitp — Us Ujgp+1 — Uit

= (p 2_: Nit1p-1 () L) — (pz Niy1p-1(u) L)

Ui4p+1 — Ui Uitp+1 — Ui

Nop-1(u) Py — PP, Nit1p-1 (u) Py
) NZ _ )
p—up o +p E +1p-1 (1) P

=0 Ujdp4+1 — Uig1 Un4p+1 — Un41

O primeiro e tltimo termo possuem denominador zero, por defini¢ao este quociente resulta
zero. Logo

n—1 -1
Pz+1 - 3
ZPE Nij1p1 (u)+ = E Nit1p-1(
=0

Witp+1 — Uit

onde
P —P;

WUitp+1 — Uit

Q;=p (2.44)

Agora, sendo U’ o vetor de nds obtido pela subtracao do no inicial e final de U, tem-se

u/:{07--'707up+17'--aumfpflala---yl} (245)
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U’ possui m—1 nds. Observar que as fungoes N; i1 ,-1 (1) computadas sobre U, produzem

o mesmo resultado que as func¢oes N, (u) computadas sobre U’. Entao

C/ (u) = i Ni,p—l (U) Qz (246)

onde os Q; sao definidos pela expressao (2.44), e as N;,_; (u) sd@o computadas sobre U’
Logo, C' (u) é uma curvas B-spline de grau p — 1. Ja que C’ (u) é uma curva B-spline,
aplicando as expressoes (2.46) e (2.44) recursivamente se obtém as derivadas de mais alta

ordem. Deixando P§°) = P;, tem-se

n

C(u) = C” (u) =Y Ny (u) P”

i=0
Logo
n—=k
C® (u) =" Nipoy (u) P (2.47)
i=0
onde
P = k1
i _pohtl (P —PI) k>0
Uitp+1 — Uit1

2.8.3 Definicao e propriedades das superficies B-spline

Uma superficies B-spline é obtida a partir de uma rede bidirecional de pontos de controle,
dois vetores de nos, e o produto das funcoes de base B-spline univariantes. Assim sendo,

tem-se

S(u,v):‘ D> Nip(u)Njg (0)Pij  (u) € [a,b] x [ed] (2.48)

U=A{a,...,a,u u b b}
ptls ey Ur—p—1,0,...,
—— ——
p+1 p+1
V={c,....,c,01,...,Vs—g-1,d,...,d}
—— ——

q+1 q+1

U possui 7 + 1 nos, V possui s + 1 nés. A expressao (2.41), toma a seguinte forma
r=n+p+1 AN s=m+q+1 (2.49)
Ainda, a expressao (2.48) pode ser escrita na forma matricial

S (uv) = [Nip ()] [Pii] [Nig (v)] k€ [i = pi] .1 € [ = q.]] (2.50)
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Observar que [N, (u)]” é um vetor de dimensao (p + 1), [Py,] ¢ uma matriz de dimensio
(p+1)x(g+1),e [N, (v)] éum vetor de dimensao (¢ + 1). As propriedades do produto
tensorial das funcoes de base seguem das correspondentes propriedades univariantes das

funcoes de base.

Propriedades (Piegl e Tiller, 1997):
P.B-spline. 20 Funcao positiva semi-definida: N;, (u) Nj, (v) =0, Vi, j,p,q, u,v;

P.B-spline. 21 Parti¢io da unidade: 77 375" Nip(u) Njg (v) = 1, ¥ (uw) € [0,1] x
[0,1];

P.B-spline. 22 Sen=pem =q, U ={0,...,0,1,...,1} eV =4{0,...,0,1,...,1},
logo N, p, (u) N, (v) = By (u) Bjm (v), Vi,j; i.e., este produto de B-spline se degenera no

produto dos polindmios de Bernstein;

P.B-spline. 23 N, , (u) N;, (v) = 0 se (u,v) nao pertence ao subdominio [u;,uispi1) X

[Uj >Uj+q+1);

P.B-spline. 24 Em um dado periodo [w;,,uiy+1) X [Vjo,Vjo+1), no mdzimo (p+ 1) (¢ + 1)
fungoes de base sao nao-nulas, em particular N;, (u) N;,(v), Vi € [io —pyio] Nj €

[.jO - Q7j0] ;

P.B-spline. 25 Sep >0 eq >0, logo N, (u) N;, (v) possui um e somente um mdzimo;

P.B-spline. 26 No dominio retangular formado pela linha de nds u e v, onde a funcao é
um polindmio bivariante, todas as derivadas parciais de N, (u) e Nj, (v) existem; sobre
ondu ev a funcio € CP~F e C17F continua na direcdo u e v, respectivamente; onde k €

a multiplicidade do no;

Superficies B-spline possuem as seguintes propriedades:
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P.B-spline. 27 Sen=pem =q, U ={0,...,0,1,...,1} eV =4{0,...,0,1,...,1},

logo S (u,v) € uma superficie Bézier;

P.B-spline. 28 Interpolagao dos pontos de controle extremos: S (0,0) = Pgo, S(1,0) =
PLQ, S (0,1) = PO,l e S (1,1) = Pl,l;

P.B-spline. 29 Transformacoes lineares: transformacoes tais como rotacao, translacao,
escala e cisalhamento aplicados a superficie sao realizadas aplicando tal transformagao ao

poligono de controle;

P.B-spline. 30 Regiao convera: a superficie estd contida ma regiao convera formada
pelo poligono de controle; De fato, se (u,v) € [Wiy,Uig+1) X [Vjo,Vjo+1), entdo S (u,v) estard
contida na regidgo formada pelos pontos de controle P; ; Vi € [ig — p,iol A j € [jo — ¢.Jol;

Esta vem dada pelas propriedades P.B-spline. 20, P.B-spline. 21 e P.B-spline. 24;

P.B-spline. 31 Se triangularizado, a rede de controle forma uma aprorimacao plana da

superficie;

P.B-spline. 32 Esquema de modifica¢do local: movendo P; ; a superficie S (u,v) modifica

sua forma somente no intervalo [u;Uirp+1) X [Vj,Vjrq11), esta resulta da propriedade

P.B-spline. 2;

P.B-spline. 33 A continuidade e a diferencibilidade da superficie S (u,v) sequem das
fungées de base; em particular S (u,v) € infinitamente diferencidvel no interior do intervalo
de nds, e € CP™% e CT% continua na direcio u e v, respectivamente; onde k ¢ a

multiplicidade do no;

2.8.4 Derivadas das superficies B-spline

Fixando (u,v), interessa computar todas as derivadas parciais de S (u,v) até uma ordem
d (incluindo d), dadas por

ak—i-l

ms (U,U) , v (k + l) S [Ovd] (2.51)
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Assim como para as curvas, estas derivadas sao obtidas a partir das derivadas das fungoes

de base. Logo

ak-i—l n m " o

G iy S (W) = 3 ;Ni’p (u) Njo (0) Py (2.52)
ak—l—l i T l | | | |
aku aZfUS (U7U) = |:N7£7p) (U)i| [Pr,s] [N‘S(,; (U)] r e [Z — pvz] , 8 c [] _ (],j]

(k+1) €[0,d] (2.53)

Assim como para curvas, se definiram recursivamente todas as derivadas em (2.47), de

forma anéloga tem-se para as superficies

ak_H n—k m—I
gy (1Y) = DD Nipi (w) Nyt (0) P (2.54)
i=0 j=0

plki-D _ plki-1)
P _ (g 141y Pt P
’ Ujtq+1 — Ujp

2.9 B-spline racionais nao-uniformes — NURBS —

Nesta secao sao combinados os conceitos das segoes 2.4 e 2.8, i.e., criar curvas e superficies
B-spline no espago homogéneo, para que estas duas entidades geométricas sejam mapeadas
para o espaco Euclideano e assim torné-las racionais. Deste modo, sao criadas B-spline
N&o-Uniformes Racionais (e ainda nao-periddicas), i.e., NURBS do acrénimo em inglés,

NonUniform Rational B-Spline.

O fato de se optar por trabalhar com vetores de nés nao-periddicos, é devido a que
esta caracteristica torna as entidades geométricas interpoladas nos pontos de controle
extremos, i.e., tal entidade é “obrigada” a passar pelos pontos de controle extremos,

P.B-spline. 28 e P.B-spline. 11.

Para o vetor de nés periédicos, os pontos de controle nao representam de maneira intuitiva
a entidade. A vantagem de trabalhar com nés nao-peridédicos é que tal torna as entidades

mais ‘

‘maleaveis”, ja que pela posicao dos pontos de controle, de maneira intuitiva, se
sabe como tal entidade ira4 aparentar. Todos os algoritmos criados neste trabalho nao
descriminam o vetor de nos, entre peridédicos ou nao, para que nao se perda a generalidade,

entretanto tais algoritmos s6 foram utilizados para vetor de nos nao-periodicos.
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2.9.1 Definicao e propriedades das curvas NURBS

Uma curva NURBS de grau p é definida por

Yoo Nip (w) wiP;
Cl) =S N, ww

onde {P;} s@o os pontos de controle, {w;} sdo os pesos e as {N;, (u)} sdo as fungdes base

u € [a,b] (2.55)

B-spline de grau p definidas sobre um vetor de nés nao-periédicos e nao-uniformes

U=A{a,....,a,upi1,...,Up—p-1,b,...,b} (2.56)

p+1 p+1

de (m + 1) nos.

Assume-se, sem perder generalidade, que a =0, b =1, e w; > 0 Vi. Logo, fazendo

Nip (u) w;

Bip(u) = s N

(2.57)

permite reescrever (2.55) na forma
Cu) =) Ri,(uP, (2.58)

As {R;, (u)} sao as fungoes base racionais; elas sao fungdes racionais por partes sobre
u € [0,1]. As propriedades das R;, (u) s@o derivadas de (2.57) e das correspondentes

propriedades das N;, (u).

Propriedades (Piegl e Tiller, 1997):

P.NURBS. 1 Fungao positiva semi-definida: R;, (u) =0, Vi,p e u € [0,1];
P.NURBS. 2 Parti¢io da unidade: Y . R;, (u) =1, Vu € [0,1];
P.NURBS. 3 Ry, (0) = R,, (1) = 1;

P.NURBS. 4 Toda funcao possui no minimo dois pontos extremos, i.e., ao menos possui
um minimo e um mdximo (teorema de Weierstrass); Toda fun¢ao NURBS R;, (u) para

p > 0 possui um minimo e um mdximo no intervalo u € [0,1];
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P.NURBS. 5 Suporte local: R;,(u) = 0 para u ¢ [u;uitpi1). Ainda, em um dado

periodo [u;, u;+1) no mdzimo p+1 das R;, (u) sao nao-nulas, chamadas de R;_p,,, . .., Rip;

P.NURBS. 6 Todas as derivadas de R;, (u) existem no interior do periodo, estas sdo
fungdes racionais de denominador nio-nulo. Sobre o nd, R;, (u) é CP~* continuo, onde

k € a multiplicidade do no;

P.NURBS. 7 Se w; =1 para todo i, entdo R;, (u) = N;, (u) para todo i; i.e., N;, (u) €

um caso particular de R; , (u);

Sobre um vetor de nos U = {0,0,0,0,1,2,3,4,4,5,5,5,5}, definido na se¢ao 2.7.2 e
nas figuras 2.18 e 2.19, sao definidas as fung¢oes de base NURBS de grau trés, com o
vetor de pesos definidos por wg), = {1,1,1,1,10,1,1,1,1} na figura 2.20, com vetor
de pesos definidos por wg); = {1,1,0.1,0.1,10,1,1,1,1} na figura 2.21, e com vetor de
pesos definidos por w(s; = {0.1,0.4,0.1,0.7,3,0.5,10, 4, 1} na figura 2.22. Nestas figuras

claramente percebe-se o rol dos pesos.

Figura 2.20: Fungoes de base NURBS, p = 3, para os w(q,);-

1
Mw
0 L — : : :
0 1 2 3 4 5

u

Figura 2.21: Fungoes de base NURBS, p = 3, para os w);.

As propriedades de PNURBS. 1 a P.NURBS. 7, constituem importantes caracteristicas

geométricas de curvas NURBS.
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WO X
N ; ; 3 3

[

Figura 2.22: Fungoes de base NURBS, p = 3, para os w(c);.

P.NURBS. 8 C(0) =P, e C(1) = P; de P.NURBS. 3;

P.NURBS. 9 Transformacoes lineares: transformagoes tais como rotacao, translacao,
escala e cisalhamento aplicados a curva sao realizadas aplicando tal transformacao ao

poligono de controle;

P.NURBS. 10 Regido convexa: a curva estd contida na regido convexa formada pelo
poligono de controle; De fato, se u € [ujuip1), p < i < m—p—1, entdo C(u) estard

contida no poligono de controle P;_p, ... P;;

P.NURBS. 11 C(u) € infinitamente diferencidvel no interior do intervalo de nds, e é

CP=F continua sobre o nd de multiplicidade k;

P.NURBS. 12 Nenhuma reta ou plano contém mais intersegoes com uma curva NURBS

do que esta reta ou plano contém com o poligono de controle da curva;

P.NURBS. 13 Uma curva NURBS sem nds internos é uma curva Bézier racional, jd

que as N;, (u) se convertem nas B, (u);

P.NURBS. 14 Esquema de modifica¢io local: modificando P; ou w; a curva C (u)
modifica sua forma somente no intervalo [u;uitp+1), esta resulta da propriedade

P.NURBS. 5;

Resumidamente a propriedade P.NURBS. 14, gera a motivacao para todos os tipos de
algoritmos de modificacao de forma baseada em NURBS. Ja que a partir desta se pode

modificar o conjunto P; e w; sem alterar toda a entidade, mas apenas um subdominio.
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PO POCHKH

(a) fungoes de base NURBS (1) (b) fungdes de base NURBS (2)
61 6

5 5

34 34

2 2

1 1

3 1 2 3 4 5 3 1 2 3 3 5

(c) curva NURBS (1) (d) curva NURBS (2)

Figura 2.23: Curvas NURBS com diferentes pesos.

As curvas das figuras 2.23 estao baseada no vetor de nos U = {0,0,0,1,2,3,3.5,4,4,5,5,5}
e sao de grau dois. Entretanto estas diferem por possuir pesos distintos. Para a curva da
figura 2.23c, tem-se w; = {1,1,1,1,1,1,1,1,1}, i.e., esta é uma B-spline. Ja para a curva

da figura 2.23d, tem-se w; = {1,1,0.1,1,2,1,1,5,1}.

Figura 2.24: Curvas NURBS sobrepostas com diferentes pesos.
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Assim como para o caso das curvas Bézier, as coordenadas homogéneas oferecem um
meétodo eficiente para representar curvas NURBS. Sendo H o mapeamento dado por (2.10),
se consegue construir, a partir do conjunto de pontos de controle, {P;}, e pesos, {w;}, os
pontos de controle no espago homogéneo, P¥ = (w;x;,w;y;,w;z;,w;). Logo, definindo os

polinémios por partes B-spline nao-racionais no espago homogéneo como

= Zn: Nip (u) Py (2.59)

Aplicando o mapeamento, H, & curva C" (u) produz a correspondente curva B-spline

racional no espago FEuclideano.

C(u)=H{C" )} ="H {Z N;,p (u) P;ﬂ} (2.60)

2.9.2 Derivadas das curvas NURBS

Derivadas de fungobes racionais sao mais trabalhosas de serem obtidas, envolvendo
denominadores de altas poténcias, devido ao teorema da derivada do quociente. Os
algoritmos desenvolvidos para as curvas B-spline nao-racionais, podem ser aplicados,
obviamente, as curvas C" (u), ja que estas sdo nao-racionais no espago homogéneo. Agora,
a partir das derivadas de C* (u) sdo obtidas as derivadas de C (u). Seja

w(u)C(u)  Al(u)

ww)  w(u)

C(u) =

onde A (u) é um vetor contendo as trés primeiras coordenadas de C" (u) (A (u) é o

numerador de (2.55)). Logo
G - LA W) 0 WA W

u)
_ ow@A () —w (ww(w) Cu)  A'(u) —w (u) C(u)
= o = e (2.61)

Ja que A (u) e w(u) representam as coordenadas de C" (u), as derivadas de primeira

S

N

v@

ordem sao obtidas usando (2.44) e (2.46). O computo de derivadas de alta ordem sao

obtidas diferenciando A (u) usando o teorema de Leibnitz

k
AP @) = e =3 (Huw et w

= w(u) CW (u) + Z (f) w® (u) C*=9 () (2.62)

Luis Felipe da Rosa Espath - (espath@gmail.com) - Dissertagao - Porto Alegre (PPGEC/UFRGS) - 2009




61

desta tem-se

_ABw) -3 (D () C* ()

i

(2.63)

w (u)

Esta expressao (2.63) fornece a k-ésima derivada de C (u) em termos da k-ésima derivada
de A (u) e das (k — 1) derivadas anteriores de C (u) e w (u). As derivadas A® (u) e
w® (u) sdo obtidas usando (2.43) ou (2.47).

As derivadas das fung¢oes de base das figuras 2.20, 2.21 e 2.22 sao apresentadas nas figuras

2.25,2.26 e 2.27.

Figura 2.25: Derivadas das funcoes de base NURBSvda figura 2.20.

2.9.3 Definicao e propriedades das superficies NURBS

Uma superficie NURBS de grau p na direcao v e de grau ¢ na direcao v é uma funcao
vetorial bivariante racional por partes da forma

> im0 2o Nip (w) Njg (v) wi jPy
D ico 2jeo Nigp (w) Njq (v) wy

S (u) = (u,w) € [0,1] x [0,1] (2.64)
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Figura 2.26: Derivadas das fungoes de base NURBSvda figura 2.21.

10+

-104

Figura 2.27: Derivadas das fun¢oes de base NURBSvda figura 2.22.

Os {P; ;} formam uma rede de controle bidirecional, os {w; ;} sdo os pesos e as {N;, (u)}

e {N,,(v)} s@o as funcoes de base B-spline nao-racionais definidas sobre o vetor de nos

U:{0,...,O,upH,...,ur,p,l,l,...,1}
N—— S——
p+1 p+1
V:{O,...,O,Uq+1,...,US_q_1,1,...,1}
q+1 q+1
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onder=n+p+les=m+q+1.

Introduzindo as fungoes de base racionais

N;p (u) Nj 4 (v)w;
Ri" (U,U) = n ’TZ " v (u,v) € [071] X [071] (265)
’ > izo ijo Nip (w) Njq (v) wi;
a superficie (2.64) pode ser reescrita como
S (u,w) = Z R;j (uw) P, (2.66)

Algumas superficies NURBS com suas respectivas redes de controle sdo apresentadas nas

figuras 2.28, 2.29, 2.30, 2.31 e 2.32.

(a) Superficies NURBS (1) (b) Rede de controle (1)

Figura 2.28: Superficies NURBS com a rede de controle (1).

p

(a) Superficies NURBS (2) (b) Rede de controle (2)

Figura 2.29: Superficies NURBS com a rede de controle (2).
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(a) Superficies NURBS (3) (b) Rede de controle (3)

Figura 2.30: Superficies NURBS com a rede de controle (3).

(a) Superficies NURBS (4) (b) Rede de controle (4)

Figura 2.31: Superficies NURBS com a rede de controle (4).

(a) Superficies NURBS (5) (b) Rede de controle (5)

Figura 2.32: Superficies NURBS com a rede de controle (5).
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Propriedades (Piegl e Tiller, 1997):

P.NURBS. 15 Fun¢ao positiva semi-definida: R;;(uw) = 0, Vi,j,u,v e V(u,v) €
[0,1] x [0,1];

P.NURBS. 16 Particio da unidade: ;> 7" Rij (uv) =1, ¥ (u,0) € [0,1] x [0,1];

P.NURBS. 17 Suporte local: R; j (u,v) =0 para (u,v) ¢ [w;,Uisps1) X [0j,0j4441);

P.NURBS. 18 Em um dado periodo [w;, Wiy +p+1) X [Vjg:Vjo+q+1), N0 mdzimo (p + 1) (¢ + 1)

fungoes de base sao nao-nulas, em particular R; ; (u,v) para (i,j) € [io — p,io] X [Jo — @,Jo);

P.NURBS. 19 Toda func¢do possui no minimo dois pontos extremos, i.e., a0 menos
possui um minimo e um mdximo (teorema de Weierstrass); Toda fungao NURBS R, ; (u,v)

para p >0 e g > 0 possui um minimo e um mdximo no intervalo (u,v) € [0,1] x [0,1];

P.NURBS. 20 Ryy = R0 = Rom = Rum = 1;

P.NURBS. 21 Todas as derivadas parciais de R; j (u,v) existem no interior do periodo,
estas sio fungdes racionais de denominador nao-nulo. Sobre o nd, R;;(upw) é CP™% e

C=* continuo, na direcio u e v, respectivamente, onde k é a multiplicidade do nd;

P.NURBS. 22 Se w;; = a para todo (i,5), entio R;; (u,v) = N;, (u) N;, (v) para todo
(ihj);

As propriedades de PNURBS. 15 a P.NURBS. 22, constituem importantes caracteristicas

geométricas de superficies NURBS.

P.NURBS. 23 Interpolagao dos pontos de controle extremos: S (0,0) = Pog, S (1,0) =
PLOJ S (O,l) = P()’l e S (1,1) = Pl,l;'
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P.NURBS. 24 Transformagoes lineares: transformagoes tais como rotag¢ao, translagao,
escala e cisalhamento aplicados a superficie sao realizadas aplicando tal transformacao ao

poligono de controle;

P.NURBS. 25 Regido conveza: se w;; = 0 para todo (i,j), a superficie estd contida
na regiao convezra formada pelo poligono de controle; De fato, se (u,0) € [ujy,uigs1) X
[Vjo,Vjo+1), entao S(u,w) estard contida na regido formada pelos pontos de controle

P; Vi € [io — pyio] A J € [Jo — ¢.Jo);

P.NURBS. 26 Esquema de modificagio local: movendo P; ; ou w; ; a superficie S (u,v)

modifica sua forma somente no intervalo [u;,wirpi1) X [V;,Vj4q41)

P.NURBS. 27 Bézier, B-spline nao-racionais e Bézier racionais sao um caso particular

de superficies NURBS;

P.NURBS. 28 A continuidade e a diferencibilidade da superficie S (u,v) sequem das
fungoes de base; em particular S (u,v) € infinitamente diferencidvel no interior do intervalo
de nds, e € CP™F e CI7F continua na direcio v e v, respectivamente; onde k ¢ a

multiplicidade do no.

A relagao entre os conjuntos formados pelas fungoes de base de cada tipo de representagao

¢ apresentada na figura 2.33. Para as superficies também resulta vantajoso fazer a

~

MNURBS

B spline

Bézier racional

Figura 2.33: Relagao entre os conjuntos.

representacao no espago homogéneo. Assim, a superficie toma a forma

Z Z N;, (u (v) P, (2.67)

=0 j7=0
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onde PY; = (w; ;i j,w; jyi j, Wi 52 j,Wi ;). Logo S (u,v) = H{SY (u,v)}. S¥ (u,v) é formada
por produto tensorial, sendo um polinémio por partes nao-racional no espago homogéneo.
Enquanto, S (u,v) nao é formada por produto tensorial, sendo um polinémio por partes

racional no espaco Euclideano.

2.9.4 Derivadas das superficies NURBS

As derivadas de SY (u,v) sdo computadas usando as expressoes (2.51) a (2.54) aplicadas
no espago homogéneo. A partir das derivadas parciais de S (u,v) sdo obtidas as derivadas

parciais S (u,v). Sendo

S (u U) — w (U’?U) S (U/7U) — A (uﬂ)) (2 68)
’ w (u,v) w (u,v) '
tem-se
A, (uw) — wey (u,w) S (u,w
Sa (u,v) = (u0) e 5}) ) (2.69)
onde a denota a derivada em relacao w ou v.
Em geral
!
Ak )k ! [k (.0) g (k—1.0)
- [(w )] - 20(2)“)
k l
s (k) 3 <Z. o (00) G ki)
i—o \'/ =0
[k g
0,0)g(k.0) (1,0) g (k—i,0) (0,5) g(k,l=3)
w —l—Z(Z,)w S —i—Z(j)w S
=1 7j=1
"Lk = (1
B () 3 () )Gk
- N\ SN
Desta segue que
gkl _ 1 AkD _ Z k wB0 g k=iD)
w — 1
g [k l
— (O’j)S(kvl_j) _ (7;7.7')S(k_i7l_j) 2
]Zl(j)w Zl(z)zl()w ) (270)
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2.10 Curvatura Gaussiana

A curvatura Gaussiana fornece uma idéia de como se desenvolvem os raios instantaneos da
superficie em um determinado ponto. Precisamente esta representa o produto do inverso

do raio instantaneo das dire¢oes dos eixos do espaco paramétrico.

Neste trabalho se faz uso da curvatura Gaussiana para controlar a deformagao da malha
de elementos finitos no processo de otimizagao. Devido ao fato de que a cada iteracao
a malha é reposicionada se deve ter controle para que os elementos nao sofram uma

deformagao que gere erros inaceitaveis. O controle é feito pela curvatura Gaussiana.

A seguir sao apresentados os conceitos necessarios para o computo da curvatura

Gaussiana.

2.10.1 Primeira forma fundamental

Seja ¢ um mapeamento do R? ao R3. Este pode ser considerado como uma parametrizacao

de uma superficie determinada pela imagem de ¢.

Sejam 0;, para i = 1,2 as derivadas da parametrizacdo em relacao as variaveis de R2. Ao

produto interno entre (0;,0;) se denomina coeficientes da primeira forma fundamental,

CNE
A matriz [g; ;] é conhecida como tensor métrico.

Os coeficientes da primeira forma fundamental podem ser representados por E = (0;,01),

F= (81,82> e G = <82,82>.

2.10.2 Segunda forma fundamental

Os coeficientes da sequnda forma fundamental, b; ;, de uma superficie estao dados por

o 81 X 82
|01 x s

relacao as variaveis de R?.

(n,0; ;), onde n e 0;; sao as derivadas segundas da parametrizacao em

Os coeficientes da segunda forma fundamental podem ser representados por L = (0 1,n),
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M = ((9172,f1> € N = <82’2,f1>.

2.10.3 Computo da curvatura Gaussiana

A curvatura Gaussiana de uma superficie é uma fungao escalar Kg (u,v) que indica a

curvatura de uma superficie em seus pontos.

A curvatura Gaussiana se determina mediante o quociente

2
. b1,1b2,2 - b1,2

KG (U,U) -
91,1922 — 9%,2

(2.71)

onde g1,1, gi2 € g2 correspondem aos coeficientes da primeira forma fundamental e by 1,

by 2 € by o correspondem aos coeficientes da segunda forma fundamental.
. 1
Por exemplo, uma esfera de raio r tem-se K¢ (u,v) = — para todo (u,v).
r

Outra forma de determinar a curvatura Gaussiana é mediante o produto das curvaturas
principais k; e k2, que sdo os valores proprios do arranjo matricial [b; ;] — k[g;;] = 0, i.e.,

L—kE M—FkF
det M—kF N -k =0 (2.72)

2.11 Modificacao de forma

Uma curva ou uma superficie NURBS resulta completamente descrita ao conhecer seu
vetor de nos, U e V, seu grau, p e ¢, seus pontos de controle, P; ;, e seus pesos, wj ;.
Ainda, trabalhando em coordenadas homogéneas, em vez de P;; e w;;, ¢ necessario

conhecer seus pontos de controle em coordenadas homogéneas P}';.

Obviamente, modificando qualquer uma destas caracteristicas que definem a entidade,
esta serda modificada. Entretanto o que se busca é uma modificacao natural, intuitiva
e suficientemente local. As técnicas de modificacao de forma baseadas em geometrias
NURBS sao propostas pela comunidade da computagao grafica. Logo, tais técnicas foram

adaptadas para satisfazer necessidades cientificas.

Existem intimeras técnicas de modificacao de forma, independente do tipo de parame-

trizacao, entretanto nenhuma delas foi criada para otimizacao de forma. Usualmente na
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otimizacao de forma, as varidveis sao as coordenadas de alguns no6s da malha de elementos
finitos, e a partir da nova posi¢ao dos nos, por intepolagao ou por aproximacao é obtida
a nova geometria e logo se faz a malha da nova geometria. Claramente, este processo
é muito custoso computacionalmente, i.e., este é lento e ainda requer uma comunicacao

iterativa com um coédigo computacional de CAGD e com outro de geracao de malha.

A partir das seguintes premissas o cddigo foi elaborado:

Codigo independente de qualquer cédigo computacional de CAGD:;

Codigo independente de qualquer gerador de malha;

Codigo baseado em NURBS;

Codigo que necessite baixa memoria de armazenamento e processamento;

Codigo que de alguma maneira controle a deformagao sobre os elementos.

Parece dificil satisfazer tantas exigéncias, entretanto ao longo deste ultimos vinte anos,
na computacao grafica foram desenvolvidos algoritmos altamente eficentes baseados em
NURBS. Em particular, Sederberg e Parry (1986), elaboraram a deformagao livre de forma
(Free-form deformation) baseada em sblidos com parametrizagdo Bézier. A principio
a deformacao livre de forma satisfaz as duas primeiras exigéncias, onde as outras trés

tiveram de ser acrescentadas.

O método de deformagao livre de forma é descrito por Sederberg e Parry (1986) como se
a geometria a ser deformada estivesse imersa em um meio puramente plastico, onde tal
meio é deformado e assim este infere uma nova configuragao a geometria imersa. Como ja
explanado, esta deformacao da geometria vem dada pela modificacao das caracteristicas
que definem a entidade. Na implementacao do codigo computacional feita neste trabalho
a deformagao da geometria vem dada pela modificacao das caracteristicas que definem
a entidade, entretanto esta deformacao nao decorre de uma deformacao de um meio
puramente pléstico auxiliar mas sim de como um outro cédigo computacional auxiliar
(codigo de otimizagao) demanda a modificagdo da geometria, i.e., quem define como se
deve dar a modificacao da geometria ¢ um outro coédigo computacional auxiliar, ou um

usuario que defina mudancas nas caracteristicas que descrevem a entidade geométrica.
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Formalmente, o método de deformacao livre de forma é muito simples. Sederberg e Parry
(1986) enunciam um corolario que é a base do método, tal diz que a geometria paramétrica
deformada continua parametrizada apos a deformacao livre de forma. Este resultado é
bastante 6bvio, ja que a mudanca de forma vem dada pela mudanca dos parametros que

definem a geometria.

Para solidos, a geometria é deformada pelo deslocamento dos pontos de controle do solido
Bézier. Para superficies, existem dois procedimentos. O primeiro é baseado na utilizacao
de um so6lido auxiliar, onde os pontos de controle da superficie, imersos no sélido, sao
deslocados a partir da deformagao do so6lido auxiliar. O segundo procedimento é analogo

ao procedimento descrito para soélidos.

A deformagao de uma superficie, baseada na utilizacdo de um solido auxiliar, é bastante
limitada quando se faz uso de parametrizacaio NURBS, ja que apenas podem ser
deslocados os pontos de controle e seus respectivos pesos permaneceram inalterados.
Entretanto, se a superficie for uma isosuperficie do sélido, a deformacao que o sélido infere
a superficie pode ser dada pelo deslocamento dos pontos de controle e pela mudanca dos

pesos.

O codigo desenvolvido baseado em NURBS permite a modificagao dos pontos de controle
em coordenadas homogéneas, assim sao deslocados os pontos de controle e alterado os

seus respectivos pesos.

Cabe salientar que o meio puramente plastico é necessario caso o problema de engenharia
que se quer tratar envolva escoamento de fluidos, pois existe a necessidade de modificar
a forma tanto do dominio do fluido como o dominio da estrutura (para interagao fluido-

estrutura) ou do obstaculo (para problemas sem interacao).

A terceira exigéncia visa suprir a pouca capacidade de representacao da parametrizacao
Bézier e B-spline, e suprir a necessidade de um esquema de modificacao local, que
parametrizacoes Bézier nao fornecem. Fungoes de base, como explanado, formam base de
um espago vetorial de maior dimensao, o qual é, obviamente, vantajoso quando se busca
uma geometria 6étima, sendo esta complexa ou nao. Por esta razao foram implementados
os algoritmos NURBS para computar curvas e superficies e suas derivadas até uma ordem

prescrita d.
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2.11.1 Algoritmo de modificacao de forma — deformacao livre de
forma —

A modificagao de forma abordada neste trabalho, consiste simplesmente na modificagao
da malha de elementos finitos, i.e., como resultado final da modificacao da geometria se
quer a modificacao da malha. Para tal feito, se faz uso da malha no espago paramétrico.
Conforme discutido, para modificar a forma, fixando os graus p e ¢, os vetores de nos
U e V, ainda podem ser deslocados os pontos de controle P;; e os pesos w; ;. Ainda,

trabalhando em coordenadas homogéneas, simplesmente se modifica com P};.

w

i, @ malha de elementos finitos no espago paramétrico permanece

Ao modificar os P
inalterada. Logo, simplesmente se poderia mapear toda a malha do espaco paramétrico
ao espago Euclideano para se obter a malha deformada, entretanto no que concerne a
propriedade P.NURBS. 26 este mapeamento total é totalmente desnecessario. Segundo
propriedade P.NURBS. 26 basta reposicionar na geometria deformada os nés da malha de
elementos finitos que pertencem ao subdominio modificado, i.e., modificando P}, os nos
da malha pertencentes & [u;,Uitp+1) X [V;,0j+4+1) S80 reposicionados. Para exemplificar
esta propriedade, considerando um grau na diregdo u igual & trés (p = 3), um grau
na dire¢ao v igual a dois (¢ = 2) e os vetores de nos conforme representado na figura
2.34. Ainda, movendo os pontos de controle Py, e Pg,, os nés da malha de elementos
finitos pertencentes aos subdominios [ug,ug) X [v3,06) € [us,ug) X [v4,07) s80 reposicionados

na superficie modificada (estes subdominios estdo hachurados na figura 2.34). Estes

subdominios, claramente nao possuem interseccao vazia.
O algoritmo de modificagao de forma se desenvolve da seguinte maneira

Leitura de dados

Leitura das entidades, tais como superficies;

Leitura da malha de elementos finitos no espago paramétrico;

Leitura da malha de elementos finitos no espago Euclideano;

Indices dos pontos de controle (em coordenadas homogéneas) a deslocar;
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Vs

Vs

Vs
V.

Vi

U, Us U, Us Us U Us U
Figura 2.34: Subdominios a serem reavaliados.
Deslocado os P} (pelo usuério ou codigo de otimizagao)

Pré-processamento

e A partir dos indices dos pontos de controle a deslocar, sao criadas variaveis vetores
(dentro de uma variavel tipo derivado), onde o nimero de variaveis criadas é igual

ao nimero de subdominios a serem modificados;

e [ feita a contagem dos nés (da malha de elementos finitos) pertencentes a cada

subdominio a ser modificado, assim alocando dinamicamente cada variavel vetor;

e Em cada variavel vetor é armazenado o conjunto de nés (da malha de elementos

finitos) pertencentes ao correspondente subdominio;

Este pré-processamento descrito é realizado para cada superficie a ser modificada, como
nao se conhece o numero de superficies, assim como nao se conhece o nimero de
subdominios a serem trabalhados, se fez o uso da variavel tipo derivado. Onde esta
contém todas as informacoes de todas as superficies, e o pré-processamento é aplicado
sobre esta variavel, assim obtendo os conjuntos de nés (da malha de elementos finitos)
a serem reposicionados de cada superficie. Desta maneira tem-se alocado na memoria
apenas os nos a serem reposicionados. Sendo assim, nao se compromete a memoria de
armazenamento, e tem-se uma alta velocidade na modificacao de forma, devido ao fato

de que apenas sao trabalhados os nés a serem reposicionados, e nao toda a malha.
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Processamento

e Avaliam-se todos os nos (da malha de elementos finitos) pertencentes aos vetores

que representam os subdominios a serem reavaliados, para cada superficie;

e Os nos da malha de elementos finitos sao sobrescritos pelos noés reposicionados na

nova geometria.

Observar que simplesmente sao avaliados os nos reposicionados na nova geometria. Como
o codigo computacional se ocupa de avaliar nos (da malha de elementos finitos) indexados
aos subdominios “marcados” a serem reavaliados, nao existe o risco de reavaliar um mesmo
subdominio duas vezes (ja que conforme a figura 2.34, pode existir a intersec¢ao entre os

subdominios modificados por dois pontos de controle diferentes).

Em todos os exemplos executados, para exemplificar o cédigo de deformacao livre de
forma, onde os pontos de controle foram deslocados aleatoriamente, o tempo mensurado
pelo cronémetro do Fortran foi zero. Mesmos para os exemplos em que a malha de
elementos finitos era extremamente densa. Com isto a quarta exigéncia, anteriormente

descrita, foi satisfeita.

A quinta exigéncia, “cdédigo que de alguma maneira controle a deformacao sobre os
elementos”; é feita com a curvatura Gaussiana. A partir de alguns pontos selecionados, é
calculada a curvatura Gaussiana antes da deformagao e apos, e assim o usuério estabelece

uma porcentagem limite de deformacao, i.e.,

Ik~ K|
o) L) © o) (2.73)
Izl

Este controle, nao é muito sofisticado, entretanto na literatura pesquisada a cerca de
otimizagao de forma (tanto de cascas como aerodindmica) nada se encontrou sobre tal

controle.

2.12 Exemplos de deformacao livre de forma

Para ilustrar o codigo computacional desenvolvido em Fortran 2003, sao apresentadas

algumas geometrias as quais foram aplicadas deformagoes prescritas pelo usuario.
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(a) Superficie NURBS (5)

(b) Malha de elementos finitos (5)

Figura 2.44: Geometria original (5).

(a) Sup. NURBS deformada (5)

(b) Malha deformada (5)

Figura 2.45: Geometria deformada (5).
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Capitulo 3

Otimizacao

3.1 Introducao

Os problemas que envolvem minimiza¢ao ou maximiza¢ao com ou sem restri¢goes ja sao
bem conhecidos na engenharia, estes talvez sejam os mais presentes devido ao fato de que

sempre se busca uma solucao 6tima.

Em geral se busca minimizar uma func¢ao a varias varidveis na qual o seu dominio é restrito;
entretanto, o problema nao se restringe a fungoes, também o problema se apresenta para

funcionais, no calculo variacional.

Ao longo do capitulo 3, a notacao sera a seguinte: xy para o ponto de partida, Xx* para o
ponto de 6timo, e x; para o ponto da k-ésima iteragao. Em geral todas as fungoes estao

definidas no R", sao nao-lineares e escritas na forma implicita.

3.2 Teoria de otimizacao sem restricoes

Na otimizacao sem restri¢oes, se minimiza uma funcao objetivo que depende de variaveis

reais, sem restrigoes sobre qualquer variavel. A formulacao matematica é

min [ (x) (3.1)

X

ondex e R"comn>1e f:R" SR éuma funcao suave.
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3.2.1 Minimo local

Defini¢ao 3.1 (Minimo global) No problema de minimiza¢ao sem restrigoes tem-se

que X* € ponto de minimo global < f (x) > f (x*), Vx € R".

Defini¢ao 3.2 (Minimo local) No problema de minimizagao sem restrigoes tem-se que
x* é ponto de minimo local & f(x) > f(x*), Vx € N (x*,0), sendo § um vetor real

arbitrdrio; onde N (x*,0) é um entorno de x* de raio 0.

3.2.2 Condigoes do ponto de 6timo sem restricoes

Analisando a definicao 3.2, parece que a tnica maneira de se encontrar o ponto de 6timo,

x*, é examinando seu entorno. A seguir sao apresentados os teoremas para realizar o

reconhecimento de um minimo.

Teorema 3.1 (Taylor) Supondo que f : R” TR diferencialmente continua e que

5 € R"; sendo V () o operador gradiente, tem-se que
fx+0)=f(x)+Vf(x+1t5)" 6 (3.2)
para um t € (0,1). Além disso, se [ for duas vezes diferencialmente continua, tem-se que
Vf(x+6)_Vf(x)+/olv2f(x+t5)5dt (3.3)

logo
f(x+5):f(x)+Vf(x)T5+%5TV2f(x+t5)5 (3.4)

Teorema 3.2 (Condigoes necessarias de primeira ordem) Se x* ¢ um ponto de

minimo local de f e f é continuamente diferencidvel em um entorno aberto de x*, logo

Vf(x*)=0.

demonstragao: Por redugao ao absurdo, se assume Vf (x*) # 0. Definindo o vetor
§ = =V [ (x*), note que 8TV f (x*) = —||[Vf (x*)]|> < 0. Como V f & continua no entorno

de x*, ha um escalar 7" > 0 tal que

IV (x*+16) <0, Vtel0T]
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para qualquer ¢ € (0,77, pelo teorema 3.1 tem-se que
F(x+10) = f(x")+ 8"V f(x*+1t5), Ve (0)

logo, f (X* +f5) < f(x*) para qualquer t € (0,7], assim se encontrou uma dire¢ao no

ponto x*, na qual f decresce, logo x* nao minimiza a funcao, e tem-se uma contradigao.

Teorema 3.3 (Condigoes necessarias de segunda ordem) Se x* € um ponto de
minimo local de f(x) e V2f(x) (Hessiano) é continua em um entorno aberto de x*,

logo Vf (x*) =0 e V2f (x*) positivo semi-definido.

demonstragao: Do teorema 3.2 tem-se que Vf (x*) = 0. Por redugao ao absurdo, se
assume V2 f (x*) nao ¢ positivo semi-definido. Logo tomando ¢ tal que 67 V2f (x*)§ < 0.

Como V2f é continua no entorno de x*, ha um escalar 7" > 0 tal que
SIVAf (x*+10)6 <0, Vte[0T]

Realizando a expansao de Taylor em torno de x*, tem-se para qualquer ¢ € (0,7 et € (O,f)
que

f(x"+10) = f(x")+ 0"V f(x")+ %EzéTVQf (x* +16)0 < f(x%)
Como no teorema 3.2, se encontrou uma dire¢ao no ponto x*, na qual f decresce, logo x*

nao minimiza a fungao, e tem-se uma contradicao.

Teorema 3.4 (Condigoes suficientes de segunda ordem) Supondo que V2f (x) ¢
continuo em um entorno aberto de x* e que Vf (x*) = 0 e V2f (x*) € positivo definido.

Logo x* ¢ um ponto de minimo local de f.

demonstragao: Como o Hessiano é continuo e positivo definido em x*, existe um raio
r > 0 tal que V2 f (x) é positivo definido para qualquer x pertencente a uma esfera aberta
D={z||z—x"|<r} Tomando um vetor ¢ diferente de zero, com || § ||< r, tem-se
(x*4+0) € D e que
1
J+0) = fX)+8"VI(X)+ 56"V f(2)
1
= FO) 4 0TV ()0

onde z = x* + tJ para qualquer ¢t € (0,1). Desde de que z € D, tem-se que §7V2f (z)§ ¢

positivo, logo f (x* +4) > f (x*), assim resulta demonstrado.
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Teorema 3.5 (Minimo de fungao convexa) Se f for convera, qualquer minimo local
X* € um minimo global de f. E ainda, se f for diferencialmente continua, entao qualquer

ponto, X*, estaciondrio € um minimo global de f.

demonstragao: Supondo que x* é um minimo local mas nao global. Entao se pode
encontrar um ponto z € R” tal que f(z) < f(x*). Considerando o segmento de reta

formado pelos pontos x* e z, tem-se que
x=Xz+(1-XN)x", Xe(01] (3.5)
pelo fato de f ser convexa, tem-se que

F&)SAf(2) + (1= 2) f(x7) < f(x) (3.6)

Qualquer entorno N de x* contém um segmento de reta da expressao (3.5), logo o ponto
x € N sempre satisfaz (3.6). Logo x* ndo é um minimo local. Para a segunda parte
do teorema, se supoe que x* nao € um minimo global e se escolhe um z como acima foi

proposto.

Vi) (z—x*) = %f (x* 4+ A (z — X)) |amo
f(x"+A(z—x")) - f(x")

= Jm A
C o M@= )~ F ()
= ot A

= [(z) - f(x) <0

Logo, Vf (x*) # 0 e x* ndo é um ponto estacionario.

Estes resultados providenciam os fundamentos dos algoritmos para otimizagao sem
restrigoes, algoritmos também necessarios como parte dos algoritmos de otimizagao com

restricoes.

3.2.3 Problemas nao suaves

O foco deste trabalho é realizado sobre fungoes suaves, onde as derivadas segundas existem
e sao continuas. Cabe salientar que existem problemas interessantes nos quais as funcoes
podem nao ser suaves, como por exemplo, a funcao que relaciona a forma da estrutura

com as frequéncias naturais.
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A forma mais simples de contornar este problema é criar subdominios (fungdes por
partes), nas quais as fronteiras sao as descontinuidades da fungao original. Ainda existem
alternativas muito mais elegantes e eficientes discutidas por Hiriart-Urruty e Lemaréchal

(1993) que nao serdo tratadas.

3.2.4 Estratégias: busca linear e regiao confiavel

A partir de um ponto xq, os algoritmos de otimizacao geram uma sequéncia de iteragoes
{x1},—, que termina quando nenhum progresso a mais pode ser realizado ou quando este
kig—o 4 q prog p q
ponto parece ser a solucao aproximada com suficiente acuracia. Na decisao de como se
mover de uma iteragao x; para a proxima iteracao, os algoritmos usam informagoes a
cerca de f sobre xj, e possivelmente também informacgoes sobre iteragoes recente em
Xg, X1,..., Xi_1. Estes usam estas informacgoes para encontrar uma nova iteragao X1
com um valor de f menor do que na iteragao anterior. Existem algoritmos ndo mondtonos,
que nao insistem no decrescimento de f em todos os passos, mas estes requerem que f

decres¢a apos um numero m prescrito de iteragoes. Isto leva a f (xx) < f (Xp—m)-

Existem duas estratégias fundamentais para se mover da iteragao atual x; para a nova

iteracao Xgy1.

Na estratégia da busca linear, o algoritmo escolhe uma direcao oy e busca ao longo desta, a
partir da iteracao atual x;, uma nova posicao com um menor valor funcional. A distancia
percorrida sobre a direcao & pode ser aproximada pela solucdo de uma minimizacao

unidimensional; sendo aj o comprimento deste passo tem-se

min f (xx + adx) (3.7)

ap>0

A solugao de (3.7) resulta no méaximo beneficio na diregdo d;, mas uma minimizagao
exata é cara e desnecessaria. Em vez disto, o algoritmo de busca linear gera um niimero
limitado de passos, até encontrar um ponto que aproxime o minimo de (3.7). Sobre o novo
ponto, uma nova dire¢ao e um novo comprimento do passo sao computados, € 0 processo

é repetido.

Na estratégia da regiao confidvel, a informacao coletada a cerca de f é usada para construir

uma func¢ao modelo my, tal que seu comportamento em um entorno do ponto atual x; seja

Otimizagao de forma de cascas via deformagao livre de forma baseado em NURBS



86

similar ao da funcao objetivo f. Como o modelo my ¢é realizado em um entorno do
ponto atual x;, se restringe a busca do minimo neste entorno de x;, resolvendo o seguinte
subproblema

main my (xx +6), (X +9) C regido confiavel (3.8)
Se o candidato & solugao nao produz um decrescimento suficiente de f, se conclui que a
regido ¢ muito ampla. Usualmente, a regiao confiavel é uma esfera definida por [|d|| < Ay,

onde o escalar Ay, > 0 é chamado de raio da regiao confidvel.

O modelo my, em (3.8), é usualmente definido por uma funcao quadrética (expangao de
Taylor) da forma

my, (xx +0) = fr. + 6" Vi + %5TBk5 (3.9)
onde fi, Vfr e By s@ao um escalar, um vetor e uma matriz, respectivamente. V f; é o

gradiente enquanto a matriz By, é o Hessiano V2 £, ou alguma aproximaciao do mesmo.

A principal diferenca entre as duas estratégias aqui apresentadas é que o tamanho da
regiao confidvel afeta a direcao da proxima iteragao, enquanto que na busca linear somente
existe uma direcao de busca. Outro aspecto que diferencia estas duas abordagens ¢é a
ordem de escolha entre a direcao e a distdncia para se mover na proxima iteracao. Na
busca linear se parte de uma direcao ¢, fixa e se identifica uma distancia apropriada,
chamada de aj. Na regiao confiavel, se escolhe uma distancia maxima — raio da
regiao confiavel Ay — e logo se procura uma dire¢ao e um passo que atendam o melhor
desempenho possivel sujeitos a restricao imposta pelo raio. Se este passo resulta ser

insatisfatorio, se reduz o raio A, e se recomputa o processo.
Direcao na busca linear

A direcao de decrescimento —V f;, é a escolha mais 6bvia para a direcao de busca no
método de busca linear. Esta dire¢ao é a de maior decrescimento de f neste ponto; para
justificar esta escolha se aplica o teorema de Taylor (teorema 3.1), o qual revela que para

uma direcao de busca ¢ e uma distancia « tem-se
1
f(xp+ad) = f(xz) +ad"Vf(xp)+ §0z25TV2f (xx +td) o t € (0,a)

desta maneira, para descobrir a direcao de maior decrescimento se busca obter o menor

valor possivel do produto escalar 67V f (x;). Como 6TV fi = [|0] - ||V fx]| - cosf e com
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10| = 1 o cos @ deve resultar no menor nimero possivel, ou seja, -1. E isto ocorre para o

valor de 6 = 7 rad, assim revelando que a diregao de ¢ deve ser —V f, logo

Yk
IVl

O método de maior declividade é uma busca linear que se move ao longo de o, = —V f;

a cada passo. Uma das vantages deste método é que este requer o computo do gradiente

mas nao o das derivadas segunda.

Os método de busca linear podem usar direcoes de busca diferentes & direcao de maior
decrescimento de f. Em geral, qualquer dire¢ao de decrescimento pode ser usada —
qualquer diregao que faga um angulo estritamente menor que 5 radianos com —V fi —
se garante um decréscimo de f, com um passo suficientemente pequeno. Isto pode ser

verificado a partir do teorema de Taylor (teorema 3.1); a partir de (3.4) tem-se
f (Xk —+ E(Sk) = f (Xk) + 65]?ka + O (62)

Aqui se distingue entre O (+) e o(-) !. Equanto 5 é uma diregao de decrescimento de f,

o angulo 0 entre 0, e V fi tem cos @, < 0, entao
0V fro = 104 [[1V full cos 01
Deste segue que f (x; + €d) < f (xx) para todo valor de e suficientemente pequeno.

Outra importante diregao de busca — talvez a mais importante delas — é a diregao de
Newton. Esta deriva da série de Taylor de segunda ordem aproximando f (x; + ¢), a qual

resulta em

1 c
f (i 8) = fi 0"V fi+ 50TV fid o, (6) (3.10)

Assumindo que V2 f;, ¢ positivo definida, se obtém a direcao de Newton achando o vetor
d que minimiza my, (§). Por simplicidade, se assume a derivada de my, (§) ser zero, entao
se obtém de forma explicita

o = =V*f 'V (3.11)

A direcao de Newton é confiavel quando a diferenca entre a fungdo modelo e a funcao

original nao for grande. Comparando (3.10) com (3.4) tem-se que o terceiro termo da

1o (s) tem o significado usual da analise matematica. Enquanto o (s) representa termos cuja ordem

de grandeza é pequena, comparada com s, O (s) representa termos da ordem de grandeza de s, isto &,
li o(s) __ . O(s) . .
ims 0 =~ =0 e limg_o = ¢ finito
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expansdo de Taylor V2f (x; + td) foi substituido por V2f, = V2f (x;). se V2f(:) for
suficientemente suave, esta diferenga introduz uma perturbagao de somente O (||d]?),
entdo quando ||d|| for pequeno, a aproximagao f (xj + td) = my (9) é precisa, (Nocedal e

Wright, 1999).

A direcao de Newton pode ser usada na busca linear quando V2 f;, for positivo definido. A
maior parte das implementacoes de busca linear com a direcao de Newton usa um passo
de comprimento unitiario o = 1, o qual é possivel ajustar caso a reducao do valor de f
nao seja relevante. Quando o Hessiano nao for possitivo definido, a diregao de Newton

nio estard definida, ja que V2f, ! ndo esta definido.

Métodos que usam a direcao de Newton atendem uma rapida razao de convergéncia,
tipicamente Q-quadratica. Quando se chega a um entorno da solugao, a convergéncia com
alta acuracia ocorre com apenas algumas iteracoes. O maior problema deste métodos é o

computo do Hessiano, muitas vezes impreciso e caro.

A direcao de busca Quase-Newton prové uma alternativa atrativa pelo fato de nao precisar
do computo do Hessiano e ainda atende uma razao de convergéncia Q-superlinear. Em vez
de usar o “verdadeiro” Hessiano V2 fj,, este usa uma aproximacao By, a qual é atualizada a
cada passo, levando em conta o conhecimento adicional obtido durante a ultima iteracao.
A atualizacao é realizada pelo fato de que mudancas no gradiente ao longo da direcao de
busca provém informacoes a cerca das derivadas segundas de f ao longo da direcao de

busca. Usando (3.3) adicionando e subtraindo o termo V2f (x)§ tem-se
1
Vix+9)=Vf(x) +V2f(x)(5+/ [V2f(x+1td) — V*f (x)] odt
0

Como Vf (-) é continua, o tamanho do tultimo termo da integral ¢ o(||d]|). Deixando

X =X € 0 = Xpy1 — Xg, tem-se que

Vfis1 =V + szk (X1 — Xk) + 0 (|| xp1 — xkl|)

Quando x;, e X;,4; estao contidos em um entorno da solucao x*, com V2 f positivo definido,
o termo final desta expangao ¢ dominado por V2 fy 1 (Xx11 — Xx); entdao pode-se escrever
que

V2 i1 (X1 — Xx) = Ve — Vi (3.12)

Para a nova aproximagdo do Hessiano se escolhe um By ; tal que satisfaca (3.12) do
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verdadeiro Hessiano. Esta condi¢ao ¢ conhecida como equagao secante:

Bk+lsk =Y (313)

onde
Sk = Xpt1 — Xk, Vi = Vi1 — Vi

Normalmente sdo impostas outras condi¢oes sobre By, tais como simetria (motivado
pelo fato do verdadeiro Hessiano ser simétrico) e que a diferenca entre sucessivas
aproximagcoes tenha baixo posto, para atender questoes de convergéncia. A aproximacao

inicial By deve ser pré-definida, no ponto de partida, (Nocedal e Wright, 1999).

As duas formas mais populares de atualizar a aproximacao By do Hessiano sao: a formula
simétrica de posto um, ou SR1 do acrénimo em inglés symmetric-rank-one, definida por

(yx — Bisk) (yx — Bisi)”
(yr — Bsi)"

B, =B+ (3.14)

Sk
e a formula BFGS, nomeada ap0s seus inventores, Broyden, Fletcher, Goldfarb e Shanno,

a qual é denominada como féormula simétrica de posto dois e definida por

Bysks} By B ViYL

B, =By, + (3.15)

sTBysy, yrsk
Ambas satisfazem a equacao da secante e ambas mantém a simetria. A férmula BFGS

(3.15) gera uma aproximagao positivo definida sempre que a aproximacao inicial By for

positivo definida e sy, > 0.

A direcao de quase-Newton vem dada pelo uso de By no lugar do Hessiano exato na
equacao

5= —-B.'Vfi (3.16)
Na pratica, na implementacao do método de quase-Newton nao é preciso inverter By, de
fato é aplicado uma aproximacao da inversa Hy dof B,;l

1

T
Yi Sk

Hi = (I—ciseyr) Hi (I— cispye) + cises, ¢ = (3.17)

A ultima classe de direcao de busca é gerada pelo método nao linear de gradientes

conjugados. Esta toma a seguinte forma

o = =V f (xk) + Brdr—1
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onde (3; é um escalar que assegura que 0 e 0;_1 sejam conjugados em relagao ao Hessiano.
O método de gradientes conjugados teve origem na solucao de sistemas de equagoes
lineares do tipo Ax = b, onde a matriz dos coeficientes A é simétrica e positivo definida.
O problema de resolver este sistema linear é equivalente ao problema de minimizar a

funcao convexa quadratica definida por
L r T
x) = —x" Ax X
¢ (x) 5 +b

Em geral, direcoes geradas por gradientes conjugados nao lineares sao muito mais eficientes
do que as dire¢oes de maior decrescimento e sao mais simples de computar. Este método
nao atende a uma rapida razao de convergéncia comparado com o método de Newton
e quase-Newton, mas a vantegem é que este nao precisa armazenar nenhuma matriz,

(Nocedal e Wright, 1999).

Todas estas direcoes de busca podem ser usadas diretamentes nos algoritmos de busca
linear. Exceto os gradientes conjugados estes tém aplicacao analoga na estrutura dos

algoritmos de regiao confiavel.
Modelos para regiao confiavel
Considerando B, = 0 em (3.9) e definindo a regiao confidvel com o uso da norma
Euclideana, o subproblema da regiao confiavel (3.8) se torna
méin fe + 0TV £ sujeito a ||d]] < Ag

Pode-se escrever a solugao deste problema de forma fechada

_ ARV fi
IV fell

Este caso simplesmente é o método de maior declividade com um comprimento de passo

O

determinado pelo raio da regiao confiavel; a abordagem por regiao confiavel e busca linear

sao essencialmente as mesmas para este caso.

Algoritmos mais interessantes sao obtido escolhendo B, sendo o Hessiano exato no modelo
quadratico (3.9), pois nao é preciso fazer nada quando V2 f;, nao for positivo definido, ja
que o subproblema (3.8) garante uma solugao ;. O método de regiao confiavel com a

direcao de Newton, na pratica, é altamente efetivo.
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Se o Hessiano By no modelo quadratico (3.9) é definido pela aproximagao quase-Newton,

tem-se o método de regiao confiavel quase-Newton.

3.2.5 Fator de escala

A performance de um algoritmo depende crucialmente de como o problema foi formulado.
Uma importante questao na formulacao do problema é o fator de escala. Na otimizacao
sem restricoes se diz que um problema é pobremente escalado se uma perturbacao da
varidvel x, numa certa direcao, produz uma variagao muito maior do valor de f, do que

um perturbagdo da variavel x em outra dire¢ao (Nocedal e Wright, 1999).

O fator de escala ¢ alterado (muitas vezes intencionalmente) quando as unidades para
representar as variaveis sao trocadas. Também pode existir a necessidade de mudar o
fator de escala durante o processo de otimizagao, o qual pode ser diferente para todas

as variaveis. Alguns algoritmos sao muito sensiveis ao fator de escala; estes algoritmos

= O

a) pobremente escalado b) bem escalado
Figura 3.1: Fator de escala.

sao os que seguem o sentido oposto do gradiente de f. Na figura 3.1 se percebe como o
caso da esquerda (figura 3.1a problema pobremente escalado) nao produzira uma grande
reducdo de f na seguinte iteragao, enquanto o caso da direita (figura 3.1b problema bem

escalado) produzira uma grande reducao de f na seguinte iteragao.

3.2.6 Razao de convergéncia

Um modo de medir a performance de um algoritmo é pela sua razao de convergéncia.

Neste sao apresentados alguns tipos de avaliagao da convergéncia.
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Sendo {xj} uma sequéncia no R" que converge para x*. Se diz que a convergéncia é
Q-linear se existe uma constante r € (0,1) tal que

k1 — x|

<r, Vk suficientemente grande (3.18)
x5 — x|
O préfixo “Q” faz referéncia a “quociente”, pois este tipo de convergéncia é definido em

termos do quociente de sucessivos erros.

A convergéncia é dita Q-superlinear se

lim [eess — x| _ 0 (3.19)
k—o0 ka — X*H

A convergéncia @Q-quadrdtica é uma razao mais rapida que as anteriores, e é obtida se

< M, Vk suficientemente grande (3.20)

A velocidade de convergéncia depende de r e (mais fracamente) de M, e estes valores
nao dependem apenas do algoritmo, mas também das propriedades particulares de cada

problema.

Obviamente, qualquer sequéncia que converge @Q-quadraticamente também converge
Q-superlinearmente, e qualquer sequéncia que converge Q-superlinearmente também
converge Q-linearmente. Em geral, é dito que a convergéncia @Q-ordem é p (com p > 1)
se existe uma constante positiva M tal que

k1 — x|

< M, Vk suficientemente grande (3.21)
[k — [P

3.2.7 Razao de convergéncia R

Uma forma fraca de convergéncia, caracterizada pelo prefixo “R” (de raiz), é a que trata
da total razao de decrescimento do erro, em vez do decrescimento de um simples passo
do algoritmo. A convergéncia R-linear ocorre se existe uma sequéncia de escalares {vy}

nao negativos tais que
Ixp — x*|| < vk, Vk A {1} converge Q-linearmente para zero (3.22)

A sequéncia {||x; — x*||} é dita dominada por {v}. Sequéncias {||x; — x*||} dominadas
por uma sequéncia Q-superlinear, Q-quadratica sao convergéncias do tipo R-superlinear

e R-quadréatica, respectivamente.
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A maior parte das anélises de convergéncia, de algoritmos de otimizacao, sao tratados

com Q-convergéncia.

3.3 Teoria de otimizagao com restricoes

Na otimizacao com restri¢oes, se minimiza uma fungao objetivo que depende de variaveis

reais, com restrigoes sobre qualquer variavel. A formulagao matematica é

C; (X) = O, 1€&
min f (x) sujeito a (3.23)
xeRn ¢ (x)=>0, i€l

onde f, ¢; estao definidas no R"; e £ e Z sao dois conjuntos finitos de indices. O vetor x
contém as chamadas varidveis de projeto, f € a funcao objetivo, ¢;,1 € £ sao as restrigoes

de igualdade e c;,1 € I sao as restricoes de desigualdade.

Um ponto x que satisfaz todas as restri¢coes de desigualdades e igualdades é chamado de
vidvel ou possivel e a regiao definida pela intersecao de todas as fungoes é chamada de
regiao vidvel. Uma restricao de desigualdade define dois subdominios, pela sua fronteira,
um subdominio viavel e outro inviavel. Um ponto sobre esta fronteira define dita restri¢ao
como sendo ativa; um ponto contido no subdominio viavel define dita restricao como sendo
inatiwa; finalmente, um ponto contido no subdominio inviavel define dita restricao como

sendo violada. A restricao de igualdade satisfeita, define tal restricdo como ativa.

Definigao 3.3 (Regiao viavel) A regido vidvel é definida como

Q={x|c¢((x)=0, i€& ¢((x) =0, icl} (3.24)

De forma mais compacta se pode escrever (3.23) da seguinte forma

min f(x) (3.25)

xeN

Na sec¢ao 3.2, foi caracterizado o ponto de minimo de x* para o problema de otimizacao
sem restricoes. Nesta secao 3.3, se introduz uma outra definicao a cerca do ponto de

minimo.

Definigao 3.4 (Minimo local estrito) No problema de minimizacao tem-se que x* é
ponto de minimo local estrito < f(x) > f(x*), Vx € N (x*,9), sendo & um vetor real

arbitrdrio.
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3.3.1 Condicoes do ponto de 6timo de primeira ordem

Proposicoes das condigoes necessarias de primeira ordem

Em geral, o Lagrangiano ou Fun¢ao Lagrangiana para o problema de otimizacao com
restri¢oes, é definido como
LxA) =[x — ) \ci(x) (3.26)
1€EUT

onde \; sao os multiplicadores de Lagrange.

Defini¢ao 3.5 (Conjunto ativo) O conjunto ativo A (x) sobre todo x vidvel € definido
como a uniao do conjunto de indices £ com os indices das restri¢oes de desigualdade

ativas, isto produz

Ax)=EU{i€T|c(x) =0} (3.27)

O vetor V¢; (x) é usualmente chamado de normal a restricdo ¢; em X, pois este ¢
perpendicular as curvas de contorno de ¢; em X, e no caso da restricao de desigualdade,
este vetor “aponta” na direcdo da regido viavel desta restricdo. E possivel, entretanto, que
Ve (x) desaparega devido a representacao de ¢; (x); logo o termo \;Ve; (x) serd o vetor
nulo para todos os valores de \; e portanto perdera o rol no gradiente do Lagrangiano

VL (x,A).

Usualmente se faz uma consideracao chamada de qualificacao das restri¢oes para se

assegurar de que nao ocorra um comportamento degenerado no valor de x em questao.

Defini¢ao 3.6 (LICQ) Dado o ponto x* € Q e o conjunto ativo A(x*), se diz que
a qualificagiao das restrigoes linearmente independente (LICQ do acrénimo em inglés:
linear independence constraint qualification) é assequrada se os gradientes das restri¢oes

do conjunto ativo {Ve¢; (x*),1 € A(x*)} forem linearmente independente.

Observar que esta condi¢ao assegura que todos os gradientes das restrigoes ativas sejam

diferentes do vetor nulo.
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Teorema 3.6 (Condigoes necessarias de primeira ordem) Supondo que x* € Q é
um minimo local de (3.23) e que é assequrado a LICQ em x*. Entao existe um vetor
multiplicador de Lagrange \*, com componentes N\, i € £ UZ, tal que as sequintes

condigoes sao satisfeitas em (x*,\*)

V.L(x*\*) =0, (3.28a)
¢ (x*) =0, Viek, (3.28b)
¢ (x*) =0, VieZ, (3.28¢)

>0, Viel, (3.284)
Afc (x*) =0, Vie EUT. (3.28¢)

As condigoes (3.28a), (3.28b), (3.28¢), (3.28d) e (3.28¢) sao conhecidas como as condi¢oes
de Karush—Kuhn—Tucker, ou condi¢oes de KKT. Como os multiplicadores das restrigoes
inativas vale zero, se pode reescrever
0=V L(x"\)=Vf(x)— Y \Ve(x) (3.29)
1EA(x*)

Um caso particular, complementério, merece sua defini¢ao:

Definigao 3.7 (Complementario estrito) Dado o ponto x* € € e um wvetor A}
satisfazendo as condicoes de KKT, se diz que o complementdrio estrito € assequrado se
exatamente um, entre X! e ¢; (X*), € zero para cada indice i € T. Em outras palavras,

tem-se que X\ > 0 para cada i € TN A (x").

A definicao 3.7 expressa que se um minimo local for condicionado por um restrigao de
desigualdade, entao dita restrigao vale zero em x* (obviamente), mas o multiplicador de
Lagrange devera ser positivo. Entretanto, se um minimo local nao for condicionado por
tal restrigao de desigualdade, dita restri¢ao sera positiva, mas o multiplicador de Lagrange

valera zero. A condigao (3.28¢) é chamada de condigao complementaria.

3.3.2 Derivacao das condicoes de primeira ordem

Sequéncia viavel e diregao limitante

A primeira defini¢ao introduzida é a sequéncia vidvel e sua associada dire¢ao limitante.
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Defini¢ao 3.8 (Sequéncia viavel e diregao limitante)

(i) Uma sequéncia {x;}y comx;, € R* Ak € N € definida como uma sequéncia vidvel em
relagao a um ponto vidvel x* € R", se existe ky € N tal que as sequintes propriedades

sao satisfeitas

xp Zx, keN (3.30a)
klim Xp = X" (3.300)
i €, k> ko (3.30¢)

O conjunto de todas as sequéncias vidveis em relagdao a um ponto vidvel x* € £ sao

denotadas por T (x*).

(ii) Um vetor § € R™ ¢ definido como uma diregao limitante de uma sequéncia vidvel
{xp}y C T (x*), se existe uma subsequéncia {Xx}y ,N' CN tal que
X — X*

lm — =
k—o00 “Xk — X*“

5, com k e N (3.31)

Observar que uma direcao limitante simplesmente expressa uma dire¢ao, a partir do ponto
atual x;, na qual nenhuma restricao ativa seréd violada, i.e., direcao pela qual se mantém
a viabilidade. Otras definicoes podem ser encontradas, tal como, a interse¢ao entre uma

hiperesfera de raio um com centro em x; com a regiao viavel.

Defini¢ao 3.9 (Solugao local) Um ponto vidvel x* € Q € solugio local de (3.23), se
para toda sequéncia vidvel {X;}y C T (x*) existe um ko € N tal que
fxk) 2= f(xX), k= ko (3.32)
Teorema 3.7 (Caracterizacao da solugao) Sex* € Q ¢ solugao local de (3.23), entdo
toda sequéncia vidvel {xy}y C T (x*) satisfaz
ViEH)T6=0 (3.33)

onde 0 € qualquer direcao limitante de uma sequéncia vidvel.
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demonstragao: Por redugao ao absurdo, se assume que existe uma sequéncia viavel
{x1}y € T (x*) e uma direcdo limitante §, tal que Vf (x*)" § < 0, sendo {x;},, uma
subsequéncia de {xj}, em relacdo a um ponto viavel x* € €. Pelo teorema de Taylor

(teorema 3.1), tem-se para k € N’ que

fOa) = f)+ VD (e —x) +o (| —x7])
= )+ =XV F () 6+ o (|Jx, —x7])

Como Vf (x*)7§ < 0 e tendo em vista que que os termos de maior ordem sao dominados

pelo termo de primeira ordem ja que existe k € N'| tem-se que
Fxi) = f () + | =XV f (x)" 6, Yk = ko

Logo
f(xk) > f(x7)

e X* nao é uma solugao local. (xy, deve pertencer a um entorno aberto de x*)

3.3.3 Caracterizando as direcoes limitantes: qualificagcao das
restricoes

O teorema 3.7 é bastante geral, entretanto este requer o conhecimento de todas as diregoes
limitantes para todas as sequéncias viaveis 7 (x*); entao este ndao é muito util como
proposicao. Nesta secao 3.3.3 é mostrado que as qualificacdo das restrigoes permitem
caracterizar as propriedades sobressalentes de 7 (x*), e logo tornar a condicao (3.33) facil

de verificar.

Uma qualificacao das restrigoes usada frequentemente, aqui ja definida, é a qualificacao
das restrigoes linearmente independente (LICQ) dada na defini¢ao (3.6). O seguinte lema
mostra que quando a LICQ é assegurada, existe uma forma organizada para caracterizar
o conjunto de todas as possiveis dire¢oes limitantes 0 em termos dos gradientes Ve¢; (x*)

das restricoes ativas em x*.

Introduzindo a notagao A, para representar a matriz na qual as linhas sao os gradientes

das restri¢goes ativas no ponto de 6timo.

A= [Vci (X*)T] A (3.34)
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Lema 3.1 (Caracterizacao das diregGes limitantes) As duas sequintes proposigées
sao verdadeiras.
(1) Se d € R™ € uma diregao limitante de uma sequéncia vidvel, logo

Ve (x) =0, Vic&, 6Vekx)=0, VicAX)INT (3.35)

(i) Se (3.835) se mantém com ||6]| = 1 e a condigao LICQ € satisfeita, entao 6 € R"™ €

uma diregao limitante de alguma sequéncia vidvel.

demonstragao: Para a primeira preposicao, sendo {x;}y C 7 (x*) uma sequéncia viavel

com uma direcao limitante § tal que N’ C N

X, — X*

lim ————— =§
keN' ||x — xX*||
Isto produz
xp = X"+ §||xp — x| + o (||xr — x*|) (3.36)

Tomando 7 € £ e usando o teorema de Taylor, tem-se que

1

AT C

I35 — x|
1

= m [Ci (x*) + [|xx — x*[| Ve (X*)T5 + o (||xr — x"])

0 = : (Xk)

= e ey g 2= XD
x5 — x|
Tomando o limite £ — oo, o ultimo termo desaparece e tem-se que Vc; (X*)T(5 = 0,

conforme o proposto.

Para as restrigoes de desigualdade ativas i € A (x*) NZ tem-se

1
—C
ek — ]

1

() + i — X[V (x)" 8+ 0 (Ix = x|

er — x|
= Ve ey o 4 X=X
[er — x|

i (1)

Tomando o limite k& — oo, o ultimo termo desaparece e tem-se que V¢; (X*)T5 > 0,

conforme o proposto.
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Para segunda preposicao, se usa o teorema da fungao implicita. Pela definicao de LICQ),
tem-se que a matrix A,,, das restrigbes ativas, possui posto completo na sua linha, i.e.,
posto m. Sendo Z uma matriz na qual suas colunas sao uma base do espaco nulo de A

(ou do ntcleo de A)
Z e Rxn—m), Z possui posto completo (n-m) na sua coluna, AZ =0 (3.37)

Sendo § uma diregao que satisfaz (3.35), e {t}, uma sequéncia de reais positivos tal que
limy_ .o tx = 0. Definindo o sistema parametrizado R:R"™ x R — R™ por

e = [ 78022 ]-[4]

assumindo que existe ky € N tal que para cada t = t;, k > kg o sistema (3.38) admite uma
solucdo x = xj, para um pequeno t > 0 dada uma sequéncia viavel {x;} que aproxima

*

X,

Claramente, para t = 0, a solu¢ao de (3.38) é x = x*, e o Jacobiano de R neste ponto é

A
V. R (x*,0) = [ 7T } (3.39)
a qual nao é singular. De acordo com o teorema da fungao implicita, o sistema (3.38) tem
solugao tnica para todos os valores de t; suficientemente pequenos, i.e., existe kg € N tal

que k > ko e t = t; que assegura a unicidade da solu¢ao x = x;. De (3.35) e (3.38) tem-se

que

i€ co(xp) =tV (xp) =0 (3.400)
e AX)NT o o¢(xp) =tV (x) 6=0 (3.400)

entao isto prova que x; realmente é viavel.

*

Agora sera verificado que x;, = x (t;) # x*, por redugao ao absurdo, assume-se x (f) =X

- [3]

como ¢; (x*) = 0 e (3.39) é ndo singular, a tunica solugdo 6 = 0 contradiz ||J|| = 1. Este

para algum t > 0, i.e.,

fato apresenta 0 como uma dire¢ao limitante da sequéncia viavel {x}y. Usando R (xj,tx)
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para todo k, pelo teorema de Taylor tem-se que

[ c(x) — t AS
0= R (xp,tr) = 7T (gckk)— x*k— ti0) }

i A(xp —x*) + o (||xk — x*||) — tAd
ZT (x), — x* — 10)

A
- o } (x — X" — t30) + o (||xx — x*|)

- - < : A
Dividindo esta expressao por ||x; — x*|| e usando a nao singularidade de [ o7 } tem-se

que
t o *
lim {% = —’“*5} —0  com b= > (3.42)
k=00 Ik — x| 135 — x|
Desde que [|6x|| = 1, para todo k € N, e ||0]|| = 1, tem-se
t
lim b (3.43)

oo [[ — x|

logo, limy_,, 0 = 0, conforme o proposto.

O conjunto de diregoes definido por (3.35) possuem um rol central nas condi¢oes do ponto

Otimo.

Definigao 3.10 (Cone tangente e normal a regiao viavel) Um vetor w é tangente
a regido vidvel & em x € Q, se para toda se sequéncia {X}y, Xp € Q, k € N, com
limy oo X = X € {tk}N uma sequéncia de reais positivos tal que limg_ .t = 0, k € N,
existe uma sequéncia {w}y, Wi € R”, k € N, com limy_.oo W = W tal que X+t W), € Q,
k € N.

O conjunto Tq (x) de todos os vetores tangentes a & em x € € € um cone, i.e., a sequinte

propriedade € satisfeita
weTg(x) = awelg(x), Va>0

Ta (x) € chamado de cone tangente a 2 em x.

O cone normal Nq (x) é o complemento ortogonal ao cone tangente, ou seja

No(x)={veR"|vw<0, VweT(x)}
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Defini¢ao 3.11 (Diregao limitante e cone tangente) Dado um ponto X* e o con-

gunto dos indices das restri¢oes ativas A (x), o conjunto Fy € definido por

Ve (x*) =0, Vi€,
Fi=<ad|a>0, 0

Ve (x*) 20, Vie Ax)NT

O conjunto de vetores de diregoes limitantes a partir de x viavel é chamado de cone de

direcoes limitantes, F; com o = 1.

3.3.4 Multiplicadores de Lagrange

O lema 3.1 expressa que quando a LICQ é assegurada, o cone F; é o conjunto de todos os
multiplos positivos de todas as direcoes limitantes de todas as sequéncias viaveis. Ainda,
a condi¢ao (3.33) do teorema 3.7, como ja foi mencionado ¢ inviavel de ser verificada.
O seguinte lema fornece uma alternativa pratica de ser verificada, fazendo o uso dos

multiplicadores de Lagrange.

Lema 3.2 (Inexisténcia da diregao descendente) Nao eziste diregao descendente

0 € F1 para a qual V f (X*)T5 < 0, se e somente se existe um vetor A € R™ tal que

Vi)=Y AVaEx)=Ax)"A N>0Vie Ax)NI (3.44)

demonstracao: Esta demonstracao exige duas demonstracoes, i.e., se existe A entao nao

existe d; se nao existe ¢ entao existe X\. Definindo o cone N por
N={sls= > ANVe((x), AN20, VicAx)NI (3.45)
1EA(x*)

Logo a condi¢ao (3.44) é equivalente a Vf (x*) € N.

suficiéncia: Assegurando (3.44) e escolhendo um ¢ que satisfaga (3.35) (0 € F}), tem-se

VID)T0=> NVax)'i+ > NVe(x)'8=0 (3.46)
ie€ -0 i€ A(x*)NT j?]_/

Assim resulta demonstrada a preposicao a frente.

necessariedade: Verifica-se que V[ (x*) nado satisfaz (3.44), i.e, Vf (x*) ¢ N, logo
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pode-se encontrar um vetor & para o qual Vf (x*)7 § < 0 e (3.35) é assegurada. Sendo §

um vetor que representa a melhor aproximagao de Vf (x*) em N i.e.,
I8 = Vf (x| = minls = Vf (x) || (3.47)

Desde que 8 € NV, tem-se que 8 € N para todos os escalares ¢ > 0.

Desde que ||[t§ — V f (x*) ||* ¢ minimizado em t = 1, tem-se

%Hté — V[P =0 (—28"Vf(x*)+2t8"s)|,_, =0
t=

t=1

s"(8-Vf(x)=0 (3.48)
Agora, sendo s outro vetor qualquer de N, sendo N por defini¢ao convexo, logo

Is+0(s=8) = VFE) "> s = VFE) % V0 €0,]]

20(s—8)" (—Vf(x))+6s—5)>>0 (3.49)

dividindo (3.49) por 6 e levando 6 ao limite § — 0%, tem-se (s —§)" (§ — V.f (x*)) > 0.

Logo, pela expressao (3.48)
s"(8-Vf(x*) =0, VseN (3.50)
Deixando § = §—V f (x*), satisfaz (3.35) e 67 V f (x*) < 0, logo da expressao (3.48) tem-se
SIVF(x)=6"(6-0)=6-Vf(x))8-06"6=—|d><0 (3.51)
logo § ¢ uma diregao descendente. Analisando a expressao (3.45), obviamente tem-se

iES.'.VCi(X*)GN N —VCZ‘(X*)EN;
e AX)NZT Ve (x*)eN

logo, com (3.50) e § =8 — V f (x*), e pela particular escolha s = V¢; (x*) e s = —V¢; (x¥)

tem-se

i €€ 6Ve(x) =20 A =0TV (x*) = 0..6"Ve (x*) = 0;

i€ AX)NT 0"V (x) =0

Entao, § satisfaz a condigao (3.35). Assim resulta demonstrada a preposigao reversa.
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3.3.5 Demonstracao do Teorema 3.6

Combinando os lemas 3.1 e 3.2 se consegue produzir as condi¢oes KKT descritas no
teorema 3.6. Supondo que x* € R™ é um ponto viavel sobre o qual a LICQ é assegurada.
O teorema diz que se x* é uma solucao local de (3.23), entao existe um vetor A* € R™

que satisfaz as condigoes (3.28a), (3.28b), (3.28¢), (3.28d), (3.28¢) (KKT).

Primeiro foi mostrado que existem multiplicadores \;, i € A (x*) tal que satisfazem (3.44).
O teorema 3.7 expressa que 07V f (x*) > 0 para todos os vetores § que sdo direcoes
limitantes de sequéncias viaveis. Do lema 3.1, se a LICQ é assegurada, o conjunto de todas
as possiveis dire¢oes limitantes é exatamente o conjunto de todos os vetores que satisfazem
(3.35). Colocando estas duas proposi¢oes juntas, se encontram todas as diregoes & que
satisfagam (3.35) e ainda §7V f (x*) > 0. Logo do lema 3.2, tem-se que existe um vetor

A que satisfaz (3.44), conforme proposto.

Definindo o vetor A* por

0, caso contario

Esta escolha, juntamente com a solucao local x* satisfaz as condigoes KKT. Com estas

consideragoes, se verificam, uma a uma, as condi¢oes KKT.

A condigao (3.284a) vem dada por (3.44) e as definigdes (3.26) da fun¢ao Lagrangiana
e (3.52) de A\};

As condigdes (3.28b) e (3.28¢) sao satisfeitas desde que x* seja um ponto viavel;

A condicao (3.28d) ¢ satisfeita, ja que de (3.44) tem-se Aj > 0 para i € A(x*)NZ,

enquanto que de (3.52) tem-se A\f =0 para i € 7 \ A (x*). Logo, \f > 0;

A condigao (3.28¢) ¢ satisfeita, ja que para i € A(x*) NZ tem-se ¢; (x*) = 0,

enquanto que para i € Z \ A (x*) tem-se Af = 0.

Isto completa a demonstracao.
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3.3.6 Condigoes do ponto de 6timo de segunda ordem

Na descri¢ao das condigoes do ponto de 6timo de primeira ordem — condigoes de KKT —
foi relatado como devem resultar as derivadas primeiras de f e das restri¢oes ativas ¢; sobre
x*. Uma vez satisfeitas tais condi¢oes, o “movimento” sobre qualquer vetor w € F; produz
um acréscimo na aproximacao de primeira ordem da funcao objetivo, i.e., w V f (x*) > 0,

ou este valor é mantido, i.e., wI'V f (x*) = 0.

A necessidade de usar derivadas de segunda ordem para verificar a existéncia um ponto de
6timo ocorre quando nada mais se pode saber, no que concerne, das derivadas de primeira
ordem, i.e., quando w'V f (x*) = 0 nada se sabe sobre o crescimento ou decrescimento
da funcao ao longo desta direcao. Logo, para completar com a caracterizacao do ponto
de 6timo falta saber quais as implicacoes das derivadas segundas da fungao objetivo e das

restricoes sobre ponto de 6timo.

Condigoes de segunda ordem sao obtidas examinando os termos das derivadas segundas na
expansao de Taylor da funcao objetivo e das restri¢oes, esta informacao adicional resolve
o problema & cerca do crescimento de f. Essencialmente, as condi¢oes de segunda ordem
fornecem informagoes sobre a curvatura da funcao Lagrangiana nas diregoes “indecisas” —

as diregoes w € F} tal que f (x*) = 0.

Como ja mencionado, se assume que todas as fungoes envolvidas sejam suaves e pelo

menos duas vezes diferenciaveis.

Dado F) pela definicao 3.11 e algum vetor multiplicador de Lagrange A\* satisfazendo as

condigoes KKT, se define um subconjunto Fy (A*) de Fj por
FE(M\)={weF |Vex) w=0,Viec AX)NT com \* > 0} (3.53)

De forma equivalente

Ve (x)'w=0, Vie&
weFRMN)e{ Vo) w=0, VieA(x)NZcom\* >0 (3.54)
Ve, (x)'w>0, VieAX*)NT com \* =0

O conjunto F; (A*) que contém os vetores w tende a manter as restrigdes de desigualdade

ativas, para as quais a componente \* é positiva, bem como para as restrigoes de igualdade.
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Da defini¢ao (3.54) e do fato que A\ = 0 para toda componente inativa i € Z \ A (x*),
segue

weFRMN) . ANVex) ' w=0, VieEUul (3.55)

Logo, das condigoes KKT (3.28a) e pela defini¢ao da fungao Lagrangiana (3.26), tem-se
weR(\) o wWIVFX)= D> ANw'Ve(x) =0 (3.56)

i€EUT
Conforme o requerido, o conjunto F5 (A\*) contém diregoes de F; das quais nao se sabe,
por informagoes obtidas das derivadas primeiras, se a func¢ao objetivo f ird crescer ou

decrescer ao longo da mesma.

Teorema 3.8 (Condigoes necessarias de segunda ordem) Supondo que x* € €2 é
um minimo local de (3.23) e que € assequrado a LICQ) em x*. Sendo \* € R"™ um vetor
multiplicador de Lagrange tal que as condigoes KKT sao satisfeitas, e sendo Fy (\*) o

conjunto definido em (3.53), entao
WiV L (X" AX)w >0, VYw € Fy(\) (3.57)

Em outras palavras o Hessiano da func¢ao Lagrangiana deve ser positivo semi-definido.
demonstragao: A idéia desta demonstragao é criar uma sequéncia viavel {x,}y € 7 (x*)

com uma direao limitante - tal que f (xx) = f (x*) para k > ko, implique em (3.57).

Desde que w € Fy (A*) C F, se consegue fazer uso da técnica usada na demonstrac¢ao do

lema 3.1 para construir uma sequéncia viavel {x;}y = {x(¢x)} tal que

. X, — X* W
li — =
ReN [lxp —x*|| - [|wl]
Em particular, tem-se de (3.40a) que
t
¢ (xx) = HTkchi (x*)"'w, VieAx) (3.58)

onde {t;}y ¢ uma sequéncia de escalares reais positivos decrescentes tendendo a zero.
Ainda, de (3.43) tem-se que
|xx — x*|| = tr + o (tx) (3.59)

e por substitui¢do em (3.42) resulta

t
X — X' = ——w + o0 () (3.60)

[w
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Das condi¢oes KKT e da expressao (3.58), tem-se

L(xp,\") = f(xx)— Z Ajci (Xx)

1€EUT

= f(xx)— Z A Ve (x) ' w
‘ S—r
1€ A(x) =0 de (3.58)

= f(xx) (3.61)

Por outro lado, a expansao de Taylor em torno de x* da funcao Lagrangiana produz

L(xpN) = LX) +(x, —x) VoL (x5 \)
N—— N—— N’
=f(xy) de (3.61) =f(x*) de KKT =0 de KKT
1
+5 (k= x)' Vo £ (XN (3 — x7) + o (||Jxp, — x*[|?) (3.62)
ainda
1

L (x\) = [ () + 5 (i — X)) Voo £ (x5 (x5 — x) o (|Jxi — x[)  (3.63)

Tomando (3.59) e (3.60), a expressao (3.62) resulta em

F ) = Fx) + L

2 [Jwlf?

W Vo L (x* X)W + o (17) (3.64)

Logo, se Wl 'V, L (x* \*)w < 0, entao f (xx) < f (x*) para todo k > ko | ko € N, logo x*

nao ¢ um minimo local. Assim se pode concluir que (3.57) ¢ satisfeita.

Requerendo que o Hessiano da fungdo Lagrangiana VL (x*,\*) seja positivo definido
sobre Fy (A\*), se constitui as condi¢oes do ponto de 6timo. Observar que a LICQ néo é

requerida.

Teorema 3.9 (Condigoes suficientes de segunda ordem) Supondo que x* € ) é
um ponto vidvel e que existe um vetor multiplicador de Lagrange \* € R™ tal que as

condi¢oes KK'T sao satisfeitas. Ainda, supondo que
WV L (X" X)w >0, Yw € Fy(\) (3.65)

Entao, x* € um minimo local estrito.

demonstragao: A idéia desta demonstracao é mostrar que para toda sequéncia viavel

{xp}y C 7T (x*) tem-se

f(xk)> f(x*), paraum k > ko | ko € N (3.66)
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Pelo lema 3.1 (i) e a definicao 3.10 tem-se que toda direcao limitante 0 de {xy} satisfaz

0 € Fy. Deixando ¢ ser uma direcao limitante e N’ C N para todo k& € N tem-se que
xXp — X = ||xx — x*[|0 + o (||xr — x7) (3.67)
Da defini¢ao da funcao Lagrangiana tem-se

L(xeX) = f(x) = Y Aei (xe) < f () (3.68)

1EA(x*)

enquanto a expansao de Taylor (3.63) do teorema 3.8 se mantém verdadeira.

Agora, dividindo a demonstracao em dois casos § ¢ Fy (A*) e 6 € F5 (A¥).
Caso I: § ¢ Fy» (\*)
No que concerne & expressao (3.54), existe um indice j € A (x*)NZ tal que esta expressao

se mantém estritamente positiva, i.e.,

XiVe; (x)76 >0 (3.69)
enquanto que para os indices i € A (x*), tem-se

NVe (x)6 >0 (3.70)
Pelo teorema de Taylor, e da expressao (3.67) tendo k € N, para o indice j tem-se

Niej (x) = Niej (x7) +\5Ve; (x) (3 — x7) + o (| — x7)
=0

=[xk = XA Ve (%) 6 + o ([lxi — x7)
Logo, da expressao (3.68)

LxiA) = fla)— > Aai(xp)
1€EA(x*)
< f () = Ik = XA Ve (x)T 8+ o (lxi = x7) (3.71)
Pela expansao de Taylor da expressao (3.63), se mantém

L (xp,\) = f(x*) + O (|xi — x*||?) (3.72)

O termo O (||x;, — x*||?) é positivo, conforme (3.65).

Combinando as expressoes (3.72) e (3.71)

F () 2 f (x7) 4 [l = XA Ve (x7)" 6+ o ([Ixi — x7|)) (3.73)
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Logo, por (3.69) tem-se f (xx) > f (x*) para todo k € N
Caso II: 6 € F» (\*) Combinando as expressoes (3.67), (3.68) e (3.63) resulta

1
Flxe) = f(x7)+ 5 6o = x*)! Vol (x*N) (xi — x7) + 0 (||x — x*||)
1
= O+ gl = x0T Vil (A7) G40 ([l — x7?) (3.74)

>0 de (3.65)

Logo, tem-se f (x;) > f(x*) para todo k € N

Finalmente, desde que x;, com k& € N pode ser designado por uma subsequéncia viavel
N C N tal que {x;},, converge com uma diregao limitante ¢, tem-se que f (x;) > f (x*)

para todo k > k.

3.3.7 Problemas nao suaves

O fato da funcao objetivo e as restricoes serem suaves é uma importante questao na
caracterizagao da solucao, assim como nos problemas de minimizagao sem restri¢oes.
Este assegura que a funcao objetivo e as restrigoes apresentem um comportamento
razoavelmente previsivel e permite que os algoritmos facam uma boa escolha na busca

linear.

O problema da nao suavidade das restricoes pode ser facilmente contornado pela
substituicao da restrigdo nao suave por varias restrigoes suaves. Assim como na otimizagao
sem restricoes de problemas nao suaves se pode reformular o problema, de maneira tal que
resulte um problema de otimizagao com restri¢oes, onde todas as fungdes envolvidas sejam

suaves (estes problemas ocorrem quando f é um méaximo de um conjunto de fungoes).

3.3.8 Sensibilidade

A conveniéncia de usar multiplicadores de Lagrange pode nao ser clara, entretanto o rol
destes tem um significado bastante intuitivo. Cada valor dos multiplicadores de Lagrange
Af, expressa a sensibilidade do valor 6timo f (x*) na presenca das restrigdes ¢;. Em outras
palavras, A\’ indica o quao forte f esta “empurrando” ou “puxando” contra a particular

restricao c;.
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Escolhendo uma restri¢ao inativa i ¢ A (x*) tal que ¢; (x*) > 0, a solu¢do x* ¢ o valor
da funcao f(x*) sdo indiferentes a presencga da restri¢io. Entao da expressdo (3.28¢)
tem-se que A} = 0, o multiplicador de Lagrange indica que tal restrigao ¢ insignificante.
Perturbando esta restricao inativa, esta ainda continua inativa e x* continua sendo solucao

do problema de otimizagao.

Supondo agora que esta restri¢ao i é ativa, ¢ € A(x*), e se perturba tal no sentido
oposto do gradiente da restrigao (isto significa que a perturbagao desloca a fronteira da
restrigdo para o lado da regido inviavel). Isto produz que ¢; (x*) > —¢||V¢; (x*) || em vez
de ¢; (x*) > 0. Supondo que a perturbagdo € seja suficientemente pequena para que a
solu¢do x* (¢€) mantenha o mesmo conjunto de restrigoes ativas, e que os multiplicadores

de Lagrange nao sejam muito afetados pela perturbagao. Logo, tem-se que

—el| Ve (x7) || = ¢ (x" (€) — e (x7) = (x" (¢) = x")" Vi (x7)
0=c;(x"(6)) — ¢ (x") = (x" () = x")" Vie; (x7)
VieAX) | j#i

De maneira anéloga, o valor de f (x* (¢)) pode ser estimado pela expressao (3.28a). Logo

F () = f(x) = (x'(e) =x")" V[ (x)
= > N ()-x) Vg (x)

JEA(x¥)
—€||[Vei (x) | A

Q

Tomando o limite em ¢, a familia de solugoes, satisfaz

df (?:;6(6» =\ Ve (x| (3.75)

Na anélise de sensibilidade se pode concluir que se o valor —\f||V¢; (x*) || é grande, entao
o valor do 6timo ¢ sensivel ao deslocamento da i-ésima restrigao. Caso A} = 0 para uma

dada restricao i, a perturbacao nesta, provavelmente nao afetard o 6timo.

A analise de sensibilidade motiva a seguinte defini¢ao, a qual qualifica as restri¢oes tendo

ou nao seu correspondente multiplicador de Lagrange igual a zero.

Definigao 3.12 (Classificagao das restrigoes de desigualdade) Sendo x* a solugdo

do problema (3.23), e supondo que as condigoes KKT sao satisfeitas. Se diz que uma
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restri¢ao de desigualdade ¢; é fortemente ativa se i € A(x*) e A\f > 0. Se diz que uma

restri¢io de desigualdade ¢; € fracamente ativa se i € A (x*) e A7 = 0.

Observar que a andlise de sensibilidade independe do fator de escala da restricao
individual, i.e., multiplicando ¢; por a, o novo problema sera equivalente, ja que o
multiplicador de Lagrange resultara dividido por a e o gradiente da restrigao resultara
multiplicado por a, assim mantendo o produto A[||Ve; (x*) || idéntico. Entretanto, o
mesmo nao ocorre se o fator de escala é aplicado & fungao objetivo, para um fator de
escala a os multiplicadores de Lagrange resultarao multiplicados por a e a sensibilidade a

perturbagao serd multiplicada por a.

3.4 Programacao quadratica

O problema de programacao quadratica é caracterizado por uma fungao objetivo

quadratica e restri¢oes lineares

1
min ¢ (x) = §XTGX +x76 (3.76a)
sujeitoa alx=0b;, i€& (3.760)
e alx>b, i€l (3.76¢)

onde G é uma matriz simétrica n x n, £ e Z sao os conjuntos finitos de indices, e 9, x e
{a;}, i € EUT sao vetores de n componentes, b; sdo escalares. Se a matrix G, for positiva
semi-definida, entdo o problema (3.76a) ¢ convero e existe apenas um minimo. Existem
algoritmos para problemas convexos, muito eficientes, possuindo um ntmero finito de

iteragoes, e ainda detectam os casos sem solugao.
Segundo Nocedal e Wright (1999), este algoritmo é entendido em trés etapas
o As restrigoes de igualdade sao eliminadas pela substituicdo destas na funcao

objetivo (problema padrao), i.e., as restrigdes de igualdade simplesmente sdo uma

dependéncia entre as variaveis;

e Por simples operacoes algébricas, se consegue reduzir o problema a um problema
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linear, ainda este é chamado de problema de complementaridade linear, ja que a

fungao objetivo toma a forma (3.28¢);

e Recupera-se a solucao para o espago original com o computo das variaveis

eliminadas.

3.5 Programacao quadratica sequencial — SQP —

Os algoritmos de programagao quadratica sequencial ainda sao os algoritmos mais
utilizados e mais robustos para problemas de programagao nao-linear. O algoritmos
foi proposto por Wilson, e posteriormente o algoritmo foi abordado em uma forma
quase-Newton. Han obteve um algoritmo convergente e Powell demonstrou que tal era

superlinear.

O método SQP do acrénimo em inglés sequential quadratic programming surge da
aplicacao do método de Newton a funcao Lagrangiana, com 0, = X3, — Xp_1 € AN\, =

)\k - )\kfl, 1.e.,

{Vmﬁ(xk,)\k) V,\zﬁ(xky)\k)}{ Ok }
VarL (%, 6)  VouL (X5, Ak) AN

. V;C,C (Xk:a)\k)

_ [ g e } (3.77)

Denotando por W a componente V., L (xx,A\x) € sendo A definida por (3.34), a expressao

(3.77) resulta .
SVI[A]- (Y] em

Escrevendo as condigoes de Karush-Kuhn-Tucker, chega-se na seguinte expressao

min %5,{W§k + VS (xp)" 0 (3.794)
k

sujeito a V¢ (xk)T Ok +¢i(x5) =0 (3.790)

Observar que (3.79a) e (3.79b) formam o problema de programagao quadratica no
ponto x;. Executando este problema sequencialmente, tem-se a programacao quadratica
sequencial. Em geral, este método ¢ empregado com a abordagem quase-Newton.
Obviamente, este problema foi apresentado apenas para restricoes de igualdade. Se

este for o caso, entao o problema se resume na obtencao da solucao de um sistema de
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equagoes lineares. Caso existam restrigoes de desigualdade, este resultaria em um sistema

de inequacoes.

Para contornar este problema basta reescrever o problema da forma mais geral, conforme
(3.23), e aproximar a fungao objetivo & uma forma quadratica e as restri¢oes, tanto as
de igualdade como as de desigualdade, a uma forma linear, e assim resolver o problema

proposto na programagao quadratica, i.e.,

min %5,{W5k +VF ()T 6 (3.800)

k

sujeito a ¢ (xx) + V¢ (Xk)T 0p =0, i€ (3.800)
e ¢ (Xk) + VCZ' (Xk>T 6k 2 0, 1€1 (3800)

Este subproblema, apenas resolve a obtengao da dire¢ao de busca. Logo, definida a direcao
de busca Wilson, Han e Powell sugeriram utilizar como fungao objetivo na busca linear,
a funcao de penalidade exata, p. Esta funcao é definida por

p(x)=Ffx)+ > nlla®]| (3.81)

1€ A(x*)

onde os 1;, fatores de penalidade, sao definidos como r; > \;. Esta fungao objetivo nao tem
apenas como finalidade diminuir o valor de f, mas também diminuir o grau de violagao
das restrigoes. Isto se consegue por meio da penalizagao incluida na fungao objetivo. Os r;
indicam o grau de penalizacao sobre cada restricao, i.e, ao violar uma restricao a funcao
objetivo é penalizada, e maior serd a penalizagao quanto maior for o multiplicador de
Lagrange para tal restricao. Observar que o uso da funcao de penalidade representa uma

minimizagao sem restrigoes, i.e., o problema restrito se tornou um problema irrestrito.

3.6 Algoritmo de otimizacao — SQP —

O algoritmo necessita de um ponto de partida xy e uma matriz By simétrica e positivo
definida como aproximagao do Hessiano da funcao Lagrangiana. Em linhas gerais o

algoritmo desenvolve-se da seguinte maneira

e Passo 1: Obter os vetores § e A no ponto Xg, a partir da solu¢ao do subproblema

de programagao quadratica (3.80a, 3.80b, 3.80c¢);
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e Passo 2: Verificar os critérios de parada;

IVf (xe) 6kl < tol
max¢; (xx) < tols (3.82)
doci(xg) < tols

onde o primeiro critério verifica o decréscimo de f na direcao 9, o segundo critério
verifica a restricao mais violada, e o terceiro critério verifica a soma das restrigoes

violadas.

e Passo 3: Fazer a busca linear utilizando a fungao p (x) definida em (3.81), sobre a

direcao ¢, assim determinando o passo a ser efetuado;
e Passo 4: Atualizar a aproximacao do Hessiano da funcao Lagrangiana, BFGS;

e Passo 5: Voltar ao Passo 1 com o novo xy.

Em geral a aproximacgao do Hessiano da funcao Lagrangiana, comeca com uma matriz

com componentes proprocionais a matriz indentidade, i.e.,
By = byl (3.83)

onde by ¢é definida pelo usuério do programa; ainda a matriz B deve ser reinicializada para
nao se ter influéncia de pontos muito distantes do ponto corrente. O reinicio periddico é

definido pelo usuario do programa.

Ainda, como dado de entrada é fornecido o vetor de fatores de escala para a variavel. Este

nao pode ser modificado no andamento do coédigo.

Nos exemplos apresentados no capitulo 4, se fez uso da subrotina DNCONF da biblioteca
matematica IMSL, para Fortran. Esta é uma subrotina de SQP, baseada no coédigo
em Fortran desenvolvido por Schittkowski (1986), onde os gradientes sdo estimados por

diferencgas finitas.
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Capitulo 4

Otimizacao de forma de cascas via

deformacao livre de forma baseado em
NURBS

4.1 Introducao

Cascas pertencem ao tipo de elemento estrutural mais comum na natureza e eficiente
em relagao a tecnologia. Elas sao utilizadas quando alta resisténcia, grandes vaos e
quantidade minima de materiais sao requeridas ou entao com fungao de contengao. Neste
contexto, elas podem também ser denominadas estruturas 6timas, apresentando excelente
performance estrutural e em muitos casos até arquitetonicamente belas. Entretanto,
como consequéncia de sistemas otimizados, cascas podem ser extremamente sensiveis
no que concerne ao seu comportamento mecanico bem como sua aparéncia estética.
Qualquer projeto deve considerar esta sensibilidade para se tornar bem sucedido. Além
da distribuicao da espessura, toda a forma da casca esta diretamente relacionada com

esta sensibilidade.

E bem sabido que grandes reservatorios de paredes muito finas dependem de um principio
de carga baseado em um estado de tensdes de membrana onde devem ser evitadas flexoes
ao méaximo possivel. Além disso, o estado de tensao deve refletir as caracteristicas
do material escolhido: uma casca de concreto armado deve estar sob compressao
principalmente. Esta situacao ideal, é claro, raramente pode ser obtida, se uma forma

de casca é adotada intuitivamente. Neste caso, sao necessarios elementos estruturais
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adicionais como reforcos, pré-tensao, enrijecedores, etc., para colocar a casca na posicao
desejada. Em contraste, formas estruturais ou naturais tentam evitar a maior parte destes
componentes de rigidez extra. Eles sao obtidos através de uma aproximagao inversa, na
qual o objetivo de uma desejada resposta estrutural é prescrita, e.g. a distribuicao da
espessura e forma. Um dos métodos descritos, chamado otimizacao estrutural, aparenta
ser a técnica mais versatil e generalista como ferramenta de projeto. Esta afirmacao
se baseia no fato que cada projeto segue essencialmente um processo de otimizacao.
Especificamente no que concerne a encontrar a forma de uma estrutura de casca o objetivo
pode ser definido como segue, i.e., encontrar a distribui¢ao da espessura e forma de uma

casca tal que:

e as condicoes de contorno e todos os possiveis casos de carregamento sao

considerados;
e propriedades dos materiais sao levados em consideracao;
e tensoes e deslocamentos sao limitados a certos valores;
e um estado de tensao de membrana praticamente uniforme é obtido;
e flambagem, deformacoes excessivas, e efeitos negativos sao evitados;

e uma razoavel vida util (durabilidade) é garantida;

€ Se espera

e que custos de producao e servigos sejam justificados, e que o resultado seja

esteticamente agradavel.

Otimizacao estrutural é atualmente entendida como uma sintese de diversas disciplinas
individuais como o método dos elementos finitos, diferenciagdo automética (baseada
na teoria de grafos), NURBS (projeto auxiliado por computador — Computer Aided
Geometry Design — CAGD — ), otimizagao matemética, etc. Aparentemente, ¢ um método
computacional, consequentemente apenas aqueles requerimentos descritos acima podem

ser parte do processo, o qual pode ser introduzido em uma formulacao matemaética.
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Infelizmente, o termo “otimizacao” também é ilusorio, uma vez que ele sugestiona que
exista apenas uma tunica solucao 6tima. Em outras palavras, a criatividade é ainda
mantida como parte do processo; felizmente, o processo é — nesta perspectiva generalizada
— extremamente sensivel aos parametros e permite uma ampla liberdade quanto ao projeto
e design. Otimizagao estrutural é nada mais que um apoio ao projeto. Suas aplicagoes
podem ser classificadas como:

e problemas de homogenizagao (estados de tensoes uniformes etc.);

e uso otimizado de materiais (capacidade maxima de carregamento etc.);

e resposta estrutural otimizada (e.g. frequéncias).

4.2 Definicao do problema de otimizacao estrutural

As declaracoes de um problema matematico abstrato de otimizacdao nao linear do tipo
estudado no capitulo 3, tém de ser redefinidos em termos mecéanicos. As fungoes e variaveis

tipicas em otimizagao de forma de cascas segundo Ramm et al. (1993) sdo:

variaveis de otimizacao:

e coordenadas dos noés selecionados;
e espessura dos nos selecionados;

e outros parametros da secao transversal.
No presente trabalho sao propostas as seguintes variaveis de otimizagcao:

e pontos de controle em coordenadas homogéneas P}’;, i.e., pontos de controle e pesos;

e parametros que descrevem a variagdo espessura.
funcoes objetivo:

e massa ou volume f, = [ p dV; onde p = massa especifica;
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energia de deformacao fgp = % [ o : e dV; onde o, € sdo os tensores de tensoes e

deformagoes, respectivamente;

nivel de tensdao f; = [ (0 — Jm,g)2 dA; onde 04y, € um nivel de tensao objetivo;

(A2ot)’
Nob

fungao de ajuste f) =>_ ;onde Ayp; € 0 ajuste a uma determinada resposta;

frequéncia natural f, = w; onde w é uma das frequéncias naturais da estrutura;

fator de carga critico f, = —A\; onde A é o fator de carga critico.

restrigoes:

w
Wall

e massa ou volume ¢, =1— = 0; onde wy; € 0 peso ou a massa da estrutura;

u
Uall

deslocamentos ¢, =1— > 0; onde u é um deslocamento maximo permitido;

g
Oall

tensdes c;=1— > 0; onde o,y é um nivel de tensao maximo permitido;

w
Wall

frequéncias ¢, =1 — > 0; onde w,y; € uma frequéncia maxima permitida;

e fator de carga ¢y = /\i

i 1 > 0; onde A\, é um fator de carga critico maximo
a

permitido.

Além do objetivo mais comum, o peso, ha outras fung¢oes objetivos de significincia, como
minimizacao de energia de deformacgao, o que é equivalente a maximizar a rigidez. Isso
significa que as deformacgoes por flexao em uma casca sao minimizadas a um ponto em
que sao obtidas tensoes de membrana. Nivel de tensao baseado em uma tensao “alvo”
prescrita pode ser aplicado para gerar uma casca principalmente em compressao. Ajuste
para uma dada resposta, por exemplo, uma frequéncia especifica ou um desejado espectro
ou maximizar a carga de falha sdao objetivos classicos em engenharia. Restrigoes de
desigualdade sao levadas em conta para analisar requisitos de seguranca e confiabilidade
as quais devem ser satisfeitas. Restrigoes tipicas deste tipo sao limites de tensoes e
deslocamentos. Se a rigidez ou o fator de carga critica deve ser maximizado, uma massa
estrutural prescrita é introduzida através de uma restricao de igualdade. Esta restricao
proibe um actiimulo de massa, o qual, de outra forma, produziria uma estrutura massiva

irreal.
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4.3 Algoritmo de otimizacao de forma de cascas via
deformacgao livre de forma baseado em NURBS

O algoritmo desenvolvido é composto por trés sub algoritmos bésicos; estes sao:

e Otimizacao — SQP —
e Mudanga de forma — deformagao livre de forma baseado em NURBS —

e Método de elementos finitos — elemento de casca —

O codigo em Fortran, em linhas gerais, se desenvolve da seguinte maneira: o método de
elementos finitos é utilizado para avaliar a funcao objetivo, a mudanga de forma é utilizada
para deslocar a variavel x de x; para x;.; e a otimizacao fornece o vetor deslocamento
de x; para x;y1. O vetor gradiente é estimado da seguinte maneira: avalia-se a fungao
objetivo em um determinado ponto, e se perturba (individualmente) cada x; de x e por

diferencas finitas se estima cada derivada parcial, assim formando o “gradiente”.

A entrada de dados é constituida pelos dados para o problema de elementos finitos, para

a mudanca de forma e para o processo de otimizacao.

Para o problema de elementos finitos os dados sao:

e Malha da geometria;

e Dados do material, modulo de elasticidade, E, coeficiente de Poisson, v, e massa

especifica p;

e Condicoes de contorno: deslocamentos prescritos e esforgos aplicados;
Para a mudanca de forma os dados sao:

e Dados da geometria: graus, p e ¢, pontos de controle, P; ;, pesos, w;;, (ou P;f’j),

vetores dos noés, U e V;

e Malha do problema de elementos finitos no espago paramétrico;
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e Indices dos pontos de controle, P}, relativos aos P}; que se permite deslocar.

Para o problema de otimizagao os dados sao:

Variaveis de otimizagao P}’; e em alguns problemas os parametros que descrevem a

variagao da espessura;

Limite inferior e superior de cada variavel;

Fator de escala;

Numero méximo de iteracgoes;

Funcéo objetivo (alguma das listadas anteriormente);

Restrigoes de igualdade e desigualdade.

O co6digo desenvolvido em Fortran se baseia em um algoritmo bastante simples. O esquema

do algoritmo é apresentado na figura 4.1.

Entrada de dados

Analise
estrutural
(FEM)

free-form
(NURBS)

Gradientes
(Diferencas
finitas)

Saida de dados

Analise
estrutural

(FEM)

Otimizagao
matematica

(SQP)

free-form
(NURBS)

Busca
Linear
(Quasc-
Newton)

Figura 4.1: Esquema do algoritmo.
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Apos a entrada de dados (primeira etapa da figura 4.1) ja descrita, perturba-se cada
uma das variaveis x;, sendo estas: parametros relativos a espessura, pontos de controle da
geometria e seus respectivos pesos (segunda etapa da figura 4.1). Para cada perturbagao se
executa a analise de elementos finitos. Com estas informagoes sao avaliadas as restri¢oes,
a fungao objetivo, e os respectivos gradientes sao estimados por diferengas finitas (terceira
etapa da figura 4.1). Estima-se o Hessiano BFGS e com os gradientes obtidos no passo
anterior se determina a diregdo de busca (quarta etapa da figura 4.1). Com a diregao
de busca definida se minimiza a funcao p (x) (3.81) nesta dire¢do (quinta etapa da figura
4.1). Assim resulta determinado o passo a ser dado na dire¢ao de busca. Obtem-se a nova
geometria e sdo avaliadas as restrigdes e a fungao objetivo (sexta etapa da figura 4.1).
Para concluir sao verificados os critérios de convergéncia; se nao satisfeitos, realiza-se um
novo ciclo, i.e., se parte para uma nova iteracao. Caso os critérios de convergéncia forem

satisfeitos efetua-se a saida de dados.

Como saida de dados se tem:

Valor inicial e final da funcao objetivo, tensoes, deformagoes, deslocamentos

generalizados;

Parametrizacao final da geometria;

Parametros iniciais e finais que descrevem a variacao da espessura;

Malha final da geometria.

4.4 Exemplos de otimizacao de forma de cascas via
deformacgao livre de forma baseado em NURBS

Alguns exemplos simples foram analisados com a finalidade de validar o codigo
desenvolvido em Fortran de otimizacao de forma de cascas via deformagao livre de forma
baseado em NURBS. Nada se garante sobre a convexidade das fung¢oes objetivo utilizadas

nos exemplos a seguir.
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4.4.1 Exemplo 1

O primeiro exemplo trata da minimizacao do momento fletor de um arco circular. O
carregamento imposto ao arco baseia-se em uma carga distribuida uniformemente de 1 %
sobre um linha situada no topo do arco com direcao vertical, conforme apresentado na

figura 4.2c. O arco esta apoiado na extremidades.

A estrutura é de ago, onde foi considerado um modulo de elasticidade, £ = 205 G Pa,
coeficiente de Poisson, v = 0,2. Ainda a estrutura em arco possui um vao de dois metros

e uma altura de um metro (raio de um metro), a largura vale 0,1 m e a espessura 0,01 m.

&)

(a) Geometria da superficie (b) Pontos de controle  (¢) Malha de elementos fini-
tos

Figura 4.2: Exemplo 1.

Os pontos de controle da geometria sao definidos como as varidveis do problema de

otimizacao.

Formalmente a funcao objetivo trata de minimizar a diferenga entre as tensoes na face

superior e inferior da casca, i.e.,

nnos

flo)=%" {(’bf“p —iginf )2 + (o5~ fop )2} (4.1)

i=1
onde nnos é o nimero de noés, sup faz referéncia a face superior e inf a face inferior,
o1 faz referéncia a direcao e; e oy a direcao ey, do elemento. As restrigoes impostas ao
problema sao: a altura deve permanecer constante, impoem-se restricoes de simetria e a

area em planta permanece constante.
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Apos seis iteragoes foi dada a convergéncia, com fungdao objetivo fy (o) = 0,6185 - 10°

passando para fg (o) = 0,3428 - 10%. A geometria final obtida é apresentada na figura 4.3.

o,
v

S
Svas

AR

&5

S

AW
2
S,
<

5

(b) Malha inicial e final (frontal)

&
=
=

(a) Malha inicial e final
Figura 4.3: Geometria final 1.

Este problema possui solugao analitica conhecida, sabe-se bem que as trelicas estao isentas

de momento fletor. O resultado que ja era de se esperar foi confirmado; por mera inspegao

visual se percebe que a geometria resultou ser um triangulo.

4.4.2 Exemplo 2
O segundo exemplo é idéntico ao primeiro exemplo no que concerne & geometria e ao

problema de otimizagao, entretanto foi retirada a carga no topo e considerada apenas a

carga de peso proprio, referente a um peso especifico v = 78,6 'fn—]g

ST

==

S

(b) Malha inicial e final (frontal)

e
h= e
=

=
==
=

=

TSy

(a) Malha inicial e final
Figura 4.4: Geometria final 2.

Apos doze iteragoes foi dada a convergéncia, com fungao objetivo fy (o) = 0,2178 - 107

passando para fi3 (o) = 0,5539-10%. A geometria final obtida é apresentada na figura 4.4.
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Este é outro problema que possui solugao analitica conhecida, sabe-se bem que os arcos

parabolico estao isentos de momento fletor se uma carga uniforme vertical for aplicada.

4.4.3 Exemplo 3

O terceiro exemplo trata da minimizagao da frequéncia fundamental do mesmo arco
circular dos exemplos anteriores; entretanto a parametrizagao foi modificada com a
inser¢ao de duas linhas de nos (knots), em u = 0,25 e u = 0,75, para se obter
uma parametrizacao mais maleavel e assim obter geometrias mais complexas. A nova

parametrizacao é apresentada na figura 4.5.

(a) Geometria da superficie (b) Pontos de controle  (c¢) Malha de elementos fini-
tos

Figura 4.5: Exemplo 3.

Os pontos de controle da geometria sao definidos como as varidveis do problema de

otimizacao.
A funcao objetivo trata de minimizar a primeira frequéncia wy da estrutura.
f(w) = wo (4.2)

As restrigoes impostas ao problema sao: a altura deve permanecer constante, restrigoes

de simetria e a area em planta permanece constante.

Apos uma iteragao foi dada a convergéncia, com fungao objetivo fy (w) = 0,2935 rad/s
passando para f; (w) = 0,3261 - 1072 rad/s. A geometria final obtida é apresentada na
figura 4.6.
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(a) Malha inicial e final (b) Malha inicial e final (frontal)

Figura 4.6: Geometria final 3.

4.4.4 Exemplo 4

N

O quarto exemplo é idéntico ao primeiro exemplo no que concerne & geometria, ao
problema de otimizagao e ao problema de elementos finitos; entretanto para este exemplo
foi considerada a nao linearidade geométrica e a carga foi multiplicada por cem. Apos
doze iteragoes foi dada a convergéncia, com fungao objetivo fy (o) = 0,6570-10'3 passando

para fi2 (o) = 0,6928 - 103. A gemoetria final obtida é apresentada na figura 4.7.

(a) Malha inicial e final (b) Malha inicial e final (frontal)

Figura 4.7: Geometria final 4.

O resultado é substancialmente diferente do primeiro exemplo ja que a nao linearidade
geométrica é considerada. Ainda, observar que o resultado é uma geometria com curvatura

Gaussiana positiva e ndo é um plano como foi obtido no primeiro exemplo.

4.4.5 Exemplo 5 — MIT —

Este exemplo foi apresentado por Ramm et al. (1993). O problema trata da otimizagao da
casca do auditorio Kresge construido em 1955 no MIT. A geometria da casca é um oitavo

de uma esfera de raio 34,29 m, apoiada nos trés vértices, gerando um vao livre de 48,50 m,
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S5

(a) Estrutura Kresge MIT (MIT) (b) Construgao do auditorio (MIT)

Figura 4.8: Auditorio Kresge MIT.

uma altura maxima de 14,50 m, e uma altura na borda de 8,23 m. A casca possui uma

espessura de 8,9 ¢m no centro, que aumenta para 12,7 ¢m na direcao central das vigas

de bordo e aumenta para 49,5 ¢m na direcao dos apoios. A viga de bordo possui uma

largura de 25,4 ¢cm, uma altura de 50,8 cm no meio do vao, que aumenta para 91,4 cm na
N

dire¢ao dos apoios. Apenas carga de peso proprio de 3,98 ﬁl—Q correspondente ao volume

incial é considerada.

N
mm?2)

O material considerado nas analises possui um moédulo de elasticidade, £ = 3 - 10*

e um coeficiente de Poisson, v = 0,2.

Analise da geometria original

Neste exemplo é realizada a analise linear da casca original para comparar os resultados
que Ramm et al. (1993) obtiveram. Cabe salientar que no trabalho de Ramm et al.
(1993) foi usado o elemento de casca Mindlin isoparamétrico de oito nos. Este elemento
possui deformagao por corte, i.e., adequado para cascas de elevada espessura. Ainda,
foram usados quarenta e dois elementos e as esquinas foram cortadas em uma distancia
de 1,20 m dos apoios; que segundo os autores, é necessario para evitar concentracoes de

tensoes.

Por simplicidade, a espessura somente varia na direcao dos apoios, com um valor maximo
de 0,35 m e 0,089 m no centro. As vigas de bordo foram adotadas com uma largura de

0,25 m e sua altura varia de 0,51 m a 0,91 m.

Otimizagao de forma de cascas via deformagao livre de forma baseado em NURBS
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Foram realizadas duas analises iniciais, sem viga de bordo e com viga de bordo. Nas
figuras 4.9a e 4.9b e estao apresentadas as malhas utilizadas, possuindo 990 e 3322 nos,

para o caso sem viga e com viga, respectivamente.

(a) Malha sem viga (b) Malha com viga

Figura 4.9: Malhas iniciais.

Na tabela 4.1 sao apresentados os resultados e comparados com os obtidos por Ramm

et al. (1993).

Tabela 4.1: Deslocamentos da geometria original.

Sem Viga Sem Viga Com Viga Com Viga

Ue Up Ue Up
Presente trabalho 6,2 cm 26,9 cm 1,8 ecm 5,0 cm
Ramm et al. (1993) — 29,0 cm 1,7 cm 5,9 cm

onde u, é o deslocamento do centro e u, é o deslocamento no centro dos bordos.
Otimizacao

Na otimizacao foi usada a energia de deformagao total como funcao objetivo, conforme
a expressao (4.3), na tentativa de obter um estado puro de membrana, i.e., um estado
de compressao total. Os pontos de controle da geometria e os parametros que definem
a distribuicao quadratica da espessura sao definidos como as varidveis do problema de
otimizacao. As restricoes impostas ao problema sao: a altura deve permanecer constante,
restricoes de simetria, a area em planta permanece constante, o volume permanece
constante, a espessura minima permitida ¢ 8,9 cm e a espessura maxima permitida é

100 em.
1

szﬁ/J:edV (4.3)

Na figura 4.10 sao apresentados a geometria e seus respectivos pontos de controle.
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(a) Geometria do oitavo de esfera (b) Pontos de controle do oitavo de esfera

Figura 4.10: Geometria e pontos de controle — MIT —.

Apobs cento e quarenta e nove iteragoes foi dada a convergéncia para a otimizacao da
casca sem viga de bordo, com fungdo objetivo fy (o) = 0,8511 - 10° passando para
fia9 (0) = 0,2621 - 105. Apobs cento e oito iteragoes foi dada a convergéncia para a
otimizagao da casca com viga de bordo, com fungao objetivo fy (o) = 0,4146-10° passando

para fios (o) = 0,1734 - 10°.

Nas figuras 4.11 é apresentada a sequéncia de iteragoes e a geometria final do problema

sem a viga.

(a) iteracao 2 (b) iteragao 10

(c) iteragao 149 (d) Geometria final

Figura 4.11: Sequéncia de iteragoes e geometria final (sem viga).

Observar que a geometria final é substancialmente diferente da inicial; ainda a curvatura
Gaussiana nos bordos é negativa. Esta geometria, nos bordos, possui um aspecto mais

parabolico em relagao a geometria original.

Nas figuras 4.12 é apresentada a sequéncia de iteragbes e a geometria final do problema

com a viga.

Otimizagao de forma de cascas via deformagao livre de forma baseado em NURBS
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(b) iteragao 10

(c) iteragao 108 (d) Geometria final

Figura 4.12: Sequéncia de iteragoes e geometria final (com viga).

Na tabela 4.2 sao apresentados os resultados da geometria otimizada e comparados com
os obtidos por Ramm et al. (1993) no que concerne aos deslocamentos no centro e na

borda da casca.

Tabela 4.2: Deslocamentos da geometria otimizada.

Sem Viga Sem Viga Com Viga Com Viga
Ue Up Ue Up

Presente trabalho 0,31 em 0,15 ecm 0,22 cm 0,09 cm
Ramm et al. (1993) 0,20 em 0,30 cm - -

onde u. é o deslocamento do centro e u, é o deslocamento da borda.

Na tabela 4.3 sao apresentados os resultados da geometria otimizada e comparados com

os obtidos por Ramm et al. (1993) no que concerne as espessuras finais obtidas.

Tabela 4.3: Espessuras da geometria otimizada.

Sem Viga Sem Viga Com Viga Com Viga
ec €a ec ea

Presente trabalho 8,9 em 45,3 ecm 8,9 em 100,0 em
Ramm et al. (1993) 89 c¢m 42,8 em 8,9 cm 100,0 ecm

onde e, ¢ a espessura do centro e e, ¢ a espessura no apoio.
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Para o caso da casca com viga o fator de carga de flambagem na geometria original foi
A = 15,9 e Ramm et al. (1993) obtiveram A = 17,6; para o caso da casca sem viga na
gometria otimizada o fator foi A = 9,4 e Ramm et al. (1993) obtiveram A = 11,3.

Talvez a maior diferenga entre as duas geometrias otimizadas é a curvatura nos bordos,
para o caso do problema com viga de bordo, a curvatura no bordo é proxima de zero. Nas

figuras 4.13 é apresentado o resultado obtido por Ramm et al. (1993).

N7 =
\ ‘Im//
N7/

(a) Geometria sem viga (b) Geometria com viga

Figura 4.13: Geometria otimizada obtida por Ramm et al. (1993).

4.4.6 Ultimos exemplos

Os ultimos exemplos, apresentados a seguir, tratam da otimizacao de uma placa quadrada

simplesmente apoiada nos quatro vértices. Esta possui um lado de 10,0 m; onde o material

N
mm?2)

utilizado possui um moédulo de elasticidade, £ = 3-10% e um coeficiente de Poisson,
v = 0,2 e um peso especifico, v = 25 % A parametrizagao, NURBS, para a otimizagao é

apresentada na figura 4.14, e na figura 4.14c é apresentada a malha inicial do problema.

N
e
SRR,

SSEOS S
i ~ 75
NS A
R

&

(a) Geometria inicial (b) Pontos de controle (c) Malha

Figura 4.14: Geometria, pontos de controle e malha — Placa —.

Embora os exemplo apresentados a seguir sejam irreais mecanicamente, o objetivo

fundamental é mostrar a eficiéncia dos algoritmos em situacoes criticas. As analises podem
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conduzir a um resultado diferente do 6timo, devido ao fato de que nao se considerou a
nao linearidade geométrica, i.e., quanto maior a diferenga entre a analise linear e a nao
linear geométrica, maior seré a diferenca entre o ponto de 6timo da otimizacao linear e a

otimizacao nao linear geométrica.
Exemplo 6

Neste exemplo, como fun¢ao objetivo buscou-se minimizar o deslocamento no centro da
placa. As restrigoes impostas sao: o deslocamento no meio do vao das bordas deve
ser inferior a 0,25 cm, restricoes de simetria, a &rea em planta permanece constante,
o volume permanece constante, a espessura minima ¢ 5,0 ¢m e a maxima é 45,0 cm. A
espessura varia quadraticamente do centro da placa na diregao dos apoios. O carregamento
é constituido pelo peso proprio mais uma carga uniforme de 2,5 ’:n—]g Na geometria original

foi considerada a espessura de 7,0 ¢cm no centro da placa e de 20,0 ¢m nos apoios.

A anélise inicial da placa apresenta um deslocamento de 58,0 cm e 3,3 ¢m, no centro da

placa e no meio do vao das bordas, respectivamente. Esta é apresentada na figura 4.15.

|DESLOCAMENTOS|

i 0.58107
0.51651
045185

- 0.38738

- 0.32282
0.255825
0.19369
012912
0.064559
1}

Figura 4.15: Deslocamentos da geometria inicial (6).

Apos trinta e oito iteragoes foi dada a convergéncia para a otimizacao da casca, com
fungao objetivo fy (u) = 0,58 passando para f35 (u) = 0,0018. O deslocamento no centro
da casca ¢é 0,18 ¢m e no meio do vao das bordas 0,16 cm. A espessura da casca resultou

em 5,0 cm e 28,0 ¢cm, no centro da casca e nos apoios, respectivamente.

Nas figuras 4.16 ¢ apresentada a sequéncia de iteragoes, a geometria e malha final do

problema de otimizacao; a anélise da geometria final nas figuras 4.17 e 4.18.

Luis Felipe da Rosa Espath - (espath@gmail.com) - Dissertagao - Porto Alegre (PPGEC/UFRGS) - 2009



131

) D

a) iteragao 10 b) iteragao 20

‘@tA

¢) iteragao 38 (d) Geometria final (e) Malha final

Figura 4.16: Sequéncia de iteragoes e geometria final (6).

|DESLOCAMENTOS|

 0.0022513
0.0020012
0.0017351

- 0.00132009
0.00125807
0.0010006
0.00075042
0.00050027
0.00025012
1}

Figura 4.17: Deslocamentos da geometria final 1 (6).

|DESLOCAMENMTOS)

¢ 0.0022513
0.0020012
0.001751

- 0.0015002
0.00125207
0.0010006
0.00075042
0.000:20027
0.00025012
0

Figura 4.18: Deslocamentos da geometria final 2 (6).
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Exemplo 7

Neste exemplo, como fungao objetivo buscou-se minimizar energia de deformacao, descrita

em (4.3). As restri¢oes impostas ao problema sao: o deslocamento no meio do vao das

bordas e no centro da placa deve ser inferior a 0,5 c¢m, restrigoes de simetria, o volume

permanece constante, a espessura minima € 5,0 cm e a méxima é 10,0 cm, com a espessura

constante. Ainda, os pontos de controle s6 podem diminuir seu valor em z, i.e., deslocar-se
EN

para baixo. O carregamento ¢ constituido por uma carga uniforme de 5,5 5 e a espessura

foi de 5,0 em. O modulo de elasticidade foi aumentado em dez vezes.

A analise inicial da placa apresenta um deslocamento de 43,7 ¢m e 29,5 ¢cm, no centro da

placa e no meio do vao das bordas, respectivamente. Esta é apresentada na figura 4.19.

|DESLOCAMENT OS]

43737
3.8077
34017

- 29158
- 24298
l 1.9438
14579
0.97189
048592
1}

Figura 4.19: Deslocamentos da geometria inicial (7).

Apos cento e vinte e nove iteragoes foi dada a convergéncia para a otimizagao da casca,
com funca@o objetivo fj (o) = 0 passando para fio9 (o) = 2,40. O deslocamento no centro
da casca é 0,016 cm e no meio do vao das bordas 0,015 cm. A espessura da casca resultou
em 10,0 cm para toda a casca. Obviamente a funcao objetivo aumento porque a placa esta
isenta de tensoes de membrana, por esta razao as restrigcoes de deslocamento possuem um
rol essencial neste problema. Estas restrigoes “tiram” a geometria desta posicao inicial, e
pelo resultado final pode-se verificar que estas nem sequer participam mais do resultado
final, ja que estas possuem um multiplicador de Lagrange igual & zero, no que concerne a

condigao de complementaria (3.28¢).

Nas figuras 4.20 é apresentada a sequéncia de iteragoes, a geometria e malha final do

problema de otimizacao; e a analise da geometria final nas figuras 4.21 e 4.22.
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»

(a) iteragao 10 (b) iteracao 20

L

(c) iteragao 129 (d) Geometria final (e) Malha final

Figura 4.20: Sequéncia de iteragoes e geometria final (7).

|DESLOCAMENTOS|

r 0.0016116
0.0014323
0.0012538

- 0.0010744
0.00039532
0.00071625
0.00053718

0.00035812
0.00017805

\‘ 0

Figura 4.21: Deslocamentos da geometria final 1 (7).

|DESLOCAMENTOS|

 0.0016116
0.0014325
0.0012523%
- 0.0010744

0.00089532
0.00071625

0.00053718
0.00032812
& 0.00017305

]

Figura 4.22: Deslocamentos da geometria final 2 (7).
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Como os pontos de controle apenas podiam ser delocados na dire¢ao de —z, o tinico estado
de tensoes que se pode obter é o de membrana & tragao, no que concerne ao concreto
armado, tal estado é indesejado. Entretanto, na analise final, a casca foi invertida e assim

obteve-se um estado de membrana a compressao.

Exemplo 8

Este exemplo é basicamente uma modificacao do anterior. As modificagoes em relacao ao
anterior sao: a espessura possui distribui¢cao quadratica, com valores iniciais de 7,0 ¢cm e
20,0 cm no centro da casca e nos apoios, respectivamente. Em relagao as restrigoes, foi
adicionada uma resticdo para que a area em planta permanega constante e a espessura

maxima permitida é 45,0 cm. No restante do problema nada foi alterado.

A analise inicial da placa apresenta um deslocamento de 62,9 ¢m e 35,0 cm, no centro da

placa e no meio do vao das bordas, respectivamente. Esta é apresentada na figura 4.23.

|DESLOCAMENTOS]|

¢ 0.62808
0.58919
048929

- 0415839
- 0.345849
I 027939
0.20969
0.13979
0.0698593
0

Figura 4.23: Deslocamentos da geometria inicial (8).

Apos cento e sessenta e seis iteragoes foi dada a convergéncia para a otimizacao da casca,
com fungao objetivo fj (o) = 0 passando para fig (0) = 46,90. O deslocamento no centro
da casca é 0,014 cm e no meio do vao das bordas 0,017 cm. A espessura da casca resultou

em 5,0 cm e 45,0 ecm, no centro da casca e nos apoios, respectivamente.
Neste caso, também obteve-se um estado de membrana a compressao ao inverter a casca.

Nas figuras 4.24 é apresentada a sequéncia de iteragoes, a geometria e malha final do

problema de otimizacao; e a analise da geometria final nas figuras 4.25 e 4.26.
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—

(a) iteracao 10 (b) iteragao 20

=
LT

s,
W7
W77
ooz

(c) iteragao 166 (d) Geometria final (e) Malha final

Figura 4.24: Sequéncia de iteragoes e geometria final (8).

|[DESLOCAMENT OS]

 0.00030166
0.00026514
0.00023462

- 0.0002011
0.00016759
0.000713407
0.00010055
6.7033e-05
3.3915e-05
1}

Figura 4.25: Deslocamentos da geometria final 1 (8).

|DESLOCAMENTOS)

¢ 0.00030166
0.00026814
0.00023462

- 0.0002011
0.00016759
0.00013407
0.00010033
8.7033e-05
3.35315e-03
0

Figura 4.26: Deslocamentos da geometria final 2 (8).
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Exemplo 9

Este exemplo apresenta o mesmo problema de otimizagao que o anterior, a mesma
geometria e parametrizacao. Entretanto, foi acresentado ao carregamento a carga de

peso proprio; tornando-o mais real.

A analise inicial da placa apresenta um deslocamento de 92,4 ¢m e 53,3 ¢cm, no centro da

placa e no meio do vao das bordas, respectivamente. Esta é apresentada na figura 4.27.

|DESLOCAMENTOS]|

 0.92421
082152
0.71883

- 0681614
081345
041076
0.30806
0.20937
0.10268
0

Figura 4.27: Deslocamentos da geometria inicial (9).

Apo6s duzentas e oitenta e duas iteragoes foi dada a convergéncia para a otimizagao da
casca, com fungao objetivo fy (0) = 0 passando para fage (0) = 2178,3. O deslocamento
no centro da casca é 0,041 cm e no meio do vao das bordas 0,041 ¢m. A espessura da casca
resultou em 10,0 em e 30,2 ¢m, no centro da casca e nos apoios, respectivamente. Este
caso conclui com uma série de exemplos que apresentaram geometrias otimizadas com

alto desempenho e ainda, no que concerne a estética, obteve-se um resultado agradavel

(figura 4.28).

b 4

Figura 4.28: Geometria final, agradavel resultado estético (9).
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Nas figuras 4.29 ¢é apresentada a sequéncia de iteragoes, a geometria e malha final do

problema de otimizagao; e a anélise da geometria final nas figuras 4.30 e 4.31.

(a) iteragao 10 (b) iteragao 20

(c) iteragao 282 (d) Geometria final (e) Malha final

Figura 4.29: Sequéncia de iteragoes e geometria final (9).

|DESLOCAMENTOS|

 0.00046968
0.000471749
0.0003653

- 0.00031312
- 0.00026093
l 0.00020874
0.00012856
0.00010437
5.2182e-05

0

Figura 4.30: Deslocamentos da geometria final 1 (9).

|[DESLOCAMENTOS|

i 0.000465968
0.00041748
0.0003653

- 0.00031312

- 0.00026093
l 0.00020874
0.00015656
0.00010437
5.2162e-03

o

Figura 4.31: Deslocamentos da geometria final 2 (9).
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Capitulo 5

Conclusoes Finais

Neste trabalho foi desenvolvido um codigo computacional para a modificacao de forma,
deformacgao livre de forma, baseado em NURBS. Este codigo juntamente com o cdédigo
de F.E.M., elementos finitos de casca, foram acoplados ao codigo de SQP, programagao
quadratica sequencial. Deste modo obteve-se um cédigo de otimizagao de forma de cascas,
onde cada uma destas etapas foram discutidas anteriormente e alguns aspectos merecem

ser destacados.

Aspectos da parametrizacao NURBS e da deformacao livre de forma:

e Com base nos exemplos analisados no capitulo 2, onde foram visto exemplos de
modificagao de forma, pode-se dizer que a parametrizacao NURBS permite modelar
qualquer geometria com qualquer grau de complexidade; ainda, devido a alta
eficiéncia dos algoritmos NURBS e a baixa memoria de armazenamento utilizada na
modificacao de forma levaram a resultados “instantaneos”; i.e., nenhum dos exemplos
apresentados marcou tempo diferente de zero, mesmo os que possufam uma densa

malha;

e Talvez o aspecto mais importante da deformacao livre de forma é que em nenhum
momento perde-se a parametrizacaio NURBS ao se deformar a geometria. No que
concerne a construc¢ao da geometria deformada (ou otimizada) este fato permite ter

uma descrigao completa da geometria no projeto de engenharia;

e O codigo desenvolvido, sem nenhuma alteragao, pode ser usado para outros fins,

como otimizagao de formas aerodinamicas;
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e O codigo desenvolvido independe do gerador de malha e do CAGD.

Aspectos da otimizagao de forma:

e Os algoritmos de otimizagao talvez sejam os menos robustos na engenharia; quase
nunca se sabe se o problema serd resolvido. Em nenhum dos casos apresentados
de otimizacao de forma obteve-se a solucao na primeira tentativa. O fator de
escala foi o principal culpado, ja que é extremamente dificil prever o comportamento
do gradiente e quase impossivel prever o comportamento quando tem-se varidveis
de diferentes espécies, i.e., espessura, pontos de controle. No primeiro exemplo
apresentado, com as variaveis escaladas obteve-se o resultado apos seis iteragoes.
Entretanto, sem escalar as varidveis apos trinta e sete iteragoes o programa era

interrompido por nao obter um decréssimo de f na busca linear;

e Utilizar um método que desloque a malha para a posicao deformada, e nao ter que
refazer a malha apés a modificagao da forma, diminui muito o tempo de processo,

ja que gerar a malha é muito lento comparado com a analise estrutural;

e Uma das grandes vantagens do SQP pode ser visto nos ultimos quatro exemplos,

onde em todos os casos partiu-se de um ponto inviavel;

e Mesmo com tantas dificuldades para otimizar uma casca, os resultados foram

excelentes, alto desempenho e esteticamente agradaveis;

e Em regides onde hé ocorréncia de neve, cascas que aparentemente sao 6timas, na
verdade podem ser grandes acumuladores de neve, algo bastante indesejavel, como

¢ o caso da casca do MIT;

e Na engenharia civil o cuidado com a forma das cascas deve ser criteriosamente
analisada, a infra-estrutura para construir uma casca de concreto armado é enorme,
i.e., até a construcao finalizar, esta é totalmente instavel, logo necessita-se de um
projeto de escoramento cauteloso. Ainda, a area de formas de madeira necessaria é

demasiada;

e Claramente percebe-se que o senso comum, na hora de definir a geometria de uma

casca, nao ¢ confidvel; caso contréario o processo de otimizagao seria dispensavel.

Otimizagao de forma de cascas via deformagao livre de forma baseado em NURBS
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Sugestoes: Como sugestoes sao deixadas as seguintes:

e Estudar detalhadamente e demonstrar a nao convexidade da funcao de energia de

deformagcao em relacao aos pontos de controle;

e Implementar a continuidade entre superficies, surface patch, para obter uma

continuidade prescrita entre duas ou mais superficies na modificagao de forma;

e Investigar, de forma detalhada, a influéncia da formulagao dos elementos sobre os

erros dos gradientes;

e Implementar a diferenciacao automatica para o computo do gradiente e Hessiano

(automatic diferentiation);

e Investigar, de forma detalhada, como utilizar um fator de escala dindmico, de forma
que a escala seja modificada em funcao da forma do gradiente da iteracao anterior,
i.e., que possa ser modificado a cada iteracao. Esta proposta impede o uso de
aproximacoes do Hessiano do tipo BFGS, ji4 que estes baseiam-se em iteragoes

anteriores;

e Acoplar o codigo de fluidos ao codigo de otimizagao de formas de cascas para a

otimizacao aerodinamica e aero-elastica;
e Acoplar o problema de otimizagao topologica;

e Paralelizar o computo dos gradientes.
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Apéndice A

Analise de cascas por elementos finitos

Neste apéndice é apresentada a formulacao do elemento finito de casca. O coédigo do
elemento foi desenvolvido por Almeida (2006), e este apéndice é baseado no trabalho

Lopez (2009).

A.1 Formulacao do Elemento Finito

Pela superposicao do elemento triangular de estado plano de tensoes, Constant Stress
Triangular element (CST) e do elemento triangular para a anélise de flexao de placas finas
Discret Kirchhoff Triangular element (DKT), obtém-se o elemento de casca (Batoz et al.,
1980). As consideragoes adotadas para a anéalise das estruturas de materiais compdsitos

laminados sao as seguintes (Daniel e Ishai, 1994)

Cada lamina é quase-homogénea e ortotropica;

O laminado ¢ delgado se comparado as suas dimensoes laterais e suas laminas estao

sob estado plano de tensoes;

Os deslocamentos sao pequenos se comparados & espessura do laminado, considera-

¢ao essa valida para teoria com linearidade geométrica;

Os deslocamentos sao continuos no laminado;

Deslocamentos no plano variam linearmente ao longo da espessura do laminado;
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e Deformagoes transversais por cisalhamento sao ignoradas. KEssa consideracao e a
anterior implicam em que linhas retas normais ao plano médio continuam retas e

normais a este apos a deformacao;
e As relagoes deformacao-deslocamento e tensao-deformacao sao lineares;

e Distancias normais ao plano médio permanecem constantes, i.e., a deformacao

normal na direcao perpendicular ao plano médio €, é ignorada.

O elemento tem em total seis graus de liberdade por no; totalizando dezoito graus de

liberdade, os quais sao indicados na figura A.1.

Figura A.1: Graus de liberdade do elemento triangular plano para placa e casca (Almeida,
2006)

A.1.1 Matriz de Rigidez

A matriz de rigidez linear total é obtida pela sobreposicao das matrizes de rigidez de
membrana [K,,] , de flexdo [K}] , de acoplamento membrana-flexao [K,,;] e um termo, o
qual é adicionado na diagonal da matriz correspondentes ao grau de liberdade de rotacao
perpendicular ao plano, que é 10~* vezes menor que o maior termo encontrado na matriz

[K3) (Bathe e Ho, 1981). As matrizes descritas sao apresentadas a seguir.

[Km] = [Bm]T [Dm] [Bm] (A-1>
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) = 24 / / B)” (D) [By) dedy (A2)
(K] = / Bol” (Do) [By] dA (A3)

As matrizes constitutivas dos laminados vém dadas por

2k

nlam nlam
[D,,] = Z Q] ®) / dz, sendo D,, ;; = Z Quwij (2k — 2k-1) (A.4)
k=1 2 k=1
nlam B 2k 1 nlam B
(D] = Z [Q} ) / zdz, sendo D,y 45 = 3 Z Q (k)ij (21% - Z£_1) (A.5)
k=1 k=1
Zk—1
nlam B 2k 1 nlam -
[Dy] = Z [Q} *) / 2%dz, sendo D, i =3 Q (k)i (Z;?S - 21371) (A.6)
k=1 2 k=1
sendo
[Q] = 117 [Q][T] (AT)
As matrizes da equagao (A.7) vém dadas por
E; vi2Eo
1—vi2v97 1—v12v21 O
Q= P =R 0 (A.8)
0 0 G2
m?  n®  2nm
T]=1| n* m* —2nm (A.9)
—nm nm m?—n?
m? n? nm
T.] = n*  m?* —nm |, comm=cosfen =send (A.10)

—2nm 2nm m? —n?
onde 6 corresponde ao angulo esquematizado na figura A.2. Na equacdo (A.8) E; e Es
sao os modulos de elasticidade nas diregoes das fibras e transversal a elas, G2 é o modulo
de cisalhamento, v15 e v 0s coeficientes de Poisson. A matriz [B,,,], para i = 1, 2, 3
que relaciona componentes de deformacgoes especificas e componentes de deslocamentos
correspondente a graus de liberdade de membrana, forma parte de [B,,| na equagao (A.1)

e (A.3), vem dada por

1 2b; 0
Brl=77| 0 26 |.(i=123) (A.11)
261‘ 2bz

Otimizagao de forma de cascas via deformagao livre de forma baseado em NURBS
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Figura A.2: Laminas formando o laminado e dngulo 6 entre eixo principal do material 1-2
e sistema x-y do laminado (Almeida, 2006)

sendo que A, a area do elemento, e os termos b; e ¢; sao dados por

A= % (b102 — bgcl) (A]_Q)

comb, =y; —ypec;=x,—x;ei,j k=123 (com permutacao ciclica)

Empregando os procedimentos padrao do FEM para obtenc¢ao da matriz de rigidez chega-
se a relagao deformagao-deslocamento de flexao dada por (Batoz et al., 1980)

1 Ys1 {Hw,ﬁ}TT+ Y12 {Hﬂcm}TT
[By(&m)] = oA . —T31 {Hy,g}T— T12 {Hy,n}T . (A.13)
—x31 {Hoe} —wo{Hep} +ysi {Hye} +y12{Hyn}

com ;; = x; — x;, Yi; = yi —yj eonde {Hy ¢}, {Hyp}, {Hye} e {Hy,} sdo as derivadas
de {H,} e {H,} em relacdo a { e n, respetivamente, sendo que &, n e 1 —§ — 1 sdo as

coordenadas naturais (ou triangulares).

Sendo as fungoes de forma N;

Ni=2(1—-¢-n) (i —¢—n)

Ny =€ (2~ 1)
N3 =n(2n—-1)
N, = 4¢n (A.14)

Ny =4n(1—-§—n)
Ng=45(1 =& —n)

os vetores {H,}, {H,} s@o vetores cujas nove componentes sdo as novas fungoes de

interpolagao. Essas componentes sao escritas em funcao de N;, 7 = 1 a 6 e das coordenadas

dos nos,como segue
Hml = ]_,5 (CLGNG - CL5N5>
Hyo = bs N5 — bgNe
H.3 = N1 —c5N5 — c6Ng

Hyl — 1,5 (d6N6 - d5N5) (A15)
Hyg = —N1 + €5N5 + 66N6
Hy3 = —1llx2
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As fungoes Hyy, Hys, Hye, Hys, Hys € Hys sao obtidas através das expressoes acima,
substituindo N; por Ny e os indices 6 e 5 por 4 e 6, respectivamente. As funcgoes H,7,
H,s, Hy9, Hy7 , Hys € Hyg sao obtidas substituindo N; por N3 e os indices 6 e 5 por 5 e

4, respectivamente. As outras variaveis que compoem as equacoes Sao

@ = 52.]
ij
3240
bk — ]2 J
Al
1.2 1,2
1y — Y5
Cp = (4]—22]) (A.16)
Y
di = 12
ij
1,2 1.2
_ (v — 32%)
€k = ——7%

onde £ = 4,5,6 sao os nos intermediarios dos lados 75 = 23,31 e 12, respectivamente.
Também sao utilizadas as constantes geométricas z;; = x; —xj € ¥;; = yi — Yj, € l;; € o

comprimento do lado 7.

As derivadas de {H,} e {H,} em relagao a £ e n vem dadas por

( P6(1—2€)+(P5—P6)7’] )
g6 (1 —28) — (g5 +q6) 7
—4+6(+mn)+re(l—28) —n(rs+7e)
—Ps (1 —28) +n(Py+ Fs)

{Hoe} = g6 (1 —2§) —n (g6 — qu) (A.17)
=24 68 + 16 (1 —28) +n(re —76)
—n (Ps + Py)
n (g — qs)
\ -n (T5 - T4> )

([ te(1—28)+n(ts —ts) )

L+76(1—28) —n(rs +76)
—q6 (1 —28) =1 (g5 + g6)
—te (1 — 26) + 1 (t4 + )

{Hyf} = —1+T6 (1—2£)+77(7’4—T6) > (A18>
—6 (1 —28) =1 (g4 — q6)
—n (ts +t5)
n(ra—rs)
\ —1 (@4 — gs) )

Otimizagao de forma de cascas via deformagao livre de forma baseado em NURBS
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( —P5(1—2n) = & (Ps — ) )
g5 (1 —2n) — & (g5 + g5)
_4+6(£+77)—|—7°5(1—277)—£(T5+T6)
§(Py+ o)

{Haon}t = £ (g1 — q6) (A.19)

_5(7"6—7”4)
Ps (1 —2n) —&(Py+ Ps)
g5 (1 —2n) + & (g4 — g5)
[ “2+46n+7rs(1—2n) +&(ra—15)

([ —ts(1—2n) —&(tg—t5) )
L+75(1—2n) —&(rs + 1)
—q5 (1 —2n) + & (g5 + go)
E(ty+t6)

{Hy,n} = 5(704 - T6) (A-20)
—£ (g1 — g6)
ts (1 —2n) — & (ts +t5)
—L+7r5(1—=2n) +&(ra—7s)

[ e (1—=2n7)—&(@a—q) )

onde
Py = —61;; /1% = 6ay —6y;; /17, = 6dy,
(A.21)
tk == 3l’myw/lfj = 4bk Ty = 3y12j/lzj

sendo k = 4,5 e 6 para ij = 23, 31 e 12, respectivamente

A.1.2 Analise geométrica nao-linear

A anélise nao-linear geométrica é tratada por um esquema incremental-iterativo, dado
por

([Fe] + RN ]) {AU} = {7 5P} = (5P Y] (A.22)

onde o superindice direito indica o numero de iteracao que é utilizada a formulacao
Lagrangeana atualizada, sendo que a configuracao de referéncia corresponde ao tempo

em que as quantidades sao calculadas, tempo representado pelo superindice esquerdo

(Bathe e Ho, 1981).

K7, e Ky sao as matrizes de rigidez linear e nao linear, respectivamente, e F' é o vetor

de forcas internas.

O vetor de deslocamento para um instante ¢t + At é obtido por

{t—i—AtU(i)} _ {t+AtU} i {AU(i)} (A.23)
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O sistema global de coordenadas ¢ fixo; adicionalmente considera-se um sistema local fixo
ao corpo, do qual sao obtidas a matriz de rigidez e o vetor de forcas que sao transformados

logo para o sistema global fixo.

A matriz de rigidez néo linear é dada por (Bathe e Ho, 1981)

BKNL} :/[BNL]T [t]ﬂ [Byp] dA (A.24)
A
sendo
X [tN*]
N = ['N"] (A.25)
(N7
t AT __ thz tNacy
[N°] = {tny . (A.26)
tN$fE
{'!N}=q ‘Ny ¢ =[Dn] {'€"} + [Da] {'} (A.27)
tny
{e"} = [Bn] {'Un} (A.28)
{'k} = [B)] {A' Dy} + {" %k} (A.29)
b, 0 0 b, 0 0O 0 0 O ]
ct 0 0 ¢ 0 0 C3 0 0
1 0O bp 0 0 b O O 0 O
BNl =521 0 ¢4 00 e 0 0 5 0 (A.30)
0O 0 by 0 0 b O 0 O
0 0 ¢t 0 0 ¢ 0 0 c3 |

com b; = y; — yx € ¢; = T — ; sendo 7, j, k = 1,2, 3 com permutagao ciclica.

O vetor de forcas equivalentes referente as forgas internas de membrana e as forgas internas

devido ao acoplamento membrana-flexao sao dados por

{'F} = K] {'UR} + {tF,fii} (A.31)
{'FQ} = {au ) + {5 (A.32)
O vetor de momentos é dado por
tM[l'LE
{{M}=4q M, ;= [Dys]” {*°} + [Dy] {'k} (A.33)
tMmy

O vetor de forcas nodais equivalentes relativo aos graus de liberdade de flexao é dado por

[} = {1Fg )+ { D) (A.34)

Otimizagao de forma de cascas via deformagao livre de forma baseado em NURBS
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onde
{7} =) {aw} + {0 (A.35)

{tFIfQ} — [K)" {109} (A.36)
A.1.3 Matriz de massa consistente

A matriz de massa do elemento também é composta pela superposicao das matrizes de
massa do CST, e do DKT; também ¢é adicionado um termo de massa para a rotagao
perpendicular ao plano seguindo o mesmo critério da matriz de rigidez. O termo de
rotagao perpendicular ao plano é adotado (To e Wang, 1998).

hA
J = '01—8(7’5 + s§ + r3(rz —r2)) (A.37)

para cada no, sendo r; e s; as coordenadas do né 7 no sistema local de coordenadas com

centro no no 1 e o eixo r coincidente com o lado 1 — 2 como mostrado na figura A.3. A

Z

Figura A.3: Eixos locais do elemento (Lopez, 2009)

matriz de massa do elemento CST é a seguinte

201010

020101

CphAl 1020 1 0
MeST=5 o102 0 1 (A.38)

101020

(01010 2]

A matriz de massa do DKT ¢ apresentada a seguir (Luo e Hutton, 2002).
h2
mpgr = ph / {Nng + 15 (NeNJ + NyNJ) | dA (A.39)
A
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que também pode ser escrita da seguinte forma

2

h
mprr = ph [NwCLMNgc + 133 (NoeLn N, + Ny.LyN,.) (A.40)

onde L,; é obtida da seguinte equagao
Ly = / L,LLdA (A.41)
A

sendo

LT ={1 Ly Ly L2 LyLy L} L3 L3Ly Lol L3} (A.42)

onde Ly, Ly e L3 sao as coordenadas triangulares.

As seguintes variaveis sao obtidas com a permutagao ciclica i = 1,2,3 ; j = 2,3,1 ;

k=3,1,2

L, = ﬁ(ai + bix; + ciy;) (A.43)

bi = y; — Yr, Ci =Ty — T (A.44)

li =07 +cf (A.45)

bivz = 3b;c;/(4l;) (A.46)

Civs = (267 — ¢)/(4),  cire = (2¢] — b)/(4L;) (A.47)
a; = TjYp — TiYj, iz = G/l aipe = bi/l; (A.48)
bij = bibj,  cij =cicj, ey = bic; (A.49)

rsi—1 = (¢ —¢;)/2, 13 = (bj —bg)/2 (A.50)

Ly e Ly sao apresentadas a seguir

840 280 280 140 70 140 84 28 28 84
280 140 70 84 28 28 56 14 28/3 14
280 70 140 28 28 8 14 28/3 14 56
140 &4 28 o6 14 28/3 40 8 4 4
A 70 28 28 14 28/3 14 8 4 4 8

bv=g0 1 140 28 4 28/3 40 56 4 4 8 40 (A-51)
84 56 14 40 8 4 30 5 2 3/2
28 14 28/3 8 4 4 5 2 3/2 2
2% 28/3 14 4 4 8 2 32 2 5
84 14 56 4 8 40 3/2 2 5 30

Otimizagao de forma de cascas via deformagao livre de forma baseado em NURBS
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Ly= =
1

90 30 30
30 15 15/2
30 15/2 15
15 9 3
52 3 3
15 3 9

15 15/2 15 ]
9 3 3
33 9

6 3/2 1
3/2 1 3)/2
1 3/2 6 |

(A.52)

Em funcdo das varidveis definidas nas equagoes (A.43) até (A.50), apresentam-se as

matrizes Ny, Nye € Ny a seguir

1 0 0 -3 -4 =3 2 4 4
0 C3 —C2 —203 —37"2 202 C3 C3 + 79 To9 — Co
0 —bg b2 2b3 —37"3 —2b2 —bg rs — bg bz + T3
0 O 0 3 2 0 -2 —2 -2
ch = 0 0 0 —C3 s 0 c3 c1+c3—7;s —Ts
0 0 0 bg Te 0 —bg —b3 - b1 —Tg —Te
0 O 0 0 2 3 0 -2 -2
0 0 0 0 rs Co 0 —Ts —C1 — C2 —Tg
| 0 0 0 0 T9 —b2 0 —T9 bl + b2 —T9
[ 0 —6a6 6@5 6(16 6((1,6 - CL5) —6a5 i
1 -3+ 4C6 -3+ 465 2 — 406 4(1 — C5 — 06) 2 — 465
0 b Abs —dbs  —A(bs+bg)  —dbs
0 6&6 0 —6&6 —6(&4 + a6) 0
N,e= 1|0 —1-44cq 0 2—4dcg  A(cy — c) 0
0 4bg 0 —dbs  A(by — bg) 0
0 0 —6as 0 6(as + as) 6as
0 0 -1+ 405 0 4(04 - 05) 2 — 405
0 0 4bs 0 A(by —bs)  —dbs
[ 0 6@9 —6a8 —6G9 6(@8 — a9> 6&8
0 4bg Abs —dbg  —A(bs+bg)  —Abs
1 -3+ 409 -3+ 408 2 — 469 4(1 — Cg — Cg) 2 — 408
0 —66L9 0 6@9 6(&7 + ag) 0
Nye= |0  4bg 0 —dbs  A(bs — bg) 0
0 —1+4cy 0 2—4dcy  4(cr — o) 0
0 0 6ag 0 —6(a7r +as)  —6asg
0 0 Abs 0 Alby —bs)  —4bs
L 0 0 -1+ 408 0 4(07 - Cg) 2 — 408 ]

by |
(A.53)

(A.54)

(A.55)

Assim, com a matriz do DKT (9 x 9), CST (6 x 6) e J (3 x 3) é formada a matriz de

massa consistente do sistema, M (18 x 18), com a qual é montado o sistema generalizado

de autovalores

de onde sao obtidas as frequéncias w e modos ® de vibracao da estrutura.

(A.56)

Foi utilizada uma subrotina em Fortran para o problema de autovalores generalizado, da
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biblioteca IMSL, onde a entrada de dados é dada pela matriz quadrada de rigidez e massa,

e como saida de dados tem-se o vetor de autovalores e a matriz de autovetores.
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