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Resumo

Mostraremos que as unicas esferas euclidianas conexas que admitem uma estrutura
de grupo de Lie sao S! e S§?, para todo n > 1. Faremos isso por intermédio do estudo
de propriedades dos grupos de cohomologia de De Rham das esfereas S™ e dos grupos de
Lie compactos e conexos.

Palavras Chave: Esfera; Grupo de Lie; Algebra de Lie; Grupo de cohomologia de De
Rham; Métrica bi-invariante.



Abstract

We will show that the only connected FEuclidean spheres admitting a structure of Lie
group are S! and S3, for all n > 1. We will do this through the study of properties of the
De Rham cohomology groups of sphere S™ and of compact connected Lie groups.

Key Words: Spheres; Lie Group; Lie Algebra; De Rham Cohomology Group;
Bi-invarant Metric.
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Introducao

Neste trabalho, consideramos a questao da caracterizagao das esferas euclidianas S”
que admitem uma estrutura de grupo de Lie. Isto significa determinar quais esferas S™
possuem uma estrutura algébrica de grupo e uma estrutura diferenciavel tal que, relativa-
mente as coordenadas locais dessa estrutura diferenciavel, as operacoes de multiplicacao
e de inversao nesse grupo sejam diferencidveis.

Na verdade, nem toda esfera S™ admite uma tal estrutura. De fato, mostraremos que
as Unicas que sao grupos de Lie sao S' e S3, para todo n > 1. Estabeleceremos essa
caracterizagao aplicando alguns resultados das teorias de grupos de Lie e de grupos de
cohomologia de De Rham, esta iltima sendo tradicionalmente do dominio da Topologia
Algébrica. Porém, nao necessitaremos de nenhum conhecimento aprofundado desta area.

O primeiro capitulo deste trabalho é dedicado a uma breve introducao as nocoes
de variedade diferenciavel, métrica riemanniana e formas diferenciais sobre variedades
diferenciaveis.

No segundo, além de conceituar e exemplificar grupos de Lie e grupos de cohomologia
de De Rham, listaremos propriedades importantes de ambos. A respeito de grupos de Lie,
podemos destacar os exemplos das esferas S' e S3, o conceito de representacao adjunta de
um grupo de Lie e o resultado que nos garante que todo grupo de Lie compacto e conexo
admite uma métrica bi-invariante. Quanto aos grupos de cohomologia de De Rham de
dimensao k, H*(M), de uma variedade diferenciavel M, listaremos propriedades ele-
mentares e calcularemos alguns exemplos tteis. Dentre esses calculos, podemos destacar
o critério dado pelo seguinte teorema chave:

“Para cada 0 < k <n —1, temos H*(R" —{0}) = H*(S" ') =0, Vn>1."

Finalmente, no capitulo 3, chegaremos ao resultado principal, a saber, que as unicas
esferas S™ que admitem uma estrutura de grupo de Lie sao S' e S?. O primeiro resultado
apresentado nesta secao nos fornece um importante critério de invariancia para p-formas
multilineares sobre a algebra de Lie de um grupo de Lie compacto e conexo, do qual
decorre algumas concequéncias uteis para a demonstracao do teorema seguinte:

Teorema Se H'(G) = {0}, entdo a correspondéncia n +— w, dada por w(X,Y,Z) =
n([X,Y],Z), é uma correspondéncia biunivoca do espago das 2-formas simétricas invari-
antes sobre G no espaco das 3-formas alternadas invariantes sobre G.

Esse teorema, junto com o fato da existéncia de uma métrica bi-invariante para todo
grupo de Lie compacto e conexo, nos permite chegar ao resultado principal, aplicando
o critério apresentado acima para o calculo do grupo de cohomologia de De Rham da



esfera S™.

A elaboragao deste trabalho consistiu em uma pesquisa bibliografica especifica, baseada
naqueles livros que continham os resultados e parte da teoria mais relevantes para a nossa
finalidade. Dentre estes, destacamos [?], de onde foi baseada a maior parte da teoria de
variedades diferencidveis, grupos de Lie e grupos de cohomologia de De Rham apresen-
tada no texto, [?] no qual nos baseamos para obtermos o critério para a determinagao do
grupo de cohomologia de De Rham da esfera e [?], de onde extraimos os resultados mais
importantes do capitulo 3.



Capitulo 1

Preliminares

Neste capitulo apresentaremos o conceito de variedade diferenciavel além das nogoes
de variedade riemanniana, orientagao e subvariedade. Também definiremos campos de
vetores e formas diferenciais sobre variedades diferenciaveis.

1.1 Variedades diferenciaveis

Sera tratado nesta secao, além do conceito e exemplos de variedades diferencidveis,
da nocao de diferenciabilidade de uma aplicacao definida sobre uma veriedade. A partir
desse conceito, definiremos vetor tangente a uma variedade e fibrado tangente.

Definicao 1.1. Uma variedade diferenciavel de dimensao n é um conjunto M e uma
familia de aplicagoes injetivas f, : Uy, C R" — M de abertos U, de R™ em M tais que:

(1) | falUa) = M;

(2) Y a, B, com fo(Us)N f3(Ug) =W # 0, os conjuntos f, (W) e fﬁ_l(W) sao abertos

em R™ e as aplicagoes fgl o fo sao diferencidveis em U,;

O par (Us, fa) (oua aplicagao f,) com p € f,(U,) é chamado uma parametrizagao (ou
um sistema de coordenadas locais) de M em p; f,(U,) é entdao chamada uma vizinhanga
coordenada de p em M. Uma familia {(U,, f,)} satisfazendo (1) e (2) é chamada estrutura
diferenciavel em M.

Observagao 1.1. A familia {(U,, fo)} ¢ maxima em relagao as condicoes (1) e (2). Em
outras palavras, se g : V C R® — M ¢ injetiva e tal que sempre que VN U, = W # ()
implique g~ 1(W) e f;1(W) abertos em R" e f,;'oge g !o f, diferencidveis Vo, entao
o par (g,V) € {(Ua, fa)}-

Exemplo 1.1. O espaco euclidiano R", com a estrutura {(R",id)} dada pela aplicacao
identidade id : R™ — R™ é um exemplo trivial de variedade diferenciavel. Idetificando
o espaco das matrizes m X n sobre R com o espaco euclidiano R™" e admitindo que esses
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espacos sao homemorfos, podemos cobri-los usando a aplicacao identidade citada acima.
A mesma identificacao pode ser usada se quisermos munir um espaco vetorial qualquer
sobre R de uma estrutura diferenciavel.

Exemplo 1.2. Seja U C M um subconjunto aberto de uma variedade diferenciavel
M. Dado p € M, sabemos que existe uma vizinhanga coordenada f,(U,) de p em M.
Considere a restrigao de fo a V = f1(UN fo(Ua)), faly- Estas parametrizagoes de p em
U cobrem U e a mudancga de coordenadas entre duas restrigoes de duas parametrizagoes
de p em M, digamos f, e fs, a [, (fo(Us) NU) e fﬁ_l(fg(Ug) N U), respectivamente,
também é diferenciavel. Temos com isso que todo subconjunto aberto de uma variedade
M também é uma variedade de dimensao igual a de M e com estrutura diferenciavel
dada pelas restrigoes das parametrizacoes que mapeiam uma vizinhanca de p em U.

Um caso particular do exemplo acima é dado pelo conjunto das matrizes n X n sobre
R, nao-singulares, que denotaremos por Gl(n,R). E bem sabido que A € Gl(n,R) se e
somente se det A # 0. Como det A é uma funcao continua, o complementar do conjunto
das matrizes com determinante nao-nulo, U = {A; det A = 0}, é fechado, por ser imagem
do fechado {0}. Portanto, Gl(n,R) é aberto no conjunto das matrizes n x n que, como foi
observado, trata-se de uma variedade de dimensao n?. Assim, GI(n,R) é uma variedade
de dimensao n?.

Exemplo 1.3 (Superficies regulares do R™). Um subconjunto S* C R"™ é uma superficie
reqular de dimensdo k se, para todo ponto p € S*, existem uma vizinhanca V de p em
R" e uma aplicacao f : U C R¥ — V' N S* de um aberto U C R* sobre V N S¥, tais que:

(a) f € um homeomorfismo diferencidvel;
(b) A diferencial (df), : R¥ — R™ € injetiva para todo q € U.

A aplicacao f é chamada uma parametrizacao de S* em p.

Uma consequéncia da definicao de superficie dada acima é o fato de que a mudanca
de parametrizacoes é um difeomorfismo e, portanto, S* é uma variedade de dimensao
k. Mais precisamente, se f : U — S¥ e g : V — S* sdo duas parametrizacoes tais
que f(U)Ng(V) = W # 0, entdo as aplicagoes h = gt o f : fYW) — g} (W)
eh™d = flog: g ' (W) — f1(W) sdao diferencidveis. Vamos mostrar que h é
diferencidvel; verifica-se que h~! é diferencidvel de maneira analoga.

Observe que h = g~ 'o f é um homeomorfismo, uma vez que f e g sao homeomorfismos.
Sejam 7 € g Y (W) e ¢ = h(r). Se (uy,...,ux) € Ue (vy,...,v,) € R", escreva f nestas
coordenadas como

flug, . oyug) = (vp(ug, ooy ug), o op (U, o ug)).

Pela condicao (b) o posto de (df), é igual a k para todo r € U. Assim, a menos de uma
reordenacao de indices, temos

8(1}1, ce ,’Uk) (q) 7& 0.

O(uy, - .., up)



Defina F': U x R** — R" por

Fuy, .oy tg, ity ooy tn) = (01(ur, ooy ug), oo vn(Uny ooy ug), Uk (U, - ooy ug)+
tk-i—lu"'?”ﬂ(ula"wuk)+tn>7
onde (tgs1,...,t,) € R Temos que F ¢ diferencidvel e a restrigio de F a U x
{(0,...,0)} coincide com f; além disso, temos
(v, ..., v N
(dFy) = ( )(q)%o, q= (u1,...,ug,0,...,0).

a(uh s ,Uk)

Portanto, pelo teorema de fungao inversa, existe uma vizinhanga Q C R" de F(q) =
f(q) onde F~1 existe e ¢ diferencidvel. Por continuidade de g, existe uma vizinhanga
RC g (W) der tal que g(R) CQ. Comoh | R=m0oF'og| R, onde 7 é a projecao
de F~'og(u), u € R, sobre U. Segue que h é uma composigao de aplicagoes diferenciaveis
em 7 e portanto, é diferenciavel em r. Como r é arbitrario, temos que h é diferenciavel
em g (W), como querfamos mostrar.

Exemplo 1.4 (A esfera S"). Seja

n+1
S" = {(l’l, ce ,$n+1> c RnJrl; Zx? = 1}
i=1
a esfera de raio 1 e centro na origem de R"™'. Seja N = (0,...,0,1) o polo norte e
S =(0,...,0,—1) o polo sul de S". Defina a aplicacao m; : S* — {N} — R", projegio
estereografica de S™ a partir do pélo norte, que leva p € S", p = (z1,...,Zp41) Na

interseccao do plano z,,1 = 0 de R"™! com a semi-reta Np C R™*. Os pontos da semi-
reta Np sao da forma N + t(p — N), com ¢t > 0. Portanto, o ponto de intersec¢ao desta
semi-reta com o plano x,.; = 0 ocorre quando sua ultima coordenada 1 4 ¢(1 — z,41)

;- . o 1 o ,
¢ igual a zero, i.e, quando t = ;— = Portanto, temos que m(p) = m(z1,...,2pe1) €
1

igual ao ponto da semi-reta Np obtido quando tomamos ¢ = — —» ou seja,
T Tn
T\ L1y, Tpy1) = sy .
( nt1) (1_%+1 1_%“)

De maneira andloga, obtemos para m : S" — {S} — R", projecao estereogrifica de S™
a partir do pdlo sul S, usando a semi-reta S+ t(p — S), t > 0, a seguinte expressao

T Tn )
T o T4 @t

To(p) = o1, . .., Tnyy) = (

As aplicagbes m e my sao diferencidveis; se definirmos ¢; : R — §" — {N} e
G :R" — §" — {S} por

21 2y, lql]* — 1)
lgll>+1""" " ql|? + 17 [|q||2+ 17

Cilq) = Gy, - yn) = (



2y1 2yn 11— ||Q||2>
lgll>+1""" " lgl* + 17 llgl[* + 1

comq = (Y1,-.-,Yn) € R" teremos (;(m1(p)) = pem((i(q)) = ¢, assim como (o(m2(p)) =
pe m(((q)) = q. Portanto (; =m; e G =m, .

Como as aplicacoes (; e (3 sao continuas, temos que 7; e Ty sao homeomorfimos
diferenciaveis. Além disso, um calculo direto nos mostra que as matrizes jacobianas de
e 7r2_1 tem posto igual a n. Logo sao injetivas, para todo ¢ € R"™.

E claro que 77 }(R") Uy L(R™) = S™. Portanto, 7, e m; ' podem ser tomadas como
parametrizacoes na esfera S™. Com isso, temos que a esfera S™ é uma superficie regular
de dimensao n do R™"*! e, portanto, temos que S™ é uma variedade de dimensao n.

G(q) =Gy, ) = (

Proposicao 1.1 (Variedade produto). Sejam M e N wvariedades diferencidaveis de di-
mengoes m e n respectivamente. Entao M x N € uma variedade diferencidvel de dimensao

m+n com estrutura diferencidvel determinada por vizinhangas coordenadas de (p,q) em
R™ x R™ = R™*" da forma {(Uy X V3, fo X gg)}, onde (Uy, fo) € (V3,gg) sdo vizinhangas
coordenadas de p e ¢ em M e N, respectivamente, e (fo X g3)(p,q) = (fa(p), 958(q)).

Demonstracao. Faga hy = f, X gg, onde A = (a, 3). Segue da injetividade de f, e gg
que hy também ¢é uma aplicacao injetiva. Note também que

Ums = U (Falla) x 95(Vs) = J falla) x Jg5(Vs) = M x N.
A (a,3) a 8

Nos resta mostrar que qualquer mudanga de coordenadas do tipo hy' o hg, A = (a, 3)
e 0 = (0,¢) é diferencidvel em U, x V3 C R™*". De fato temos que

h)_\l o h@ - (fa X g,@)_l o (f5 X ge) - (f;lagﬁ_l) o (fcsage) - (f;l o f57gﬁ_1 Oge),

Segue da diferenciabilidade das mudangas de coordenadas f 1o fs e gﬁ_lo geem f71(U,)
e ggl(Vg), respectivamente, que a mudanca hy ' o hy ¢é diferencidvel em U, x V3 C R™*",
como queriamos mostrar. Assim, M x N é uma variedade de dimensao m + n.

O

Antes de apresentarmos o proximo exemplo de variedade diferenciavel, necessitamos
introduzir a nocao de vetor tangente a uma variedade num ponto pertecente a mesma.
Para isso, iremos estender a nocao de diferenciabilidade as aplicagoes entre variedades.

Definicao 1.2. Sejam M e MJ* variedades diferencidveis de dimencoes m e n, respec-
tivamente. Uma aplicacao ¢ : My — M, é diferenciavel em p € M; se dada uma
parametrizacio g : U C R™ — My em ¢(p) existe uma parametrizacao f : U C R" —
M, de p em M tal que p(f(U)) C g(v) e a aplicagdo

g_logpof:UCR"—>Rm (1.1)

¢ diferencidvel em f~1(p). o é diferencidvel em um aberto de M, se é diferencidvel em
todos os pontos deste aberto.
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Observagao 1.2. Uma estrutura diferenciavel {(U,, f,)} numa variedade M induz de
uma maneira natural uma topologia em M. Basta definir que A C M é um aberto de
M se 7Y AN fo(Uy)) CR™ é um aberto de R", Va.

Decorre do item (2) da Definigao 1.1 que a defini¢ao de diferenciabilidade num
ponto p € M; de uma aplicacao ¢ : M; — M, entre as variedades M; e Ms, nao
depende da escolha das parametrizagoes. Para mostar isso, sejam ¢, : Vi — My uma
parametrizacao de uma vizinhanga de ¢(p) e f1 : Uy — M; uma parametrizacao de uma
vizinhanga de p em M, satisfazendo as condigoes da definicao. Seja agora go : Vo — M,
uma outra parametrizacdo de M, numa vizinhanga de ¢(p) e seja fo : Uy — M; uma
outra parametriza¢ao de M; numa vizinhanca de p tais que ¢(f2(Usz)) C g(V2). Como a
mudanca de coordenadas é sempre diferencidvel e a aplicacido g; ' o o f; é diferencidvel,
segue que

g ofa=(g" og)o(gi'opofi)o(fi'of)
¢ diferenciavel, como haviamos afirmado.
A aplicagao (??7) é chamada a expressao de ¢ nas parametrizagoes f e g.

Definigao 1.3 (Vetor tangente). Seja M uma variedade diferencidvel. Uma aplicagdo
diferencidvel « : (—e,e) — M ¢é chamada curva diferenciavel em M. Suponha que
a(0) = p € M, e seja D o conjunto das funcgoes p : M — R diferenciqveis em p. O
vetor tangente a curva o em t =0 € a fungao o' (0) : D — R dada por

d(p o«
a'(0)p = (d—t) , p€eD.
t=0

Um vetor tangente a M em p € o wvetor tangente em t = 0 de alguma curva « :
(e,6) — M com a(0) = p. O conjunto dos vetores tangentes a M em p serd indicado
por T,M.

Dada uma parametrizacao f : U C R — M em p = f(0), sejam

vo flq) =p(x1,...,2,), (x1,...,2,) =q€U

froalt) = (zi(t),...,z.(t))

as expressoes de ¢ e o na parametrizacao f. Restringindo a expressao de ¢ a a, temos

- zn;xé(o) (%) = (gx;(o) (&il)() .

i=

Dessa forma, o vetor o/ (0) pode ser expresso na paranetrizagao f por

zf;x;(m (3).

11




Um calculo direto nos d4, por exemplo, que o vetor (%) ¢ o vetor tangente em
i/o
p € M a curva coordenada

t— f(0,...,x;(t) =t,...,0).

Portanto, temos que o vetor tangente a a em p depende apenas das derivadas de «
em um sistema de coordenadas. Temos que o conjunto de vetores tangentes em p, T,M, ¢

igual ao espago vetorial gerado pelos vetores tangentes <£> ,i=1,...,n, determinados
/o

pela parametrizagao f. De fato, segue da expressao de '(0) na parametrizagao f que

T,M estd contido no conjunto gerado pelos vetores {(%) s (%) } Por outro
/0 /o

- 0
lado, dado v = Z)\i (8_) , defina « : (—e,e) — M, na parametrizacao f, por
x.
i=1 t/0

a 0
x;(t) = \it. Entao, o/(0) = Z i (8_> = v. Portanto, T, M é o espago vetorial gerado
i= Ti/o

pelos vetores (%) ;7 =1,...,n. Como estes vetores sao linearmente independentes,

segue que T,M tem dimensao n. O espago vetorial T,M ¢é chamado espaco tangente a
M em p. A escolha de uma parametrizacao f : U — M em uma vizinhanga de p em M

(%), ) em 1.

Definicao 1.4. Sejam M e MJ" variedades diferencidveis de dimensoes m e n e seja
@ : My — My uma aplicagao diferencidvel. Para cada p € M,y e cada v € T,M,, escolha
uma curva diferencidvel o : (—ee) — My com a(0) = p e /(0) = v. Tome = poa.
A aplicacao (dy), : T,My — T, My dada por (dp),(v) = #(0) € chamada diferencial
de p em p.

determina uma base associada {(%)
0

Proposigao 1.2. A aplicagdo (dy), € linear e nao depende da escolha da curva o.

Demonstracao. Sejam f: U CR" — M;eg:V C R™ — M, parametrizagoes em p
e ¢(p), respectivamente. Portanto, a expressao de ¢ nessas parametrizagoes é dada por
glopof:U—V com

gil OSOOf(Q) = (y1($1,...,xn),...,ym(xl,...,xn)%

onde ¢ = (z1,...,2,) €U e (y1,...,Yym) € V. Temos também que a expressao de o na
parametrizacao f é

froalt) = (2:(t),...,z.(t)).

Entao, a expressao de § = ¢ o a na parametrizagao g é
g7 o B(t) = (n(@i(t), ., @a(t)), - Y (21 (1), - 2a(2))).

) -
Dai, temos a expressao de (#'(0) na base {(aé; ) }, 1 =1,...,m, associada a ¢, dada por
i/o

n

oy 2/ OYm 2/
Ty M.
Z amz ) ot ax, ) € w(p)*¥12,

12



que por sua vez, nao depende de a.
Além disso, podemos escrever (3'(0) como

510) = ()(0) = (G2 ) @0 i =1 G =1ooom

onde <gi“_> indica uma matriz m x n e (2(0)) indica uma matriz coluna n x 1. Portanto,
J

(dp), ¢ uma aplicacao linear de T,M; em T, M,, cuja matriz nas bases {(%) } e
i/o

{<a%-> } associadas as parametrizacoes f e g é precisamente
i/o

Oy

GI]‘ '

Dadas as definigoes de espaco tangente e de diferencial de uma aplicagao diferenciavel
entre duas variedades, podemos apresentar o seguinte exemplo de variedade.

O

Exemplo 1.5 (Fibrado tangente). Seja M™ uma variedade de dimensao n e seja TM =
{(p,v);p e M,v € T,M}. Queremos mostrar que 7'M pode ser munido de uma estrutura
diferenciavel. Com esta estrutura, 7'M é a variedade chamada fibrado tangente de M™.

Seja {(Uy, fa)} a estrutura diferencidvel maxima de M. Indicaremos por (z¢,...,z%)
as coordenadas de U, e por a%’ ey &fa } as bases associadas nos espacos tangentes de
1

fa(Uq).
Defina g, : U, x R* C R*" — TM por

ga(xf, ot u, o u,) = (falal, .o xl Zulaxl
= (falz, ..., 25), (dfa)p(us, ..., up)),
(ur,. .. up) €R™, p= fo(z2,...,2%). E claro que
U falUa) = M

Como (dfa) fu(g)(R™) = Ty 9 M.q = (25, ..., 2%) € Uy, temos que
J ga(Ua x R") = T'M.
Resta mostrar que toda mudanca de coordenadas gﬁ_lo Jo € diferenciavel. Para mostrar
isto, seja (p,v) € ga(Us x R™) N gg(Us x R™). Entao
(p7 U) = (fa($?7 R n) (dfa)(UOé)) = (fﬁ(x?a S 7‘7:2)7 (dfa)(vg)),

onde vq,v3 € R" € g = (2¢,...,2%) € Uy e g3 = (2,...,2%) € Us. Portanto,
93_1 Oga(%ava) = g§1<fa(QQ)7 (dfoz)(va)) = (f/@’_ © fa<Qa)ad(fﬁ_l © foz)(va))-

Segue da diferenciabilidade de f; Yo f., que g/gl 0 g, é diferenciavel. Portanto, temos
que T'M é uma variedade diferenciavel de dimensao 2n.
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1.2 Campo de Vetores e Métrica Riemanniana

Definicao 1.5 (Campo de vetores). Um campo de vetores sobre uma variedade M é uma
correspondéncia que a cada ponto p € M associa um vetor X (p) € T,M. Em termos de
aplicacoes, X € uma aplicacao de M em TM. Diz-se que X € um campo diferenciavel
se a aplicacio X : M — T'M € diferencidvel.

Considerando uma parametrizacao f : U C R® — R"™ é possivel escrever

- 0
X(p) = Zaiax'>
i=1 g

o
ox;
1 =1,...,n. Segue facilmente que X ¢é diferencidvel se, e somente se, as funcoes a; sao
dieferenciaveis; de fato, a expressao X:UCR"— UxR"de X , nas coordenadas locais
de M eTM, éqw— (x1,...,20,a1(q),...,a;(q),...,a,(q)), ¢ = (z1,...,2,) € U, com as
funcoes coordenadas a; representando, com um certo abuso de linguagem, as expressoes
em coordenadas locais das fungdes a; : M — R. Representamos por X(M) o conjunto
de todos os campos diferenciaveis sobre M.

onde cada funcao a; : U — R é uma funcao em U e {( > } é a base associada a f,
0

Exemplo 1.6. Se considerarmos M = R?— {0}, entao campo gravitacional de um objeto
de massa igual a 1 na posicao (0,0,0) é um campo diferenciavel cujas componentes oy, as

e ag relativas a base 8%1, 8%2 e 8%3 sao dadas por
L & i =1.2.3 _ 2 2 3\1/2
@ =--3, t=123 com r=(z7+ x5 +x3)7"

Podemos pensar em um campo de vetores X como sendo uma aplicacao X : D — F
do conjunto D das fugoes diferenciaveis em M no conjunto F das funcoes em M, definida
por

Xo(p) = Z @5, (P)
onde, por um abuso de notagao, ¢ é a expressao de ¢ numa parametrizacao f : U C
R" — M.

Com esta interpretacao, podemos considerar os iterados de X, no sentido de que,
dados X,Y campos diferenciaveis em M e ¢ : M — R uma funcao diferenciavel,
podemos considerar as fungoes X (Y¢) e Y(X¢p). Feito isto, podemos definir a operagao
entre campos chamada colchete de campos diferenciaveis. Antes de enunciarmos esta
definicao, precisamos do seguinte lema.

Lema 1.1. Sejam X eY campos diferencidveis de vetores sobre uma variedade M. Entao
existe um unico campo diferencidavel Z sobre M tal que

Zo= (XY -YX)p, VpeD.
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Demonstracao. Provaremos primeiro a unicidade. Suponha entao a existéncia de um
tal campo Z. Dado p € M, seja f : U — M uma parametrizacao em p. Se

0 0
X:Zalﬁ_% e Y:z]:bja_x]

sao as expressoes de X e Y na parametrizacao f, entao, para toda ¢ € D temos

) 8b Jp oAt
Xve=xX[Y"0,22) =% g b
4 (ZJ: J@xj> 835 ox; * Z " D01’

1]

) da; O
YX@ZY(Z ’ai) Z Jaz af Z bﬂa 835]

(2

Portanto, a expressao de Z é dada, na parametmzagao f , por

o, a,\ D
“Ox; 0y &UJ

Zo=XYo-YXp=(XY-YX)p=)_ (

1’7]

que, por sua vez, é unica. Note que Z definida assim, é diferencidvel.

Para mostrarmos a existéncia, defina Z, numa vizinhanga coordenada f,(U,) pela
expressao acima. Seja f3(Ug) uma vizinhanga coordenada tal que W = f,,(U,)N f3(Up) #
(). Os valores das expressoes de a; em f, e fs restrito aos pontos de W sao iguais. O
mesmo vale para as expressoes de b;. Portanto, em W, Z, = Z3, o que nos permite
definir Z em toda veriedade M.

O

Definicao 1.6. O campo vetorial diferencidvel Z dado pelo Lema 1.1 € chamado o
colchete [X,Y]=XY —-YX de X eY.

Proposicao 1.3. Se X, Y e Z sao campos diferencidveis em M, a,b sdo numeros reais,
e f,g sao funcgoes diferencidveis em M, entao:

(1) [X,Y] = —[Y, X] (anticomutatividade);
(2) [aX +b0Y,Z] =a[X,Z] +b[Y, Z] (linearidade);
(3) [[X,Y],Z]+[[Y.Z],X]|+[[Z,X],Y] =0 (identidade de Jacobi).
Demonstragao. Demonstraremos apenas (3). Observe que, por um lado,
[X,Y], Z]=[XY - YX, Z|=XYZ-YXZ - ZXY +2ZYX
e, por outro lado,
IV, 2], X|+1[[2,X],Y]|=XYZ - XZY —YZX + ZY X

+YZX -YXZ -ZXY +XZY.
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Como os segundos membros das expressoes acima sao iguais, concluimos (3) usando
(1).
O

Definigao 1.7 (Métrica riemanniana). Uma métrica riemanniana em uma variedade
diferencidvel M™ € uma correspondéncia que associa a cada ponto p € M um produto in-
terno (, )p :T,M xT,M — R tal que se f : U C R" — M € um sistema de coordenadas

locais em torno de p, com f(x1,...,x,) = q € f(U) e (%(q) = (df),(0,...,1,...,0),

entao 5 5
(50 5@) =ser

¢ diferencidvel em U, i,j =1,...,n.

As funcoes g;;(= gj;) sao chamadas expressao da métrica riemanniana no sistemas
de coordenadas f : U C R" — M. Uma variedade com uma dada métrica é chamada
variedade riemanniana.

Definicao 1.8. Sejam M"™ e N™ variedades diferencidveis. Uma aplicacdo diferencidvel
F:M — N ¢ uma imersao se (dF), : T,M — TppN € injetiva para todo p € M. Se
além disso, F' for um homeomorfismo sobre F(M) C N, onde F(M) possui a topologia
induzida por N, F ¢ um mergulho

Em paritcular, temos que todo mergulho é uma imersao. A reciproca dessa afirmacao,
em geral, é falsa. Porém, é possivel mostrar que localmente, toda imersao ¢ um mergulho.
Em Geometria Riemanniana, a nocao de isometria é, num certo sentido, uma relagao de
equivaléncia entre variedades riemannianas. Vamos enuciar a seguir a definicao precisa
de isometria.

Definigao 1.9 (Isometria). Sejam M e N wariedades riemannianas. Um difeomorfismo
F: M — N € chamado uma isometria se

(u,v), = ((dF)p(u), (dF)p(v)) ppy » VP E M, u,v € T,M.

Exemplo 1.7. Seja M = R" com a base {(%) } identificada com a base cononica do
/o

R™. A métrica é dada por

(€i €5), = 0ij
onde d;; é o delta de Kronecker. Cada fungao g;; = d;; é constante e, portanto difer-
enciavel. Poranto, este produto define uma métrica riemanniana em R".

Exemplo 1.8 (Variedade imersa). Seja F': M™ — N™** uma imersao e N uma var-
iedade riemanniana. Podemos munir M de uma métrica (, ), fazendo

(,0), = {(dF)y(w), (AF),(v) ). P € M, w,v € T,M.

el
ox;

T,M é levado por (dF'), num vetor da base de Tp(,)N. Logo, as funcoes g;; = < o 0 >

ox;’ E

Como (dF'), é injetiva, segue que (, >p é positivo definido. Além disso, cada vetor €
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sdo diferencidveis. Como (,), também ¢ claramente bilinear e simétrica, segue que (,),
define, de fato, uma métrica em M. Esta métrica é chamada métrica induzida por F' e
F' é chamada imersao isométrica.

Como caso particular de variedade imersa, temos as superficies regulares de dimensao
k, S* ¢ R™. Como a aplicacdo inclusdo i : S¥ < R™ é um mergulho, temos, em particular,
que esta aplicacao inclusdo é uma imersao. Portanto, i : S¥ < R" induz uma métrica em
Sk No caso da esfera S” C R"! chamamos essa métrica induzida de métrica canénica

de S™.

Exemplo 1.9 (Métrica produto). Seja M; e M, variedades rimannianas e considere o
produto cartesiano M7 x M5 com a estrutura de variedade produto, dada na Proposicao
1.1. Sejam 7y : My X My — My e my : My X My — My as projecoes naturais. Defina
em M; x M,

(U, 0) (. = (dm1(u), dm1(v)), + (dma(u), dm2(v)),,, para todo

(p, Q) € M1 X MQ, u,v € T(p7q)(M1 X Mg)

Com esta estrutura, temos que, dadas as parametrizacoes f : U — M; de M,
em torno de p € My e g : V.— M, em torno de ¢ € My, a base de T{, o (M; x Ms) é

{(aii%}x{(aiyj)()},comi: 1,...,nej=1,...,m, onde {(3%1)0} ¢ a base de T),M;

nas coordenadas de f e {(

% } ¢ a base de T,M, nas coordenadas de g. Aplicando
0

() (p,q) SObre dois vetores dessa base de T{,,q)(M; x M>), veremos que a soma dos produtos
no segundo membro da definigao de () (p.g) 1OS daréd fungoes gi,; em M; e go;; em M,
diferenciaveis. Além disso, as propriedades do produto interno sao facilmente verificadas.

Assim, o produto definido acima define uma métrica riemanniana em M; X M.

Se escolhermos para S' C R? a estrutura riemanniana induzida por R?, o toro T" =
St x ... x S! com a métrica produto chama-se toro plano.

1.3 Subvariedades, Formas diferenciais e Orientacao

Iremos estabelecer a seguir a importante nocao de subvariedade de uma variedade
diferenciavel.

Defini¢ao 1.10. Seja ¢ : M — N um mergulho de M em N. O conjunto (M) é
chamado subvariedade mergulhada de M.

Uma concequéncia direta da definicao de superficie regular S* do R" dada no Exem-
plo 1.3, é que as suas parametrizacoes f, : Uy, — S¥ NV sdao mergulhos de U, em
V' N S* onde V C R" é uma vizinhanca de p em R".

Temos também que aplicacao inclusao i : S¥ < R” é um mergulho. De fato, temos
que i ¢é diferenciavel, pois para todo p € S* existe uma parametrizacao f : U C R¥ — S*
e uma parametrizagao j : V C R" — V de R™ em i(p), onde V é uma vizinhanca de
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p em R™ e j é aplicacao identidade, tais que j~'oio f = f é diferancidvel. Como a

expressao de ¢ € igual a expressao f nessas parametrizacoes, temos que sua diferencial é
injetiva. Como 7 também é um homeomorfismo sobre sua imagem, segue que i : S¥ — R"
¢ um mergulho de S* em R e, portanto, que S* é uma subvariedade mergulhada em R™.
Um caso particular de subvariedade mergulhada do R™"*! ¢ a esfera S* ¢ R"*!,

Definigao 1.11 (Subvariedade). Seja M wuma variedade diferencidvel e N C M um
subconjunto de M. Diz-se que N é uma subvariedade de M se a aplicacao inclusao
1: N — M é um mergulho.

Pela observacao acima, temos que S* é uma subvariedade do R™.

Uma definicao equivalente a definicao de subvariedade dada acima sera apresentada a
seguir, com o intiito de usa-la na demonstracao de um fato que se mostrara importante
num momento deste trabalho. Para maiores detalhes a respeito dessa equivaléncia entre
as duas definigdes de subvariedade apresentadas aqui, conferir [?] paginas 74-77. Para
enunciarmos a préxima definicao, precisamos estabelecer a seguinte notagao. Um cubo
aberto em R™ com centro em = = (z1,...,2,,) € R™ é por defini¢do o conjunto

Cl'(z):={y=(y1, - ym) ER™ | ||lz; —wil| <&, Vi=1,...,m}.

Na definicao a seguir, a fungao ¢ : V. — R™, chamada de parametrizacao de uma
vizinhang¢a coordenada V C M em torno de um ponto p € V sobre uma variedade M,
trata-se da inversa de uma parametrizacao (f,U) de V' 2 p, tal que V' C f(U).

Definicao 1.12. Um subconjunto N de uma varidade diferenciavel M de dimensao m é
uma subvariedade (de dimensao n) de M se, para cada p € N, existir uma vizinhanga
coordenada V de p em M e uma parametrizacao p : V. — R™ de p, com coordenadas
locais x1, ..., xy,, tais que

(i) ¢(p) = (0,...,0) e R™;
(i) (V) = C(0);
(iii) (VN N)={z e C™0)|z"t =... =2™ =0}.

O sistema de coordenadas de p € N dado pelo par (¢,V) na definicio acima é
chamado de coordenadas preferenciais relativas a N. Esse sistema determina de fato
uma estrutura diferenciavel em N. O subconjunto N C M é portanto uma variedade
diferenciavel com essa estrutura. Aplicaremos a definicao acima a seguinte proposicao.

Proposigao 1.4. Seja F : A — M wuma aplicacao diferencidvel entre variedades difer-
encidveis e suponha que f(A) C N, onde N € uma subvariedade de M. FEntio F é
diferencidvel como uma aplicagcao sobre N.

Demonstracao. Sejam p € A e ¢ = F(p). Como N é uma subvariedade M (no sentido
da defini¢ao 1.7), temos que existe uma vizinhanga coordanada V' de ¢ em M e uma
parametrizacdo ¢ : V. — R™ tais que ¢(¢) = 0, a origem de R™, e (V) = C(0),
m = dim M; ¢(V N N) consiste nos pontos de ¢(V) cujas dltimas m — n coordenadas
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sao nulas, onde n = dim N. Sejam (z1,...,x,) as coordenadas locais da parametrizacao
f:UCRY — Adepem A tal que F(f(U)) C V. Entao a expressdo de F' nessas
coordenadas locais é po Fo f =F : U — R™ dada por

gpoFof:F(xl,...,xp):(fl(x),...,fn(m),O,...,O),

isto é, fni1(z) = ... = f(x) =0 pois F(A) C N.

Porém, VAN, mo ¢l y, onde 7 é a projecao das n primeiras coordenadas (projegao
de R™ sobre R™), é uma vizinhanga coordenada de ¢ em N. Entao F, considerada como
uma aplicacao sobre N, é dada em coordenadas locais por

(1, xp) = (fi(x), ..., fu()).

Esta aplicacao é a projecao por m de F' de suas n primeiras coordenadas, que é uma
aplicagao diferenciavel, devido ao fato de ser uma composicao de aplicacoes diferenciaveis,
como queriamos mostrar.

O

A seguir iremos introduzir o conceito de k-forma diferencial sobre uma variedade, que
se mostrara essencial no decorrer deste trabalho. Para isso, denotaremos por A*(T,M)*
o conjunto de todas as aplicagoes k-lineares alternadas do espacgo tangente 7, M.

Definicao 1.13. Seja M™ uma variedade diferencidvel de dimensao n. Uma k-forma
exterior w em M (ou simplesmente uma k-forma em M"™) é uma aplica¢ao que a cada
ponto p € M associa um elemento w(p) no espago A¥(T,M)*.

Dada uma k-forma exterior w em M™ e uma parametrizagao f, : U, — M", em
torno de um ponto p € f,(U,), definimos a representacio de w nesta parametrizagao
como sendo a k-forma w, em U, C R"™ dada por

Wa(v1, . vp) = w(dfo(vr), ... dfo(vr)), v1,...,0, € R™.

Temos que w estd bem definida pois, dada uma outra parametrizacao fz : Ug — M
em torno de p € M com f3(Ug) N fo(Us) =W # 0

(fﬂ_lofa)*wﬁ(vlv""vk) = wﬁ(d(fﬁ_lofa)(vl)a”"d(fﬁ_lOfa)(vk))
= w((dfgod(f5' o fa)(v1)),....(dfg o d(f5" o fa)(vi)))

= W

Dizemos que uma tal k-forma w em M™ ¢é diferenciavel se, dados quaisquer campos de
vetores diferencidveis X, ..., X, em um aberto U de M, entdo a fungao w(Xy,..., X, ) :
U — R, definida por w(Xy,..., X,)(p) = w(p)(Xi(p),..., X,.(p)) é diferencidvel em U.
Um importante fato é que todas as operacoes definidas para formas em R™ podem ser
estendidas as formas em M™ por meio de suas representacoes. Por exemplo, se w é uma
k-forma em M, temos que dw é a (k + 1)-forma em M cuja representagao é dw,. Temos
que dw também estd bem definida dessa forma, pois em f, (W) temos

dw, = d((f,él o fo) wp) = (fgl o fo)" dwg.
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Quando w for uma k-forma diferenciavel, a chamaremos de k-forma diferencial. Va-
mos apenas enunciar a seguinte proposi¢ao, que nos fornece uma férmula para dw, onde
w é uma k-forma sobre uma variedade diferenciavel.

Proposicao 1.5. Seja w uma k-forma diferencial em uma variedade diferencidvel M.
Dados Xy, ..., X411 € X(M), temos

r+1
dw(X1, ..., Xoy1) = Z(_ly_lXi(W(Xl; e Xy X))
i=1

) (-DM(X X)L X X X X),

i<j
onde cada termo X; estd omitido.
A seguir, daremos a nocao de variedade orientdvel.

Definicao 1.14. Diz-se que uma variedade M de dimensao n € orientavel se € possivel
definir uma n-forma diferencidvel Q@ em M, de maneira que Q(p) € A*(T,M)* é diferente
de zero, para todo p € M. Neste caso, a escolha de €) € dita uma orientagao de M e M
¢ dita orientada. Caso nao exista uma tal 2, diz-se que M € nao-orientavel.

O espago euclidiano R™ com a forma 2 = dx; A ... A dx, é um primeiro exemplo de
variedade orientada. Esta orientacao é conhecida como a orientacdo natural de R™.

Duas orientacoes €2, e €2, para M determinam a mesma orientacao se 2y = A)o,
onde A é uma funcao diferenciavel em M. Um difeomorfismo F' : M; — M, entre duas
variedades orientadas por 21 e {2, respectivamente, preserva orientacao se F*y = )y,
onde A > 0 é uma funcao diferenciavel em M;.

Uma nocgao de orientacao equivalente a que foi dada acima pode ser introduzida
baseada no seguinte resultado.

Teorema 1.1. Uma variedade M € orientdavel se e somente se M admite uma estrutura
diferencidvel {(Uy, fo)} tal que Yo, 8 com fo(Us) N fa(Us) = W # 0, a diferencial da
aplicacao fﬁ_1 o fo tem determinante positivo para todo q € f,1(U,).

Demonstracao. Ver [?], pg.210, teorema (7.6).

Baseandos nesta nocao de oriantacao, dada por uma estrutura que satisfaz as hipéteses
do ultimo teorema, podemos, de maneira equivalente, estabelecer as seguintes nogoes de
orientacao, variedade orientada e de difeomorfismos que preservam orientacao.

Diz-se que a escolha de uma estrutura diferenciavel numa variedade M satisfazendo
as hipdteses do teorema acima é uma orientacao de M e que M é orientada por esta
estrutura. Duas orientagoes, nesse mesmo sentido, determinam a mesma orientacao se a
uniao delas ainda satisfaz as hipdoteses do Teorema 1.1. Dadas duas variedades M; e
M,, com M; orientada, ou seja, possuindo uma estrutura {(U,, f,)} dada pelo Teorema
1.1, temos que F' induz uma orientagao em Ms, a saber {(U,, f.)}, com f. = F o f,.
Um difeomorfismo F' : M; — M, entre duas variedades orientadas M; e My preserva
orientacao se a orientacao induzida por F' em M, determina a mesma orientacao de My,
considerada inicialmente.
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Exemplo 1.10. Se M pode ser coberta por duas vizinhangas coordenadas V; e V5 de
modo que V3 N V5 é um conjunto conexo, entao M é orientdavel. De fato, como o deter-
minante do jabiano da mudanca de coordenadas f, ' o f1, onde f; e fo correspondem as
vizinhangas V) e V5, respectivamente, é diferente de zero, e como V) NV; é conexo, temos
que este determinante nao muda de sinal ai, uma vez que a funcao det é continua; se
esse determinante é negativo em algum ponto de V; N'V5, basta trocar o sinal de uma das
coordenadas para que passe a ser positivo neste ponto e, portano, em V; N V5.

Exemplo 1.11. Vimos no Exemplo 3 que a esfera S” pode ser coberta por duas viz-
inhancas, dadas pelas projessoes estereograficas em relacao aos polos norte e sul. Temos
que as projessdes m; ' e m, !, que parametrizam a esfera S nos ddo 7, 1(R") N7, (R?) =
S*—{N}U{S}, onde N e S sao os polos norte e sul, respectivamente, de S". Portanto,
temos que S™ pode ser coberta por duas vizinhancas cuja interccao é um conjunto conexo.
Pelo Exemplo 5, temos que S™ é orientavel.

Definiremos agora a integral de uma n-forma em uma variedade M de dimensao n.
Para isso, vamos estabelecer a defini¢ao de integral de uma n-forma em M"™ = R".

Seja w uma n-forma diferencial definida em um conjunto aberto U C M"™. O suporte
K de w ¢é dado pelo fecho do conjunto

A={pe M"w(p) # 0}
Seja w uma n-forma e M"™ = R". Entao
w=a(Ty,...,xy)dxy A ... ANdz,.

Assuma que o suporte K de w é compacto e estd contido num aberto U C R".

Definimos
/w:/ adxy . ..dx,,
U K

onde no lado direito da igualdade, temos uma integral multipla usual no R".

Vamos assumir agora que M é uma variedade compacta; entao, o suporte K de w,
por ser um conjunto fechado num espaco compacto, também é compacto. Como veremos
adiante, sera necessario assumirmos que M também é orientada, i.e, que M é coberta por
uma familia de vizinhangas coordenadas tal que cada mudanca de coordenadas possui
determinante jacobiano positivo.

Se K estiver contido em alguma vizinhanca coordenada V, = f,(U,), entao, se a
representacao local de w em U, C R" é w, temos

Wo = Qodxy N ... \dx,,

/w:/ w:/ aodzy ... dx,,
M o o

onde o lado direito é uma integral no R™.

E possivel que K esteja contido em uma outra vizinhanca coordenada Vs = f3(Us)
da mesma familia. Mostraremos que a definicao acima, nao depende da escolha da
vizinhanca coordanada.

e definimos
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Para isso, seja W = f,(U,) N f3(Up) e considere a mudanga de coordenadas

f=fofa fit (W) — [ (W),

dada por
zi= filyi, o oyn), i=1,...,n,
(z1,...,20) € Us, (Y1,-.-,Yn) € Up.

Como wg = f*(w,), temos
wp = det(df )agdys A ... A dyp,

onde
aﬁ = aa(-fl(y17’"’yn)7"'7fn(y17"'7yn))'

por outro lado, pela férmula de mudanca de variaveis para integrais multiplas no R",

obtemos
/ andzy ... dx, = / | det(df) | agdy . .. dys,.
fat(W) f5tw)

5
Entao, como M é orientada, det(df) > 0. Assim

/ Wa = / apgdzy ... dx, = / det(df )agdy; . .. dy, = / wg-
fatw) f3tw) f5w) f5w)

B B

[eY Vﬁ

o que mostra a independéncia das vizinhancas coordenadas.

Note que sem a hipdétese de que M é orientada, o sinal da integral de w nao é bem
definido. A escolha de uma orientacao para M fixa um sinal para a integral de w que
pode mudar com uma mudanca de orientacao.

Vamos considerar agora o caso em que o suporte de w nao esta contido em nenhuma
vizinhanga coordanada. Para isso, precisamos do conceito de particao diferencidvel da
unidade.

Dada uma corbetura {V,,} de uma variedade diferencidvel M, dizemos que uma familia
de funcoes @1, ..., ¢, diferenciaveis em M é uma particio da unidade subordinada a
cobertura {V,} (quando M ¢ orientada, escolhemos {V,} compativel com a orientagao
de M) se

Portanto,

m

(a) Z‘Pz‘ =1,

=1

(b) 0 < ¢; <1, e o suporte, supp ¢;, de cada p; estd contido em algum V,, = V;.
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A existéncia de uma particao da unidade serd assumida sem demonstracao. Para
maiores detelhes conferir [?]. Vamos definir a integral de uma n-forma sobre uma var-
iedade orientada M™ como segue. Note primeiramente que o suporte da forma p;w esta
contido em Vj. Feita essa observacao, iremos definir a integral de w neste caso por

m

fom5 Lo

=1

Esta definicao nao depende da escolha da particao da unidade. De fato, considere
uma outra cobertura {3} que determina a mesma orientacao que {V,} determina em
M, e seja {¢;}, 7 = 1,...,n, uma particio da unidade subordinada a {W3}. Entao
{V, N Wg} serd uma cobertura par a M e a familia y;1); serd uma parti¢do da unidade
subordinada a {V, N Wj3}. Entao

onde na tultima igualdade foi usado que, para cada 7, as fungoes p;1); estao definidas em
V;. Similarmente,

ji/M%W—ji/M% <iil%>w—;/M%d}jw,

que mostra a independéncia requerida. Estabelecida a definicao de integral sobre uma
variedade, podemos enunciar o seguinte resultado.

Proposicao 1.6 (Mudanga de Varidveis). Sejam M; e My variedades orientadas. Se
F: My — My € um difeomorfismo que preserva orientacdo e se w € uma n-forma em
Ms, onde n = dim My = dim M;, entao

/F*w:/ w.
A Mo

Demonstragao. Seja F' : M; — M, um difeomorfismo que preserva orientacao.
Suponha que o suporte K de w estd contido em uma vizinhanca coordenada Wy de Ms.
Portanto, o suporte de F*w, estard contindo na vizinhanca coordenada W, = F~1(WW)
de M;. Usando as parametrizagoes f : U C R* — W; de W, C M; e a parametrizagao
induzida por F' em W; dada por g = Fof : U C R* — W, teremos a mesma expressao
para w em Wy C Msy e para F*w em W) C M, digamos f(z)dz A ... A dz,. Além
disso, como F' preserva orientacao, temos que o sinal da integral f My W considerando a
orientacao induzida por F' em Ms, ¢é igual ao sinal desta mesma integral considerando a
orientacao inicial de M,. Portanto, pela nossa definicao de integral, teremos

/F*w:/ w.
M Mo
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O caso em que o suporte de w nao esta contido em nenhuma vizinhanca coorde-
nada é provado usando o mesmo argumento acima para cada n-forma p;w em M,, onde
01, .., Pm ¢ uma particao da unidade.

0

Um semi-espago de R™ é o conjunto H" = {(z1,...,2,) € R";2; < 0}. Um subcon-
junto U C H™ é aberto se U = H" NV, onde V é um aberto do R". Dizemos que uma
aplicacao f : V —— R" definida em um aberto V de H" é diferencidvel se existe um
conjunto aberto U D V e uma aplicacao diferencidvel f em U tal que a restricio de f
a V éigual a f. Neste caso, a diferencial df,,p € V, de f em p ¢é definida como sendo

df, = df,.

Definicao 1.15. Uma variedade diferencidvel de dimensao n com bordo (ou simples-
mente uma variedade com bordo) é um conjunto e uma familia de aplicagies injetivas

fo Uy C H" — M de abertos de H" em M tais que

(1) | falUa) = M;

(2) Va, B, com fo(Ua)N f3(Us) =W #0, 0s conjuntos f, (W) e f31(W) sio abertos

em R™ e as aplicagoes fﬁ_1 o fo € fito fs sio diferencidveis;
(3) A familia {(U,, fo)} € mazimal relativamente a (1) e (2).

Dizemos que um ponto p € M pertence ao bordo de M (ou que p € um ponto no bordo
de M) se para alguma parametrizagao f, : U, C H" — M em torno de p tivermos
fa(0,29,...,2,) = p. O conjunto dos pontos no bordo de M seré denotado por OM e
chamado bordo de M. Se OM = (), a definicao acima coincide com a Definigao 1.1 de
uma variedade diferenciavel, dada no comeco deste capitulo.

Observagao 1.3. A definigao de ponto no bordo nao depende de parametrizagoes. Por-
tanto, o conjunto dos pontos no bordo OM de M esta bem definido. Além disso, se a
dimensao de M é igual a n, temos que OM é uma variedade diferenciavel de dimensao
n — 1 e, se M for orientada, uma orientacao para M induz uma orientacao para OM.

As definicoes de funcoes diferencidveis, espaco tangente, orientacao, etc, para vari-
edades com bordo, sao introduzidas de maneira analoga as definicoes para variedades
diferenciaveis, trocando R™ por H".

Intuitivamente, uma variedade com bordo é um conjunto que pode ser coberto por
vizinhangas que sao homeomorfas a abertos de H™. Note que nem todo aberto de H" é
um aberto do R”, a saber, os abertos de H" que contém pontos da forma (0, zo, ..., x,).
De acordo com a definicao de variedade dada no inicio deste capitulo, uma variedade
diferenciavel nao possui vizinhancas desse tipo, i.e, uma vizinhanca coordenada de um
ponto sobre uma variedade (no sentido da Defini¢ao 1.1) é difeomorfa apenas a abertos
do R™, caso em que a variedade tem dimensao n. Entao, toda variedade diferenciavel,
no sentido da Definicao 1.1 tem bordo vazio, i.e, 0M = (). Podemos agora enunciar o
importante Teorema de Stokes. Uma demonstracao deste teorema pode ser conferida em

7).
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Teorema 1.2. Seja M™ uma variedade diferencidavel com bordo, compacta e orientada.
Seja w uma (n—1)-forma em M, e sejai: OM — M a aplicagcdo inclusao do bordo OM

em M. Entao
/ i*u):/ dw.
oM M
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Capitulo 2

Grupos de Lie e Grupos de
Cohomologia de De Rham

Neste capitulo desenvolveremos toda a teoria de grupos de Lie e de grupo de coho-
mologia de De Rham necessaria. Dois dos resultados mais importantes neste trabalho
serao apresentados. O primeiro garante que todo grupo de Lie compacto e conexo pode
ser munido de uma métrica bi-invariante. E o segundo nos fornece o céalculo do grupo de
cohomologia de De Rham da esfera S™ para alguns casos especiais.

2.1 Grupos de Lie

Definicao 2.1. Um grupo de Lie é um grupo G com uma estrutura diferenciavel tal que
as aplicagoes G x G — G dadas por (z,y) — xy e G — G dada por x — 71, sdo

diferencidvers.

Exemplo 2.1 (Gi(n,R)). Decorre do Exemplo 1.2 que Gl(n,R), por ser um subcon-
junto aberto do conjunto das matrizes n x n, também ¢é uma variedade de dimensao n?.
Para mostrarmos que Gl(n,R) é um grupo de Lie, nos resta mostrar que este possui
uma estrutura de grupo tal que as operacgoes de soma e inversao sao diferenciaveis em
Gl(n,R) x Gl(n,R) e em Gl(n,R), respectivamente.

Note que uma matriz A n x n é nao-singular se, e somente se, det A # 0; portanto,
como det(AB) = det Adet B, para quaisquer matrizes quadradas A,B, temos que se A e
B sao nao-singulares, segue que AB também é. Além disso, uma matriz é nao-singular,
i.e, det A # 0 se, e somente se, possui uma matriz inversa em relagao a multiplicacao
de matrizes. Logo, G(n,R) tem estrutura de grupo. A aplicagdo (A, B) — AB é difer-
enciavel, pois o produto AB possui entradas que sao polindmios nas entradas de A e
B. Essas entradas sao, exatamente, as expressoes em coordenadas locais da aplicacao
(A,B) — AB, que é protanto diferencidvel. A inversa de A = (a;;) pode ser escrita
como A~ = (1/det A)(a3;), onde os (a;;) sao os cofatores de A, que sdo polindmios nas
entradas de A e onde det A é um polinémio nessas entradas, que por sua vez, nao se anula
em Gl(n,R). Segue que as entradas de A~! sao fungoes racionais em GI(n,R), que nao
se anulam no seu denominador. Portanto, sao funcoes diferencidveis. Assim, temos que
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o produto e a inversao sao diferencidveis em Gl(n,R) e, portanto, Gl(n,R) é um grupo
de Lie. Um caso particular é o grupo multiplicativo R* dos nimeros reais nao-nulos.

Exemplo 2.2. Seja C* o conjunto dos numeros complexos nao-nulos. Com respeito
4 multiplicacdo de niimeros complexos, com inverso multiplicativo z71 = %, C* é um
grupo. Além disso, C* com a estrutura {R? — {0}, ¢}, com (x,y) — ¢(z,y) = x + iy,
¢ uma variedade diferenciavel de dimensao 2. Usando estas coordenadas, o produto

(2,2') — 22/, com z =x + iy e 2/ = 2/ + iy é dado nessas coordenadas por
(v, 9) (@) = (v2’ — yy', 2y + ya')

e a aplicacao z — 2z~ ! por

(@)= (5 5 s ) -
I.2_|_y2 «T2+y2

! sdo diferencidveis., donde C* é um grupo de Lie.

Portanto, 22’ e z~

Exemplo 2.3 (S'). Vamos identificar a esfera unitéria S' com o conjunto dos nimeros
complexos de norma 1. Como o produto e a inversa de um nimero complexo de norma 1
também tem norma 1, temos que S! é um subgrupo de C*. Além disso, S! é uma variedade
diferencidvel de dimensao 1, com estrutura diferenciavel {(p1, (0, 27)), (@2, (—m, 7))}, com
1 :(0,2m) — S, p1(t) = exp2mit e @y : (—m, ) — S, po(t) = exp 2mit. Definindo
em S! as mesmas operacoes de produto e de inversao que foram definidas para C*, temos
que a expressao (z,2') — zz' nas parametrizagoes @1 e @y é

(t1,t2) = tl + tQ

edezr 271 ¢

t— —t

que sao diferenciaveis.
Assim, temos que S! é um grupo de Lie.

Proposicao 2.1. Se Gy e Gy sdao grupos de Lie, entao o produto cartesiano Gp X Go
com a estrutura de variedade produto € um grupo de Lie.

Demonstracao. Sejam m; : G; x G; — G e my : G X Gy — (G5 os produtos em
G1 e Goq, respectivamente. Defina o produto m : (G1 X Gs) X (G X Gy) — G1 X G5 em
G1 X G2 por

m((g1, h1), (92, h2)) = (9192, h1h2), 1,92 € G1, hi,hs € Ga.

Seja o = (f, g) uma parametrizagao (da variedade produto) em torno de (g1 ga, h1hs) €
G1 x Gy e f uma parametrizacao em torno de ((g1,h1), (g2, h2)) € (G x G3) x (G X
Gs). Sejam fi, f] parametrizagoes em torno de g; e go, respectivamente, em Gy e fo, f
parametrizacoes em torno de hy e hg, respectivamente, em G5. Temos que mostrar que
a expressao de m

atomop: gt (V') c R2™ o (V) c R*™
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é diferenciavel, onde V' é uma vizinhanga de (g1 92, h1hy) em G; X Gy e V' é uma vizinhanga
de ((gl, hl), (92, hg)) em <G1 X Gg) X (Gl XG2). Se ((:L‘l, y1)7 (1‘2, y2)) c ﬁ_l(V’> C RQ(WH-H),

teremos que

a~tomo B((x1,1), (22, 42)) “Hm((fr(21), f2(01), (f1(22), fo(2))
@) f(w2), f2(yn) f3(y2))
“Hma(fu(en), fi(22), ma(fa(), f5(y2)))
“Hma o (fi, f) (@1, w2),ma 0 (fa, £3)(y1,2)

= (f_l omy o (f1, f{)(iﬂl,xz),g_l oo © (fz,fé)(yl,yz)%

«
= «
«
«

¢é diferenciavel, uma vez que suas entradas sao as expressoes de m; e my em coordenadas
locais, que sao diferencidveis. Andlogamente, mostre-se que g — g~ ! é diferencidvel.
Portanto, G; x Gy é um grupo de Lie.

O

O toro T" = S x ... x S! é um exemplo de variedade produto que é um grupo de
Lie, de acordo com o Exemplo 1.13 e com a Proposicao 1.5.

Daremos a seguir um importante critério para determinarmos mais exemplos de gru-
pos de Lie.

Teorema 2.1. Seja G um grupo de Lie e seja H C G um subgrupo de G que também é
uma subvariedade de G. Entdo H € um grupo de Lie.

Demonstracao. Como H ¢é uma subvariedade de G, segue que a aplicagao inclusao
I: HxH — G x G éum mergulho, ou seja, I ¢é diferencidavel. Se P, : G xG — G é a
aplicagao (g,9’) — gg’' e P = Pyol a composta, entao P é uma aplicagao diferenciavel de
H x H — G com imagem contida em H. Seja P esta aplicacao considerada como uma
aplicacao sobre H; note que P # P, pois seus contradominios sao diferentes. Mas, pela
Proposicio 1.3, como P(H x H) = H C G é uma subvariedade de G, temos que P é uma
aplicacao diferenciavel como uma aplicagao sobre H, i.e, P ¢ diferencidvel. Segue que o
produto em H é diferencidvel. Similarmente, mostra-se que g — ¢! é diferencidvel em
H. Logo, H é um grupo de Lie.

O

Exemplo 2.4 (S?). O conjunto dos quatérnios é definido como sendo o conjunto dos
elementos da forma
w=t+xi+yj+ zk,

onde (t,z,y,z) € R* e os vetores 4, j, k sio chamados unidades imagindrias do conjunto
dos quatérnios enquanto 1 = 1+ 07 + 05 + 0k é chamado unidade real. Dizemos que um
tal elemento é um quatérnio. Neste conjunto, dados dois quatérnios w =t + xi +yj + zk
ew =t +2'i+y'j+ 2’k e um nimero real «, definimos a soma e o produto por escalar
por

wrw =t+t)+ @ +2)i+y+y)j+ (z+2)k
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aw = at + axi + ayj + azk.

E imediato que com essas operacoes, o conjunto dos quatérnios é um espaco vetorial.
A multiplicacao de quatérnios fica definida, por bilinearidade, quando sao dados os
produtos das unidades 1,1, j, k, como apresentado na tabela abaixo

BN A
Tl | &
il =1 k | —J
gl =k -1 ¢
k| ki j —i || —1

Assim, dados dois quatérnios w = t+zi+yj+zk e w' = t' +2'i+y'j+ 'k, o produto
ww’ é dado por

ww' = (tt' —xx’ —yy — 22" )+ (t2' + e +y2 — z2y)i+ (ty' — 22’ +yt' + 22')j

+(t2" + xy — yx' + 2t')k.

Como 1w = wl = w, a unidade real é o elemento neutro dessa multiplicacao. Além disso,
temos que todo quatérnio w # 0, 0 = 0 + 07 + 05 + 0k, possui um inverso multiplicativo
w~!. Para verificarmos este fato, defina o conjugado w de w = t + xi + yj + zk por
W=t —xi—yj — zk. Tem-se que ww = ww = >+ 2% + 32 + 22 = |w|?, onde denotamos
por |w| = vww o médulo do quatérnio w. Logo se w # 0, temos que
wt = i
jw]”

cumpre ww ' = w lw = 1. Portanto, com a multiplicacdo de quatérnios, o conjunto

dos quatérnios nao-nulos R* — {0} é um grupo. Além disso, o conjunto dos quatérnios
nao-nulos com a estrutura {(R*—{0}, p)}, p(t, z,y, 2) = t +zi+yj+ 2k é uma variedade
diferenciavel de dimensao 4. Nesse sistema de coordenadas, temos que a expressao da
aplicagao (w,w’) — ww', w e w' quatérnios ndo-nulos, é

(t,x,y, 2) (', 2y, ") — (' — ' —yy' — 22/t + e+ y2' — 2y,

ty —x +yt' + 22’ 2 + 2y — yx' + 2t),

que ¢é diferencidvel em R* — {0} x R* — {0}. Temos também que a expressio da aplicagao

aplicacao w — w~! nesse sistema de coordenadas é

t —x
t2+x2+y2+z2’t2+x2+y2+22’

(t,2,y,2) = (

t2+x2+y2+22’t2+x2+y2+z2)’
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que, por sua vez, é diferencidvel em R* — {0}. Segue dai que o conjunto dos quatérnios
nao-nulos é um grupo de Lie.

Note que o produto dos médulos dos quatérnios w e w’ cumpre |ww'| = |w| |w'|. Segue
daf que, se identificarmos a esfera S com o conjunto dos quatérnios de médulo 1, S com
o produto de quatérnios é um subgrupo do conjunto dos quatérnios nao-nulos. Como
S? € R* — {0} é uma subvariedade de R* — {0} (a aplicacdo inclusao i : S* — R* — {0}
¢ um mergulho), pelo Teorema 1.3, S* é um grupo de Lie.

/|_

Fixado um g € G, definimos as aplicagoes Ly, R, : G — G por L,(h) = gh e
R,(h) = hg; L, é chamada transla¢do a esquerda e R, é chamada translag¢io a direita.
Decorre diretamente da definicao de grupo de Lie que L, e R, sao diferencidveis e que
suas inversas também sao, a saber (L,) ™' = L,-1 e (Ry) ™' = R,-1.

Dizemos que uma métrica riemanniana em um grupo de Lie G é uma métrica invari-

ante a esquerda se L, for uma isometria, para todo g € G, i.e, se
(u,v), = ((dLg)pu, (dLg)nv) ,y, » uw,v € ThG,

Vg, h € G. Analogamente define-se métrica invariante a direita em . Se uma métrica
riemanniana for invariante a esquerda e a direita, dizemos que ela é uma métrica bi-
mvariante.

Dado um produto interno qualquer (,), em T.G, é possivel definir uma métrica rie-
manniana invariante a esquerda em G por

(u,v), 1= ((dLg-1)gu, (dLg1)4v),, Vg € G, u,v € T,G.

Como L, depende diferencialmente de g em G, segue que (,) , Varia diferencialmente
em (. Portanto, a métrica acima define uma métrica riemanniana. Além disso, (,) p
também ¢é invariante a esquerda pois

((dLg)nu, (dLQ)hU>gh = <(dL(9h)*1)gh [(dLg)pul (dLgh*l)gh [(dLg)hU]>e
= <(dL(gh)—1 O Lg)hu, (dLgh—l o Lg)hv>e
((dLp-1)pu, (dLp-1)pv), = (u,v), .
De maneira analoga construimos métricas invariantes a direita em G.
Diz-que uma k-forma w em um grupo de Lie G de dimensao n é uma k-forma invariante
a esquerda se Lyw = w e que w ¢ uma k-forma invariante a direita quando Rjw = w, para
todo g € G. Quando uma k-forma w é invariante a esquerda e a direita, diz-se que w é

uma k-forma bi-invariante. Dada qualquer k-forma linear w, em T.G, podemos definir a
paritr dela, uma k-forma w em G invariante a esquerda. De fato, basta definirmos

w(g)( X1, ..., Xi) = we((dLg-1)g X1, ..., (dLy-1)4Xn),

Liw(h)(X1,...,Xk) = w(Ly(h)((dLy)pXa,. .., (dLy)nXy)
(gh)(<dLg)hX1, cee (dLg)hX )
((dLgny-1)gn [(dLg)nX1], - (dL(gh gn [(dLg)nXn])
((dL(gh)ﬂ o Lg)th, el (d 1oL )th
= we((dLp-1)p X1, ..., (dLh—l)th) = w(h),

We
We
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o que mostra que w € invariante a esquerda. A seguir, vamos mostrar que todo grupo de
Lie compacto admite uma métrica bi-invariante.

Proposicao 2.2. Seja G um grupo de Lie compacto, conexo e de dimensao n. Entdo,
G admite uma métrica bi-invariante.

Demonstracao. Seja w uma n-forma positiva diferenciavel em G, invariante a direita
e seja (,) uma métrica invariante a direita em G. Defina

<u,v >p= / ((dLy)su, (dLy)sv),, w, Yu,v € TG, x,y € G.
@

Note que <, >, ¢ diferencidvel, positiva e definida, donde ¢ uma métrica riemanniana.
Vamos mostrar que <, >, ¢ bi-invariante. Vamos mostrar isto em duas etapas.
(1) <. - >, éinvariante a esquerda. De fato, dados z,y, z € G, temos

B /o ((dLy o L)su, (dLy 0 L2)30) (), @
= [ (L @) 0, v €TG (21

Fixados u,v € T, G, seja ¥(y) = ((dLy.).u, (dLy:),v),, ., Entao

(y2)
dL z)x'W, dLyz T -
| @L @0 o = [ vl
= /woRz(y)R’;w
G

- [ R
B /RZ(G)wa
= /G Y(y)

- / <(dLyz>xua (dLyz)x’w(yz)mw
G
s (2.2)

De (1.2) e (1.3) segue que < -,- >, é invariante a esquerda.
(2) <-.,- >, éinvariante a direita. De fato, temos
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((dLy o R,)yu, (dLy o R,),v) ., \ w

(yz)z

((dR. o Ly)yu, (dR; o Ly),v)

(yz)e ¥

((dR.)yau, (AR.)ysv) w

(yz)x

((dLy)su, (dLy)sv),, w =< u,v 2, .

I
ST— o

2.2 Representacao adjunta de um grupo de Lie

Dizemos que um campo X sobre um grupo de Lie G é um campo invariante a esquerda
se (dLy)p X (h) = X(gh), para quaisquer g,h € G. A fim de simplificarmos a notacao,
diremos que um campo X ¢ invariante a esquerda se (dL,)X = X, onde (dL,) é o campo
dado por V 35 T,G — (dL,),V € T,,G,Vh € G.

Se F': G — G é uma aplicagao diferencidvel em G, f : G — R é uma funcao
diferenciavel e X um campo em G, temos que

dF(X)f = X(f o F).

De fato, se as fungoes coordenadas da expressao de F' em coordenadas locais sao as
fungoes yi,...,yn, n = dim G, e considerando a expressao de f nessas mesmas coorde-
nadas, temos

Xror) = > a0

=1

Sy Of

2 Oa; Oz,
- ZJ: aigiig—i. (2.3)
Como " "
(dF)X = (i:1 aia—i, . ;“"ai:ct)’
temos
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@P)X(f) = Z(Z i ) o

_ ay] (9f
= Z 81’18% (2.4)

Portanto, segue de (2.3) e de (2.4) a nossa afirmagao. Segue desse fato que, se X
e Y s@ao campos em G, invariantes a esquerda, entdo o colchete desses campos [X,Y] é
invariante a esquerda. De fato, dado g € G, temos

dLy[X,Y]f = [X,Y](foLy)
= XY(foL,) —YX(folL,)
= XY (foL,))—Y(X(foLy))
= X((dLy)Y)f =Y ((dLy)X)f
= XYf-YX[f=[XY]}

Definicao 2.2 (Algebra de Lie). Dizemos que um espago vetorial V' sobre R é uma
algebra de Lie (real) se além de sua estrutura de espago vetorial, possui um produto, i.e,
uma aplicagio V- x V. — V que associa a cada par (X,Y) um elemento [X,Y] em V,
possuindo as sequintes propriedades:

(1) bilinearidade sobre R:

a1 X1 + X0, Y] = o [ X1, Y] + a2 [ X, Y]

(X, a1Y] + aoY2, Y] = a1 [X an V1| + as [ X, aaY5];

(2) anticomutatividade:
[X,Y] = [YaX] :

(3) satisfaz a identidade de Jocobi:

HX>Y]>Z] + HYa Z] >X] + [[ZvX] ’Y] = 0.

Exemplo 2.5. Seja M,,(R) o conjunto das matrizes n x n em R. Com o produto usual
de matrizes XY de X e Y em M, (R), temos que o comutador [X,Y] = XY — Y X,
define uma estrutura de dlgebra de Lie sobre M,,(R).

Exemplo 2.6. Seja X(M) o conjunto de todos os campos diferencidveis de vetores sobre
uma variedade diferencidvel M. E imediato que X(M) é um espago vetorial. Além disso,
j& vimos na Proposi¢ao 1.4, que o colchete [ X, Y] de dois campos X,Y € X(M), satifaz
as condicoes (1), (2) e (3) da defini¢ao acima. Temos portanto que X(M) é uma algebra
de Lie.
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Considere G C X(G) o subespaco de X(G) de todos os campos invariantes a esquerda,
onde G é um grupo de Lie. Vimos que o colchete de campos invariantes a esquerda
também é invariante a esquerda. Se do fato do colchete de campos ser uma operagao que
satisfaz (1), (2) e (3) e do mesmo ser uma operagao fechada em G que G é uma algebra de
Lie, com a operacao colchete de campos de campos de vetores. Diz-se que G é a dlgebra
de Lie do grupo G.

Definicao 2.3. Seja F': Gy — G5 um homomorfismo entre os grupos de Lie G1 e Gs.
Diz-se que F' é um homomorfismo de grupos de Lie se F' também ¢é diferencidvel.

Exemplo 2.7. Seja GG; = R o grupo aditivo dos niimeros reais e seja G, = S'. Entao
a aplicagao F : R — S! dada por F(t) = €*™ é um homomorfismo de grupos de
Lie, pois F' é analitica e é claramente um homomorfismo. Similarmente, fazendo G; =
R" =Rx...xReGy =T"=S!x... xS aaplicacaio F' : R* — T" dada por
F(ty, ... t,) = (e*™ ... *™n) ¢ um homomorfismo de grupos de Lie entre R" e T".

A fim de definirmos representacao adjunta de um grupo de Lie G, faremos algumas
observacgoes a respeito das translacoes L, e R, e do automorfismo interno de G, I, =
Lyo Ry. Dado X € G, ou seja, dado X invariane a esquerda, temos

dLg(ng(X)) = ng(dLg(X)) = ng(X)7

i.e, R,(X) € G. Em paricular, fazendo h = g, temos que dI,(X) € G. Logo dI, leva
vetores de G em vetores de G. Note também que I, = I;01}, de modo que dly;, = dljodl},.
Além disso, dly, : G — G é um automorfismo da dlgebra de Lie G de G. Essa ultima
afirmacao ¢ uma consequéncia do

Teorema 2.2. Seja F': N — M uma aplicacao diferencidvel e sejam X, e Xo campos
de vetores diferencidveis em N. Entao

dF [X1, X5] = [dF X,,dFXs)].
Demonstragao. Provaremos inicialmente o seguinte lema.

Lema 2.1. Seja Y um campo em M e X um campo em N. Entdo
dF(X)=Y & (Yg)oF = X(goF) em F~ V), (2.5)
onde V.C M é um aberto e g: V — R é uma funcao diferencidvel.

Demonstragao do Lema 1.2.

Dado g € F~1(V), sabemos que dF,(X(q))g = X(F o g)(¢q). Além disso, temos que
o valor da funcao diferencidvel Y'g em F(q), i.e, (Ygo F)(q) ¢ igual a Yp(,g. Portanto,
(dF),X(q) =Y (F(q) © (Ygo F)(q) = X(go F)(¢q). Como a fugao g é arbitréria, (?77)
vale para toda g diferenciavel.

Vamos agora a demonstracao do Teorema. Considere entao f uma fungao diferenciavel
em um aberto V' C M, de modo que Y;f e Y5 f sao funcoes diferenciaveis, onde Y; =
dF(X;) e Yo = dF(X5). Aplicando (1.6) com g = Y5 f e em seguida com g = f, teremos

Yi(Yaf)] o FF = Xa((Yaf) o F) = Xy [Xo(f 0 F)].
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Analogamente,
Yo(Yif)] o F' = X5 [Xy(f 0 F)] .

Portanto,

(Y1,Y3] f) o F = [Yi(Yof)]o F —[Yo(Y1f)]o F
= X1 [Xo(foF)] = Xo[Xi(foF)]
= [X1, Xo|(foF).

Segue de (1.6) que
dF [X1, Xs] = [V1,Ya] = [dF X1, dF X,)].
U

Como [, : G — G é um difeomorfismo, temos dI, [X,Y]| = [dI,X,d],Y]| para
todo X,Y € G, pelo Teorema 1.4 acima. Além disso, temos que d/, é uma bijecao.
Portanto, dI, : G — G ¢ um automorfismo da dlgebra de Lie G, como haviamos afirmado.
Denotemos por Ad : G — GI(G), com GI(G) representando o grupo das aplicacoes
lineares nao-singulares de G, a aplicacao definida por

Ad(g) = dl,.

Vimos que dly, = dI, o dI}, para quaisquer g, h € G. Portanto, Ad é um homomor-
fismo (algébrico) dos grupos G' e GI(G). Temos que Ad também é diferencidvel. Para
verificarmos isto, serd conviniente interpretarmos Ad da seguinte forma:

Dado e € G o elemento neutro de GG, como G e T,G sao isomorfos pelo isomorfismo

IIm: 7.6 — g
X, — I(X.)

dado por II(X,) = X, onde X : G — T'G é o campo sobre G defido por

X(g) = (dLy)e(Xe),

podemos identificar G com T.G e Ad(g) = dl, com (dl,). : T.G — T,G, i.e, podemos
olhar para Ad(g) como um automorfismo de T.G.

Dessa forma, a matriz (a;;(g)) de Ad(g) é uma submatriz da matriz jocobiana, avali-
ada em (g,e), da matriz da aplicacao diferenciavel G x G — G dada por (g,h) —
ghg™ = I,(h). Portanto, g — (a;;(g)) ¢é diferencidvel, donde Ad(g) é diferencidvel. Com
isso, concluimos que Ad :— GI(G) é um homomorfismo dos grupos de Lie G e G.

Definicao 2.4 (Representacao adjunta). Uma representagao de um grupo de Lie sobre
um espago vetorial V- € um homomorfismo de grupos de Lie de G no grupo GI(V') das
aplicagoes lineares nao-singulares de V-em V. O seu grau ou dimensao € a dimensdo de
V. Uma representacao matricial de G' de grau n é um homomorfismo de G em Gl(n,R).
A representacio Ad : G — GI(G) € chamada representacao adjunta de G.
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2.3 Grupos de Cohomologia De Rham

Nesta secao, estabeleceremos o conceito de grupo de cohomologia de De Rham de uma
variedade diferenciavel. Além de apresentarmos sua definicdo precisa, apresentaremos
alguns exemplos que ilustram como calcula-los em alguns casos particulares assim como
exemplos que nos fornecem critérios mais gerais para determinarmos alguns destes grupos.

Definicao 2.5. Uma k-forma w em uma variedade M (com bordo possivelmente vazio)
¢ uma k-forma fechada se dw = 0 em todo ponto de M e é uma k-forma! exata se existir
uma (k — 1)-forma n em M tal que dn = w.

Seja Z¥(M) o conjunto das k-formas fechadas em M. Como Z*(M) é o nicleo da
aplicagao d : A¥(M) — A*1(M), dada por w — dw, onde A*(M) denota o conjunto
de todas as k-formas em M, temos que Z*(M) C A¥(M) é um subespaco vetorial de
A¥(M). Seja agora B¥(M) o conjunto das k-formas exatas em M. Como B¥(M) é a
imagem da aplicacao linear d : A*~Y(M) — A¥(M), temos que B¥(M) também é um
subespaco vetorial de A¥(M). Como toda forma exata é fechada, uma vez que d*w = 0,
temos BY(M) C Z¥(M). Isso nos permite definir o seguinte conjunto de classes de
equivaléncia.

Definigao 2.6 (Grupo de Cohomologia de De Rham). O espaco quociente H*(M) =
ZFM(M)/B*(M) é chamado grupo de De Rham de dimensao k da variedade M.

Observagao 2.1. Um elemento de H*(M) ¢ uma classe de equivaléncia [w] de uma k-
forma fechada w; duas k-formas w; e wy sao equivalentes se, e somente se, diferem por
uma k-forma exata, i.e, se e somente se

Wy — wy = dn,
para alguma (k — 1)-forma n em M.

Vamos calcular H¥(M) em alguns casos particulares. Inicialmente, trataremos do
caso em que M é contratil, no seguinte sentido.

Definicao 2.7. Uma veriedade diferencidvel M é dita uma variedade contratil (a algum
ponto py € M) se existe uma aplicagao diferencidvel H : M x [0,1] — M, H(p,t) € M,
pe M,teR, tal que

H(p,1)=p, H(p,0)=po, Vpe M.

E f4cil ver que R™ é contratil a qualquer ponto py € R™; basta definirmos H(p,t) =
po+ (p—po)t. Temos também que a bola B(r,0) = {p € R™;| p |< r} é contratil ao ponto
0 € R, pois H(p,t) = tp, p € B(r,0), satisfaz as condi¢oes da definigdo de variedade
contratil. Vamos enunciar em seguida o importante Lema de Poincaré.

Teorema 2.3 (Lema de Poincaré). Seja M wuma variedade diferencidvel contrdtil,
e seja w uma k-forma diferencidavel fechada em M. FEntdo w € exata, i.e, existe uma
(k —1)-forma o em M tal que dov = w.
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Demonstracao. Ver [?].

Pelo lema de Poincaré, se M é contrétil e se k > 0, teremos H¥(M) = {0}; de
fato, como toda k-forma fechada em M também é exata, segue que Z*(M) = B¥(M) e,
portanto, a tinica classe de equivaléncia de H*(M) é a classe da k-forma identicamente
nula.

Seja agora M uma variedade conexa (contratil ou nao). Para calcularmos H(M),
note que B°(M) = {0}, pois nao existem O-formas exatas nao-nulas. Logo H°(M) =
ZO%(M), i.e, H'(M) é o conjunto das fungoes f : M — R com df = 0,¥p € M. Como
M ¢é conexo, df = 0 = f = const.. Portanto, H°(M) = R. Mais geralmente, H°(M) ¢
um espago vetorial de dimensao r (sobre R), pois H*(M) = {(ay,...,a,);a; € R}, onde
(ay,...,a,) corresponde a fungao tomando o valor constante a; em M;, i = 1,... 7, M,
sendo uma componente conexa de M.

Provaremos a seguir uma afirmagao a respeito do grupo de cohomologia de De Rham
H"(M) de maior dimensao de uma variedade M de dimensao n.

Teorema 2.4. Seja M wuma variedade compacta e orientada de dimensdo n e com
OM = 0. Entao existe um homomorfismo sobrejetivo de H"(M) sobre R. Em particular,

H™(M) # {0}

Demonstracao. Como dim M = n, toda n-forma em M ¢é fechada; portanto Z™(M) =
A™(M). Defina o homomorfismo h : Z"(M) — R por h(Q) = [,,Q. Se Q € B"(M),
entdao Q = dw para alguma (n — 1)-forma w € A""'(M). Como OM = (), pelo teorema

de Stokes temos
h(Q):h(dw):/ dw:/ w=0.
M OM

Logo, B"(M) = ker h. Portanto, h determina o homomorfismo natural
h':Z"(M)/B"(M)=H"(M) — R.

Como M é orientada, existe uma n-forma €2y que é nao-nula sobre M e que determina
a orientagao de M. Entao h(p) = | o $20 # 0. A tltima afirmagao segue do fato de que
se considarmos um sistema de coordenadas compativel com a orientagao €2y, teremos uma
representagao 0y = p(z)dxry A ... ANdzx,, p(x) >0, onde (z1,...,x,) sdo as coordenadas
desse sistema. Logo, teremos [ i $20 > 0.

Entao, para uma escolha apropriada de uma constante ¢, podemos fazer h(c{) =
¢ [1; Qo = ch(€) assumir qualquer valor real. Logo, h e I/ sdo sobrejetivas.

O

A partir de agora, desenvolveremos as ferramentas necesséarias para o calculo do grupo
de cohomologia De Rham de dimensao k da esfera S*~%, H*(S" 1), para todo 0 < k <
n — 1. Este cédlculo sera essencial na demonstracao do resultado final deste trabalho, a
saber:

“As tinicas esferas que admitem uma estrutura de grupo de Lie sio S' C R? e S? C
R4 ”
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Primeiro, precisamos da nocao de aplicacoes deferencialmente homotopicas. Duas
aplicacoes f,g: M — N entre duas variedades diferenciaveis sao ditas diferencialmente
homotdpicas se existe uma aplicacao diferenciavel

H:Mx][0,1] — N
com

{ H(p,0) = f(p)

H(p,1) = g(p)

para todo p € M; a aplicacao H é chamada de homotopia diferencidavel entre f e g.
Para t € [0, 1] definimos 4, : M — M x [0, 1] por

A proposicao abaixo serd tutil na demonstracao do proximo teorema.

Proposicao 2.3. Se w é uma k-forma fechada em M x [0,1], entdo ijw — ijw € uma
k-forma exata em M.

Demonstragao. Ver Spivak [?], pp 301-03.

Seja f : M — N uma aplicacao diferenciavel entre duas variedades diferenciaveis.
Se w é uma k-forma fechada em N, entao f*w também é fechada, pois df*w = f*dw = 0;
entao f* leva Z*(N) em Z*(M). Por outro lado, f* também leva B*¥(N) em B*(M),
pois f*(dn) = d(f*n). Isso mostra que f* induz uma aplicacao Z*(N)/B*¥(N) —
ZF(M)/B¥(M) que também denotaremos por f*, definida por [w] — [f*w].

Teorema 2.5. Se f,g: M — N sao diferencialmente homotdpicas, entdo as aplicagoes
fro HY(N) — H*(M)
g* - H*(N) — H*(M)

sao iguais, i.e, f* = g*.

Demonstracao. Por hipdtese, existe uma aplicagao diferenciavel H : M x [0,1] — N

com
f=Hoig

g=H oi,.

Qualquer elemento de H*(N) é uma classe de equivaléncia [w] de uma k-forma fechada
em N. Entao

Jw—f'w = (Hoi)'w—(Hoip)w
= ij(H'w) —ij(H w)
= dn,
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para alguma (k —1)-forma n em M, pois como H*w é uma k-forma fechada em M x [0, 1],
pela Proposigao 2.1, temos que if(H*w) — ij(H*w) é exata. Mas isso quer dizer que
[f*w] = [¢g*w], ou seja, como w uma k-forma fechada qualquer, temos f* = g*.

O

Vamos aplicar o Teorema 2.3 para mostrarmos que H*(S"1) ¢ isomorfo a H*(R™ —
{0}, para todo k. Para isso, considere a retracao

riR"—{0} — S"7 r(p) =p/[p].
Sei:S" ! — R" — {0} ¢ a aplicagao inclusao, entao
rog:S"t — Sl

¢ a aplicacdo identidade de S" 1.
A aplicacao
ior:R"—{0} — R"—{0}, ior(p) =p/lpl
nao é a aplicacao identidade, mas é homotdpica a identidade; podemos definir a homo-
topia H : (R" — {0}) x [0,1] — R™ — {0}, entre i o ¢ a identidade, por
H(p,t)=tp+ (1 —t)ior(p) € (R*—{0}) x [0,1].

Uma retracao com esta propriedade é chamada deformacao por retracao. Note que
sempre que 7 for uma deformagao por retracao, pelo Teorema 2.3, concluimos que (ro7)*
e (ior)* sao iguais a identidade. Em particular, temos que (r o4)* e (i o r)* sdo iguais a
identidade de H*(S"~1) e H*(R™ — {0}), respectivamente. Como

r*: H (S"") — H*(R" — {0})
i H*R" = {0}) — H"(S"™)

r* 0i* = (ior)* = identidade de H*(R™ — {0})
i* or* = (roi)* = identidade de H"(S"™),
temos que 7* e r* sao inversas uma da outra. Entao
H*(S") = H¥(R™ — {0}), Vk.

Vamos agora calcular H*(S"~1), para todo 0 < k < n — 1. Precisamos de mais uma
observacao. A variedade
M x {0} ¢ M xR"

é uma deformagao por retragdo de M x R™. De fato, a retracao r : M x R" — M x {0}
dada por r(p,v) = (p,0) é uma deformacao por retragao. Logo,

H*(M) = H*(M x {0}) = H*(M x R"),

para todo n.
Podemos agora enunciar e provar o seguinte teorema.
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Teorema 2.6. Para 0 < k <n —1 temos H*(R" — {0}) = H*(S"!) = {0}.

Demonstragao. Aplicaremos um processo indutivo para chegarmos ao resultado geral.
O primeiro caso a ser considerado é quando n = 3, i.e, iremos, primeiramente, mostrar
que HY(R? — {0}) = {0}.
Primeiro caso: H'(R?* — {0}) = {0}.

Seja w uma 1-forma fechada em R? — {0}. Queremos mostrar que w também é exata.
Defina os conjuntos A e B por

A=R?*—-{(0,0) x (—o0,0]}

B =R - {(0,0) x [0,00)}.

Como A e B sa@o contrateis aos pontos (0,0,1) e (0,0,1), respectivamente, e como w é
fechada em A e em B, pelo lema de Poinceré, existem O-formas, i.e, fungoes diferenciaveis
faem Ae fpe B tais que
w=dfy em A
{ w=dfg em B.

Assim, temos
de—de:d(fA—fB) =0 em ANB= (R2—{0}) x R.

Como AN B é conexo, temos que f4 —c = fg em AN B, onde ¢ é uma constante

real. Entao
w = d(fa—c) em A
w = dfg em B.
e como dfy = dfg em AN B, temos que w é uma l-forma exata bem definida em

AU B =R?—-{0}. Segue que H'(R?* — {0} = {0}.
Segundo caso: n =4 (HY(R* — {0}) = H*(R* — {0}) = {0}).
Se w é uma 1-forma em R* — {0}, usando o mesmo argumento para

A=R*"—-{(0,0,0) x (—o0,0]}

B =R*—{(0,0,0) x [0,00)}.

obtemos que H'(R* — {0}) = 0.
Se w é uma 2-forma fechada em R* — {0} enta, como A e B sao contrateis a (0,0, 1)
e (0,0, —1) respectivamente, pelo lema de Poincaré, temos que existem 1-formas 74 em
A eng em B tais que
w = dns em A
{ w = dng em B.

Portanto d(na —ng) = 0 em AN B = (R* — {0}) x R. Usando o fato de que H'([R? —
{0}] x R) = HY(R?® — {0}) = {0}, temos que na — 5 é uma 1-forma exata em AN B.
Portanto, n4 — ng = d\, para alguma funcgao diferencidavel A em AN B. Ao contrério
do primeiro caso, d\ nao estd definida em A (no primeiro caso, a forma constante ¢
estd definida em A). Portnato, ndo podemos simplesmente definir w = 74 — d\ em A.
Para contornarmos essa dificuldade, note que existe uma particdo da unidade {®4, Pp}
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subordinada a cobertura {A, B} de R* — {0}, i.e, existem ®4 e ®p diferencidveis em
R* — {0} tais que

D,y + Pp =1
dby +ddp = 0
supp ¢4 C A
supp ¢p C B.

Defina

Do) b\ em ANB
B 0 em A—(ANB),

Do\ e 4N em ANB
A2 0 em B-(ANB),

Portanto, g\ é uma 0-forma diferenciavel em A e ® 4\ é uma 0-forma diferenciavel
em B. Em AN B temos

ma—d(®p)) = na— Bpdh —dDy AN
— pat (D4 — 1A+ dDa AN
= a4 —d\+d(DyN)
= np+d(DPaN).

Portanto, podemos definir w em R* — {0} por

{w = dna=d(ns—d(®g)) em A

w = dng =d(ng+d(Ps\) em B. (2.6)

Segue que w é exata em R* — {0} e, portanto, H*(R* — {0}) = {0}.
No caso geral, para calcularmos H'(R™ — {0}) procedemos como no primeiro caso
para

A=R"—{(0,...,0) x (—00,0]}, (0,...,0) € R*!
B=R"—{(0...,0)x[0,00)}, (0,...,0)€ R

Nos demais casos, usamos a partigdo da unidade {®4, P} subordinada a cobertura

{A, B} de R" — {0} para definirmos

oor.  OsA em  AND
B 0 em A—(ANB),

Do\ d N em ANB
A7 0 em B-(ANB),

onde 14 e np sao (k — 1)-formas em A e B, respectivamente, tais que w = dns em A e
w=dng em B e X éuma (k — 2)-forma tal que

na—np = dA
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em ANB = (R"! —{0}) x R. Isso é garantido pois d(ns —ng) =0em ANB = (R"! —
{0}) xR e pelo fato de H*"*(ANB) = H*1(R"' - {0} xR) = H*}(R"~1 —{0}) = {0}.
Assim, podemos definir a k-forma w de maneira similar a equagao (2.6), donde w é exata,
como queriamos provar.

O
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Capitulo 3

As Esferas que Admitem Estrutura
de Grupo de Lie

Neste capitulo, demonstraremos que as unicas esferas que admitem estrutura de grupo
de Lie sdao S! € R? e S* € R%. Para cumprirmos essa tarefa, é necessario apresentarmos
alguns resultados que, juntos com outros resultados apresentados ao longo deste trabalho,
nos permitirao provar a nossa afirmacao. Comegamos com a seguinte defini¢ao.

Definicao 3.1. Uma k-forma multilinear ® em uma variedade diferenciavel M é uma
aplicagao que a cada ponto p € M associa uma aplicagao k-linear em T,M x ... x T,M.
Diz-se que ® ¢ diferencidvel se dados quaisquer Xi,..., Xy campos diferencidveis de
vetores em um aberto U de M, a fun¢io ®(Xq,...,Xy) : U C M — R definida por
O(Xy,...,Xp)(p) = 2(p)(X1(p), ..., Xk(p)) € diferencidvel.

Uma k-forma multilinear ® em uma variedade M é uma k-forma alternada se, para
cada p € M, ®(p) é uma aplicagao k-linear alternada em T,M x ... x T,M, ou seja, ¢
é uma k-forma diferencial; ® é uma k-forma simétrica se ®(p) é uma aplicagao k-linear
tal que

(I)(p)(Xl,,X“,X],,Xk) :q)(p)(Xl,...,Xj,...,XZ',...,Xk-),

Vi,j =1,...,k, qualquer que seja p € M. Diz-se que uma k-forma multilinear & em um
grupo de Lie G ¢ invariante a esquerda (a direita) se, para quaisquer campos diferenci-
dveis de vetores X, ..., Xy em G, tivermos L;® = & (R;® = @), isto é

L;®(p)(Xa1(p), - -, Xi(p)) (Lg(p))((dLg)pX1(p), - - -, (dLy)p Xk(p))
(Lg(p))((dLg)pX1(p), - - -, (dL
= O(p)(Xi(p),..., X(»)),

o(L,
= (L,

para todo g,p € G, onde L, (R,) representa uma translacao a esquerda (a direita) em G

por g. Dizemos que ® é bi-invariante se for invariante a esquerda e invarinte a direita.
Note que se ® é uma k-forma multilinear bi-invariante, entdo, olhando ®(e), e € G

sendo o elemento neutro de G, como uma k-forma linear em G, dados X;,..., X, € G
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temos

Ad(g) ®(e)(X1,..., Xy) = ®(e)(Ad(g)Xy, ..., Ad(g)Xy)
— ®(e)((dLy 0 dRy1) Xy, ..., (dLy o dRy1)Xy)

(
(
Li®(e)(dRy )X, ., (AR, 1) Xi)
= Ly(Ry1®(e)) (X1, ..., Xi)
= Ly(®(e))(X1,..., Xp)
= P(e)(Xy,..., Xp),
ou seja, Ad(g)*®(e) = ®(e). Por outro lado, suponha que vale Ad(g)*®(e) = o
Ry 1 ®(e) = @(e), para alguma k-forma linear ®(e) em G, e defina ®1(g) = L; ( ) e

®y(g) = R;-1®(e), onde L,y e Ry sdo as tnicas translages tais que Ly(e) = Ry(e) = g;
segue que Py e $y sdo unicamente determinadas e que ®1(e) = $y(e) = P(e). Entao

<I>1(g) = LZ_lq)(e) = LZ—I o L; o R;_lq)(e) = R;_1(I)(€) = ég(g), \V/g €q.

Além disso, temos que ®; e Py sdo invariantes a esquerda e a direita, respectivamente,
pois L;®1(ag) = Ly(L; 1,1 ®(e)) = Li(Lg1 0 Lo1)"®(e) = Ly oLy 1oL P(e) =
L 1®(e) = @1(g) e, com um argumento similar, provamos que ®» ¢ invariante & direita.
Concluimos que se ®(e) é uma k-forma linear em G tal que Ad(g)*®(e) = ®(e), entdo
®(e) determina uma k-forma multilinear bi-invariante ® = ®; = ®,. Uma k-forma linear
®(e) em G tal que Ad(g)*®(e) = ®(e) chama-se k-forma invariante.

Podemos agora enunciar o seguinte resultado.

Teorema 3.1. Seja G um grupo de Lie compacto e conexo e seja ®(e) uma k-forma
linear em G tal que Ad(g)*®(e) = ®(e). Se ® é a k-forma multilinear bi-invariante em
G determinada por ®(e), temos

k
Z Cb(g)(X1<g), s 7Xi—1<g)v [Y7 Xl] (g)7Xi+1(g)v s 7Xk(g)) =0, (31)
i=1

para todo Y, Xq,..., X, € G e g € G. Reciprocamente, se ® ¢ uma k-forma multilinear

que satisfaz (77), tem-se que Ad(g)*®(e) = ®(e) e, portanto, ¢ € bi-invariante.

Demonstracao.Ver [?], paginas 308-309. Na proposigao seguinte, temos uma impor-
tante caracterizagao das k-formas diferenciais bi-invariantes em um grupo de Lie com-
pacto e conexo.

Proposicao 3.1. Toda r-forma diferencial bi-invariante em um grupo de Lie compacto
e conexo € fechada.

Demonstracao. Seja w uma r-forma diferencial bi-invariante em G. De acordo com a
Proposicao 1.5, dados os campos X,..., X, 1 € G, temos
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r+1

do(Xy, ., Xor) = > (D)7 Xi(w(Xy, . X, X))

i=1

3 (D) Mw((X, X)L X K X X),

1<J
onde cada termo X; estd omitido. Note que cada fungao w(Xy,...,X;, ..., X,11) é cons-
tante, pois, como cada um dos campos Xy, ..., X, sao invariantes a esquerda e, além

disso, w é em invariante a esquerda, dados p, g € G temos

wP)(Xi(p), - Xi(p) - Xoa(p)) = Lo aw(®)(Xi(p), ... Xip), ..., X1 (p))
= w(g )((dLgp”)Xl(A) - (d Lgp- )Xo 1(p))
= w(g)(Xi(g), .-, Xi(g), .-, Xry1(9)).

Segue que X;(w(X1,... X , X,11)) é identicamente nula. E como w é por hipétese
bi-invariante, pelo Teorema 3.1, o segundo somatorio na formula de dw é nulo. Portanto,

d(,d(Xl, Ce ,er-+1) =0

para todo g € G. Isso nos mostra que w(e) é fechada em G e, portanto, que w é fechada

em G.
O

Apresentaremos um resultado essencial para as nossas pretengoes. Ele nos permite
obter resultados sobre grupos de cohomologia de De Rham HP(G) de um grupo de Lie
compacto e conexo GG utilizando um conjunto isomorfo a este, porém, relativamente mais
simples.

Teorema 3.2. Para um grupo de Lie G compacto e conexo, HP(G) € isomorfo ao espago
vetorial de todas as p-formas lineares invariantes sobre G.

Demonstragao. Faremos apenas um esboco da demonstracao. Para maiores detalhes,
ver [?], pagina 309. Seja Q(G) o espago das p-formas em G e €;,,(G) o espago das
p-formas bi-invariantes sobre G. Dada w € §(G), defina I : Q(G) — Q4 (G) por

](w)(g)(Xl,...,Xp):/cZw(g)(Xl,...,Xp)dJ:/w(co(g))(d(cg)Xl,...,d(co)Xp)da,

onde ¢ : G x G — G, (g,0) — ¢»(g), é a acdo de G x G sobre G dada por ¢,(g) =
ogo'. E possivel mostrar que I(w) ¢ bi-invariante, se w ¢ bi-invariante I(w) = w e que
dl(w) = I(dw). Além disso, se considerarmos a classe de w, [w] € HP(G), teremos que
[w] = [I(w)] (observe que, como I(w) é bi-invarinte, temos que /(w) também é fechada);
isso pode ser verificado se usarmos o isomorfismo de De Rham H?(G) — hom(H,(G)),
onde H,(G) é o grupo de homologia de dimenséo p de G, dado por [w] — [ w, onde ¢ é
um p-ciclo e w é um representante fixado da classe [w].
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Sabemos que cada p-forma invariante sobre G determina unicamente uma p-forma
bi-invariante em G. Com isso, podemos estabelecer um isomorfismo do espaco das p-
formas invariantes em G no espago H?(G), tomando, para cada p-forma w(e) em G a
classe [w] € HP(G) da p-forma w em G determinada por w(e). De fato, dada uma classe
qualquer [w] € HP(G), associamos a esta classe a p-forma invariante em G dada pela
forma I(w)(e) em G, onde w é um representante da classe [w] = [I(w)]. Por outro lado, se
uma p-forma em G determina a classe nula em HP(G), isto é, se a p-forma bi-invariante
w em G determinada por ela for exata, teremos que w = dn, onde n é uma (p — 1)-forma
em @G, bi-invariante. De fato, w = I(w) = I(dn) = d(I(n)), donde I(n) é bi-invariante.
Com isso, temos que 7 é fechada, ou seja, dn = 0. Assim, teremos w = 0. Segue que
HP(G) é isomorfo ao espago das p-formas invariantes em G.

O

Daqui por diante, assumiremos que G' é um grupo de Lie compacto e conexo. Seja
|G, G] o subespago de G gerado pelos elementos da forma [X,Y], X, Y € G.

Corolario 3.1.

GGl =G < H'Y(G) = {0}.

Demonstracao. Suponha que [G,G] = G e seja w(e) uma p-forma invariante sobre G.
Como w(e) é fechada, dado Z = [X,Y] € G, temos

0 = dw(e)(X,Y) = X(w(e)(Y)) = Y(w(e)(X)) = w([X,Y]) = —w([X,Y]) = —w(Z),

pois X (w(e)(Y)) = Y(w(e)(X)) = 0. Segue que w = 0, e portanto, pelo Teorema 3.2,
H'(G) ¢ isomorfo ao espago trivial {0}, donde H'(G) = {0}.

Por outro lado, se [G,G] # G, i.e, se [G,G] C G, defina w(e) sobre G como sendo a
projecao ortogonal de G sobre o complemento ortogonal de [G, G| em G; dessa forma ter-
emos uma 1-forma nao-nula sobre G que se anula em [G, G]. Logo, w(e)([X,Y]) = 0, para
quaisquer X, Y € G. Portanto, pelo Teorema 3.1, temos que w(e) é invariante. Como
H'(G) ¢ isomorfo ao espago das 1-formas invariantes sobre G, temos que ter H'(G) # {0}.

O

Corolario 3.2.

HY(G) = {0} = H*(G) = {0}.

Demonstracao. Seja w(e) uma 2-forma invariante sobre G. Como w(e) é fechada e
X(w(e)Y,2)) =Y (w(e)(X,Z)) = Z(w(e)(X,Y)) = 0, usando a férmula para dw, temos

0 = dw(e)(X,Y,Z2) =—-w(e)([X,Y],Z2)+w(e)([X,Z],Y) —w(e)(Y,Z],X)
= _w(e)([X7 Y] ) Z) - {w(e)([za X] 7Y) +w(€)(X7 [Z’ Y])}
= —w(e)([X,Y], 2),
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pois, como w(e) é invariante, a parcela entre chaves na segunda igualdade acima é nula.
Com isso, como [G,G] = G pelo Corolario 3.1, segue que w(e) = 0.

0

Vamos agora apresentar o principal resutado desta se¢ao. FEle nos fornece, sob
condigoes adequadas, uma correspondéncia biunivoca entre o conjunto das 2-formas mul-
tilineares invariantes simétricas e o conjunto das 3-formas alternadas invariantes sobre
G, onde G é um grupo de Lie compacto e conexo.

Teorema 3.3. Se H'(G) = {0}, entdo a correspondéncia n — w, dada por w(X,Y,7) =
n([X,Y],Z), é uma correspondéncia biunivoca do espago das 2-formas simétricas invari-
antes sobre G no espaco das 3-formas alternadas invariantes sobre G.

Demonstracao. Dada uma 3-forma alternada w invariante sobre G, defina, para cada
Z € G, uma 2-forma alternada invariante wy sobre G por wz(X,Y) = w(X,Y, Z). Afir-
mamos que wyz é fechada. De fato, como w é invariante, temos

0 = dw(Xo, X1,Xs,72)
= —w([Xo, Xi1], Xo, Z) + w([Xo, Xa] . X1, Z) — w([X1, Xa] , X0, Z)
([X ] X17X2)+w([X17Z]7X05X2)_w([X2>Z]7X07X1>
= —w([Xo, X1], X2, Z) + w([Xo, Xo], X1, Z) — w([ X1, Xs], X0, Z)
= dwz(Xo, X1, Xo),

pois os trez ultimos termos formam o somatorio que se anulam, de acordo com o Teorema
3.1, devido & invariancia de w. Pelo Coroldrio 3.2, temos que H?*(G) = {0}; segue que
wyz € exata, ou seja, wy = d(z, para alguma 1-forma (invariante) (z sobre G. Entao
temos

W(Xv Y, Z) = WZ(X7Y) = WZ(X7Y> = dCZ(X7 Y) = _CZ<[X7 Y])

Defina (S, T) = (7(S). Pela linearidade de (7, temos que 1 é linear em S. Note que 7
também é linear em T, pois, como [G,G] = G, dados S = [X,Y], T =[X",Y'] e Rem G,
temos

n(S, R+T) = Crir(S) = (xry14r(S) = (xry4r([X, Y])

= —wX,Y,[ X" Y|+ R)

= —w(X,Y,[X"Y']) —w(X,Y,R)
Cr([X,Y]) + Cr([X, Y])

= (r(S) +Cr(9)

= n(S,T)+n(S,R).

€ GeX € ¢, denote Ad(g)(X) por X9. Lembremos que Ad(g)([X,Y]) =
[Ad(g)(X), Ad(g)(Y)]. Entao, pela invariancia de w, temos
n([X,Y],Z2) = wX,Y,Z) =w(X9,Y9 Z9)

= n([Xgayg] 729) = n([X7 Y]g ) Zg)'
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Como [G, G] = G, segue que n é invariante.

Agora, para mostrar que 7 é simétrica, considere a decomposicao 1 = 1y + 12, onde
m(S,T) = 3 (n(S,T)+n(T,S)) é simétrica e ny(S,T) = £ (n(S,T) —n(T,S)) ¢ alter-
nada. Como a tunica 2-forma que é ao mesmo tempo simétrica e alternada é a 2-forma
nula, temos que essa decomposi¢ao é unica. Com isso, temos que 7; e 1y sao ambas
invariantes. Como H?(G) = 0, temos que 7, = 0. Logo, 1 é simétrica.

Reciprocamente, se n é dada e w é definida por w(X,Y,7) = n([X,Y],Z), entao
w é invariante pelo mesmo argumento. Pela invariancia de n temos n([X,Y],Z) =
—n(Y,[X, Z]). Usando isto com o fato de n ser simétrica, verifica-se que w ¢é alternada.

O

Vimos na Proposigao 2.2 que todo grupo de Lie compacto e conexo admite uma
métrica bi-invariante (,), isto é, admite uma 2-forma nao-trivial simétrica (positiva e
definida) e bi-invariante sobre GG. Consequentemente, teremos uma 2-forma nao-trivial
simétrica invariante sobre G. Portanto, temos o seguinte resultado.

Corolario 3.3. Se G # {0} e H'(G) = {0}, entio H*(G) # {0}.

Demonstracao. De fato, teremos, associada ao produto interno em G uma 3-forma
(alternada) invariante sobre G que, por sua vez, determina uma classe nao-nula em H?(G),
como vimos anteriormente.

O

Estamos agora prontos para estabelecer o resultado ao qual se dedica todo este tra-
balho. Ele nos fornece uma importamte caracterizaciao das esferas S* C R"*!, no que diz
respeito a possibilidade de se obter uma estrutura de grupo de Lie definida nestas esferas.
Na verdade, nem toda esfera S™ admite uma tal estrutura. No capitulo 2, verificamos
que as esferas S' € R? e S* € R* (Exemplo 2.3 e Exemplo 2.4 respectivamente)
admitem uma estrutura de grupo de Lie. O mnosso resultado principal sera dado pelo
seguinte teorema:

Teorema 3.4. As unicas esferas euclidianas compactas e coneras que admitem uma
estrtura de grupo de Lie sdo S' C R? e S? C R*.

Demonstragao. De fato, de acordo com o Crolério 3.3, se G ¢é nao-trivial e H'(G) =
{0}, temos que ter H*(G) # {0}. Ora, mas pelo Teorema 2.6, para 0 < k < n — 1,
temos H*(S"~1) = {0}. Logo, se existisse uma outra esfera S*, n # 1,3, que admite uma
estrutura de grupo de Lie, por ser compacta e conexa, terfamos que ter H3(S") # {0}; a
esfera S? C R? nao pode admitir uma estrutura de grupo de Lie, uma vez que H'(S?) =
{0} e, como a tinica 3-forma sobre S? é a identicamente nula, temos H3(S?*) = {0}.
Também pelo teorema citado acima, H'(S"™') = H?(S*!) = {0}, para todo n > 4, isto
é, as esferas S, m > 4, também nao admitem uma estrutura de grupo de Lie.

O
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