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"Enquanto estiver vivo, sinta-se vivo.

Se sentir saudades do que fazia, volte a fazé-lo.

Nao viva de fotografias amareladas...

Continue, quando todos esperam que desistas.

Nao deize que enferruje o ferro que existe em vocé.
Faca com que em vez de pena, tenham respeito por vocé.
Quando nao consequir correr através dos anos, trote.
Quando nao consequir trotar, caminhe.

Quando nao consequir caminhar, use uma bengala.

Mas nunca se detenha”

Madre Teresa de Calcuta
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Resumo

Modelos de regressao Birnbaum-Saunders vém sendo aplicado com bastante sucesso
nas areas de andlise de dados de sobrevivéncia e confiabilidade. Porém, os modelos exis-
tentes nao ajustam diretamente a média da varidvel resposta e ainda, apesar do crescente
interesse pela distribuicao Birnbaum-Saunders, pouco é encontrado sobre reparametriza-
coes da mesma. Desta forma, foram propostas cinco reparametrizacoes e estudadas as
propriedades dos seus estimadores de maxima verossimilhanca e de momentos. Além disso,
foi definido um novo modelo de regressao baseado na distribui¢ao Birnbaum-Saunders uti-
lizando uma das reparametrizacoes propostas que possibilita modelar a média envolvendo
um parametro de dispersao. Também, foram definidos e estudados trés residuos. Por fim,
é apresentada uma aplicacao a um conjunto de dados reais que representam resultados de

testes de fadiga.

Palavras-chave: Reparametrizagoes, Distribuicao Birnbaum-Saunders, Simulacao de

Monte Carlo, Modelo de Regressao.



Abstract

Birnbaum-Saunders regression models have been applied with quite success to anal-
ysis of survival and reliability data. Nevertheless, existing models do not fit directly
the mean of the response (dependent) variable and, despite the growing interest in the
Birnbaum-Saunders distribution, few works are found approaching its reparameteriza-
tions. In this scenario, we propose five reparameterizations and studied the properties
of their maximum likelihood and moment estimators. Furthermore, we defined a new
regression model based on the Birnbaum-Saunders distribution using one of the proposed
reparameterizations, which enables us to model the mean involving a dispersion param-
eter. We also define and study three residuals. Finally, we presente an application to a

real data set representing the results of fatigue tests.

Keywords: Reparameterizations, Birnbaum-Saunders distribution, Monte Carlo Simu-

lation, regression model.
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CAPITULO 1

Introducdo

1.1 Formulacao do problema e definicao dos objetivos

Os modelos lineares generalizados (MLGs) propostos por Nelder e Wedderburg
(1972) tem como objetivo dar um leque maior de op¢odes para a distribuigao da varia-
vel resposta, permitindo que a mesma faca parte da familia exponencial, assim como,
fornecer uma maior flexibilidade para a relacao funcional entre o valor esperado da va-
riavel resposta e o preditor linear. Porém, na pratica nem toda distribuicao associada
com a variavel resposta faz parte da familia exponencial e/ou o dominio da variavel re-
sposta pertence aos reais, caso da distribui¢ao Birnbaum-Saunders (BS). Para modelar a
resposta média da distribuicao BS é necessario algum tipo de transformagao na varidvel
resposta. Neste trabalho discutiremos uma forma alternativa de focar esse problema.

Na classe de modelos de regressao Birnbaum-Saunders algumas formas de mode-
lagem foram propostas. Uma dessas propostas foi apresentada por Rieck e Nedelman
(1991), que desenvolveram um modelo log-linear Birnbaum-Saunders. Podemos citar
ainda, Barros, Paula e Leiva (2008) que apresentaram uma nova classe de modelos de
regressao de sobrevivéncia em que a distribuigao dos erros possuem caudas pesadas e
Lemonte e Cordeiro (2009) que propuseram um modelo de regressao nao-linear Birnbaum-
Saunders.

O objetivo geral deste trabalho é o desenvolvimento inferencial, anélise de residuos e



diagnostico de uma nova classe de modelos de regressao baseado na distribuicao Birnbaum-

Saunders. Podemos entao relacionar os seguintes objetivos especificos:

(i) Propor uma reparametriza¢ao que seja em fungdo da média da distribuigao e de um

parametro de dispersao;

(ii) Desenvolver um novo modelo de regressiao Birnbaum-Saunders para modelar dire-
tamente a média da variavel resposta envolvendo um parametro de dispersao, bem

como desenvolver um processo iterativo para a estimacao dos parametros do modelo;

(iii) Propor residuos para a verificacdo das suposi¢oes do modelo e para o estudo de

observagoes atipicas;

(iv) Calcular as curvaturas normais sob diferentes tipos de perturbagao para a utilizagao

de diferentes métodos de diagnoéstico.

1.2 Apresentacao dos capitulos

A presente dissertacao encontra-se dividida em cinco capitulos. Neste primeiro
capitulo é estudada a distribuicao Birnbaum-Saunders e algumas de suas propriedades.
No segundo capitulo sao apresentadas algumas reparametrizagoes para a distribuicao
Birnbaum-Saunders com a estimacgao pontual de seus parametros pelos métodos de max-
ima verossimilhanca e de momentos. No terceiro capitulo é apresentado o modelo de
regressao Birnbaum-Saunders com a estimacao pontual de seus paradmetros por maxima
verossimilhanca, além disso sao propostos alguns residuos e sao realizadas simulagoes de
Monte Carlo com o objetivo de investigar as distribui¢cdes empiricas dos mesmos. Ainda
neste capitulo é desenvolvida a analise de influéncia local para o modelo de regressao
Birnbaum-Saunders. No quarto capitulo é aplicado o modelo de regressao Birnbaum-
Saunders a um conjunto de dados reais e realizar-se-4 uma analise de diagnoéstico. Por
fim, no quinto capitulo sao apresentadas as conclusoes deste trabalho e propostas de

possiveis trabalhos a serem realizados.



1.3 Suporte computacional

As avaliacoes numéricas realizadas ao longo desta dissertacao foram feitas através
da linguagem matricial de programacao 0x em sua versao 5.10 para sistemas operacionais
Windows. Em www.doornik.com esta disponivel uma versao para uso académico de forma
gratuita. Pode-se ainda encontrar maiores informagoes em Doornik (2001). Para a ger-
agao dos graficos e aplicacoes foi utilizado o software R na sua versao 2.9.0 para sis-
temas operacionais Windows e que se encontra disponivel de forma gratuita no endereco
www.r-project.org/. Para a realizagao dos calculos das derivadas parciais e integrais foi
utilizado o software Maple (licenciado pelo Departamento de Estatistica da UFPE) na sua
versao 11 para sistemas operacionais Windows. Por fim, o trabalho foi digitado usando
o sistema de tipografia XTEX, maiores detalhes podem ser encontrados em Mittelbach et

al. (2004), ou através do site www.tex.ac.uk/CTAN/latex.

1.4 Histoérico da distribuicao Birnbaum-Saunders

A fadiga é a reducao gradual da resisténcia de um material ou da sensibilidade
de um equipamento, maquina, etc, devido ao uso continuo. Modelos estatisticos podem
ser usados para descrevermos a variacao aleatoria dos tempos de falhas associados aos
materiais expostos a fadiga sob diferentes padroes e forcar ciclicas. Distribuicoes que
se ajustam bem na regiao central da distribuigao de vida como gama, normal inversa,
lognormal e Weibull sao bastante usadas para modelar vida por fadiga. No entanto, essas
distribuicoes nao apresentam bom desempenho quando o interesse esta nos percentis mais
baixos ou mais altos. Motivados por problemas nos avioes comerciais novos e falhas de
material, Birnbaum e Saunders (1969a) derivaram um nova familia de distribui¢oes de vida
que modela o tempo de vida de materiais e equipamentos submetidos a cargas dinamicas.

Birnbaum e Saunders (1969a) fizeram algumas suposigoes sobre o processo de fadiga,

sao elas:
1. Um material é submetido a uma padrao ciclico de tensao e forca;

2. A falha do material ocorre devido ao desenvolvimento e ao crescimento de uma

fissura dominante dentro do material , ou seja, quando o tamanho da fissura excede



certo nivel de resisténcia, denotado por w;
3. A sequéncia de tensao imposta ao material é a constante de ciclo para ciclo;

4. A extensao incremental da fissura X; resultante da aplicacao da i-ésima oscilacao
de carga é uma variavel aleatéria com uma distribuicao que s6 depende da fissura

atual causada pela tensao neste ciclo;

5. A extensao da fissura durante o (j + 1)-ésimo ciclo é

}/}+1:ij+1+"'+ij+7717 j:()717"'7

em que Xj,,4+; ¢ a extensdo da fissura apos a i-ésima oscilacao de carga do (5 + 1)-

ésimo ciclo;
6. As extensoes da fissuras em diferentes ciclos sao diferentes;

7. A extensao total da fissura, Y;, devido ao j-ésimo ciclo ¢ uma variavel aleatéria com

distribuicdo de média p e variancia o2, Vj = 1,2, .. ..

Desta forma, pode-se representar a extensao total da fissura apos n ciclos pela

seguinte variavel aleatoria

com a seguinte func¢ao de distribuigdo acumulada (fda)

H,(w)=P(W, <w) n=1,2,....

Definiremos como sendo N o ntimero de ciclos necessarios até que ocorra uma falha.

A fda da varidvel aleatoria N pode ser expressa por

P(N <n)= P(i}/} >w)=PW, >w)=1- H,(w).

Se supormos que os Y;-’ s sao variaveis aleatorias independentes e identicamente dis-

tribuidas e com o uso do Teorema Central do limite temos que
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em que ®(-) denota a fda da N(0,1).

A partir da equagao (1.1)), Birnbaum e Saunders (1969a) definiram uma distribui¢ao
continua de vida. Segundo os autores, ao substituirmos n por uma variavel real nao-
negativa ¢, a variavel aleatéria N passa a ter uma extensao continua que é a variavel

aleatoria T'. Assim, T' é o tempo total até a ocorréncia da falha. Se definirmos

temos que a fda de T" é dada por

F(ta,f) =P(T <t) =

é(ﬁ_\/?”, t>0,aa>0,>0 (1.2)

em que ®(+) é a funcao de distribui¢ao da normal padrao e a e § sd@o parametros de forma
e de escala, respectivamente. Adicionalmente, 5 é a mediana da distribuicdo, ou seja,
F(B;a,5) = ®(0) =0.5.

A distribui¢ao Birnbaum-Saunders vem sendo bastante utilizada em modelagem de
processos de fadiga. Fora desta area, também vem recebendo bastante atencao. Como
por exemplo, na area de ciéncias da terra, previsoes de crédito de garantia e em ciéncia
médicas. A distribuicao Birnbaum-Saunders pode ainda ser usada em aplicagoes nas
areas de ciéncias atuariais, agricultura, cardiologia, etc. Devido a sua similaridade com a
distribuicao Gaussiana Inversa.

Como nos ultimos anos o interesse pelo estudo da distribuicao Birnbaum-Saunders

e suas aplicacoes vem crescendo é natural que surjam varios trabalhos. A literatura desta



distribuicao apresenta varios trabalhos interessantes e de relevancia. Desmond (1985,1986)
derivou uma forma mais geral baseada em um modelo biologico, reforcou a justificativa
fisica para a utilizacao desta distribuicao relaxando as suposicoes feitas por Birnbaum
e Saunders (1969a) e investigou a relagdo com a distribuicdo gaussiana inversa. Mann,
Schafer e Singpurwalla (1974, p. 155) demonstraram que a fun¢ao densidade da Birnbaum-
Saunders é unimodal. Engelhardt, Bain e Wright (1981) propuseram intervalos de con-
fianca e teste de hipoOtese para os parametros da distribuigdo. Rieck e Nedelman (1991)
propuseram um modelo log-linear baseado na distribui¢cao BS. Achcar e Espinosa (1991)
desenvolveram métodos bayesianos em testes de vida acelerados considerando um mo-
delo log-linear para o modelo Birnbaum-Saunders proposto por Rieck e Nedelman (1991).
Achcar (1993) desenvolveu procedimentos de estimacao bayesiana para os parametros da
BS utilizando aproximagoes para as distribuigoes posteriores de a e 5. Lu e Chang (1997)
utilizaram métodos bootstrap para construir intervalos de predi¢ao para observacoes fu-
turas de uma distribui¢ao BS. Dupuis e Mills (1998) propuseram métodos robustos de
estimacao dos parametros da distribuicao Birnbaum-Saunders na presenca de outliers nos
dados. Rieck (1999) derivou a fungio geradora de momentos para a distribui¢do seno
hiperbolico normal (senh-normal) que pode ser usada para obter momentos de ordem
inteira ou fracionaria da distribui¢do Birnbaum-Saunders. McCarter (1999) discutiu a
estimacao dos parametros da distribuicao Birnbaum-Saunders para o caso de amostras
censuradas do tipo II. Owen e Padgett (1999) desenvolveram a distribuicdo Birnbaum-
Saunders de trés parametros. Ng, Kundu e Balakrishnan (2003) propuseram estimadores
de momentos modificados para os parametros « e [ da distribuicao Birnbaum-Saunders.
Galea, Leiva e Paula (2004) fizeram uma analise de diagnostico no modelo log-Birnbaum-
Saunders. Diaz-Garcia e Leiva (2002,2005) propuseram uma nova classe de distribuigoes
de vida generalizando a distribuicao Birnbaum-Saunders a partir de distribui¢ées de con-
tornos elipticos. Ng, Kundu e Balakrishnan (2006) realizaram a estimacdo pontual e
intervalar dos parametros da distribuicao Birnbaum-Saunders baseada em dados censura-
dos do tipo II. From e Li (2006) apresentaram alternativas para os estimadores de maxima
verossimilhanca dos parametros da distribuicao Birnbaum-Saunders. Leiva, Hernandez e
Riquelme (2006) desenvolveram um pacote no software R para modelar dados com a dis-

tribuicdo Birnbaum-Saunders. Wang, Desmond e Lu (2006) apresentaram estimativas



de momentos modificados censuradas para os dois parametros da distribuicao Birnbaum-
Saunders. Vilca e Leiva (2006), baseados em argumentos semelhantes aos empregados
por Diaz-Garcia e Leiva (2005), obtiveram uma maior generalizagao ao desenvolver a dis-
tribuicao Birnbaum-Saunders mediante distribuicoes elipticas assimétricas. Leiva, Bar-
ros, Paula e Galea (2007) fizeram diagnoéstico de influéncia para o modelo de regressao
log-Birnbaum-Saunders com dados censurados. Balakrishnan, Leiva e Lopez (2007) de-
senvolvem planos amostrais quando o teste de vida é truncado em um tempo pré-fixado.
Xie e Wei (2007) apresentaram vérias medidas de diagnosticos para o modelo de regressao
log-Birnbaum-Saunders. Lemonte, Cribari-Neto e Vasconcelos (2007) desenvolveram es-
timadores com viés reduzido para os parametros das distribuicao Birnbaum-Saunders.
Barros, Paula e Leiva (2008) apresentaram uma nova classe de modelo de regressao de
sobrevivéncia com erros de caudas pesadas. Cysneiros, Cribari-Neto e Araujo (2008)
realizaram inferéncia com a distribuicao Birnbaum-Saunders. Lemonte, Simas e Cribari-
Neto (2008) realizaram corregao do viés dos estimadores de maxima verossimilhanga para
o parametros da distribuicao Birnbaum-Saunders. Desmond, Rodriguez-Yam e Lu (2008)
fizeram a estimagao dos parametros do modelo de regressao Birnbaum-Saunders com
dados de censura. Ahmed, et al. (2008) apresentaram uma reparametrizagdo para a
distribui¢ao Birnbaum-Saunders. Leiva, Riquelme, Balakrishnan e Sanhueza (2008) ap-
resentaram uma analise baseada na funcao de risco da distribuicao Birnbaum-Saunders
generalizada. Sanhueza, Leiva e Balakrishnan (2008) realizaram um desenvolvimento
teorico, incluindo distribuicoes relacionadas, analise de vida e anéalise de forma para a
Birnbaum-Saunders generalizada. Leiva, Barros, Paula e Sanhueza (2008) demonstraram
que a distribuicao Birnbaum-Saunders generalizada é um modelo til para descrever da-
dos de ciéncias ambientais. Leiva, Sanhueza, Sen e Paula (2008) desenvolveram geradores
de niimero aleatorio para a distribuicao Birnbaum-Saunders generalizada. Barros, Paula
e Leiva (2009) desenvolveram o pacote gbs para o software R, que foi desenvolvido para
analisar dados a partir de modelos baseados na distribuicao Birnbaum-Saunders gener-
alizada. Leiva, Sanhueza e Angulo (2009) desenvolveram um modelos baseado na dis-
tribuicdo BS para ajustar dados de ciéncias ambientais. Guiraud, Leiva e Fierro (2009)
apresentaram uma versao nao centrada da distribuicdo BS. Balakrishnan, et al. (2009)

desenvolveram um tipo de distribui¢do BS baseada em modelos SMN ("scale-mixture of



normals"). Lemonte e Cordeiro (2009) desenvolveram um modelo de regressao nao-linear
Birnbaum-Saunders. Lemonte e Ferrari (2009) e Lemonte, Ferrari e Cribari-Neto (2009)
realizaram inferéncia nos modelos de regressao Birnbaum-Saunders quando o ntimero de
observacoes é pequena. Meintanis (2010) apresentou teste de qualidades de ajuste para
a distribuicao Birnbaum-Saunders e suas generalizacoes. Xiao, Liu, Balakrishnan e Lud
(2010) realizaram a estimagao dos parametros do modelo de regressao Birnbaum-Saunders
com dados de estado atual. Xu e Tang (2010) consideraram os estimadores bayesianos

para os parametros da distribuicao Birnbaum-Saunders sob referéncia anterior.

1.5 Funcao Densidade

A fungao densidade de probabilidade (fdp) da distribui¢ao BS obtida através de

(1.2) possui a forma

. _exp{a?} _s 1L/t B
f(t,@,ﬁ)—mt [t—i—ﬁ]exp{ ﬁ<5+?>},t>0,a>0,ﬁ>0.

A distribuigdo BS(a, ) esta relacionada com a distribuicdo normal da seguinte

maneira )

aZ aZ\?
T = — — 1 1.3
Ol ( 5 ) +1] (1.3)
em que Z segue distribui¢cao normal padrao.
A distribuicao Birnbaum-Saunders satisfaz a propriedade reciproca, ou seja, se T' ~
BS(a, B) entao 1/T ~ BS(a,37') e também satisfaz a propriedade de escala, ou seja,
para todo a > 0, se T' ~ BS(«, ) entao aT ~ BS(a,af3). Adicionalmente, temos que o

r-ésimo momento da distribuicao BS(«, 5) é dado por

R oyl KM C R

A partir da equagao (|1.4) podemos obter as expressoes da média e da variancia para

a distribuicdo BS(«, B). Tais expressoes sao dadas, respectivamente, por

E(T) =8 (1 + %042) (1.5)



Var (T) = (af)? (1 + Zoﬂ) : (1.6)

Nota-se na Figura (a) que com o aumento no valor do parametro « a forma da
distribuicao BS(«, f) torna-se assimétrica. Enquanto na Figura (a), podemos notar

que os valores da média e da variancia aumentam com o crescimento do valor do parametro

3.

ft: o, B)
2
Il
f(t: o, p)
4

QObservacdes Observacbes
(a)

(b)

Figura 1.1: fdp da BS(«, B) para = 1.0 (a) e a = 0.1 (b).

1.5.1 Estimacao dos parametros

Se Ty, ..., T, é uma amostra de n observacoes independentes da distribui¢ao BS(«, ).

Entao, o logaritmo da funcdo de verossimilhanca para € = («, 5), a menos de uma cons-

tante, possui a seguinte forma

0(0) x — — = Zlog — nlog(2a) — — log Z ( ) (1.7)

Os estimadores de méaxima verossimilhanca (EMV) de a e § sdo obtidos maxi-



mizando (1.7) a partir das solugbes das equagoes

n

oG  n 2 n < 5 I
b " 5(17)*%;“*525—0’ (18]

=1

n n

oO) n 1 1 1 1
55 = _2ﬁ+;ti+ﬂ+2a2ﬁ22t’_20422751»_O' (1.8b)

i=1 =1

Podemos através de (1.8a)) e (1.8b)) demonstrar que o EMV de «, denotado por &,

possui a seguinte forma (ver também Birnbaum-Saunders 1969b)

em que
—1
1 n
ti, e h=|=) t7' . 1.9
e fixe| 19
1 =1
Porém, para obter o EMV de 3, denotado por B, é necessario encontrar a raiz

positiva em [ da equagdo nao-linear g(8) = 0, onde g(/3) é dado por

9(B) = B> = B2h+ K(B)) + h(t + K(8)),

em que
-1

,para § >0

S|

K(B) = [ (B+t;)""

)

de modo que h = K(0).
Birnbaum e Saunders (1969b) desenvolveram dois métodos iterativos (um simples
e outro mais complexo) para encontrar B e observaram que o método simples funciona
bem para valores de o < 2, mas nao funciona bem para valores de a > 2. Ja no método
complexo observaram que para alguns valores de « o resultado nao foi adequado.
Engelhardt, Bain e Wright (1981) apresentaram a distribui¢ao assintdotica dos esti-

madores & e 3, que é uma distribuicao normal bivariada dada por

N a? 0

(0% a (6 5

-]~ N, < >; 2 g2 )
(6) [ B ( 0 n[0.254+a 2+ ()]

em que ~ denota assintoticamente distribuido e
o) y2 y2 %
o) =2 [+ gtan)l - 05Pa0(e) e gl =1+ Gy (147)
0
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Através dos resultados obtidos por Engelhardt, Bain e Wright (1981) podemos con-
struir intervalos de confianca assintoticos para os parametros da distribuicao BS(a, 3).

Para obtermos os estimadores pelo método de momentos no caso de dois parametros,
devemos igualar os dois primeiros momentos populacionais com o respectivos momentos
amostrais. Neste caso, a média e a variancia amostral deveriam ser igualadas a e
(1.6]), respectivamente, e os correspondentes estimadores de momentos podem ser obtidos
com as solugoes em « e [ dessas equagoes. Ng, Kundu e Balakrishnan (2003) mostraram
que se o coeficiente de variacio amostral for menor do que v/5, entdo os estimadores de
momentos nao existem. No entanto, se o coeficiente de variacao amostral for maior do
que /5 os estimadores de momentos existem, porém o estimador de 3 pode néo ser tnico.
Para solucionar essa problematica, Ng, Kundu e Balakrishnan (2003) propuseram os es-
timadores de momentos modificados, denotados por EMMs, obtido da seguinte maneira

2

t_:ﬁ(1+%), (1.10)
Rt =711+ O‘—2), (1.11)

2
em que, 371(1 + %2) ¢ o valor esperado de 1/T. Resolvendo as equagoes 1 e 1}

para a e (3, obtemos os EMMs para a e (3, denotados por & e B, respectivamente, com

=)

B = (th)"2.

expressoes dadas por

R

Ng, Kundu e Balakrishnan (2003) demonstraram que a distribui¢ao assintotica con-
junta de a e B é uma normal bivariada com a seguinte forma

a\ q «Q % 0
~ | ~ N : 2 342 .
(5) ? [(5)( 0 (af) ((11%4(12)2) >]

A partir deste resultado é possivel obter intervalos de confianca assintoticos para os

parametros « e 3, baseados nos estimadores de momentos.
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CAPITULO 2

Reparametrizacdes

Neste capitulo serd apresentada uma nova parametrizacao para a distribuicao BS
desenvolvida por Ahmed, et al. (2008), que denominamos de ABLV. Além disso, sdo
propostas cinco reparametrizagbes da distribuicdo BS(a, §). Serdo também obtidos os
estimadores e maxima verossimilhanca e momemtos para os parametros que compoem tais
reparametrizacoes. Por fim, serao realizadas simulagoes de Monte Carlo para analisarmos
o comportamento empirico dos estimadores.

O objetivo deste capitulo é verificarmos se a utilizacao de tais reparametrizacoes re-
presentara algum ganho analitico, computacional e inferencial com relacao a distribuicao
BS(a, f). Além disso, uma das reparametrizacoes apresentadas neste capitulo sera uti-

lizada para a definicao de um novo modelo de regressao Binbaum-Saunders.

2.1 Reparametrizacao de ABLV

Repametrizagoes podem ser de grande importancia, pois em algumas situacoes fa-
cilitam o desenvolvimento analitico de algumas distribuicoes e também podem melhorar
a eficiéncia em simulagoes, ver Tweedie (1957). Em determinadas situagdes, como em
regressao, quando a distribuigao da variavel resposta nao possui a média como um de seus

parametros é possivel através de uma reparametrizacao que essa condicao seja satisfeita,

12



sendo assim possivel ajustar a média da variavel resposta. Exemplos de distribuicoes em
que sao realizadas reparametriza¢oes com sucesso sao: distribuicao beta (ver Ferrari e
Cribari-Neto 2004) e distribuicao gaussiana inversa (ver Tweedie 1957).

Um trabalho interessante que aborda o assunto reparametrizacoes na BS, foi desen-
volvido por Ahmed, et al. (2008) em que os novos parametros da distribuigao Birnbaum-
Saunders possuem interpretacoes fisicas. Para obterem essa reparametrizacao, eles con-
sideraram X como sendo o tamanho de uma rachadura no tempo k = 1,2,..., K, isto
é, apos a k-ésima carga ciclica e utilizaram as seguintes equagoes de recorréncia ( ver

Desmond, 1986)
Xir1 = X + Yo (Xg), £=0,2,...,K, Yo=Xo=0, 9(Xo) #0.

Estas interligam o tamanho da rachadura em momentos anteriores e proximos no tempo
por uma funcado continua positiva ¢ e uma sequéncia de variaveis aleatorias Y7, Ys, K.
Os Y}.’s sao considerados variaveis aleatorias nao negativas, independentes, identicamente
distribuidas e integraveis. O interesse é no tempo 7T'(1,2...), em que a trinca atinge o

valor critico w. Com as equacoes de recorréncia obtém-se

T-1

. Xk+1_Xk
Zn—z / =

k=0 k=0

O incremento X1 — X é assumido suficientemente pequeno. Para cada valor ¢
suficientemente grande da variavel 7', a variavel aleatoria no lado esquerdo da igualdade

pode ser aproximada por uma distribuicao normal com média tu,, e variancia toil, onde

ty, = E(Y1) e o) = Var(Y1). Portanto, para t grande,
-1
P (Z Y, < a(w))
k=0

s —p( [ A< [ )
(55),

Q

Q

em que,
Y dzx

W= |

¢ uma fungao estritamente crescente e limitada superiormente por w(> 0), ja que ¥(z) > 0.

Desta forma, os autores conseguiram obter a reparametrizacao,
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O importante desta reparametrizacao é que ela se encaixa em estudos de fend6menos
fisicos, uma vez que os parametros propostos A e p correspondem a amplitude amostral e
carga nominal de tratamento na amostra, respectivamente.

Assim, em termos de p e A, a funcao de distribuicdo acumulada de T' é dada por

A
F(t;u,)\):l—@(%—u\/{t), x>0,A>0,u>0.

Ahmed, et al. (2008) apresentaram a relacao entre os parametros usuais da dis-

tribuicao Birnbaum-Saunders e os novos parametros, em que

1 A
a=—— e [=—.

VA It

Sendo assim, a fdp da distribuigdo BS(u, A) fica dada por

1 Ao 1/ X 2
tp, \) = — 4+ = )exp —=| —= — \/E) ,
St A) 2V 271 (t\/f \/¥> p{ 2 (\/E a }
em quet >0, A >0e pu>0. Desta forma, a média da distribuicao Birnbaum-Saunders

Ap+1/2 s . Aut5/4
passa a ser —“+2/ e a variancia —“+4/ .
© ©

A distribuigao BS(u, A) possui duas propriedades interessantes: se T' ~ BS(u, ),
entao Y = a7 possui distribuicao BS(\%, Vvad) ese T ~ BS(u,\), entdo Y = 1/T possui
distribuigao BS(A, p).

Na Figura [2.1)(a) nota-se que o aumento do valor de A faz a distribuigao ficar com
suas caudas mais leves. Na Figura [2.1(b) observa-se que o crescimento do valor de y faz a
variabilidade da distribuicao reduzir, caracterizando p como um parametro de dispersao.

Tal comportamento pode ser observado também na Figura [2.2]

2.2 Reparametrizacoes

Nesta secao serao apresentados cinco novos parametros para distribuicao Birnbaum-
Saunders, sao eles: u, ¢, o, v e 0. A combinacao deste novos parametros e do parametro
a (parametro da BS usual) resultaram em cinco novas parametrizagbes ou reparame-
trizagoes da distribuicao BS(«, 5). O novos parametros estao definidos em fungao dos

parametros usuais da distribuicao BS da seguinte forma
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Figura 2.1: fdp da BS(u, A) para = 0.5 (a) e A = 0.5 (b).
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Figura 2.2: comportamento da variancia da BS(u, A), quando p — oo, para A fixo.
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L p=pB(1+350%);

2. ¢ = (14 3a?);

3. 0 =a?f?(1+ 2a?);
4. v =(1+2a?;
5.6=23.

Pode-se notar que os parametros p e o sao respectivamente, a média e a variancia
da distribuicdo BS(«, ). Temos ainda, que os parametros ¢ e § sdo termos contidos
na média da BS(«, f) enquanto, o parametro v é um termo contido da variancia desta

distribuicao.
Reparametrizacao 1

Nesta reparametrizacao temos que

_ 2%
b= Tt (2.1)

Substituindo (2.1)) na expressao (1.2), obtém-se a fda da BS(a, yt) dada por

F(t;a,p) =P(T <t)= [ (” 2+ o)t —/ 2+&2 )] (2.2)

em que a >0, u > 0et>0. A partir de , obtemos a fdp

exp{a~ 2}@ 3“ 2 }exp{_ 1 {(2+a2)t+ 2 }}

t‘ = 2
J(t o) 2+ a? 202 2 (24 o)t

4oy /T

A média e a variancia da distribui¢do BS(a, 1) sdo dadas respectivamente por

(pa)*(4 + 50%)

E(T)=p e Var(T)= 2+

A distribuicdo BS(a, i) satisfaz a propriedade de escala, ou seja, se T' ~ BS(«, p),
entdo Y = aT possui distribuicao BS(«, ap). A distribuicdo BS(«, 1) também satisfaz a

propriedade de reciproca, ou seja, % possui distribui¢ao BS (ver Apéndice).
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Figura 2.3: fdp da BS(«, 1) para a = 0.1 (a) e p = 2.0 (b).

Na Figura (a) nota-se que a forma da distribuigao é simétrica e com o aumento
no valor do parametro p a variabilidade apresenta um crescimento. Na Figura (b)
observamos que a distribuicao torna-se assimétrica & medida que o parametro « cresce.

Seja T = (T1,...,T,) em que os T}'s sdo variaveis aleatorias independentes com
densidade f(t;;a, p) dada em (2.2). Entdo, a fungdo de verossimilhanca ¢ dada pela

expressao
i=1

O logaritmo da fungao de verossimilhanga ¢(«, ) é da forma

Ua,p) = log(L(a, p))

3 2+ a? v
- G _ o — 2.3

em que G(a, p1) = % +74 log(2+0a?) —nlog(a) — § log(u) — § log(16m), g1 = 5+ >0, log(ts),

golo, ) = =577 log(t; + %), g = 13" tiegs = 23" £ Os estimadores de
maxima verossimilhanga & e i de v e p sdo obtidos maximizando (£2.3)) a partir da solugao
das equacoes

O, 1) dn(a? +1) dap(2 + a? dp(a? + Ap(a® +1) 1
- _ — ti — =0 2.4
O (24 a?)a? ; (t; + 2—|2rl;2 a3 Z MCETR (2+ a?) 2a3 — t; » (24a)
Ol(a, 1) n - 2 2+a?) < |
ou 21 + z:zl (2t; + t;0% 4+ 2u) + 42 7:21 a2(2 + a?) ; t; ( )
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Como as equagoes (2.4a)) e (2.4b]) ndo apresentam solugoes analiticas, devemos encontrar
os estimadores de maxima verossimilhanca de « e p através de algum método de otimiza-

cao nao-linear que seré utilizado para maximizar o logaritmo da funcao de verossimilhanca

da BS(a, ).

Reparametrizacao 2

Note que, se ¢ = (1 + %2) e u = f¢. Entao

a=+/2(6-1) (2.5)
5:%. (2.6)

E ao substituirmos os valores definidos em (22.5)) e (2.6) na expressao (1.2)), obtém-se a fda

. _ _ 1 ot n
F(t; o) =BT < t) = @ [m (\/: @)] ,

em que ¢ > 1, u > 0et > 0. E a partir desta funcdo obtemos a fdp da BS(¢, 1) dada

por

o= BB o enl s (54 ))

Consequentemente temos que a média e a varidncia da distribui¢ao BS(¢, 1) apre-

sentam as seguintes expressoes

1*(¢ = 1)(5¢ — 3)
¢2

Com relagao as propriedades da distribuicao BS(¢, i), temos que ela satisfaz as

E(T)=up e Var(T)=

propriedades de escala e de reciproca (ver Apéndice).

Nota-se na Figura (a) que existe o aumento da variabilidade com o crescimento
do valor do parametro p. Entretanto, na Figura (b) nota-se que ao aumentarmos o
valor do parametro ¢ a variabilidade da distribuicao é reduzida.

O parametro ¢ possui uma caracteristica interessante. Ele limita a variabilidade da
distribuicao, ou seja, quando ¢ — oo a variancia da BS(¢, ) se torna constante, para p

fixo. Comportamento esse pode ser observado na Figura [2.5]

18



)
< | — u=075 @ — =15
- —— p=1 -- 4=2
u=125 =25
- u=15 o -—- $=3
o —— u=175 “ —- =35
-—- u=2 —- =4
rs)
o | o
< |
- ® I
= = ¥
= Era
o -
~ o |
o -
o o |
o 7 o
o | o |
=1 =1
T T T T T T T T T T T T
0 1 2 3 4 5 0 1 2 3 4 5
Observacdes Observactes
(a) (b)

Figura 2.4: fdp da BS(¢, u) para ¢ = 1.5 (a) e u = 2.0 (b).

P
o~
w _|
£ o
= o
>
o
o

Figura 2.5: comportamento da variancia da BS(¢, i), quando ¢ — oo, para pu fixo.
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Podemos expressar o logaritmo da funcao de verossimilhanca ¢(¢, u) da seguinte

maneira

Ud,p) = log(L(¢,p))
= G(o,p) —n {291 = 9o(, 1) + ﬁgz + ﬁ%} , (27)

e que G(¢;M) = glog< ((z)?l)) + 2(;;1) - glOg(N) - %10g(167’(’), g1 = %Z?:l 1Og(t1)7
go(p, ) = 2570 log(t; + ), 92 = L3 tiegs =~y +. Paraobter os estimadores

n

de maxima verossimilhanga de ¢ e u deve-se maximizar (2.7), a partir da solugao das

equagoes
() _  n26-1) p St p2o—1) <1
Tl ; WD T 1 Ao E ey, 0 (8
(¢, 1) n ¢ = 1 "1
= ——+= i————3 = =o. 2.8b
on 2u+¢;(ti+g>+4u2(¢—1>;t e DIk (2.85)

De forma analoga ao que acontece com a primeira reparametrizacao apresentada, as
equacoes e nao possuem solucdo analitica para os estimadores de maxima
verossimilhanca, sendo assim, necessaria a maximizacao do logaritmo da funcao de vero-
ssimilhanca da distribuicdo BS(¢, i) através de algum método de otimizagao nao-linear,

como por exemplo Newton-Raphson ou um método quasi-Newton (por exemplo BFGS).

Reparametrizacao 3

Seja o definido como sendo a variancia da BS(a, i) dada em (1.6). Entéo
2o
a4+ 502
Utilizando o valor de 8 definido em (2.9) na expressao (1.2)), obtemos a fda da
BS(a,0) dada por

B - (2.9)

\/4 5 2t 2
F(t;a,0) =P(T < 1) a + a Vo , (2.10)
av4 + 5ot
em que > 0,0 >0et>0. A partir de (2.10), encontramos a seguinte fdp
-2 2)1 1 avTisa? 25
ftia,0) = exp{a—?}(4 +15a )4t’% - 4o . 2;2( 4t t+a\/4+5a2t>_
4y/amoa a?(4 4 5a2)
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A média e a variancia da distribuicdo BS(«, o) possuem respectivamente as ex-

pressoes

E(T) = % e Var(T)=o.

A distribuicao BS(«, o) nao satisfaz a propriedade de escala, no entanto, satisfaz a
propriedade de reciproca (ver Apéndice). Porém, possui uma varia¢do da propriedade de
escala, ou seja, se T ~ BS(«, ), entao Y = aT possui distribuigao BS(«, a’a).

Na Figura (a) pode-se notar quando o = 0,1 que a fdp tem forma parecida com
a da distribuicao normal e a medida que o valor do parametro v aumenta a densidade vai
tornando-se assimétrica, além disso, ha um decréscimo na variabilidade. Enquanto isso,
na Figura (b) nota-se que com o aumento do valor do parametro o a variabilidade
apresenta um crescimento, comportamento este esperado, uma vez que o mesmo € a

variancia da distribuicao.

N

o

0.05
1

RRRRRR
[ ]

0.06
I
—eoLo0
0.04
1

0.04
1
0.03
1

f(t: o, o)
f(t: o, o)

0.02
1
0.02
1

0.01
1

0.00
1

B
0.00
1

0 50 100 150 200 0 50 100 150 200

Observacbes Observactes
(a)

Figura 2.6: fdp da BS(a, o) para o = 200 (a) e « = 0.1 (b).
O logaritmo da fun¢do de verossimilhanga ¢(«, o) é possui a expressao

la,0) = log(L(a,0))

B 3 /(44 5a?) / o
= G(a,a)—n Egl—go(oz,a)jt WQQ—F mgg (2.11)

), g1 = 5 iy log(t),

A maximizacao

em que G(a,0) = L +2log(4+5a°)— 2 log(167) — % log(a) — 2 log (o
gola,0) = 3 32 log(ti + [ aragsa)s 92 = 5w Xiiti e 95 = %Z

g1 =
1
1t
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de (2.11), a partir da solugao das equagOes abaixo, resulta nos estimadores de maxima

verossimilhanca de «a e o.

M(a,o)  n{l0a(l —a)—8}  4y/0(245a%) <

da 2(8 + 10a?) a4+ 502) E: \hﬂ44+5a2t—+v@5
1 = 44/7(3 + 5a?)
— ti + 2.12a
\/(4+5a2)aa2iz a*y/(4 + ba?)3 Z ( )
-1
oMo, 0) n Z 4o
do 40 a /(4 +502)0 2(4 4 5a?)
1

V4 +5a2
S8avo Z V4o (4 + 5&2)a3 Z; t;

Notamos através das equagoes ([2.12a]) e (2.12b)) que nao é possivel encontrar uma

— 0. (2.12b)

solucao analitica para os estimadores de maxima verossimilhanca de « e o, fazendo-se
necessaria a utilizacao de algum método de otimizacao nao-linear como alguns dos ja

mencionado.

Reparametrizagao 4

Dados v = (14 2a?) e 0 = (af)?y. Temos
2y —1 e B Voo
V5 2y/(v— 1)
Substituindo os valores de v e § apresentados em (22.13]) na expressao (1.2)), temos

a fda da BS(v, o) dada por

2 —1
F(t;y,0) =P(T'<t)=9o 2\/_ \/ 1/ NCCE (2.14)

emquey >1,0>0et>0. A partir de (2.14)), obtemos a fdp

5 1 —
ei(v-1) \/5[7(7 — 1)]4 t_% 50 6_ 8@571) (\/4?/(;% 1)t+\/4;/(?7,1)t)
1
4(50)i\/(y — D)7 (v - 1)

(2.13)

f(t;y,0) = t+

(2.15)
A média e a variancia obtidas através de (2.15]), possuem respectivamente, as ex-
pressoes

Br) = 2 IV

e
20y(y — 1)
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A propriedade de escala nao é satisfeita na distribui¢ao BS(v, o). Enquanto isso, a
BS(v, o) satisfaz reciproca (ver Apéndice). Temos que se T' ~ BS(a, o), entdao Y = aT
possui distribui¢gao BS(v, a*a).

Na Figura , apresentamos o comportamento da fdp da BS(v, o) para diferentes
combinacgoes dos parametros v e 0. Podemos observar na Figura (a) que com o
aumento do valor de v a variabilidade da distribui¢ao diminui. Enquanto que o aumento

do valor de o provoca um crescimento na variabilidade, comportamento este que pode ser
observado na Figura 2.7] (b).

ft:v, 0)
ft:v, o)

Observacies Observacies
(a)

Figura 2.7: fdp da BS(~,0) para 0 = 10 (a) e v = 1.5 (b).

Para encontramos os estimadores de maxima verossimilhanca dos parametros da
distribuicao BS (7, o), sera definido o logaritmo da fun¢ao de verossimilhancga ¢(~y, o) dado

por

l(y,0) = log(L(y,0))

3 / | 1250
= - — 2,1
G(v,0) n{2gl g(v,0 2567 (7 393} 6)

em que G(v,0) = e 1)” + 5 log(5) — % log(m ”log — nlog(50), go(7,0 ) =

5 i log(ti + \/47(57—,1)): g1 = %Zi:llog( z) v 92 = %Zi:lti €9 = %Zi:l &

estimadores de maxima verossimilhanca 4 e & de 7 e ¢ sao obtidos maximizando (2.16) a
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partir da solucao das equacoes

9(v,0) _(6v=6) \/5(27—1)2 Zt
Oy dy(y = 1) =1 = 2 —1t+\/5_0 8\/ v —1)3

125y(y — Do(4y — 1) < 1
* 3272(47 —1)3 ; t b (2172)
do o \/_ (24/7( —1t+\/§ 80\/ —1
5v/5(y—1)
- By 1>2 ; i 0. (2.17b)

Como anteriormente, note que através das equagoes (2.17al) e (2.17b]) ndo é possivel

determinar uma solucao analitica para os estimadores de maxima verossimilhanca de a e

g.

Reparametrizacao 5

Seja u = p(1+ %2) e 6 = 2. Entao,

[0}

2
Y S

5 (2.18)

A fda da BS(6, 1) é obtida substituindo os valores de « e [ definidos em (2.18)) na

expressao (1.2). Sendo assim, temos

F(t;6,1) = P(T < t) = ® [ g (\/(5 ;ﬂl)t _ \/(5 iﬂ)t)] , (2.19)

emqued >0, u>0et>0.
A fdp para esta distribuicao é obtida a partir de (2.19) e apresenta a seguinte

expressao
exp(5)Vo+1 S § (t(6+1) Sy
ftid.m) = Wt“{”m}exp{‘z( s i) )

Adicionalmente, temos que o valor esperado e a variancia da distribuicao BS(J, u)

apresentam as seguintes expressoes, respectivamente
ET)=p e Var(T)=="=
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Figura 2.8: fdp da BS(0, 1) para § = 5.0 (a) e p = 1.0 (b).

em que
1

9(p) = 2M2 e h(d) = I 5 :

6+2+3 + 2(62+0+1)

A distribuicao BS(0, 1) satisfaz a propriedade de escala, ou seja, se T ~ BS(9, u),
entdo Y = aT possui distribuigao BS(6, ap) e também satisfaz a propriedade reciproca.
Para maiores detalhes ver Apéndice.

Observamos na Figura (a) que a curtose reduz com o aumento no valor do
parametro u. Nas Figuras (b) e nota-se que o aumento no valor do parametro ¢
causa pequena mudanca na forma da densidade e também diminuicao na variabilidade da
BS (0, 11). Deste modo, o parametro ¢ pode ser caracterizado como parametro de dispersao
ou precisao.

Temos que o logaritmo da fungao de verossimilhanga (6, 1) é dado por

06, ) = log(L(6, )

- G(5, ,u) —-n {§91 — 90(5’ M) =+ (5 + 1) (52u

w 2T

5 gg} , (2.20)

em que G(d, 1) = 50+ % log(d+ 1) — § log(16m) — § log(u), g1 = 5 2o1, log(ti), go(d, 1) =
1

LS~ log(t; + %), gp = =¥ tiegs =230, ;- Os estimadores de maxima

verossimilhanga de § e u sdo obtidos maximizando ([2.20)), a partir da solugao das equagodes
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Var(T)

0 50 100 150 200 250

Figura 2.9: comportamento da variancia da BS(6, i), quando § — oo, para p fixo.

Lo, ) - = 1 & Su(04+2) o= 1
— - TN 2.21
a6 5+1 Z (6t +(5;L4rzt)+zL;L;1tz (5+1)2 gt =0, (221a)
OL(6, ) n - 1 (6 + 1) 1
= ti = (2.21b
o 2u  (6+1) ; (6t + 0p+t;) Z + 6 +1) ti )

Novamente, podemos notar através das equagoes (2.21a) e (2.21b) que nao é possivel

obtermos uma solucao analitica para os estimadores de maxima verossimilhanca de 0 e pu.

2.3 Estimadores de momentos

Ng, Kundu e Balakrishman (2003) mostraram que o estimador de momentos do
parametro 8 da distribuicao Birnbaum-Saunders, baseado nos dois primeiros momentos
populacionais e amostrais nao existem, pois nao é possivel obter uma tnica solugao para
as equacoOes resultantes. A seguir, serdao apresentados os estimadores de momentos, de-
notados por EMs, para cada uma das reparametrizacoes. Definindo 77, ..., 7, como uma

amostra de um dado conjunto de nimeros positivos, define-se a varidncia amostral como

1 n
2 _ 1 t— )2
s n;< 0)?,

sendo

em que ¢ esta definido em (1.9).
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Os EMs dos parametros que compoem as reparametrizacoes apresentadas neste tra-

balho possuem as seguintes expressoes

1
) 22 4/tA 431252 | 2,

Loa= (1022—2s2) ’
2. L=t

3. ¢ = —4{2:—)%@;

4. 7 = s%

5.4 = 5824352+ 514 +31252

(1082—2s2) )

6. § = Pos?tVITIsiEs

52

No Apéndice é apresentado de forma detalhada como foram obtidos cada um dos
EMs apresentados acima. Para que os estimadores &, qz~57 ye 4 existam serd necessario que
o coeficiente de variacdo amostral seja inferior v/5. A seguir serdo realizadas simulacoes
de Monte Carlo para estudarmos o comportamento empirico dos EMVs e EMs, adicional-
mente serao calculadas os intervalos de confianca assintoticos para os EMVs e calculadas

suas respectivas taxas de coberturas.

Simulacoes

No estudo do comportamento dos estimadores de maxima verossimilhancga e de mo-
mentos dos parametros «, i, ¢, o, v e 6 que compoem as distribui¢oes BS(«, i), BS(o, ),
BS(a,0), BS(v,0), e BS(d, 1) considerou-se amostras pequenas, moderadas e grandes,
ou seja, 10, 25 e 100, respectivamente. Também foi estudado o EMV do parametro f3,
que justamente com o parametro o compoem a BS(«, 5). Os valores considerados como
verdadeiros para o parametro o no estudo foram 0,20, 0,50 e 1,0, que representam as-
simetria fraca, moderada e forte, respectivamente. O valor do parametro [ usado no
estudo foi fixado no valor 1,0. A geracao dos nimeros pseudo-aleatorios foi realizada
usando a expressao e as relagdes entre os parametros da distribuicao BS(«, ) e
suas reparametrizacoes. Foram realizadas 10000 réplicas de Monte Carlo e um programa
em 0x foi desenvolvido para executar o estudo de simulagao. E para a construcao dos

intervalos assintoticos baseados nos EMV, foram calculados os valores aproximados das
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variancias destes estimadores através do método Delta. Obteve-se as aproximacoes para

as variancias dos estimadores de maxima verossimilhanca, utilizando a seguinte expressao

w2 (3 v £ (5) (5

i i iAg

) Cov(&i, QJ-),

em que d, ¢ o r-ésimo elemento de d(8).

o V(&) = &

o V(B) = n[o,25+§—i2+m>]5

o V(i) = 52 + A
« V(O) =5 :

52

o V(6) = [2a8? + 5beta?a’]?L + [28a%(1 + goﬂ)]?m;

« V() =

« V() =

not”

Na Tabela[2.1 apresentamos resultados numéricos referentes as estimativas dos EMV
para o caso em que o = 0,2 e f = 1,0. Observamos que os estimadores ngS e 4 apresen-
taram, em modulo, viés relativo consideravelmente menor que o viés relativo do estimador
&, para todos os tamanhos amostrais. Nota-se ainda que os estimadores ji e B apresen-
taram comportamento similar quando o tamanho amostral cresce. Também temos que os
estimadores & e & foram os menos eficazes no que tange ao valor do viés relativo. Note
também que as estimativas de /EQM dos estimadores qg e 4 apresentaram assim como no
viés relativo valores inferiores a estimativa de v/EQM do estimador &. Observe também
que o estimador 5 apresentou o pior desempenho dentre todos os estimadores no que tange
a estimativa de v/EQM. Por exemplo, para n = 100, a estimativa de v/EQM do estimador
5 foi igual a 7,6933. Nota-se também que o estimador ¢ apresentou desempenho inferior
aos estimadores [i e  no que tange ao viés relativo.

Na Tabela sao apresentados os resultados da estimacao dos EMV para o caso
em que o = 0,5 e f=1,0. Observe que de forma analoga ao que acontece na Tabela

os estimadores ¢ e 4 apresentaram, em modulo, viés relativo consideravelmente menor
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que o viés relativo do estimador &. Nota-se ainda que o estimador ¢ apresentou, em
modulo, desempenho similar ao estimador @ quando comparadas as estimativas do viés.
Por exemplo, para n = 100 temos que as estimativas do viés relativo dos estimadores ¢ e
B apresentaram os respectivos valores, 0,0019 e 0,0010. Nota-se também que o estimador
h) apresentou estimativas de viés relativo superiore, em moédulo, as estimativas dos demais
estimadores. Pode-se observar que as estimativas de /EQM dos estimadores &, 3, fi, 6
e 7 apresentaram valores relativamente proximos. Por exemplo, para n = 100 temos que
as estimativas de /EQM para tais estimadores ficou em torno de 0,0550.

Na Tabela estao apresentados os resultados da estimagao dos EMV para o caso
em que o = 1,0 e § =1,0. Nota-se que os estimadores &, B, i e gg apresentaram melhor
desempenho com relagao ao viés e viés relativo do que os estimadores &, ¥ e 5. Note
ainda que dentre todos os estimadores, ) apresentou o pior desempenho com relacao ao
viés e viés relativo. Observe também que os estimadores &, B e gg apresentaram estima-
tivas de VEQM bem proximas, por exemplo, temos que para n = 100 tais estimativas
assumiram os respectivos valores: 0,0712, 0,0882 e 0,0704. Além desses estimadores outros
apresentaram comportamento parecido quando levamos em consideracao as estimativas
de vVEQM, com os estimadores i e 7. Podemos observar que o estimador que apresentou
melhor desempenho para todos os cenérios estudados foi o i que apresentou um baixo
viés e relativa precisao. Enquanto que os estimador ) apresentou o pior desempenho den-
tre todos os estimadores estudados, comportamento que pode ser observado nas Tabelas
- Adicionamente, pode-se notar que as estimativas do viés, viés relativo, EQM
e vEQM, para a maioria dos estimadores, apresentam um aumento em suas estimati-
vas com o crescimento do valor do parametros «, ou seja, com o aumento do grau de
assimetria.

Na Tabela apresentamos as estimativas para os estimadores de momentos para o
caso em que o = 0,2 e § = 1,0. Observamos que a maioria dos estimadores subestimam
o verdadeiros valor dos respectivos parametros. No entanto o estimador 4 superestima
o valor verdadeiro do parametro d. Pode-se observar ainda que os EMs apresentaram
estimativas do viés relativo similares as estimativas do viés relativo dos EMV. Por ex-
emplo, para n = 100 as estimativas, em modulo, do viés relativo dos estimadores & e

& apresentam valores em torno de 0,0080. Nota-se ainda que as estimativas de /EQM
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para os estimadores &, [, $, 6 ed apresentaram valores relativemente baixos indicando,
da mesma forma que os EMV, que esses estimadores apresentaram boa precisao. Note
que o estimador ¢ assim como os estimador § apresentou estimativas de /EQM bem
superiores aos demais estimadores.

Na Tabela estao apresentados os resultados das estimativas dos EMs para o
caso em que @ = 0,5 e f§ = 1,0. Pode-se observar que de forma anéloga ao que é
apresentado na Tabela os estimadores a, [i, é, 0 e 7 subestimam o verdadeiro valor
de seus respectivos parametros. Também de forma analoga aos resultados da Tabela
temos que o estimador & apresentou as maiores estimativas para o viés relativo e v/EQM.
Observamos também, na Tabela[2.5] que os EMs apresentaram estimativas de viés relativo
e vVEQM superiores as estimativas obtidas pelos EMV apresentadas na Tabelas Na
Tabela os resultados das estimativas dos EMs para o caso em que a = 1,0e § =1,0.
Podemos observar que as estimativas apresentadas nesta Tabela possuem interpretacoes
simulares as das Tabelas e 2.5l No entanto, as estimativas do viés e viés relativo
sao relativamente superiores as estimativas do viés e viés relativo das Tabelas e
Podemos observar também que com o crescimento do valor do parametro a houve uma
perda de precisao dos EMs da mesma forma que aconteceu com os EMV. Por fim, temos
que de modo geral os resultados obtidos pelos EMV foram melhores no sentido de menor
viés e precisao do que os EMs, resultado esse ja esperado.

Nas Tabelas apresentamos as estimativas para os intervalos assintoticos dos
EMV e suas respectivas taxas de cobertura. Em todas essas Tabelas temos como resultado
principal o fato de que as taxas de cobertura dos intervalos dos parametros ¢ e y foram
superiores as taxas de corbetura dos parametros « e $. Outro resultado importante que
pode ser observado nestas Tabelas é que os intervalos de confianca assintoéticos para os
parametros ¢, o e v apresentaram taxas de cobertura inferiores aos demais parametros.

Com os resultados das simulacoes foi possivel observarmos que alguns dos novos
parametros propostos possibilitou a melhoria dos resultados inferenciais da distribuicao
Birnbaum-Saunders. Além disso, através da quinta reparametrizacao proposta é pos-
sivel modelarmos a média de uma variavel aleatoria com distribuicao Birnbaum-Saunders

envolvendo um parametro de dispersao.
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CAPITULO 3

Modelo de regressdo Birnbaum-Saunders

Neste capitulo sera definido um novo modelo de regressao linear em que a variavel
resposta tem distribuicao Birnbaum-Saunders, baseado na "reparametrizacao 5 "definida
no Capitulo 2. Modelos de regressao com resposta Birnbaum-Saunders sao comumente
utilizados para modelar a propagacao de um dano progressivo até a ocorréncia de uma
falha. Serd apresentado a funcao escore e a matriz de informacao de Fisher bem como
o procedimento iterativo de estimacao. A fim de avaliar adequacidade do modelo noés
propomos alguns residuos e estudo de simulacoes de Monte Carlo para estudar o compor-
tamento empirico dos estimadores de méaxima verossimilhanca dos parametros do modelo
e estudar o comportamento empirico dos residuos propostos. Foram propostos também
métodos de diagnostico baseado em influéncia local sob varios esquemas de perturbacao

tal como ponderacao de casos, perturbagao na variavel resposta e na dispersao.

3.1 Modelo

Sejam 11,75, ..., T, variaveis aleatorias independentes com distribuicao BS(u;,9),

com fdp dada por

NS+ 1 . , .
exp(3)Vo + ti,g/Q(ti N O s ) exp _é ti(0+1) N Ot 3
4. /7 o+1 4 Ot ti(0+1)

f(ti: pi,0) =
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em que E(T;) = p; e Var(T;) = V(u;)/h(d), com V(u;) sendo uma fun¢do da média e
h(§) > 0 e do parametros de dispersao ¢ constante para todas as observagoes.

O modelo de regressiao Birnbaum-Saunders (MRBS) baseado em (3.1]) ¢ definido

pela componente sistematica
glp) == B=m, i=12,..n, (3.2)

em que p; = g (x/B), B = (B1,52...,5,)" para p < n, é um vetor de parametros
desconhecidos a serem estimados e @; = (2;1,...,2;,) " representa os valores de p variaveis
explicativas. No MRBS assume-se uma fungao de ligagdo g : R — RT estritamente
mondétona e pelo menos duas vezes diferenciavel, temos como exemplo, g(u) = log(u) ou
9(u) = /1.

A funcao de verossimilhanca do modelo para @ = (B',0)" possui a seguinte

forma
n

L(0) = [ £ti - . 0). (3:3)

i=1
em que f(t; : p;,0) é dado em (3.1). Assim, o logaritmo da func¢do de verossimilhanca

para @ pode ser escrito como
18y =" b, ). (3.4)
i=1
em que

o 1 1 1 3
li(p, 0) = 5 = 5log(d +1) — 7 log(16m) — - log(ui) — 5 log(t:) +

(]

+ log(dt; +t; + dp) — Ty et (3.5)
As funcoes escore para 3 e ¢ sao dadas, respectivamente, por

Us(6),, =X Dl(a)=,
e

Us(0)1x1 = tr(D(b)).
em que D(a) = diag{ai,as,...,a,}, com a; = g/(lm), z = (21,20,...,2,)", com z; =
Hulpsd) — L oA WD e D(b) = diag{by, by, ..., bs}, com b =
W =3+ 2(51+1) + (&(ijia)u) — e j((g——:f))é;
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A inferéncia assintética para 6 pode ser baseada na normalidade assintética do

estimador de maxima verossimilhanca 6, dada por

é ~ Np+1(07 29)7

em que Yg ¢ a matriz de variancias e covariancias de 0, podendo ser aproximada pela

matriz de Fisher observada —L;01|é, avaliada em é, obtida a partir de
T T
X'D(e)X X'D(a)m ) (3.6)

0%0(0)  02%¢(0) L L
fop— | 78987 B | — ( Lss Lps ) _ ( .
géggg ail) Lsg  Lss m'D(a)X tr(D(d))
em que m = (my, My, ..., my,)", com
D(c) = diag{cy,ca, ..., cn}, com
o (P60 0) (AT Ol 6) (O i dps
o Ou? dn; Op  \Ouqi dn; ) dn;
e D(d) = diag{d,,ds, ...,d,}, com
4 — 0*li(pi,0) 1 RSO Hi
Y002 200+ 12 (8t o) 2(8 +1)3¢
A inversa de Lgy pode ser expressa na forma
_ T
- (1 4)
09 _AT 1
E E
m'D(a)XA.

em que M = X"'D(c)X, A= M'X"D(a)m e E = tr(D(d)) —
A matriz de informacao de Fisher esperada para 6, possui a seguinte forma
Koo — Kﬁg Kﬁg . XTD(’U)X XTD(CL)S (3 7)
““\ Ks3 Ks5 ) \ s'D@X tr(D(u)) )’ '
., Upn}, COM

0 1 52 1
T R gy T G {g’(ui)}2z(6)’

em que D(v) = diag{vy, v, ..
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8= (81,82,...,8,) , com
1 O fts
i= + Z(6
%= oD T ot
e D(u) = diag{uy, us, ..., u,}, com
(62 +35+1) u?

RS Ir N TR PTGl

em que

o0 1)t w -1
0

4 0+1 Tou
\/ o+

Apos algumas manipulagoes algébricas temos que a inversa da matriz de informagao

observada, Ke_el, possui forma
D11 BB _B
K, = W w (3.8)

em que D =X"D(v)X, B=D"'X"D(a)se W = tr(D(u)) — s' D(a)XB.
Definindo W = D(v), Wi = Wj; = D(a)s e Wy = tr(D(u)), podemos

construir a matriz aumentada, W, de dimensio (n + 1) x (n 4 1) que possui a seguinte

. < %VV;; ngﬁg ) = ( SP 1% tfgfzf» )

forma

Temos ainda, X, uma matriz aumentada de dimensao (n + 1) X (p + 1) na forma

. (X 0
(v 1)

e desta maneira a matriz de informagao esperada de Fisher, Ky, pode ser escrita da

seguinte forma

Ky = XWX,
e sua inversa
Kl — (XTWX).
No Apéndice encontram-se os calculos mais detalhados para a obtencao das matrizes

de Fisher observada e esperada, dadas respectivamente, em (3.6) e (3.7).
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3.2 Estimacao dos parametros

Nosso interesse é estimar os parametros do MRBS pelo método de méaxima vero-
ssimilhanca, portanto devemos solucionar as equagoes Ug(@) = 0 e Us(0) = 0. Neste
caso nao é possivel encontrar uma solucao analitica. Sendo assim, para obtermos os esti-
madores de maxima verossimilhanca devemos fazer uso de algum método de otimizagao
nao-linear para maximizarmos o logaritmo da funcao de verossimilhanca, tal como al-
goritmo de Newton (Newton-Raphson, escore de Fisher, BHHH, etc.) ou quasi-Newton
(BFGS). Neste trabalho propomos utilizar o método escore de Fisher. O algoritmo para

a estimagao de @ = (B7,6)" possui a forma
gim+) — glm) KQ_GIU(H)(’”)

o(m 1 (XTW(m)X)_l ( X"D(a)™z )

tr(D(b))

e er o D(@)™ 0 2
_ o) 4 (XTWMR) IR TP -1
_ o4 (X X)X {wtmy < 0 tr(D(b))

= _(m)

= (XTWmH)IXTWw ™ 2+ m) (3.9)

em que

)Xo () P9 o) ) g )

Observando (3.9) notamos que 8™*Y toma a forma de um estimador de minimos

quadrados reponderado, z* é uma variavel reposta modificada e X é a matriz modelo.

3.3 Intervalos de confianca

Sob as condicoes de regularidades usuais (ver Cox e Hinkley, 1974), temos que 0
e Kyy|; sao respectivamente estimadores consistentes de 6 e Ky, em que Kpyl; é a
matriz de informacao de Fisher esperada e dada em 1) avaliada em 6. Assumindo que

Joo = lim,,_, oo % estd bem definida, ou seja, existe e é nao-singular, temos que
A D _
V(0 —8) = Ny (0. g5,

em que 6 = (BT, S)T ¢ o estimador de maxima verossimilhanga de 8 = (37,5)". Desta

forma pela normalidade assintotica do estimador de maxima verossimilhanca 6, é possivel
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a construcao de intervalos de confianca assintoticos para os parametros do modelo de
regressao. Portanto,

o -8B\ L. A BB\ L

[ﬁj - Z1—§<ij )2;B; + Z1—§<ij )2] )

para j=1,2,....pe

[5 - Zl—é(k&;)%; 0+ 21_§(k66>%} ’

2 2

sao intervalos de confianca assintoticos (IC) para f3; e 0 respectivamente, e com coeficiente

de confianca 100(1 — £)%. As variancias assintoticas de Bj e & sdo respectivamente, K jﬁf

e K% ¢ para 0 < £ < %, 2 g representa o quantil 1 — g da distribuicao normal padrao.

Simulacoes

Simulacoes de Monte Carlo serao utilizadas para estudar o desempenho dos esti-
madores de maxima verossimilhanca dos parametros de dois modelos de regressao Birnbaum-
Saunders aqui propostos. No primeiro modelo foi verificado o comportamento dos esti-
madores quando a variavel explicativa é gerada sob trés cenarios e no segundo modelo,
serd verificado o comportamento dos estimadores quando as varidveis explicativas sao
geradas de distribuicoes distintas. Em ambos modelos foi utilizada tamanho de amostra

finita. Neste trabalho foi utilizada a linguagem de programacao 0x.

Modelo 1

Considere um modelo MRBS como a componente sistemética dada por

g(wi) = Bo + Prxi, i=1,2,...,n (3.10)

em que g é a funcao de ligacao logaritmo e os valores da variavel explicativa x;, sao
conhecidos para cada observacao.

Para o modelo dado em os valores verdadeiros foram fixados da seguinte
forma: Gy = 2,0, f1 = 0,5 e 6 = 150; os valores das varidveis explicativas foram ger-
adas sob trés cenarios diferentes denotados por I, 1T e III, sendo eles U(0,1), Exp(10) e
N(0,16/25) respectivamente, e mantida fixa no decorrer das simulagoes. Em nosso exper-
imento utilizou-se 10000 réplicas de Monte Carlo e os seguintes tamanhos amostrais 15,
30 e 45. Para cada uma das 10000 réplicas foram geradas amostras aleatoéria da varidvel

resposta t; (i = 1,2,...,n) da BS(d, 1;), em que p; = exp(x; 3)
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Na Tabela 3.1, sao apresentadas as estimativas do viés para os estimadores de méx-
ima verossimilhanca dos parametros [y, 51 e 0 para os cenarios I, II e III, observa-se de
maneira geral que a medida que a amostra cresce o viés decresce.

Vale ressaltar que no cenario I o estimador de méxima verossimilhanca do parametro
Bo apresenta uma reducao em sua estimativa de viés em n = 30 quando comparado com seu
valor em n = 15, porém, quando se compara a estimativa em n = 45 com o valor em n = 30
tem-se um leve crescimento. Enquanto isso, o estimador de maxima verossimilhanca do
parametro (; apresenta um comportamento inverso. Quando comparada a estimativa do
viés em n = 15 com o valor em n = 30 tem-se um leve crescimento na estimativa do viés,
ja quando comparada a estimativa em n = 45 com o valor em n = 30 ocorre uma reducao.

No cenéario I1, o estimador de maxima verosimilhanca de 3, apresenta um leve cresci-
mento na sua estimativa do viés a medida que n cresce. Porém, para o estimador de max-
ima verossimilhanca de ; tem-se um decrescimo nas estimativas de seu viés a medida
que se aumenta o tamanho da amostra.

No cenério III, tanto o estimador de méaxima verossimilhanca de 5y quanto o de (3,
tém suas estimativas de vieses decrescendo com o crescimento do tamanho da amostra.

Na Tabela|3.2] apresentamos as estimativas da raiz quadrada do erro quadréatico mé-
dio (vVEQM). Pode-se observar que para todos os estimadores de maxima verossimilhanca,
e todos os cenérios, temos um decréscimento das estimativas EQM com o crescimento
da amostra. Também notamos que as estimativas da /EQM possuem valores elevados

para o parametro J, tal comportamento é observado para todos os cenarios estudados.
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Tabela 3.1: estimativas do viés relativo.

Cenario n 5o b1 )

15 0,0409 0,0040 2,4422

I 30 0,0406 0,0058 1,7870

45 0,0410 0,0035 1,6089

15 0,0406 0,0089 2,3902

II 30 0,0407 0,0047 1,7291

45 0,0409 0,0041 1,5597

15 0,0407 0,0087 2,2811

I11 30 0,0406 0,0073 1,6358
45 0,0406 0,0069 1,5037

Tabela 3.2: estimativas da /EQM.

Cenario n Bo Bl 5
15 0,0880 0,0583 474,3877
I 30 0,0846 0,0457 313,2946
45 0,0841 0,0372 269,0008
15 0,0861 0,1388 467,7736
11 30 0,0839 0,1024 304,6864
45 0,0837 0,0925 261,8249
15 0,0842 0,0352 452,4314
I11 30 0,0828 0,0290 289,6196
45 0,0820 0,0166 251,5827

Modelo 2

Considere agora o MRBS com a componente sistemética

(i) = Bo + Prxin + Boxia + Pswis, i=1,2,...,n (3.11)

em que g é a fungao de ligacao logaritmo e z;; (j = 1,2, 3) é conhecido.

Para o modelo dado em temos que os valores verdadeiros foram fixados da
seguinte maneira: Sy = 2,0, 5, = 1,5, B3 = 0,5, B3 = 0,1 e 6 = 150. Os valores das
variaveis explicativas foram gerados da seguinte forma: x;; foi obtido de uma U(0, 1), z;
de uma Exp(10) e ;3 de uma N (0,16/25). Para os dois modelos tem-se valores de X

constantes para todo o experimento. Em nosso experimento utilizamos 10000 réplicas de
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Tabela 3.3: estimativas do viés relativo e v/EQM.

Estimador n  Viés Relativo  v/EQM

15 0,0256 0,0586
Bo 30 0,0255 0,0544
45 0,0257 0,0532
15 0,0018 0,0380
B 30 0,0021 0,0273
45 0,0017 0,0224
10 0,0038 0,1019
By 30 0,0046 0,1020
45 0,0004 0,0627
10 0,0029 0,0175
By 30 -0,0002 0,0131
45 0,0014 0,0087
15 3,3642 1713,1801
5 30 2,1829 997,1467
45 1,8941 830,7173

Monte Carlo e os seguintes tamanhos amostrais 15, 30 e 45. Para cada uma das 10000
réplicas foram geradas uma amostra aleatoria da variavel resposta t; (i = 1,2,...,n) da
BS(9, ju:), em que p1; = exp(x] B).

Na Tabela , nota-se que os estimadores BO, Bl, Bg, § ndo tém suas estimativas
de viés relativo reduzidas com o aumento do tamanho amostral, apenas o estimador )
apresenta esta caracteristica. Com relacao a /EQM apenas o estimador Bg nao apresenta
redugao continua nas suas estimativas. De maneira geral os estimadores mostraram-se
nao viesados e relativamente precisos. No entanto, o estimador 4 mostrou-se bastante

viesado e baixa precisao.

3.4 Residuos

A anélise de residuo é uma ferramenta importante na validagao do modelo em estudo.
E possivel através da andalise de residuos verificar se existem observacoes extremas, assim
como o afastamento das suposicoes feitas para o modelo. Nesta secao, sao apresentados

quatro residuos, mas para o estudo de simulacoes de Monte Carlo serao considerado apenas
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trés, sendo eles: o residuo obtido pelo processo de estimacao de 3, o residuo tipo Pearson

e o residuo baseado na matriz de informacao de Fisher observada.

Residuo ordinario

Quando definimos um residuo, estamos interessados em encontrar uma medida que
possa mensurar de forma eficiente a discrepancia entre o modelo ajustado e o conjunto
de dados. Desta forma, pode-se definir como residuo uma medida baseada na diferenca

—_—

t; — E(t;). Logo, sera definido o residuo ordinario para o modelo de regressao Birnbaum-

Saunders, dado por

S et (3.12)
Var(t;)
- 10 TR o Voo 201
em que ji; =g (z; f) e Var(t;) = L 5
1

o+2+1  2(6%+6+1)
Outra medida que pode ser definida como residuo, é derivada do processo iterativo

de estimagao dos parametros do modelo. Do processo iterativo definido em ([3.9) e con-
siderando ¢ conhecido, pode-se escrever a expressao da estimativa de 8 no passo m da

seguinte forma

B = (XTWIX) X T W 2™, (3.13)

em que z; ™ = X3m +W*1%)D(a)(m)z(m) ¢ um vetor (px 1). A partir da convergéncia
do iterativo dado em ({3.13) obtém-se

B = (XTW,BBX)_leWg/gz%

em que zo = 1 + Wﬁ_ﬂlD(d)é, onde H = X3 = (n1,m2,--.,mp) . Portanto, podemos
interpretar B como a solucao de minimos quadrados da regressao linear de WEEZQ contra
as colunas de WéﬁX.

Definindo o residuo baseado na solucao de minimos quadrados ordinarios da re-
gressao linear ponderada de z, contra X, que é definida por r* = Wﬂlé2[22 -1 =
Wﬁ_ﬁl/zD(d)é e usando a definicdo de Wpsp e D(a) dadas na secdo 3.1, obtemos mais

um residuo para o MRBS dado por

rr= (3.14)




) 52
em que v; € igual a 5 + WI((S) e Z(0) esté na esperanca (E5) definida no Apéndice.

Baseado em Jgrgensen (1984) é definido o residuo padronizado dado por

ri = Ji() 2ui(f1), (3.15)
- 02
em que u(p) = %ﬁ) e J(pu) = —glﬁ(gi, com
1 d ti (041 &?
wle) =~ + AL

2 (0t +t; +0p) 42 4t; (6 + 1)

L 1 L0+
242 20
1 (@ti +ui) 1

em que u;(p) e J;(1) sdo respectivamente, o i-ésimo elemento do vetor w(u) é o i-ésimo
elemento da diagonal de J(u) e todas as derivadas sao avaliadas em fi, o estimador de

méaxima verossimilhanca de p.

Residuo componente de desvio

Em modelos lineares generalizados, uma medida de qualidade de ajuste bastante
utilizada é a funcao desvio, que é a distancia para cada observacao entre o maximo do
logaritmo da func¢ao de verossimilhanca para o modelo saturado e o maximo do logaritmo
da funcao de verossimilhanca para o modelo investigado. Sendo assim, definiremos a

seguinte medida de qualidade de ajuste

rP = :i:\/ﬁ{&(d, t;) — £;(0, ﬂi)}l/z
L 20t +t; §+1 52 R
= +Vv2q-=1 = 1 B o

em que o sinal de r? & o mesmo de t; — fi;. Apesar dos residuos baseados na funcao

desvio serem bastante citados na literatura, no MRBS essa medida apresentou problemas
devido ao sinal negativo da diferenca ¢;(9,t;) — ¢;(0, f1;). Foram realizadas simulagoes de
Monte Carlo onde observou-se que o percentual de amostras rejeitadas foi superior a 90%.

Mesmo aumentando o valor do parametro 9, o percentual de rejeicao foi bastante alto.
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Simulacoes

Realizamos simulagoes de Monte Carlo, com 10000 réplicas, para estudarmos o com-
portamento das distribui¢des empirica dos residuos r;, rf e r? definidos em ((3.12)), (3.14)
e (3.15)), respectivamente. Consideramos também o MRBS com a seguinte componente

sistematica

g(wi) = Bo+ Py, i=1,2,...,n (3.16)

em que g ¢ a funcao de ligacao logaritmo e os valores da varidvel explicativa z; sao
conhecidos para cada observagao. Para gerarmos os valores das varidveis explicativas
utilizamos trés cenario: No cenério I as varidveis explicativas foram geradas a partir
de uma distribuicdo U(0,1), no cenario II a partir de uma distribuicdo Exp(10) e no
cenério 11T utilizou-se a distribuicio N(0,16/25) para gerar tais valores. E importante
ressaltar que estes valores sao fixos para cada réplica de Monte de Carlo. Fixamos os
valores verdadeiros de [y, £ e § como sendo iguais a 2,0, 0,5 e 150, respectivamente.
Sendo considerado um tamanho amostral igual a 15. Para cada residuo proposto foram
calculadas as estatisticas: média, desvio padrao, assimetria e curtose. Para obtermos uma
ideia numérica da distancia entre a distribuicao acumulada empirica e tedrica calculamos

os percentuais da diferenca entre ambas.
Cenario I - U(0,1)

Na Tabela [3.4] nota-se que as estimativas da média, desvio padrao e curtose do
residuo r;, nao diferem substancialmente do valor correspondente da distribuicao normal
padrao. Na maioria dos casos a assimetria apresentou estimativas proximas ao valor
de 0,5, sugerindo que a distribuicao desse residuo tenha uma assimetria positiva. Além
disso, pode-se observar na Tabela[3.7]que os valores da maior diferenca entre a distribui¢ao
teodrica e empirica do residuo r;, de modo geral, sao altos. Como consequéncia, poderemos
ter uma enventual rejeicao da hipdtese de normalidade por algum teste de aderéncia.

Na Tabela[3.5] pode-se notar que as estimativas da média, desvio padrao, assimetria
e curtose do residuo r?, nao apresentou diferenca muito grande do valor correspondente

da distribuicao normal. Pode-se observar na Tabela que os valores da maior diferenca

ol



entre a distribuigdo tedrica e empirica do residuo 7%, de modo geral, sdo menores que 7,0.
Para o residuo r§ o valor da maior diferenga foi igual a 3,77, apresentando menor valor
dentre todos. O residuo que apresentou maior diferen¢a méaxima foi o residuo 7%, com
valor igual a 7,66.

Na Tabela [3.6] observa-se que a média, desvio padrao e curtose, do residuo 77,
apresentam estimativas bem proximas do valor correspondente da distribuicdo normal. A
assimetria na maioria dos casos apresenta estimativas entre 0,30 e 0,50, indicando que a
distribuicao desse residuo possui assimetria positiva da mesma forma que o residuo r;.
Na Tabela nota-se que os valores da maior diferenca entre a distribuicao teérica e
empirica do residuo r}, geralmente, estao entre 4,0 e 7,0.

Pode-se notar, de forma geral, que os residuos r;, 7 e rf apresentam comportamento
similares, uma vez que as estimativas de média, desvio padrao e curtose tém valores
proximos dos correspondentes da distribuicao normal padrao. Nota-se ainda, que os

residuos apresentam uma leve assimetria.

Cenario ITI-Exp(10)

Na Tabela [3.10, pode-se notar que as estimativas da média do residuo r; sao bem
proximas de zero, que o desvio padrao, de modo geral, apresenta valores maiores que
1,0, sugerindo que a distribuicao deste residuo apresenta uma maior dispersao que a
distribuicao normal padrao. Além disso, temos que a distribuicao deste residuo possui
forma assimétrica & direita, como também apresenta forma menos achatada que a da
distribuicao normal padrao. Na Tabela temos as diferencas entre a distribuicao
tedrica e empirica do residuo r;. Nesta tabela pode-se observar que o residuo r1g apresenta
o maior valor, dentre as diferencas maximas e o menor valor méximo observado para este
residuo foi 5,40, que corresponde ao residuo rq.

Na Tabela , nota-se que a estimativa da média do residuo ! apresenta valores
bastante proximo de zero, porém negativos. Temos ainda que as estimativas do desvio
padrao, de maneira geral, apresentam valores levemente superiores a 1,0. Além disso, a
estimativa da assimetria, apresentou valores relativamente proximos de zero, enquanto que
as estimativas da curtose para este residuo em sua maioria apresentam valores superiores

ao valor 3,0. Esses resultados observados indicam que a distribuicao deste residuo possui
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uma forma levemente mais assimétrica que a da distribuicao normal padrao. Além disso,
apresenta um menor achatamento e um dispersao um pouco maior. Ja na Tabela [3.14
observa-se que das diferencas méaximas entre a distribuicao teodrica e empirica do residuo
r?, o residuo ¥, fol quem apresentou um valor superior aos outros valores observados.
Na Tabela temos que os estimativas da média, desvio padrao e curtose do resi-
duo 7}, nao apresentam diferenca substancial dos valores correspondente da distribuicao
normal padrdao. No entanto, as estimativas da assimetria se diferenciaram um pouco do
valor correspondente da distribuicao normal padrao, indicando que a distribuicao deste
residuo apresenta uma forma levemente assimétrica. Na Tabela [3.15] pode-se observar
que o residuo 7}, se destaca, apresentando um valor bastante elevado para a diferenca

maxima entre a distribuicao tedrica e empirica do residuo ;.

Cenario III-N(0,16/25)

Na Tabela pode-se notar que as estimativas para a média do residuo r;, apre-
sentam valores bastante proximo de zero, assim como alguns valores negativos. Enquanto
o desvio padrao, em sua maioria, apresenta valores superiores a 1,0, revelando que a
distribuicao deste residuo é um pouco mais dispersa que a distribuicao normal padrao.
Nota-se também que a forma desta distribuicao é um pouco assimétrica e menos achatada
que a distribuicao normal padrao.

Na Tabela , observa-se que o residuo r¥ apresenta comportamento similar ao
residuo r;, porém as estimativas da assimetria sao bem menores, revelando assim, que a
forma da distribuicao deste residuo é bem mais proxima da distribuicao normal padrao
do que o residuo r;.

Na Tabela [3.18] nota-se que o comportamento do residuo r; é similar ao apresentado
pelos residuos r; e r¥| apenas apresentando estimativas da média um pouco maiores que
as dos demais residuos. Nota-se na Tabela que o residuo 7} apresenta média bem

superior aos demais residuos 7. Nas Tabelas temos a diferenca (em valores

absoluto) relativa entre a func¢ao de distribuigdo acumulada empirica dos residuos r;, r?
e r’ e a funcao de distribuicao acumulada da normal padrao. Nota-se que os valores
contidos na Tabela [3.21] sao de um modo geral superiores aos encontrados nas Tabelas
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Para todos os cenérios foi possivel observar que os residuos r;, 7 e rf nao apre-
sentaram diferencas significativas com relacao as estimativas da média, desvio padrao e

curtose, no entanto, o residuo ¥ apresentou melhor desempenho no que tange a assimetria.

Tabela 3.4: medidas das estimativas do residuo r; sob o cenéario 1.

Média DP Assimetria  Curtose

<
!

I 00l 1,02 0,54 3,30
2 -0,02 0,98 0,62 3,28
30,02 1,04 0,51 3,07
4 00l 1,00 0,55 3,13
5  -0,02 1,08 0,58 3,41
6 000 1,03 0,45 3,17
7 -0,03 0,90 0,60 3,42
& 002 1,09 0,61 3,23
9 002 1,00 0,73 3,49
10 -0,01 0,99 0,39 3,10
11 -0,01l 1,01 0,55 3,26
12 -0,02 0,8 0,67 3,49
13 0,01 0,96 0,51 2,97
14 0,04 1,02 0,45 3,07
15 0,01 1,03 0,52 3,10

Tabela 3.5: medidas das estimativas do residuo r¥ sob o cenario 1.

r?  Média DP  Assimetria  Curtose
1 004 1,01 0,08 3.33
2 -0,05 0,96 0,23 3,09
3 -0,02 1,02 0,09 3,08
4 0,02 098 0,19 2,88
5 -0,07 1,06 0,05 3,39
6  -0,04 1,02 0,05 3,44
7 20,05 0,89 0,22 3,05
8 0,02 1,07 0,15 3,11
9  -0,0l 0,96 0,34 3,04
10 -0,04 0,99 0,08 3,26
11 -0,04 1,00 0,08 3,28
12 -0,05 0,96 0,24 3,23
13 -0,01 0,94 0,19 2,73
14 000 1,01 0,02 3,15
15 -0,05 1,02 0,09 3,07
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Tabela 3.6: medidas das estimativas do residuo r} sob o cenério I.

Média  DP Assimetria  Curtose

<
[ %

1 0,00 1,00 0,40 3,21
2 -0,02 0,9 0,51 3,18
3 002 1,05 0,34 2,08
4 003 0,97 0,51 2,89
5  -0,01 1,06 0,39 3,21
6 000 1,02 0,33 3,13
7 -0,02 0,88 0,48 3,13
8 003 1,08 0,50 2,91
9 000 0,97 0,62 3,23
10 -0,01 1,00 0,18 3,04
11 -0,02 1,01 0,33 3,12
12 -0,01 0,97 0,52 3,22
13 0,01 0,94 0,43 2,84
14 0,02 1,02 0,27 3,03
15 -0,02 1,03 0,34 3,00

Tabela 3.7: diferencas (em valor absoluto) entre as distribui¢oes acumulada teorica e
empirica do r; para dados do cenario I.

r;  min  26% 50% 75% 90% 95% max
I 0,00 1,36 2,77 4,66 6,41 687 7,36
2 0,00 1,63 346 555 7,34 7,65 821
3 000 1,79 2,8 448 6,05 6,80 7,57
4 0,00 1,22 224 451 520 539 567
5 00l 1,63 291 605 807 839 8097
6 000 1,47 2,63 477 58 628 6,75
7 00l 1,83 3,69 584 7,00 7,28 819
& 0,01 1,94 320 553 754 7,73 822
9 0,00 1,58 2,8 507 604 626 6,80
10 0,02 1,06 2,10 3,59 4,63 4,94 543
11 0,02 1,80 287 582 646 6,64 7,05
12 0,01 1,24 348 6,32 697 7,25 8,12
13 0,00 1,04 242 4,27 480 4,91 5,30
14 0,00 1,04 232 328 430 4,59 5,01
15 0,00 1,57 295 520 567 590 627
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Tabela 3.8: diferencas (em valor absoluto) entre as distribui¢oes acumulada teorica e
empirica do r? para dados do cenério 1.

P min  25% 50% 75% 90% 95% max
1000 068 212 3,66 508 553 607
20,00 096 258 450 6,02 621 6381
3001 1,09 1,66 337 515 571 630
4 000 054 1,03 329 387 3,99 435
5 000 1,00 240 518 7,07 T4l 7,66
6 000 077 1,63 367 455 506 561
7002 2,13 339 459 583 6,03 6.72
8 000 1,06 225 461 636 658 7,07

9 000 0,8 213 395 471 492 535
10 0,00 053 1,48 250 3,38 3,62 4,11
11 0,00 0,75 244 4,67 519 531 563
12 0,00 0,86 2,74 512 571 6,08 697
13 0,00 058 1,51 3,14 352 3,67 4,10
14 0,00 044 1,34 224 3,04 3,29 3,77
15 0,00 0,93 245 421 459 4,83 556

Tabela 3.9: diferencas (em valor absoluto) entre as distribui¢oes acumulada teorica e
empirica do 7} para dados do cenario I.

r*  min  25% 50% 75% 90% 95% max
I 000 1,09 2,56 3,77 537 58 631
2 0,01 1,56 3,31 511 744 7,73 8,04
3 0,00 1,60 2,65 346 506 577 6,31
4 001 1,30 220 3,81 4,38 448 484
5 0,00 1,45 2,62 4,78 6,86 7,23 7,94
6 0,00 124 260 390 491 567 6,16
7 0,00 1,79 3,26 5,31 6,26 6,42 7,02
8 0,00 155 3,12 503 6,74 697 7,51
9 0,00 148 293 4,92 575 6,04 6,60

10 000 0,88 1,61 2,8 3,55 3,76 4,32

11 0,00 1,42 269 500 599 6,15 6,58

12 0,00 0,99 3,0 512 6,00 6,17 6,78

13 0,00 0,83 227 3,84 421 441 485

14 000 0,75 1,85 2,78 3,89 421 481

15 000 1,3 248 461 500 538 582
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Tabela 3.10: medidas das estimativas do residuo r; sob o cenario II.

Média DP Asgsimetria  Curtose

3

T 0,00 1,02 0,49 3,22
2 -0,00 1,03 0,68 3,33
3 003 1,06 0,53 3,13
4 0,0l 1,06 0,55 3,22
5  -0,03 1,07 0,53 3,43
6 00l 1,02 0,48 3,24
7 -0,02 0,97 0,64 3,44
8§ 003 1,10 0,63 3,27
9 003 1,01 0,66 3,35
10 -0,02 0,59 0,03 2,81
11 -0,01 1,03 0,58 3,25
12 -0,01 1,00 0,75 3,55
13 001 1,01 0,57 3,13
14 0,01 1,04 0,50 3,19
15 -0,02 1,05 0,55 3,19

Tabela 3.11: medidas das estimativas do residuos rf sob o cenério II.

r?  Média DP  Assimetria  Curtose
1 0,04 1,01 0,02 3.35
2 0,04 1,00 0,26 3,09
3 0,01 1,04 0,09 3,12
4 0,03 1,04 0,12 3,03
5  -0,08 1,06 -0,05 357
6 -0,03 1,01 0,03 3,56
7 0,05 0,96 0,22 3,13
8 0,01 1,07 0,18 3,08
9 0,00 098 0,27 2,98
10 -0,01 0,60 0,19 2,84
11 -0,05 1,02 0,10 3,31
12 -0,04 0,97 0,31 3,19
13 -0,02 0,99 0,18 2,92
14 -0,03 1,03 0,02 3,31
15 -0,06 1,04 0,08 3,17

Tabela 3.12: medidas das estimativas do residuo r; sob o cendrio II.

ry Média DP Assimetria  Curtose
1 0,01 1,02 0,28 3,19
2 -0,01 1,02 0,49 3,17
3 0,03 1,04 0,38 3,01
4 0,00 1,06 0,33 3,02
5  -0,03 1,07 0,25 3,33
6 0,01 1,02 0,26 3,21
7 -0,02 0,97 0,42 3,19
8 0,02 1,08 0,41 3,09
9 0,03 0,99 0,49 3,15
10 -0,01 0,57 0,04 2,82
11 -0,02 1,02 0,38 3,17
12 -0,01 0,98 0,58 3,22
13 0,01 1,01 0,37 2,97
14 0,02 1,01 0,40 3,07
15 -0,02 1,04 0,35 3,10
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Tabela 3.13: diferengas (em valor absoluto) entre as distribuigdes acumulada teérica e
empirica do r; para dados do cenario II.

min  25% 50% 75% 90% 95% max

<
!

1 001 1,54 2,88 461 559 596 654
2 0,00 1,92 346 524 7,77 8,09 887
30,00 2,19 322 423 646 6,76 7,29
4 000 097 250 492 562 581 6,30
5 0,01 1,47 289 6,25 747 813 852
6 0,00 1,58 290 507 571 592 633
7 00l 1,07 334 599 701 725 7,85
8 0,0l 1,74 3,09 48 6,85 7,30 8,12
9 0,01 152 281 425 486 503 540
10 0,00 4,93 868 11,13 1227 12,56 12,84
11 0,02 1,65 3,08 6,26 751 771 833
120,01 1,77 4,08 631 7,23 7,64 831
13 0,02 140 261 442 595 625 665
14 002 1,65 245 389 6,18 651 685
15 0,00 2,14 3,04 549 589 6,05 640

Tabela 3.14: diferencgas (em valor absoluto) entre as distribuigdes acumulada tedrica e
empirica do r? para dados do cenario II.

r?  min  25% 50%  75% 90% 95% max
1001 0,79 225 352 420 4,71 524
2 000 1,05 284 405 639 6,74 748
3 001 140 205 337 536 560 653
40,00 063 1,64 387 431 440 4,74
5 000 1,02 243 512 657 7,02 753
6 000 090 211 389 447 470 500
7 001 1,05 255 491 577 595 6,49
8 0,00 1,22 2,30 4,37 5,76 6,10 6,82

9 0,00 0,77 1,95 3,01 3,72 3,93 4,37
10 0,02 4,75 891 10,76 12,14 12,89 13,48
11 0,0l 091 215 533 6,19 635 694
12 0,01 0,92 3,19 508 594 623 7,07
13 0,00 051 1,74 3,37 4,73 500 556
14 0,00 0,76 1,43 3,00 4,86 5,16 567
15 0,00 1,37 291 420 49 520 559
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Tabela 3.15: diferengas (em valor absoluto) entre as distribuigdes acumulada teérica e
empirica do 7} para dados do cenéario II.

min  25% 50% 75% 90% 95% max
000 137 272 349 456 520 597
0,02 1,60 2,74 424 654 7,05 7,89
0,00 1,64 287 389 559 582 655
0,00 073 2,07 3,73 429 441 4,82
001 149 247 481 643 6,92 741
0,00 1,31 246 386 481 516 561
0,00 083 272 467 543 571 628
0,00 1,69 278 437 600 633 691
9 000 1,09 219 324 3,65 3,81 4,16
10 001 503 919 11,53 12,11 1227 12,66
11 0,00 1,44 253 550 644 668 7,21
12 001 141 365 525 647 6,73 7,37
13 0,01 1,17 2,04 323 465 501 5,70
14 0,00 131 2,19 290 493 518 575
15 0,00 1,94 291 418 481 505 542

0O~ O UL W N %

Tabela 3.16: medidas das estimativas do residuo r; sob o cenéario III.

Meédia  DP Assimetria  Curtose

<3
!

1 0,0l 1,01 0,46 3,18
2 -0,02 0,95 0,45 3,04
3002 1,07 0,48 3,20
4 -0,01 0,93 0,27 2,96
5  -0,02 1,03 0,48 3,30
6 00l 1,00 0,46 3,23
7 -0,03 1,00 0,49 3,14
8§ 003 1,07 0,54 3,32
9 002 0,9 0,66 3,36
10 -0,01 095 0,51 3,06
11 0,02 1,04 0,46 3,23
12 -0,01 1,01 0,59 3,38
13 0,03 1,02 0,54 3,10
14 0,04 1,05 0,51 3,22
15 -0,03 1,02 0,47 3,16
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Tabela 3.17: medidas das estimativas do residuo ! sob o cenario III.

r?  Média DP  Assimetria  Curtose
1 -0,04 1,00 -0,01 3,31
2 0,05 0,94 0,07 2,04
3 -0,03 1,06 0,05 3,44
4 -0,03 0,93 -0,11 2,95
5 -0,06 1,02 0,04 3,44
6  -0,03 1,00 0,04 3,53
7007 0,99 0,07 3,03
8  -0,01 1,05 0,08 3,14
9 -0,01 093 0,30 2,99
10 -0,03 0,94 0,13 2,92
11 -0,06 1,04 -0,09 3,53
12 -0,04 0,99 0,13 3,14
13 -0,01 1,00 0,13 2,93
14 0,00 1,04 0,03 3,33
15 -0,07 1,02 -0,06 3,48

Tabela 3.18: medidas das estimativas do residuo 7} sob o cendrio III.

Média  DP Assimetria  Curtose

<
o %

1 0,11 0,93 0,09 3,20
2 -0,18 0,86 0,45 3,20
3 017 1,03 0,02 3,24
4 -0,62 1,08 0,35 2,55
5  -0,03 0,93 0,36 3,43
6 006 091 0,23 3,30
7 .00l 1,13 0,11 2,65
& 023 1,03 0,03 3,27
9  -0,13 087 0,62 3,63
10 -0,19 0,86 0,52 3,15
11 o010 1,00 -0,04 3,43
12 0,18 1,01 -0,03 3,26
13 0,20 1,02 0,11 3,03
14 o010 0,97 0,22 3,40
15 0,01 0,94 0,17 3,37
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Tabela 3.19: diferengas (em valor absoluto) entre as distribui¢des acumulada tedrica e
empirica do r; para dados do cenario III.

min  25% 50% 7% 90% 95% max

<
N

1 0,0l 1,03 2,55 4,28 504 520 561
2 0,00 1,08 301 456 491 506 5,44
3 000 1,81 320 440 694 7,35 7,93
4 0,00 0,77 1,68 2,63 363 428 527
5 0,00 1,11 295 536 633 659 7,30
6 0,00 1,53 2,72 469 540 577 627
70,00 1,06 242 6,09 6,69 6,94 7,52
8§ 0,00 1,23 267 38 494 543 5,99
9 0,00 1,49 3,07 420 456 48 531
10 0,00 1,35 2,89 445 604 6,19 6,86
11 00l 1,31 252 553 7,32 7,62 832
12 0,01 1,35 257 4,62 653 7,20 7,74
13 0,01 1,26 2,65 3,78 4,98 529 568
14 0,00 1,13 270 402 504 519 551
15 0,00 1,90 3,54 4,93 544 586 644

Tabela 3.20: diferengas (em valor absoluto) entre as distribui¢cdes acumulada tedrica e
empirica do ¥ para dados do cenario III.

<

W~ O U W N =Y

min  25% 50% 5% 90% 95% max
0,00 057 1,97 319 3,60 383 4,18
001 1,19 227 341 3,69 381 4,04
0,0l 1,8 2,12 337 554 590 6,72
0,00 0,54 1,19 221 298 341 4,29
0,00 065 1,97 415 527 549 594
0,00 0,76 2,07 3,59 4,09 441 4,83
0,00 068 1,73 505 536 554 599
0,00 0,71 1,64 2,88 3,67 4,05 4,71
9 0,00 1,9 222 305 343 3,63 4,00
10 0,00 1,03 202 345 464 479 559
11 001 085 1,71 4,36 6,16 644 7,39
12 0,00 0,69 1,81 3,63 509 573 622
130,00 055 1,46 260 3,63 3,87 421
14 0,00 0,74 1,64 285 3,76 3,94 4,33
15 0,00 088 326 3,99 435 465 524
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Tabela 3.21: diferengas (em valor absoluto) entre as distribui¢des acumulada tedrica e
empirica do r} para dados do cenério III.

min 25% 50% 75% 90% 95% max
0,00 1,06 1,89 4,44 6,19 652 7.7
0,02 264 7,54 11,35 12,28 12,66 13,19
0,0l 334 428 531 7,22 818 882
0,01 1032 18,73 24,31 2529 2568 26,07
0,00 1,50 3,70 506 553 575 6,42
0,00 082 155 334 620 7,00 751
0,00 1,26 1,87 333 4,18 442 495
0,00 535 640 731 825 876 9,60
0,00 260 602 999 11,28 11,47 11,76
10 0,02 261 7,83 12,24 13,93 1442 1524
11 001 141 222 344 494 539 6,12
12 000 3,75 564 683 7,4 7,29 8,14
13 000 489 685 7,42 807 820 875
14 000 1,08 1,77 3,06 570 628 6,77
15 000 068 210 3,04 414 465 544
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3.5 Influéncia local

A anélise de diagnodstico é uma maneira eficaz na deteccao de observagoes influentes.
Uma técnica bastante conhecida para avaliar o impacto da retirada de uma observacao ou
de um conjunto de observacoes nas estimativas dos parametros da regressao ¢ a delecao
de pontos. Esta técnica foi introduzida por Cook (1977) em modelos normais lineares e
posteriormente adaptada para diversas classes de modelos. Algumas referéncias para o
caso normal linear sao: Belsley, Kuh e Welsch (1980), Cook e Weisberg (1982), Atkinson
(1985) e Chatterjee e Hadi (1988). Alguns trabalhos que apresentam extensoes dessa
metodologia sdo: Moolgavkar, Lustbader e Venzon (1984), aplicaram essa metodologia
nos modelos de regressao nao-linear com aplicacoes em estudos emparelhados; Paula e
Peres (1988), apresentaram uma discurssdo sobre a dele¢do de pontos em modelos lin-
eares generalizados com parametros restritos na forma C3 > 0; Davison e Tsai (1992) e
Cordeiro e Paula (1992), fizeram uma extensao para modelos onde a distribui¢ao nao per-
tence a familia exponencial de distribuicoes; Galea, Riquelme e Paula (2000), analisaram
esta técnica em modelos de contornos elipticos multivariados. Porém, uma desvantagem
que pode surgir com a delecao individual de pontos é que essa metodologia pode eventual-
mente nao detectar pontos que sdo conjuntamente influentes. No entanto, Cook (1986)
propos um método de influéncia local que consiste em estudar o comportamento de uma
medida de influéncia particular sujeito a pequenas perturbacoes nos dados ou modelos.
Assim, esta metodologia serve para verificar a existéncia de pontos que ap6s modificagoes
pequenas no modelo e/ou dados causam variagdes desproporcionais nas conclusoes infer-
enciais. Um grande nimero de autores tém aplicado essa metodologia em modelos de
regressao mais gerais do que o modelo de regressao normal linear. Podemos citar por ex-
emplo, Paula (1993), Galea, Paula e Bolfarine (1997), Galea, Riquelme e Paula (2000) e
Diaz-Garcia, Galea e Leiva (2003). Temos também autores que investigaram a anéalise de
influéncia local em modelos de andlise de sobrevivéncia: por exemplo, Pettit e Bin Daud
(1989) fizeram uma investigacao da influéncia local em modelos de Cox com riscos pro-
porcionais; Escobar e Meeker (1992) fizeram uma adaptacao do método de influéncia local
para modelos de regressdo com censura; Ortega, Bolfarine e Paula (2003) consideraram
o problema da analise de influéncia local em modelos de regressao log-gama generalizado

com observacoes censuradas e temos ainda, Galea, Leiva e Paula (2004) que fizeram uma
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derivagao das curvaturas da influéncia local sob varios esquemas de perturbacao em mod-
elos de regressao linear log-BS com dados nao censurados. Além de considerarem a funcao
de verossimilhanca para o céalculo das curvaturas, outras sugestoes vém sendo propostas
para lidar com situacoes nao-padrao e para varios modelos, pode-se ver por exemplo,
Fung e Kwan (1997), Kwan e Fung (1998), Tanaka, Zhang e Mori (2003), Galea, Paula e
Cysneiros (2005), entre outros.

O afastamento da verossimilhanca expressado LD(w) = 2{L(8)—L(6,,)}, ¢ a medida
de influéncia mais conhecida, em que 6., ¢ a estimativa de maxima verossimilhanca sob
o modelo perturbado e w = (wi,ws,...,w,) é o vetor de perturbacdo. Cook (1986)
propos estudar o comportamento de LD(w) numa vizinhanga do vetor de ndo perturbagio
wp. Ele sugeriu que seja feita a investigacao da curvatura normal da linha projetada
LD(wqg + ad), em que a € R, numa vizinhanca de a = 0, para alguma dire¢ao arbitraria
d, ||d|| = 1. E possivel mostrar que a curvatura normal possui a seguinte forma geral,
Cy(0) = 2/d"TATL,}Ad|, em que A é uma matriz (p x n) dada por A = %,
avaliada em 3 = B e w = wy. Cook (1986) sugeriu utilizar d,,.., que é o autovetor
correspondente ao maior autovalor Cy _ da matriz F= ATflgelA. Com o vetor d, g €

possivel identificar os fatores mais influentes para o esquema de perturbagao em estudo.

Se o interesse é somente no vetor 3, temos que a curvatura normal na direcao d é

expressa por Cy(8) = 2|d" AT (L, — Ll)Ad| em que

0 O
Ll_(o i&é)

e d,,qe neste caso é o correspondente ao maior autovalor da matriz AT(f/(;el — Ly)A. Se
quisermos avaliar a influéncia local para o parametro de precisao J, o procedimento é
similar ao demonstrado para 3.

Escobar e Meeker (1992) sugerem que a medida de influéncia a ser tomada seja os
elementos da diagonal principal da matriz F = ATie_glA, enquanto Lesaffre and Verbeke
(1998) sugerem que a curvatura normal seja avaliada na dire¢do da i-ésima observacao,
que consiste em avaliarmos Cy(0) no vetor d; de dimensao n composto por um na i-ésima
linha e zero nas demais. Essa curvatura é denominada por C; que é igual a 2|fu|, em

que f;; € o 1-ésimo elemento diagonal da matriz F'. E sugerido um atencao especial nas

Lyer Cook(1986)
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observacoes tal que C; > 2C.

3.6 Calculo das curvaturas

Nesta secao obteremos, a matriz A dada por
0%((0
A (PHUO))
000w T
para cada um dos esquemas de perturbacao aqui estudados, considerando o modelo
definido em (3.2)).

Ponderacao de casos

T

Considere w = (wy,...,w,) o vetor de perturbacao e o logaritmo da funcao de

verossimilhanca perturbada
(Blw) = wili(pi, 0),
i=1

em que £;(;,0) estd definida em (3.5), 0 < w; < 1ewy = (1,...,1)7 (vetor de nao
perturbagao). A matriz A é dada por

Ap
A = 3.17
(%) 1)
em que Ag é uma matriz p X n expressa como Ag = X 'diag{ay, ..., a,} diag{e;, ..., e,}
com
! (3.18)
a; — .
g'(p)
© 1
1 N 5+1t+ ‘+(6+1)t 52
€ = — b i i :
2% 5 a 42 400 + D
Além disso, As = (by,...,b,)" com
1 1 (t; + p;) ti 60+ 2)w

bi:§+2(5+1)+(5ti+ti+5ui) A A1)

em que todas as derivadas sao avaliadas em 6 = 0 ¢ w = wy. Podemos observar que nesse
esquema de perturbacao, a matriz A nao depende do vetor w.

O vetor dy,q, € entdo obtido e um grafico de |d,,..| versus a ordem das observagoes
pode revelar quais sdao os casos que exercem mais influéncia sobre as estimativas dos

parametros. E os calculos datalhados das curvaturas estao presentes no Apéndice.
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Perturbacgao na variavel resposta

Considere um esquema de perturbagao aditivo na variavel resposta onde t;(w) =
ti + w;s(t;), em que s(t;) ¢ um fator de escala utilizado com o intuito de padronizar os
componentes de w e pode ser estimado pelo desvio padrao de T; e w; € R. O logaritmo

da funcao de verossimilhanca perturbada assume a forma
((0lw) = ZE (t: + wis(te); 1, 0),

em que £;(t; +w;s(t;); i, 6) = §— 1log(6+1) — 2 log(16m) — L log(11;) — 2 log(t; +wis(t;)) +

[titwis(t:)](0+1) 825 _ T
log(d[t; + wis(ts)] + [t + wis(ts)] + 0pi) — ™ — igmsteern: wo = (0,...,0)
e a matriz A assume a mesma forma dada em (3.17)), em que

Ay = X"diag{ay, ..., a,ydiag{¢1, ..., ¥, },

com a; dado em (3.18) e

N 5(6 + 1) (6+1) 62
e ety e SR S S wz-s@z-)(P} )
3.19
Além disso, Ay = (74, . .. ,Tn)T com
NS 0 1 50+ 2)
i = sth) { (O[ts + wis(ts)] + [t: +wis(t)] + 0ps)? A i Alt; + wis(t:)]*(6 + 1)2(} )
3.20

em que todas as derivadas sao avaliadas em @ = 0 e w = wy.

Perturbacao no parametro de precisao

Agora considere um esquema de perturbacdo na precisao do modelo definido em
1) onde J;(w) = %. O logaritmo da fun¢ao de maxima verossimilhanga perturbada

assume a forma

((0|lw) = Z€ t“,ul,—, w#0

)

em que
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i) 0 N log(0 +w;) log(w;) log(16m)  log(s)
wi” 2w 2 2 2 2
log(t;
3 Og( ) 4 low(8t; + tuws + 0p1s) — log(6 + w;)
tl(é + (UZ') _ (52/1%

Ci(ti; s,

Neste caso wy = (1,...,1)" e a matriz A assume a mesma forma dada em (3.17)), em que
Ag = X'diag{ay, ..., a,}diag{&, ..., &},
com a; dado em (3.18]) e

&= 0t; 0t; 62( + 2w;)

(0t + taor + 02 Al A2 + w2

Além disso, As = (¢1,...,¢n)" com

202 2(6 +w)? (Ot + tiw; +0ps) (0 +w)? T Apw? Atw? (6 +w;)3

(2

Yi = —
em que todas as derivadas sao avaliadas em @ = 0 e w = wy.

Alavancagem generalizada

A ideia principal do conceito de ponto de alavanca é avaliar a influéncia de ¢; sobre
o proprio valor predito ( ver, Hoaglin e Welsch (1978), Cook e Weisberg (1982), Emerson,
Hoaglin e Kempthorne (1984), St. Laurent e Cook (1992) e Wei, Hu e Fung (1998)). Uma
forma de representar essa influéncia é através da derivada Of; /Ot; que no caso normal
linear coincide com h;;, em que h;; é o 1-ésimo elemento da diagonal da matriz de projecao
H =X(X")"'XT e X ¢ a matriz modelo. Wei, Hu e Fung (1998) propuseram uma forma
geral para 0t/0t quando 0 é irrestrito e Paula (1993,1995 e 1999b) propos quando 6 é
restrito em desigualdades lineares. A matriz de alavanca generalizada para é, estimador

de maxima verossimilhanga de 0, tal que E(t) = p = u(0), tem a forma
GL(6) = {Dy(—Lgs) " Lot} 5, (3.21)

em que Dy = 000", Loy = 9*L(0)/0000" e Ly = 0*L(0)/000tT. A expressio
(3.21)) baseiam-se na mesma ideia da matriz de alavanca Jacobiana ("Jacobian leverage")

proposta por St. Laurent e Cook (1992) para modelos normais nao-lineares.

67



Sendo Dy = (D(a)X,0) e com
Ly =X"D(a)D(v) e Ls=k",

em que D(v) = diag{vi,...,v,}, com

o 5(0 +1) <5+1)+ 52
" (Ot b+ Op)? 4p? 40 + 1)t2

e kK = (Ki,...,Kn), cOM

L pi I S G
(St t Fop)? Ap? o 4(0+ 1)

Logo, a expressao (3.21)) da matriz de alavanca generalizada possui a forma

D(a)X(XD(¢)X)"'X"D(a)m

GL(0) = GLs(6) + i

{mTGLB(é) + ,J} (3.22)

em que D(c) = diag{cy,...,co}, m = (mq,...,m,)" e E = tr(D(d)) — m'D(a)XA

estao definidos na secao 3.1. Temos ainda que

GL;(0) = D(a)X(XD(e)X)"'X"D(a)D(v)
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CAPITULO 4

Aplicactes

4.1 Dados de vida de fadiga

Seja o conjunto de dados nao censurados de fadiga biaxial apresentado por Brown e
Miller (1978) e analisado posteriormente por Rieck e Nedelman (1991) sobre um estudo
do tempo de vida de uma parte de metal. A varidvel resposta é o nimero de ciclos até
a ocorréncia da falha (N) e a varidvel explicativa é o trabalho por ciclo expressado por
(M;/m?) (W). O conjunto de dados contém 46 observagoes e est& apresentado na Tabela
41l

Deseja-se modelar o numero de ciclos até a ocorréncia da falha do pedaco de metal.
Inicialmente, é feita uma analise descritiva das varidveis envolvidas neste problema. Na
Tabela |4.2|encontram-se os resultados de algumas medidas resumo. Nota-se que a variavel
resposta, N, assume valores entre 125 a 5046. J4 a variavel explicativa, W, assume valores
entre 11,50 a 100,50.

Na Figura (a)7 tem-se o histograma da variavel resposta. Este grafico mostra
que a variavel reposta possui um comportamento assimétrico e que a maior parte das
observacoes se encontram no intervalo que vai de 0 a 1000. Este comportamento também
é observado na Figura (b) onde temos o boxplot da variavel resposta. Adicionalmente,
nota-se neste grafico a presenca de quatro valores extremos a saber: casos, #1, #2, #4

e #6. Visto a natureza do comportamento da variavel resposta, propomos para este
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Tabela 4.1: dados de fadiga de biaxial de Brown e Miller (1978).

M| W N| M| W N M| W| NI M Wi N
11 11,5 3280 | 13 | 24,0 | 804 | 25| 40,1 | 750 | 36 | 60,3 | 283
2 13,0 |5046 | 14 | 24,6 | 1093 | 26 | 40,1 | 316 | 37 | 60,5 | 212
31 14,3 | 1563 | 15| 25,2 | 1125 | 27 | 43,0 | 456 | 38 | 62,1 | 327
4115,6 | 4707 | 16 | 25,5 | 884 | 28 | 44,1 | 5352 | 39 | 62,8 | 373
5| 16,0 | 977 | 17 | 26,3 | 1300 | 29 | 46,5 | 355 | 40 | 66,5 | 125
6 17,3 ]2834 |18 | 27,9 | 852 |30 | 47,3 | 242 | 41| 67,0 | 187
7119,312266 | 19 | 28,3 | 580 | 31 | 48,7 | 190 | 42 | 67,1 | 135
8§ 121,11]2208 | 20 | 28,4 | 1066 | 32 | 52,9 | 127 | 43 | 67,9 | 245
921,56 | 1040 | 21 | 28,6 | 1114 | 33 | 56,9 | 185 | 44 | 68,8 | 137

10 [ 22,6 | 700 | 22 | 30,9 | 386 |34 59,9 |255|45| 75,4200

11 (22,6 | 1583 | 23 | 31,9 | 745 | 35 | 60,2 | 195 | 46 | 100,5 | 190

12 1240 | 48224 | 345 | 736

conjunto de dados um modelo de regressao Birnbaum-Saunders onde N; ~ BS(0, u;),

para ¢ = 1,...,46, sao variaveis aleatorias independentes, tais que

Para a estimacgao dos parametros do modelo utilizou-se o método de maxima vero-
ssimilhanca. O logaritmo da funcao de verossimilhanca é maximizado através do método
BFGS da funcao optim do R com derivadas analiticas e utilizou-se como chute inicial
para os [’s as estimativas de minimos quadrados com uma variavel resposta modificada
(ver Ferrari e Cribari-Neto, 2004) e para o parametros § usamos o estimador de momen-

tos & como chute inicial. A estimativa de méxima verossimilhanca de 8 = (37, 0)

log(pi) = Bo + Bi log(W3),

Medida N W
Minimo 125,00 11,50

Q1 242,75 24,00

Média 943,65 40,29
Mediana 566,00 33,20

Qs 1086,25 60,12

Maximo 5046,00 100,50
Desvio Padrao 1111,26 20,92
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Figura 4.1: histograma de frequéncia e box-plot para o nimero de ciclos até a ocorréncia
da falha do pedaco de metal.

(Bo, B1,6) " e os respectivos valores dos erros-padrio (em parénteses) sdo
Bo =12,360(0,391) B, = —1,671(0,109) e &= 11,816 (2,464).

Na Figura [4.2| é apresentado o grafico de dispersao com a reta ajustada sobreposta
mostrando indicios que a reta estd bem ajustada. Na Figura [4.3a)-(c) sdo apresentados
os graficos dos residuos r;, r¥ e r¥ contra os valores ajustados, respectivamente. Em
particular na Figura|4.3{a) nota-se que o residuo r; nao apresenta nenhum comportamento
sistematico, porém a observacao # 4 apresentou um valor pouco elevado. Ja na Figura
4.3(b) é possivel notar que apesar do residuo, 77 nao apresentar nenhum comportamento
sistematico, esta figura apresenta trés observagoes com valores um pouco elevados. Na
Figura [4.3¢) nenhum comportamento sistematico e nem observagoes atipicas do residuo

r7. Na Figura sao apresentados os graficos normais de probabilidade para os residuos
p

ri, v, e r; com envelope simulado. Nota-se que nao existe indicios de afastamento da
suposicao de que os erros tém distribuicao BS. O grafico de pontos de alavancagem
generalizada é apresentado na Figura 4.5 com o objetivo de se verificar a existéncia de alta
alavancagem. Esta Figura destaca as observagoes #1, #3 e #5 como de alta alavancagem,

indicando que para valores de X baixos temos uma menor precisao na sua previsao.
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Figura 4.2: grafico de dispersao para o logaritmo do conjunto de dados de fadiga.
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Figura 4.3: graficos dos residuos r; (a), ¥ (b) e ¥ (¢) contra os valores ajustados.
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Figura 4.4: graficos de probabilidade normais para os residuos r; (a), 77 (b) e rf (c) com

envelope.

Nas Figurase ¢ mostrado os gréificos de |d;q.| contra o indice das observagées
para @, 3 e 0 sob o esquema de ponderacao de casos. Pode-se notar que as observagoes #
4, #5, #12, # 32 e # 46 destacam-se como influentes em todos os casos. As observagoes
H# 2, # 3, # 4, # 5, # 12, # 32 e # 46 se destacam como potencialmente influentes
para 3 e 0, enquanto que para ¢, as observacoes # 4, # 5, # 12, # 32 e # 46 é que
se mostram como potencialmente influentes. Também foram construidos os graficos de
influéncia local Cj, apresentados nas Figuras e contra os indices das observacoes
considerando como parametros de interesse é, B e 0. Através dos graficos de influéncia
local, C;, conclui-se que as observacoes # 2, # 3, # 4, # 5, # 12, # 32 e # 46 exercem

uma influéncia relevante.
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Figura 4.5: grafico de alavanca generalizada.
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Figura 4.6: grafico do |dp,q.| contra o indice das observagoes sob o esquema de ponderagio
de casos para 6.
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Figura 4.8: graficos de C;(0) contra o indice da observagoes sob o esquema de ponderagao
de casos.

CJ_ D_
o | o |
(=] o
© | 4 4 ©
(o] [}
g &)
< | 5 < |
(o] o
2
o 3 39 o~ 2
B - 12
L= R I [ I N TN L . o 45
H ‘ ‘ “ |
o |||II .II.||.|II|‘||..‘ ‘Ill I L I T R T
(=] o
T T T T T T T T T T
0 10 20 30 40 0 10 20 30 40
Indice indice
(a) b)
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de ponderacao de casos.
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Na Tabela [4.3] encontram-se as estimativas dos parametros do modelo quando re-
tiramos individualmente cada observacao considerada como influente. Também foram
calculadas as mudangas relativas de cada estimativa, definida por: RC; = (ﬁj — Bj(i))/ﬁ’j,
paraj=0,1e2=1,...,46, em que Bj@) denota o estimador de maxima verossimilhanga
para 3; quando a i-ésima observacao ¢ excluida. As chances relativas para 5, e 8; sao
também apresentadas na Tabela Observa-se que nao ha mudanca inferencial para

nenhum dos coeficientes.

Tabela 4.3: mudanca relativa em 3 para os casos indicados.

Observacoes Bo 51

excluidas Bo RC p-valor oh RC p-valor
Nenhum | 12,3605 0,0000 0,0000 | -1,6706 0,0000 0,0000

2| 12,2016 -0,0130 0,0000 | -1,6297 0,0190 0,0000
3112,4856 0,0100 0,0000 | -1,7030 0,0190 0,0000

4 112,1602 0,0160 0,0000 | -1,6208 0,0300 0,0000

5| 12,5431  0,0150 0,0000 | -1,7183 0,0290  0,0000

12 | 12,4545  0,0080 0,0000 | -1,6934 0,0140 0,0000

46 | 12,5473  0,0150 0,0000 | -1,7289 0,0350  0,0000
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CAPITULO b

Conclusdes e trabalhos futuros

Neste trabalho foram estudadas algumas reparametrizacoes da distribuicao Birnbaum-
Saunders e as propriedades empiricas dos estimadores de maxima verossimilhanca e de
momentos para cada uma. Foram propostos quatro tipos de residuos e estudados trés,
cuja distribuicao empirica apresentou semelhancas com a distribuicao normal padrao.
Além disso, foram apresentados alguns aspectos da anélise de diagnostico, cuja as cur-
vaturas normais da influéncia local foram derivadas através da medida de afastamento
pela verossimilhanca para trés esquemas de perturbacao, sendo ele ponderacao de casos,
perturbacao na variavel reposta e perturbacao na escala. Para ilustrar a metodologia
utilizada neste trabalho, fez-se uso de dados reais oriundos de fadiga de material.

Foi possivel observar que o MRBS apresentou ajuste similar a estudos realizados an-
teriormente, como por exemplo Rieck e Nedelman (1991) e Galea, Paula e Leiva (2004).
Porém o MRBS apresentou estimativas dos erros padrao menores. Outro aspecto im-
portante a se ressaltar é que, a partir da repametrizacdo que resulta na BS(6, ) foi
possivel contruir um novo modelo de regressao que modela diretamente a média da va-
ridvel resposta. Isso é importante afinal em estudos de regressao quase sempre estamos
interessados em modelar a média da variavel reposta. Esta caracteristica nao é observada
nos modelos existente baseados na distribui¢cao Birnbaum-Saunders.

Como possiveis trabalhos a serem desenvolvidos futuramente, inicialmente seria a

construcao de um pacote para o softawe R a partir dos resultados teoricos obtidos neste
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trabalho. Pretende-se ainda dar continuidade aos estudos com censura e os estudo para
regressao nao-linear proposto por Lemonte e Cordeiro (2009). Outro ponto importante que
pode ser abordado futuramente é a proposta de novos residuos que sejam mais simétricos.
Posteriormente poderao ser propostas solucoes para o problema apresentado pelo residuo

baseado na funcao desvio.
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Apéndice

Propriedades

Reparametrizagao 1

i) Sejaa>0eY =aT, entdo T' = Y/a. Entao, se

( /2+az_ /7%&2 )1 o
F(%;a,u) ]P’(T< [ (1/ Y2+ %) — 4/ 22j—ua2 )], y > 0.

Entao, Y ~ BS(«a,au), comprovando que a distribuigdo BS(«, i) satisfaz a pro-

F(t;a,p) =P(T <t)=

priedade de escala.

ii) EsejaY =T71. Entao T =Y 1. Assim,

1 1 1 (2 + a?)
F(Zau)=P(T<>) = &|- ,/ ,/
1 1/3*
W[ ,/ /ﬂ
Q@ 1/5*
em que §* = % Nota-se entao que % ~ BS(«, (2;“52)). Logo a distribuicao

BS(a, p) satisfaz a propriedade reciproca.
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Reparametrizacao 2

i) Sejaa>0eY =aT, entdo T =Y /a. Dado que

1 ot L
F(tyo,p) =P(T' <t) = ‘I’[mQ/;—\/%)],
_ 1 [y¢ _ [an
)_q)[ 2(¢—1)< aj yd))]’ v=0

Logo, a variavel Y possui distribuigdo BS(¢,ap). Sendo assim, a distribuigao

obtém-se

|
SIS

BS(¢, 1) satisfaz a propriedade de escala.

ii) EsejaY =T71. Entao T'=Y 1. Assim, tem-se que

FCio.m) =BT <) = @%(P—\/E)]
- 2¢—1(Vr__ Vﬁﬁ>]

em que [* = % Nota-se entao que = i~ BS(\/— ). Logo a distribuicao
26—1) 1

ISL

BS(¢, 11) satisfaz a propriedade reciproca.

Reparametrizacao 3

i) Sejaa>0eY =aT, entdo T = Y/a. Entao, se

oz\/4 + Sa’t 2\/c
av4 + ba’t

F(t;a,0) =P(T <t)= t>0

logo a fda de Y, possui a forma

VA¥5a2 Vaio
Fia,0)=p(r <’ o vao V1,
a Valo yav4 + yav/4 + ba?

Pode-se ver que a distribui¢do BS(«, 0) ndo possui a propriedade de escala. No

entanto a distribui¢ao da variavel Y segue uma BS(a, a’0).
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ii) Eseja Y =T Entdao T =Y ' Desta forma a fda de X possui a forma

) o 1 2¢\/o  Jav4+5a?
B o} av4 + ba? 2x+\/o ’

em que 5 = aj%. Nota-se entao que % ~ BS(a, Q—V;\EM) Logo a distribuigao

BS(a, o) satisfaz a propriedade reciproca.

Reparametrizagao 4

i) Sejaa>0eY =aT, entdo T = Y/a. Entao, se

F(t;v,0)=P(T <t)=® 2\/% \/2—%(;”&—,/% . t>0.

Logo a fda de Y possui a forma

Y. B N V5 2¢/7(v — 1)y Vbhalo
F(Ci7,0)=P(T <) =5 e \/ N —,/zmy .y >0.

Pode-se ver que a distribuigdo BS(a, o) nao possui a propriedade de escala. No

entanto a distribui¢ao da variavel Y segue uma BS(a, a’0).

ii) EsejaY =T7!. Entdao T =Y L. Desta forma a fda de X possui a forma
1 1 V5 Sox 2¢/7(y—1)
F(=v,0)=PT<-) = & | — - x|,
(5i70) =P(T < -) o= Vi \/ -

* V5o _ = 1 2/7—1 2¢/7(0—1)
em que 3* = ek Nota-se entdo que = BS( N ). Logo a

distribuigao BS(v, o) satisfaz a propriedade reciproca.
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Reparametrizacao 5

i) Sejaa>0eY =aT, entdo T = Y/a. Entao, se

F(t:6,1) = B(T < t) = & {\/g [(t(‘i; 1))1/2 _ <t(;—jfl)>l/2] } L0,

entao

Flom=pr<’)=a {\/g [(“g;”)m - (y(gcfl))m] } oy,

Logo, a distribuicao BS(d, pt) pertence a familia de escala.

<

ii) Agora seja X = T, Entio T = 1/X, por isso
F(iom) =BT <) = @{\/X ((;ﬁ >1/2 B ((55:;))1/1 }
L) -

Logo a distribuicao BS(0, i) satisfaz a propriedade reciproca.

8

Estimadores de Momentos
Nova parametrizacao 1

Sabemos que a média a variancia da BS(«, p) sdo dadas respectivamente, por

(n)?(4 + 5a?)
2+ a2)2

ETl=p e V[T]=

Pode-se mostrar que

E[T?] = V[T] + E*[T).
Entao para a BS(«, i) temos
(na)*(4+50%)
(2+a?)?

Para obtermos os estimadores de momentos devemos solucionar as seguintes equagoes

E[T?) =
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)2 (4450 n
(2) = ()24£o;2r)2 D+ p = %Zi:l t;

De obtemos os estimador de momentos para p, denotado por i = t. Sendo

assim, temos que (2) passa a ter a seguinte igualdade

(ta)* (4 +50%) 1o
t — t;

(2+a?)?
(ta)?(4 + 5a?) I~y -
S A5
i=1
(ta)?(4 + 5a?) 1< )
2+a2)?2 ﬁz(ti_a
i=1
o?(4+5a%) &
22 2
(2+a?) t

K

?(4+50%) = K(2+a?)?
40 +50* = k{4 +4a® +a'}

(5b—k)a' —(4k —4)a® — 4k, = 0
A B C

At + Ba?—-C = 0

O resultado que satisfaz a igualdade Aa* — Ba? — C = 0 e o espago parametro do

parametros « é

B+ vB? +4AC
2A

1
2
)

a =

2

emqueA:(5—f<;):(5—%),B:(4m—4):(4%2—4)e(§’:4/-@:4;%2. No entanto,

temos que & poderé ser escrito da seguinte forma

1
~ 2 — 22+ V1 + 3252 |7
a=2 —

(1022 — 252)
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Os estimados de momentos para o parametros «, &, estard bem definido apenas

quando o coeficiente de variacio amostral apresentar valor inferior a v/5.

Nova parametrizagao 2
Ja foi mostrado que a média e a variancia da BS(¢, ) sdo dadas respectivamente,

por
L. _ (¢ —1)(5¢ —3)
E[T)=p e V[T 7

E facil mostrar que

E[T?] = V[T] + E*[T].

Logo para a BS(«, i) temos que

E[TZ] _ :uz((b — 22(5925 — 3) + N2‘

Os estimadores de momentos para os parametros ¢ e u, sao obtidos através das

solucoes das equacoes apresentadas abaixo

(UN: 1 :'Lzlti:IE
2(—1)(5-3) 1 o (5:2)
(2) = = 3

De (1) obtem-se o estimador de momentos para p, denotado por i = t. Desta forma

(2) passa a ter a seguinte igualdade
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PO-166-3)  p _ 15~

¢ n
Plo—DBo—-3) _ 1y
p = E;tf—?
(¢ —1)(5¢ — 3 1 &
t (925 1(;2( ¢ ) _ E Z(tl _ 52

(¢ —1)(5¢ —3) s*
% Z

(¢ —1)(56—3) = kg’
5¢° —8p+3 = k¢’

5—kK)¢*—8p+3 = 0
A

Ap* —8p+3 = 0

O resultado que satisfaz a igualdade A¢? — 8¢ +3 = 0 e o espaco parametro do

parametros ¢ ¢

54+ VIE=34
- A

emque A= (5—k)=(5— %2) Temos ainda que ¢ pode ser expresso da seguinte forma
482 + tV/12 + 352

(5% — 52)

Temos ainda que este estimador estara bem definido quando o coeficiente de variacao

amostral apresentar valor inferior a /5.

Nova parametrizagao 3

A BS(«, 0) possui como média e varidncia respectivamente, as seguintes expressoes

T) = M e V[T]=o.
a(4 + 5a?)z

Pode-se mostrar que
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E[T?] = V[T] + E*[T).

Assim a BS(«, 1) apresenta como resultado

E[T?] = o + | 2OV ]

a(4 4 5a2)z

Os estimadores de momentos para os parametros « e o, sao obtidos através das

solucoes das equacgoes apresentadas abaixo

(1) e _ 15 4

a(4+5a2)% N =1
2 (5.3)
ra2)e | _ 15 g2
@+ | L) iy
{ ) e
a(4+da“)?2
N (5.4)
(2) o+ = %Z?ﬂt?
2 _
(1> (2+4a )\/51 — i
a(4+5a2)2
;»{ (se? (5.5)
2)o=, XLt
{ W el =
a(4+5a
— (5.6)
(2) o= 2t —1)?
) it
a )2
N (o) (5.7)

(2) 0 = s*

De (1.7)-2 obtem-se o estimador de momentos para o, denotado por & = s?. Desta

forma (1) passa a ter a seguinte igualdade
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(2 + a®)Vs? :

a(4 + 5a2):

(2 + a2)2s? 2

a?(4 + 5a?)
2

s
(24 a?)? 5 = o?(4 + 5a?)
~—

{4+ 40* + o'}k = 4a® +5at

5—k)at+ (4 —4k)a? — 4k
( - ) ( g ) <

Aa*+ Ba?—C = 0

O resultado que satisfaz a igualdade Aa* + Ba? — C = 0 e o espago parametro do

parametros o é

—B+ VB2 +4AC
2A

1
2
)

o =

emque A= (5h—k) = (5—%2), B=(4—4k) = (4—4;%2) e C =4k = 4;%2. Assim como na
reparametrizacio 1, temos que o estimador de momentos para o existira quando cv < /5.

E substituindo os respectivos valores de A, B e C' obtemos a seguinte expressao

1
N 2 — P2+t 312s2 |
a =2 _
(1022 — 2s2)

Nova parametrizagao 4

NA BS(v,0) temos que a média e a varidncia sao respectivamente, dadas por

_ Iy +3)ve _,
E[T] = \/m VIT] =o.
Pode-se mostrar que
E[T?] = V[T] + E*[T).

Assim a BS(«, 1) apresenta como resultado
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E[TQ} -0+ (27 + 3)\/3 ]

207(y — 1)

Os estimadores de momentos para os parametros v e o, sao obtidos através das

solucoes das equacgoes apresentadas abaixo

2y +3)Ve 1N o, F
) Voo = n Zim i =1
) (5.8)
2y +3)Vo | 1N 42
(2)‘7+[m = 5 2ui=1ti

(1) (2 4+3ve ¢

/207 (v—1)
o (5.9)

=
(2) o+t = %Z:’L:ltzz
(1) & +3ve ¢
= o (5.10)
(2) o=t
(1) (2 +3)ve ¢
- 20 (5.11)
(2) o = %Z?:l(ti —t)?
(1) X 3Ive 5
20v(v—1)
= (5.12)
(2) 0= s?

De (1.12)-2 obtem-se o estimador de momentos para o, denotado por & = s%. Desta

forma (1) passa a ter a seguinte igualdade
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(27 + 3)V's?

20y (y = 1)
(27 + 3)%s? =
207(y = 1)
2 s
(2v+3) n = 20y(y — 1)
~

K

{4y + 12y + 9}k = 207* — 20y

(20 — 4K)¥* — (20 + 12K) v — 9k
A B ¢

AV¥*—By—-C = 0

O resultado que satisfaz a igualdade Ay? — By — C' = 0 e o espaco parametro do

parametros y é
. B++VB*+4AC
7= 24 ’
em que A = (20 — ds) = (20 —4%), B = (20 + 12) = (20 + 125) ¢ C = 9% = 9%

Da mesma forma que para o estimador de momentos de «, temos que o estimadores de

momentos de 7 existird se cv < /5. Pode-se escrever o estimador 7 da seguinte maneira,

582 4+ 352 + 5V/t4 + 31252
(1022 — 2s2)

Nova parametrizagao 5

Temos que a média e a variancia da BS(d, ) possuem respectivamente as seguintes

expressoes

Facilmente mostra-se que

E[T?] = V[T] + E*[T].

Desta forma para a BS(a, 1) temos o seguinte resultado
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4*(20 +5) 2
(0+1)2
Os estimadores de momentos para os parametros d e u, sdo obtidos através das

E[T7?] =

solucoes das equacoes apresentadas abaixo

(UN:%Zth@':f

?(2459) 2 _ 1N\ 42
(2) Groz T = a it

De (1) obtem-se o estimador de momentos para p, denotado por i = ¢. Desta forma

(5.13)

(2) passa a ter a seguinte igualdade

(26 +5) 1~
———— + 1 -y ¢

(04 1)2

(26 + 5) I~y -
= N 2
(041)2 n;%
t2(26 +5) 1 & )
Brr ~ a2t
(20+5) &

2 T 2
(6+1) ?

(204+5) = k(6+1)?
204+5 = k{0*+20+1}
(k) 0°—=(2—-2K)0—(5—kK) = 0

~—~— —— ——
A B c

AS* - B5—C = 0

O resultado que satisfaz a igualdade Aé? — B6 — C = 0 e o espaco parametro do

parametros 0 é

B+ +vB?+4AC
2A ’
emqueA:m:%?,B:(2—2/£):(2—2§)eC:(5—/£):(5—%2). Temos que

g:

esse valor serd a tnica solucao que satisfaca as condicoes do espaco paramétrico de § se o
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coeficiente de variacdo amostral for inferior a /5. Temos ainda que este estimador poder

ser expresso da seguinte forma

2 — 5% + Vit 4 31252

52

5:

Funcoes escore
A funcao escore para 3;(j =1,...,p) é dada por

BIAC) "0 (wi, 8) du; On;

em que
Sl d) 1 g A (5.14)
Opi 2w (Ot +ti+6op) A2 TP ,
i oni __ .
© ?l% - g’(lui)7 a—Z; = x;5. Asssim,

" 1 ) ti(6+1) 62 1
U, (0) — b _
(6) Z { 24 " (6t +ti +6p) " 4p1? 4t; (0 + 1)} 9’(%‘)%

i=1

Seja D(a)mnxn) = diag{ai, as, ..., a,}, com

1 L o n ti(0+1) _ 52
2ui  (0t; +t; + Op) 412 4t; (6 + 1)

Zi = —

e X uma matriz de dimensao (n X p) onde a i-ésima linha ¢ ;. Entdo a forma matricial

da funcao escore de 3 é dada por

Us(9) ., =X"D(a)z,

e a funcao escore de § é dada por

) , o)

=1
em que
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Oi(pi0) 1 1 (tit+w) i 00+ 2)u

as 2 2(0+1)  (Oti+ti+0w)  Aw 406+ 1)

Consequentemente

I S (titm) i 00+
Ua(e)_;{2+2(6+1)+(6ti+ti+6uz~) dpg 4G+ 1?2 ]

Seja D(b) = diag{by, bs,...,b,}, com

b._1+ 1 N (titp) i 0(6+2)p
Y20 2(64+1)  (Oti+ti+op)  Apg 40+ 1)2

Entao,
U5(0)1><1 = tI'(D(b))

Matrizes Hesslana

A matriz hessiana é dada por

825(9) 826(9)
L o 8808 T afa(g o XTD(C)X XTD(a)m
0=\ 2w e | =\ m™D@X tr(D(d))
06037 062

em que /(0) esta definida em (3.4). Segue que

p;0B — ou?  dn; o Opdn: ) dn, TijTi
= i=1 8:”7,2 dT]’L aul a,uz dnz dnz 15Vl
em que
Prund) 1 ® e
Op;  2pf (Ot +ti+ 0p)? 213
o azigzjﬁ) ¢ apresentada na secao 3.1. Seja D(c¢) = diag(cy, o, ..., ¢,), com

oo (PPl 0) (AN Olilpin6) (O i dps
e ou? dn; Opti Opi dn; ) dn; |-

Em notacao matricial,
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Lgs = X" D(c)X.

A derivada segunda de (@) com respeito a 3;(j =1,2,...,p) e 6 é dada por

Z a2€ ,uzv dluz (3771

85385 Owido  dn; OB;
em que
Logo,
PUO) < t i 6(0+2) L
9806 (Oti +ti +0p5)* 4?46+ 1)% J g'(ps)
Seja m = (m1, my,...,my,)", com
o ti ti 6(0+2)
T Gttt om)? A2 a0+ )2
Em notagao matricial
Lss = X" D(a)m
A derivada de segunda ordem de ¢(€) com respeito a § é dada por
062 —~ 06
em que
Pli(pi,d) 1 (Gitw)?
082 206+ 1)2  (Oti+ti+0p)?  2(8+1)3¢]
Logo,

oUB0) _ Zn: { R et () Hi }
962 =\ 200412 (Ot + i+ 0m)? 2(5 4+ 1)%,
Seja D(d) = diag{d,,ds,...,d,}, com

1 B (t; + p1:)? B i
20+1)2 (0l + 4 +om)? 206+ 1)L,

di:

Em notacao matricial
1:455 = tr(D(d))

94



A inversa de Lgg pode ser expressa da forma

em que M = X"D(c)X, A= M'X"D(a)m e E = tr(D(d)) — m"D(a)XA.

A matriz de informacao de Fisher esperada para @, denotada por

K K
Ky — ( Koo Bas )
% (Ké,b’ K

¢é obtida utilizando valores esperados descritos abaixo

(E1) E(T) = u,

& 1)t w -1
I((;) = / le%\/ge*i((éal) +(5i1)t)6 t 4+ o 1 73244
0 4 ) +1 [mdp
o+1

Temos que Kgz = X 'D(v)X, com D(v) = diag{vy,...,v,} e v; = %m +

&WIQL Ks = Kj3 = X'D(a)s com s = (s1,...,8,) e s; = m +

) . 52436 2
FaT(0) e Kss = tr(D(w)) com D(w) = diag{uy, ..., un} € u; = Goomd + 5427(0).

Apos algumas manipulacoes algébricas obtém-se a inversa da matriz de informacgao

observada, K,,', possui forma

em que D =X"D(v)X, B=D"'X"D(a)se W = tr(D(u)) — s' D(a)XB.
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Curvaturas
Ponderacao de Casos

Primeiramente, é dado

20,0) ¢ 1 1 3
awr — 5 ]Qg(5 + 1) 5 10g(16ﬂ') 5 10g<,ur) 5 log(tr)

t(5+1) 624
1 — — .
+ log(dt, + t, + opy) I TREEEY

N | —

Dai segue que,

9%(,(0) 1 n ) n (0 + 1)t, 52 1
= _— — Tpi,
Ow, 0, 20, (O, +t, + o, 4y 46+ 1)t ) g'(ur) ’
e
Pl,0) (1 1 N (tr+p) e 00+ 2)p,
Ow,06 2 2(6+1)  (0t,+t.+6u,)  dp,  dt.(5+1)2 7
Sejam D(e) = diag{es,es,...,e,} e b= (b1, ba,...,b,)", com
Lo (41, _1+(5+1>t 52
€ = — U i i
2, 5 . 42 10+ 1t
e
oL 1 (ti+p) i 00 +2)
Y2 2(4+1) (Ot +t+0ps) 4wy At (5+1)2
Em notacao matricial )
Pu(0)
=X'D(a)D
s (a)D(e)
e
0%(,,(0) T
060w '
Perturbacgao na variavel resposta
Nesta caso,
o(®) _ _ Bs(t) (64 1)s(t,) (64 D)s(ty) 52 urs(tr)
dwr  2tr +wrs(tr)]  (Oltr + wrs(tr)] + [tr + wrs(ty)] + p) Apr 406 + D[tr +wis(t:))?”
Note que
020,(0) B 55+ 1) (6+1) 52 1 '
G008, R (R e T s e 101 a8 o pm L8
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e

0%0,(0) B i 1 5(0 + 2)
0w, 06 s(t) { (O[tr + wps(ty)] + [tr + wps(t)] +0p:)>  Ap, * Alt, + wis(t,)]2(6 + 1)2} '

Seja D(’lp) = diag{%’ 1/}27 T 7¢n}7 com

5(6+1) (5+1) 62
st) {_ (O[t; 4+ wis(ts)] + [ti + wis(ts)] + dp)? " 4pf " 400 + D[t + wis(ti)]Q}

i =

e Y= ((pl,...,wn)T, com

L (Ot wis(t)] + [t dwis(t)] +op)? Aps At +wis()P(0+1)2 )

Em notagao matricial

9%0.,(0)

_~T
o~ X D@D()
e
)
000w ’

Perturbacao no parametro de precisao

Para o célculo desta curvaturas primeiramente calcula-se

00,(0) 1 51 t Lot 52(85 + 2wy)
Dor 204w 22 2o Ottt om) Otw) dme?  de2(6+w)?
Note que
9*0,(0) B ot Ot N 62(6 + 2w,.) 1 .
0w, 0, N (6t, + tow, +0p)2  4w2p2 42+ w)? | g (pe)
9%0,(0) 1 1 B te(t, + pr) 1
Ow,06 2w2 2004+ wr)? (0t +trwe +0p,) (6 +w)?

t, N 1r0(62 + 3w, + 4w?)
4ppw? 4t,w2 (6 + w,)? '
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Sejam D(&) = diag{¢&1,&,...,&} e @ = (o1,...,0,) ", com

& == (0t; + tiw, + Opu;)? B dw2p?  Atw? (0 4 w;)?
e
v 2w 20+ w)? (0t +twi +0p) (0 +w)?  dpw? tw?(0 + w;)®
As curvaturas possuem a forma
lul0)
= X'D(a)D
e
0%0,,(0) T
260w T
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Baixar livros de Literatura

Baixar livros de Literatura de Cordel
Baixar livros de Literatura Infantil
Baixar livros de Matematica

Baixar livros de Medicina

Baixar livros de Medicina Veterinaria
Baixar livros de Meio Ambiente
Baixar livros de Meteorologia
Baixar Monografias e TCC

Baixar livros Multidisciplinar

Baixar livros de Musica

Baixar livros de Psicologia

Baixar livros de Quimica

Baixar livros de Saude Coletiva
Baixar livros de Servico Social
Baixar livros de Sociologia

Baixar livros de Teologia

Baixar livros de Trabalho

Baixar livros de Turismo
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