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Resumo

Modelos de regressão Birnbaum-Saunders vêm sendo aplicado com bastante sucesso

nas áreas de análise de dados de sobrevivência e con�abilidade. Porém, os modelos exis-

tentes não ajustam diretamente a média da variável resposta e ainda, apesar do crescente

interesse pela distribuição Birnbaum-Saunders, pouco é encontrado sobre reparametriza-

ções da mesma. Desta forma, foram propostas cinco reparametrizações e estudadas as

propriedades dos seus estimadores de máxima verossimilhança e de momentos. Além disso,

foi de�nido um novo modelo de regressão baseado na distribuição Birnbaum-Saunders uti-

lizando uma das reparametrizações propostas que possibilita modelar a média envolvendo

um parâmetro de dispersão. Também, foram de�nidos e estudados três resíduos. Por �m,

é apresentada uma aplicação a um conjunto de dados reais que representam resultados de

testes de fadiga.

Palavras-chave: Reparametrizações, Distribuição Birnbaum-Saunders, Simulação de

Monte Carlo, Modelo de Regressão.
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Abstract

Birnbaum-Saunders regression models have been applied with quite success to anal-

ysis of survival and reliability data. Nevertheless, existing models do not �t directly

the mean of the response (dependent) variable and, despite the growing interest in the

Birnbaum-Saunders distribution, few works are found approaching its reparameteriza-

tions. In this scenario, we propose �ve reparameterizations and studied the properties

of their maximum likelihood and moment estimators. Furthermore, we de�ned a new

regression model based on the Birnbaum-Saunders distribution using one of the proposed

reparameterizations, which enables us to model the mean involving a dispersion param-

eter. We also de�ne and study three residuals. Finally, we presente an application to a

real data set representing the results of fatigue tests.

Keywords: Reparameterizations, Birnbaum-Saunders distribution, Monte Carlo Simu-

lation, regression model.

vi



Sumário

1 Introdução 1

1.1 Formulação do problema e de�nição dos objetivos . . . . . . . . . . . . . . 1

1.2 Apresentação dos capítulos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2

1.3 Suporte computacional . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3

1.4 Histórico da distribuição Birnbaum-Saunders . . . . . . . . . . . . . . . . . 3

1.5 Função Densidade . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 8

1.5.1 Estimação dos parâmetros . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9

2 Reparametrizações 12

2.1 Reparametrização de ABLV . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12

2.2 Reparametrizações . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14

2.3 Estimadores de momentos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 26

3 Modelo de regressão Birnbaum-Saunders 41

3.1 Modelo . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 41

3.2 Estimação dos parâmetros . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 45

3.3 Intervalos de con�ança . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 45

3.4 Resíduos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 49

3.5 In�uência local . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 64

3.6 Cálculo das curvaturas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 66

vii



4 Aplicações 70

4.1 Dados de vida de fadiga . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 70

5 Conclusões e trabalhos futuros 79

Apêndice 81

Referências 99

viii



Lista de Figuras

1.1 fdp da BS(α, β) para β = 1.0 (a) e α = 0.1 (b). . . . . . . . . . . . . . . . 9

2.1 fdp da BS(µ, λ) para µ = 0.5 (a) e λ = 0.5 (b). . . . . . . . . . . . . . . . 15

2.2 comportamento da variância da BS(µ, λ), quando µ→∞, para λ �xo. . . 15

2.3 fdp da BS(α, µ) para α = 0.1 (a) e µ = 2.0 (b). . . . . . . . . . . . . . . . 17

2.4 fdp da BS(φ, µ) para φ = 1.5 (a) e µ = 2.0 (b). . . . . . . . . . . . . . . . 19

2.5 comportamento da variância da BS(φ, µ), quando φ→∞, para µ �xo. . . 19

2.6 fdp da BS(α, σ) para σ = 200 (a) e α = 0.1 (b). . . . . . . . . . . . . . . . 21

2.7 fdp da BS(γ, σ) para σ = 10 (a) e γ = 1.5 (b). . . . . . . . . . . . . . . . . 23

2.8 fdp da BS(δ, µ) para δ = 5.0 (a) e µ = 1.0 (b). . . . . . . . . . . . . . . . . 25

2.9 comportamento da variância da BS(δ, µ), quando δ →∞, para µ �xo. . . 26

4.1 histograma de frequência e box-plot para o número de ciclos até a ocorrência

da falha do pedaço de metal. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 72

4.2 grá�co de dispersão para o logaritmo do conjunto de dados de fadiga. . . . 73

4.3 grá�cos dos resíduos ri (a), r
p
i (b) e r

∗
i (c) contra os valores ajustados. . . . 73

4.4 grá�cos de probabilidade normais para os resíduos ri (a), r
p
i (b) e r∗i (c)

com envelope. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 74

4.5 grá�co de alavanca generalizada. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 75

4.6 grá�co do |dmax| contra o índice das observações sob o esquema de ponder-

ação de casos para θ. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 76

ix



4.7 grá�co do |dmax| contra o índice das observações sob o esquema de ponder-

ação de casos:(a) para β e (b) para δ. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 76

4.8 grá�cos de Ci(θ) contra o índice da observações sob o esquema de ponder-

ação de casos. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 77

4.9 grá�cos de Ci(β) (a) e Ci(δ) (b) contra o índice da observações sob o

esquema de ponderação de casos. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 77

x



Lista de Tabelas

2.1 medidas para as estimativas de máxima verossimilhança para α = 0, 2 e

β = 1, 0. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 32

2.2 medidas para as estimativas de máxima verossimilhança para α = 0, 5 e

β = 1, 0. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 33

2.3 medidas para as estimativas de máxima verossimilhança para α = 1, 0 e

β = 1, 0. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 34

2.4 medidas para as estimativas de momentos para α = 0.2 e β = 1.0 . . . . . 35

2.5 medidas para as estimativas de momentos para α = 0.5 e β = 1.0 . . . . . 36

2.6 medidas para as estimativas de momentos para α = 1.0 e β = 1.0 . . . . . 37

2.7 estimativas intervalares para os estimadores de máxima verossimilhança. . 38

2.8 estimativas intervalares para os estimadores de máxima verossimilhança. . 39

2.9 estimativas intervalares para os estimadores de máxima verossimilhança. . 40

3.1 estimativas do viés relativo. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 48

3.2 estimativas da
√

EQM. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 48

3.3 estimativas do viés relativo e
√
EQM. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 49

3.4 medidas das estimativas do resíduo ri sob o cenário I. . . . . . . . . . . . . 55

3.5 medidas das estimativas do resíduo rpi sob o cenário I. . . . . . . . . . . . . 55

3.6 medidas das estimativas do resíduo r∗i sob o cenário I. . . . . . . . . . . . . 56

3.7 diferenças (em valor absoluto) entre as distribuições acumulada teórica e

empírica do ri para dados do cenário I. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 56

xi



3.8 diferenças (em valor absoluto) entre as distribuições acumulada teórica e

empírica do rpi para dados do cenário I. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 57

3.9 diferenças (em valor absoluto) entre as distribuições acumulada teórica e

empírica do r∗i para dados do cenário I. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 57

3.10 medidas das estimativas do resíduo ri sob o cenário II. . . . . . . . . . . . 58

3.11 medidas das estimativas do resíduos rpi sob o cenário II. . . . . . . . . . . . 58

3.12 medidas das estimativas do resíduo r∗i sob o cenário II. . . . . . . . . . . . 58

3.13 diferenças (em valor absoluto) entre as distribuições acumulada teórica e

empírica do ri para dados do cenário II. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 59

3.14 diferenças (em valor absoluto) entre as distribuições acumulada teórica e

empírica do rpi para dados do cenário II. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 59

3.15 diferenças (em valor absoluto) entre as distribuições acumulada teórica e

empírica do r∗i para dados do cenário II. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 60

3.16 medidas das estimativas do resíduo ri sob o cenário III. . . . . . . . . . . . 60

3.17 medidas das estimativas do resíduo rpi sob o cenário III. . . . . . . . . . . . 61

3.18 medidas das estimativas do resíduo r∗i sob o cenário III. . . . . . . . . . . . 61

3.19 diferenças (em valor absoluto) entre as distribuições acumulada teórica e

empírica do ri para dados do cenário III. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 62

3.20 diferenças (em valor absoluto) entre as distribuições acumulada teórica e

empírica do rpi para dados do cenário III. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 62

3.21 diferenças (em valor absoluto) entre as distribuições acumulada teórica e

empírica do r∗i para dados do cenário III. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 63

4.1 dados de fadiga de biaxial de Brown e Miller (1978). . . . . . . . . . . . . . 71

4.2 medidas resumo das variáveis N e W . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 71

4.3 mudança relativa em β para os casos indicados. . . . . . . . . . . . . . . . 78

xii



CAPÍTULO 1

Introdução

1.1 Formulação do problema e de�nição dos objetivos

Os modelos lineares generalizados (MLGs) propostos por Nelder e Wedderburg

(1972) tem como objetivo dar um leque maior de opções para a distribuição da variá-

vel resposta, permitindo que a mesma faça parte da família exponencial, assim como,

fornecer uma maior �exibilidade para a relação funcional entre o valor esperado da va-

riável resposta e o preditor linear. Porém, na prática nem toda distribuição associada

com a variável resposta faz parte da família exponencial e/ou o domínio da variável re-

sposta pertence aos reais, caso da distribuição Birnbaum-Saunders (BS). Para modelar a
resposta média da distribuição BS é necessário algum tipo de transformação na variável

resposta. Neste trabalho discutiremos uma forma alternativa de focar esse problema.

Na classe de modelos de regressão Birnbaum-Saunders algumas formas de mode-

lagem foram propostas. Uma dessas propostas foi apresentada por Rieck e Nedelman

(1991), que desenvolveram um modelo log-linear Birnbaum-Saunders. Podemos citar

ainda, Barros, Paula e Leiva (2008) que apresentaram uma nova classe de modelos de

regressão de sobrevivência em que a distribuição dos erros possuem caudas pesadas e

Lemonte e Cordeiro (2009) que propuseram um modelo de regressão não-linear Birnbaum-

Saunders.

O objetivo geral deste trabalho é o desenvolvimento inferencial, análise de resíduos e
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diagnóstico de uma nova classe de modelos de regressão baseado na distribuição Birnbaum-

Saunders. Podemos então relacionar os seguintes objetivos especí�cos:

(i) Propor uma reparametrização que seja em função da média da distribuição e de um

parâmetro de dispersão;

(ii) Desenvolver um novo modelo de regressão Birnbaum-Saunders para modelar dire-

tamente a média da variável resposta envolvendo um parâmetro de dispersão, bem

como desenvolver um processo iterativo para a estimação dos parâmetros do modelo;

(iii) Propor resíduos para a veri�cação das suposições do modelo e para o estudo de

observações atípicas;

(iv) Calcular as curvaturas normais sob diferentes tipos de perturbação para a utilização

de diferentes métodos de diagnóstico.

1.2 Apresentação dos capítulos

A presente dissertação encontra-se dividida em cinco capítulos. Neste primeiro

capítulo é estudada a distribuição Birnbaum-Saunders e algumas de suas propriedades.

No segundo capítulo são apresentadas algumas reparametrizações para a distribuição

Birnbaum-Saunders com a estimação pontual de seus parâmetros pelos métodos de máx-

ima verossimilhança e de momentos. No terceiro capítulo é apresentado o modelo de

regressão Birnbaum-Saunders com a estimação pontual de seus parâmetros por máxima

verossimilhança, além disso são propostos alguns resíduos e são realizadas simulações de

Monte Carlo com o objetivo de investigar as distribuições empíricas dos mesmos. Ainda

neste capítulo é desenvolvida a análise de in�uência local para o modelo de regressão

Birnbaum-Saunders. No quarto capítulo é aplicado o modelo de regressão Birnbaum-

Saunders a um conjunto de dados reais e realizar-se-á uma análise de diagnóstico. Por

�m, no quinto capítulo são apresentadas as conclusões deste trabalho e propostas de

possíveis trabalhos a serem realizados.
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1.3 Suporte computacional

As avaliações numéricas realizadas ao longo desta dissertação foram feitas através

da linguagem matricial de programação Ox em sua versão 5.10 para sistemas operacionais

Windows. Em www.doornik.com está disponível uma versão para uso acadêmico de forma

gratuita. Pode-se ainda encontrar maiores informações em Doornik (2001). Para a ger-

ação dos grá�cos e aplicações foi utilizado o software R na sua versão 2.9.0 para sis-

temas operacionais Windows e que se encontra disponível de forma gratuita no endereço

www.r-project.org/. Para a realização dos cálculos das derivadas parciais e integrais foi

utilizado o softwareMaple (licenciado pelo Departamento de Estatística da UFPE) na sua

versão 11 para sistemas operacionais Windows. Por �m, o trabalho foi digitado usando

o sistema de tipogra�a LATEX, maiores detalhes podem ser encontrados em Mittelbach et

al. (2004), ou através do site www.tex.ac.uk/CTAN/latex.

1.4 Histórico da distribuição Birnbaum-Saunders

A fadiga é a redução gradual da resistência de um material ou da sensibilidade

de um equipamento, maquina, etc, devido ao uso contínuo. Modelos estatísticos podem

ser usados para descrevermos a variação aleatória dos tempos de falhas associados aos

materiais expostos à fadiga sob diferentes padrões e forçar ciclicas. Distribuições que

se ajustam bem na região central da distribuição de vida como gama, normal inversa,

lognormal e Weibull são bastante usadas para modelar vida por fadiga. No entanto, essas

distribuições não apresentam bom desempenho quando o interesse está nos percentis mais

baixos ou mais altos. Motivados por problemas nos aviões comerciais novos e falhas de

material, Birnbaum e Saunders (1969a) derivaram um nova família de distribuições de vida

que modela o tempo de vida de materiais e equipamentos submetidos a cargas dinâmicas.

Birnbaum e Saunders (1969a) �zeram algumas suposições sobre o processo de fadiga,

são elas:

1. Um material é submetido a uma padrão cíclico de tensão e força;

2. A falha do material ocorre devido ao desenvolvimento e ao crescimento de uma

�ssura dominante dentro do material , ou seja, quando o tamanho da �ssura excede
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certo nível de resistência, denotado por ω;

3. A sequência de tensão imposta ao material é a constante de ciclo para ciclo;

4. A extensão incremental da �ssura Xi resultante da aplicação da i-ésima oscilação

de carga é uma variável aleatória com uma distribuição que só depende da �ssura

atual causada pela tensão neste ciclo;

5. A extensão da �ssura durante o (j + 1)-ésimo ciclo é

Yj+1 = Xjm+1 + · · ·+Xjm+m, j = 0, 1, . . . ,

em que Xjm+i é a extensão da �ssura após a i-ésima oscilação de carga do (j + 1)-

ésimo ciclo;

6. As extensões da �ssuras em diferentes ciclos são diferentes;

7. A extensão total da �ssura, Yj, devido ao j-ésimo ciclo é uma variável aleatória com

distribuição de média µ e variância σ2, ∀j = 1, 2, . . ..

Desta forma, pode-se representar a extensão total da �ssura após n ciclos pela

seguinte variável aleatória

Wn =
n∑
j=1

Yj,

com a seguinte função de distribuição acumulada (fda)

Hn(ω) = P(Wn ≤ ω) n = 1, 2, . . . .

De�niremos como sendo N o número de ciclos necessários até que ocorra uma falha.

A fda da variável aleatória N pode ser expressa por

P(N ≤ n) = P(
n∑
j=1

Yj > ω) = P(Wn > ω) = 1−Hn(ω).

Se supormos que os Y ′j s são variáveis aleatórias independentes e identicamente dis-

tribuídas e com o uso do Teorema Central do limite temos que
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P(N ≤ n) = P(
n∑
j=1

Yj − µ
σ
√
n

>
ω − nµ
σ
√
n

)

= 1− P

(
n∑
j=1

Yj − µ
σ
√
n
≤ ω − nµ

σ
√
n

)
∼= 1− Φ

(
ω − nµ
σ
√
n

)
= 1− Φ

(
−nµ− ω

σ
√
n

)
= Φ

(
µ
√
n

σ
− ω

σ
√
n

)
, (1.1)

em que Φ(·) denota a fda da N(0, 1).

A partir da equação (1.1), Birnbaum e Saunders (1969a) de�niram uma distribuição

contínua de vida. Segundo os autores, ao substituirmos n por uma variável real não-

negativa t, a variável aleatória N passa a ter uma extensão contínua que é a variável

aleatória T . Assim, T é o tempo total até a ocorrência da falha. Se de�nirmos

α =
σ
√
µω

e β =
ω

µ
,

temos que a fda de T é dada por

F (t;α, β) = P(T ≤ t) = Φ

[
1

α

(√
t

β
−
√
β

t

)]
, t > 0, α > 0, β > 0 (1.2)

em que Φ(·) é a função de distribuição da normal padrão e α e β são parâmetros de forma

e de escala, respectivamente. Adicionalmente, β é a mediana da distribuição, ou seja,

F (β;α, β) = Φ(0) = 0.5.

A distribuição Birnbaum-Saunders vem sendo bastante utilizada em modelagem de

processos de fadiga. Fora desta área, também vem recebendo bastante atenção. Como

por exemplo, na área de ciências da terra, previsões de crédito de garantia e em ciência

médicas. A distribuição Birnbaum-Saunders pode ainda ser usada em aplicações nas

áreas de ciências atuariais, agricultura, cardiologia, etc. Devido a sua similaridade com a

distribuição Gaussiana Inversa.

Como nos últimos anos o interesse pelo estudo da distribuição Birnbaum-Saunders

e suas aplicações vem crescendo é natural que surjam vários trabalhos. A literatura desta
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distribuição apresenta vários trabalhos interessantes e de relevância. Desmond (1985,1986)

derivou uma forma mais geral baseada em um modelo biológico, reforçou a justi�cativa

física para a utilização desta distribuição relaxando as suposições feitas por Birnbaum

e Saunders (1969a) e investigou a relação com a distribuição gaussiana inversa. Mann,

Schafer e Singpurwalla (1974, p. 155) demonstraram que a função densidade da Birnbaum-

Saunders é unimodal. Engelhardt, Bain e Wright (1981) propuseram intervalos de con-

�ança e teste de hipótese para os parâmetros da distribuição. Rieck e Nedelman (1991)

propuseram um modelo log-linear baseado na distribuição BS. Achcar e Espinosa (1991)
desenvolveram métodos bayesianos em testes de vida acelerados considerando um mo-

delo log-linear para o modelo Birnbaum-Saunders proposto por Rieck e Nedelman (1991).

Achcar (1993) desenvolveu procedimentos de estimação bayesiana para os parâmetros da

BS utilizando aproximações para as distribuições posteriores de α e β. Lu e Chang (1997)

utilizaram métodos bootstrap para construir intervalos de predição para observações fu-

turas de uma distribuição BS. Dupuis e Mills (1998) propuseram métodos robustos de

estimação dos parâmetros da distribuição Birnbaum-Saunders na presença de outliers nos

dados. Rieck (1999) derivou a função geradora de momentos para a distribuição seno

hiperbólico normal (senh-normal) que pode ser usada para obter momentos de ordem

inteira ou fracionária da distribuição Birnbaum-Saunders. McCarter (1999) discutiu a

estimação dos parâmetros da distribuição Birnbaum-Saunders para o caso de amostras

censuradas do tipo II. Owen e Padgett (1999) desenvolveram a distribuição Birnbaum-

Saunders de três parâmetros. Ng, Kundu e Balakrishnan (2003) propuseram estimadores

de momentos modi�cados para os parâmetros α e β da distribuição Birnbaum-Saunders.

Galea, Leiva e Paula (2004) �zeram uma análise de diagnóstico no modelo log-Birnbaum-

Saunders. Díaz-García e Leiva (2002,2005) propuseram uma nova classe de distribuições

de vida generalizando a distribuição Birnbaum-Saunders a partir de distribuições de con-

tornos elípticos. Ng, Kundu e Balakrishnan (2006) realizaram a estimação pontual e

intervalar dos parâmetros da distribuição Birnbaum-Saunders baseada em dados censura-

dos do tipo II. From e Li (2006) apresentaram alternativas para os estimadores de máxima

verossimilhança dos parâmetros da distribuição Birnbaum-Saunders. Leiva, Hernandez e

Riquelme (2006) desenvolveram um pacote no software R para modelar dados com a dis-

tribuição Birnbaum-Saunders. Wang, Desmond e Lu (2006) apresentaram estimativas
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de momentos modi�cados censuradas para os dois parâmetros da distribuição Birnbaum-

Saunders. Vilca e Leiva (2006), baseados em argumentos semelhantes aos empregados

por Díaz-García e Leiva (2005), obtiveram uma maior generalização ao desenvolver a dis-

tribuição Birnbaum-Saunders mediante distribuições elípticas assimétricas. Leiva, Bar-

ros, Paula e Galea (2007) �zeram diagnóstico de in�uência para o modelo de regressão

log-Birnbaum-Saunders com dados censurados. Balakrishnan, Leiva e López (2007) de-

senvolvem planos amostrais quando o teste de vida é truncado em um tempo pré-�xado.

Xie e Wei (2007) apresentaram várias medidas de diagnósticos para o modelo de regressão

log-Birnbaum-Saunders. Lemonte, Cribari-Neto e Vasconcelos (2007) desenvolveram es-

timadores com viés reduzido para os parâmetros das distribuição Birnbaum-Saunders.

Barros, Paula e Leiva (2008) apresentaram uma nova classe de modelo de regressão de

sobrevivência com erros de caudas pesadas. Cysneiros, Cribari-Neto e Araújo (2008)

realizaram inferência com a distribuição Birnbaum-Saunders. Lemonte, Simas e Cribari-

Neto (2008) realizaram correção do viés dos estimadores de máxima verossimilhança para

o parâmetros da distribuição Birnbaum-Saunders. Desmond, Rodríguez-Yam e Lu (2008)

�zeram a estimação dos parâmetros do modelo de regressão Birnbaum-Saunders com

dados de censura. Ahmed, et al. (2008) apresentaram uma reparametrização para a

distribuição Birnbaum-Saunders. Leiva, Riquelme, Balakrishnan e Sanhueza (2008) ap-

resentaram uma análise baseada na função de risco da distribuição Birnbaum-Saunders

generalizada. Sanhueza, Leiva e Balakrishnan (2008) realizaram um desenvolvimento

teórico, incluindo distribuições relacionadas, análise de vida e análise de forma para a

Birnbaum-Saunders generalizada. Leiva, Barros, Paula e Sanhueza (2008) demonstraram

que a distribuição Birnbaum-Saunders generalizada é um modelo útil para descrever da-

dos de ciências ambientais. Leiva, Sanhueza, Sen e Paula (2008) desenvolveram geradores

de número aleatório para a distribuição Birnbaum-Saunders generalizada. Barros, Paula

e Leiva (2009) desenvolveram o pacote gbs para o software R, que foi desenvolvido para

analisar dados a partir de modelos baseados na distribuição Birnbaum-Saunders gener-

alizada. Leiva, Sanhueza e Angulo (2009) desenvolveram um modelos baseado na dis-

tribuição BS para ajustar dados de ciências ambientais. Guiraud, Leiva e Fierro (2009)

apresentaram uma versão não centrada da distribuição BS. Balakrishnan, et al. (2009)
desenvolveram um tipo de distribuição BS baseada em modelos SMN ("scale-mixture of
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normals"). Lemonte e Cordeiro (2009) desenvolveram um modelo de regressão não-linear

Birnbaum-Saunders. Lemonte e Ferrari (2009) e Lemonte, Ferrari e Cribari-Neto (2009)

realizaram inferência nos modelos de regressão Birnbaum-Saunders quando o número de

observações é pequena. Meintanis (2010) apresentou teste de qualidades de ajuste para

a distribuição Birnbaum-Saunders e suas generalizações. Xiao, Liu, Balakrishnan e Lud

(2010) realizaram a estimação dos parâmetros do modelo de regressão Birnbaum-Saunders

com dados de estado atual. Xu e Tang (2010) consideraram os estimadores bayesianos

para os parâmetros da distribuição Birnbaum-Saunders sob referência anterior.

1.5 Função Densidade

A função densidade de probabilidade (fdp) da distribuição BS obtida através de

(1.2) possui a forma

f(t;α, β) =
exp{α−2}
2α
√

2πβ
t−

3
2 [t+ β] exp

{
− 1

2α2

(
t

β
+
β

t

)}
, t > 0, α > 0, β > 0.

A distribuição BS(α, β) está relacionada com a distribuição normal da seguinte

maneira

T = β

αZ
2

+

√(
αZ

2

)2

+ 1

2

, (1.3)

em que Z segue distribuição normal padrão.

A distribuição Birnbaum-Saunders satisfaz a propriedade recíproca, ou seja, se T ∼
BS(α, β) então 1/T ∼ BS(α, β−1) e também satisfaz a propriedade de escala, ou seja,

para todo a > 0, se T ∼ BS(α, β) então aT ∼ BS(α, aβ). Adicionalmente, temos que o

r-ésimo momento da distribuição BS(α, β) é dado por

E(T r) = β

r∑
j=0

(
2r

2j

) j∑
i=0

(
j

i

)
(2(r − j + i))!

2r−j+i(r − j + i)!

(α
2

)2(r−j+i)
. (1.4)

A partir da equação (1.4) podemos obter as expressões da média e da variância para

a distribuição BS(α, β). Tais expressões são dadas, respectivamente, por

E (T ) = β

(
1 +

1

2
α2

)
(1.5)
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e

V ar (T ) = (αβ)2

(
1 +

5

4
α2

)
. (1.6)

Nota-se na Figura 1.1 (a) que com o aumento no valor do parâmetro α a forma da

distribuição BS(α, β) torna-se assimétrica. Enquanto na Figura 1.1 (a), podemos notar

que os valores da média e da variância aumentam com o crescimento do valor do parâmetro

β.

Figura 1.1: fdp da BS(α, β) para β = 1.0 (a) e α = 0.1 (b).

1.5.1 Estimação dos parâmetros

Se T1, . . . , Tn é uma amostra de n observações independentes da distribuição BS(α, β).

Então, o logaritmo da função de verossimilhança para θ = (α, β), a menos de uma cons-

tante, possui a seguinte forma

`(θ) ∝ n

α2
− 3

2

n∑
i=1

log(ti)− n log(2α)− n

2
log(β)− 1

2α2

n∑
i=1

(
ti
β

+
β

ti

)
. (1.7)

Os estimadores de máxima verossimilhança (EMV) de α e β são obtidos maxi-

9



mizando (1.7) a partir das soluções das equações

∂`(θ)

∂α
= −n

α

(
1 +

2

α2

)
+

n

α3β

n∑
i=1

ti +
β

α3

n∑
i=1

1

ti
= 0, (1.8a)

∂`(θ)

∂β
= − n

2β
+

n∑
i=1

1

ti + β
+

1

2α2β2

n∑
i=1

ti −
1

2α2

n∑
i=1

1

ti
= 0. (1.8b)

Podemos através de (1.8a) e (1.8b) demonstrar que o EMV de α, denotado por α̂,

possui a seguinte forma (ver também Birnbaum-Saunders 1969b)

α̂ =

[
t̄

β̂
+
β̂

h
− 2

]1/2

,

em que

t̄ =
1

n

n∑
i=1

ti, e h =

[
1

n

n∑
i=1

t−1
i

]−1

. (1.9)

Porém, para obter o EMV de β, denotado por β̂, é necessário encontrar a raiz

positiva em β da equação não-linear g(β) = 0, onde g(β) é dado por

g(β) = β2 − β(2h+K(β)) + h(t̄+K(β)),

em que

K(β) =
1

n

[
n∑
i=1

(β + ti)
−1

]−1

, para β > 0

de modo que h ≡ K(0).

Birnbaum e Saunders (1969b) desenvolveram dois métodos iterativos (um simples

e outro mais complexo) para encontrar β̂ e observaram que o método simples funciona

bem para valores de α < 2, mas não funciona bem para valores de α > 2. Já no método

complexo observaram que para alguns valores de α o resultado não foi adequado.

Engelhardt, Bain e Wright (1981) apresentaram a distribuição assintótica dos esti-

madores α̂ e β̂, que é uma distribuição normal bivariada dada por(
α̂

β̂

)
a∼ N2

[(
α

β

)
;

(
α2

2n
0

0 β2

n[0.25+α−2+I(α)]

)]
,

em que a∼ denota assintoticamente distribuído e

I(α) = 2

∫ ∞
0

{[1 + g(αx)]−1 − 0.5}2dΦ(x) e g(y) = 1 +
y2

2
+ y

(
1 +

y2

4

) 1
2

.
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Através dos resultados obtidos por Engelhardt, Bain e Wright (1981) podemos con-

struir intervalos de con�ança assintóticos para os parâmetros da distribuição BS(α, β).

Para obtermos os estimadores pelo método de momentos no caso de dois parâmetros,

devemos igualar os dois primeiros momentos populacionais com o respectivos momentos

amostrais. Neste caso, a média e a variância amostral deveriam ser igualadas a (1.5) e

(1.6), respectivamente, e os correspondentes estimadores de momentos podem ser obtidos

com as soluções em α e β dessas equações. Ng, Kundu e Balakrishnan (2003) mostraram

que se o coe�ciente de variação amostral for menor do que
√

5, então os estimadores de

momentos não existem. No entanto, se o coe�ciente de variação amostral for maior do

que
√

5 os estimadores de momentos existem, porém o estimador de β pode não ser único.

Para solucionar essa problemática, Ng, Kundu e Balakrishnan (2003) propuseram os es-

timadores de momentos modi�cados, denotados por EMMs, obtido da seguinte maneira

t̄ = β(1 +
α2

2
), (1.10)

h−1 = β−1(1 +
α2

2
), (1.11)

em que, β−1(1 + α2

2
) é o valor esperado de 1/T . Resolvendo as equações (1.10) e (1.11)

para α e β, obtemos os EMMs para α e β, denotados por α̃ e β̃, respectivamente, com

expressões dadas por

α̃ =

{
2

[(
t̄

h

)1/2

− 1

]}1/2

e

β̃ = (t̄h)1/2.

Ng, Kundu e Balakrishnan (2003) demonstraram que a distribuição assintótica con-

junta de α̃ e β̃ é uma normal bivariada com a seguinte forma(
α̃

β̃

)
a∼ N2

[(
α

β

)
;

(
α2

2n
0

0 (αβ)2

n

(
1+ 3

4
α2

(1+ 1
2
α2)2

) )] .
A partir deste resultado é possível obter intervalos de con�ança assintóticos para os

parâmetros α e β, baseados nos estimadores de momentos.
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CAPÍTULO 2

Reparametrizações

Neste capítulo será apresentada uma nova parametrização para a distribuição BS
desenvolvida por Ahmed, et al. (2008), que denominamos de ABLV. Além disso, são

propostas cinco reparametrizações da distribuição BS(α, β). Serão também obtidos os

estimadores e máxima verossimilhança e momemtos para os parâmetros que compõem tais

reparametrizações. Por �m, serão realizadas simulações de Monte Carlo para analisarmos

o comportamento empírico dos estimadores.

O objetivo deste capítulo é veri�carmos se a utilização de tais reparametrizações re-

presentará algum ganho analítico, computacional e inferencial com relação a distribuição

BS(α, β). Além disso, uma das reparametrizações apresentadas neste capítulo será uti-

lizada para a de�nição de um novo modelo de regressão Binbaum-Saunders.

2.1 Reparametrização de ABLV

Repametrizações podem ser de grande importância, pois em algumas situações fa-

cilitam o desenvolvimento analítico de algumas distribuições e também podem melhorar

a e�ciência em simulações, ver Tweedie (1957). Em determinadas situações, como em

regressão, quando a distribuição da variável resposta não possui a média como um de seus

parâmetros é possível através de uma reparametrização que essa condição seja satisfeita,
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sendo assim possível ajustar a média da variável resposta. Exemplos de distribuições em

que são realizadas reparametrizações com sucesso são: distribuição beta (ver Ferrari e

Cribari-Neto 2004) e distribuição gaussiana inversa (ver Tweedie 1957).

Um trabalho interessante que aborda o assunto reparametrizações na BS, foi desen-
volvido por Ahmed, et al. (2008) em que os novos parâmetros da distribuição Birnbaum-

Saunders possuem interpretações físicas. Para obterem essa reparametrização, eles con-

sideraram Xk como sendo o tamanho de uma rachadura no tempo k = 1, 2, . . . , K, isto

é, após a k-ésima carga cíclica e utilizaram as seguintes equações de recorrência ( ver

Desmond, 1986)

Xk+1 = Xk + Ykψ(Xk), k = 0, 2, . . . , K, Y0 = X0 = 0, ψ(X0) 6= 0.

Estas interligam o tamanho da rachadura em momentos anteriores e próximos no tempo

por uma função contínua positiva g e uma sequência de variáveis aleatórias Y1, Y2, K.

Os Yk's são considerados variáveis aleatórias não negativas, independentes, identicamente

distribuídas e integráveis. O interesse é no tempo T (1, 2 . . .), em que a trinca atinge o

valor crítico ω. Com as equações de recorrência obtêm-se

T−1∑
k=0

Yk =
T−1∑
k=0

Xk+1 −Xk

ψ(Xk)
≈
∫ XT

0

dx

ψ(x)
.

O incremento Xk+1 − Xk é assumido su�cientemente pequeno. Para cada valor t

su�cientemente grande da variável T , a variável aleatória no lado esquerdo da igualdade

pode ser aproximada por uma distribuição normal com média tµy1 e variância tσ
2
y1
, onde

µy1 = E(Y1) e σ2
y1

= Var(Y1). Portanto, para t grande,

P(T > t) = P
(∫ Xt

0

dx

ψ(x)
<

∫ ω

0

dx

ψ(x)

)
≈ P

(
T−1∑
k=0

Yk < a(ω)

)

≈ Φ

(
a(ω)− µy1
σy1
√
t

)
,

em que,

a(ω) =

∫ ω

0

dx

ψ(x)

é uma função estritamente crescente e limitada superiormente por ω(> 0), já que ψ(x) ≥ 0.

Desta forma, os autores conseguiram obter a reparametrização,
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λ =
a(ω)

σy1
e µ =

µy1
σy1

.

O importante desta reparametrização é que ela se encaixa em estudos de fenômenos

físicos, uma vez que os parâmetros propostos λ e µ correspondem a amplitude amostral e

carga nominal de tratamento na amostra, respectivamente.

Assim, em termos de µ e λ, a função de distribuição acumulada de T é dada por

F (t;µ, λ) = 1− Φ

(
λ√
t
− µ
√
t

)
, x > 0, λ > 0, µ > 0.

Ahmed, et al. (2008) apresentaram a relação entre os parâmetros usuais da dis-

tribuição Birnbaum-Saunders e os novos parâmetros, em que

α =
1√
µλ

e β =
λ

µ
.

Sendo assim, a fdp da distribuição BS(µ, λ) �ca dada por

f(t;µ, λ) =
1

2
√

2π

(
λ

t
√
t

+
µ√
t

)
exp

{
−1

2

(
λ√
t
− µ
√
t

)2
}
,

em que t > 0, λ > 0 e µ > 0. Desta forma, a média da distribuição Birnbaum-Saunders

passa a ser λµ+1/2
µ2

e a variância λµ+5/4
µ4

.

A distribuição BS(µ, λ) possui duas propriedades interessantes: se T ∼ BS(µ, λ),

então Y = aT possui distribuição BS( µ√
a
,
√
aλ) e se T ∼ BS(µ, λ), então Y = 1/T possui

distribuição BS(λ, µ).

Na Figura 2.1(a) nota-se que o aumento do valor de λ faz a distribuição �car com

suas caudas mais leves. Na Figura 2.1(b) observa-se que o crescimento do valor de µ faz a

variabilidade da distribuição reduzir, caracterizando µ como um parâmetro de dispersão.

Tal comportamento pode ser observado também na Figura 2.2.

2.2 Reparametrizações

Nesta seção serão apresentados cinco novos parâmetros para distribuição Birnbaum-

Saunders, são eles: µ, φ, σ, γ e δ. A combinação deste novos parâmetros e do parâmetro

α (parâmetro da BS usual) resultaram em cinco novas parametrizações ou reparame-

trizações da distribuição BS(α, β). O novos parâmetros estão de�nidos em função dos

parâmetros usuais da distribuição BS da seguinte forma
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Figura 2.1: fdp da BS(µ, λ) para µ = 0.5 (a) e λ = 0.5 (b).

Figura 2.2: comportamento da variância da BS(µ, λ), quando µ→∞, para λ �xo.
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1. µ = β(1 + 1
2
α2);

2. φ = (1 + 1
2
α2);

3. σ = α2β2(1 + 5
4
α2);

4. γ = (1 + 5
4
α2);

5. δ = 2
α2 .

Pode-se notar que os parâmetros µ e σ são respectivamente, a média e a variância

da distribuição BS(α, β). Temos ainda, que os parâmetros φ e δ são termos contidos

na média da BS(α, β) enquanto, o parâmetro γ é um termo contido da variância desta

distribuição.

Reparametrização 1

Nesta reparametrização temos que

β =
2µ

2 + α2
. (2.1)

Substituindo (2.1) na expressão (1.2), obtêm-se a fda da BS(α, µ) dada por

F (t;α, µ) = P(T ≤ t) = Φ

[
1

α

(√
(2 + α2)t

2µ
−

√
2µ

(2 + α2)t

)]
, (2.2)

em que α > 0, µ > 0 e t > 0. A partir de (2.2), obtemos a fdp

f(t;α, µ) =
exp{α−2}

√
2 + α2

4α
√
πµ

t−
3
2

[
t+

2µ

2 + α2

]
exp

{
− 1

2α2

{
(2 + α2)t

2µ
+

2µ

(2 + α2)t

}}
.

A média e a variância da distribuição BS(α, µ) são dadas respectivamente por

E(T ) = µ e Var(T) =
(µα)2(4 + 5α2)

(2 + α2)2
.

A distribuição BS(α, µ) satisfaz a propriedade de escala, ou seja, se T ∼ BS(α, µ),

então Y = aT possui distribuição BS(α, aµ). A distribuição BS(α, µ) também satisfaz a

propriedade de recíproca, ou seja, 1
T
possui distribuição BS (ver Apêndice).
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Figura 2.3: fdp da BS(α, µ) para α = 0.1 (a) e µ = 2.0 (b).

Na Figura 2.3 (a) nota-se que a forma da distribuição é simétrica e com o aumento

no valor do parâmetro µ a variabilidade apresenta um crescimento. Na Figura 2.3 (b)

observamos que a distribuição torna-se assimétrica à medida que o parâmetro α cresce.

Seja T = (T1, . . . , Tn) em que os Ti′s são variáveis aleatórias independentes com

densidade f(ti;α, µ) dada em (2.2). Então, a função de verossimilhança é dada pela

expressão

L(α, µ) =
n∏
i=1

f(ti;α, µ).

O logaritmo da função de verossimilhança `(α, µ) é da forma

`(α, µ) = log(L(α, µ))

= G(α, µ)− n
{

3

2
g1 − g0(α, µ) +

2 + α2

4µα2
g2 +

µ

α2(2 + α2)
g3

}
, (2.3)

em que G(α, µ) = n
α2 + n

2
log(2+α2)−n log(α)− n

2
log(µ)− n

2
log(16π), g1 = 1

n

∑n
i=1 log(ti),

g0(α, µ) = 1
n

∑n
i=1 log(ti + 2µ

2+α2 ), g2 = 1
n

∑n
i=1 ti e g3 = 1

n

∑n
i=1

1
ti
. Os estimadores de

máxima verossimilhança α̂ e µ̂ de α e µ são obtidos maximizando (2.3) a partir da solução
das equações

∂`(α, µ)

∂α
= −4n(α2 + 1)

(2 + α2)α3
−

n∑
i=1

4αµ(2 + α2)−2

(ti +
2µ

2+α2 )
+

1

µα3

n∑
i=1

ti +
4µ(α2 + 1)

(2 + α2)2α3

n∑
i=1

1

ti
= 0, (2.4a)

∂`(α, µ)

∂µ
= − n

2µ
+

n∑
i=1

2

(2ti + tiα2 + 2µ)
+

(2 + α2)

4µ2α2

n∑
i=1

ti −
1

α2(2 + α2)

n∑
i=1

1

ti
= 0. (2.4b)
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Como as equações (2.4a) e (2.4b) não apresentam soluções analíticas, devemos encontrar

os estimadores de máxima verossimilhança de α e µ através de algum método de otimiza-

ção não-linear que será utilizado para maximizar o logaritmo da função de verossimilhança

da BS(α, µ).

Reparametrização 2

Note que, se φ = (1 + α2

2
) e µ = βφ. Então

α =
√

2(φ− 1) (2.5)

e

β =
µ

φ
. (2.6)

E ao substituirmos os valores de�nidos em (2.5) e (2.6) na expressão (1.2), obtêm-se a fda

F (t;φ, µ) = P(T ≤ t) = Φ

[
1√

2(φ− 1)

(√
φt

µ
−
√
µ

φt

)]
,

em que φ > 1, µ > 0 e t > 0. E a partir desta função obtemos a fdp da BS(φ, µ) dada

por

f(t;φ, µ) =

√
φ exp {[2(φ− 1)]−1}

4
√
π(φ− 1)µ

t−3/2

[
t+

µ

φ

]
exp

{
− 1

4(φ− 1)

(
tφ

µ
+
µ

tφ

)}
.

Consequentemente temos que a média e a variância da distribuição BS(φ, µ) apre-

sentam as seguintes expressões

E(T ) = µ e Var(T) =
µ2(φ− 1)(5φ− 3)

φ2
.

Com relação as propriedades da distribuição BS(φ, µ), temos que ela satisfaz as

propriedades de escala e de recíproca (ver Apêndice).

Nota-se na Figura 2.4 (a) que existe o aumento da variabilidade com o crescimento

do valor do parâmetro µ. Entretanto, na Figura 2.4 (b) nota-se que ao aumentarmos o

valor do parâmetro φ a variabilidade da distribuição é reduzida.

O parâmetro φ possui uma característica interessante. Ele limita a variabilidade da

distribuição, ou seja, quando φ→∞ a variância da BS(φ, µ) se torna constante, para µ

�xo. Comportamento esse pode ser observado na Figura 2.5.
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Figura 2.4: fdp da BS(φ, µ) para φ = 1.5 (a) e µ = 2.0 (b).

Figura 2.5: comportamento da variância da BS(φ, µ), quando φ→∞, para µ �xo.
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Podemos expressar o logaritmo da função de verossimilhança `(φ, µ) da seguinte

maneira

`(φ, µ) = log(L(φ, µ))

= G(φ, µ)− n
{

3

2
g1 − g0(φ, µ) +

φ

4(φ− 1)µ
g2 +

µ

4φ(φ− 1)
g3

}
, (2.7)

em que G(φ, µ) = n
2

log( φ
(φ−1)

) + n
2(φ−1)

− n
2

log(µ) − n
2

log(16π), g1 = 1
n

∑n
i=1 log(ti),

g0(φ, µ) = 1
n

∑n
i=1 log(ti + µ

φ
), g2 = 1

n

∑n
i=1 ti e g3 = 1

n

∑n
i=1

1
ti
. Para obter os estimadores

de máxima verossimilhança de φ e µ deve-se maximizar (2.7), a partir da solução das

equações

∂`(φ, µ)

∂φ
= − n(2φ− 1)

2φ(φ− 1)2
− µ

φ2

n∑
i=1

1

(ti +
µ
φ )

+

∑n
i=1 ti

4µ(φ− 1)2
+

µ(2φ− 1)

4φ2(φ− 1)2

n∑
i=1

1

ti
= 0, (2.8a)

∂`(φ, µ)

∂µ
= − n

2µ
+

1

φ

n∑
i=1

1

(ti +
µ
φ )

+
φ

4µ2(φ− 1)

n∑
i=1

ti −
1

4φ(φ− 1))

n∑
i=1

1

ti
= 0. (2.8b)

De forma análoga ao que acontece com a primeira reparametrização apresentada, as

equações (2.8a) e (2.8b) não possuem solução analítica para os estimadores de máxima

verossimilhança, sendo assim, necessária a maximização do logaritmo da função de vero-

ssimilhança da distribuição BS(φ, µ) através de algum método de otimização não-linear,

como por exemplo Newton-Raphson ou um método quasi-Newton (por exemplo BFGS).

Reparametrização 3

Seja σ de�nido como sendo a variância da BS(α, µ) dada em (1.6). Então

β =
2
√
σ

α
√

4 + 5α2
. (2.9)

Utilizando o valor de β de�nido em (2.9) na expressão (1.2), obtemos a fda da

BS(α, σ) dada por

F (t;α, σ) = P(T ≤ t) = Φ

 1

α

√α
√

4 + 5α2t

2
√
σ

−

√
2
√
σ

α
√

4 + 5α2t

 , (2.10)

em que α > 0, σ > 0 e t > 0. A partir de (2.10), encontramos a seguinte fdp

f(t;α, σ) =
exp{α−2}(4 + 5α2)

1
4

4
√
απσ

1
4

t−
3
2

[
t+

√
4σ

α2(4 + 5α2)

]
e
− 1

2α2

(
α
√

4+5α2t
2
√
σ

+ 2
√
σ

α
√

4+5α2t

)
.
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A média e a variância da distribuição BS(α, σ) possuem respectivamente as ex-

pressões

E(T ) =
(2 + α2)

√
σ

α
√

4 + 5α2
e Var(T) = σ.

A distribuição BS(α, σ) não satisfaz a propriedade de escala, no entanto, satisfaz a

propriedade de recíproca (ver Apêndice). Porém, possui uma variação da propriedade de

escala, ou seja, se T ∼ BS(α, σ), então Y = aT possui distribuição BS(α, a2σ).

Na Figura 2.6 (a) pode-se notar quando α = 0, 1 que a fdp tem forma parecida com

a da distribuição normal e a medida que o valor do parâmetro α aumenta a densidade vai

tornando-se assimétrica, além disso, há um decréscimo na variabilidade. Enquanto isso,

na Figura 2.6 (b) nota-se que com o aumento do valor do parâmetro σ a variabilidade

apresenta um crescimento, comportamento este esperado, uma vez que o mesmo é a

variância da distribuição.

Figura 2.6: fdp da BS(α, σ) para σ = 200 (a) e α = 0.1 (b).

O logaritmo da função de verossimilhança `(α, σ) é possui a expressão

`(α, σ) = log(L(α, σ))

= G(α, σ)− n

{
3

2
g1 − g0(α, σ) +

√
(4 + 5α2)

16α2σ
g2 +

√
σ

α6(4 + 5α2)
g3

}
,(2.11)

em que G(α, σ) = n
α2 + n

4
log(4+5α2)− n

2
log(16π)− n

2
log(α)− n

4
log(σ), g1 = 1

n

∑n
i=1 log(ti),

g0(α, σ) = 1
n

∑n
i=1 log(ti +

√
4σ

α2(4+5α2)
), g2 = 1

n

∑n
i=1 ti e g3 = 1

n

∑n
i=1

1
ti
. A maximização
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de (2.11), a partir da solução das equações abaixo, resulta nos estimadores de máxima

verossimilhança de α e σ.

∂`(α, σ)

∂α
=

n{10α(1− α)− 8}
2(8 + 10α2)

+
4
√
σ(2 + 5α2)

α(4 + 5α2)

n∑
i=1

1

(
√
α2(4 + 5α2)ti +

√
4σ)

− 1√
(4 + 5α2)σα2

n∑
i=1

ti +
4
√
σ(3 + 5α2)

α4
√

(4 + 5α2)3

n∑
i=1

1

ti
= 0, (2.12a)

∂`(α, σ)

∂σ
= − n

4σ
− 1

α
√

(4 + 5α2)σ

n∑
i=1

(
ti +

√
4σ

α2(4 + 5α2)

)−1

−
√

4 + 5α2

8α
√
σ3

n∑
i=1

ti +
1√

4σ(4 + 5α2)α3

n∑
i=1

1

ti
= 0. (2.12b)

Notamos através das equações (2.12a) e (2.12b) que não é possível encontrar uma

solução analítica para os estimadores de máxima verossimilhança de α e σ, fazendo-se

necessária a utilização de algum método de otimização não-linear como alguns dos já

mencionado.

Reparametrização 4

Dados γ = (1 + 5
4
α2) e σ = (αβ)2γ. Temos

α =
2
√
γ − 1√

5
e β =

√
5σ

2
√
γ(γ − 1)

. (2.13)

Substituindo os valores de α e β apresentados em (2.13) na expressão (1.2), temos

a fda da BS(γ, σ) dada por

F (t; γ, σ) = P(T ≤ t) = Φ

 √
5

2
√
γ − 1

√2
√
γ(γ − 1)t√

5σ
−

√ √
5σ

2
√
γ(γ − 1)t

 , (2.14)

em que γ > 1, σ > 0 e t > 0. A partir de (2.14), obtemos a fdp

f(t; γ, σ) =
e

5
4(γ−1)

√
5[γ(γ − 1)]

1
4

4(5σ)
1
4

√
(γ − 1)π

t−
3
2

[
t+

√
5σ

4γ(γ − 1)

]
e
− 5

8(γ−1)

(√
4γ(γ−1)t√

5σ
+

√
5σ√

4γ(γ−1)t

)
.

(2.15)

A média e a variância obtidas através de (2.15), possuem respectivamente, as ex-

pressões

E(T ) =
(2γ + 3)

√
σ√

20γ(γ − 1)
e Var(T) = σ
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A propriedade de escala não é satisfeita na distribuição BS(γ, σ). Enquanto isso, a

BS(γ, σ) satisfaz recíproca (ver Apêndice). Temos que se T ∼ BS(α, σ), então Y = aT

possui distribuição BS(γ, a2σ).

Na Figura 2.7, apresentamos o comportamento da fdp da BS(γ, σ) para diferentes

combinações dos parâmetros γ e σ. Podemos observar na Figura 2.7 (a) que com o

aumento do valor de γ a variabilidade da distribuição diminui. Enquanto que o aumento

do valor de σ provoca um crescimento na variabilidade, comportamento este que pode ser

observado na Figura 2.7 (b).

Figura 2.7: fdp da BS(γ, σ) para σ = 10 (a) e γ = 1.5 (b).

Para encontramos os estimadores de máxima verossimilhança dos parâmetros da

distribuição BS(γ, σ), será de�nido o logaritmo da função de verossimilhança `(γ, σ) dado

por

`(γ, σ) = log(L(γ, σ))

= G(γ, σ)− n

{
3

2
g1 − g0(γ, σ) +

√
5γ

16(γ − 1)σ
g2 +

√
125σ

256γ(γ − 1)3
g3

}
,(2.16)

em que G(γ, σ) = 5
4(γ−1)

n + n
2

log(5) − n
2

log(π) + n
4

log( γ
γ−1

) − n log(5σ), g0(γ, σ) =

1
n

∑n
i=1 log(ti +

√
5σ

4γ(γ−1)
), g1 = 1

n

∑n
i=1 log(ti) , g2 = 1

n

∑n
i=1 ti e g3 = 1

n

∑n
i=1

1
ti
. Os

estimadores de máxima verossimilhança γ̂ e σ̂ de γ e σ são obtidos maximizando (2.16) a
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partir da solução das equações

∂`(γ, σ)

∂γ
= − (6γ − 6)

4γ(γ − 1)
n−
√

5σ(2γ − 1)

γ(γ − 1)

n∑
i=1

1

(2
√
γ(γ − 1)ti +

√
5σ)

+

√
5

8
√
γ(γ − 1)3σ

n∑
i=1

ti

+

√
125γ(γ − 1)σ(4γ − 1)

32γ2(4γ − 1)3

n∑
i=1

1

ti
= 0, (2.17a)

∂`(γ, σ)

∂σ
= −n

σ
+

√
5√
σ

n∑
i=1

1

(2
√
γ(γ − 1)ti +

√
5σ)

+

√
5γ

8σ
√

(γ − 1)σ

n∑
i=1

ti

−
5
√

5(γ − 1)

32
√
σγ(γ − 1)2

n∑
i=1

1

ti
= 0. (2.17b)

Como anteriormente, note que através das equações (2.17a) e (2.17b) não é possível

determinar uma solução analítica para os estimadores de máxima verossimilhança de α e

σ.

Reparametrização 5

Seja µ = β(1 + α2

2
) e δ = 2

α2 . Então,

α =

√
2

δ
e β =

µ

(1 + 1
δ
)
. (2.18)

A fda da BS(δ, µ) é obtida substituindo os valores de α e β de�nidos em (2.18) na

expressão (1.2). Sendo assim, temos

F (t; δ, µ) = P(T ≤ t) = Φ

[√
δ

2

(√
(δ + 1)t

δµ
−

√
δµ

(δ + 1)t

)]
, (2.19)

em que δ > 0, µ > 0 e t > 0.

A fdp para esta distribuição é obtida a partir de (2.19) e apresenta a seguinte

expressão

f(t; δ, µ) =
exp( δ

2
)
√
δ + 1

4
√
πµ

t−3/2

[
t+

δµ

δ + 1

]
exp

{
−δ

4

(
t(δ + 1)

δµ
+

δµ

t(δ + 1)

)}
.

Adicionalmente, temos que o valor esperado e a variância da distribuição BS(δ, µ)

apresentam as seguintes expressões, respectivamente

E(T ) = µ e Var(T) =
g(µ)

h(δ)
,
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Figura 2.8: fdp da BS(δ, µ) para δ = 5.0 (a) e µ = 1.0 (b).

em que

g(µ) = 2µ2 e h(δ) =
1

1
δ+2+ 1

δ

+ 5
2(δ2+δ+1)

.

A distribuição BS(δ, µ) satisfaz a propriedade de escala, ou seja, se T ∼ BS(δ, µ),

então Y = aT possui distribuição BS(δ, aµ) e também satisfaz a propriedade recíproca.

Para maiores detalhes ver Apêndice.

Observamos na Figura 2.8 (a) que a curtose reduz com o aumento no valor do

parâmetro µ. Nas Figuras 2.8 (b) e 2.9 nota-se que o aumento no valor do parâmetro δ

causa pequena mudança na forma da densidade e também diminuição na variabilidade da

BS(δ, µ). Deste modo, o parâmetro δ pode ser caracterizado como parâmetro de dispersão

ou precisão.

Temos que o logaritmo da função de verossimilhança `(δ, µ) é dado por

`(δ, µ) = log(L(δ, µ))

= G(δ, µ)− n
{

3

2
g1 − g0(δ, µ) +

(δ + 1)

4µ
g2 +

δ2µ

4(δ + 1)
g3

}
, (2.20)

em que G(δ, µ) = n
2
δ+ n

2
log(δ+ 1)− n

2
log(16π)− n

2
log(µ), g1 = 1

n

∑n
i=1 log(ti), g0(δ, µ) =

1
n

∑n
i=1 log(ti + δµ

(δ+1)
), g2 = 1

n

∑n
i=1 ti e g3 = 1

n

∑n
i=1

1
ti
. Os estimadores de máxima

verossimilhança de δ e µ são obtidos maximizando (2.20), a partir da solução das equações
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Figura 2.9: comportamento da variância da BS(δ, µ), quando δ →∞, para µ �xo.

∂`(δ, µ)

∂δ
=

n

2
+

n

2(δ + 1)
− δ

n∑
i=1

1

(δti + δµ+ ti)
+

1

4µ

n∑
i=1

ti +
δµ(δ + 2)

(δ + 1)2

n∑
i=1

1

ti
= 0, (2.21a)

∂`(δ, µ)

∂µ
= − n

2µ
− µ

(δ + 1)

n∑
i=1

1

(δti + δµ+ ti)
− (δ + 1)

4µ2

n∑
i=1

ti +
δ2

4(δ + 1)

n∑
i=1

1

ti
= 0. (2.21b)

Novamente, podemos notar através das equações (2.21a) e (2.21b) que não é possível

obtermos uma solução analítica para os estimadores de máxima verossimilhança de δ e µ.

2.3 Estimadores de momentos

Ng, Kundu e Balakrishman (2003) mostraram que o estimador de momentos do

parâmetro β da distribuição Birnbaum-Saunders, baseado nos dois primeiros momentos

populacionais e amostrais não existem, pois não é possível obter uma única solução para

as equações resultantes. A seguir, serão apresentados os estimadores de momentos, de-

notados por EMs, para cada uma das reparametrizações. De�nindo T1, . . . , Tn como uma

amostra de um dado conjunto de números positivos, de�ne-se a variância amostral como

sendo

s2 =
1

n

n∑
i=1

(ti − t̄)2,

em que t̄ está de�nido em (1.9).
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Os EMs dos parâmetros que compõem as reparametrizações apresentadas neste tra-

balho possuem as seguintes expressões

1. α̃ = 2
[
s2−t̄2+

√
t̄4+3t̄2s2

(10t̄2−2s2)

] 1
2
;

2. µ̃ = t̄;

3. φ̃ = 4t̄2+t̄
√
t̄2+3s2

(5t̄2−s2)
;

4. σ̃ = s2;

5. γ̃ = 5t̄2+3s2+5
√
t̄4+3t̄2s2

(10t̄2−2s2)
;

6. δ̃ = t̄2−s2+
√
t̄4+3t̄2s2

s2
.

No Apêndice é apresentado de forma detalhada como foram obtidos cada um dos

EMs apresentados acima. Para que os estimadores α̃, φ̃, γ̃ e δ̃ existam será necessário que

o coe�ciente de variação amostral seja inferior
√

5. A seguir serão realizadas simulações

de Monte Carlo para estudarmos o comportamento empírico dos EMVs e EMs, adicional-

mente serão calculadas os intervalos de con�ança assintóticos para os EMVs e calculadas

suas respectivas taxas de coberturas.

Simulações

No estudo do comportamento dos estimadores de máxima verossimilhança e de mo-

mentos dos parâmetros α, µ, φ, σ, γ e δ que compõem as distribuições BS(α, µ), BS(φ, µ),

BS(α, σ), BS(γ, σ), e BS(δ, µ) considerou-se amostras pequenas, moderadas e grandes,

ou seja, 10, 25 e 100, respectivamente. Também foi estudado o EMV do parâmetro β,

que justamente com o parâmetro α compõem a BS(α, β). Os valores considerados como

verdadeiros para o parâmetro α no estudo foram 0, 20, 0, 50 e 1, 0, que representam as-

simetria fraca, moderada e forte, respectivamente. O valor do parâmetro β usado no

estudo foi �xado no valor 1, 0. A geração dos números pseudo-aleatórios foi realizada

usando a expressão (1.3) e as relações entre os parâmetros da distribuição BS(α, β) e

suas reparametrizações. Foram realizadas 10000 réplicas de Monte Carlo e um programa

em Ox foi desenvolvido para executar o estudo de simulação. E para a construção dos

intervalos assintóticos baseados nos EMV, foram calculados os valores aproximados das
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variâncias destes estimadores através do método Delta. Obteve-se as aproximações para

as variâncias dos estimadores de máxima verossimilhança, utilizando a seguinte expressão

Var(dr) =
∑
i

(
∂dr
∂θi

)2

Var(θi) +
∑
i

∑
i 6=j

(
∂dr
∂θi

)(
∂dr
∂θj

)
Cov(θi, θj),

em que dr é o r-ésimo elemento de d(θ).

• V(α̂) = α2

2n
;

• V(β̂) = β2

n[0,25+α−2+I(α)]
;

• V(µ̂) = α3β2

2n
+

β2(1+ 1
2
α2)

n[0,25+α−2+I(α)]
;

• V(φ̂) = α4

2n
;

• V(σ̂) = [2αβ2 + 5beta2α3]2 α
2

2n
+ [2βα2(1 + 5

4
α2)]2 β2

n[0,25+α−2+I(α)]
;

• V(γ̂) = 5α4

4n
;

• V(δ̂) = 8
nα4 .

Na Tabela 2.1 apresentamos resultados numéricos referentes às estimativas dos EMV

para o caso em que α = 0, 2 e β = 1, 0. Observamos que os estimadores φ̂ e γ̂ apresen-

taram, em módulo, viés relativo consideravelmente menor que o viés relativo do estimador

α̂, para todos os tamanhos amostrais. Nota-se ainda que os estimadores µ̂ e β̂ apresen-

taram comportamento similar quando o tamanho amostral cresce. Também temos que os

estimadores σ̂ e δ̂ foram os menos e�cazes no que tange ao valor do viés relativo. Note

também que as estimativas de
√
EQM dos estimadores φ̂ e γ̂ apresentaram assim como no

viés relativo valores inferiores a estimativa de
√
EQM do estimador α̂. Observe também

que o estimador δ̂ apresentou o pior desempenho dentre todos os estimadores no que tange

a estimativa de
√
EQM. Por exemplo, para n = 100, a estimativa de

√
EQM do estimador

δ̂ foi igual a 7,6933. Nota-se também que o estimador σ̂ apresentou desempenho inferior

aos estimadores µ̂ e β̂ no que tange ao viés relativo.

Na Tabela 2.2 são apresentados os resultados da estimação dos EMV para o caso

em que α = 0, 5 e β = 1, 0. Observe que de forma análoga ao que acontece na Tabela 2.1,

os estimadores φ̂ e γ̂ apresentaram, em módulo, viés relativo consideravelmente menor
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que o viés relativo do estimador α̂. Nota-se ainda que o estimador σ̂ apresentou, em

módulo, desempenho similar ao estimador β̂ quando comparadas as estimativas do viés.

Por exemplo, para n = 100 temos que as estimativas do viés relativo dos estimadores σ̂ e

β̂ apresentaram os respectivos valores, 0,0019 e 0,0010. Nota-se também que o estimador

δ̂ apresentou estimativas de viés relativo superiore, em módulo, as estimativas dos demais

estimadores. Pode-se observar que as estimativas de
√
EQM dos estimadores α̂, β̂, µ̂, σ̂

e γ̂ apresentaram valores relativamente próximos. Por exemplo, para n = 100 temos que

as estimativas de
√
EQM para tais estimadores �cou em torno de 0,0550.

Na Tabela 2.3 estão apresentados os resultados da estimação dos EMV para o caso

em que α = 1, 0 e β = 1, 0. Nota-se que os estimadores α̂, β̂, µ̂ e φ̂ apresentaram melhor

desempenho com relação ao viés e viés relativo do que os estimadores σ̂, γ̂ e δ̂. Note

ainda que dentre todos os estimadores, δ̂ apresentou o pior desempenho com relação ao

viés e viés relativo. Observe também que os estimadores α̂, β̂ e φ̂ apresentaram estima-

tivas de
√
EQM bem próximas, por exemplo, temos que para n = 100 tais estimativas

assumiram os respectivos valores: 0,0712, 0,0882 e 0,0704. Além desses estimadores outros

apresentaram comportamento parecido quando levamos em consideração as estimativas

de
√
EQM, com os estimadores µ̂ e γ̂. Podemos observar que o estimador que apresentou

melhor desempenho para todos os cenários estudados foi o µ̂ que apresentou um baixo

viés e relativa precisão. Enquanto que os estimador δ̂ apresentou o pior desempenho den-

tre todos os estimadores estudados, comportamento que pode ser observado nas Tabelas

2.1 - 2.3. Adicionamente, pode-se notar que as estimativas do viés, viés relativo, EQM

e
√

EQM, para a maioria dos estimadores, apresentam um aumento em suas estimati-

vas com o crescimento do valor do parâmetros α, ou seja, com o aumento do grau de

assimetria.

Na Tabela 2.4 apresentamos as estimativas para os estimadores de momentos para o

caso em que α = 0, 2 e β = 1, 0. Observamos que a maioria dos estimadores subestimam

o verdadeiros valor dos respectivos parâmetros. No entanto o estimador δ̃ superestima

o valor verdadeiro do parâmetro δ. Pode-se observar ainda que os EMs apresentaram

estimativas do viés relativo similares as estimativas do viés relativo dos EMV. Por ex-

emplo, para n = 100 as estimativas, em módulo, do viés relativo dos estimadores α̃ e

α̂ apresentam valores em torno de 0,0080. Nota-se ainda que as estimativas de
√
EQM
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para os estimadores α̃, µ̃, φ̃, σ̃ e γ̃ apresentaram valores relativemente baixos indicando,

da mesma forma que os EMV, que esses estimadores apresentaram boa precisão. Note

que o estimador δ̃ assim como os estimador δ̂ apresentou estimativas de
√
EQM bem

superiores aos demais estimadores.

Na Tabela 2.5 estão apresentados os resultados das estimativas dos EMs para o

caso em que α = 0, 5 e β = 1, 0. Pode-se observar que de forma análoga ao que é

apresentado na Tabela 2.4, os estimadores α̃, µ̃, φ̃, σ̃ e γ̃ subestimam o verdadeiro valor

de seus respectivos parâmetros. Também de forma analoga aos resultados da Tabela 2.4

temos que o estimador δ̃ apresentou as maiores estimativas para o viés relativo e
√

EQM.

Observamos também, na Tabela 2.5, que os EMs apresentaram estimativas de viés relativo

e
√

EQM superiores as estimativas obtidas pelos EMV apresentadas na Tabelas 2.2. Na

Tabela 2.6 os resultados das estimativas dos EMs para o caso em que α = 1, 0 e β = 1, 0.

Podemos observar que as estimativas apresentadas nesta Tabela possuem interpretações

simulares as das Tabelas 2.4 e 2.5. No entanto, as estimativas do viés e viés relativo

são relativamente superiores as estimativas do viés e viés relativo das Tabelas 2.4 e 2.5.

Podemos observar também que com o crescimento do valor do parâmetro α houve uma

perda de precisão dos EMs da mesma forma que aconteceu com os EMV. Por �m, temos

que de modo geral os resultados obtidos pelos EMV foram melhores no sentido de menor

viés e precisão do que os EMs, resultado esse já esperado.

Nas Tabelas 2.7-2.9 apresentamos as estimativas para os intervalos assintóticos dos

EMV e suas respectivas taxas de cobertura. Em todas essas Tabelas temos como resultado

principal o fato de que as taxas de cobertura dos intervalos dos parâmetros δ e µ foram

superiores as taxas de corbetura dos parâmetros α e β. Outro resultado importante que

pode ser observado nestas Tabelas é que os intervalos de con�ança assintóticos para os

parâmetros φ, σ e γ apresentaram taxas de cobertura inferiores aos demais parâmetros.

Com os resultados das simulações foi possível observarmos que alguns dos novos

parâmetros propostos possibilitou a melhoria dos resultados inferenciais da distribuição

Birnbaum-Saunders. Além disso, através da quinta reparametrização proposta é pos-

sível modelarmos a média de uma variável aleatória com distribuição Birnbaum-Saunders

envolvendo um parâmetro de dispersão.
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CAPÍTULO 3

Modelo de regressão Birnbaum-Saunders

Neste capítulo será de�nido um novo modelo de regressão linear em que a variável

resposta tem distribuição Birnbaum-Saunders, baseado na "reparametrização 5 "de�nida

no Capítulo 2. Modelos de regressão com resposta Birnbaum-Saunders são comumente

utilizados para modelar a propagação de um dano progressivo até a ocorrência de uma

falha. Será apresentado a função escore e a matriz de informação de Fisher bem como

o procedimento iterativo de estimação. A �m de avaliar adequacidade do modelo nós

propomos alguns resíduos e estudo de simulações de Monte Carlo para estudar o compor-

tamento empírico dos estimadores de máxima verossimilhança dos parâmetros do modelo

e estudar o comportamento empírico dos resíduos propostos. Foram propostos também

métodos de diagnóstico baseado em in�uência local sob vários esquemas de perturbação

tal como ponderação de casos, perturbação na variável resposta e na dispersão.

3.1 Modelo

Sejam T1, T2, . . . , Tn variáveis aleatórias independentes com distribuição BS(µi, δ),

com fdp dada por

f(ti : µi, δ) =
exp( δ

2
)
√
δ + 1

4
√
πµi

t
−3/2
i (ti +

δµi
δ + 1

) exp

{
−δ

4

(
ti(δ + 1)

δµi
+

δµi
ti(δ + 1)

)}
, (3.1)
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em que E(Ti) = µi e Var(Ti) = V (µi)/h(δ), com V (µi) sendo uma função da média e

h(δ) > 0 e do parâmetros de dispersão δ constante para todas as observações.

O modelo de regressão Birnbaum-Saunders (MRBS) baseado em (3.1) é de�nido

pela componente sistemática

g(µi) = x>i β = ηi, i = 1, 2, . . . , n, (3.2)

em que µi = g−1(x>i β), β = (β1, β2, . . . , βp)
> para p < n, é um vetor de parâmetros

desconhecidos a serem estimados e xi = (xi1, . . . , xip)
> representa os valores de p variáveis

explicativas. No MRBS assume-se uma função de ligação g : R → R+ estritamente

monótona e pelo menos duas vezes diferenciável, temos como exemplo, g(µ) = log(µ) ou

g(µ) =
√
µ.

A função de verossimilhança do modelo (3.2) para θ = (β>, δ)> possui a seguinte

forma

L(θ) =
n∏
i=1

f(ti : µi, δ). (3.3)

em que f(ti : µi, δ) é dado em (3.1). Assim, o logaritmo da função de verossimilhança

para θ pode ser escrito como

`(θ) =
n∑
i=1

`i(µi, δ), (3.4)

em que

`i(µi, δ) =
δ

2
− 1

2
log(δ + 1)− 1

2
log(16π)− 1

2
log(µi)−

3

2
log(ti) +

+ log(δti + ti + δµ)− ti(δ + 1)

4µi
− δ2µi

4ti(δ + 1)
. (3.5)

As funções escore para β e δ são dadas, respectivamente, por

Uβ(θ)p×1 = X>D(a)z,

e

Uδ(θ)1×1 = tr(D(b)).

em que D(a) = diag{a1, a2, . . . , an}, com ai = 1
g′(µi)

, z = (z1, z2, . . . , zn)>, com zi =
∂`i(µi,δ)
∂µi

= − 1
2µi

+ δ
(δti+ti+δµ)

+ ti(δ+1)
4µi2

− δ2

4ti(δ+1)
e D(b) = diag{b1, b2, . . . , bn}, com bi =

∂`i(µi,δ)
∂δ

= 1
2

+ 1
2(δ+1)

+ (ti+µi)
(δti+ti+δµi)

− ti
4µi
− δ(δ+2)µi

4(δ+1)2ti
.
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A inferência assintótica para θ pode ser baseada na normalidade assintótica do

estimador de máxima verossimilhança θ̂, dada por

θ̂ ∼ Np+1(0,Σθ),

em que Σθ é a matriz de variâncias e covariâncias de θ̂, podendo ser aproximada pela

matriz de Fisher observada −L̈−1
θθ |θ̂, avaliada em θ̂, obtida a partir de

L̈θθ =

(
∂2`(θ)
∂β∂β>

∂2`(θ)
∂β∂δ

∂2`(θ)
∂δ∂β>

∂2`(θ)
∂δ2

)
=

(
L̈ββ L̈βδ
L̈δβ L̈δδ

)
=

(
X>D(c)X X>D(a)m
m>D(a)X tr(D(d))

)
(3.6)

em que m = (m1,m2, . . . ,mn)>, com

mi =
∂2`i(µi, δ)

∂µi∂δ
=

ti
(δti + ti + δµi)2

+
ti

4µ2
i

− δ(δ + 2)

4(δ + 1)2ti
,

D(c) = diag{c1, c2, . . . , cn}, com

ci =

(
∂2`i(µi, δ)

∂µ2
i

(
dµi
dηi

)2

+
∂`i(µi, δ)

∂µi

(
∂

∂µi

dµi
dηi

)
dµi
dηi

)

e D(d) = diag{d1, d2, . . . , dn}, com

di =
∂2`i(µi, δ)

∂δ2
=

1

2(δ + 1)2
− (ti + µi)

2

(δti + ti + δµi)2
− µi

2(δ + 1)3ti
.

,

A inversa de L̈θθ pode ser expressa na forma

L̈−1
θθ =

(
M−1 + AA>

E
−A
E

−A>
E

1
E

)

em que M = X>D(c)X, A = M−1X>D(a)m e E = tr(D(d))−m>D(a)XA.

A matriz de informação de Fisher esperada para θ, possui a seguinte forma

Kθθ =

(
Kββ Kβδ

Kδβ Kδδ

)
=

(
X>D(v)X X>D(a)s
s>D(a)X tr(D(u))

)
, (3.7)

em que D(v) = diag{v1, v2, . . . , vn}, com

vi =
δ

2µ2
i

1

{g′(µi)}2
+

δ2

(δ + 1)2

1

{g′(µi)}2
I(δ),

42



s = (s1, s2, . . . , sn)>, com

si =
1

2µi(δ + 1)
+

δµi
(δ + 1)3

I(δ)

e D(u) = diag{u1, u2, . . . , un}, com

ui =
(δ2 + 3δ + 1)

2δ2(δ + 1)2
+

µ2
i

(δ + 1)4
I(δ),

em que

I(δ) =

∫ ∞
0

1

4
e
δ
2

√
δe−

1
4( (δ+1)t

δ µ
+ δ µ

(δ+1)t)δ
(
t+

δ µ

δ + 1

)−1
1√
π δ µ
δ+1

t−3/2dt.

Após algumas manipulações algébricas temos que a inversa da matriz de informação

observada, K−1
θθ , possui forma

K−1
θθ =

(
D−1 + BB>

W
− B
W

−B>
W

1
W

)
(3.8)

em que D = X>D(v)X, B = D−1X>D(a)s e W = tr(D(u))− s>D(a)XB.

De�nindo Wββ = D(v), Wβδ = W>
βδ = D(a)s e Wδδ = tr(D(u)), podemos

construir a matriz aumentada, W̃ , de dimensão (n + 1) × (n + 1) que possui a seguinte

forma

W̃ =

(
Wββ Wβδ

Wβδ Wδδ

)
=

(
D(v) D(a)s
s>D(a) tr(D(u))

)
.

Temos ainda, X̃, uma matriz aumentada de dimensão (n+ 1)× (p+ 1) na forma

X̃ =

(
X 0
0 1

)
,

e desta maneira a matriz de informação esperada de Fisher, Kθθ, pode ser escrita da

seguinte forma

Kθθ = X̃>W̃ X̃,

e sua inversa

K−1
θθ = (X̃>W̃ X̃)−1.

No Apêndice encontram-se os cálculos mais detalhados para a obtenção das matrizes

de Fisher observada e esperada, dadas respectivamente, em (3.6) e (3.7).
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3.2 Estimação dos parâmetros

Nosso interesse é estimar os parâmetros do MRBS pelo método de máxima vero-

ssimilhança, portanto devemos solucionar as equações Uβ(θ) = 0 e Uδ(θ) = 0. Neste

caso não é possível encontrar uma solução analítica. Sendo assim, para obtermos os esti-

madores de máxima verossimilhança devemos fazer uso de algum método de otimização

não-linear para maximizarmos o logaritmo da função de verossimilhança, tal como al-

goritmo de Newton (Newton-Raphson, escore de Fisher, BHHH, etc.) ou quasi-Newton

(BFGS). Neste trabalho propomos utilizar o método escore de Fisher. O algoritmo para

a estimação de θ = (β>, δ)> possui a forma

θ(m+1) = θ(m) +K−1
θθ U (θ)(m)

= θ(m) + (X̃>W̃ (m)X̃)−1

(
X>D(a)(m)z
tr(D(b))

)
= θ(m) + (X̃>W̃ (m)X̃)−1X̃>

(
D(a)(m) 0

0 tr(D(b))

)(
z(m)

1

)
= θ(m) + (X̃>W̃ (m)X̃)−1X̃>W̃ (m){W̃ (m)}−1

(
D(a)(m) 0

0 tr(D(b))

)(
z(m)

1

)
= (X̃>W̃ (m))−1X̃>W̃

(m)
z∗(m) (3.9)

em que

z∗(m) = X̃θ(m) + {W̃ (m)}−1

(
D(a)(m) 0

0 tr(D(b))

)(
z(m)

1

)
.

Observando (3.9) notamos que θ(m+1) toma a forma de um estimador de mínimos

quadrados reponderado, z∗ é uma variável reposta modi�cada e X̃ é a matriz modelo.

3.3 Intervalos de con�ança

Sob as condições de regularidades usuais (ver Cox e Hinkley, 1974), temos que θ̂

e Kθθ|θ̂ são respectivamente estimadores consistentes de θ e Kθθ, em que Kθθ|θ̂ é a

matriz de informação de Fisher esperada e dada em (3.7) avaliada em θ̂. Assumindo que

Jθθ = limn→∞
Kθθ

n
está bem de�nida, ou seja, existe e é não-singular, temos que

√
n(θ̂ − θ)

D→ Np+1(0,J−1
θθ ),

em que θ̂ = (β̂>, δ̂)> é o estimador de máxima verossimilhança de θ = (β>, δ)>. Desta

forma pela normalidade assintótica do estimador de máxima verossimilhança θ̂, é possível
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a construção de intervalos de con�ança assintóticos para os parâmetros do modelo de

regressão. Portanto, [
β̂j − z1− ξ

2
(K̂ββ

jj )
1
2 ; β̂j + z1− ξ

2
(K̂ββ

jj )
1
2

]
,

para j = 1, 2, . . . , p e [
δ̂ − z1− ξ

2
(K̂δδ)

1
2 ; δ̂ + z1− ξ

2
(K̂δδ)

1
2

]
,

são intervalos de con�ança assintóticos (IC) para βj e δ respectivamente, e com coe�ciente

de con�ança 100(1− ξ)%. As variâncias assintóticas de β̂j e δ̂ são respectivamente, K̂ββ
jj

e K̂δδ e para 0 < ξ < 1
2
, z1− ξ

2
representa o quantil 1− ξ

2
da distribuição normal padrão.

Simulações

Simulações de Monte Carlo serão utilizadas para estudar o desempenho dos esti-

madores de máxima verossimilhança dos parâmetros de dois modelos de regressão Birnbaum-

Saunders aqui propostos. No primeiro modelo foi veri�cado o comportamento dos esti-

madores quando a variável explicativa é gerada sob três cenários e no segundo modelo,

será veri�cado o comportamento dos estimadores quando as variáveis explicativas são

geradas de distribuições distintas. Em ambos modelos foi utilizada tamanho de amostra

�nita. Neste trabalho foi utilizada a linguagem de programação Ox.

Modelo 1

Considere um modelo MRBS como a componente sistemática dada por

g(µi) = β0 + β1xi, i = 1, 2, . . . , n (3.10)

em que g é a função de ligação logaritmo e os valores da variável explicativa xi, são

conhecidos para cada observação.

Para o modelo dado em (3.10) os valores verdadeiros foram �xados da seguinte

forma: β0 = 2, 0, β1 = 0, 5 e δ = 150; os valores das variáveis explicativas foram ger-

adas sob três cenários diferentes denotados por I, II e III, sendo eles U(0, 1), Exp(10) e

N (0, 16/25) respectivamente, e mantida �xa no decorrer das simulações. Em nosso exper-

imento utilizou-se 10000 réplicas de Monte Carlo e os seguintes tamanhos amostrais 15,

30 e 45. Para cada uma das 10000 réplicas foram geradas amostras aleatória da variável

resposta ti (i = 1, 2, . . . , n) da BS(δ, µi), em que µi = exp(x>i β)
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Na Tabela 3.1, são apresentadas as estimativas do viés para os estimadores de máx-

ima verossimilhança dos parâmetros β0, β1 e δ para os cenários I, II e III, observa-se de

maneira geral que a medida que a amostra cresce o viés decresce.

Vale ressaltar que no cenário I o estimador de máxima verossimilhança do parâmetro

β0 apresenta uma redução em sua estimativa de viés em n = 30 quando comparado com seu

valor em n = 15, porém, quando se compara a estimativa em n = 45 com o valor em n = 30

tem-se um leve crescimento. Enquanto isso, o estimador de máxima verossimilhança do

parâmetro β1 apresenta um comportamento inverso. Quando comparada a estimativa do

viés em n = 15 com o valor em n = 30 tem-se um leve crescimento na estimativa do viés,

já quando comparada a estimativa em n = 45 com o valor em n = 30 ocorre uma redução.

No cenário II, o estimador de máxima verosimilhança de β0 apresenta um leve cresci-

mento na sua estimativa do viés a medida que n cresce. Porém, para o estimador de máx-

ima verossimilhança de β1 tem-se um decrescimo nas estimativas de seu viés a medida

que se aumenta o tamanho da amostra.

No cenário III, tanto o estimador de máxima verossimilhança de β0 quanto o de β1

têm suas estimativas de vieses decrescendo com o crescimento do tamanho da amostra.

Na Tabela 3.2, apresentamos as estimativas da raíz quadrada do erro quadrático mé-

dio (
√
EQM). Pode-se observar que para todos os estimadores de máxima verossimilhança

e todos os cenários, temos um decréscimento das estimativas
√
EQM com o crescimento

da amostra. Também notamos que as estimativas da
√
EQM possuem valores elevados

para o parâmetro δ, tal comportamento é observado para todos os cenários estudados.
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Tabela 3.1: estimativas do viés relativo.

Cenário n β̂0 β̂1 δ̂
15 0,0409 0,0040 2,4422

I 30 0,0406 0,0058 1,7870
45 0,0410 0,0035 1,6089
15 0,0406 0,0089 2,3902

II 30 0,0407 0,0047 1,7291
45 0,0409 0,0041 1,5597
15 0,0407 0,0087 2,2811

III 30 0,0406 0,0073 1,6358
45 0,0406 0,0069 1,5037

Tabela 3.2: estimativas da
√

EQM.

Cenário n β̂0 β̂1 δ̂
15 0,0880 0,0583 474,3877

I 30 0,0846 0,0457 313,2946
45 0,0841 0,0372 269,0008
15 0,0861 0,1388 467,7736

II 30 0,0839 0,1024 304,6864
45 0,0837 0,0925 261,8249
15 0,0842 0,0352 452,4314

III 30 0,0828 0,0290 289,6196
45 0,0820 0,0166 251,5827

Modelo 2

Considere agora o MRBS com a componente sistemática

g(µi) = β0 + β1xi1 + β2xi2 + β3xi3, i = 1, 2, . . . , n (3.11)

em que g é a função de ligação logaritmo e xij (j = 1, 2, 3) é conhecido.

Para o modelo dado em (3.11) temos que os valores verdadeiros foram �xados da

seguinte maneira: β0 = 2, 0, β1 = 1, 5, β2 = 0, 5, β3 = 0, 1 e δ = 150. Os valores das

variáveis explicativas foram gerados da seguinte forma: xi1 foi obtido de uma U(0, 1), xi2

de uma Exp(10) e xi3 de uma N (0, 16/25). Para os dois modelos tem-se valores de X

constantes para todo o experimento. Em nosso experimento utilizamos 10000 réplicas de
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Tabela 3.3: estimativas do viés relativo e
√
EQM.

Estimador n Viés Relativo
√
EQM

15 0,0256 0,0586
β̂0 30 0,0255 0,0544

45 0,0257 0,0532
15 0,0018 0,0380

β̂1 30 0,0021 0,0273
45 0,0017 0,0224
10 0,0038 0,1019

β̂2 30 0,0046 0,1020
45 0,0004 0,0627
10 0,0029 0,0175

β̂3 30 -0,0002 0,0131
45 0,0014 0,0087
15 3,3642 1713,1801

δ̂ 30 2,1829 997,1467
45 1,8941 830,7173

Monte Carlo e os seguintes tamanhos amostrais 15, 30 e 45. Para cada uma das 10000

réplicas foram geradas uma amostra aleatória da variável resposta ti (i = 1, 2, . . . , n) da

BS(δ, µi), em que µi = exp(x>i β).

Na Tabela 3.3, nota-se que os estimadores β̂0, β̂1, β̂2, δ̂ não têm suas estimativas

de viés relativo reduzidas com o aumento do tamanho amostral, apenas o estimador δ̂

apresenta esta característica. Com relação a
√
EQM apenas o estimador β̂2 não apresenta

redução contínua nas suas estimativas. De maneira geral os estimadores mostraram-se

não viesados e relativamente precisos. No entanto, o estimador δ̂ mostrou-se bastante

viesado e baixa precisão.

3.4 Resíduos

A análise de resíduo é uma ferramenta importante na validação do modelo em estudo.

É possível através da análise de resíduos veri�car se existem observações extremas, assim

como o afastamento das suposições feitas para o modelo. Nesta seção, são apresentados

quatro resíduos, mas para o estudo de simulações de Monte Carlo serão considerado apenas
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três, sendo eles: o resíduo obtido pelo processo de estimação de β, o resíduo tipo Pearson

e o resíduo baseado na matriz de informação de Fisher observada.

Resíduo ordinário

Quando de�nimos um resíduo, estamos interessados em encontrar uma medida que

possa mensurar de forma e�ciente a discrepância entre o modelo ajustado e o conjunto

de dados. Desta forma, pode-se de�nir como resíduo uma medida baseada na diferença

ti − Ê(ti). Logo, será de�nido o resíduo ordinário para o modelo de regressão Birnbaum-

Saunders, dado por

ri =
ti − µ̂i√
V̂ ar(ti)

, (3.12)

em que µ̂i = g−1(x>i β̂) e V̂ ar(ti) =
2µ̂2

i
1

δ̂+2+ 1

δ̂

+ 5

2(δ̂2+δ̂+1)

.

Outra medida que pode ser de�nida como resíduo, é derivada do processo iterativo

de estimação dos parâmetros do modelo. Do processo iterativo de�nido em (3.9) e con-

siderando δ conhecido, pode-se escrever a expressão da estimativa de β no passo m da

seguinte forma

β(m+1) = (X>W
(m)
ββ X)−1X>W

(m)
ββ z

(m)
1 , (3.13)

em que z1
(m) = Xβ(m) +W−1(m)

ββ D(a)(m)z(m) é um vetor (p×1). A partir da convergência

do iterativo dado em (3.13) obtêm-se

β̂ = (X>ŴββX)−1X>Ŵββz2,

em que z2 = η̂ + Ŵ−1
ββD(â)ẑ, onde η̂ = Xβ̂ = (η1, η2, . . . , ηp)

>. Portanto, podemos

interpretar β̂ como a solução de mínimos quadrados da regressão linear de Ŵ
1
2
ββz2 contra

as colunas de Ŵ
1
2
ββX.

De�nindo o resíduo baseado na solução de mínimos quadrados ordinários da re-

gressão linear ponderada de z2 contra X, que é de�nida por r∗ = Ŵ
1/2
ββ [z2 − η̂] =

Ŵ
−1/2
ββ D(â)ẑ e usando a de�nição de Wββ e D(a) dadas na seção 3.1, obtemos mais

um resíduo para o MRBS dado por

r∗i =
ẑi√
vi
, (3.14)
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em que vi é igual a
δ

2µ̂2
i

+
δ2

(δ + 1)2
I(δ) e I(δ) está na esperança (E5) de�nida no Apêndice.

Baseado em Jørgensen (1984) é de�nido o resíduo padronizado dado por

rpi = Ji(µ̂)−
1
2ui(µ̂), (3.15)

em que u(µ) = ∂`(θ)
∂µ

e J(µ) = − ∂2`(θ)
∂µ>∂µ

, com

ui(µ) = − 1

2µi
+

δ

(δti + ti + δµ)
+
ti (δ + 1)

4µi2
− δ2

4ti (δ + 1)

e

Ji(µ) = − 1

2µ2
i

+
1(

(δ+1)
δ
ti + µi

)2 +
(δ + 1)

2µ3
i

ti,

em que ui(µ) e Ji(µ) são respectivamente, o i-ésimo elemento do vetor u(µ) é o i-ésimo

elemento da diagonal de J(µ) e todas as derivadas são avaliadas em µ̂, o estimador de

máxima verossimilhança de µ.

Resíduo componente de desvio

Em modelos lineares generalizados, uma medida de qualidade de ajuste bastante

utilizada é a função desvio, que é a distância para cada observação entre o máximo do

logaritmo da função de verossimilhança para o modelo saturado e o máximo do logaritmo

da função de verossimilhança para o modelo investigado. Sendo assim, de�niremos a

seguinte medida de qualidade de ajuste

rDi = ±
√

2{`i(δ, ti)− `i(δ, µ̂i)}1/2

= ±
√

2

{
1

2
log

(
µ̂i
ti

)
+ log

(
2δti + ti

δti + δµ̂i + ti

)
+

[
δ + 1

4µ̂i
− δ2

4(δ + 1)ti

]
(ti − µ̂i)

}1/2

,

em que o sinal de rDi é o mesmo de ti − µ̂i. Apesar dos resíduos baseados na função

desvio serem bastante citados na literatura, no MRBS essa medida apresentou problemas

devido ao sinal negativo da diferença `i(δ, ti) − `i(δ, µ̂i). Foram realizadas simulações de

Monte Carlo onde observou-se que o percentual de amostras rejeitadas foi superior a 90%.

Mesmo aumentando o valor do parâmetro δ, o percentual de rejeição foi bastante alto.
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Simulações

Realizamos simulações de Monte Carlo, com 10000 réplicas, para estudarmos o com-

portamento das distribuições empírica dos resíduos ri, r∗i e r
p
i de�nidos em (3.12), (3.14)

e (3.15), respectivamente. Consideramos também o MRBS com a seguinte componente

sistemática

g(µi) = β0 + β1xi, i = 1, 2, . . . , n (3.16)

em que g é a função de ligação logaritmo e os valores da variável explicativa xi são

conhecidos para cada observação. Para gerarmos os valores das variáveis explicativas

utilizamos três cenário: No cenário I as variáveis explicativas foram geradas a partir

de uma distribuição U(0, 1), no cenário II a partir de uma distribuição Exp(10) e no

cenário III utilizou-se a distribuição N (0, 16/25) para gerar tais valores. É importante

ressaltar que estes valores são �xos para cada réplica de Monte de Carlo. Fixamos os

valores verdadeiros de β0, β1 e δ como sendo iguais a 2,0, 0,5 e 150, respectivamente.

Sendo considerado um tamanho amostral igual a 15. Para cada resíduo proposto foram

calculadas as estatísticas: média, desvio padrão, assimetria e curtose. Para obtermos uma

ideia numérica da distância entre a distribuição acumulada empírica e teórica calculamos

os percentuais da diferença entre ambas.

Cenário I - U(0, 1)

Na Tabela 3.4, nota-se que as estimativas da média, desvio padrão e curtose do

resíduo ri, não diferem substancialmente do valor correspondente da distribuição normal

padrão. Na maioria dos casos a assimetria apresentou estimativas próximas ao valor

de 0,5, sugerindo que a distribuição desse resíduo tenha uma assimetria positiva. Além

disso, pode-se observar na Tabela 3.7 que os valores da maior diferença entre a distribuição

teórica e empírica do resíduo ri, de modo geral, são altos. Como consequência, poderemos

ter uma enventual rejeição da hipótese de normalidade por algum teste de aderência.

Na Tabela 3.5, pode-se notar que as estimativas da média, desvio padrão, assimetria

e curtose do resíduo rpi , não apresentou diferença muito grande do valor correspondente

da distribuição normal. Pode-se observar na Tabela 3.8 que os valores da maior diferença
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entre a distribuição teórica e empírica do resíduo rpi , de modo geral, são menores que 7,0.

Para o resíduo rp4 o valor da maior diferença foi igual a 3,77, apresentando menor valor

dentre todos. O resíduo que apresentou maior diferença máxima foi o resíduo rp5, com

valor igual a 7,66.

Na Tabela 3.6, observa-se que a média, desvio padrão e curtose, do resíduo r∗i ,

apresentam estimativas bem próximas do valor correspondente da distribuição normal. A

assimetria na maioria dos casos apresenta estimativas entre 0,30 e 0,50, indicando que a

distribuição desse resíduo possui assimetria positiva da mesma forma que o resíduo ri.

Na Tabela 3.9, nota-se que os valores da maior diferença entre a distribuição teórica e

empírica do resíduo r∗i , geralmente, estão entre 4,0 e 7,0.

Pode-se notar, de forma geral, que os resíduos ri, r
p
i e r

∗
i apresentam comportamento

similares, uma vez que as estimativas de média, desvio padrão e curtose têm valores

próximos dos correspondentes da distribuição normal padrão. Nota-se ainda, que os

resíduos apresentam uma leve assimetria.

Cenário II-Exp(10)

Na Tabela 3.10, pode-se notar que as estimativas da média do resíduo ri são bem

próximas de zero, que o desvio padrão, de modo geral, apresenta valores maiores que

1,0, sugerindo que a distribuição deste resíduo apresenta uma maior dispersão que a

distribuição normal padrão. Além disso, temos que a distribuição deste resíduo possui

forma assimétrica à direita, como também apresenta forma menos achatada que a da

distribuição normal padrão. Na Tabela 3.13, temos as diferenças entre a distribuição

teórica e empírica do resíduo ri. Nesta tabela pode-se observar que o resíduo r10 apresenta

o maior valor, dentre as diferenças máximas e o menor valor máximo observado para este

resíduo foi 5,40, que corresponde ao resíduo r9.

Na Tabela 3.11, nota-se que a estimativa da média do resíduo rpi apresenta valores

bastante próximo de zero, porém negativos. Temos ainda que as estimativas do desvio

padrão, de maneira geral, apresentam valores levemente superiores a 1,0. Além disso, a

estimativa da assimetria, apresentou valores relativamente próximos de zero, enquanto que

as estimativas da curtose para este resíduo em sua maioria apresentam valores superiores

ao valor 3,0. Esses resultados observados indicam que a distribuição deste resíduo possui
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uma forma levemente mais assimétrica que a da distribuição normal padrão. Além disso,

apresenta um menor achatamento e um dispersão um pouco maior. Já na Tabela 3.14,

observa-se que das diferenças máximas entre a distribuição teórica e empírica do resíduo

rpi , o resíduo r
p
10 foi quem apresentou um valor superior aos outros valores observados.

Na Tabela 3.12, temos que os estimativas da média, desvio padrão e curtose do resí-

duo r∗i , não apresentam diferença substancial dos valores correspondente da distribuição

normal padrão. No entanto, as estimativas da assimetria se diferenciaram um pouco do

valor correspondente da distribuição normal padrão, indicando que a distribuição deste

resíduo apresenta uma forma levemente assimétrica. Na Tabela 3.15, pode-se observar

que o resíduo r∗10 se destaca, apresentando um valor bastante elevado para a diferença

máxima entre a distribuição teórica e empírica do resíduo r∗i .

Cenário III-N (0, 16/25)

Na Tabela 3.16, pode-se notar que as estimativas para a média do resíduo ri, apre-

sentam valores bastante próximo de zero, assim como alguns valores negativos. Enquanto

o desvio padrão, em sua maioria, apresenta valores superiores a 1,0, revelando que a

distribuição deste resíduo é um pouco mais dispersa que a distribuição normal padrão.

Nota-se também que a forma desta distribuição é um pouco assimétrica e menos achatada

que a distribuição normal padrão.

Na Tabela 3.17, observa-se que o resíduo rpi apresenta comportamento similar ao

resíduo ri, porém as estimativas da assimetria são bem menores, revelando assim, que a

forma da distribuição deste resíduo é bem mais próxima da distribuição normal padrão

do que o resíduo ri.

Na Tabela 3.18, nota-se que o comportamento do resíduo r∗i é similar ao apresentado

pelos resíduos ri e r
p
i , apenas apresentando estimativas da média um pouco maiores que

as dos demais resíduos. Nota-se na Tabela 3.18 que o resíduo r∗4 apresenta média bem

superior aos demais resíduos r∗i . Nas Tabelas 3.19-3.21 temos a diferença (em valores

absoluto) relativa entre a função de distribuição acumulada empírica dos resíduos ri, r
p
i

e r∗i e a função de distribuição acumulada da normal padrão. Nota-se que os valores

contidos na Tabela 3.21 são de um modo geral superiores aos encontrados nas Tabelas

3.19-3.20.
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Para todos os cenários foi possível observar que os resíduos ri, r
p
i e r∗i não apre-

sentaram diferenças signi�cativas com relação as estimativas da média, desvio padrão e

curtose, no entanto, o resíduo rpi apresentou melhor desempenho no que tange a assimetria.

Tabela 3.4: medidas das estimativas do resíduo ri sob o cenário I.

ri Média DP Assimetria Curtose

1 -0,01 1,02 0,54 3,30

2 -0,02 0,98 0,62 3,28

3 0,02 1,04 0,51 3,07

4 0,01 1,00 0,55 3,13

5 -0,02 1,08 0,58 3,41

6 0,00 1,03 0,45 3,17

7 -0,03 0,90 0,60 3,42

8 0,02 1,09 0,61 3,23

9 0,02 1,00 0,73 3,49

10 -0,01 0,99 0,39 3,10

11 -0,01 1,01 0,55 3,26

12 -0,02 0,98 0,67 3,49

13 0,01 0,96 0,51 2,97

14 0,04 1,02 0,45 3,07

15 -0,01 1,03 0,52 3,10

Tabela 3.5: medidas das estimativas do resíduo rpi sob o cenário I.

rpi Média DP Assimetria Curtose

1 -0,04 1,01 0,08 3,33

2 -0,05 0,96 0,23 3,09

3 -0,02 1,02 0,09 3,08

4 -0,02 0,98 0,19 2,88

5 -0,07 1,06 0,05 3,39

6 -0,04 1,02 -0,05 3,44

7 -0,05 0,89 0,22 3,05

8 -0,02 1,07 0,15 3,11

9 -0,01 0,96 0,34 3,04

10 -0,04 0,99 -0,08 3,26

11 -0,04 1,00 0,08 3,28

12 -0,05 0,96 0,24 3,23

13 -0,01 0,94 0,19 2,73

14 0,00 1,01 0,02 3,15

15 -0,05 1,02 0,09 3,07
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Tabela 3.6: medidas das estimativas do resíduo r∗i sob o cenário I.

r∗i Média DP Assimetria Curtose

1 0,00 1,00 0,40 3,21

2 -0,02 0,96 0,51 3,18

3 0,02 1,05 0,34 2,98

4 0,03 0,97 0,51 2,89

5 -0,01 1,06 0,39 3,21

6 0,00 1,02 0,33 3,13

7 -0,02 0,88 0,48 3,13

8 0,03 1,08 0,50 2,91

9 0,00 0,97 0,62 3,23

10 -0,01 1,00 0,18 3,04

11 -0,02 1,01 0,33 3,12

12 -0,01 0,97 0,52 3,22

13 0,01 0,94 0,43 2,84

14 0,02 1,02 0,27 3,03

15 -0,02 1,03 0,34 3,00

Tabela 3.7: diferenças (em valor absoluto) entre as distribuições acumulada teórica e
empírica do ri para dados do cenário I.

ri min 25% 50% 75% 90% 95% max
1 0,00 1,36 2,77 4,66 6,41 6,87 7,36

2 0,00 1,63 3,46 5,55 7,34 7,65 8,21

3 0,00 1,79 2,86 4,48 6,05 6,80 7,57

4 0,00 1,22 2,24 4,51 5,20 5,39 5,67

5 0,01 1,63 2,91 6,05 8,07 8,39 8,97

6 0,00 1,47 2,63 4,77 5,86 6,28 6,75

7 0,01 1,83 3,69 5,84 7,09 7,28 8,19

8 0,01 1,94 3,20 5,53 7,54 7,73 8,22

9 0,00 1,58 2,89 5,07 6,04 6,26 6,80

10 0,02 1,06 2,10 3,59 4,63 4,94 5,43

11 0,02 1,80 2,87 5,82 6,46 6,64 7,05

12 0,01 1,24 3,48 6,32 6,97 7,25 8,12

13 0,00 1,04 2,42 4,27 4,80 4,91 5,30

14 0,00 1,04 2,32 3,28 4,30 4,59 5,01

15 0,00 1,57 2,95 5,20 5,67 5,90 6,27
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Tabela 3.8: diferenças (em valor absoluto) entre as distribuições acumulada teórica e
empírica do rpi para dados do cenário I.

rpi min 25% 50% 75% 90% 95% max
1 0,00 0,68 2,12 3,66 5,08 5,53 6,07

2 0,00 0,96 2,58 4,50 6,02 6,21 6,81

3 0,01 1,09 1,66 3,37 5,15 5,71 6,30

4 0,00 0,54 1,13 3,29 3,87 3,99 4,35

5 0,00 1,10 2,40 5,18 7,07 7,41 7,66

6 0,00 0,77 1,63 3,67 4,55 5,06 5,61

7 0,02 2,13 3,39 4,59 5,83 6,03 6,72

8 0,00 1,16 2,25 4,61 6,36 6,58 7,07

9 0,00 0,83 2,13 3,95 4,71 4,92 5,35

10 0,00 0,53 1,48 2,50 3,38 3,62 4,11

11 0,00 0,75 2,44 4,67 5,19 5,31 5,63

12 0,00 0,86 2,74 5,12 5,71 6,08 6,97

13 0,00 0,58 1,51 3,14 3,52 3,67 4,10

14 0,00 0,44 1,34 2,24 3,04 3,29 3,77

15 0,00 0,93 2,45 4,21 4,59 4,83 5,56

Tabela 3.9: diferenças (em valor absoluto) entre as distribuições acumulada teórica e
empírica do r∗i para dados do cenário I.

r∗i min 25% 50% 75% 90% 95% max
1 0,00 1,19 2,56 3,77 5,37 5,82 6,31

2 0,01 1,56 3,31 5,11 7,44 7,73 8,04

3 0,00 1,60 2,65 3,46 5,06 5,77 6,31

4 0,01 1,30 2,20 3,81 4,38 4,48 4,84

5 0,00 1,45 2,62 4,78 6,86 7,23 7,94

6 0,00 1,24 2,60 3,90 4,91 5,67 6,16

7 0,00 1,79 3,26 5,31 6,26 6,42 7,02

8 0,00 1,55 3,12 5,03 6,74 6,97 7,51

9 0,00 1,48 2,93 4,92 5,75 6,04 6,60

10 0,00 0,88 1,61 2,86 3,55 3,76 4,32

11 0,00 1,42 2,69 5,00 5,99 6,15 6,58

12 0,00 0,99 3,10 5,12 6,00 6,17 6,78

13 0,00 0,83 2,27 3,84 4,21 4,41 4,85

14 0,00 0,75 1,85 2,78 3,89 4,21 4,81

15 0,00 1,36 2,48 4,61 5,00 5,38 5,82
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Tabela 3.10: medidas das estimativas do resíduo ri sob o cenário II.

ri Média DP Assimetria Curtose

1 -0,01 1,02 0,49 3,22

2 -0,00 1,03 0,68 3,33

3 0,03 1,06 0,53 3,13

4 0,01 1,06 0,55 3,22

5 -0,03 1,07 0,53 3,43

6 0,01 1,02 0,48 3,24

7 -0,02 0,97 0,64 3,44

8 0,03 1,10 0,63 3,27

9 0,03 1,01 0,66 3,35

10 -0,02 0,59 0,03 2,81

11 -0,01 1,03 0,58 3,25

12 -0,01 1,00 0,75 3,55

13 0,01 1,01 0,57 3,13

14 0,01 1,04 0,50 3,19

15 -0,02 1,05 0,55 3,19

Tabela 3.11: medidas das estimativas do resíduos rpi sob o cenário II.

rpi Média DP Assimetria Curtose

1 -0,04 1,01 0,02 3,35

2 -0,04 1,00 0,26 3,09

3 -0,01 1,04 0,09 3,12

4 -0,03 1,04 0,12 3,03

5 -0,08 1,06 -0,05 3,57

6 -0,03 1,01 -0,03 3,56

7 -0,05 0,96 0,22 3,13

8 -0,01 1,07 0,18 3,08

9 -0,01 0,98 0,27 2,98

10 -0,01 0,60 -0,19 2,84

11 -0,05 1,02 0,10 3,31

12 -0,04 0,97 0,31 3,19

13 -0,02 0,99 0,18 2,92

14 -0,03 1,03 0,02 3,31

15 -0,06 1,04 0,08 3,17

Tabela 3.12: medidas das estimativas do resíduo r∗i sob o cenário II.

r∗i Média DP Assimetria Curtose

1 -0,01 1,02 0,28 3,19

2 -0,01 1,02 0,49 3,17

3 0,03 1,04 0,38 3,01

4 0,00 1,06 0,33 3,02

5 -0,03 1,07 0,25 3,33

6 0,01 1,02 0,26 3,21

7 -0,02 0,97 0,42 3,19

8 0,02 1,08 0,41 3,09

9 0,03 0,99 0,49 3,15

10 -0,01 0,57 -0,04 2,82

11 -0,02 1,02 0,38 3,17

12 -0,01 0,98 0,58 3,22

13 0,01 1,01 0,37 2,97

14 0,02 1,01 0,40 3,07

15 -0,02 1,04 0,35 3,10
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Tabela 3.13: diferenças (em valor absoluto) entre as distribuições acumulada teórica e
empírica do ri para dados do cenário II.

ri min 25% 50% 75% 90% 95% max
1 0,01 1,54 2,88 4,61 5,59 5,96 6,54

2 0,00 1,92 3,46 5,24 7,77 8,09 8,87

3 0,00 2,19 3,22 4,23 6,46 6,76 7,29

4 0,00 0,97 2,50 4,92 5,62 5,81 6,30

5 0,01 1,47 2,89 6,25 7,47 8,13 8,52

6 0,00 1,58 2,90 5,07 5,71 5,92 6,33

7 0,01 1,17 3,34 5,99 7,01 7,25 7,85

8 0,01 1,74 3,19 4,86 6,85 7,30 8,12

9 0,01 1,52 2,81 4,25 4,86 5,03 5,40

10 0,00 4,93 8,68 11,13 12,27 12,56 12,84

11 0,02 1,65 3,08 6,26 7,51 7,71 8,33

12 0,01 1,77 4,08 6,31 7,23 7,64 8,31

13 0,02 1,40 2,61 4,42 5,95 6,25 6,65

14 0,02 1,65 2,45 3,89 6,18 6,51 6,85

15 0,00 2,14 3,14 5,49 5,89 6,05 6,40

Tabela 3.14: diferenças (em valor absoluto) entre as distribuições acumulada teórica e
empírica do rpi para dados do cenário II.

rpi min 25% 50% 75% 90% 95% max
1 0,01 0,79 2,25 3,52 4,21 4,71 5,24

2 0,00 1,05 2,84 4,05 6,39 6,74 7,48

3 0,01 1,40 2,05 3,37 5,36 5,60 6,53

4 0,00 0,63 1,64 3,87 4,31 4,40 4,74

5 0,00 1,12 2,43 5,12 6,57 7,02 7,53

6 0,00 0,90 2,11 3,89 4,47 4,70 5,00

7 0,01 1,15 2,55 4,91 5,77 5,95 6,49

8 0,00 1,22 2,30 4,37 5,76 6,10 6,82

9 0,00 0,77 1,95 3,01 3,72 3,93 4,37

10 0,02 4,75 8,91 10,76 12,14 12,89 13,48

11 0,01 0,91 2,15 5,33 6,19 6,35 6,94

12 0,01 0,92 3,19 5,08 5,94 6,23 7,07

13 0,00 0,51 1,74 3,37 4,73 5,00 5,56

14 0,00 0,76 1,43 3,00 4,86 5,16 5,67

15 0,00 1,37 2,91 4,20 4,90 5,20 5,59
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Tabela 3.15: diferenças (em valor absoluto) entre as distribuições acumulada teórica e
empírica do r∗i para dados do cenário II.

r∗i min 25% 50% 75% 90% 95% max
1 0,00 1,37 2,72 3,49 4,56 5,20 5,97

2 0,02 1,60 2,74 4,24 6,54 7,15 7,89

3 0,00 1,64 2,87 3,89 5,59 5,82 6,55

4 0,00 0,73 2,07 3,73 4,29 4,41 4,82

5 0,01 1,49 2,47 4,81 6,43 6,92 7,41

6 0,00 1,31 2,46 3,86 4,81 5,16 5,61

7 0,00 0,83 2,72 4,67 5,43 5,71 6,28

8 0,00 1,69 2,78 4,37 6,00 6,33 6,91

9 0,00 1,19 2,19 3,24 3,65 3,81 4,16

10 0,01 5,03 9,19 11,53 12,11 12,27 12,66

11 0,00 1,44 2,53 5,50 6,44 6,68 7,21

12 0,01 1,41 3,65 5,25 6,47 6,73 7,37

13 0,01 1,17 2,04 3,23 4,65 5,01 5,70

14 0,00 1,31 2,19 2,90 4,93 5,18 5,75

15 0,00 1,94 2,91 4,18 4,81 5,05 5,42

Tabela 3.16: medidas das estimativas do resíduo ri sob o cenário III.

ri Média DP Assimetria Curtose

1 -0,01 1,01 0,46 3,18

2 -0,02 0,95 0,45 3,04

3 0,02 1,07 0,48 3,20

4 -0,01 0,93 0,27 2,96

5 -0,02 1,03 0,48 3,30

6 0,01 1,00 0,46 3,23

7 -0,03 1,00 0,49 3,14

8 0,03 1,07 0,54 3,32

9 0,02 0,96 0,66 3,36

10 -0,01 0,95 0,51 3,06

11 -0,02 1,04 0,46 3,23

12 -0,01 1,01 0,59 3,38

13 0,03 1,02 0,54 3,10

14 0,04 1,05 0,51 3,22

15 -0,03 1,02 0,47 3,16
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Tabela 3.17: medidas das estimativas do resíduo rpi sob o cenário III.

rpi Média DP Assimetria Curtose

1 -0,04 1,00 -0,01 3,31

2 -0,05 0,94 0,07 2,94

3 -0,03 1,06 -0,05 3,44

4 -0,03 0,93 -0,11 2,95

5 -0,06 1,02 -0,04 3,44

6 -0,03 1,00 -0,04 3,53

7 -0,07 0,99 0,07 3,03

8 -0,01 1,05 0,08 3,14

9 -0,01 0,93 0,30 2,99

10 -0,03 0,94 0,13 2,92

11 -0,06 1,04 -0,09 3,53

12 -0,04 0,99 0,13 3,14

13 -0,01 1,00 0,13 2,93

14 0,00 1,04 0,03 3,33

15 -0,07 1,02 -0,06 3,48

Tabela 3.18: medidas das estimativas do resíduo r∗i sob o cenário III.

r∗i Média DP Assimetria Curtose

1 0,11 0,93 0,09 3,20

2 -0,18 0,86 0,45 3,20

3 0,17 1,03 0,02 3,24

4 -0,62 1,08 0,35 2,55

5 -0,03 0,93 0,36 3,43

6 0,06 0,91 0,23 3,30

7 -0,01 1,13 -0,11 2,65

8 0,23 1,03 0,03 3,27

9 -0,13 0,87 0,62 3,63

10 -0,19 0,86 0,52 3,15

11 0,10 1,00 -0,04 3,43

12 0,18 1,01 -0,03 3,26

13 0,20 1,02 -0,11 3,03

14 0,10 0,97 0,22 3,40

15 0,01 0,94 0,17 3,37
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Tabela 3.19: diferenças (em valor absoluto) entre as distribuições acumulada teórica e
empírica do ri para dados do cenário III.

ri min 25% 50% 75% 90% 95% max
1 0,01 1,13 2,55 4,28 5,04 5,20 5,61

2 0,00 1,03 3,01 4,56 4,91 5,06 5,44

3 0,00 1,81 3,20 4,40 6,94 7,35 7,93

4 0,00 0,77 1,68 2,63 3,63 4,28 5,27

5 0,00 1,11 2,95 5,36 6,33 6,59 7,30

6 0,00 1,53 2,72 4,69 5,40 5,77 6,27

7 0,00 1,06 2,42 6,09 6,69 6,94 7,52

8 0,00 1,23 2,67 3,86 4,94 5,43 5,99

9 0,00 1,49 3,07 4,20 4,56 4,80 5,31

10 0,00 1,35 2,89 4,45 6,04 6,19 6,86

11 0,01 1,31 2,52 5,53 7,32 7,62 8,32

12 0,01 1,35 2,57 4,62 6,53 7,20 7,74

13 0,01 1,26 2,65 3,78 4,98 5,29 5,68

14 0,00 1,13 2,70 4,02 5,04 5,19 5,51

15 0,00 1,90 3,54 4,93 5,44 5,86 6,44

Tabela 3.20: diferenças (em valor absoluto) entre as distribuições acumulada teórica e
empírica do rpi para dados do cenário III.

rpi min 25% 50% 75% 90% 95% max
1 0,00 0,57 1,97 3,19 3,69 3,83 4,18

2 0,01 1,19 2,27 3,41 3,69 3,81 4,04

3 0,01 1,18 2,12 3,37 5,54 5,90 6,72

4 0,00 0,54 1,19 2,21 2,98 3,41 4,29

5 0,00 0,65 1,97 4,15 5,27 5,49 5,94

6 0,00 0,76 2,07 3,59 4,09 4,41 4,83

7 0,00 0,68 1,73 5,05 5,36 5,54 5,99

8 0,00 0,71 1,64 2,88 3,57 4,05 4,71

9 0,00 1,19 2,22 3,05 3,43 3,63 4,00

10 0,00 1,03 2,02 3,45 4,64 4,79 5,59

11 0,01 0,85 1,71 4,36 6,16 6,44 7,39

12 0,00 0,69 1,81 3,63 5,09 5,73 6,22

13 0,00 0,55 1,46 2,60 3,63 3,87 4,21

14 0,00 0,74 1,64 2,85 3,76 3,94 4,33

15 0,00 0,88 3,26 3,99 4,35 4,65 5,24
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Tabela 3.21: diferenças (em valor absoluto) entre as distribuições acumulada teórica e
empírica do r∗i para dados do cenário III.

r∗i min 25% 50% 75% 90% 95% max
1 0,00 1,06 1,89 4,44 6,19 6,52 7,17

2 0,02 2,64 7,54 11,35 12,28 12,66 13,19

3 0,01 3,34 4,28 5,31 7,22 8,18 8,82

4 0,01 10,32 18,73 24,31 25,29 25,68 26,07

5 0,00 1,50 3,70 5,06 5,53 5,75 6,42

6 0,00 0,82 1,55 3,34 6,20 7,10 7,51

7 0,00 1,26 1,87 3,33 4,18 4,42 4,95

8 0,00 5,35 6,40 7,31 8,25 8,76 9,60

9 0,00 2,60 6,02 9,99 11,28 11,47 11,76

10 0,02 2,61 7,83 12,24 13,93 14,42 15,24

11 0,01 1,41 2,22 3,44 4,94 5,39 6,12

12 0,00 3,75 5,64 6,83 7,14 7,29 8,14

13 0,00 4,89 6,85 7,42 8,07 8,20 8,75

14 0,00 1,08 1,77 3,06 5,70 6,28 6,77

15 0,00 0,68 2,10 3,04 4,14 4,65 5,44
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3.5 In�uência local

A análise de diagnóstico é uma maneira e�caz na detecção de observações in�uentes.

Uma técnica bastante conhecida para avaliar o impacto da retirada de uma observação ou

de um conjunto de observações nas estimativas dos parâmetros da regressão é a deleção

de pontos. Esta técnica foi introduzida por Cook (1977) em modelos normais lineares e

posteriormente adaptada para diversas classes de modelos. Algumas referências para o

caso normal linear são: Belsley, Kuh e Welsch (1980), Cook e Weisberg (1982), Atkinson

(1985) e Chatterjee e Hadi (1988). Alguns trabalhos que apresentam extensões dessa

metodologia são: Moolgavkar, Lustbader e Venzon (1984), aplicaram essa metodologia

nos modelos de regressão não-linear com aplicações em estudos emparelhados; Paula e

Peres (1988), apresentaram uma discurssão sobre a deleção de pontos em modelos lin-

eares generalizados com parâmetros restritos na forma Cβ ≥ 0; Davison e Tsai (1992) e

Cordeiro e Paula (1992), �zeram uma extensão para modelos onde a distribuição não per-

tence à família exponencial de distribuições; Galea, Riquelme e Paula (2000), analisaram

esta técnica em modelos de contornos elípticos multivariados. Porém, uma desvantagem

que pode surgir com a deleção individual de pontos é que essa metodologia pode eventual-

mente não detectar pontos que são conjuntamente in�uentes. No entanto, Cook (1986)

propôs um método de in�uência local que consiste em estudar o comportamento de uma

medida de in�uência particular sujeito a pequenas perturbações nos dados ou modelos.

Assim, esta metodologia serve para veri�car a existência de pontos que após modi�cações

pequenas no modelo e/ou dados causam variações desproporcionais nas conclusões infer-

enciais. Um grande número de autores têm aplicado essa metodologia em modelos de

regressão mais gerais do que o modelo de regressão normal linear. Podemos citar por ex-

emplo, Paula (1993), Galea, Paula e Bolfarine (1997), Galea, Riquelme e Paula (2000) e

Díaz-García, Galea e Leiva (2003). Temos também autores que investigaram a análise de

in�uência local em modelos de análise de sobrevivência: por exemplo, Pettit e Bin Daud

(1989) �zeram uma investigação da in�uência local em modelos de Cox com riscos pro-

porcionais; Escobar e Meeker (1992) �zeram uma adaptação do método de in�uência local

para modelos de regressão com censura; Ortega, Bolfarine e Paula (2003) consideraram

o problema da análise de in�uência local em modelos de regressão log-gama generalizado

com observações censuradas e temos ainda, Galea, Leiva e Paula (2004) que �zeram uma
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derivação das curvaturas da in�uência local sob vários esquemas de perturbação em mod-

elos de regressão linear log-BS com dados não censurados. Além de considerarem a função

de verossimilhança para o cálculo das curvaturas, outras sugestões vêm sendo propostas

para lidar com situações não-padrão e para vários modelos, pode-se ver por exemplo,

Fung e Kwan (1997), Kwan e Fung (1998), Tanaka, Zhang e Mori (2003), Galea, Paula e

Cysneiros (2005), entre outros.

O afastamento da verossimilhança expressado LD(ω) = 2{L(θ̂)−L(θ̂ω)}, é a medida
de in�uência mais conhecida, em que θ̂ω é a estimativa de máxima verossimilhança sob

o modelo perturbado e ω = (ω1, ω2, . . . , ωn)> é o vetor de perturbação. Cook (1986)

propôs estudar o comportamento de LD(ω) numa vizinhança do vetor de não perturbação

ω0. Ele sugeriu que seja feita a investigação da curvatura normal da linha projetada

LD(ω0 + ad), em que a ∈ <, numa vizinhança de a = 0, para alguma direção arbitrária

d, ‖d‖ = 1. É possível mostrar que a curvatura normal possui a seguinte forma geral,

Cd(θ) = 2|d>∆>L̈−1
θθ ∆d|, em que ∆ é uma matriz (p × n) dada por ∆ =

∂2`ω(θ)

∂β∂ω>
,

avaliada em β = β̂ e ω = ω0. Cook (1986) sugeriu utilizar dmax, que é o autovetor

correspondente ao maior autovalor Cdmax da matriz F̈ = ∆>L̈−1
θθ ∆. Com o vetor dmax é

possível identi�car os fatores mais in�uentes para o esquema de perturbação em estudo.

Se o interesse é somente no vetor β, temos que a curvatura normal na direção d é

expressa por Cd(β) = 2|d>∆>(L̈−1
θθ −L1)∆d|1, em que

L1 =

(
0 0

0 L̈−1
δδ

)
e dmax neste caso é o correspondente ao maior autovalor da matriz ∆>(L̈−1

θθ − L1)∆. Se

quisermos avaliar a in�uência local para o parâmetro de precisão δ, o procedimento é

similar ao demonstrado para β.

Escobar e Meeker (1992) sugerem que a medida de in�uência a ser tomada seja os

elementos da diagonal principal da matriz F̈ = ∆>L̈−1
θθ ∆, enquanto Lesa�re and Verbeke

(1998) sugerem que a curvatura normal seja avaliada na direção da i-ésima observação,

que consiste em avaliarmos Cd(θ) no vetor di de dimensão n composto por um na i-ésima

linha e zero nas demais. Essa curvatura é denominada por Ci que é igual a 2|f̈ii|, em
que f̈ii é o i-ésimo elemento diagonal da matriz F̈ . É sugerido um atenção especial nas

1ver Cook(1986)
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observações tal que Ci > 2C̄.

3.6 Cálculo das curvaturas

Nesta seção obteremos, a matriz ∆ dada por

∆ =

(
∂2`(θ|ω)

∂θ∂ω>

)
,

para cada um dos esquemas de perturbação aqui estudados, considerando o modelo

de�nido em (3.2).

Ponderação de casos

Considere ω = (ω1, . . . , ωn)> o vetor de perturbação e o logaritmo da função de

verossimilhança perturbada

`(θ|ω) =
n∑
i=1

ωi`i(µi, δ),

em que `i(µi, δ) está de�nida em (3.5), 0 ≤ ωi ≤ 1 e ω0 = (1, . . . , 1)> (vetor de não

perturbação). A matriz ∆ é dada por

∆ =

(
∆β

∆δ

)
, (3.17)

em que ∆β é uma matriz p× n expressa como ∆β = X>diag{a1, . . . , an}diag{e1, . . . , en}
com

ai =
1

g′(µi)
(3.18)

e

ei = − 1

2µi
+

(
δ + 1

δ
ti + µi

)−1

+
(δ + 1)

4µ2
i

ti −
δ2

4(δ + 1)ti
.

Além disso, ∆δ = (b1, . . . , bn)> com

bi =
1

2
+

1

2 (δ + 1)
+

(ti + µi)

(δti + ti + δµi)
− ti

4µi
− δ(δ + 2)µi

4(δ + 1)2ti

em que todas as derivadas são avaliadas em θ = θ̂ e ω = ω0. Podemos observar que nesse

esquema de perturbação, a matriz ∆ não depende do vetor ω.

O vetor dmax é então obtido e um grá�co de |dmax| versus a ordem das observações

pode revelar quais são os casos que exercem mais in�uência sobre as estimativas dos

parâmetros. E os cálculos datalhados das curvaturas estão presentes no Apêndice.
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Perturbação na variável resposta

Considere um esquema de perturbação aditivo na variável resposta onde ti(ω) =

ti + ωis(ti), em que s(ti) é um fator de escala utilizado com o intuito de padronizar os

componentes de ω e pode ser estimado pelo desvio padrão de Ti e ωi ∈ R. O logaritmo

da função de verossimilhança perturbada assume a forma

`(θ|ω) =
n∑
i=1

`i(ti + ωis(ti);µi, δ),

em que `i(ti+ωis(ti);µi, δ) = δ
2
− 1

2
log(δ+1)− 1

2
log(16π)− 1

2
log(µi)− 3

2
log(ti+ωis(ti))+

log(δ[ti + ωis(ti)] + [ti + ωis(ti)] + δµi)− [ti+ωis(ti)](δ+1)
4µi

− δ2µi
4[ti+ωis(ti)](δ+1)

, ω0 = (0, . . . , 0)>

e a matriz ∆ assume a mesma forma dada em (3.17), em que

∆β = X>diag{a1, . . . , an}diag{ψ1, . . . , ψn},

com ai dado em (3.18) e

ψi = s(ti)

{
− δ(δ + 1)

(δ[ti + ωis(ti)] + [ti + ωis(ti)] + δµi)2
+

(δ + 1)

4µ2
i

+
δ2

4(δ + 1)[ti + ωis(ti)]2

}
.

(3.19)

Além disso, ∆δ = (τ1, . . . , τn)> com

τi = s(ti)

{
− µi

(δ[ti + ωis(ti)] + [ti + ωis(ti)] + δµi)2
− 1

4µi
+

δ(δ + 2)

4[ti + ωis(ti)]2(δ + 1)2

}
,

(3.20)

em que todas as derivadas são avaliadas em θ = θ̂ e ω = ω0.

Perturbação no parâmetro de precisão

Agora considere um esquema de perturbação na precisão do modelo de�nido em

(3.2) onde δi(ω) = δ
ωi
. O logaritmo da função de máxima verossimilhança perturbada

assume a forma

`(θ|ω) =
n∑
i=1

`i(ti;µi,
δi
ωi

), ω 6= 0

em que
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`i(ti;µi,
δi
ωi

) =
δ

2ωi
+

log(δ + ωi)

2
− log(ωi)

2
− log(16π)

2
− log(µi)

2

−3 log(ti)

2
+ log(δti + tiωi + δµi)− log(δ + ωi)

−ti(δ + ωi)

4µiωi
− δ2µi

4ti(δ + ωi)
.

Neste caso ω0 = (1, . . . , 1)> e a matriz ∆ assume a mesma forma dada em (3.17), em que

∆β = X>diag{a1, . . . , an}diag{ξ1, . . . , ξn},

com ai dado em (3.18) e

ξi = − δti
(δti + tiωr + δµi)2

− δti
4ω2

i µ
2
i

+
δ2(δ + 2ωi)

4tiω2
i (δ + ωi)2

.

Além disso, ∆δ = (ϕ1, . . . , ϕn)> com

ϕi = − 1

2ω2
i

− 1

2(δ + ωi)2
− ti(ti + µi)

(δti + tiωi + δµi)
+

1

(δ + ω)2
+

ti
4µiω2

i

+
µiδ(δ

2 + 3δωi + 4ω2
i )

4tiω2
i (δ + ωi)3

,

em que todas as derivadas são avaliadas em θ = θ̂ e ω = ω0.

Alavancagem generalizada

A ideia principal do conceito de ponto de alavanca é avaliar a in�uência de ti sobre

o próprio valor predito ( ver, Hoaglin e Welsch (1978), Cook e Weisberg (1982), Emerson,

Hoaglin e Kempthorne (1984), St. Laurent e Cook (1992) e Wei, Hu e Fung (1998)). Uma

forma de representar essa in�uência é através da derivada ∂t̂i/∂ti que no caso normal

linear coincide com hii, em que hii é o i-ésimo elemento da diagonal da matriz de projeção

H = X(X>)−1X> e X é a matriz modelo. Wei, Hu e Fung (1998) propuseram uma forma

geral para ∂t̂/∂t quando θ é irrestrito e Paula (1993,1995 e 1999b) propôs quando θ é

restrito em desigualdades lineares. A matriz de alavanca generalizada para θ̂, estimador

de máxima verossimilhança de θ, tal que E(t) = µ = µ(θ), tem a forma

GL(θ̂) = {Dθ(−L̈θθ)−1L̈θt}|θ̂, (3.21)

em que Dθ = ∂µ/∂θ>, L̈θθ = ∂2L(θ)/∂θ∂θ> e L̈θt = ∂2L(θ)/∂θ∂t>. A expressão

(3.21) baseiam-se na mesma ideia da matriz de alavanca Jacobiana ("Jacobian leverage")

proposta por St. Laurent e Cook (1992) para modelos normais não-lineares.
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Sendo Dθ = (D(a)X,0) e com

L̈βt = X>D(a)D(υ) e L̈δt = κ>,

em que D(υ) = diag{υ1, . . . , υn}, com

υi = − δ(δ + 1)

(δti + ti + δµi)2
+

(δ + 1)

4µ2
i

+
δ2

4(δ + 1)t2i

e κ = (κ1, . . . , κn), com

κi = − µi
(δti + ti + δµi)2

+
1

4µ2
i

+
δ(δ + 2)µi
4(δ + 1)2t2i

.

Logo, a expressão (3.21) da matriz de alavanca generalizada possui a forma

GL(θ̂) = GLβ(θ̂) +
D(a)X(XD(c)X)−1X>D(a)m

E

{
m>GLβ(θ̂) + κ>

}
(3.22)

em que D(c) = diag{c1, . . . , cn}, m = (m1, . . . ,mn)> e E = tr(D(d)) −m>D(a)XA

estão de�nidos na seção 3.1. Temos ainda que

GLβ(θ̂) = D(a)X(XD(c)X)−1X>D(a)D(υ)
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CAPÍTULO 4

Aplicações

4.1 Dados de vida de fadiga

Seja o conjunto de dados não censurados de fadiga biaxial apresentado por Brown e

Miller (1978) e analisado posteriormente por Rieck e Nedelman (1991) sobre um estudo

do tempo de vida de uma parte de metal. A variável resposta é o número de ciclos até

a ocorrência da falha (N) e a variável explicativa é o trabalho por ciclo expressado por

(Mj/m
3) (W). O conjunto de dados contém 46 observações e está apresentado na Tabela

4.1.

Deseja-se modelar o número de ciclos até a ocorrência da falha do pedaço de metal.

Inicialmente, é feita uma análise descritiva das variáveis envolvidas neste problema. Na

Tabela 4.2 encontram-se os resultados de algumas medidas resumo. Nota-se que a variável

resposta, N , assume valores entre 125 à 5046. Já a variável explicativa,W , assume valores

entre 11,50 à 100,50.

Na Figura 4.1(a), tem-se o histograma da variável resposta. Este grá�co mostra

que a variável reposta possui um comportamento assimétrico e que a maior parte das

observações se encontram no intervalo que vai de 0 a 1000. Este comportamento também

é observado na Figura 4.1(b) onde temos o boxplot da variável resposta. Adicionalmente,

nota-se neste grá�co a presença de quatro valores extremos a saber: casos, #1, #2, #4

e #6. Visto a natureza do comportamento da variável resposta, propomos para este
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Tabela 4.1: dados de fadiga de biaxial de Brown e Miller (1978).

M W N M W N M W N M W N
1 11,5 3280 13 24,0 804 25 40,1 750 36 60,3 283
2 13,0 5046 14 24,6 1093 26 40,1 316 37 60,5 212
3 14,3 1563 15 25,2 1125 27 43,0 456 38 62,1 327
4 15,6 4707 16 25,5 884 28 44,1 552 39 62,8 373
5 16,0 977 17 26,3 1300 29 46,5 355 40 66,5 125
6 17,3 2834 18 27,9 852 30 47,3 242 41 67,0 187
7 19,3 2266 19 28,3 580 31 48,7 190 42 67,1 135
8 21,1 2208 20 28,4 1066 32 52,9 127 43 67,9 245
9 21,5 1040 21 28,6 1114 33 56,9 185 44 68,8 137
10 22,6 700 22 30,9 386 34 59,9 255 45 75,4 200
11 22,6 1583 23 31,9 745 35 60,2 195 46 100,5 190
12 24,0 482 24 34,5 736

Tabela 4.2: medidas resumo das variáveis N e W .

Medida N W
Mínimo 125,00 11,50

Q1 242,75 24,00
Média 943,65 40,29

Mediana 566,00 33,20
Q3 1086,25 60,12

Máximo 5046,00 100,50
Desvio Padrão 1111,26 20,92

conjunto de dados um modelo de regressão Birnbaum-Saunders onde Ni ∼ BS(δ, µi),

para i = 1, . . . , 46, são variáveis aleatórias independentes, tais que

log(µi) = β0 + β1 log(Wi), i = 1, 2, . . . , 46, (4.1)

Para a estimação dos parâmetros do modelo utilizou-se o método de máxima vero-

ssimilhança. O logaritmo da função de verossimilhança é maximizado através do método

BFGS da função optim do R com derivadas analíticas e utilizou-se como chute inicial

para os β's as estimativas de mínimos quadrados com uma variável resposta modi�cada

(ver Ferrari e Cribari-Neto, 2004) e para o parâmetros δ usamos o estimador de momen-

tos δ̃ como chute inicial. A estimativa de máxima verossimilhança de θ = (β>, δ)> =
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Figura 4.1: histograma de frequência e box-plot para o número de ciclos até a ocorrência
da falha do pedaço de metal.

(β0, β1, δ)
> e os respectivos valores dos erros-padrão (em parênteses) são

β̂0 = 12, 360 (0, 391) β̂1 = −1, 671 (0, 109) e δ̂ = 11, 816 (2, 464).

Na Figura 4.2 é apresentado o grá�co de dispersão com a reta ajustada sobreposta

mostrando indícios que a reta está bem ajustada. Na Figura 4.3(a)-(c) são apresentados

os grá�cos dos resíduos ri, r
p
i e r∗i contra os valores ajustados, respectivamente. Em

particular na Figura 4.3(a) nota-se que o resíduo ri não apresenta nenhum comportamento

sistemático, porém a observação # 4 apresentou um valor pouco elevado. Já na Figura

4.3(b) é possível notar que apesar do resíduo, rpi não apresentar nenhum comportamento

sistemático, esta �gura apresenta três observações com valores um pouco elevados. Na

Figura 4.3(c) nenhum comportamento sistemático e nem observações atípicas do resíduo

r∗i . Na Figura 4.4 são apresentados os grá�cos normais de probabilidade para os resíduos

ri, r
p
i e r∗i com envelope simulado. Nota-se que não existe indícios de afastamento da

suposição de que os erros têm distribuição BS. O grá�co de pontos de alavancagem

generalizada é apresentado na Figura 4.5 com o objetivo de se veri�car a existência de alta

alavancagem. Esta Figura destaca as observações #1, #3 e #5 como de alta alavancagem,

indicando que para valores de X baixos temos uma menor precisão na sua previsão.
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Figura 4.2: grá�co de dispersão para o logaritmo do conjunto de dados de fadiga.

Figura 4.3: grá�cos dos resíduos ri (a), r
p
i (b) e r

∗
i (c) contra os valores ajustados.
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Figura 4.4: grá�cos de probabilidade normais para os resíduos ri (a), r
p
i (b) e r

∗
i (c) com

envelope.

Nas Figuras 4.6 e 4.7, é mostrado os grá�cos de |dmax| contra o índice das observações
para θ, β e δ sob o esquema de ponderação de casos. Pode-se notar que as observações #

4, #5, #12, # 32 e # 46 destacam-se como in�uentes em todos os casos. As observações

# 2, # 3, # 4, # 5, # 12, # 32 e # 46 se destacam como potencialmente in�uentes

para β e θ, enquanto que para δ, as observações # 4, # 5, # 12, # 32 e # 46 é que

se mostram como potencialmente in�uentes. Também foram construídos os grá�cos de

in�uência local Ci, apresentados nas Figuras 4.8 e 4.9, contra os índices das observações

considerando como parâmetros de interesse θ̂, β̂ e δ̂. Através dos grá�cos de in�uência

local, Ci, conclui-se que as observações # 2, # 3, # 4, # 5, # 12, # 32 e # 46 exercem

uma in�uência relevante.
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Figura 4.5: grá�co de alavanca generalizada.
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Figura 4.6: grá�co do |dmax| contra o índice das observações sob o esquema de ponderação
de casos para θ.

Figura 4.7: grá�co do |dmax| contra o índice das observações sob o esquema de ponderação
de casos:(a) para β e (b) para δ.
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Figura 4.8: grá�cos de Ci(θ) contra o índice da observações sob o esquema de ponderação
de casos.

Figura 4.9: grá�cos de Ci(β) (a) e Ci(δ) (b) contra o índice da observações sob o esquema
de ponderação de casos.
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Na Tabela 4.3, encontram-se as estimativas dos parâmetros do modelo quando re-

tiramos individualmente cada observação considerada como in�uente. Também foram

calculadas as mudanças relativas de cada estimativa, de�nida por: RCj = (β̂j − β̂j(i))/β̂j,
para j = 0, 1 e i = 1, . . . , 46, em que β̂j(i) denota o estimador de máxima verossimilhança

para βj quando a i-ésima observação é excluída. As chances relativas para β0 e β1 são

também apresentadas na Tabela 4.3. Observa-se que não há mudança inferencial para

nenhum dos coe�cientes.

Tabela 4.3: mudança relativa em β para os casos indicados.

Observações β0 β1

excluídas β̂0 RC p-valor β̂1 RC p-valor
Nenhum 12,3605 0,0000 0,0000 -1,6706 0,0000 0,0000

2 12,2016 -0,0130 0,0000 -1,6297 0,0190 0,0000
3 12,4856 0,0100 0,0000 -1,7030 0,0190 0,0000
4 12,1602 0,0160 0,0000 -1,6208 0,0300 0,0000
5 12,5431 0,0150 0,0000 -1,7183 0,0290 0,0000
12 12,4545 0,0080 0,0000 -1,6934 0,0140 0,0000
46 12,5473 0,0150 0,0000 -1,7289 0,0350 0,0000

77



CAPÍTULO 5

Conclusões e trabalhos futuros

Neste trabalho foram estudadas algumas reparametrizações da distribuição Birnbaum-

Saunders e as propriedades empíricas dos estimadores de máxima verossimilhança e de

momentos para cada uma. Foram propostos quatro tipos de resíduos e estudados três,

cuja distribuição empírica apresentou semelhanças com a distribuição normal padrão.

Além disso, foram apresentados alguns aspectos da análise de diagnóstico, cuja as cur-

vaturas normais da in�uência local foram derivadas através da medida de afastamento

pela verossimilhança para três esquemas de perturbação, sendo ele ponderação de casos,

perturbação na variável reposta e perturbação na escala. Para ilustrar a metodologia

utilizada neste trabalho, fez-se uso de dados reais oriundos de fadiga de material.

Foi possível observar que o MRBS apresentou ajuste similar a estudos realizados an-

teriormente, como por exemplo Rieck e Nedelman (1991) e Galea, Paula e Leiva (2004).

Porém o MRBS apresentou estimativas dos erros padrão menores. Outro aspecto im-

portante a se ressaltar é que, a partir da repametrização que resulta na BS(δ, µ) foi

possível contruir um novo modelo de regressão que modela diretamente a média da va-

riável resposta. Isso é importante a�nal em estudos de regressão quase sempre estamos

interessados em modelar a média da variável reposta. Esta característica não é observada

nos modelos existente baseados na distribuição Birnbaum-Saunders.

Como possíveis trabalhos a serem desenvolvidos futuramente, inicialmente seria a

construção de um pacote para o softawe R a partir dos resultados teóricos obtidos neste
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trabalho. Pretende-se ainda dar continuidade aos estudos com censura e os estudo para

regressão não-linear proposto por Lemonte e Cordeiro (2009). Outro ponto importante que

pode ser abordado futuramente é a proposta de novos resíduos que sejam mais simétricos.

Posteriormente poderão ser propostas soluções para o problema apresentado pelo resíduo

baseado na função desvio.
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Apêndice

Propriedades

Reparametrização 1

i) Seja a > 0 e Y = aT , então T = Y/a. Então, se

F (t;α, µ) = P(T ≤ t) = Φ

[
1

α

(√
(2 + α2)t

2µ
−

√
2µ

(2 + α2)t

)]
, t > 0

obtêm-se

F (
y

a
;α, µ) = P(T ≤ y

a
) = Φ

[
1

α

(√
y(2 + α2)

2aµ
−

√
2aµ

y(2 + α2)

)]
, y > 0.

Então, Y ∼ BS(α, aµ), comprovando que a distribuição BS(α, µ) satisfaz a pro-

priedade de escala.

ii) E seja Y = T−1. Então T = Y −1. Assim,

F (
1

x
;α, µ) = P(T ≤ 1

x
) = Φ

[
1

α

(√
2xµ

(2 + α2)
−

√
(2 + α2)

2xµ

)]

= Φ

[
1

α

(√
x

1/β∗
−
√

1/β∗

x

)]
, x > 0

em que β∗ = 2µ
(2+α2)

. Nota-se então que 1
T
∼ BS(α, (2+α2)

2µ
). Logo a distribuição

BS(α, µ) satisfaz a propriedade recíproca.
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Reparametrização 2

i) Seja a > 0 e Y = aT , então T = Y/a. Dado que

F (t;φ, µ) = P(T ≤ t) = Φ

[
1√

2(φ− 1)

(√
φt

µ
−
√
µ

φt

)]
, t > 0

obtêm-se

F (
y

a
;φ, µ) = P(T ≤ y

a
) = Φ

[
1√

2(φ− 1)

(√
yφ

aµ
−
√
aµ

yφ

)]
, y > 0.

Logo, a variável Y possui distribuição BS(φ, aµ). Sendo assim, a distribuição

BS(φ, µ) satisfaz a propriedade de escala.

ii) E seja Y = T−1. Então T = Y −1. Assim, tem-se que

F (
1

x
;φ, µ) = P(T ≤ 1

x
) = Φ

[
1√

2(φ− 1)

(√
xµ

φ
−

√
φ

xµ

)]

= Φ

[
1√

(2φ− 1)

(√
x

1/β∗
−
√

1/β∗

x

)]
, x > 0

em que β∗ = µ
φ
. Nota-se então que 1

T
∼ BS( 1√

2(φ−1)
, φ
µ
). Logo a distribuição

BS(φ, µ) satisfaz a propriedade recíproca.

Reparametrização 3

i) Seja a > 0 e Y = aT , então T = Y/a. Então, se

F (t;α, σ) = P(T ≤ t) = Φ

 1

α

√α
√

4 + 5α2t

2
√
σ

−

√
2
√
σ

α
√

4 + 5α2t

 , t > 0

logo a fda de Y , possui a forma

F (
y

a
;α, σ) = P(T ≤ y

a
) = Φ

 1

α

√yα
√

4 + 5α2

2
√
a2σ

−

√
2
√
a2σ

yα
√

4 + 5α2

 , y > 0.

Pode-se ver que a distribuição BS(α, σ) não possui a propriedade de escala. No

entanto a distribuição da variável Y segue uma BS(α, a2σ).
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ii) E seja Y = T−1. Então T = Y −1. Desta forma a fda de X possui a forma

F (
1

x
;α, σ) = P(T ≤ 1

x
) = Φ

 1

α

√ 2x
√
σ

α
√

4 + 5α2
−

√
α
√

4 + 5α2

2x
√
σ

 ,
= Φ

[
1

α

(√
x

1/β∗
−
√

1/β∗

x

)]
, x > 0.

em que β∗ = 2
√
σ

α
√

4+5α2 . Nota-se então que 1
T
∼ BS(α, α

√
4+5α2

2
√
σ

). Logo a distribuição

BS(α, σ) satisfaz a propriedade recíproca.

Reparametrização 4

i) Seja a > 0 e Y = aT , então T = Y/a. Então, se

F (t; γ, σ) = P(T ≤ t) = Φ

 √
5

2
√
γ − 1

√2
√
γ(γ − 1)t√

5σ
−

√ √
5σ

2
√
γ(γ − 1)t

 , t > 0.

Logo a fda de Y possui a forma

F (
y

a
; γ, σ) = P(T ≤ y

a
) = Φ

 √
5

2
√
γ − 1

√2
√
γ(γ − 1)y√

5a2σ
−

√ √
5a2σ

2
√
γ(γ − 1)y

 , y > 0.

Pode-se ver que a distribuição BS(α, σ) não possui a propriedade de escala. No

entanto a distribuição da variável Y segue uma BS(α, a2σ).

ii) E seja Y = T−1. Então T = Y −1. Desta forma a fda de X possui a forma

F (
1

x
; γ, σ) = P(T ≤ 1

x
) = Φ

 √
5

2
√
γ − 1

√ √
5σx

2
√
γ(γ − 1)

−

√
2
√
γ(γ − 1)√

5σ
x

 ,
= Φ

[
1

α

(√
x

1/β∗
−
√

1/β∗

x

)]
, x > 0.

em que β∗ =
√

5σ

2
√
γ(γ−1)

. Nota-se então que 1
T
∼ BS(2

√
γ−1√
5
,

2
√
γ(γ−1)
√

5σ
). Logo a

distribuição BS(γ, σ) satisfaz a propriedade recíproca.
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Reparametrização 5

i) Seja a > 0 e Y = aT , então T = Y/a. Então, se

F (t; δ, µ) = P(T ≤ t) = Φ

{√
δ

2

[(
t(δ + 1)

δµ

)1/2

−
(

δµ

t(δ + 1)

)1/2
]}

, t > 0,

então

F (
y

a
; δ, µ) = P(T ≤ y

a
) = Φ

{√
δ

2

[(
y(δ + 1)

δaµ

)1/2

−
(

δaµ

y(δ + 1)

)1/2
]}

, y > 0,

Logo, a distribuição BS(δ, µ) pertence a família de escala.

ii) Agora seja X = T−1. Então T = 1/X, por isso

F (
1

x
; δ, µ) = P(T ≤ 1

x
) = Φ

{√
δ

2

[(
δµx

(δ + 1)

)1/2

−
(

(δ + 1)

δµx

)1/2
]}

,

= Φ

[
1

α

(√
x

1/β∗
−
√

1/β∗

x

)]
x > 0.

Logo a distribuição BS(δ, µ) satisfaz a propriedade recíproca.

Estimadores de Momentos

Nova parametrização 1

Sabemos que a média a variância da BS(α, µ) são dadas respectivamente, por

E[T ] = µ e V[T ] =
(µα)2(4 + 5α2)

(2 + α2)2
.

Pode-se mostrar que

E[T 2] = V[T ] + E2[T ].

Então para a BS(α, µ) temos

E[T 2] =
(µα)2(4 + 5α2)

(2 + α2)2
+ µ2.

Para obtermos os estimadores de momentos devemos solucionar as seguintes equações

83




(1) µ = 1

n

∑n
i=1 ti = t̄

(2) (µα)2(4+5α2)
(2+α2)2

+ µ2 = 1
n

∑n
i=1 t

2
i

(5.1)

De 5.1 obtemos os estimador de momentos para µ, denotado por µ̃ = t̄. Sendo

assim, temos que (2) passa a ter a seguinte igualdade

(t̄α)2(4 + 5α2)

(2 + α2)2
+ t̄2 =

1

n

n∑
i=1

t2i

(t̄α)2(4 + 5α2)

(2 + α2)2
=

1

n

n∑
i=1

t2i − t̄2

(t̄α)2(4 + 5α2)

(2 + α2)2
=

1

n

n∑
i=1

(ti − t̄)2

︸ ︷︷ ︸
s2

α2(4 + 5α2)

(2 + α2)2
=

s2

t̄2︸︷︷︸
κ

α2(4 + 5α2) = κ(2 + α2)2

4α2 + 5α4 = κ{4 + 4α2 + α4}

(5− κ)︸ ︷︷ ︸
A

α4 − (4κ− 4)︸ ︷︷ ︸
B

α2 − 4κ︸︷︷︸
C

= 0

Aα4 +Bα2 − C = 0

O resultado que satisfaz a igualdade Aα4 − Bα2 − C = 0 e o espaço parâmetro do

parâmetros α é

α̃ =

[
B +

√
B2 + 4AC

2A

] 1
2

,

em que A = (5 − κ) = (5 − s2

t̄2
), B = (4κ − 4) = (4 s

2

t̄2
− 4) e C = 4κ = 4 s

2

t̄2
. No entanto,

temos que α̃ poderá ser escrito da seguinte forma

α̃ = 2

[
s2 − t̄2 +

√
t̄4 + 3t̄2s2

(10t̄2 − 2s2)

] 1
2

.
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Os estimados de momentos para o parâmetros α, α̃, estará bem de�nido apenas

quando o coe�ciente de variação amostral apresentar valor inferior a
√

5.

Nova parametrização 2

Já foi mostrado que a média e a variância da BS(φ, µ) são dadas respectivamente,

por

E[T ] = µ e V[T ] =
µ2(φ− 1)(5φ− 3)

φ2
.

É facil mostrar que

E[T 2] = V[T ] + E2[T ].

Logo para a BS(α, µ) temos que

E[T 2] =
µ2(φ− 1)(5φ− 3)

φ2
+ µ2.

Os estimadores de momentos para os parâmetros φ e µ, são obtidos através das

soluções das equações apresentadas abaixo


(1) µ = 1

n

∑n
i=1 ti = t̄

(2) µ2(φ−1)(5φ−3)
φ2

+ µ2 = 1
n

∑n
i=1 t

2
i

(5.2)

De (1) obtem-se o estimador de momentos para µ, denotado por µ̃ = t̄. Desta forma

(2) passa a ter a seguinte igualdade
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t̄2(φ− 1)(5φ− 3)

φ2
+ t̄2 =

1

n

n∑
i=1

t2i

t̄2(φ− 1)(5φ− 3)

φ2
=

1

n

n∑
i=1

t2i − t̄2

t̄2(φ− 1)(5φ− 3)

φ2
=

1

n

n∑
i=1

(ti − t̄)2

︸ ︷︷ ︸
s2

(φ− 1)(5φ− 3)

φ2
=

s2

t̄2︸︷︷︸
κ

(φ− 1)(5φ− 3) = κφ2

5φ2 − 8φ+ 3 = κφ2

(5− κ)︸ ︷︷ ︸
A

φ2 − 8φ+ 3 = 0

Aφ2 − 8φ+ 3 = 0

O resultado que satisfaz a igualdade Aφ2 − 8φ + 3 = 0 e o espaço parâmetro do

parâmetros φ é

φ̃ =
4 +
√

16− 3A

A
,

em que A = (5− κ) = (5− s2

t̄2
). Temos ainda que φ̃ pode ser expresso da seguinte forma

4t̄2 + t̄
√
t̄2 + 3s2

(5t̄2 − s2)
.

Temos ainda que este estimador estará bem de�nido quando o coe�ciente de variação

amostral apresentar valor inferior a
√

5.

Nova parametrização 3

A BS(α, σ) possui como média e variância respectivamente, as seguintes expressões

E[T ] =
(2 + α2)

√
σ

α(4 + 5α2)
1
2

e V[T ] = σ.

Pode-se mostrar que
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E[T 2] = V[T ] + E2[T ].

Assim a BS(α, µ) apresenta como resultado

E[T 2] = σ +

[
(2 + α2)

√
σ

α(4 + 5α2)
1
2

]2

.

Os estimadores de momentos para os parâmetros α e σ, são obtidos através das

soluções das equações apresentadas abaixo


(1) (2+α2)

√
σ

α(4+5α2)
1
2

= 1
n

∑n
i=1 ti = t̄

(2) σ +

[
(2+α2)

√
σ

α(4+5α2)
1
2

]2

= 1
n

∑n
i=1 t

2
i

(5.3)

⇒


(1) (2+α2)

√
σ

α(4+5α2)
1
2

= t̄

(2) σ + t̄2 = 1
n

∑n
i=1 t

2
i

(5.4)

⇒


(1) (2+α2)

√
σ

α(4+5α2)
1
2

= t̄

(2) σ = 1
n

∑n
i=1 t

2
i − t̄2

(5.5)

⇒


(1) (2+α2)

√
σ

α(4+5α2)
1
2

= t̄

(2) σ = 1
n

∑n
i=1(ti − t̄)2

(5.6)

⇒


(1) (2+α2)

√
σ

α(4+5α2)
1
2

= t̄

(2) σ = s2

(5.7)

De (1.7)-2 obtem-se o estimador de momentos para σ, denotado por σ̃ = s2. Desta

forma (1) passa a ter a seguinte igualdade
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(2 + α2)
√
s2

α(4 + 5α2)
1
2

= t̄

(2 + α2)2s2

α2(4 + 5α2)
= t̄2

(2 + α2)2 s2

t̄2︸︷︷︸
κ

= α2(4 + 5α2)

{4 + 4α2 + α4}κ = 4α2 + 5α4

(5− κ)︸ ︷︷ ︸
A

α4 + (4− 4κ)︸ ︷︷ ︸
B

α2 − 4κ︸︷︷︸
C

= 0

Aα4 +Bα2 − C = 0

O resultado que satisfaz a igualdade Aα4 + Bα2 − C = 0 e o espaço parâmetro do

parâmetros α é

α̃ =

[
−B +

√
B2 + 4AC

2A

] 1
2

,

em que A = (5−κ) = (5− s2

t̄2
), B = (4− 4κ) = (4− 4 s

2

t̄2
) e C = 4κ = 4 s

2

t̄2
. Assim como na

reparametrização 1, temos que o estimador de momentos para α existirá quando cv <
√

5.

E substituíndo os respectivos valores de A, B e C obtemos a seguinte expressão

α̃ = 2

[
s2 − t̄2 +

√
t̄4 + 3t̄2s2

(10t̄2 − 2s2)

] 1
2

.

Nova parametrização 4

NA BS(γ, σ) temos que a média e a variância são respectivamente, dadas por

E[T ] =
(2γ + 3)

√
σ√

20γ(γ − 1)
e V[T ] = σ.

Pode-se mostrar que

E[T 2] = V[T ] + E2[T ].

Assim a BS(α, µ) apresenta como resultado
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E[T 2] = σ +

[
(2γ + 3)

√
σ√

20γ(γ − 1)

]2

.

Os estimadores de momentos para os parâmetros γ e σ, são obtidos através das

soluções das equações apresentadas abaixo


(1) (2γ+3)

√
σ√

20γ(γ−1)
= 1

n

∑n
i=1 ti = t̄

(2) σ +

[
(2γ+3)

√
σ√

20γ(γ−1)

]2

= 1
n

∑n
i=1 t

2
i

(5.8)

⇒


(1) (2γ+3)

√
σ√

20γ(γ−1)
= t̄

(2) σ + t̄2 = 1
n

∑n
i=1 t

2
i

(5.9)

⇒


(1) (2γ+3)

√
σ√

20γ(γ−1)
= t̄

(2) σ = 1
n

∑n
i=1 t

2
i − t̄2

(5.10)

⇒


(1) (2γ+3)

√
σ√

20γ(γ−1)
= t̄

(2) σ = 1
n

∑n
i=1(ti − t̄)2

(5.11)

⇒


(1) (2γ+3)

√
σ√

20γ(γ−1)
= t̄

(2) σ = s2

(5.12)

De (1.12)-2 obtem-se o estimador de momentos para σ, denotado por σ̃ = s2. Desta

forma (1) passa a ter a seguinte igualdade
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(2γ + 3)
√
s2√

20γ(γ − 1)
= t̄

(2γ + 3)2s2

20γ(γ − 1)
= t̄2

(2γ + 3)2 s2

t̄2︸︷︷︸
κ

= 20γ(γ − 1)

{4γ2 + 12γ + 9}κ = 20γ2 − 20γ

(20− 4κ)︸ ︷︷ ︸
A

γ2 − (20 + 12κ)︸ ︷︷ ︸
B

γ − 9κ︸︷︷︸
C

= 0

Aγ2 −Bγ − C = 0

O resultado que satisfaz a igualdade Aγ2 − Bγ − C = 0 e o espaço parâmetro do

parâmetros γ é

γ̃ =
B +

√
B2 + 4AC

2A
,

em que A = (20 − 4κ) = (20 − 4 s
2

t̄2
), B = (20 + 12κ) = (20 + 12 s

2

t̄2
) e C = 9κ = 9 s

2

t̄2
.

Da mesma forma que para o estimador de momentos de α, temos que o estimadores de

momentos de γ existirá se cv <
√

5. Pode-se escrever o estimador γ̃ da seguinte maneira

5t̄2 + 3s2 + 5
√
t̄4 + 3t̄2s2

(10t̄2 − 2s2)
.

Nova parametrização 5

Temos que a média e a variância da BS(δ, µ) possuem respectivamente as seguintes

expressões

E[T ] = µ e V[T ] =
µ2(2δ + 5)

(δ + 1)2
.

Facilmente mostra-se que

E[T 2] = V[T ] + E2[T ].

Desta forma para a BS(α, µ) temos o seguinte resultado

90



E[T 2] =
µ2(2δ + 5)

(δ + 1)2
+ µ2.

Os estimadores de momentos para os parâmetros δ e µ, são obtidos através das

soluções das equações apresentadas abaixo


(1) µ = 1

n

∑n
i=1 ti = t̄

(2) µ2(2+5δ)
(δ+1)2

+ µ2 = 1
n

∑n
i=1 t

2
i

(5.13)

De (1) obtem-se o estimador de momentos para µ, denotado por µ̃ = t̄. Desta forma

(2) passa a ter a seguinte igualdade

t̄2(2δ + 5)

(δ + 1)2
+ t̄2 =

1

n

n∑
i=1

t2i

t̄2(2δ + 5)

(δ + 1)2
=

1

n

n∑
i=1

t2i − t̄2

t̄2(2δ + 5)

(δ + 1)2
=

1

n

n∑
i=1

(ti − t̄)2

︸ ︷︷ ︸
s2

(2δ + 5)

(δ + 1)2
=

s2

t̄2︸︷︷︸
κ

(2δ + 5) = κ(δ + 1)2

2δ + 5 = κ{δ2 + 2δ + 1}

(κ)︸︷︷︸
A

δ2 − (2− 2κ)︸ ︷︷ ︸
B

δ − (5− κ)︸ ︷︷ ︸
C

= 0

Aδ2 −Bδ − C = 0

O resultado que satisfaz a igualdade Aδ2 − Bδ − C = 0 e o espaço parâmetro do

parâmetros δ é

δ̃ =
B +

√
B2 + 4AC

2A
,

em que A = κ = s2

t̄2
, B = (2 − 2κ) = (2 − 2 s

2

t̄2
) e C = (5 − κ) = (5 − s2

t̄2
). Temos que

esse valor será a única solução que satisfaça as condições do espaço paramétrico de δ se o
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coe�ciente de variação amostral for inferior a
√

5. Temos ainda que este estimador poder

ser expresso da seguinte forma

δ̃ =
t̄2 − s2 +

√
t̄4 + 3t̄2s2

s2
.

Funções escore

A função escore para βj(j = 1, . . . , p) é dada por

Uβj(θ) =
∂`(θ)

∂βj
=

n∑
i=1

∂`i(µi, δ)

∂µi

dµi
dηi

∂ηi
∂βj

,

em que
∂`i(µi, δ)

∂µi
= − 1

2µi
+

δ

(δti + ti + δµ)
+
ti (δ + 1)

4µi2
− δ2

4ti (δ + 1)
, (5.14)

e dµi
dηi

= 1
g′(µi)

, ∂ηi
∂βj

= xij. Asssim,

Uβj(θ) =
n∑
i=1

{
− 1

2µi
+

δ

(δti + ti + δµ)
+
ti (δ + 1)

4µi2
− δ2

4ti (δ + 1)

}
1

g′(µi)
xij.

Seja D(a)(n×n) = diag{a1, a2, . . . , an}, com

ai =
1

g′(µi)
,

z = (z1, z2, . . . , zn)>, com

zi = − 1

2µi
+

δ

(δti + ti + δµ)
+
ti (δ + 1)

4µi2
− δ2

4ti (δ + 1)

e X uma matriz de dimensão (n× p) onde a i-ésima linha é x>i . Então a forma matricial
da função escore de β é dada por

Uβ(θ)p×1 = X>D(a)z,

e a função escore de δ é dada por

Uδ(θ) =
∂`(θ)

∂δ
=

n∑
i=1

∂`i(µi, δ)

∂δ

em que

92



∂`i(µi, δ)

∂δ
=

1

2
+

1

2 (δ + 1)
+

(ti + µi)

(δti + ti + δµi)
− ti

4µi
− δ(δ + 2)µi

4(δ + 1)2ti
.

Consequentemente

Uδ(θ) =
n∑
i=1

{
1

2
+

1

2 (δ + 1)
+

(ti + µi)

(δti + ti + δµi)
− ti

4µi
− δ(δ + 2)µi

4(δ + 1)2ti

}
.

Seja D(b) = diag{b1, b2, . . . , bn}, com

bi =
1

2
+

1

2 (δ + 1)
+

(ti + µi)

(δti + ti + δµi)
− ti

4µi
− δ(δ + 2)µi

4(δ + 1)2ti
.

Então,

Uδ(θ)1×1 = tr(D(b)).

Matrizes Hessiana

A matriz hessiana é dada por

L̈θθ =

(
∂2`(θ)
∂β∂β>

∂2`(θ)
∂β∂δ

∂2`(θ)
∂δ∂β>

∂2`(θ)
∂δ2

)
=

(
X>D(c)X X>D(a)m
m>D(a)X tr(D(d))

)
em que `(θ) está de�nida em (3.4). Segue que

∂2`(θ)

∂βj∂βl
=

n∑
i=1

(
∂2`i(µi, δ)

∂µ2
i

dµi
dηi

+
∂`i(µi, δ)

∂µi

∂

∂µi

dµi
dηi

)
dµi
dηi

xijxil

=
n∑
i=1

(
∂2`i(µi, δ)

∂µ2
i

(
dµi
dηi

)2

+
∂`i(µi, δ)

∂µi

(
∂

∂µi

dµi
dηi

)
dµi
dηi

)
xijxil,

em que
∂2`i(µi, δ)

∂µ2
i

=
1

2µ2
i

− δ2

(δti + ti + δµi)2
− ti(δ + 1)

2µi3
,

e ∂`i(µi,δ)
∂µi

é apresentada na seção 3.1. Seja D(c) = diag(c1, c2, . . . , cn), com

ci =

(
∂2`i(µi, δ)

∂µ2
i

(
dµi
dηi

)2

+
∂`i(µi, δ)

∂µi

(
∂

∂µi

dµi
dηi

)
dµi
dηi

)
.

Em notação matricial,
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L̈ββ = X>D(c)X.

A derivada segunda de `(θ) com respeito a βj(j = 1, 2, . . . , p) e δ é dada por

∂2`(θ)

∂βj∂δ
=

n∑
i=1

∂2`i(µi, δ)

∂µi∂δ

dµi
dηi

∂ηi
∂βj

em que
∂2`i(µi, δ)

∂µi∂δ
=

ti
(δti + ti + δµi)2

+
ti

4µ2
i

− δ(δ + 2)

4(δ + 1)2ti
,

Logo,
∂2`(θ)

∂βj∂δ
=

n∑
i=1

{
ti

(δti + ti + δµi)2
+

ti
4µ2

i

− δ(δ + 2)

4(δ + 1)2ti

}
1

g′(µi)
xij

Seja m = (m1,m2, . . . ,mn)>, com

mi =
ti

(δti + ti + δµi)2
+

ti
4µ2

i

− δ(δ + 2)

4(δ + 1)2ti
.

Em notação matricial

L̈βδ = X>D(a)m.

A derivada de segunda ordem de `(θ) com respeito a δ é dada por

∂2`(β, δ)

∂δ2
=

n∑
i=1

∂2`i(µi, δ)

∂δ2

em que
∂2`i(µi, δ)

∂δ2
=

1

2(δ + 1)2
− (ti + µi)

2

(δti + ti + δµi)2
− µi

2(δ + 1)3ti
,

Logo,
∂2`(β, δ)

∂δ2
=

n∑
i=1

{
1

2(δ + 1)2
− (ti + µi)

2

(δti + ti + δµi)2
− µi

2(δ + 1)3ti

}
.

Seja D(d) = diag{d1, d2, . . . , dn}, com

di =
1

2(δ + 1)2
− (ti + µi)

2

(δti + ti + δµi)2
− µi

2(δ + 1)3ti
.

Em notação matricial

L̈δδ = tr(D(d)).
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A inversa de L̈θθ pode ser expressa da forma

L̈−1
θθ =

(
M−1 + AA>

E
−A
E

−A>
E

1
E

)

em que M = X>D(c)X, A = M−1X>D(a)m e E = tr(D(d))−m>D(a)XA.

A matriz de informação de Fisher esperada para θ, denotada por

Kθθ =

(
Kββ Kβδ

Kδβ Kδδ

)
,

é obtida utilizando valores esperados descritos abaixo

(E1) E (T ) = µ,

(E2) E
(

1
T

)
= (δ+1)2

µδ2
,

(E3) E
((

T + µδ
(δ+1)

)−1
)

= (δ+1)
2µδ

,

(E4) E
((

T + µδ
(δ+1)

)−2
)

= I(δ),

em que

I(δ) =

∫ ∞
0

1

4
e
δ
2

√
δe−

1
4( (δ+1)t

δ µ
+ δ µ

(δ+1)t)δ
(
t+

δ µ

δ + 1

)−1
1√
π δ µ
δ+1

t−3/2dt.

Temos que Kββ = X>D(v)X, com D(v) = diag{v1, . . . , vn} e vi = δ
2µ2i

1
{g′(µi)}2 +

δ2

(δ+1)2
1

{g′(µi)}2I(δ), Kβδ = K>δβ = X>D(a)s com s = (s1, . . . , sn)> e si = 1
2µi(δ+1)

+
δµi

(δ+1)3
I(δ) e Kδδ = tr(D(u)) com D(u) = diag{u1, . . . , un} e ui = (δ2+3δ+1)

2δ2(δ+1)2
+

µ2i
(δ+1)4

I(δ).

Após algumas manipulações algébricas obtêm-se a inversa da matriz de informação

observada, K−1
θθ , possui forma

K−1
θθ =

(
D−1 + BB>

W
− B
W

−B>
W

1
W

)

em que D = X>D(v)X, B = D−1X>D(a)s e W = tr(D(u))− s>D(a)XB.
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Curvaturas

Ponderação de Casos

Primeiramente, é dado

∂`ω(θ)

∂ωr
=

δ

2
− 1

2
log(δ + 1)− 1

2
log(16π)− 1

2
log(µr)−

3

2
log(tr)

+ log(δtr + tr + δµr)−
tr(δ + 1)

4µr
− δ2µr

4tr(δ + 1)
.

Daí segue que,

∂2`ω(θ)

∂ωr∂βj
=

{
− 1

2µr
+

δ

(δtr + tr + δµr)
+

(δ + 1)tr
4µ2

r

− δ2

4(δ + 1)tr

}
1

g′(µr)
xrj,

e
∂2`ω(θ)

∂ωr∂δ
=

{
1

2
− 1

2(δ + 1)
+

(tr + µr)

(δtr + tr + δµr)
− tr

4µr
− δ(δ + 2)µr

4tr(δ + 1)2

}
.

Sejam D(e) = diag{e1, e2, . . . , en} e b = (b1, b2, . . . , bn)>, com

ei = − 1

2µi
+

(
δ + 1

δ
ti + µi

)−1

+
(δ + 1)

4µ2
i

ti −
δ2

4(δ + 1)ti

e

bi =
1

2
− 1

2(δ + 1)
+

(ti + µi)

(δti + ti + δµi)
− ti

4µi
− δ(δ + 2)µi

4ti(δ + 1)2
.

Em notação matricial
∂2`ω(θ)

∂β∂ω
= X>D(a)D(e)

e
∂2`ω(θ)

∂δ∂ω
= b>.

Perturbação na variável resposta

Nesta caso,

∂`ω(θ)

∂ωr
= −

3s(tr)

2[tr + ωrs(tr)]
+

(δ + 1)s(tr)

(δ[tr + ωrs(tr)] + [tr + ωrs(tr)] + δµi)
−

(δ + 1)s(tr)

4µr
+

δ2µrs(tr)

4(δ + 1)[tr + ωis(tr)]2
.

Note que

∂2`ω(θ)

∂ωr∂βj
= s(tr)

{
−

δ(δ + 1)

(δ[tr + ωis(tr)] + [tr + ωis(tr)] + δµr)2
+

(δ + 1)

4µ2r
+

δ2

4(δ + 1)[tr + ωrs(tr)]2

}
1

g′(µr)
xrj

96



e

∂2`ω(θ)

∂ωr∂δ
= s(tr)

{
− µr

(δ[tr + ωrs(tr)] + [tr + ωrs(tr)] + δµi)2
− 1

4µr
+

δ(δ + 2)µr
4[tr + ωis(tr)]2(δ + 1)2

}
.

Seja D(ψ) = diag{ψ1, ψ2, . . . , ψn}, com

ψi = s(ti)

{
− δ(δ + 1)

(δ[ti + ωis(ti)] + [ti + ωis(ti)] + δµi)2
+

(δ + 1)

4µ2
i

+
δ2

4(δ + 1)[ti + ωis(ti)]2

}
e ϕ = (ϕ1, . . . , ϕn)>, com

τi = s(ti)

{
− µi

(δ[ti + ωis(ti)] + [ti + ωis(ti)] + δµi)2
− 1

4µi
+

δ(δ + 2)µi
4[ti + ωis(ti)]2(δ + 1)2

}
.

Em notação matricial

∂2`ω(θ)

∂β∂ω
= X>D(a)D(ψ)

e

∂2`ω(θ)

∂δ∂ω
= τ>.

Perturbação no parâmetro de precisão

Para o cálculo desta curvaturas primeiramente calcula-se

∂`ω(θ)

∂ωr
=

1

2(δ + ωr)
− δ

2ω2
r

− 1

2ωr
+

tr
(δtr + trωr + δµr)

− 1

(δ + ωr)
+

δtr
4µrω2

r

+
δ2(δ + 2ωr)

4trω2
r(δ + ωr)2

.

Note que

∂2`ω(θ)

∂ωr∂βj
=

{
− δtr

(δtr + trωr + δµr)2
− δtr

4ω2
rµ

2
r

+
δ2(δ + 2ωr)

4trω2
r(δ + ωr)2

}
1

g′(µr)
xrj

∂2`ω(θ)

∂ωr∂δ
=

{
− 1

2ω2
r

− 1

2(δ + ωr)2
− tr(tr + µr)

(δtr + trωr + δµr)
+

1

(δ + ω)2

+
tr

4µrω2
r

+
µrδ(δ

2 + 3δωr + 4ω2
r)

4trω2
r(δ + ωr)3

}
.
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Sejam D(ξ) = diag{ξ1, ξ2, . . . , ξn} e ϕ = (ϕ1, . . . , ϕn)>, com

ξi = − δti
(δti + tiωr + δµi)2

− δti
4ω2

i µ
2
i

+
δ2(δ + 2ωi)

4tiω2
i (δ + ωi)2

e

ϕi = − 1

2ω2
i

− 1

2(δ + ωi)2
− ti(ti + µi)

(δti + tiωi + δµi)
+

1

(δ + ω)2
+

ti
4µiω2

i

+
µiδ(δ

2 + 3δωi + 4ω2
i )

4tiω2
i (δ + ωi)3

.

As curvaturas possuem a forma

∂2`ω(θ)

∂β∂ω
= X>D(a)D(ξ)

e

∂2`ω(θ)

∂δ∂ω
= ϕ>.
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